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Uhe ressursiga tulude optimiseerimine bussipiletite
miiiigi néiitel
Magistritoo

Liihikokkuvéte. Kéesoleva t66 eesméargiks on anda iilevaade iihe ressursiga
tulude optimiseerimise meetoditest. Lihemalt vaatame staatilisi mudeleid,
mis iitlevad, kui suure osa mahust antud hinnaga miiiia. Kahe hinnaklassi
korral saab kasutada Littlewoodi reeglit ja kui on n > 2 klassi, siis saab
kasutada nii tdpset kui ka heuristilist ldhenemist. Samuti rakendame an-
tud meetodeid ka bussipiletite miitigi andmetel. Ning viimases osas vaatame
diinaamilist hinnastamist, millega maksimiseerida oodatava tulu.

CERCS teaduseriala: P160 Statistika, operatsioonanaliiiis, programmee-
rimine, finants- ja kindlustusmatemaatika

Mairksonad: optimiseerimine, tulud, diinaamiline planeerimine

Single-resource revenue management with example of

bus ticket sales

Master’s thesis

Abstract. The purpose of this research is to give an overview of single-
resource revenue management methods. We look at static models which show
how many units we should sell for given price. For 2 class problem we can use
Littlewood’s rule and for n > 2 classes we can use exact model or heuristics.
We also use these models on actual bus ticket sales data. And in last part we
look at dynamic pricing which gives us maximum expected revenue.
CERCS research specialisation: P160 Statistics, operation research, prog-
ramming, actuarial mathematics
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Sissejuhatus

Magistritoos annab autor iilevaate iihe ressursiga tulude optimiseerimise mee-
toditest. Selle t66 kirjutamisel vaatame ettevotet kui monopolisti ja me ei ar-
vesta konkurentidega. Kuna teema on Eestis uus, on eesméargiks pigem mee-
todite kirjeldus ja ettepanekud kui meetodite praktiline kasutamine. T'66 on
jaotud kaheks - mahu- ja hinnapohiseks tulude optimiseerimiseks. Molemas
peatiikis tutvustame mudeleid ja rakendame neid tegelikel andmetel.

Me teame, et iga miiiija votab vastu mitmeid otsuseid. Néiteks tuleb otsus-
tada miitigikoht ja aeg, alghind ja voimalikud soodustused. Meie soov oleks
seada toote voi teenuse hind nii, et see ei hirmutaks potensiaalseid ostjaid,
aga samas ei kaota tulu. Tulude optimiseerimine tegelebki selliste noudluse
haldamise otsustega kasutades vastavaid meetodeid ja siisteeme. Tulude op-

timiseerimise kolm pohilist otsustamisvaldkond on ([2], lk 2-3):

e Struktuuriotsused: néiteks milliseid miiiimisformaate kasutada (fiksee-
ritud hind, oksjon), milliseid miitimistingimusi kasutada (soodustused,

tiithistamised) ja teised sarnased kiisimused.

e Hinnaotsused: néiteks kuidas seada alg- v6i personaalse pakkumise

hind, kuidas muuta hinda ajas.

e Mahuotsused: millal vastu votta voi keelduda pakkumisest, kuidas ja-

gada kogumaht erinevate segmentide vahel.

Uldiselt médrab toote ja teenuse valdkond, millised otsused on antud vald-
konnas koige olulisemad. Antud t60s tegeleme koigepealt mahu kiisimustega
ja hiljem vaatame ka hinna kiisimusi.

Kuid kas kasutada mahu- v6i hinnapohist tulude optimiseerimist, varieerub

ka valdkonna sees. Naiteks kui lennunduses on tavaks kasutada fikseeritud



hinda ja kohtade arvu iga hinnaklassi jaoks, siis odavlennufirmad kasutavad
see-eest piletihinda pohimuutujana.

Kuigi sellistele noudluse haldamise kiisimustele on otsitud vastuseid ammus-
test aegadest, peetakse tulude optimiseerimise ideed ja véljatéotatud mee-
todeid parinevaks just lennundusest. Samas téanapéeval kasutavad neid mee-
todeid ka teised valdkonnad nagu hotellindus, kruiisilaevandus ja autorent.
Uldiselt seostataksegi tulude optimiseerimist tugevalt teenuste miitigiga, kuid
hiljuti on tulude optimiseerimine joudnud ka jaekaubandusse.

Kui vaatame ldhemalt olukorda, kui ettevote soovib optimiseerida iihe toote
voi teenuse tulu, iitleme, et ettevote soovib tegeleda iihe ressursiga tulu-
de optimiseerimisega. Kaks tiiiipilist nédidet on iihe lennu mitme hinnaklassi
piletite voi hotellis {ihe 66 erinevate hinnaga tubade miiiigi kontrollimine.
Ja neist néidetest lahtuvalt mitme ressursiga tulude optimiseerimiseks oleks
iimberistumisega lennud ning mitmeks 66ks hotellitoa broneerimine.
Bussipiletite miiiigi néitel oleks iihe ressursiga tulude optimiseerimiseks bus-
sipiletite miiiik, kus bussil on ainult kaks peatust - algus- ja lopppeatus.
Mitme ressursiga tulude optimiseerimiseks oleks liinid, kus on rohkem kui
kaks peatust.

T66 on vormistatud tekstitootlusprogrammiga KEITEX. Allikatele viidatakse
tekstis sulgude abil. Esimene pool néitab allika numbrit t66 lopus asuvas
kirjanduse loetelus ja teine pool lehekiilge voi lehekiilgi, kus viidatud faktist
juttu on. To6os esitatud toestuste 1oppu tdahistatakse siimboliga [J. Andmete
analiiiisiks on kasutatud statistikapaketti R.

Autor tdnab Marek Tuult bussipiletite miiligiandmete kasutamise loa ja dot-

sent Raul Kangro arvukate paranduste ja tdienduste eest.



1 Mahupohine tulude optimiseerimine

Antud peatiikis uurime mahupohist tulude optimiseerimist, tdpsemalt ma-
hu optimaalset jaotamist mitme erineva hinnaklassi vahel. Me eeldame, et
ettevottel on piiratud ressurss ja ta miiiib seda n erinevale hinnaklassile.
Eeldatakse, et kohad on homogeensed ja klient soovib ainult iihte kohta. An-
tud peatiikk pohineb suuresti K. T. Talluri ja G. J. van Ryzini raamatule
“The Theory and Practice of Revenue Management” ([2], Ik 33-38).

1.1 Staatiline mudel

Staatiline mudel ei ole siin koige tdpsem termin, sest noudlus ei ole staa-
tiline, vaid tuleb jarjestikult aja jooksul. Kuid see véljend on saanud juba

tavapéraseks ja aitab eristada antud mudeleid diinaamilistest mudelitest.

1.1.1 Staatilise mudeli eeldused

Tulude optimiseerimise staatilised mudelid omavad mitmeid eeldusi.

el) Erinevate klasside noudlused realiseeruvad mittekattuvates aja-
vahemikes. Koigepealt tuleb noudlus odavaimatale piletitele, kui see
noudlus on 16ppenud, siis tuleb néudlus jargmise natuke kallima hin-

naklassi jérele. Viimaseks on noudlus koige kallimale hinnaklassile.

e2) Erinevate klasside néudlused on séltumatud juhuslikud suu-
rused. See eeldus on suuresti analiiiisi mugavuse eesmérgil, et oleks

voimalik ehitada mudelit vihemate andmete pealt.

e3) Grupiostude puudumine voi kui esineb grupioste, siis ei pea kogu

gruppi korraga vastu votma.



e4) Riskineutraalsust. Eesmirgiks on maksimiseerida iileiildist keskmist

piletimiiiigi tulu.

Koige pealt vaatame koige lihtsamat kaheklassilist mudelit.

1.1.2 Littlewoodi kahe klassi mudel

Esimese mahupohise iihe ressursiga mudeli pakkus vélja Ken Littlewood.
Antud mudeli tootas ta vélja 1970ndate alguses British Overseas Airways
Corporationi jaoks ([1], Ik 111). Littlewood lahendas antud meetodiga prob-
leemi, kus lennule miiiiakse kahes hinnaklassis pileteid hindadega r; > 7y, ja
ta soovis teada, mitu kohta tuleks jiatta kallimate piletite jaoks. Olgu lennu-
kis NV kohta ning me ei luba tiihistamisi ega iilemiiiimist. Klassi j noudlust
tahistame D; ja selle jaotusfunktsioon Fj. Koigepealt tuleb klassi 2 noudlus.
Olgu x vaba kohtade arv momendil, kui saabub klient, kes soovib osta oda-
vamat piletit. Littlewood pakkus vilja, et odavaid pileteid tuleks miiiia nii
kaua, kui jargmise pileti odavalt miitimise tulu on vadhemalt sama suur, kui
selle koha oodatav tulu juhul, kui reserveerimine selle kalli pileti jaoks. Ehk

valemi kujul:

7’227’1‘P(D12$) (11)

kus 7 on kalli pileti keskmine tulu ning ry odava pileti keskmine tulu ([1],
lk 119). Paneme téhele, et valemi (1.1) parempoolel = viheneb. Seega leidub
optimaalne reserveeringu piir, tahistatud yj, nii, et me votame vastu klassi
2 kliente kuni vabasid kohti on rohkem kui y] ja keeldume neist, kui vabasid

kohti on yj voi vihem. Ehk y] korral kehtib

ro <ri-P(Dy>y) ja ro>ri-P(Dy>yp +1).



Jargnevalt toestame Littlewoodi reegli optimaalsuse. Selleks defineerime jao-

tusfunktsiooni Fy(r) = y pocrdfunktsiooni F|*(y) diskreetsel juhul nii, et
Fl(y) = min(z : Fi(z) > y), y€(01).

Lemma 1.1. Reserveeringu piir, mis maksimiseerib eeldustel el) - e4) ooda-

tavat keskmist piletimiiiigi tulu, on

* : — T
oi = min(N, F'(1 = 24, (1.2)

Seda nimetatakse Littlewoodi reegliks ([4]).

Toestus. Siin toestame Littlewoodi reegli keskmise tulu maksimiseerimise
iilesande lahendamisega. Me teame, et kui odavatele piletitele jadtud kohtade

arv on ¢, siis piletimiiiigi tulu keskvaértuse saab avaldada jargmiselt
f(c) = E(romin(Ds, ¢) + r1 min(Dy, N — min(Ds,c))),

kus D, on odavate piletite ndudlus, D; on kallite piletite noudlus ja N koikide

kohtade arv. On selge, et odavatele piletitele tuleks hoida veel {iks koht, kui

fle+1) = () > 0. (13)
Avaldades vorrandi (1.3) saame
flc+1)— f(c) = E(rgmin(Dy,c 4+ 1) + ry min(Dy, N — min(Dy, ¢+ 1))—
E(romin(Dy, ¢) + ry min(Dy, N — min(Ds, ¢)) =

ro(E min(Day,c + 1) — Emin(Ds, ¢))+

r1(Emin(Dy, N — min(Ds,c+ 1)) — Emin(Dy, N — min(Dy, c))).



Avaldame esimese osa sellest summade kaudu

Emin(Dy,c + 1) — Emin(Ds, ¢) Zmln i, ¢+ 1)poy—

me i,C)p2 = ZZPZz Z D2i — ZZPQz +c Z Do =

i=c+1 i=c+1
E DP2i + E D2 — C E D2 = E D2i-
i=c+1 i=c+1 1=c+1 1=c+1

Avaldame teise osa summade kaudu

Emin(Dy, N —min(Dy,c+ 1)) — Emin(D;, N — min(Ds, ¢)) =

oo o0 [S S INe o]

Z Z min(j, N — min(i, ¢ + 1))po;p1; — Z Z min(j, N — min(i, ¢))pap1; =
Jj=0 =0 o j=0 i=0
—C— 1 Z Z DP2iP1j + Z .]plj + Z meplg
j=N—ci=c+2 j=N—-c =0
c+1
Z Z D2ip1j — —c) Z Z b2ip1j — iju—
=0 j=N—i+1 Jj=N—c+1i=c+1 7=0
N N—j c 00 00
Z jzpziplj + Z(N — 1) Z paip1; = (N —c—1)pin—c Z P2t
j=N—ct+1 i=0 i=0 j=N—i+1 i=c+2
(N = c)p1v— me + (N —c—=1)paes1 Z pij — (N —c=1pacia Z P1j—
i=0 j=N—c J=N—ctl

Z Z paipj — (N —c)pin—c = (N —c—=1)pin—c — (N = c)pin—ct
j=N—c+1i=ct1

C o0 (o] o0 (o)
P1,N—c E P2 — E E P2iP1j = — E E DP2iP1j-
=0 j=N-—c+1i=c+1 j=N-—ci=c+1

Kaks osa kokku pannes saame

fle+1)—f(c) =1y Zsz_rl Z ZPQzPu: (ro—m Z D1j) me

i=c+1 j=N—ci=c+1 j=N-—c i=c+1

Seega tingimuse

ro—rP(D; >N —¢)>0

9



korral
fle+1) = f(e) 20
ja tingimuse
rg —r1P(D; >N —¢) <0
korral

fle+1) = fle) 0.

Paneme téhele, et ro — r; P(D; > N — ¢) on ¢ suhtes mittekasvav.
Kui ¢ = 0 korral 7o — r P(D; > N — ¢) < 0, siis see on negatiivne koikide ¢

vaartuste korral ja

f(e)=F0)+ ) (f(k+1) = f(k)) < f(0).

Maksimaalne kasum on saavutatud ¢* = 0 korral ehk y; = N.

Kuna ry —rP(D; > N) < 0, saame

To — 7’1(1 — Fl(N — 1)) < O,

1 - F(N-1)> -2,
1
T
F(N-1)<1--2.
(A1

Jaotusfunktsiooni poordfunktsiooni definitsioonist saame, et

Fla-3 >N -1,
™

seega y* = min(N, F; (1 — 2)).

Kui ¢ = 0 korral 7y — ry P(D; > N — ¢) > 0, siis juhul kui ¢ = N — 1 korral
samuti ro — r P(Dy > N —¢) > 0, siis iga ¢ korral, ¢ € {0,..N — 1}, vahed
fle+1) — f(c) on mittenegatiivsed ja

FN) = £(@) + S (f(k+ 1) = f(R) > f(e), Ve

10



Seega ¢ = N annab maksimaalse véértuse ja y; = 0. Saame tingimuse

7’2-T1P(D121)20

P(D, > 1) <=,
™
F(0)>1— 2,
™
Fla-2)y<0 ehk F'1-22)=o0.
U1 ™

Seega y; = min(N, Fy (1 — 2)).

Kui ¢ = 0 korral 79 — mP(D; > N —¢) > 0jac = N —1 korral ry —
rP(D; > N —¢) < 0, siis leidub selline ¢*, ¢* € {0,..., N — 2}, nii, et
¢ = c* korral 7y — 1 P(D; > N — ¢) on mittenegatiivne ja ¢ = ¢* + 1 korral

ro —r1P(D; > N — ¢) on negatiivne. Saame, et Ve < ¢* + 1 korral

fle+1) = +§: — f(k)) = f(c)

ja Ve > ¢* 4 1 korral
flOy=f+1)+ Y (Fk+1) = f(k) < f(c" +1),
k=c*+2
seega ¢* on optimaalne vaartus.

Néeme, et ¢* puhul

TQ—Tlp(DlzN—C*)ZO,

F(N—c¢—1)>1- "2,
™

Fr (1——)<N—c -1
1

ja
7“2—7’1P(D12N—C*—1)<0,
T2

F(N—c¢—2)<1—-2,
1

Fy (1——)>N—c — 2,
1

11



Seega Fi '(1-2) = N—c*—1jay; =min(N,F{ '(1-2)) =N—-¢'—1. O

Kui klassi 1 reserveeringu piiriks seada y; Littlewoodi reegli kohaselt, siis see

on optimaalne eeskiri.

1.1.3 n-klassi mudelid

Jargmisena vaatame iildistatud juhtu, kus on n > 2 klassi. Jéllegi me eelda-
me, et n klassi ndudlused tulevad n etapil, iga klass saabub tulu kasvavamise
jarjekorras. Olgu klassid nii jérjekorras, et vy > ro > ... > r,. Ehk klass n
saabub esimesel etapil (etapp n), siis saabub klass n — 1 etapil n — 1 kuni
saabub klass 1 viimasel etapil (etapp 1). Kuna klassid ja etapid on iiks-itheses
seoses, siis tahistame moélemad j. Me vaatame noudlust ja mahtu diskreets-
etena.

Meie n-klassi iilesannet saab lahendada samm-sammult diinaamiline planee-
rimisega, kus iga sammu muutuja on veel vabade kohtade arv x. Jargneva

toestamiseks laheb meil vaja jargmist vahetulemust.

Lemma 1.2. Kui fi,...,f, on k-argumendiga funktsioonid fi(21,...,2x),..-,
fn(z1,.-.,2x ), mis koik saavutavad oma maksimumi piirkonnas € kohal z{,...,2},
siis

max D filzrnz) =D filzhz). (1.4)
T =1 i=1

Toestus. Teame, et kehtib

n

Z{f}%ﬂz}f@'(zl,...,zn) > ;fi(zi‘,...,z;;), (1.5)

=1

Samal ajal teame, et iga z1,...,2, korral kehtib

n n
Z fi(zlr”azn) < Z fi(Zfa---aZZL
i=1 i=1

12



seega kehtib ka
max Zfi(zl,...,zn) < Zfl(zi",,z;s) (1.6)

Vorratused (1.5) ja (1.6) peavad kehtima iihel ajal ehk kehtib vordus. O

Olgu X; vabade kohtade arv etapi j alguses, kusjuures X,, = N, ja olgu
¢;(X;) klassile j miitidavate piletite arv, kui etapi alguses on X; kohta. Olgu
J

Vi(z) = max E(Z rymin(c;(X;),D;)|X; = z)

ClyeesCj 5
i=1

vadrtusfunktsioon etapi j alguses, mis leiab etapi j ja tulevaste etappide
maksimaalse oodatava tulu tingimusel 0 < ¢;(z) < 2. Seega kogu mahu

oodatav tulu iile kéikide etappide on

n

Vo(N) = max E(Z r;min(¢;(X;),D;)).

Clyeeey Cn -
=1

Lemma 1.3. Iga j korral leiduvad funktsioonid cj,...,c} nii, et
J
Vi(x) = E()_rimin(c}(X;),0,)|X; = ), Va (1.7)
i=1
ning iga j > 1 korral kehtib

Vj(z) = max E(r; min(c;(X;),D;) + Vj-1(z — min(¢;(X;),D;))| X; = )

= maxz P(D; = k)(r;min(c;(z),k) + V;—1(z — min(c;(x),k))) (1.8)

i
7 k=0
piirtingimustega

Vo(z) =0, x=0,1,.,N.

Toestus. Me naitame induktsiooniga, et Lemma 1.3 kehtib.
Baas: j =1

*

() =x.

13



Kui meil on viimasel etapil kohti veel alles, siis ei ole moistlik neile piirangut
seada, vaid miiiia koik piletid antud hinnaga.
Samm: eeldame, et j = m korral kehtib, m € {1,...,n—1}. Néitame, et kehtib
ka 5 = m + 1 korral. Vaatame

m+41

Vin1(z) = max E(Z rimin(c;(X;),D;)| X1 = ) =

Clyeeey Cm+1 X
=1

ma)f(E(rm-‘rl min(cm+l(Xm+1)aDm+l)|Xm+1 = 5B)+
Cm+4

Clyeeny

max > E() rimin(ci(X:),0;)|Xmi1 = &, Diis = k)P(Diyr = k)
k=1 =1

Tingimustest X,,.1 = = ja D,,,1 = k saame uue tingimuse

X =z — min(¢pyq(2),k).

Kuna j = m korral tingimus kehtib ehk maksimum saavutatakse iga x korral
sama komplekti cj,...,c;, funktsioonidega, saame kasutada niiiid Lemmat 1.2.
Néeme, et

Vins1(z) = ma}f[E(rerl min(cm41(Xmi1),Dms1) | X1 = )+
Cm+

m

Z E(Z rymin(c; (X;),D;)| Xy = x — min(cng1(2),k)) P(Dyp1 = k)] =

k=1

max|E(rym41 min(Cm1 (Ximt1), Dmt1) | X1 = )+

Cm+1

Z Vin(x — min(cp41(2),k))P(Dypy1 = k)] =

k=1

max[E (41 000 (i1 (2), D)) + E(Vin (2 = min(comi (2), D))

Cm+1

Sellega on toestatud vordus (1.8). Niiiid fikseerime

Criq (@) = maxargmax E(rp,41 min(c,Dpq1) + Vin(x — min(c, Dyyt1))).
0<cLlz

14



Saame, et

Vint1(x) = Elrp1 min(cy, 1 (2),Dpy1) + Vin(z — min(cpi1(2),Dimia)] =
E(rmi1 min(ch 1 (Xms1), D | X1 = @)+
Z Vin (@ — min(c;z-s-l(x)ak))P(Dm—l—l = k).
k=0
Kasutades eeldust ja teadmist, et vaadeldava keskvédrtuse leidmisel voib
tingimuse X,, = = — min(c},,,(z),k) asendada tingimusega (X,,41 = x) A

(Dpmy1 = k), saame, et

Z Vin(z — min(c), 1 (2),k))P(Dmy1 = k) =

[e.9] m

Z E(Z T; IIliIl(C;F (Xz),Dz)‘Xm = — min(cfn+1 (x),k))P(Dm+1 — k) _

E(>rymin(c}(X),D:)[ X1 = ).
=1

Niiiid saame

m+1

Vi1 (z) = EQY  rimin(c}(X,),0:) | Xpn11 = )

i=1

O

Véidrtus cj(z), mis maksimiseerib vorduse (1.8) parema poole, annab opti-
maalse miitigilimiidi j-nda etapi jaoks juhul, kui etapi alguses on x vaba
kohta.

Kuigi reserveeringu piiride arvutamine staatilisele mudelile ei ole keeruli-
ne, voib see olla aeganoudev ja seega tihti kastutatakse hoopis heuristilisi
ldhenemisi. Selliste ldhenemiste eelisteks on lihtsam kasutamine, kiiremad
tulemused ja genereeritud tulud on tihti véiga ldhesed optimaalsetele. Koige

populaarsemateks lahenemisteks on Belobaba EMSR-a ja EMSR-b ([3]). Ku-

na molemad pohinevad iihe allika n-klassilise staatilisel mudelil ja on viga

15



sarnased, vaatame ldhemalt ainult viimast.
Ootatud marginaalne istetulu versioon b, edaspidi EMSR-b (ingl. k. ezpected
marginal seat revenue - version b), eeliseks verisooni a ees on arvestamine sta-
tistilise keskmistamise efektiga. EMSR-b késitleb igat etappi kui kahe klassi
iilesannet, kus noudlusi vaadatakse kahe grupina. Praeguse etapi noudlust
vaadakse iihena ja tuleviku klasside noudlused koondatakse teiseks, kus klas-
si tulu on kaalutud keskmine tulu iile koikide tuleviku klasside.
Vaatame juhtu, kus tahame leida etapil j + 1 reserveeringu piiri y;. Leiame
kogu tuleviku noudluse klassides 7,5 — 1,...,1
J
S;=)Y Dy
k=1

ja kaalutud keskmise tulu 7; klassides 1,...,5
i:l B (Dy)

Z::l L (Dk) ‘

J
Jérgmisena leiame reserveeringu piiri j ja kallimate klasside jaoks, y;, Litt-
lewoodi reegli jérgi nii, et

J

1.2 Mahupohised mudelid tegelikel andmetel

Autoril on voimalus kasutada T-grupp AS kogutud bussivéljumiste infot,
kus on antud 104 viljumist (esmaspéev-neljapdev, august 2015 - jaanuar
2016). Igal védljumisel oli bussis 56 kohta ja on teada koik miitidud piletid
antud véaljumistele. Ettevote pakub mitmeid soodustusi ja seega on mitmeid
erinevaid hindu andmestikus, aga iga miiiidud pilet pohineb iihele kolmest
baashinnast. Vastavalt baashindadele on piletid kolmest hinnaklassist - oda-

vad, keskmised ja kallid.
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Kuna see teema on uus antud ettevotte jaoks, siis nad on katsetanud mitmete
erinevate reserveeringu piiridega, seega erinevatel véljumisel voib olla viga
erinev arv odavaid, keskmiseid ja kalleid pileteid. Monel véljumisel voib isegi
olla moni klass dra jéetud (niiteks joulude ajal keskmine hinnaklass). Seega
andmed ei ole kogutud sarnastel tingimustel ja mitmed eeldused on téditmata,
sellest hoolimata proovis autor eelnevalt mainitud meetodeid nendel andme-
tel. Kuna me ei tea tapselt klasside noudlusi, siis kalli klassi noudluseks on
voetud kallite piletite miiiidud arv, keskmise klassi noudluseks on voetud
nii keskmise kui ka kallite piletite miiiidud arv ja odava klassi noudluseks
koik miitidud piletid. Selline 1ahenemine on kasutusel, sest korgem hind ei
ole toonud kaasa mingeid hiivesid ja seega koik, kes ostsid pileti, oleks teinud
seda ka siis, kui hind oleks olnud soodsam. Kuid isegi sellisel lidhenemisel on
loigatud jaotused, sest valjamiitidud valjumiste korral me ikkagi ei tea tegelik-
ku noéudlust. Nii saadud noudluse andmed on muidugi vastuolus soltumatute
noudluste eeldusega, mistottu tuleks neid arvutusi vaadata kui néidet, kui-
das sobivate andmete puhul vaadeldud meetodeid reaalsete andmete korral

kasutada.

1.2.1 Littlewoodi reegel

Kahjuks ei ole teada iga pileti tulu, aga eeldusel, et iga pileti kulu on sa-
ma, siis voime keskmise tulu asemel kasutada hoopis keskmist piletihinda.
Esimese sammuna uurime, mitu kalli klassi piletit peaks reserveerima. Sel-
leks leiame kalli klassi ja odavamate klasside keskmised piletihinnad. Kallis
klassis keskmine pilet on 6,69, odavamates klassides 3,70. Kuna me kalli-
te piletite arvu jaotust ei tea, siis leiame lihtsalt vastava kvantiili. Nendel
andmetel 1 — g’% ~ 0,45 kvantiil on 7 ehk kallite piletite jaoks tuleks re-

serveerida 7 kohta. Jérgmise sammuna jaotame odavamad klassid kaheks -
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odavaks ja keskmiseks. Keskmise klassi keskmine piletihind on 4,47 ja odava
klassi keskmine piletihind on 2,76. Niiiid tuleb leida admetel 1 — i% ~ 0,38
kvantiil, milleks on 20 ehk keskmise hinnaklassi piletite jaoks tuleks reser-
veerida 20 kohta. Sellest ldhtuvalt saab fikseerida miiiigireegli, et soodsaid
pileteid miitiakse kuni jérgi on 7 + 20 = 27 piletit, siis miitiakse 20 keskmise
hinnaklassi piletit ja viimased 7 kohta on kallite piletitega.

Kasutame sama meetodit uuesti, kuid esmalt jagatame piletid odavateks ja
teisteks, teise sammuna jagadame teised kalliteks ja keskmisteks. Keskmine
odavata piletite hind on 2,76, kahes kallimas grupis keskmine on 5,59. Leiame

2,76

— &5 ~ 0,51 kvantiili, saame, et odavaid pileteid v6ib miiiia kuni on 23

piletit alles ehk miiiigis on 23 kallimat piletit. Leidmaks palju pileteid tuleks

miiiia kalli hinnaga saame, 1 — % ~ 0,33 kvantiiliks 4 ehk 23 kallimast

piletist 19 piletit miitiakse keskmise hinnaga.

1.2.2 n-klassi mudelid

Bussipiletite andmetele rakendame ka n-klassi mudeleid. Esiteks kasutame
tépset lahenemist ja teiseks vordleme seda EMSR-b tulemustega.

Tépsel ldhenemisel on kasutatud diinaamilist planeerimist. Esmalt leiame
oodatava tulu kui koéik 1,2,...,56 kohta on kallite piletite jaoks. Jérgmisena
leiame vabadest kohtadest saadava oodatavad tulud, kui meil on kaks hin-
naklassi - keskmine ja kallis, ja neile vastavad kohatade arvud antud hinna-
klassis. Viimase sammuna teeme selle ldbi ka kolme hinnaklassi korra.
Tulemuste lugemist alustame tabelist 1. Me otsime tabelist suurima ooda-
tava tulu. Ndeme, et selleks on 206,5, mis saavutatakse kui miiiigis on 56
kohta ja ollakse nous miitima piletid koigis 3 hinnaklassis. Antud tabelist on
voimalik ndha ka antud véljumise oodatavaid tulusid, kui miiiiki pannak-

se moni viiksem arv pileteid. Niiteks kui samale viljumisele peaks minema
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Tabel 1: Oodatav tulu

Kohtade | Koik  Kallis +  Kallis Kohtade | Koik  Kallis +  Kallis
arv keskmine arv keskmine
1 6,6 6,6 6,6 29 129,3 129,3 76,3
2 12,7 12,7 12,7 30 132,8 132,8 77,0
3 18,4 18,4 18,4 31 136,2 136,2 77,6
4 234 23,4 23,4 32 139,5 139,5 78,2
5 27,9 27,9 27,6 33 142,7 1427 78,8
6 32,3 32,3 31,7 34 145,7 145,7 79,3
7 36,8 36,8 35,6 35 148,6 148,6 79,7
8 41,3 41,3 39,3 36 1514 1514 80,0
9 45,7 45,7 42.8 37 154,2 154,1 80,4
10 50,2 50,2 46,1 38 157,0 156,7 80,8
11 54,6 54,6 49,2 39 159,7 159,1 81,2
12 59,0 59,0 52,0 40 162,5 1614 81,5
13 63,5 63,5 54,5 41 165,2 163,6 81,8
14 67,9 67,9 56,8 42 168,0 165,7 82,2
15 72,3 72,3 59,0 43 170,7 167,7 82,4
16 76,6 76,6 60,9 44 173,5 169,5 82,7
17 81,0 81,0 62,6 45 176,2 171,3 82,9
18 85,3 85,3 64,3 46 179,0 1729 83,2
19 89,5 89,5 65,9 47 181,8 174,5 83,4
20 93,8 93,8 67,5 48 184,5 176,0 83,5
21 98,0 98,0 68,9 49 187,3 177,3 83,6
22 102,1 102,1 70,2 50 190,0 178,7 83,6
23 106,2 106,2 71,3 51 192,8 179,9 83,7
24 110,3 110,3 72,3 52 195,5 181,0 83,7
25 114,2 114,2 73,3 53 198,3 1821 83,7
26 118,1 118,1 74,1 54 201,0 183,1 83,7
27 121,9 121,9 74,9 55 203,8 184,1 83,7
28 125,6 125,6 75,6 56 206,5 185,0 83,7
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Tabel 2: Vaadeldava klassi miiiigilimiit soltuvalt vabadest kohtadest

miitidiperioodi alguses.

Allesjdanud Allesjaanud
kohtade arv | Odav ~ Keskmine Kallis kohtade arv | Odav ~ Keskmine Kallis
1 0 0 1 29 0 25 29
2 0 0 2 30 0 26 30
3 0 0 3 31 0 27 31
4 0 0 4 32 0 28 32
5 0 1 5 33 0 29 33
6 0 2 6 34 0 30 34
7 0 3 7 35 0 31 35
8 0 4 8 36 0 32 36
9 0 5 9 37 1 33 37
10 0 6 10 38 2 34 38
11 0 7 11 39 3 35 39
12 0 8 12 40 4 36 40
13 0 9 13 41 5 37 41
14 0 10 14 42 6 38 42
15 0 11 15 43 7 39 43
16 0 12 16 44 8 40 44
17 0 13 17 45 9 41 45
18 0 14 18 46 10 42 46
19 0 15 19 47 11 43 47
20 0 16 20 48 12 44 48
21 0 17 21 49 13 45 49
22 0 18 22 50 14 46 50
23 0 19 23 51 15 47 51
24 0 20 24 52 16 48 52
25 0 21 25 53 17 49 53
26 0 22 26 54 18 50 54
27 0 23 27 55 19 51 55
28 0 24 28 56 20 51 56
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buss, kus on ainult 35 kohta, siis oodatav tulu oleks 148.6.

Tabelist 2 ndeme, kuidas sellist tulu saada ehk mitu piletit on lubatud miiiia
igas hinnaklassis. Alustame samast kohast, kust eelmises tabelis leidsime
maksimaalse tulu. Ehk 56 kohaga bussi jaoks vaatame rida, kus allesjadnud
kohtade arvuks on 56. Nédeme, et odavatele piletitele tuleb jéatta 20 kohta.
Kui me oleme miiiinud need 20 kohta odavale klassile, on meil alles 36 pi-
letit. Niitid poorame pilgu reale, kus on allesjadnud kohtade arv 36. Naeme,
et jargmisena peaksime miiiima 32 piletit keskmisele ja iilejddnud 4 kohta
hoidma kallile klassile.

Kui jatkata néitega, kus oli bussis ainult 35 kohta, siis vaatamegi rida, kus
on allesjddnud kohtade arvuks 35. Maksimaalse oodatava tulu jaoks me ei
saa miiiia {ihtegi kohta odava hinnaga. Me miitime kuni 31 piletit keskmise
hinnaga ja iilejaanud 4 kohta kalli hinnaga. Nii saabki nidha tabelist 1 maksi-
maalset oodatavat tulu, kui alles on ¢ = 1,...,56 kohta, ning tabelist 2 kohtade
jaotus antud tulu saamiseks.

ESMR-b lihenemisega leiame esmalt kallite piletite limiidi. Leitud 1 — 3¢ =

55
0,33 kvantiiliks on 4 ehk kallitele piletitele peaks reserveerima 4 kohta. Jarg-
misena leiame keskmise ja kalli hinnaklassi keskmise piletihinna, milleks on
5,09. Leiame 1 — g% = 0,51 kvantiili, keskmisele hinnaklassile tuleb reser-
veerida 23 kohta. Siit saame, et soodsaid pileteid véib miiiia kuni jéargi on
23+4 = 27 piletit. Need tulemused on véga sarnased Littlewoodi reegli pohjal
saadud tulemustega. Kuigi tdpne ja heuristiline ldhenemine jéatavad kallitele
piletitele 4 kohta, siis keskmiste hindadega piletite arvud erinevad suhtelist
palju.

Siin kohal tuletame meelde, et andmed ei vasta koigile mudeli eeldustele,

seega tulemused ei pruugi kirjeldada tegelikku olukorda.
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2 Hinnapohine tulude optimiseerimine

Kui mahupoéhine tulude optimiseerimine tegeleb mahu jaotamisega fiksee-
ritud hinndadega klasside vahel, siis hinnapohine ldhenemine votab hinda

pohimuutujana ehk iga klient voib saada toote erineva hinnaga.

2.1 Diinaamiline hinnastamine

Vaatame ainult iihe toote voi teenuse hinnastamist. Meil on iiks hinnaotusus
igal perioodil ¢, téhistatud r;, mis vastab noudlusele D;(r;). Me eeldame, et
erinevate perioodide noudlused on omavahel séltumatud ning on jaotusega,
mille parameetrid séltuvad perioodist ja perioodi alguses valitud hinnatase-
mest. Lisaks eeldame, et iga perioodi noudluse keskvédrtus kahaneb hinna
kasvades.

Me hindame iga perioodi ¢ ndudluse funktsiooni D;(r;) ja kasutame antud
t60s kahte lahenemist. Esimesena vaatleme kiisimust, kuidas toodud info kor-
ral valida parimaid hindu staatilise mudeli rakendamiseks, st otsime sellised
hindu ryq,...,r,, mille korral on véimalik saada suurimat tulu. Kuna iga hinna-
komplekti korral saame staatilise mudeliga arvutada parimad reserveeringu
piirid ning leida neile vastava maksimaalse oodatava tulu, taandub parima
hinnakomplekti leidmine sel juhul n muutuja funktsiooni maksimiseerimise
iilesandele.

Teine lahenemine vastab voimalusele iga perioodi alguses valida hinda vasta-
valt sellele, kui palju kohti on vaadeldava perioodi alguseks jargi jadnud. Osu-
tub, et sel juhul on iilesanne lahenduv analoogselt n perioodi diinaamilise pla-
neerimise iilesandele, kuid maksimiseerimine toimub niitid iile koikvoimalike
funktsioonide ry(x), ¢;(x), kus r(x) on perioodi jaoks kehtestatud hind ju-

hul, kui perioodi alguses on z vaba kohta nind ¢;(z) on selle perioodi jaoks
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kehtestatav miiiigilimiit.

2.2 Hinnapohine tulude optimeerimine tegelikel and-

metel

Kuna meil on suhteliselt vihe véljumisi, siis siin peatiikis kasutame ka kont-
rollrithma andmeid. Kontrollrithmaks on 121 véljumist (esmaspéaev-neljapéev,

jaanuar-juuli 2015), mil koik piletid olid miitidud iihe baashinnaga.

2.2.1 Noudluste hindamine

Kuna tegelikes andmetes on suhteliselt vihe valjumisi, siis votsime meetodi

katsetamiseks vaatluse alla ainult kolm perioodi, mil pileteid miiiidi:
e periood 1 - kuni 6 tundi enne véaljumist
e periood 2 - 6 kuni 36 tundi enne véljumist
e periood 3 - rohkem kui 36 tundi enne viljumist.

Igal perioodil vaatasime ainult selliseid valjumisi, kui kogu periood oli miitidud
ithe hinnaga. Naiteks, kui vahemikus 6-36 tundi enne valjumist hind ei muu-
tunud, siis votsime antud valjumise arvesse, aga kui sel vahemikul oli hind
muutunud, siis jatsime antud véljumise analiiiisist vélja.

Selleks, et saada iga perioodi jaoks andmeid vihemalt kahele miitigihinnale
vastavate noudluste kohta, votame appi kontrollriihma. Sellise ldhenemisega
sai esimesele perioodile kahe hinnaga néudlused, teisele perioodile kolme hin-
naga noudlused ja viimasele perioodile ka kahe hinnaga noudlused.

Me eeldame, et ndéudlused on Poissoni jaotusega, mille parameeter \ soltub

pileti hinnast A\ = A(r). Lisaks eeldame, et see seos hinnaga on A(r) =
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Ao + A1 - r ehk
Di(r) ~ Po(A\yy + Ay, - 7).

Kuna meil on igal perioodil vahemalt 2 hinnaga ndudlused teada, saame
hinnata iga perioodi jaoks parameetrid A\;, ja A, suurima toepéra meetodiga.

Tulemuseks saame

11,26
Dy(r) ~ Po(\(r) = 44,26 — 3,57r), r €0, ﬁ%
5,11
Dy(r) ~ Po(A\(r) = 5,11 — 0,21r), 7€ [0, ﬁ)’
5,84
Dy(r) ~ Po(A\(r) = 5,84 — 0,65r), € [0, e 65)‘

2.2.2 n-klassi mudelid

Antud peatiikis proovime kahte ldhenemist.

Esmalt me leiame noudlusele vastavad optimaalsed hinnad, mis maksimi-
seerivad oodatava tulu tingimusel r3 < ro < r;. Tulemuseks on r3 = 4,49,
ro = 6,47 ja r; = 6,47, kus r9 ja r3 erinevus on kaugemal komakohtdes. Niiiid
kasutame n-klassi staatilist mudelit, kuid seekord kasutame leitud noudluste
jaotusi mitte andmetelt saadud kvantiile. Leiame oodatavad tulud ning nen-
dele vastavad kohtade jaotused, mille tabelid on nédha Lisas 1.

Me nédeme, et maksimaalne oodatav tulu 56 kohase bussi kohta oleks 173,34.
Selle saavutamiseks miitime pileteid hinnaga 4,49 kuni 36 tundi enne véaljumist,
kuid mitte rohkem kui 27. Seega hinna muutus toimub, kui on miitidud 27
piletit voi véljumiseni on jadnud ainult 36 tundi, olenevalt kumb stindmus
enne juhtub. Edasi miiiime pileteid hinnaga 6,47.

Kui me votame ldhenemise, kus me leiame iga perioodi ja iga allesjaanud
kohtade arvu jaoks optimaalse hinna, siis saame natuke teistsugused tulemu-

sed. Antud ldhenemises oleme jélle kasutanud diinaamilist planeerimist, kuid
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Tabel 3: Oodatav tulu, kui leiame iga vabade kohtade arvu jaoks optimaalsed

hinnad.

Kohtade | Ko6ik  Periood Periood Kohtade | Ko6ik  Periood Periood

arv 1-2 1 arv 1-2 1
1 1587 15,87 13,44 29 172,32 162,18 136,12
2 28,17 28,17 21,45 30 173,46 162,84 136,43
3 38,91 38,91 31,24 31 174,41 163,36 136,65
4 48,80 48,80 40,47 32 175,20 163,76 136,80
5 58,16 58,16 49,17 33 175,85 164,05 136,90
6 67,08 67,07 57,36 34 176,36 164,27 136,97
7 75,57 75,53 65,04 35 176,76 164,42 137,01
8 83,65 83,51 72,24 36 177,07 164,53 137,04
9 91,34 91,04 78,97 37 177,30 164,60 137,05
10 98,63 98,12 85,25 38 177,46 164,64 137,06
11 105,53 104,76 91,08 39 177,58 164,67 137,06
12 112,05 110,96 96,48 40 177,66 164,69 137,07
13 118,20 116,75 101,46 41 177,72 164,70 137,07
14 123,98 122,13 106,03 42 177,76 164,70 137,07
15 129,40 127,11 110,20 43 177,78 164,71 137,07
16 134,47 131,71 114,00 44 177,79 164,71 137,07
17 139,20 135,93 117,42 45 177,80 164,71 137,07
18 143,59 139,78 120,50 46 177,81 164,71 137,07
19 147,64 143,28 123,24 47 177,81 164,71 137,07
20 151,38 146,45 125,65 48 177,81 164,71 137,07
21 154,81 149,29 127,77 49 177,81 164,71 137,07
22 157,94 151,81 129,59 50 177,81 164,71 137,07
23 160,77 154,05 131,15 51 177,81 164,71 137,07
24 163,33 156,00 132,47 52 177,81 164,71 137,07
25 165,61 157,69 133,56 53 177,81 164,71 137,07
26 167,64 159,13 134,45 54 177,81 164,71 137,07
27 169,42 160,35 135,15 55 177,81 164,71 137,07
28 170,98 161,36 135,70 56 177,81 164,71 137,07
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Tabel 4: Vaadeldava klassi miiiigilimiit soltuvalt vabadest kohtadest

miitidiperioodi alguses ja optimaalsest hinnast.

Allesjddnud | Periood Periood Periood||Allesjiénud | Periood Periood Periood
kohtade arv 3 2 1 kohtade arv 3 2 1
1 0 1 1 29 15 22 29
2 0 2 2 30 16 23 30
3 0 3 3 31 16 23 31
4 0 4 4 32 17 22 32
5 0 5 5 33 18 23 33
6 1 6 6 34 19 25 34
7 1 7 7 35 20 23 35
8 2 8 8 36 21 27 36
9 2 9 9 37 21 27 37
10 3 10 10 38 22 24 38
11 3 11 11 39 25 26 39
12 4 12 12 40 23 23 40
13 5 12 13 41 25 24 41
14 5 13 14 42 24 23 42
15 6 14 15 43 26 24 43
16 6 15 16 44 26 26 44
17 7 16 17 45 25 24 45
18 8 17 18 46 26 24 46
19 8 18 19 47 26 24 47
20 9 19 20 48 25 25 48
21 10 20 21 49 25 23 49
22 10 22 22 50 24 27 50
23 11 22 23 51 24 25 51
24 11 22 24 52 24 24 52
25 12 25 25 53 27 23 53
26 13 22 26 54 24 25 54
27 14 23 27 55 24 24 55
28 14 22 28 56 26 27 56
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Tabel 5: Vaadeldava klassi hind soltuvalt vabadest kohtadest miiiidiperioodi

alguses.
Allesjddnud | Periood Periood Periood||Allesjaénud Kuni 6-36 kuni
kohtade arv 3 2 1 kohtade arv | 36 tundi tundi 6 tundi
1 0,00 18,00 11,86 29 5,16 10,94 6,39
2 0,00 16,56 11,04 30 5,06 10,85 6,34
3 0,00 15,84 10,77 31 4,97 10,78 6,29
4 0,00 15,45 10,52 32 4,88 10,72 6,26
5 0,00 15,20 10,27 33 4,81 10,67 6,24
6 8,94 14,98 10,03 34 4,74 10,63 6,22
7 8,72 14,75 9,80 35 469 10,60 6,21
8 8,54 14,52 9,58 36 4,64 10,58 6,20
9 8,33 14,29 9,36 37 4,60 10,56 6,19
10 8,14 14,07 9,15 38 4,57 10,55 6,19
11 7,95 13,85 8,94 39 4,55 10,54 6,19
12 7,76 13,63 8,74 40 4,53 10,53 6,19
13 7,57 13,42 8,55 41 4,51 10,53 6,19
14 7,39 13,22 8,36 42 4,50 10,53 6,19
15 7.21 13,02 8,17 43 450 1052 6,19
16 7,03 12,82 7,99 44 4,49 10,52 6,19
17 6,86 12,64 7,82 45 4,49 10,52 6,19
18 6,69 12,45 7,66 46 4,49 10,52 6,19
19 6,53 12,28 7,50 47 449 1052 6,19
20 6,36 12,11 7,35 48 4,49 10,52 6,19
21 6,21 11,95 7,20 49 4,49 10,52 6,19
22 6,06 11,79 7,07 50 4,49 10,52 6,19
23 5,91 11,64 6,94 51 449 1052 6,19
24 5,77 11,50 6,82 52 4,49 10,52 6,19
25 5,64 11,37 6,71 53 449 1052 6,19
2% 5,51 11,25 6,62 54 449 10,52 6,19
27 5,38 11,13 6,53 55 4,49 10,52 6,19
28 5,27 11,03 6,45 56 4,49 10,52 6,19

27



niiiid leiame igal sammul miiiigi piirile lisaks ka optimaalse hinna. Tabelist 3
ndeme, et 56 kohaga bussi oodatav tulu on 177,81, mis on natuke korgem kui
eelmise ldhenemise tulemus. Tulude tabelile vastavaid miiiigilimiite ndeme
tabelis 4 ja vastavaid hindu tabelis 5. Tulu 177,81 saamiseks me miiiime hin-
naga 4,49 26 piletit voi kuni on véljumiseni jadnud 36 tundi. Kui koik 26
piletit on miiiidud varem, kui 36 tundi enne véljumist, siis jitkame miiiiki
piletihinnaga 10,85. Kui miilisime vihem, siis vaatame tabelist 4 ja 5 jérele
jadnud kohtade jaoks uue miiiigilimiidi ja hinna. Hinnaga 10,85 miiiime pi-
leteid, kuni véljumiseni on 6 tundi voi selle hinnaga on miiiidud 23 piletit.
Kui koik 23 piletit said miiiidud ajal kui véljumiseni oli rohkem kui 6 tundi,
siis viimased 7 piletit miiiiakse hinnaga 9,80. Aga néiteks kui véljumiseni on
jadnud ainult 6 tundi ja meil on jérel 16 piletit, siis nende hinnaks on 7,99.
Nii saab vaadata vastava kohtade jaotuse ja hinna iga jarelejainud kohtade
arvu jaoks.

Uldine reegel 56 kohaga bussile oleks, et me miiiime pileteid hinnaga 4,49,
kuni véljumiseni on jadnud 36 tundi voi miitidud on 26 piletit. Siis vaatame
palju kohti on veel vabad ja sellest lahtuvalt leiame jargmise pileti hinna ja
miitigi piiri (molemas tabelis veerg “Periood 2”). Kui véljumiseni on jaénud
6 tundi voi pileteid on miitidud reserveeringu piirini, siis vaatame viimase
hinna, millega viimased pileteid miiiia (veerg “Periood 17).

Paneme téhele, et tabelis 4 voib tunduda arusaamatu, miks veergudes “Pe-
riood 3”7 ja “Periood 2”7 kohtade arv suurte arvu vabade kohtade olemasolul
koigub, kuid see on seletatav sellega, et vaadeldaval juhul on optimaalsed
miitigimimiidid nii suured, et vaadeldaval perioodil piiri saavutamise téendosus
on ddrmiselt viike. Sellisel juhul on aga piiri viiksel muutmisel méju ooda-
tavale tulule nii véikesed, et rolli hakkavad méangima juhuslikult tekkivad

arvutusvead, mis on tingitud arvutites arvude esitamise 16plikust tépsusest.
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Samuti voib jddda arusaamatuks, miks tabelis 5 veeru “Periood 2” hinnad
on kallimad kui viimase perioodi hinnad. See tuleneb noudluse jaotusest,
mis on hinnatud tegelikelt andmetelt. Samas igas veerus hindade muutus on

loogiline. Véheste vabade kohtade korral on hinnad kallimad.
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Kokkuvote

Kéesolevas magistritoos tutvustati iihe ressursiga tulude optimiseerimise mee-
todeid. Eesmérgiks oli tutvustada meetodeid, mida saab kasutada iihe toote

vOi teenuse hinnastamisel.

Esimeses peatiikis vaadatakse mahupohist optimiseerimist. Seal on ldhemalt

vaadatud Littlewoodi reeglit, mida kasutatakse kui on kaks hinnaklassi. Kui

on n > 2, siis saab kasutada tapset lahenemist, mis kasutab diinaamilist pla-

neerimist, voi heuristilist lahenemist, mis on Littlewoodi reegli edasiarendus.

Teises peatiikis vaadatakse hinnapohist optimiseerimist. Siin leitakse igale

perioodile optimaalne hind, mis maksimiseerib oodatava tulu. Optimaalsete

hindade leidmisel kasutatakse esimeses peatiikis tutvustatud n-klassi tdpset

mudelit voi selle edasiarendust.

Toos késitletud meetodeid on rakendatud tegelikel bussipiletite miiiigi and-

metel.

Antud t66d saab edasi arendada teoreetiliselt, kui lihemalt uurida iilemiitimist
vOi mitme ressursiga tulude optimiseerimist, voi praktiliselt, kui tegeleda

andmete kogumisega nii, et vaadeldud mudelites vajaminev statistiline infor-

matsioon oleks andmetes olemas.
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Lisad

Lisa 1. Perioodi optimaalse hinnaga saadud tulemused

Tabel 6: Oodatav tulu, kui kasutada perioodi optimaalseid hindu.

Kohtade Koik Kallis + Kallis Kohtade Koik Kallis + Kallis
arv keskmine arv keskmine
1 6,47 6,47 6,47 29 163,57 156,55 136,09
2 12,94 12,94 12,94 30 165,87 157,65 136,35
3 19,41 19,41 19,41 31 167,75 158,47 136,52
4 25,88 25,88 25,88 32 169,24 159,07 136,63
5 32,35 32,35 32,35 33 170,40 159,49 136,69
6 38,82 38,82 38,82 34 171,28 159,78 136,73
7 45,29 45,29 45,29 35 171,93 159,98 136,75
8 51,76 51,76 51,75 36 172,41 160,11 136,77
9 58,23 58,23 58,22 37 172,75 160,19 136,77
10 64,69 64,69 64,67 38 172,98 160,25 136,78
11 71,16 71,16 71,10 39 173,14 160,28 136,78
12 77,62 77,62 77,49 40 173,25 160,30 136,78
13 84,07 84,07 83,82 41 173,32 160,31 136,78
14 90,49 90,49 90,02 42 173,36 160,32 136,78
15 96,87 96,87 96,05 43 173,39 160,32 136,78
16 103,18 103,18 101,84 44 173,41 160,32 136,78
17 109,38 109,38 107,30 45 173,42 160,32 136,78
18 115,43 115,43 112,36 46 173,42 160,32 136,78
19 121,25 121,25 116,95 47 173,42 160,32 136,78
20 126,80 126,80 121,01 48 173,43 160,32 136,78
21 131,99 131,99 124,51 49 173,43 160,32 136,78
22 136,77 136,77 127,45 50 173,43 160,32 136,78
23 141,09 141,09 129,85 51 173,43 160,32 136,78
24 144,92 144,90 131,76 52 173,43 160,32 136,78
25 149,59 148,20 133,23 53 173,43 160,32 136,78
26 153,81 150,98 134,33 54 173,43 160,32 136,78
27 157,55 153,27 135,13 55 173,43 160,32 136,78
28 160,80 155,11 135,70 56 173,43 160,32 136,78
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Tabel 7: Vaadeldava klassi miiiigilimiit soltuvalt vabadest kohtadest

miitidiperioodi alguses, kui kasutatud on perioodi optimaalseid hindu.

Allesjdanud Allesjaanud
kohtade arv | Odav ~ Keskmine Kallis kohtade arv | Odav ~ Keskmine Kallis
1 0 0 1 29 27 29 29
2 0 0 2 30 27 29 30
3 0 3 3 31 27 29 31
4 0 4 4 32 27 29 32
5 0 5 5 33 27 29 33
6 0 6 6 34 27 29 34
7 0 7 7 35 27 29 35
8 0 8 8 36 27 29 36
9 0 9 9 37 27 29 37
10 0 10 10 38 27 29 38
11 0 11 11 39 27 29 39
12 0 12 12 40 27 30 40
13 0 13 13 41 27 30 41
14 0 14 14 42 27 30 42
15 0 15 15 43 27 30 43
16 0 16 16 44 27 30 44
17 0 17 17 45 27 30 45
18 0 18 18 46 27 30 46
19 0 19 19 47 27 30 47
20 0 20 20 48 27 30 48
21 0 21 21 49 27 30 49
22 0 22 22 50 27 30 50
23 0 23 23 51 27 30 51
24 24 24 24 52 27 30 52
25 25 25 25 53 27 30 53
26 26 26 26 54 27 30 54
27 27 27 27 55 27 30 55
28 27 28 28 56 27 30 56
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Lisa 2.R kood

###Mahup6hised staatilised mudelid
#H#Andmed
#andmed alates augustist 2015

alg<-read.csv(”C:/Magister /andmed/andmed _baashinnaga.csv”, sep=";",
stringsAsFactors=FALSE, skip=5549)

names(alg )<—c(”tehingu_aeg”, ”reisi_v2ljumise_aeg”, "n2dalap2ev”,
”soodusklass” , ”lisasoodustus”, ”baashind” ,
"hind_reisijap6hise _soodustusega”, "hind”, ”kohtade_arv_bussis”)

alg<—alg[alg8n2dalap2ev!=5,] #reede v2lja, sest erinev t2ituvus
andmed<—data.frame(table(alg$reisi_v2ljumise_aeg, alg$baashind))
andmed<— andmed [andmed$Var2!=8,] #hinnad kui oli ainult 1 klass
#104 v2ljumist

#Keskmised piletihinnad
rl=mean(alg$hind [alg$baashind==9]) #6.685868 #Kallis hinnaklass
#4.466614 #Keskmine

)
r2=mean(alg$hind [alg$baashind ==7])
alg$hind [alg$baashind==5]) #2.755747 #Odav
)
)

r3=mean
r4=mean(alg8hind [alg$baashind !=9]) #3.69758 #Keskmine ja odav

(
(
(
( #5.589674 #Keskmine ja kallis

]
r5=mean(alg$hind [alg$baashind !=5]
#N6udlused

xl<—andmed$Freq [andmed$Var2==9] #Kallite piletite n6udlus
x2<—andmed$Freq [andmed$Var2==7|+x1 #Keskmiste piletite nb6udlus
x3<—andmed$Freq [andmed$Var2==5|+x2 #Odavate piletite nb6udlus

##Littlewoodt reegel

#Kallis vs teised

sort (x1)[(1—r4/r1)*104] #7 kohta
#Keskmine vs odav

sort (x2)[(1—r3/r2)*104] #20 kohta
#Teised vs odav

sort (x2)[(1—r3/r5)*104] #238 kohta
#Kallis vs keskmine

sort (x1)[(1—r2/r1)*104] #4 kohta

##n—klassi t2pne [2henemine
x<—cbind (x3,x2,x1)
r<—c(r3,r2,rl)

n=3
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N=56
tabelid<—function(r,x,n,N){
c=matrix (0,N+1,n)
V=c
c[,n]=c(0:N)
for (i in 1:N){
V[i+1,n]=V[i,n]+r [n]*sum(x[,n|>=i)/length(x[,n])
}
for (j in 1:(n—-1)){
for (i in 1:N){
klassikasum<-rep (0,i+1)
klassikasum [1]<-V[i+1,n—j+1]
for (k in 1:1){
for (m in 0:(k—1)){
klassikasum [k+1]=klassikasum [k+1]+(r [n—j | sV [ i+1-m,n—j +1])
ssum(x [ ,n—j]==m) /length (x[,n—j])
}
klassikasum [k+1]=klassikasum [k+1]4+(r [n—] ] *k+V[i+1-k,n—j+1])
ssum(x [ ,n—j]>=k)/length(x[,n—j])
}
V[i+1,n—j]=max(klassikasum)

c[i+1,n—j]=(which(klassikasum=—max(klassikasum)) —1)[1]

}
return(list (c,V))
}
abi=tabelid (r,x,n,N)
#tabelite esimene rida oleks siis kui oleks 0 kohta ja
# rida 57 on siis kui oleks 56 kohta alles.
c=abi[[1]] #kohtade arvud
V=abi [[2]] #oodatav tulu

H#HEMSR-b

#Kallis vs keskmine

sort (x1)[(1—r2/r1)*104] #4
#Kesk vs odav

sort (x2)[(1—r3/r5)%x104] #28

##Hinnap6bhiline staatiline mudel
##andmed, kus on arvutatud aeg v2ljumiseni (h)

’»

alg2<-read.csv(”’C:/Magister /andmed/baashind _aeg.csv”, sep=";",
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stringsAsFactors=FALSE)

names(alg2)<—c(”tehingu_aeg”, ”"reisi_v2ljumise_aeg”, ”"n2dalap2ev”, ”"baashind”,
”"hind”, “aeg_enne_h”)

#Handmed, kus optimiseerimist veel et olnud
alg3<-read.csv(”C:/Magister /andmed/baashind8 _aeg.csv”, sep=";",
stringsAsFactors=FALSE)

9

names(alg3)<—c(”tehingu_aeg”, "reisi_v2ljumise_aeg”, ”baashind”, ”hind”,

”aeg_enne_h”)

##Nb6udluste leidmine

andmed2<—data.frame(table(alg28$reisi _v2ljumise_aeg, alg2$baashind))

## Lisan antud hinnaklassi esimese ja viimase pilet ostmisaja

for (i in 1:dim(andmed2)[1]){
andmed2$max_aeg [ i |<-max(alg28aeg_enne_h[alg28reisi_v2ljumise_aeg=
=andmed2$Varl[i] & alg2$baashind=—andmed28Var2[i]])
andmed2$min_aeg[i]<-min(alg28aeg_enne_h[alg28reisi_v2ljumise_aeg=

=andmed2$Varl[i] & alg2$baashind=—andmed28Var2[i]])

##Puuduvate v22rtuste asendamine

andmed2$max_aeg [andmed2$Varl %in% c(”14DEC15:12:00:00” , ”?15DEC15:12:00:00”,
”23DEC15:12:00:00” , ”24DEC15:12:00:00”) & andmed2$Var2==7]<—3
andmed2$max_aeg [andmed2$Varl="04NOV15:12:00:00” & andmed2$Var2==9]<—3
andmed2$min_aeg [andmed28Varl %in% c(”14DEC15:12:00:00” , ”15DEC15:12:00:00” ,
”23DEC15:12:00:00”, ”24DEC15:12:00:00”) & andmed2$Var2==7|<-1000

andmed2$min_aeg [andmed2$Varl="04NOV15:12:00:00” & andmed2$Var2==9]<—3

##Igale perioodile vastavad né6udlused (hinnast [2htuvalt)
andmed2 [andmed2$max_aeg>6 & andmed2$Var2==9,]
andmed2 [andmed28$min_aeg <6 & andmed2$max_aeg>36 & andmed2$Var2==9,]

[
[
andmed2 [andmed28min_aeg <6 & andmed2$max_aeg>36 & andmed28Var2==7]
andmed2 [andmed2$min_aeg <6 & andmed2$max_aeg>36 & andmed2$Var2==5]
andmed2 [andmed2$max_aeg <36 & andmed2$Var2==5)]

#Perioodide ja hinna j2rgi nébudlused

x0_1=c (31,37, 32, 4, 1, 33, 22, 3)

x6_2=c (6,4, 10,2)
x6_3=c(1,3,2,3,6,9,12,12,7,5,3,4,2,4,2,3,7,3,7,3,2,1,9,8,5,4,1,
1,7,10,4,1,5,6,3,6,3,8,2,5,5,1,5,0)

abi<—alg2[alg2$baashind==5 & alg2$aeg_enne_h>36,]

x36 _3=c(data.frame(table(abi$reisi_v2ljumise_aeg))$Freq,0,0,0,0)
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#2015 aasta algus, optimiseerimist ei kasutatud

length (unique(alg3$reisi_v2ljumise_aeg)) #I121 v2ljumist

abi<—alg3 [alg38aeg_enne_h>36,]

x36 _4=c(data.frame(table(abi$reisi_v2ljumise_aeg))$Freq, rep(0,34))
abi<—alg3[alg3%aeg_enne_h<=36 & alg3%aeg_enne_h>6,]

x6 _4=c(data.frame(table(abi$reisi_v2ljumise_aeg))$Freq, rep(0,6))
abi<—alg3 [alg38aeg_enne_h<=6,]
x0_4=data.frame(table(abi$reisi_v2ljumise_aeg))$Freq

#Keskmine piletihind kontrollryhmal
rO=mean(alg28$hind) #4.771484

##Perioodidel vastavad tabelid
Perioodl=rbind (cbind (x0_-1,r1), cbind(x0-4,r0))
Periood2=rbind (cbind (x6_-4,r0) ,cbind (x6_-2,r2), cbind(x6-3,1r3))
Periood3=rbind (cbind (x36_3,r3), cbind(x36_4,r0))

## Eeldus:n6udlused on Poissoni jaotusega Po(lambda(r)=lambda0+lambdalxr)
##Suurima t6ep2ra hinnang
STP <— function(tabel, par) {

lambda0 <— par[1]

lambdal <— par[2]

lambda <— lambda0 + lambdal * tabel[,2]

tp <— —sum(dpois(tabel[,1], lambda, log = TRUE))

return(tp)

lambda0 <— abs(rnorm (1))
lambdal <— abs(rnorm(1))
par <— c(lambda0, lambdal)

D1 <— optim(par = par, fn = STP, tabel = Perioodl)
Di$par #44.30604 —3.58039

D2 <— optim(par = par, fn = STP, tabel = Periood2)
D28par #5.2538909 —0.2496463

D3 <— optim(par = par, fn = STP, tabel = Periood3)
D38par #5.8423495 —0.6511777

#parameetrite tabel

D<-rbind (D1$par ,D2$par, D38$par)
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##Siin n on perioodide arv
n=3
N=56
##parimate hinnade leidmine
hinnad<—function (alg){
r<—c(alg[1]"2,alg[1] 24 alg[2]"2,alg[l] 2+ alg[2] 2+ alg[3]"2)
V=matrix (0 ,N+1,n)
for (i in 1:N){
V[i+1,n]=V[i,n]+r[n]*(1—ppois(i—1,lambda=D[1,1]+D[1,2]*r [n]))
}
for (j in 1:(n—-1)){
for (i in 1:N){
klassikasum<-rep (0,1+1)
klassikasum [1]<-V[i+4+1,n—j+1]
for (k in 1:1){
for (m in 0:(k—1)){
klassikasum [k+1]=klassikasum [k+1]+(r [n—j | «t+V [ i+1-m,n—j+1])=*
(dpois (m,lambda=D[j+1,1]4+D[j+1,2]*r [n—j]))
}
klassikasum [k+1]=klassikasum [k+1]+(r [n—j | *k+V[i+1-k,n—j+1])=*
(1-ppois (i —1,lambda=D[j+1,1]4+D[j+1,2]*r [n—j]))
}

V[i+1,n—j]=max(klassikasum)

}
return(—V[N+1,1])

alg<—c(2,1.5,1)

tulemus<—optim(par = alg, fn = hinnad)
opt_r<—c(tulemus$par[1]°2, tulemus$par[l]” 2+ tulemus$par[2]”2,
tulemus$par[1] 2+ tulemus$par[2] "2+ tulemus$par[3]~2)

# 4.487026 6.469628 6./69628

##Kasutades optimaalseid hindu leiame tabelid
tabelid2<—function(r ,n,N){

c=matrix (0 ,N+1,n)

V=c

c[,n]=c(0:N)

for (i in 1:N){
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V[i+1,n]=V[i,n]+r[n]*(1—ppois(i—1,lambda=D[1,1]+D[1,2]*r[n]))
}
for (j in 1:(n—-1)){
for (i in 1:N){
klassikasum<-rep (0,1i+1)
klassikasum [1]<-V[i+1,n—j+1]
for (k in 1:1){
for (m in 0:(k—1)){
klassikasum [k+1]=klassikasum [k+1]+(r [n—j | sV [ i+1-m,n—j+1])=*
dpois (m,lambda=D[j+1,1]4D[j+1,2]*r [n—j])
}
klassikasum [k+1]=klassikasum [k+1]+(r [n—] ] *k+V[i+1-k,n—j+1])=*
(1—ppois(i—1,lambda=D[j+1,1]4+D[j+1,2]*r [n—j]))
}
V[i+1,n—j]=max(klassikasum)

c[i+1,n—j]=(which(klassikasum=—max(klassikasum)) —1)[1]

}

return(list (c,V))
}
abi<—tabelid2 (r=opt_r ,n=3,N=56)
c=abi[[1]] #kohtade arvud
V=abi [[2]] #oodatav tulu

###H#Kahe muutujaga
tabelid3<—function (n,N,D){
c=matrix (0,N+1,n)
V=c
r=c
c[,n]=c(0:N)
for (i in 1:N){
fl<—function (r){
kasum=0
for (k in 1:(i-1)){
kasum=kasum+r*k*dpois (k,lambda=D[1,1]4+DJ[1,2]*r)
}
kasum=kasum+r=i*(1—ppois(i—1, lambda=D[1,1]+DJ[1,2]*r))
return (kasum)
}
tulemus=optimize (fl,c(0,-D[1,1]/D[1,2]) , maximum=TRUE)
V[i+1,n]=tulemus$objective
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r[i+1,n]=tulemus$maximum
}
for (j in 1:(n—-1)){
for (i in 1:N){
klassikasum<-rep (0,1i+1)
klassikasum [1]<-V[i+1,n—j+1]
hinnad<-rep (0,i+1)
for (k in 1:i){
f<—function (r){
kasum=0
for (m in 0:(k—1)){
kasum=kasum+(r*mtV [ i+1-m,n—j +1]) *dpois (m,lambda=D[j+1,1]4+D[j+1,2]*r)
}
kasum=kasum+(r*k+V[i+1-k,n—j+1])*(1—ppois (k—1,lambda=D[j+1,1]4+D[j+1,2]*r))
return (kasum)
}
tulemus=optimize (f,c(0,-D[j+1,1]/D[j+1,2]),maximum=TRUE)
klassikasum [k+1]=tulemus$objective
hinnad [k+1]=tulemus$maximum
}
V[i+1,n—j]=max(klassikasum)
c[i+1,n—j]=(which(klassikasum=—max(klassikasum)) —1)[1]

r[i+1,n—j]=hinnad [which (klassikasum=—max(klassikasum ))[1]]

}

return(list (c,V,r))

abi<—tabelid3 (D=D,n=3 N=56)
c=abi[[1]] #kohtade arvud
V=abi [[2]] #oodatav tulu

r=abi [[3]] #optimaalsed hinnad
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