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Sissejuhatus

Téisarvude jadad on olnud matemaatikute uurimisobjektiks juba antiikajast peale soltumata
sellest, kas need jadad on tekkinud mingi teadusliku probleemi lahendamise kdigus voi lihtsalt
amatddride soovist ,,méngida“ naturaalarvudega. Uhed vanimad seda liiki arvudest on niiteks
tdiuslikud arvud, s.o arvud, mis vorduvad oma positiivsete parisjagajate summaga. Vaatamata
sellele, et need arvud on Kkiillalt lihtsalt defineeritud, ei ole aastatuhandete jooksul
matemaatikud suutnud tdestada, kas téiuslike arvude hulk on 16plik v6i 16pmatu. Vastuseta on
ka kiisimus, kas leidub paarituid tdiuslikke arve. Kaasaegsete arvutite voimsuse piirides ei ole
leitud ihtki paaritut tdiuslikku arvu. Ei ole suudetud ka tdestada, et selliseid arve polegi
olemas. Moodunud sajandi keskpaigast alates on oluliselt suurenenud matemaatikute huvi
tdisarvude jadade uurimise vastu ja seda osaliselt ka tdnu Paul Erddsi ja tema Opilaste
pohjapanevatele toddele arvuteooriast. Viimasel kiimnel aastal on loodud kiimneid uusi
taisarvude jadasid arvutite abil ning on avastatud juba varem defineeritud jadade uusi
omadusi. N.J.A. Sloane initsiatiivil on loodud suurim tdisarvude jadade elektrooniline
andmebaas (OEIS, [53]), mis sisaldab 2010. aasta maikuu andmetel iile 175000 tédisarvude
jada kirjet, millest enamus tugineb teadusartiklitele voi mille juures on leitud ka teisi
huvitavaid omadusi lisaks definitsioonis antutele. Iga jada selles andmebaasis on varustatud
koodiga, mis algab tihega A ja millele jargneb kuuekohaline arv.

Kéesolevas magistriods on uuritud kaheksat suuremat positiivsete tdisarvude jadade riihma
tilalnimetatud andmebaasist, mille defineerimisel on kasutatud kas arvu numbrite arvu,
numbrite summa, positiivsete jagajate arvu voi positiivsete jagajate summade moisteid. To0s
antakse erialasele kirjandusele toetudes siistematiseeritud iilevaade vaadeldavate jadade
pohiomadustest, sdnastatakse moned tarvilikud ja piisavad tingimused selleks, et antud tdisarv
kuuluks defineeritud jada elementide hulka, ndidatakse selliste arvude konstrueerimise
voimalusi, vaadeldakse teatud omadusega alamjadasid voi defineeritud jada tildistusi, leitakse
vaadeldava jada seosed teiste tuntud voi vdhemtuntud arvuhulkadega. Tulemused on
sOnastatud teoreemide, lausete vOi lemmadena ja varustatud tdestustega.

Toos esitatud materjali valikul on silmas peetud, et nii jadade defineerimisel kui ka omaduste
toestamistel piisaks t60 IV peatiikis refereeritud eelteadmistest arvuteooria pohikursusest.

See tuleneb t60 autori iihest pohieesmérgist: luua teoreetiline alus materjalidele, mida saaks
kasutada iildhariduskooli uutesse Oppekavadesse liilitatud valikkursuste ,,Arvuteooria

elemendid I ja ,,Arvuteooria elemendid II* véljatootamisel, dpetajate koolitamisel ning t66s



teadusandekate lastega TU teaduskoolis. Magistritdds sisalduvaid materjale on t6d autor
osaliselt kasutanud oma t66s TU teaduskooli [64] dppematerjalide koostamisel.

Konesolevas t60s vaadeldud 48 arvuhulgast vaid mdned iiksikud on seni leidnud nimetamist
eestikeelsetes teatmeteostes (nditeks [1]) ning ainsas eestikeelses arvuteooria raamatus
»Arvuteooria” [47], kus moningad tulemused on kiill sdnastatud, aga ei ole tdestatud vai siis
tulemused on antud {ilesannetena. T66 koostamise kdigus tuli t66 autoril vélja moelda suurele
osale vaadeldavate jadade ingliskeelsetele nimetustele soovituslikud vasted eesti keeles. Nime
leidmisel ldhtuti nii ingliskeelsest nimetusest kui selle sobivusest eesti keeles olevate
mdoistetega. ToO lisast 1 leiab kdesolevas to0s defineeritud arvude nimetuste registri koos
definitsioonidega.

Materjal on jaotatud nelja peatiikki.

Esimeses neist on vaatluse all positiivsed tdisarvud, mis on teatud viisil seotud oma
positiivsete (péris)jagajate summaga. Esmalt on vaadeldud kdige enam tuntud ja teatud
tiiuslikke, puuduga ning liiaga arve. Seejdrel arvu alikvootjadaga seotud arve. Kolmandas
alajaotuses uuritakse ajaloolisi praktilisi arve ning neljandas juba kaasajal defineeritud
Zumkelleri arve, mille uurimine on olnud ajendatud just eelmainitud praktilistest ja tdiuslikest
arvudest.

Pohilised kasutatud allikad: [1], [2], [4], [5], [12], [271,[31], [34], [37], [39], [42], [47], [48],
[52], [53], [54], [56], [60]. [61], [65] ja [68].

Teises peatiikis kisitletakse positiivseid tdisarve, mis on teatud viisil seotud tdisarvu
positiivsete jagajate arvuga. Esimeses punktis vaadeldakse tdisarve, mis jaguvad oma
positiivsete jagajate arvuga (tau-arvud). Teisena on uurimise all arvud, millel on rohkem
positiivseid jagajaid kui mis tahes temast vdiksemal positiivsel tdisarvul (iilikordarvud) ning
vaadeldakse kuidas konstrueerida vihimat arvu, mille positiivsete jagajate arv on ette antud.
Allikatena on peamiselt kasutatud: [14], [17], [24], [40], [46], [51], [53], [58] ja [65].
Kolmandas peatiikis vélja toodud arvud on teatud viisil seotud arvu numbrite arvuga ja
numbrite summadega. Esmalt vaadeldakse arve, mis jaguvad oma numbrite summaga (Niveni
arvud). Seejdrel arve, mille algtegurite lahutuses esinevate numbrite summa on vordne arvu
enda numbrite summaga (Smith’i arvud) ning viimasena tiisarvude liigitamise vOimalusi,
lahtuvalt sellest, mitu numbrit on arvus endas ja tema kanoonilises kujus.

Allikatena on peamiselt kasutatud: [6], [15], [16], [18], [26], [33], [44], [53], [61], [63], [65].
[67] ja [69].



Viimases peatiikis on loetletud arvuteooria pdohimodisted ja moned tulemused, millede
teadmine on aluseks kéesolevale t6dle ning millele viidatakse ka t66 kolmes esimeses
peatiikis. Tdestused on selles osas lisatud olulistele tulemustele.

T661 on kaks lisa.

Lisa 1. Defineeritud tdisarvude nimetuste register.

Lisa 2. Ulesannete kogu.



1. Arvude liigitamine nende positiivsete jagajate summade jargi

1.1. Téiiuslikud, puuduga ja liiaga arvud

Positiivse tdisarvu n positiivsete jagajate summa o(n) vdi selle osasummade abil tdisarvude
liigitamiseks on leitud palju voimalusi. Kui vorrelda arvu n ennast oma positiivsete jagajate
summaga o(n), on Oige liks jargmistest tingimustest: n=o(n), n<o(n) véi n>o(n).
Lahtuvalt nendest seostest saab positiivsete tdisarvude hulga jaotada kolmeks mitteldikuvaks

alamhulgaks. Arvude nimetatud omadusi tunti tdendoliselt juba antiikajal.

1.1.1. Pohimoisted

Kaasaegses matemaatilises kirjanduses kasutatakse paralleelselt kahte samavéérset

definitsiooni iga jargneva arvuliigi jaoks [1], [65].

Definitsioon 1.1.1.A. Positiivne tdisarv n on puuduga arv (deficient number), kui selle

parisjagajate summa o(n)—n on viiksem arvust endast, s.t n > o(n)—n.

Definitsioon 1.1.1.B. Positiivne tdisarv n on puuduga arv (deficient number), kui selle

positiivsete jagajate summa o(n) on vidiksem kahekordsest antud arvust, s.t 2n > o(n).
Esimesed puuduga arvud on: 1, 2, 3,4, 5,7, 8,9, 10, 11, 13, 14, 15, 16, 17 [53, A005100].

Definitsioon 1.1.2.A. Positiivne tdisarv n on tdiuslik arv (perfect number), kui see vordub

oma périsjagajate summaga o(n)—n,s.t n=oc(n)—n.

Definitsioon 1.1.2.B. Positiivne tdisarv n on tdiuslik arv (perfect number), kui selle

positiivsete jagajate summa o(n) on vordne antud arvu kahekordsega, s.t 2n = o(n).

Esimesed tédiuslikud arvud on: 6, 28, 496, 8128, 33550336, 8589869056 [53, A000396].

Neli esimest tdiuslikku arvu olid teada juba enne meie aja arvamist. Esimesed siilinud
kirjalikud tdendid tdiuslike arvude omaduste uurimise kohta voib leida Eukleidese teosest

,»Elemendid* (IX raamat, lause 36).



Definitsioon 1.1.3.A. Positiivne tdisarv n on lilaga arv (abundant number), kui selle

périsjagajate summa o(n)—n on suurem arvust endast, s.t n < o(n)—n.

Definitsioon 1.1.3.B. Positiivne tdisarv n on lilaga arv (abundant number), kui selle

positiivsete jagajate summa o(n) on suurem kahekordsest antud arvust, s.t 2n < o(n).

Esimesed liiaga arvud on: 12, 18, 20, 24, 30, 36, 40, 42, 48, 54, 56, 60, 66 [53, A005101].

Seejuures vahim paaritu liiaga arv on 945, mis on suuruse poolest 232. liiaga arv.

Kéesolevas to0s kasutatavad eestikeelsed nimetused on vdetud allikast [1]. E. Redi raamatus

[47, Ik 53], nimetatakse puuduga arve alatdiuslikeks ning liiaga arve iiletdiuslikeks arvudeks.
1.1.2. Taiuslike arvude pohiomadused

Usna pdhjaliku iilevaate vaatluse all olevate tdiuslike arvude ajaloost vdib leida J.J O’Connori
ja E.F. Robertsoni internetiartiklist [39]. Hdmmastav on, et isegi arvutite ajastul ei ole veel
suudetud leida iihtegi paaritut tdiuslikku arvu, ega paari aastatuhande jooksul tdestada, et
selliseid arve ei leidu. Ka pole leidnud tdestust voi iimberliikkkamist hiipotees tdiuslike arvude

hulga 16pmatusest. Suurim kisitsi arvutamise teel saadud tiiuslik arv 2% (2% —1) leiti 1911.

aastal. Tidnaseks pedvaks on teada tdiuslikke arve 47, neist suurim on

243112608 (243112609

—1)([65], mai 2010). Kuna tiiuslike arvudega tegeleti ka Pythagorase

koolkonnas, on mdistetav, et leiti seosed tdiuslike arvude ja Vana-Egiptuse ning Antiik-

Kreeka matemaatikas nii oluliste {thikmurdude ehk positiivsete tdisarvude podrdarvude vahel.
Lause 1.1.1. Taiusliku arvu koigi positiivsete parisjagajate podrdarvude summa on 1.

Toestus. Olgu n taiuslik arv ja 1=d, <d, <...<d, =n,kus d, (i=1,2,...,k) on arvu n

koik positiivsed jagajad. Kui tdisarv n jagub arvuga d, siis leidub selline tdisarv m, et md =n,
. n
s.t n jagub arvuga m = 7

k-1

S,

k-1 1 '
Seega Z—:
o d

=  _om)-n_ 2n-n _
; n n n

l.m

Juba Eukleidese aegadel pandi tdhele, et neli teadaolevat tédiuslikku arvu avalduvad koik



teataval kujul:
6=2'1+2)=2-3
28=2°(1+2+2%)=4-7
496 =2"1+2+2°+2°+2%)=16-31
8128 =2°(1+2+2°+2° +2* +2° +2%) =64-127.

Seejuures mirgati, et arvud 90 =2°(1+2+2% +2°) ja 2016 =2"(1+2+2% +2° +2* +2°) ei
ole tiiuslikud. Erinevuseks on, et viimastel juhtudel arvud 1+2+2°+2° ja
142422 +2° +2* +2° ei ole algarvud. Eukleides nditas oma teoses ,,Elemendid” (IX
raamat, lause 36) [20], et kui 2" —1 on algarv, siis n=2""(2" —1) on tiiuslik arv, aga ei
ndidanud vastupidist, et koik paarisarvulised tédiuslikud arvud peavad avalduma just sellisel

kujul.

Teoreem 1.1.1. Kui 2" —1 on algarv, siis n=2""'(2" —1) on tiiuslik arv.

Toestus. Teame, et algarvu ¢ korral o(q)=g+1 ja o(2")=2""—1 (jireldus 4.9.1) ning
tihistegurita positiivsete tdisarvude m ja n korral o(m-n) = o(m)-o(n) (lause 4.9.1).
Olgu 2" —1 algarv. Vaatame positiivset tdisarvu n=2""(2" —1) ja leiame selle positiivsete
jagajate summa o(n) . Siis

o(n)=c(2" o2 -)=2" -DQ2" -1+1)=(2" -1)2" =2n.

Seega n on téiuslik arv. m

Algarve kujul 2" —1 nimetatakse Mersenne’i algarvudeks, seejuures kui 2" —1 on algarv, siis

r peab olema algarv (teoreem 4.3.2).

Téiuslike arvude otsingute ja Eukleidese poolt tdestatud teoreemi 1.1.1 pddrdteoreemi
toestusega tegelesid intensiivselt mitmed kuulsad renessansiajastu matemaatikud
(R. Descartes, M. Mersenne, P.Fermat jt). Poorteoreemi tdestus Onnestus leida 15puks
L. Euleril. Kuna jédrgnev tulemus on iiks olulisemaid, esitame sellele ka moned hilisemad

toestused, tuginedes J. Voighti artiklile [68].



Teoreem 1.1.2. Kui » on paarisarvuline tdiuslik arv, siis n=27"(2” —1), kus (2” —1)on

algarv.

Toestus 1 (Euler). Paarisarvulise tdiusliku arvu n saab alati esitada kujul n =2""m, kus m on
paaritu tiisarv ja 7 > 2. Etarvud2’™' ja m on iihistegurita, siis
o(n)=c"'m)=0c Ho(m)=2" -1)o(m). (1.1)
Teiselt poolt, arvu # tdiuslikkusest jéreldub, et
o(n)=2n=2Q2"'my=2"m . (1.2)
Seega vordustest (1.1) ja (1.2) saame, et
2’m=2" -1)o(m). (1.3)

Olgu niiid o(m)=s. Sel juhul m = (2" —1)2S—r. Kuna2" —1 ei jagu arvuga 2", siis s peab

jaguma arvuga 2’. Seega m=(2"—1)g, kus g=s/2". Kui ¢g=1, siis n=2""2"-1) ja
jarelikult taiuslik paarisarv avaldub vajalikul kujul, kus m =2" —1 on algarv, sest o(m) =2".
Kui ¢ >1, siis arvu m jagajateks on kindlasti arvud 1, ¢, 2" —1 ja m. Seega

s=o(m)21+q+2" -D)+2" -1)g=2"(¢g+1).

ﬂ<(2’—1)q_ 2" -1\ ¢ <2’—1
s 2(g+1) 2" Ng+1 2

Tekib vastuolu, sest vordusest (1.1) jareldub, et m_ 2 -1 . u
s

Sel juhul aga

r

Toestus 2 (Dickson). Nagu toestuses 1, jouame vorduseni (1.3), millest saame, et

Ym _(@=Dtbm_ om
2 -1 2 -1 2 -1

o(m) =

Kuna o(m) ja m on mdlemad tdisarvud, siis d = on tdisarv. Seega m jagub arvudega

2" —1jad. Kuna o(m)=m+

1 =m+d on arvu m kdigi positiivsete jagajate summa, siis

I

on ainus vdimalus, et d =1. Seega m =2" —1ja arvul m on vaid kaks jagajat, arvud m ja 1.

Seega m peab olema algarv ning tiiuslik paarisarv avaldub vajalikul kuju. =

10



Toestus 3 (McDaniel). Nagu tdestuses 1, jouame vorduseni (1.3). Kuna arvud 2" —1 ja 2" on
tihistegurita, siis arvu 2" —1 iga algtegur peab olema ka arvu m tegur. Oletame, et 2" —1
jagub arvuga p“, kus p on algarv.

Siis lause 4.9.2 pdhjal

O'(m)za(p“):1+p+...+p“ Zp“_1+p"’ _1+p

m p p p p

Jarelikult

(.o _o@ -Do(m) 2 -Dd+p) _, 2 -D-p
2n 2"m a 2"p 2p

Vordus saab kehtida vaid juhul kui Q;ﬁ=0 ehk p=2"-1, a=1 ja m=p.
P

Jarelikult tdiuslik arv on ndutud kujul. m

Toestus 4 (Carmichael). Olgu n paarisarvuline tdiuslik arv, mille kanooniline kuju on

k
n=2%p," ... .p* =29 H p”

Siis

1{o2%) & Sy 2t 1 T+ p 4 p + o+
O'(I’l)z_ o(2“) HO'(P,i )= - H pi+p Pi
2”1 2 20!] i=D pia' 20[1 i=2 pi

ehk

2% _li[1+pi +p’ 4. +p~
2a1+1 _1 P pial

Vottesd = 2% —1, saame

a;+1 k k a; a; -1 k
‘12+1 :d+1:1+l:1—[p[ +...a+pl.+121—[pl. +apl_ :H 1+L a4
27 -1 d d i P i=2 P i=2 i

Teiselt poolt
k k k
o(n)=c2" p,” ... p")=Q2"" =D Jo(p)=d] [o(p ) =2n=2""T] p"
i=2 i=2 i=2

Kuna d on paaritu, siis leidub 7, mille korral d jagub arvuga p,. Kui p, <d, siis saadud
vorratus ei kehti ja jarelikult p, =d . Juhul kui & > 2, siis jéllegi vorratus ei kehti. Jarelikult

k=2.Kui a,>1, saaksime jille, et vOrratus ei kehti. Seega «, =1. Olemegi saanud, et n
avaldub ndutud kujul. m

Teoreemidest 1.1.1 ja 1.1.2 saame, et on tdestatud jargmine teoreem.

Teoreem 1.1.3. Positiivne paarisarv n on tédiuslik arv parajasti siis, kui ta on esitatav kujul

n=2""(2%-1), kus (2 —1) on algarv.
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Sellisel kujul olevaid tdiuslikke arve nimetatakse ka FEukleidese tdiuslikeks arvudeks voi

paarisarvulisteks tdiuslikeks arvudeks.

Vaatamata sellele, et paaritute tdiuslike arvude olemasolu ei ole veel toestatud ega ka timber
liikatud, on tegeletud nende arvude omaduste uurimisega ja on leitud tingimusi, mis peaksid

paaritu tdiusliku arvu korral tdidetud olema. Aastal 1991 nditasid R.P. Brent, G.L. Cohen ja

H.J.J. te Riele, et kui siiski leidub paaritu tiiuslik arv n, siis n>10>" [65].

Euler néitas ,, Tractatus de numerorum doctrina capita sedecim, quae supersunt ““ 3. osas, et kui

paaritu tdiuslik arv leidub, siis peab kehtima jargmine teoreem.

Teoreem 1.1.4 (Euler). Kui leidub paaritu tdiuslik arv n, siis selle arvu kanooniline kuju
peaks olema n zpo‘qlm‘qzzﬂ2 ‘..q,m’ , kus p ja o annavad arvuga 4 jagamisel jadgi 1 ja

t22.

ay

Toestus. Kui n on paaritu téiuslik arv kanoonilisel kujul n=p“ p,” ... p,*, siis arvu n

taiuslikkusest jareldub,
k
om)=[a+p,+p’ +...+p")=2p" p," ...p," .
i=1

Kuna 7 on paaritu, siis leidub tépselt iiks selline i, 1<i <k, et summa 1+ p, + pl.2 +...+p"
on paarisarv, mis annab arvuga 4 jagamisel jddgi 2. Seega «; peab olema paaritu arv ja
jarelikult leidub selline tdisarv x, et &, =2x+1. Kuna pi2 annab arvuga 4 jagamisel kindlasti
jadgi 1 (lause 4.5.3), siis summa 1+ p, + pi2 +...+ p, jéik jagamisel arvuga 4 on sama, mis
korrutise (x+1)(p, +1) jadk, st (x+1)(p, +1) annab arvuga 4 jagamisel jadgi 2. Siit
jareldub, et p, annab arvuga 4 jagamisel jddgi 1 ning x peab olema paarisarv. Seega ¢, annab
arvuga 4 jagamisel jadgi 1.

Kuij#i ja 1<j<k, siis 1+ p, +pj2 +...+pjaf on paaritu. Jérelikult o, peab olema
paarisarv. Tehes sobivalt moned imbertdhistused, saamegi, et arv n on esitatud noutud kujul,
n= p“qlzﬁ‘ qzzﬂ2 ...qtm’ ning p ja @ annavad arvuga 4 jagamisel jadgi 1.

Néitame niitid, et ¢>2. Oletame vastuviiteliselt, et #=1. Sel juhul kehtib vordus

a+l

p" -1 g
p-1 g-1

24+1 _1
=2p“q*” . Jarelikult

12



Oleme saanud vastuolu ja jérelikult 1 >2. m

1.1.3. Taiuslike arvude tiiendavaid omadusi

Jargmised markmed pérast Eukleidest péarinevad tdiuslike arvude kohta esimesest sajandist
Nicomachuse tekstist ,,Introductio Arithmetica®. Selleks ajaks oli teada neli esimest tdiuslikku
arvu 6, 28, 496 ja 8128. Ta piistitas hiipoteesi, et tdiuslike arvude viimane number on
vaheldumisi 6 ja 8. Aastast 1456 teada olev viies tdiuslik arv 33550336 kinnitas, et vdide vdib
oige olla. Hiipoteesi liikkkas timber P.A. Cataldi 1588. aastal, kui leidis kuuenda téiusliku arvu

8589869056, mille tiheliste number on sama, mis talle eelneval tiiuslikul arvul. [39]

Téiuslike arvude tdiendavaid omadusi ja seoseid teiste arvudega on uuritud 1dbi ajaloo palju.
Peamistest omadustest tehtud jargneva kokkuvdtte allikatena on kasutatud [39], [61], [47]
[23], [68], [42], [45].

Lause 1.1.2. Iga paarisarvulise tdiusliku arvu iiheliste number on kas 6 voi 8.

Toestus. Arvude 6 ja 28 korral on tingimus tdidetud. Kuna paarisarvulise tdiusliku arvu
esituses n=2""(2” —1) on p algarv, siis on vdimalikud kaks juhtumit: p=4k+1 vdi

p =4k +3. Iga positiivse tdisarvu k korral on arvu 2* {iheliste number 6 ja arvu 2**' -1

24k+2 24k+3

iheliste number on 1 ning arvu itheliste number on 4 ja arvu —1 {iiheliste number

24k+l 24k+2(24k+3

on 7. Seega arvu 2*( —1) theliste number on 6 ja arvu —1) tiheliste number

ong. m

Lause 1.1.3. Arvust 6 suuremad paarisarvulised téiuslikud arvud annavad arvuga 6 jagamisel
jaagi 4.
Téestus. Iga arvust 6 suurem paarisarvuline tiiuslik arv avaldub kujul 277'(2” —1), kus

2”7 —1 on algarv ja jarelikult ka p>3 on algarv. Sel juhul arv 27" annab arvuga 3 jagamisel

jadgi 1 (lause 4.5.4). Seega paaritu algarvu p korral leidub paaritu naturaalarv & nii, et
277" =143k . Seega

n=1+9% +18k> =4-3+9k +18k*> =4 +3(6k” +3k -1).
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Kuna k on paaritu arv, siis 6k”ja 3k —1 on paarisarvud ja jarelikult 3(6k> + 3k —1)jagub

arvuga 6 ning n=6m+4.m

Lause 1.1.4. Iga arvust 6 suurema paarisarvulise tdiusliku arvu jagamisel arvuga 9 tekib

jaak 1.

Téestus. Kui p on paaritu algarv, siis 2°~' —1 jagub arvuga 3 (lause 4.5.4) ehk leidub selline
tdisarv k, et 277" =3k +1. Jarelikult 27 = 6k +2 ja 2” —1=6k +1. Saame, et
277127 1) = Bk +1)(6k +1) =18k* +9k +1,

millest jareldubki, et jagamisel arvuga 9 tekib jadk 1. m
Jireldus 1.1.1. Arvust 6 suuremate paarisarvuliste tdiuslike arvude ristjuur 1.
Teada on ka tdiuslike arvude seoseid hulknurkarvudega.

Lause 1.1.5. Iga paarisarvuline tiiuslik arv on nii kolmnurkarv kui ka kuusnurkarv.

(27 —1)2”

Téestus: Iga paarisarvuline tiiuslik arv n on kujul 277'(27 —1) = 5

_ m(m+1)

Olgu 27 —1=m, siis 277 (27 —1) , mis tdhendabki, et » on m esimese naturaalarvu

summa ehk 7 on kolmnurkarv.
Kui tdhistada niiiid 277" = m, siis n=27"(2” —1) = m(2m 1), s.t arv n on kuusnurkarvude
jada element indeksiga 27~ . m

Lause 1.1.6. Arvust 6 suurem paarisarvuline tdiuslik arv avaldub kujul 1+97, kus 7 on

kolmnurkarv.

Toestus. Lause 1.1.3 pdhjal teame, et2”'(2” —1) =1+ 9k . Niitame, et k on kolmnurkarv.
Et iga paarisarvuline tdiuslik arv on kolmnurkarv (lause 1.1.5), siis 8(9k +1)+1=9(8k +1) on

mingi naturaalarvu tdisruut (lause 4.10.1). Et arv 9 on tdisruut, siis 8k +1 peab olema téisruut.

Jarelikult (lause 4.10.1) pdhjal k£ peab olema kolmnurkarv. m

Lause 1.1.7. Arvust 6 suurem paarisarvuline tiiuslik arv n =27"'(2” —1) avaldub kujul

n=1+3 4+ +2002 1)

Téestus. Tahistagu k = 277"’ Kasutades valemit
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saame avaldist teisendades
P32 )t =
P43+ 2k -1 = (P42 43 L+ 2h =D+ (20 )- (20 + 4+ +(20))=

_ (2K’ Q2k+1)* 53 K (k+1)°
4 4

= K2k +1)> =2k (k+1)° = K> (4k> + 4k +1-2k> =4k —2) = k> (2k* =1) =27 (2" - 1).m

Lause 1.1.8. Ukski arvust 6 suurem tiiuslik arv ei saa olla kahe algarvu korrutis vdi algarvu

aste.

Toestus. Olgu n mone algarvu aste n = p“. Oletame, et n on taiusklik arv, s.t

pOH—l_l
p-1

2p° =o(p”)=

Viimasest vordusest saame, et p®"' =2p*" —2p“ +1 ehk p**' =2p“ —1. Jirelikult p=1,

mis aga on vastuolus eeldusega, et p on algarv.

Olgu n algarvude p ja g korrutis. Oletame, et n on tdiuslik arv, s.t
2pg=0(pq)=(p+1(g+1).

Jarelikult kas p +1 vdi g +1 peab olema paarisarv. Uldisust kitsendamata vdime eeldada, et

q+1=2p ja p+1=gq. Sellel on vaid iiks lahend p=2ja ¢g=3. Seega arv 6 on ainus

tdiuslik arv, mis on kahe algarvu korrutis. m

Lause 1.1.9. Arv 6 on ainus selline tdiuslik arv z, mille korral o(o(n))on tdiuslik arv.

Toestus. Téiusliku arvu 6 korral o(o(6))=0(12) =28 on tdiuslik arv. Oletame, et n on
paarisarvuline tiiuslik arv, st n=27"(2” —1). Kui niiid ka o(c(n))=2"(2"" -1) on
paarisarvuline tiiuslik arv, siis arvud 27 —1 ja 2”*' —1 ning jirjestikused tdisarvud p ja p +1
peavad olema algarvud. Seega ainus voimalus on, et p=2 ja n=56.

Oletame, et leidub paaritu tdiuslik arv n. Sel juhulo(n) =2n ja o(o(n))=6n. Kui paarisarv
o(o(n)) on tiiuslik arv, siis 6n=2""(27 —1). Kuna n on paaritu, siis on see vdimalik vaid

siis, kui p=2jan=1.m
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Lause 1.1.10. Arvud 5 ja 7 on ainsad kaksikalgarvud, mille summa on kaks korda suurem

taiuslikust arvust.

Toestus. Olgu meil algarvud p >5 ja p+2. Siis arvu p jagamisel arvuga 6 saame jadgi 5.
(Kui p jagamisel arvuga 6 saaksime jddgi 1, siis arv p+2 oleks kordarv.) Seega leidub
selline tiisarv £ >1, et p=5+6k. Sel juhul p+(p+2)=2(p+1). Seega p+1 peaks
olema tdiuslik arv. Kuna aga p =5+6k, siis p+1 jagub arvuga 6. Lause 1.1.4 pohjal, aga
annab téiuslik arv p +1 jagamisel arvuga 6 jddgi 4. Samas 5+ 7 =2 - 6 ja kuna 6 on tdiuslik

arv, siis 5 ja 7 on ainsad kaksikalgarvud, millede summa on kaks korda suurem téiuslikust

arvust. m

Lause 1.1.11. Paarisarvulise tdiusliku arvu n =27"'(2” —1) jagajate korrutis on n”.

Téestus. Bt n=27""(2" —1), siis

Hd = 20D (9P [y 0D (9P _l)p(zp(p—l)/Z)z =27 )Py =n" . m

d‘n

nt(n)

Lause 1.1.12. Iga tdiusliku arvu n korral on arv
o(n)

tiisarv, kus 7(n) on arvu n

positiivsete jagajate arv ja o(n) arvu n kdigi positiivsete jagajate summa.

Téestus. Olgu n paarisarvuline tdiuslik arv n =277'(2” —1), kus (27 —1) on algarv.

Siis (n) = (p—1+ D(1+1) = 2p, o(n) = 2n ja jirclikult 20 ~ 2P _
o(n) 2n
Oletame, et leidub paarituarvuline tdiuslik arv n, siis on selge, et iihe algteguri aste on paaritu

nt(n) n-2k

o(n) 2n

(teoreem 1.1.4) ja seega leidub tdisarv £ nii, et 7(n) = 2k . Seega k.m

nt(140) _

Samas ei kehti vastupidine véide, sest niiteks
o(140)

5, aga 140 ei ole tdiuslik arv.

nt(n)

Téisarvuga n seotud arv
o(n)

on andnud pdhjuse veel iihe liigi tdisarvude defineerimiseks

[65].

nt(n)
o(n)

Definitsioon 1.1.4. Positiivne tdisarv n on Ore arv, kui on tdisarv.
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Esimesed Ore arvud on: 1, 6, 28, 140, 270, 496, 672, 1638, 2970, 6200 [53, A001599].
Lausest 1.1.12 jéreldub jirgmine tulemus.

Jareldus 1.1.2. Koik tédiuslikud arvud on Ore arvud.

1.1.4. Téaiuslike arvude tuldistusi

Koos tiiuslike arvudega uurisid Mersenne, Fermat, Descartes jt ka selliseid positiivseid

tdisarve, mille korral o(n) = kn, kus k > 1 tdisarv. Moiste Multiperfect Number périneb allika

[61] poOhjal aastast 1941, kui seda kasutas D.H. Lehmer.

Definitsioon 1.1.5. Positiivne tdisarv n on k-tiiuslik arv (k-multiperfect, k-multiply perfect

number), kui selle arvu positiivsete jagajate summa on arvu n k-kordne, s.t o(n) = kn [65].

Juhul kui k=2, siis k-tdiuslik arv on téiuslik arv pdhidefinitsioonide 1.1.2.A ja 1.1.2.B

mottes.

Niiteks arv 120 on 3-tdiuslik, sest 6(120)=360 =3 - 120. Esimeseks leitud 3-tdiuslikuks
arvuks oligi arv 120 ja selle leidis 1557. aastal Robert Recorde. Jargmise 3-tdiusliku arvu 672

avastas Fermat aastal 1637. Pracguseks on teada 3-tdiuslikke arve vaid 6, neist suurim on

51001180160 (Fermat, 1643). [61]

Samale moistele leidub ka eelmisest veidi erinev definitsioon, niiteks E. Redi raamatus

[47, Ik 53].

Definitsioon 1.1.5.A. Positiivne tdisarv n on k-tdiuslik arv, kui selle arvu positiivsete

périsjagajate summa on arvu n k-kordne, s.t o(n) =(k+1)n.

Kéesolevas t60s ldhtutakse pohidefinitsioonist 1.1.5.

Alljargnevas tabelis on toodud moned esimestest k-tdiuslikest arvudest.

k-taiuslikud arvud

6, 28, 496, 8128 [53, A000396]

120, 672, 523776, 459818240, 1476304896, 51001180160 [53, A005820]
30240, 32760, 2178540, 23569920 [53, A027687]

14182439040, 31998395520, 518666803200 [53, A046060]

(O, T R US T NS B
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Jargmised kolm lauset parinevad Descartes’i kirjast Mersennele aastast 1638 [52, 1k 186].
Lause 1.1.13. Kui » on 3-tdiuslik ja n ei jagu arvuga 3, siis arv 3n on 4-téiuslik arv.

Toestus. Olgu arv n 3-tdiuslik, s.t o(n)=3n ning seejuures n ei jagu arvuga 3. Siis

o(3n)=0(3)o(n) =4-3n jajirelikult 3n on 4-tiiuslik arv. m

Lause 1.1.14. Kui n on 3-tdiuslik arv ja n jagub arvuga 3, aga ei jagu arvudega 5 ja 9, siis

45n on 4-taiuslik arv.

Toestus. Olgu arv n 3-tdiuslik ja jagugu arvuga 3, s.t o(n)=3n ja n=3k, kus k ei jagu
arvudega 3 ja 5. Siis 0(45n) = 0(3* -5n) = 0(3’)o(5)o(k) =40-6 - o(k). Kuna n =3k ja kei
jagu arvuga 3, saame o(n)=o0Q3)o(k)=40(k). Seega oc(45n)=60-4-0(k)=600(n).

Kuna o(n) =3n, siis 0(45n) =180n = 4-45n , mis tdhendab, et 457 on 4-tdiuslik arv. m
Lause 1.1.15. Kui 7z ei jagu arvuga 3 ja arv 3n on 4k-tdiuslik arv, siis n on 3k-tdiuslik arv.

Toestus. Kui n ei jagu arvuga 3 ja on 4k-tdiuslik arv, siis o(3n) =4k -3n. Teiselt pool

o(3n) =o(3)o(n) =40(n) . Jarelikult o(n) = 3kn ehk n on 3k-tiiuslik arv. m
Lausele 1.1.14 saab leida kaks iildistust.

Lause 1.1.16. Kui n on p-tdiuslik arv, kus p on algarv ja n ei jagu arvuga p, siis arv pn on

(p +1)-téiuslik arv.

Toestus. Kui o(n) = pn ning arvud p ja n on tihistegurita, siis

o(pn)=o(p)o(n)=(p+)pn.m

Lause 1.1.17. Kui n on a-tiiuslik arv ja m on b-tdiuslik arv ning arvud » ja m on tihistegurita

arvud, siis arv nm on ab-tiiuslik arv.

Toestus. Kui o(n) =an ja o(m)=bm ning arvud n ja m on iihistegurita, siis

o(nm)=oc(n)o(m)=an-bm=ab-nm.m

D. Suryanarayana vaatles [57] jargmisi Usna loomulikul viisil saadud tdiuslike arvude

iildistusi ja andis ka selliste paarisarvuliste arvude jaoks iildkuju.
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Definitsioon 1.1.6. Positiivne tdisarv n on supertdiuslik arv (superperfect number), kui selle
positiivsete jagajate summa kdigi positiivsete jagajate summa on kaks korda suurem arvust n,

s.t o(o(n))=2n.
Esimesed supertéiuslikud arvud on: 2, 4, 16, 64, 4096, 65536, 262144 [53, A019279].

Lause 1.1.18. Kdik paarisarvulised supertiiuslikud arvud avalduvad kujul 2”7, kus p on

selline positiivne tdisarv, et 2” —1on algarv.

Toestus. Olgu n=2"", kusjuures 2” —1 on algarv. Sel juhul o(n)=2"-1. Kui 2” -1 on
algarv, siis o(o(n))=2" =2-27"" =2n ja jarelikult n on supertiiuslik.
Olgu niitid #n paarisarvuline supertdiuslik arv ja oletame vastuvditeliselt, et arvul » leidub ka

paaritu tegur ¢, s.t n=2"" ¢, kus k >2 ja g on paaritu arv. Sel juhul saame, et
2n=2q=0(a(n)=0o(2" ~1o(g)).

Kui ¢ >1, siis arvul (2° =1)o(g) on vihemalt kolm erinevat positiivset jagajat (2" —1)co(q),

o(q) ja 2" —1. Seega o((2* -1)o(q))=2"0(g)+2* —1>2"g. Oleme saanud vastuolu ja

jarelikult ¢ =1. Sel juhul 2" = o(2" —1). See vordus saab aga kehtida vaid juhul kui 2" —1 on

algarv. m

Tanapéeval on joutud tldistustega (k,m)-supertdiuslike arvudeni, s.o positiivsete tdisarvudeni

n, mille korral o* (n) = mn.

Taiuslik arv on vordne kdigi oma positiivsete parisjagajate summaga. Taiuslikkuse tingimuse

lodvendamisel saadakse uus liik arve [65].

Definitsioon 1.1.7. Positiivne tdisarv n on pseudotdiuslik arv ehk pooltdiuslik arv
(pseudoperfect number, semiperfect number), kui arvu n on vdimalik esitada mone (voi

koikide) oma pirsijagajate summana.

Néiteks arv 20 on pooltdiuslik, sest arvu 20 périsjagajad on 1, 2, 4, 5 ja 10 ning
20=1+4+5+10.
Esimesed pooltdiuslikud arvud on: 6, 12, 18, 20, 24, 28, 30, 36, 40 [53, A005835].

Toodud definitsioonide pdhjal saame teha jargmised jareldused.

Jireldus 1.1.3. Iga tdiuslik arv on pooltdiuslik arv.
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Jireldus 1.1.4. Puuduga arv ei saa olla pooltiiuslik arv.
Lause 1.1.19. Iga pooltdiusliku arvu kordne on pooltdiuslik arv.

Toestus. Olgu n pooltiiuslik arv. Sel juhul leiduvad arvu n périsjagajad d, <d, <...<d,, <n
nii, et n=d, +d, +...+d, . Vaatame arvu kn, kus tiisarv k£ > 0. Arvu kn pédrisjagajateks on
kindlasti arvud kd,,kd,, ..., kd, Leiame nende summa

kd, +kd, +...+kd, =k(d +d,+...+d, )=kn.

Jérelikult arv kn on esitatav oma périsjagajate summana ja on pooltdiuslik arv. m

1.1.5. Puuduga ja liiaga arvud

Erinevalt tdiuslikest arvudest, on puuduga ja lilaga arvude hulkade 1dpmatus kergesti
ndidatav, seejuures on mdlemal juhul isegi ndha, et nii paarituid- kui paarisarve on nende seas
16pmata palju.

Anname moned selliste 10pmatute jadade konstrueerimise vdimalused, tuginedes allikatele

[61], [47] ning vaatleme puuduga arvude ja liltaga arvude moningaid erijuhte.
Lause 1.1.20. Leidub 16pmata palju puuduga paarisarve ja puuduga paarituid arve.

Toestus. Koik paaritud algarvud p on puuduga arvud, sest o(p) = p+1<2p ja seega on ka

puuduga paarituid arve 10pmatult palju.

Koik arvud kujul 2p, kus algarv p>5, on paarisarvud ja puuduga arvud, sest

o(2p)=0c)o(p)=3(p+1)<4p,kui p>5.Selliseid arve on I1dpmata palju. m

Voimaluse konstrueerida liiaga arvude 10pmatuid alamjadasid annab jargmine tulemus.

Lause 1.1.21. Iga tdiusliku arvu kordne, mis on suurem arvust endast, ning iga liiaga arvu

kordne on liiaga arv.

Toestus. Kui arv n on tdiuslik voi liiaga arv, siis o(n) > 2n . Vaatame arvu n kordset arvu kn,

kus tdisarv k >1. Sel juhul o(kn) > ko(n) > 2kn . Seega arv kn on liiaga arv. m

Jareldus 1.1.5. Liiaga paarisarve ja lilaga paarituid arve on Idpmata palju.

Téiusliku arvu kordsetest erinevalt on tiiusliku arvu périsjagajad puuduga arvud.
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Lause 1.1.22. Iga taiusliku arvu iga parisjagaja on puuduga arv.

Toestus. Oletame vastuvditeliselt, et tdiuslikul arvul # leidub périsjagaja d nii, et o(d) > 2d .

Seega
m=cmy=0| L-d|> o(d)>"2d =2n.
d d d

Oleme saanud vastuolu ja jarelikult tdiuslikul arvul ei saa olla ei lilaga ega téiuslikku

périsjagajat. m

Huvi on pakkunud ka mitmed teised puuduga ja liiaga arvude alaliigid. Neist esmalt vaatleme
arve, mille périsjagajate summa on ithe vorra vidiksem voi suurem arvust endast ja millede

definitsioonid on antud allikas [65].

Definitsioon 1.1.8. Puuduga arv n on peaaegu tdiuslik arv (almost perfect number) ehk
vdhima puuduga arv (least deficient number), kui arvu n positiivsete jagajate summa on

2n—1.

Sellisteks arvudeks on arvu 2 positiivsete tdisarvuliste astendajatega astmed, sest
o(2")=1+2+27+... 42" =21,
Tdestamist voi siis imberlitkkamist ootab hiipotees, et peaaegu tdiuslikud arvud ongi ainult

arvu 2 astmed [65].

Jargmine liiaga arvude alaliik on kiill defineeritud P. Cattaneo [11] poolt 1951. aastal, kuid

seni pole leitud tihtegi sellist arvu [65].

Definitsioon 1.1.9. Liiaga arv n on kvaasitdiuslik arv (quasiperfect number) ehk vihima

liiaga arv (least abundant number), kui arvu n positiivsete jagajate summa on 2n +1.

Aastal 1982 niitasid P. Hagis ja C.L. Cohen, et kui leiduks kvaasitiiuslikke arve, siis need

oleksid paaritud tdisruudud, millel on vdhemalt 7 erinevat positiivset jagajat ning need

kvaasitiiuslikud arvud oleksid suuremad kui 10* [13].

Jargnevalt vaatleme liiaga arvude erijuhtu, mis on vilja toodud jadade entsiiklopeedias [53] ja

leiavad ka tutvustamist T. Trotteri kodulehel [62].

Lause 1.1.23. Kui 2" —j—1, kus j on positiivne tdisarv, on paaritu algarv, siis

arvn =2""(2" — j—1) on liiaga arv ning seejuures o(n)—2n=j.
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Toestus. Vaatleme vahet o(n)—2n=2" -1)2" - j)-2"2" —j—-1)=j. Jarelikult n on

lilagaarvja o(n)—2n=j.m

Niiteks juhul m =3 jaj=2on 2" — j—1 = 5 paaritu algarvja n=2""(2" — j —1)= 20 liiaga
arv, kusjuures ¢(20)-2-20=2=j.

Vaatleme liiaga arvude erijuhtu, kus o(n)—2n = j ning positiivne tiisarv j =2d, kus d on
arvu n périsjagaja.

Definitsioon 1.1.10. Positiivne tdisarv n on imetlusvddrne arv (admirable number), kui arvul

n leidub périsjagaja d nii, et kdigi positiivsete jagajate summa on 2z + 2d .
Niéiteks arv 20 on imetlusvéirne, sest 0(20)=42=2-20+2-1.

Esimesed imetlusvaarsed arvud on: 12, 20, 24, 30, 40, 42, 54, 56, 66, 70, 78 [53, A111592].

Lause 1.1.24. Kui 2” -2 -1 on paaritu algarv, siis arv »n=2""(2"-2-1) on

imetlusvéirne arv.
Téestus. Leiame vahe o(n)—2n=Q2" -1)(2" -2")-2"2" -2 -1)=2* =2.2"". Kuna
2" —2* —1 on paaritu algarv, siis k < m ja jarelikult 2~ on arvu n pirisjagaja. m

Jadade entiiklopeedias [53] on vélja toodud ja defineeritud sellised puuduga arvud, kus arvu
positiivsete jagajate summa on arvu kahekordsest vdiksem arvu positiivsete jagajate arvu

vorra.

Definitsioon 1.1.11. Positiivne tdisarv n on diedraalne tdiuslik arv (dihedral perfect
number), kui arvu positiivsete jagajate summa ja positiivsete jagajate arvu summa on 2n, s.t

o(n)+7(n)=2n.

Esimesed diedraalsed tédiuslikud arvud on: 1, 3, 14, 52, 130, 184, 656, 8648, 12008, 34688,
2118656 [53, A083874].

Lause 1.1.25. Kui 2""' +2m+1 on paaritu algarv, siis arv n=2"(2"" +2m+1) on

diedraalne tdiuslik arv.
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Toestus. Leiame vahe

2n—o(n)=2""2"" +2m+1)- 2" -DR"™ +2m+2)=2(m+1)=7(n). m

Jargmisena defineeritavaid arve nimetatakse E.Redi raamatus [47, 1k 53] suurepdrasteks.

Kéesoleva t60 autorile tundus sobivam tdlge aga olevat veider arv.

Definitsioon 1.1.12. Positiivne tdisarv on veider arv (weird number), kui selle pirisjagajate

summa on arvust suurem ning arvu ei ole voimalik esitada oma périsjagajate summana.
Seega on veidrad arvud liiaga arvud, mis ei ole pooltdiuslikud arvud.

Esimesed veidrad arvud on: 70, 836, 4030, 5830, 7192, 7912, 9272, 10430 [53, A006037].

Veidraid arve on seni teada 24 ja kdik need on paarisarvud ning vidiksemad kui, kuigi on

tdestatud, et veidraid arve on 1dpmata paljul0°® ([65], mai 2010).

Lause 1.1.26. Kui n on veider arv ja algarv p on suurem kui o(n), siis ka korrutis np on

veider arv.

Toestus. Olgu n veider arv ja algarv p > o(n). Arvu np jagajad on arvud d ja dp, kus arv d on
arvu n jagaja. Kuna p > o(n) > n, siis koik need arvud on erinevad.

Oletame vastuvditeliselt, et arvu mnp saab esitada oma pirisjagajate summana
np=d,+d,+...+d, +pt + pt,+..+ pt . Sel juhul summa d, +d,+...+d, jagub arvuga
p. Kuna aga p>o(m)2d +d,+...+d,, siis d +d,+...+d, =0 ja saame vOrduse
n=t +t,+..+t , mis tihendab, et n esitub oma pérsijagajate summana. Oleme saanud

vastuolu ning arv np ei avaldu oma périsjagajate summana. m

Jargnevate lilaga arvude eristamise aluseks teistest liiaga arvudest on vaadeldud nende
parisjagajaid. Jadade entsiliklopeediast [53] leiab kaks erinevalt defineeritud, kuid sama

nimetusega jada.

Definitsioon 1.1.13. Positiivne tédisarv on primitiivse liiaga arv (primitive abundant

numbers), kui arv on liiaga arv, mille kdik pérsijagajad on puuduga arvud.

Esimesed primitiivsed liiaga arvud definitsiooni 1.1.13 jargi on: 20, 70, 88, 104, 272, 304,
368, 464, 550, 572, 650, 748, 836, 945, 1184, 1312, 1376, 1430, 1504, 1575 [53, A071395].
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Definitsioon 1.1.14. Positiivne tdisarv on primitiivse liiaga arv (primitive abundant

numbers), kui arv on liiaga arv, mille likski pérsijagaja ei ole liiaga arv.

Esimesed primitiivsed liiaga arvud definitsiooni 1.1.14 jargi on: 12, 18, 20, 30, 42, 56, 66, 70,
78, 88,102, 104, 114, 138, 174, 186, 196, 222, 246, 258, 272, 282 [53, A091191].

On selge, et koik definitsiooni 1.1.14 mdttes primitiivsed lilaga arvud on seda ka definitsiooni

1.1.13 mottes.
Liiaga arvude iildistustena defineeritakse [65] jargmised arvud.

Definitsioon 1.1.15. Positiivne tdisarv n on ililiiaga arv (highly abundant number), kui iga

positiivse tdisarvu m < n korral kehtib vorratus o(m) < o(n).

Esimesed iililitaga arvud on: 1, 2, 3, 4, 6, 8, 10, 12, 16, 18, 20, 24, 30 [53, A002093].

Jargneva moiste votsid kasutusele L. Alaoglu ja P. Erdos [2].

Definitsioon 1.1.16. Positiivne tdisarv n on ilikiillane arv (superabundant number), kui iga

am) _ o)
m n

positiivse tdisarvu m < n korral kehtib vorratus

Esimesed iilikillased arvud on: 1, 2, 4, 6, 12, 24, 36, 48, 60, 120, 180, 240, 360, 720, 840,
1260, 1680, 2520, 5040, 10080, 15120 [53, A004394].

Definitsioon 1.1.17. Positiivne tdisarv n on tohutu liiaga arv (colossally abundant number),

o(n) o(k)
n1+g < k1+5

kui leidub ¢ > 0 nii, et kehtib

iga k >1 korral.

Esimesed tohutu liiaga arvud on: 2, 6, 12, 60, 120, 360, 2520, 5040, 55440, 720720 [53,
A004490].
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1.2. Taisarvude positiivsete jagajate summade abil méiratud paarid ja

alikvootjadad

Leidub positiivseid tdisarve, millel positiivsete jagajate summad on vordsed. Naiteks arvudel
6 ja 11 molemal on positiivsete jagajate summa 12, seejuures aga nende pirisjagajate summad
on erinevad. Kiesolevas osas vaatlemegi arve, kus arvud on iiksteisega seotud oma

positiivsete jagajate voi parisjagajate summade abil.

1.2.1. Sobralikud arvud

Juba 4. sajandil enne meie aega teati Antiik-Kreekas, et arvude 220 ja 284 paar on eriline, sest
arvu 220 périsjagajate summa on 1 +2+4+5+10+11+20+22+44+55+110=284 ja
arvu 284 pdarisjagajate summa on 1 +2+4+ 71 + 142 =220. Need olid pikka aega ainsad
teadaolevad sellise omadusega arvud. Tdendoliselt jargmised sellised arvud 17296 ja 18416
leidis Thabit ibn Qurra alles 9. sajandil. 17. sajandil Fermat taasavastas paari 17296 ja 18416
ja Descartes leidis jargmise selliste arvude paari 9363584 ja 9437056. [4]

Definitsioon 1.2.1. Positiivsed tdisarvud a ja b on sobralikud arvud (amicable pair), kui

kumbki neist on vOrdne teise périsjagajate summaga, s.t kui o(a)—a=»5 ja c(b)-b=a.
Definitsioonist jareldub vahetult jirgmine tulemus.

Jireldus 1.2.1. Positiivsed tdisarvud a ja b on sdbralikud arvud parajasti siis, kui

o(a)=o(b)=a+b.

Esimesed sobralikud arvud paaridena on: (220,284), (1184,1210), (2620,2924)
(5020, 5564), (6232, 6368), (10744, 10856), (12285, 14595) [53, A002025, A002046].

Jirgmine teoreem annab teadaolevalt esimese algebralise meetodi sdbralike arvude

leidmiseks.

Teoreem 1.2.1. (Thabif). Kui tiisarvu n>1 korral arvud p=3-2""-1, ¢=3-2"-1 ja

r=9-2"—-1 on algarvud, siis arvud M =2"-p-q ja N =2"-r on sdbralikud arvud.

Téoestus. Olgup, g jaralgarvudning M =2"-p-q ja N=2"-r.
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Leiame arvude M ja N koigi positiivsete jagajate summa
o(M)=0c(2" p-q)=0c(2"a(p)o(q)=c(2")c(3-2"" =)o(3-2" - 1) =
=" -1D3-2""H3-2")=9-2"'(2"" -1),

o(N)=c(2" - r)=c(2")o(9-2*"" =1)=9- 2> (2" —1).

Arvude M ja N summa on

M+N=2"(p-g+r)=2"(32"" =13 2" =)+ (9-2>"" -1))=
=27(9-2¥"=3-2"=3-2"" 1927 ) =2"(9- 2" —9- 2"y =2"(9- 2" (2" 1)) =
=922 (2" ).

Seega c(M)=0c(N)=M+ N .nm

Kui 7 <20000, siis Thabiti teoreemi jargi moodustuvad sdbralike arvude paarid vaid juhul,

kuin=2,4ja7[65].

Aastal 1747 avaldas Euler artiklis De Numeris Amicabilibus 30 paari sdbralikke arve. Nende
seas olid moned juba teadaolevad paarid. Neist XIII paar ei ole tegelikult sdbralike arvude
paar. Seejuures ei olnud kirjeldatud kuidas ta need leidis. [21]

Tanapieval teatakse jargmist eeskirja Euleri eeskirjana sdbralike arvude paari leidmiseks.

Kui n ja m on positiivsed tdisarvud nii, et 1<m <n-1 ning arvud p=2"Q2"" +1)-1,
g=2"Q2"" +1)—1 ja r=2""(2"" +1)’ -1 on koik algarvud, siis arvud M =2"-p-q ja
N =2"-r moodustavad sobralike arvude paari.

Juhul kui Euleri eeskirjas votta n —m =1, saame Thabit’i eeskirja.

Siiani ei ole teada, kas soObralikke arve on 10pmata palju voi mitte. Seni leitud sobralike
arvude paari kuuluvatel arvudel on arvust 1 suurem iihine tegur ja paari kuuluvad arvud on
sama paarsusega. Siiani ei ole ka teada, kas leidub voi ei leidu sdbralike arvude paari, milles
iiks oleks paaris- ja teine paaritu arv. On teada, et kui leiduks erineva paarsusega sobralike
arvude paar, siis paaritu arv peaks olema tdisruut ja paarisarv peaks olema arvu 2 positiivse
tdisarvulise astendajaga astme ja paaritu tdisruudu korrutis [19]. Samuti ei ole teada, kas

leidub {ihistegurita sobralike arvude paari, kuid kui selline paar peaks leiduma, peaks neist

kumbki olema suurem kui 10%[28].

Sobralike arvude tildistustena on vaadeldud ka jérgmisi paare [65].
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Definitsioon 1.2.2. Positiivsed tédisarvud m ja n on kvaasisobralikud arvud (quasiamicable
pair, betrothed numbers), kui nende arvude positiivsete jagajate summad on vordsed arvuga

m+n+l,st o(m)=oc(n)=m+n+1.

Esimesed kvaasisobralike arvude paarid on: (48, 75), (140, 195), (1050, 1925), (1575, 1648)
[53, A005276].

Definitsioon 1.2.3. Positiivsed tdisarvud m ja n on peaaegu sobralikud arvud (augmented
amicable pair), kui nende positiivsete jagajate summad on vordsed arvuga m+n—1, s.t

omy=c(n)y=m+n-1.

Esimesed peaaegu sobralike arvude paarid on: (6160,11697), (12220,16005), (23500,28917)
[53, A007992, A015630].

Teada on 420 peaaegu sdbralike arvude paari, kus viiksem arvudest on viiksem kui 10'°[38].

Koik teadaolevad nii kvaasisdbralike arvude paarid kui ka peaaegu sdbralike arvude paarid
koosnevad erineva paarsusega arvudest. Pole teada, kas iihte paari saavad kuuluda sama

paarsusega arvud.
Sobralike arvude iildistusena on saadud seltskondlikud arvud (sociable numbers) [47, 1k 55].

Definitsioon 1.2.4. Positiivsed téisarvud a,, a,,...,a, moodustavad seltskondlike arvude

k-tsiikli (k-sociable numbers), kui iga jirgnev arv on eelmise périsjagajate summa ning

viimase arvu périsjagajate summa on vordne esimese arvuga.

Erijuhul, kui £ =2, saame sdbralike arvude paari. Seni pole teada néiteks iihtegi seltskondlike
arvude 3-tsiiklit [65]. Néiteks arvu 12496 korral saame védhimate arvudega seltskondlike

arvude 5-tstikli: 12496, 14288, 15472, 14536, 14264, 12496.

1.2.2. Lahked arvud

Ingliskeelses kirjanduses on defineeritud kaks erinevat arvude liiki: amicable pair ja friendly
pair [65]. Need nimetused on tekitanud segadusi, sest monikord neid kasutatakse

stinoniilimidena. Nii néiteks on P. Hoffman [32] ja T.L. Heat [29] kasutanud mdistet friendly

pair eelnevalt vaadeldud sdbralike arvude (amicable pair) kohta.
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Esimesena nimetatud (amicable pair) arvud on eesti keeles juba varem nimetatud sobralikeks
arvudeks |1, 47], teistel seni puudub eestikeelne vaste. Kdesolevas t60s on neid arve
nimetatud lahkete arvude paariks. Moiste Friendly Pair votsid kasutusele 1977. aastal

C.W. Anderson ja D. Hickerson [3].

Definitsioon 1.2.5. Positiivsed tdisarvud m ja n moodustavad lahkete arvude paari (friendly

pair), kui iihe arvu positiivsete jagajate summa ja arvu enda jagatis on vOrdne teise arvu

olm) _ o(m)
m - n .

positiivsete jagajate summa ja arvu enda jagatisega, s.t kui

o(84) 224 _8 . o(270) _720 _8

Niiteks 84 ja 270 on selline arvude paar, sest ] = =—.
84 84 3 270 270 3

Esimesed lahkete arvude paarid, kus vdikseima arvu paariliseks on vdhim vdimalik arv, on:
(6, 28), (30, 140), (80, 200), (40, 224), (12, 234), (84, 270), (66, 308) [53, A050972,
A050973].

o(m) _ o(n) _ o(k)

On voimalik vaadelda ka lahkete arvude kolmikuid, mille korral siis .
m n

Niiteks moodustavad sellise kolmiku arvud (2160, 5400, 13104).
Uldiselt voib vaadelda ka enamast kui kolmest arvust koosnevaid lahkete arvude hulki. Neid

nimetatakse lahkete arvude n-ikuks (loe: ennikuks) (friendly n-tuple).
Sisse on toodud ka /ahke arvu mdiste (friendly number) [65].

Definitsioon 1.2.6. Positiivne tdisarv n on lahke arv (friendly number), kui leidub vihemalt

iiks selline positiivne tdisarv m, mille korral M = in)’ ehk kui ta kuulub vdhemalt {ihte

m n

lahkete arvude paari.

Lahkete arvude definitsioonist saab teha vahetu jarelduse.

Jireldus 1.2.2. Koik tdiuslikud arvud on lahked arvud.

Huvi on pakkunud ka sellised positiivsed tdisarvud, mis ei kuulu tihtegi lahkete arvude paari.

Definitsioon 1.2.7. Positiivne tédisarv on tiksildane arv (solitary number), kui see arv ei ole

lahke arv.
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Uksildased arvud on kindlasti kdik algarvud ja algarvude astmed ning arvud, mille korral arv
ja selle positiivsete jagajate summa on iihistegurita [65].

Uksildaste arvude seast on vilja eraldatud niiteks jirgmised alamhulgad:

1) arvud, mis ei ole algarvu astmed, aga on iihistegurita oma positiivsete jagajate summaga,
naiteks 21, 35, 36, 39, 50, 55, 57, 63 [53, A095739],

2) arvud, millel on oma positiivsete jagajate arvuga lihest suurem iihine tegur,

néiteks 18, 45, 48, 52, 136, 148, 160, 162, 176, 192, 196, 208, 232, 244, 261, 272, 292, 296,
297,304, 320, 352, 369 [53, A095738].

Samas ei ole veel koikide arvude korral teada, kas nad on tksildased voi mitte. Nditeks on

sellisteks arvudeks 10, 14, 15, 20 [65].

1.2.3. Taisarvude alikvootjadad

Taisarvu positiivsete périsjagajate summa abil, on defineeritud teatud tdisarvude jadad, mida

nimetatakse alikvootjadadeks (aliquot sequences). Liihiililevaate neist annab E. Redi oma

artiklis [48].

Definitsioon 1.2.8. Positiivsete tdisarvude jada on alikvootjada, kui selle jada iga element

alates teisest on eelneva arvu koigi parisjagajate summa.

Niéiteks arvu 20 alikvootjada on {20, 10, 8, 7, 1}. Kuna jada Idpus olev arv 1 saadakse vaid
algarvust, siis viimane liige 1 jdetakse sageli kirjutamata ja selle jada viimaseks litkmeks
loetakse arvule iiks eelnevat algarvu.

Alikvootjadad vdivad olla ka 1dpmatud.

Niiteks arvu 6 alikvootjada on {6, 6, ...}, arvu 220 alikvootjada aga {220, 284, 220, 284,...}.
Alikvootjadade pikkus ja iseloom sdltub sageli just jada esimesest arvust. Teadaolevalt voivad
esineda jargmised olukorrad.

1) Kuna téiuslik arv vordub oma pirisjagajate summaga, siis tiiusliku arvu alikvootjada on
16pmatu jada, kus kordub see tdiuslik arv. Néiteks {28, 28, ...}.

2) Alikvootjada algab kiill mittetdiusliku arvuga, aga teatud kohast alates hakkab iiks arv
16pmatult korduma. Néiteks arvu 95 alikvootjada on {95, 25,6, 6, .. .}.

Mdrkus: Selliseid arve, mille alikvootjadas jddb korduma iiks ja sama arv nimetatakse ka
edasipiitidlikeks arvudeks (aspiring number).

Esimesed mittetdiuslikud edasipiitidlikud arvud on: 25, 95, 119, 143, 417, 445 [53, A063769].
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3) Alikvootjada on 10pmatu, aga kooseb ainult kahest vahelduvalt korduvast arvust. Sellised
jadad tekivad sdbralike arvude korral.

Naéiteks arvu 1184 alikvootjada on {1184, 1210, 1184, .. .}.

4) Alikvootjada on ldpmatu, aga koosneb k >3 erinevast, aga tsiikliliselt korduvast arvust
ehk seltskondlike arvude A-tsiiklist.

Naiteks arvu 1264460 korral saame alikvootjada

{1264460, 1547860, 1727636, 1305184, 1264460, . . .}.

Alikvootjada korduvat osa nimetatakse alikvoottsiikliks ning arvu £ selle pikkuseks [48].

Ei ole teada, kas koik alikvootjadad on Idplikud voi tsiiklilised, sest moningate arvude
alikvootjadad on senini middramata, kuna on joutud nii suurte arvudeni, mille tegurid ei ole
teada. Selliste alikvootjadade kohta 6eldakse mddramata lopuga alikvootjadad. [48].

Arvust 1000 vdiksemate arvude seas ei ole alikvootjadad teada néiteks arvude 276, 552, 564,
660 ja 966 jaoks. Neid nimetatakse Lehmeri viisikuks. Praeguseks on arvust 10000 véiksemate
positiivsete tdisarvude seas 81 midramata lopuga arvu, arvust 100000 vdiksemate seas 904 ja

miljonist viiksemate arvude seas 9317 midramata 16puga arvu, nende seas ka 2010. [65],[59]
E. Catalan piistitas 1888. aastal hiipoteesi, mida L.E. Dickson laiendas 1975. aastal.

Catalani-Dicksoni hiipotees: Iga alikvootjada 10pus on kas algarv, tdiuslik arv voi

alikvoottsiikkel.
Hiipotees piisib tdnapdevani.
On uuritud ka I6plikke alikvootjadasid, mis 1dppevad iihe ja sama algarvuga [48].

Definitsioon 1.2.9. Algarvuga p 10ppevad alikvootjadad moodustavad algarvu p pere
(p-aliquot tree). [48]

Niiteks algarvu 7 pere esimesed arvud on 8, 10, 14, 22,38, 49,75, .....
sest {8, 7}; {10, 8, 7}, {14, 10, 8, 7}, {22, 14, 10, 8, 7}, {38, 22, 14, 10, 8, 7}, {49, 8, 7},

(75,49, 8, 7},....

On selge, et algarvudel 2 ja 5 ei saa olla peres peale nende endi iihtegi arvu, sest ei leidu

tihtegi arvu, mille périsjagajate summa oleks kas 2 voi 5.
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Definitsioon 1.2.10. Positiivne tdisarv on kdttesaamatu arv (untouchable number), kui see ei

ole lihegi tdisarvu pirisjagajate summaks.
Esimesed kattesaamatud arvud on: 2, 5, 52, 88, 96, 120, 124, 146 [53,A005114].

Lause 4.9.3 pohjal on 16pmata palju selliseid arve, mis ei ole {ihegi arvu positiivsete jagajate

summaks. Seega leidub ka 10pmata palju arve, mis ei ole iihegi arvu périsjagajate summaks.
Jireldus 1.2.3. Kittesaamatuid arve on 10pmata palju.

Kui kehtiks Goldbachi hiipotees, siis arv 5 oleks ainus paaritu kittesaamatu arv ning arvud 2
ja 5 oleks ainsad algarvud, mis kuuluvad ainsana oma peresse.

Selle tdestuseks olgu meil 2n+1> 7. Siis Goldbachi hiipoteesi kohaselt leiduvad erinevad
algarvud p ja ¢ nii, et 2n=p+¢q, kus p ja g on erinevad algarvud. Seega arvu pq
pédrisjagajate summa oleks 1 + p + g =2n + 1. Seega arv 2n + 1 ei saa olla kéttesaamatu.

Arvud 3 ja 7 ei ole kittesaamatud, need on vastavalt arvude 4 ja 8 périsjagajate summad.

1.3. Praktilised arvud

Positiivse tdisarvu positiivsete jagajate summasid vOib vorrelda arvu endaga, aga vdib
vorrelda ka teiste arvudega. Ideed avaldada antud arvust vidiksemaid arve vaadeldava arvu

jagajate summadena olid tuntud juba antiikajal.

1.3.1. Pohimoisted

Mbiste praktiline arv (practical number) vottis kasutusele A.K. Srinivasan 1948. aastal [54].

Definitsioon 1.3.1. Positiivne tdisarv n on praktiline arv, kui iga temast viiksem positiivne

tdisarv on kas arvu n jagaja vOi on esitatav arvu n erinevate positiivsete jagajate summana.

Niéiteks 16 on praktiline arv, sest arvud 1, 2, 4 ja 8 on ise arvu 16 périsjagajad ning iilejddnud
arvust 16 viiksemad positiivsed tdisarvud on esitatavad arvu 16 erinevate jagajate summana:
3=1+2,5=1+4,6=2+4,7=1+2+4,9=1+8,10=2+8, 11=1+2+8,12=4+8,
13=1+4+8,14=2+4+8jal5=1+2+4+8.
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Samas arv 10 ei ole tilaltoodud definitsiooni mottes praktiline arv, sest nditeks arvu 4 ei ole
voimalik esitada arvu 10 positiivsete jagajate 1, 2 ja 5 summana ilma jagajaid 1 voi 2
korduvalt kasutamata.

Srinivasan leidis oma definitsioonist ldhtuvalt koik arvust 200 mitte suuremad praktilised
arvud ning tegi ka esimesed tidhelepanekud nende arvude kohta.

Esialgsed pohjused praktiliste arvude uurimiseks on olnud tdepoolest ,,praktilised. Srinivasan
huvitus praktilistest arvudest ldhtudes vajadusest leida otstarbekad kaalu- ja rahasiisteemid.
Tuli leida vastuseid kiisimustele: ,,Millised peaksid olema kaaluvihtide massid voi rahatdhtede
suurused, et saaks kaaluda koiki massist # vdiksemaid masse voi saaks tasuda koiki summast
n viiksemaid rahasummasid?*.

Teine praktiliste arvude kasutusvaldkond on olnud seotud Vana-Egiptuse murdudega.

Praktilisi arve (ilma neile nimetust omistamata) kasutas juba Fibonacci oma teoses Liber
Abaci (1202), kus ta uuris meetodeid ratsionaalarvu — (m <n) esitamiseks erinevate
n

thikmurdude summana nagu tehti seda iidses Egiptuses. Uhe vdimaliku variandina tdi

Fibonacci vélja vOimaluse leida lugeja m esitus nimetaja n jagajate summana nii, et

d
ﬂ=i+ﬁ+...+—k, kus d, on arvu n positiivsed jagajad. Siit ka jéreldus, et
n o n o n n

ratsionaalarvu — saab esitada lihikmurdude summana, kui nimetaja » on praktiline arv.
n

Fibonacci t01 vilja ka nimetaja n vdirtused 6, 8, 12, 20, 24, 60 ja 100, mille korral see tal
onnestus.

Naiteks:

13 10 2 1 1 1 1

—=—+t—+—=—+—+—.

20 20 20 20 2 10 20

Hilisemad Egiptuse murdude uurijad on praktilisi arve nimetanud ka panaritmilisteks
arvudeks (panarithmic numbers) [49] ja [30].

Definitsiooni 1.3.1 mdttes saadud arve defineeritakse kaasajal pShiliselt jargmisel viisil [65].

Definitsioon 1.3.2. Positiivne tdisarv n on praktiline arv, kui iga positiivse tdisarvu k, kus

1<k <n, saab esitada arvu n erinevate positiivsete jagajate summana.

Definitsiooni 1.3.2 jargi on esimesed praktilised arvud: 1, 2, 4, 6, 8, 12, 16, 18, 20, 24, 28, 30,
32, 36,40, 42, 48, 54 [53, A005153].

Aastal 1973 defineeris R. Honsberger praktilised arvud arvu périsjagajate kaudu [31].
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Definitsioon 1.3.3. Positiivne tdisarv n on praktiline arv, kui iga positiivse tdisarvu k, kus

1<k <n, saab esitada arvu n (n > 1) erinevate positiivsete périsjagajate summana.

Definitsiooni 1.3.3 jirgi on esimesed praktilised arvud: 1, 6, 12, 18, 20, 24, 28, 30, 36, 40, 42,
48, 54, 56, 60, 66, 72, 78, 80, 84, 88, 90, 96, 100, 104, 108, 112 [53, A007620].

Definitsiooni 1.3.3 jirgi ei ole arvu 2 positiivse tdisarvulise astendajaga aste praktiline arv,

sest arvu 2* pirisjagajate summa on 2* —1. Erandina loetakse nende arvude hulka ka arv 1.
Kéesolevas t60s, nii nagu ka selles to0s refereeritud artikliteski, kasutatakse praktiliste arvude

moistet definitsiooni 1.3.2 mottes.
1.3.2. Pohitulemused

Kuna iihest suurema paaritu arvu n korral ei ole véimalik arvu 2 < n esitada arvu n erinevate

positiivsete jagajate summana, siis definitsioonist 1.3.2 jareldub jargmine tulemus.
Jireldus 1.3.1. Arv 1 on ainus paaritu praktiline arv.

Jargnevad olulised tulemused ja nende tdestuste ideed périnevad B.M. Stewarti, G. Melfi,

M. Margensterni ning D.F. Robinsoni toddest [56], [37], [34],[49].

Lemma 1.3.1. Kui praktilise arvu # positiivsed jagajad on 1=d, <d, <...<d, =n, siis iga

k €{l, ..., r —1} korral kehtib vorratus

k
d,—1<>d,.
i=1
Toestus. Oletame vastuvditeliselt, et leidub selline indeks j, kus 1< j<r -1, mille korral

j
d.,—1> Zd ; - Kuna arv n on praktiline arv, siis peaks arv d,,, —1<d,, <n esituma arvu

J Jj+l
i=1
n positiivsete jagajate summana. Viimase ahelvorratuse pohjal, ei saa sellesse summasse

j
kuuluda tikski jagajast d; suurem jagaja. Tehtud oletusest d ,,, —1> Zd . jéreldub, et ainult
i=1

jagajatest d,,d, ,..-,d; el piisa arvu d ;. —1 avaldamiseks arvu n jagajate summana. Saime

k
vastuolu. Seega vorratus d,,, —1< Z d, peab kehtima iga k € {l,...,r —1} korral. m

i=1

33



Todestame niiiid ithe pohitulemustest.

Teoreem 1.3.1. Positiivne tdisarv n on praktiline arv parajasti siis, kui iga tdisarv m, kus

1<m < o(n), on esitatav arvu n erinevate positiivsete jagajate summana.

Toestus. Kuna positiivse tdisarvu n korral n < o(n), siis tingimusest, et iga tdisarv m, kus

1<m<o(n), on esitatav arvu n erinevate positiivsete jagajate summana, piisab selleks, et arv

n oleks praktiline arv.

Olgu n praktiline arv positiivsete jagajatega 1=d, <d, <...<d, =n. Kui n =1, on teoreemi

tingimus tdidetud. Olgu n>2. Siis n on paarisarv (jareldus 1.3.1) ning d, =1ja d, =2.
k

Votame kasutusele tdhistuse s, =Zdl. (ke{l,.,r—1}). Toestame, et iga tdisarv ¢, kus
i=1

s, <t<s,,,, on esitatav praktilise arvu n >2 erinevate positiivsete jagajate summana iga

ke{l,..,r =1} korral. Kui k=1, siis tingimust s, <t<s, rahuldavad vaid kaks téisarvu

t=1=d, ja t=2=d,. Oletame, et koik tdisarvud ¢, mis rahuldavad vdrratusi s, <t<s,,,

koikide 1<k <u—-1<r-1 korral, on esitatavad arvu n positiivsete jagajate summana.

Naitame, et koik tédisarvud ¢ piirkonnast s, <¢<s,,, on samuti esitatavad arvu n positiivsete

u+

jagajate summana. Lemma 1.3.1 pohjal kehtivad praktilise arvu n korral vdrratused

k
d,, —1< Zdl. =s, 1ga k e {l,..,r =1} korral. Arvu ¢ esitus ndutud kujul on saavutatud, kui
i=1

t=s,=d, +d,+..+d, voi ku t=d,,. Kui nitd d, A <t<s, =s,+d siis

u+l u+l?>

t—d,. <s, ning posititvne tdisarv ¢f—d . on tehtud oletuse pdhjal avaldatav arvu n

positiivsete jagajate summana, millele liites jagaja d,,,, saame ka arvu ¢ ndutud esituse.

Seega oleme nididanud, et kdik tdisarvud m piirkonnast 1<m < o(n) on esitatavad praktilise

arvu n erinevate positiivsete jagajate summana. m

Tdestatud teoreem annab veel iihe (definitsiooniga 1.3.2 samavéérse) vOimaluse praktiliste

arvude defineerimiseks, mida on kasutatud ka nditeks Margensterni toodes.

Definitsioon 1.3.4. Positiivne tdisarv n on praktiline arv, kui iga positiivne tdisarv m, kus

1<m < o(n), on esitatav arvu n erinevate positiivsete jagajate summana.

Aastate jooksul on leitud mitmeid tarvilikke ja piisavaid tingimusi selleks, et positiivne

tdisarv oleks praktiline arv.
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Naiteks Margenstern [34] on tdestanud jargmise tulemuse.

Teoreem 1.3.2. Positiivne tdisarv n on praktiline arv parajasti siis, kui selle arvu positiivsete
jagajate 1=d, <...<d, <...<d, =n korral, kus d, on vihim selline jagaja, et d, > Jn,

kehtib vorratus d,,, <d, +d, +..+d,; +1iga j=1,..,h—1 jaoks.

Huvitava struktuuriteoreemi tdestas Stewart [56] juhu jaoks, kui positiivne tdisarv on antud

kanoonilisel kujul. Tdestame esmalt pohiteoreemi jaoks vajaliku tulemuse.

Lemma 1.3.2. Kui praktiline arv m ja algarv p on iihistegurita arvud ning on tdidetud

vorratus p < o(m)+1, siis iga mittenegatiivse tdisarvu 7 korral on arv mp' praktiline arv.

Toestus. Kui ¢t =0, siis vdide kehtib. Oletame, et vdide kehtib iga t=n2>0 korral ning

niditame, et sel juhul ka arv mp"*' on praktiline arv.

n+l

Olgu a positiivne tédisarv, mille korral a <o(mp”"). Niitame, et arvu a saab esitada arvu

n+l

mp"*' erinevate positiivsete jagajate summana. Olgu a < o(m)p""', siis a=a,p"" +r, kus

a, <o(m) ja 0<r<p"'. Kuna arv m on praktiline arv ja a, <o(m), siis arvu a, saab

1

esitada arvu m erinevate positiivsete jagajate summana. Jarelikult arv a,p"" on esitatav arvu

n+l n+l

n
mp erinevate positiivsete jagajate summana. Kuna r»< p"", siis r=Zrk p*, kus

k=0
0<r <p.Kuna r, < p<o(m)+1, siis iga arv r, on esitatav arvu m erinevate positiivsete

1

jagajate summana. Jérelikult iga k (0 <k <n) korral on r,p" esitatav arvu mp""' selliste

erinevate positiivsete jagajate summana, mis on p* kordsed, aga ei ole p' (I > k) kordsed. Iga

tdisarvu k korral on avaldise 7, p* jagajad erinevad ja need erinevad arvu a,p"*' jagajatest.

n+l

Jarelikult, kui a <o(m)p"", siis arvu a saab esitada arvu m erinevate positiivsete jagajate

summana.

n+l

Oletame niiiid, et o(m)p""' <a<o(mp"'). Seega a=oc(m)p"' +b. Et m ja p on

n+l n+l

iihistegurita arvud, siis o(mp"™") =c(m)o(p""). Kuna o(p"™") = p""' +o(p"), siis saame,
et 1<b<o(mp"). Induktsiooni eelduse kohaselt on arv b esitatav arvu mp" erinevate

positiivsete jagajate summana, mis saavad olla arvu p" kordsed ja seega on erinevad arvu
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+1

mp"*' jagajatest, mis on arvu p"*' kordsed. Jarelikult arv mp"*" on praktiline arv ning seega

ka arv mp' on praktiline arv iga tdisarvu ¢ > 0 korral. m

ay

Olgu positiivne tdisarv n antud kanoonilisel kujul n=p“p,“...p,", kus
l<p <p,<...<p, on arvu n erinevad algtegurid ja «, on positiivsed tdisarvud. Oma

pohiteoreemi tdestuseks defineeris Stewart [56] arvu n kanoonilise kujuga seotud arvud

0., 0,,..., 0, valemitega

{Qo:1
0, =0 p" (i=12,...,k).
Onselge, et 1=0,<0,<...<Q, =n.

Teoreem 1.3.3 (Stewart). Positiivne tdisarv n = p,“ p,“ ... p,“, kus n>1, on praktiline arv

siis ja ainult siis, kui p, =2 jai=2,3, ...,k korral

-1 p %t _q
p, < 1+0'(p1“‘ -...-pl.fla"") = 1+Hp"—. (3.1)
A p;-l

Toestus. Olgu n=p,“ p,” ... p,* praktiline arv. Siis jirelduse 1.3.1 pdhjal saame, et
p, = 2. Niitame, et ka tingimus (3.1) on tarvilik. Oletame vastuvditeliselt, et leidub selline
indeks ¥ <k -1 nii, et p,,, >oc(Q.)+1. Seega arvu o(Q,)+1<n esituses arvu n tegurite
summana ei saa esineda iihtki arvu » jagajat, mis jaguks algteguriga p,, kus A >r+1. Teiselt
poolt ei piisa ka ainult algteguritest p,, p,,...,p,, sest o(Q,) <o (Q,)+1. Jarelikult arvu
o(Q,)+1<n eiole voimalik esitada arvu n positiivsete jagajate summana, mis on vastuolus
arvu n praktilisuse ndudega. Seega peavad olema tididetud tingimused (3.1).

Naiitame, et see tingimus (3.1) on ka piisav. Arv 1 on praktiline arv. Kuna p, =2 korral on
taidetud vorratus p, < o(1)+1, siis O, on praktiline arv lemma 1.3.2 pdhjal. Oletame, et Q. ,
kus 1<7 <k -1, on praktiline arv. Kuna p,,, korral on tdidetud tingimus (3.1), siis lemma
1.3.2 pohjal on Q. ,, praktiline arv. Seega koik arvud Q , kus r=1,2, ..., k on praktilised

arvud ning jérelikult ka arv n = O, on praktiline arv. m

Stewarti teoreemi pdhjal saab suhteliselt hdlpsalt kindlaks teha, kas vaadeldav arv on

praktiline arv voi mitte.
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Niiteks arv 429606 =2 - 3*- 29 - 823 on praktiline arv, sest

3<0(2)+1=4,29<0(2-3*)+1=40 ja 823<05(2-3*29)+1=1171.

Stewart’i teoreemi pohjal saab teha mdned olulised jareldused [37].

Jireldus 1.3.2. Kui arv n on praktiline arv ja 1 <m < o(n) +1, siis arv nm on praktiline arv.

Jireldus 1.3.3. Kui arv n on praktiline arv ja 1 <m < 2n, siis nm on praktiline arv.

1.3.3. Praktiliste arvude omadused

Stewarti teoreem voimaldab néidata, et positiivsete tdisarvude faktoriaalid on kdik praktilised
arvud. Seejdrel voetakse vaatluse alla praktiliste arvude omadused ja seosed teiste

arvuhulkadega. Kokkuvdtte aluseks on [56], [34], [37]ja [52].
Lause 1.3.1. Esimese £ algarvu korrutis on praktiline arv.

Toestus. Kui k =2, siis 2 - 3 = 6, mis on praktiline arv. Oletame, et k& esimese algarvu korrutis

2-...- p, on praktiline arv. Siis Stewarti teoreemi pohjal iga i korral (i < k) kehtib vorratus
p;, <1+0(2-...-p,,). Vaatame k+1 esimese algarvu korrutist 2-...- p, - p,,,. Oletame
vastuvditeliselt, et p, ., >1+0o(2-....p,). Siis

Pin >1+02-...op)214+0Q2)..o(p,)21+3(+p,)>4+3p, >2p,.
Kuid Bertrand'i teoreemi (teoreem 4.3.3) pohjal teame, et p,,, <2p,. Oleme joudnud
vastuoluni. Seega on jérjestikuste algarvude korrutis 2-...- p, praktiline arv iga k=2

korral. m
Jireldus 1.3.4. Praktilisi arve on ldpmata palju.

Jireldus 1.3.5. Téisarvud, mille kanoonilises kujus on k& esimest algarvu positiivsete

astendajatega, on praktilised arvud.

Jireldus 1.3.6. Iga positiivse tdisarvu n korral on n! praktiline arv.

Niitame, et definitsiooni 1.3.2 mdttes on arvud 2° tdepoolest praktilised arvud.
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Lause 1.3.2. Arvu 2 koik mittenegatiivsete tdisarvuliste astendajatega astmed on praktilised

arvud.

Téestus. On selge, et arvud 1, 2 ja 2* on praktilised arvud.

Oletame, et 2* (k >2) on praktiline arv. Vaatleme arvu 2*"', mille positiivsed jagajad on
1,2,2%,..., 2% 2%,

Kuna arve 1,2,..., 2" —1 saab eelduse kohaselt esitada arvu 2° erinevate positiivsete
jagajate, mis on viiksemad arvust 2", summana, siis on ilmne, et ka kdik arvud
2841, 2" +2, ..., 2""" 1 on esitatavad arvu 2""' erinevate positiivsete jagajate summana.

Seega arvud 2* on tdepoolest praktilised arvud mis tahes tdisarvu k > 0 korral. m
Lause 1.3.3. Kui positiivne tdisarv n on praktiline arv, siis ka arv 2n on praktiline arv.

Toestus. Olgu arv n praktiline arv. Niitame, et arve n+1, n+2,..., n+(n—1), 2n saab

esitada arvu 2n erinevate positiivsete jagajate summana.
Kuna arv n on praktiline, siis arve 1 kuni n—1 saab esitada arvu n selliste erinevate
positiivsete jagajate summana, mis on viiksemad arvust n. Lisades neile esitustele jagaja n,

olemegi saanud arvude n+1, n+2, ..., n+(n—1), 2n vajalikud esitused. m

Jireldus 1.3.7. Kui positiivne tdisarv n on praktiline arv, siis arv 2 » on ka praktiline arv.

Lause 1.3.4. Arvud kujul 2”7 (2" —1) on praktilised arvud, kui m > 1.

Toestus. Kui positiivne tdisarv & on mitte suurem kui 2" —1, siis arvu k saab esitada iiheselt

arvu 2 erinevate astmete 1, 2, 2°, ..., 2" summana. Juhul kui 2" —1<k <2"7'(2" —1), siis
k=(2" —1)t+r, kus naturaalarv t < 2" ja 0<r<2" —1. Seega arvud ¢ ja r avalduvad arvu

2 erinevate positiivsete astmete 1,2, 2%, ..., 2" summana. Jirelikult iga positiivne tiisarv
k <2"'(2™ —1) on esitatav arvu 2" (2" —1) erinevate positiivsete jagajate summana ja arv

kujul 2”7'(2" —1) on praktiline arv iga tdisarvu m > 1 korral. m

Teoreemi 1.1.3 pdhjal on iga paarisarvuline tiiuslik arv esitatav kujul 2"~ (2" —1), kus m on

algarv. Seega on dige jdrgmine véide.

Jireldus 1.3.8. Koik paarisarvulised tdiuslikud arvud on praktilised arvud.
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Praktiliste arvude seas leidub ka puuduga arve. Naiteks arvud 1, 2, 4, 8 ja 16 on nii puuduga
kui ka praktilised arvud.
Praktilise arvu definitsioonist 1.3.4 jareldub, et puuduga arvudest saavad praktilised olla vaid

sellised arvud, mille korral kehtib vérdus o(m)=2m—1 ehk arvud, mida on nimetatud ka

peaaegu tiiuslikeks arvudeks. Sellise omadusega on kdik arvud kujul 2* (k> 0).

Jireldus 1.3.9. Koik peaaegu tiiuslikud arvud kujul 2* (& > 0) on praktilised arvud.

Esimestest liiaga arvudest on praktilised arvud néiteks 12, 18, 20, 24. Vihim liiaga arv, mis ei
ole praktiline arv, on arv 70, sest arvu 70 erinevate parisjagajate 1, 2, 5, 7, 10, 14 ja 35

summana ei ole voimalik esitada niiteks arvu 4.
Osutub, et iga arvust 2 suurem praktiline arv jagub kas arvuga 4 voi 6.
Lause 1.3.5. Iga arvust 2 suurem praktiline arv on kas arvu 4 voi 6 kordne.

Toestus. Olgu n praktiline arv ja n>4, siis arvul n peavad leiduma erinevad positiivsed
jagajad, mille summa on 4. Vdimalused arvu 4 avaldamiseks erinevate positiivsete liidetavate
summana on 4=4 ja 4=1+3. Seega arv n peab olema kas arvu 4 voi 3 kordne. Kuna

praktiline arv n on paarisarv, siis arv n peab jaguma kas arvuga 4 voi 6. m

Toos [37] on ndidatud, et praktiliste arvude korral kehtib Goldbachi hiipoteesiga sarnane

viide.

Lause 1.3.6. Iga paarisarv on esitatav kahe praktilise arvu summana.

1.3.4. Praktiliste arvude mitmikud

Positiivsete tdisarvude jadade uurimise kdigus piititakse tavaliselt ka vilja selgitada, kas
leidub £ jérjestikust tdisarvu (sama paarsusega arvu jne), mis on vaadeldava jada litkmed.

Kuna praktiliste arvude seas on vaid iiks paaritu arv 1, siis saab siin piistitada kiisimuse vaid
jarjestikuste paarisarvude kohta. Jarjestikuseid praktilisi arve on uuritud téodes [34], [36] ja

[37].
Praktilisi arve n ja n+ 2 nimetatakse praktiliste arvude kaksikuteks.

Niiteks on praktiliste arvude kaksikud 2ja 4, 4ja 6, 18ja 20, 28 ja 30, 30 ja 32.

39



Neist nididetest on ndha, et leidub praktilisi arve, mille korral n—2, n ja n+2 on kdik

praktilised.

Praktilisi arve n—2, n ja n+ 2 nimetatakse praktiliste arvude kolmikuteks.

Praktiliste arvude kolmikud on niiteks 2, 4 ja 6 ning 28, 30 ja 32.
On tdestatud [36], et praktiliste arvude kolmikuid eksisteerib lopmata palju.
Jargmisest lausest selgub, et praktiliste arvude nelikuid ei leidu.

Lause 1.3.7. Kui tdisarv n > 2, siis vdhemalt Uks arvudest n, n+2, n+4, n+6 ei ole

praktiline arv.

Toestus. Kui n on paaritu arv, siis on selge, et vdide kehtib.

Kui n>2 on paarisarv, siis n=4k v0i n=4k+2. Néitame, et nendel juhtudel leidub
vaadeldava nelja arvu n, n+2, n+4, n+6 seas vihemalt iiks, mis ei jagu arvudega 4 ja 6
(lause 1.3.5).

Kui n =4k, siisarvud n+2 ja n+6 eijagu arvuga 4.

Vaatame niitid paarisarvude n, n+2, n+4, n+ 6 jagamisel arvuga 6 tekkivaid jadke.

n n+2 n+4 n+6
0 2 4 0
2 4 0 2
4 0 2 4

Néeme, et juhul n =4k leidub arvude n+2 ja n+6 seas vihemalt liks arv, mis ei jagu ei
arvuga 4 ega 6. Seega ei saa see arv lause 1.3.5 pohjal olla praktiline arv.

Kui n=4k+2, siis arvud n ja n+4 ei jagu arvuga 4. Vaadates arvude n, n+2, n+4,
n+ 6 jagamisel arvuga 6 tekkivaid jadke, ndeme jille, et nende arvude seas leidub vdhemalt

iks arv, mis ei jagu arvuga 4 ega 6. m

On uuritud ka praktiliste arvude viisikuidn —6, n—2, n,n + 2, n + 6.

Arvu n vdhim véirtus, mille korral arvud n—6, n—2, n, n+2, n+6 on kdik praktilised
arvud on 18 ja vastav viisik on 12, 16, 18, 20 ja 24.

On piistitatud hiipotees, et praktiliste arvude viisikuid on Idpmata palju. Selle hiipoteesi
kehtivust on uuritud néiteks t60s [37] ja joutud tulemusele, et kehtib iiks kahest jirgmisest
vaitest, kas teatud diofantilisel vorrandil [37, 1k 49] on 10plik arv paarituarvulisi lahendeid voi

praktiliste arvude viiskuid on 16pmata palju.
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1.3.5. Peaaegu praktilised arvud

Stewart vaatles artiklis [56] ka selliseid paarituid arve », mille korral leidub tipselt kaks arvu,
mis on viiksemad arvu n koigi positiivsete jagajate summast, kuid ei ole esitatavad arvu n
erinevate positiivsete jagajate summana. Selliseid arve on nimetatud ka peaaegu praktilisteks

arvudeks (almost practical numbers) [53].

Definitsioon 1.3.5. Positiivne tdisarv n on peaaegu praktiline arv (almost practical number),

kui arvude 1<m<o(n) seas leidub tépselt kaks sellist arvu, mis ei ole esitatavad arvu n

erinevate positiivsete jagajate summana.

Esimesed peaaegu praktilised arvud on: 70, 350, 490, 770, 910, 945, 1190, 1330, 1575, 1610,
1750, 2030 [53, A174533].

Paaritute arvude korral on selge, et neist kahest arvust iiheks selliseks, mida ei saa avaldada,

on arv 2 ja jarelikult teiseks selliseks arvuks on o(n)—2.

Stewart’i t60s [56] on ndidatud, et iga paaritu peaaegu praktiline arv jagub arvuga 15 ning on
antud tarvilikud ja piisavad tingimused selleks, et paaritu arv m =15t oleks peaaegu

praktiline arv.
Lause 1.3.8. Iga paaritu peaaegu praktiline arv jagub arvuga 15.

Toestus. On selge, et kui paaritu arv n > 5 on peaaegu praktiline arv, siis tema algteguriteks
peavad olema 3 ja 5, sest vaid sel juhul on arve 3 ja 5 vOimalik avaldada arvu n erinevate
positiivsete jagajate summana. Vahetu kontroll nditab, et arvust 5 viiksemaid paarituid

peaaegu praktilisi arve ei leidu. m

Teoreem 1.3.4. Olgu paaritu positiivse tdisarvu m kdoik positiivsed jagajad jarjestatud
d =1<d,=3<d,=5<d,<...<d, =m. Paaritu arv m =15t on peaaegu praktiline siis ja

ainult siis, kui iga i > 3 korral kas

di. S(id,/)_z’ dy, i[id.ij_A‘
=
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Teadaolevate paarisarvuliste peaaegu praktiliste arvude korral on nendeks kaheks arvuks,

mida ei ole vOimalik arvu n erinevate positiivsete summana esitada, 4 ja o(n)—4 [56,

A174533].

1.4. ZumKkelleri arvud

Téiuslike ja praktiliste arvude omadusi iildistades genereeris R. Zumkeller tdisarvude uue
jada, mis lisati 2003. aastal tdisarvude jadade loetellu [53]. Viis aastat hiljem nimetas S. Clark
oma ettekandes [12] neid arve Zumkelleri arvudeks ning toi sisse ka pool-Zumkelleri arvu
moiste. Kokkuvote vaadeldavate arvude pohilistest uurimistulemustest sisaldub K.P.S.

Bhaskara Rao ja Y. Pengi 2009. aastal ilmunud artiklis [5], mis on aluseks kdesolevale osale.

1.4.1. Pohimdisted ja —tulemused

Definitsioon 1.4.1. Positiivne tdisarv on Zumkelleri arv (Zumkeller number), kui selle arvu
koik positiivsed jagajad saab jaotada kahte mitteldikuvasse hulka nii, et kummaski hulgas

olevate arvude summad on vordsed.

Naiteks arv 30 on Zumkelleri arv, sest arvu 30 positiivseid jagajaid 1, 2, 3, 5, 6, 10, 15 ja 30
on voimalik jaotada (seejuures isegi kolmel erineval viisil) kahte hulka nii, et erinevates
hulkades olevate arvude summad on vordsed:
1+2+3+5+10+15=6+ 30, 2+3+6+10+15=1+5+30,
546+10+15=1+2+3+30.
Arv 2835 on samuti Zumkelleri arv, sest 1 +5 + 63 + 2835 =

=3+7+9+15+21+27+35+45+81+105+ 135+ 189 + 315 +405 + 56 + 945.

Esimesed Zumkelleri arvud on: 6, 12, 20, 24, 28, 30, 40, 42, 48, 54, 56 [53, A083207].
Esimene paaritu arv selles jadas on 945, mille jagajate jaotus kaheks hulgaks on:

15+945=1+3+5+7+9+21+27+35+45+63+ 105+ 135+ 189 +315.

Zumkelleri arvude definitsioonist 1.4.1 jirelduvad vahetult jargmised tulemused.
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Jireldus 1.4.1. Kui arv n on Zumkelleri arv, siis arvu n positiivsete jagajate summa o(n)

peab olema paarisarv.
Jireldus 1.4.2. Zumkelleri arvul on paarisarv paarituarvulisi positiivseid jagajaid.
Jireldus 1.4.3. Ukski algarv ei ole Zumkelleri arv.

Tarviliku ja piisava tingimuse selleks, et positiivne tdisarv oleks Zumkelleri arv, annab
jargmine lause.

. e . . o(n)—2n
Teoreem 1.4.1. Positiivne tdisarv n on Zumkelleri arv siis ja ainult siis, kui % on

kas null voi esitatav arvu n erinevate parisjagajate summana.

Toestus. Definitsioonist 1.4.1 jéreldub, et arv n on Zumkelleri arv siis ja ainult siis, kui

leidub selline mittenegatiivne tdisarv a, et n+a =o(n)—(n+a), kus arv a on kas null voi

avaldub erinevate pdrisjagajate summana. Saadud tingimus on samavédrne sellega, et

o om=2n
2

Kui teoreemi 1.4.1 tdestuses a =0, siis o(n)=2n, mis on tarvilik ja piisav selleks, et arv n

vorduks oma périsjagajate summaga ja oleks definitsiooni 1.1.2.B kohaselt tdiuslik arv. Seega

kehtib jargmine viide.
Jireldus 1.4.4. Iga tdiuslik arv on Zumkelleri arv.

Esimene arv Zumkelleri arvude jadas ongi tdiuslik arv 6, jargmised kolm arvu selles jadas 12,
20 ja 24 aga ei ole téiuslikud arvud.

Teoreemist 1.4.1 jareldub, et Zumkelleri arvu n korral on o(n) > 2n.

Jireldus 1.4.5. Ukski Zumkelleri arv ei ole puuduga arv.

Paarisarvulistel Zumkelleri arvudel on jirgmine tdiendav omadus.

Lause 1.4.1. Kui n on paarisarvuline Zumkelleri arv kanoonilisel kujul 2* plk‘ pzk2 .p

m

siis vahemalt iiks astendajatest &, (i =1, ..., m ) on paaritu arv.
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Toestus. Arvu n kanoonilisest kujust jéreldub, et arvul n on positiivseid paarituid jagajaid

(A+k)A+k,)...(1+k,). Kuna paarituid jagajaid peab olema jadrelduse 1.4.1 pohjal

paarisarv, siis peab leiduma vdhemalt liks k,, mis on paaritu arv. m
Jargnev lause [60] kasitleb Zumkelleri arvude tihte erijuhtu.

Lause 1.4.2. Kui kanoonilisel kujul oleva arvu n=p," p,”..p, “ korral kehtib vordus

k
o(n)= Z[n + Zpl.j, siis arv n on Zumkelleri arv.
i=1

Toestus. Olgu o(n) arvu n koigi positiivsete jagajate summa, o'(n) arvu n koigi algarvuliste

parisjagajate summa ning o *(n) arvu n koigi kordarvuliste périsjagajate summa. Sel juhul
on)y=l+o'(n)+oc*(n)+n.
k

On selge, et kui o(n) = 2(11 + Zpi] , siis n+o'(n)=0*(n)+1, mis tdhendab, et arvu n
i1

koiki positiivseid jagajaid saab jaotada kahte mitteldikuvasse hulka nii, et neis olevate arvude

summad on vordsed ehk arv n on Zumkelleri arv. m
Niiteks 532 = 2% -7-19ja 0(532)=2(532+2+7+19).

Sellisel kujul olevatest Zumkelleri arvudest esimesed on: 532, 945, 2624, 5704, 6536,
229648, 497696, 652970, 685088, 997408 [53, A048055].

1.4.2. Zumkelleri arvude genereerimine

Uute Zumkelleri arvude genereerimiseks mingi teadaoleva Zumkelleri arvu abil, on antud

kaks olulist reeglit [5].

Lemma 1.4.1. Kui Zumkelleri arv n ja algarv p on thistegurita arvud, siis iga positiivse

tdisarvu ¢ korral on arv np’ Zumkelleri arv.

Toestus. Olgu Zumkelleri arvu n positiivsed jagajad d, =1<d, <...<d, =n. Arvu n
positiivsed jagajad saab jaotada kahte mitteldikuvasse hulka A, ja B, nii, et hulkades olevate

arvude summad on vordsed.
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Jaotame arvu np' kdik positiivsed jagajad 7+ 2 mitteldikuvasse hulka 4,, B,, D,, ..., D

nii, et hulka D, kuuluvad koik need ja ainult need jagajad, mille iiheks teguriks on
p'(i=1, .., 7. Kuna SUT(n, p) = 1, siis on selge, et hulgas D,, on tipselt k arvu ja need on
p',d,p', ...,d.p'. Jirelikult iga hulga D, arve saab omakorda jaotada kahte
mitteldikuvasse hulka nii, et nende summad on vdrdsed ning p’ korda suuremad hulkadesse
A, voi B, kuuluvate arvude summast. Seega arvu np' positiivseid jagajaid on vdimalik

jaotada kahte mitteldikuvasse hulka nii, et neis olevate arvude summad on vOrdsed ning arv

np' on Zumkelleri arv. m

Niiteks Zumkelleri arvu 6 korral on eelneva lemma 1.4.1 tottu Zumkelleri arvuks iga arv
kujul 6p’, kus algarv p >3 ning ¢ on positiivne tdisarv. Kui nditeks p=35 ja ¢t =3, siis
vaadeldava arvu 6-5° =2-3-5° kdik 16 positiivset jagajat jaotatakse lemmas 1.4.1 tihistatud
viieks hulgaks
A4,=11,2,3}, B,={6}, D ={{52-53-510{6-5},
D, ={{5%;2-5%;3-5°1U{6-5"}}, D,={{5%2-5:3-530{6-5"}}.
Sellisest jaotusest on ka selge, kuidas jaotada koik 16 jagajat kahte mitteldikuvasse hulka nii,
et arvude summad oleksid vordsed:
1+2+3+5+42:543-5+45*+2-543-5°+5° +2:5° +3-5°=6+6-5+6-5" +6-5°
ehk (1+2+3)(1+5+5>+5°)=6(1+5+5"+5%).

Lemma 1.4.2. Kui arv n on Zumkelleri arv kanoonilisel kujul plk‘ pzk2 pmk”’ , siis mis tahes

key+ty (ky +1 ky+ty (hy +1 ke, (K +1 .
1+ ( |+)p2 2+ ( z+)“ o (K +1) samuti

m

positiivsete tdisarvude ¢,,...,¢, korral on arv a = p,

Zumkelleri arv.

Téestus. Viite tdestuseks piisab, kui niidata, et kui n = p," pzkz...pmk"’ on Zumkelleri arv,
siiskaarv b= p, """ p = p ' on Zumkelleri arv.

Olgu arvu n koik positiivsed jagajad d, =1<d, <...<d, =n. Kuna n on Zumkelleri arv,
siis koik need jagajad saab jaotada kahte mitteldikuvasse hulka A4, ja B, nii, et hulkades
olevate arvude summad on vdrdsed. Paneme tihele, et nagu lemma 1.4.1 tdestuseski, saab

ky+t (ky+1) k&,

siingi arvu p, D, ...pmk”’ koik positiivsed jagajad jaotada hulkadesse A4,, B, ja D, kus
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0<i<t,. Hulka D, kuuluvad arvu p,/ """

korrutised arvu n positiivsete jagajatega.
Seejuures on hulgas D, teguri p, astendaja vihemalt i(#, +1) ja iilimalt k, +i(k, +1). Seega
kui i# j, siis hulkadel D, ja D, ei ole tihiseid elemente. Kuna arvu n positiivseid jagajaid

sai jaotada hulkadesse A4, ja B,, siis iga hulga D, saab esitada kahe mitteldikuva alamhulga

4. ja B, thendina nii, et neis olevate arvude summad on vordsed. Seega vaadeldav arv

ki ky+1 k k .
b=pl D p ©  p  on Zumkelleri arv. m

Niiteks Zumkelleri arvu 6 =2-3 abil genereeritud arvud 2'"** -3'"*"  kus k ja m on mis tahes

positiivsed tdisarvud, on lemma 1.4.2 pohjal Zumkelleri arvud.

Kuna nii algarvude hulk kui ka naturaalarvude hulk on 1dpmatu, v3ib tdestatud lemmade

pohjal tdestatuks lugeda ka jargmise teoreemi.

Teoreem 1.4.2. Zumkelleri arvude jadas on I0pmata palju nii paaris- kui ka paarituid

positiivseid tdisarve.
1.4.3. Praktilised ja Zumkelleri arvud

Néitame, et praktiliste arvude jadal ja Zumkelleri arvude jadal leidub iihiseid elemente.

Todestame jargmise lause [5].

Lause 1.4.3. Praktiline arv n on Zumkelleri arv siis ja ainult siis, kui arvu n positiivsete

jagajate summa o (n) on paarisarv.

Toestus. Tingimuse tarvilikkus on ilmne, sest kui praktiline arv n on Zumkelleri arv, siis
vastavalt jareldusele 1.4.1 on o(n) paarisarv.

Kui n on praktiline arv ja o(n) on paarisarv, siis iga positiivne tdisarv m, 1 <m < o(n) on
esitatav arvu n erinevate positiivsete jagajate summana vastavalt teoreemile 1.3.1. See
o(n)
2

tdhendab, et ka tdisarv <o(n) on esitatav arvu n erinevate positiivsete jagajate

summana. Jdrelikult saab arvu n koik erinevad positiivsed jagajad jaotada kaheks
mitteldikuvaks hulgaks nii, et neis olevate arvude summad on vordsed ning arv n on

Zumkelleri arv. m
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Kuna koik arvust 1 suuremad praktilised arvud on paarisarvud (jareldus 1.3.1), siis saame

sOnastada jarelduse.

Jireldus 1.4.6. Ukski paaritu Zumkelleri arv ei ole praktiline arv.

Lihtsalt on saadav ka jargmine tulemus.

Jareldus 1.4.7. Koik paarisarvulised Zumkelleri arvud ei ole praktilised arvud.

Tdepoolest, nditeks 70 on paarisarvuline Zumbkelleri arv, sest selle arvu positiivsed jagajad 1,
2,5,7,10, 14, 35 ja 70 saab jaotada nii, et 70 +2=1+5+ 7+ 10 + 14 + 35. Samas ei ole arv

70 praktiline arv, sest arv 4 ei ole esitatav monede iilaltoodud jagajate summana.

1.4.4. Pool-Zumkelleri arvud

Zumkelleri arvude uurimine viis uute arvude defineerimiseni, mida t66s [12] hakati nimetama
pool-Zumkelleri arvudeks. Kui Zumkelleri arv n defineeritakse arvu n koikide positiivsete

jagajate summa o(n) abil, siis pool-Zumkelleri arvude korral vaadeldakse arvu n koikide

positiivsete périsjagajate summat o(n)—n.

Definitsioon 1.4.2. Positiivne tdisarv on pool-Zumkelleri arv (half-Zumkeller number), kui
selle arvu koik positiivsed périsjagajad saab jaotada kahte mitteldikuvasse hulka nii, et

kummaski hulgas olevate arvude summad on vordsed.

Niiteks on arv 350 pool-Zumkelleri arv, sest arvu 350 positiivsete périsjagajate 1, 2, 5, 7, 10,
14, 25, 35,50,70ja 175 korral on 175+ 14 +5+2+1=70+50+35+25+ 10+ 7.

Ka arv 225 = 3*-5° on pool-Zumkelleri arv, sest positiivsed pirisjagajad 1, 3, 5, 9, 15, 25, 45
ja 75 saab jaotadanii, et 75 +9+5=1+3+ 15+ 25 +45.

Pool-Zumkelleri arvude definitsioonist jarelduvad vahetult jairgmised tulemused.

Jireldus 1.4.8. Pool-Zumkelleri arvu n positiivsete périsjagajate summa o(n)—n on

paarisarv.

Jireldus 1.4.9. Pool-Zumkelleri arv n ja selle positiivsete jagajate summa o(n) on sama

paarsusega.
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Jireldus 1.4.10. Ukski algarv ei ole pool-Zumkelleri arv.

Toos [5] on toodud ka mdned tarvilikud ja piisavad tingimused selleks, et positiivne tdisarv
oleks pool-Zumkelleri arv. Vahetult definitsioonist 1.4.2 ja jéreldusest 1.4.1 saame {ihe sellise

tingimuse.

o(n)—n on
2

Lause 1.4.4. Positiivne tdisarv n on pool-Zumkelleri arv siis ja ainult siis, kui

esitatav arvu n erinevate positiivsete périsjagajate summana.

Zumkelleri arvude jaoks sOnastatud teoreemile 1.4.1 analoogilise lause saab tdestada ka

paarisarvuliste pool-Zumkelleri arvude jaoks.

Teoreem 1.4.3. Positiivne paarisarvuline tdisarv n on pool-Zumkelleri arv siis ja ainult siis,

o(n)—2n

kui on kas 0 vOi esitatav arvu n erinevate positiivsete pdrisjagajate summana,

milles ei esine jagaja 5

Toestus. Kui n on paarisarv ja ka pool-Zumkelleri arv, siis arv 5 on samuti arvu n
périsjagaja ning siis kas 5=0'(n)—n—5 voi leidub selline positiivne tdisarv a, mis on
vOrdne arvu n mdningate positiivsete parisjagajate summaga, milles ei ole jagajat 5 nii, et

n n
E+a—0'(n)—n—(5+aj, 4.1

millest saame tarviliku tingimuse

. o(n)—2n

; 4.2)

Tingimusega (4.2) samavéirsest tingimusest (4.1) jéreldub, et kui tdisarv a on kas null voi
avaldub arvu n positiivsete pirisjagajate summana, milles ei esine arvu > on paarisarvu n

parisjagajad jaotatud kahte mitteldikuvasse hulka nii, et nende elementide summad on

vordsed, s.t paarisarv n on pool-Zumkelleri arv. m

Kui tingimuses (4.2) on a =0, siis o(n)=2n ning paarisarv n on tiiuslik arv definitsiooni

1.1.2.B pdhjal.
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Seega saame sOnastada jargmise tulemuse.

Jireldus 1.4.11. Iga tdiuslik paarisarv on pool-Zumkelleri arv.

Paaritute pool-Zumkelleri arvude korral kehtib jargmine lause.

Lause 1.4.5. Kui n on paaritu pool-Zumkelleri arv, siis # on tdisarvu ruut.

Toestus. Kui arv n on paaritu pool-Zumkelleri arv, siis o(n)—n on paarisarv ja o(n)on

paaritu arv (jareldused 1.4.8 ja 1.4.9). Olgu arvu n kanooniline kuju plk‘pzkz...pmk’”. Siis
m k; )
O'(n)=HZ p,/ . Kui o(n) on paaritu, siis iga astendaja k, (i=1,..,m) peab olema

i=1 j=0

paarisarv. See aga tdhendab, et arv n on tdisarvu ruut. m

Niiteks pool-Zumkelleri arv 225 on tdisruut. Kuid mitte kdik paaritute arvude ruudud ei ole
pool-Zumkelleri arvud. Selle pdhjenduseks piisab kui vaadata algarvude p>2 ruute p°,
mille périsjagajateks on vaid on 1 ja p.

Saab toestada ka uldisema tulemuse.

Lause 1.4.6. Algarvu p aste p* ei ole iihegi tdisarvu k>0 korral ei Zumkelleri ega ka

pool-Zumkelleri arv.

Toestus. Arvu p* positiivsed jagajad 1,p, p°,..,p" on geomeetrilise jada jirjestikused

elemendid teguriga p. Kuna iga k>0 korral on arvu p* pirisjagajate summa

k-1 k

_P -

= " ilmselt viiksem suurimast jagajast p”, siis ei ole kdiki positiivseid
i=0 p-

jagajaid voimalik jaotada kahte mitteldikuvasse hulka nii, et elementide summad oleksid
vordsed. Seega arv p* ei ole Zumkelleri arv iihegi tiisarvu k >0 korral. Analoogilisel
pohjusel ei saa vaadeldava arvu périsjagaid jaotada kahte mitteldikuvasse hulka nii, et neis
olevate arvude summad oleksid vordsed. Jirelikult ei ole vaadeldav arv p* iihegi tdisarvu

k > 0 korral pool-Zumkelleri arv. m

Toos [5] on nididatud mitmeid votteid uute pool-Zumkelleri arvude genereerimiseks

teadaolevate pool-Zumkeller arvude abil. Toestame jargmise lause.
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Lause 1.4.7. Kui positiivsed tdisarvud m ja n on iihistegurita pool-Zumkelleri arvud, siis ka

korrutis mn on pool-Zumkelleri arv.

Toestus. Kui arv m on pool-Zumkelleri arv, siis arvu m koiki périsjagajaid saab jaotada kahte

mitteldikuvasse hulka D, ja D, nii, et neis olevate arvude summad on vordsed. Olgu hulgas

D, périsjagajad a,, a,, ..., a, jahulgas D, parisjagajad b, b,, ..., b, siis

Sa, =Y, (4.3)
i=1 j=1

Kui arv n on pool-Zumkelleri arv, siis arvu n koiki pdrisjagajaid saab jaotada kahte

mitteldikuvasse hulka D, ja D, nii, et neis olevate arvude summad on vordsed. Olgu hulgas

D, pirisjagajad ¢, c,, ..., ¢, jahulgas D, périsjagajad d,  d,, ..., d,,siis

t

Zq=i¢. (4.4)

k=1

Kuna SUT(m, n) = 1, siis arvu mn kdik périsjagajad voib esitada korrutistena a.c, , ad,, b,
bja’,, mc, , md,, na; ja nbj kus i=1,...,rm j=1,...,8 k=1, ...,tja l=1,...,u.

Tingimuste (4.3) ja (4.4) kohaselt saab koik need positiivsed jagajad jaotada kahte
mitteldikuvaase hulka nii, et neis olevate arvude summad on vdrdsed nagu niitab jirgmine

vOrdus

r t u r 12 S 11 u s u
24D e+ 2 d)+nd a+mY e =D b;Q e+ D d)+n b+m)d,.
i=1 k=1 /=1 i=l1 k=1 j=1 k=1 =1 Jj=1 /=1

Seega arv mn on pool-Zumkelleri arv. m
1.4.5. Zumkelleri ja pool-Zumkelleri arvud

Jarelduste 1.4.4 ja 1.4.11 pohjal vdoime Oelda, et Zumkelleri ja pool-Zumkelleri arvude
hulkade iihisosa ei ole tiihi. Seal sisalduvad kindlasti kdik paarisarvulised tiiuslikud arvud.
Pdhjalikumalt on uuritud mitmeid vaadeldavate arvude omavahelisi seoseid t60s [5], mis on

jargneva kokkuvdtte aluseks.

Lause 1.4.8. Kui positiivne tdisarv n on Zumkelleri arv, siis arv 2z on pool-Zumkelleri arv.

Toestus. Olgu n=2" L Zumkelleri arv, kusjuures k >0 ja L on paaritu arv. Arvu n kdik

positiivsed jagajad saab jaotada kahte mitteldikuvasse hulka D, ja D, nii, et neis olevate
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arvude summad on vOrdsed. Arvu 2n iga positiivse jagaja, mis ei ole arvu n jagaja, saab

kirjutada kujul 27, kus / on arvu L positiivne jagaja. On selge, et arv 2°/ kuulub iihte
hulkadest D, vdi D,. Uldisust kitsendamata kuulugu arv 2*/ hulka D,. Tdstes niiiid arvu

2*I hulka D, ja lisades arvu 2°'-/ hulka D,, oleme saanud, et uutes hulkades D,’ ja D,’
olevate arvude summad on vordsed. Toimides samamoodi arvu 2n koigi positiivsete
périsjagajatega, mis ei ole arvu n jagajaks, oleme saanud, et arvu 2z pirisjagajaid saab jaotada
kahte mitteldikuvasse hulka nii, et neis olevate arvude summad on vordsed. Seega arv 2n on

pool-Zumkelleri arv. m

Niiteks arv 12 on Zumkelleri arv, sest 1 +3+4+6=2+ 12 ning arv 24 on tdepoolest
pool-Zumkelleri arv, sest 12+ 6 =1+ 2+ 3 + 4 + 8. Tegelikult osutuvad molemad arvud 12
ja 24 nii Zumkelleri kui ka pool-Zumkelleri arvudeks.

Vihima paarituarvulise Zumkelleri arvu 945 positiivsete  pdrisjagajate  summa

0(945)—-945 =975 on aga paaritu arv. Seega arv 945 ei ole pool-Zumkelleri arv (jareldus
1.4.8). Arv 2 - 945 = 1890 on aga pool-Zumkelleri arv, sest positiivsed pdrisjagajad dnnestub

jaotada kahte mitteldikuvasse hulka nii, et hulkades olevate arvude summad on vdrdsed. Uhte
neist hulkadest kuuluvad périsjagajad 945, 630, 315 ja 45 ning teise hulka koik iilejddnud
parisjagajad.

Sellest, et Zumkelleri arve on 10pmata palju (teoreem 1.4.1) ning dsjatdestatud lause 1.4.8

pohjal véime teha jarelduse.
Jireldus 1.4.12. Pool-Zumkelleri arve on 1dpmata palju.
Lause 1.4.9. Kui pool-Zumkelleri arv on paarisarv, siis on see arv ka Zumkelleri arv.

Toestus. Olgu hulk D positiivse tdisarvu n koigi positiivsete jagajate hulk. Kuna »n on

paarisarv ja pool-Zumkelleri arv, siis teoreemi 1.4.3 pohjal leidub hulk 4 < D\ {n,g} nii, et

§+Za: Z b.

acd beD,be{n,%}UA

.. o ~ n
Liites vorduse molemale poolele tdisarvu > saame
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n+ Z a= g + z b,
aed beD,be{n,%}UA
mis aga tdhendab, et arvu n koiki positiivseid jagajaid saab jaotada kaheks mitteldikuvaks

hulgaks nii, et neis olevate arvude summad on vordsed. m
Asjatdestatu pdhjal kehtib ka jirgmine tulemus.

Jireldus 1.4.13. Kui Zumkelleri arv n on paarisarv, siis arv n on pool-Zumkelleri arv

parajasti siis, kui leidub arvu n positiivsete jagajate jaotus kahte mitteldikuvasse hulka, mille

. N . .on . .
elementide summad on vordsed ning arvud # ja B ja kuuluvad erinevatesse hulkadesse.

Arvust 4000 viiksemate Zumkelleri arvude ja nende positiivsete jagajate jaotuste tabelite [60]
esmane uurimine néitab, et koik neisse kantud paarisarvulised Zumkelleri arvud on ka pool-
Zumkelleri arvud.
Toos [12] on piistitatud hiipotees, et koik paarisarvulised Zumkelleri arvud on ka pool-
Zumkelleri arvud.

Monedel erijuhtumitel on hiipotees tdestatud t66s [5] ning joutud jargmise hinnanguni.

Lause 1.4.10. Kui leidub paarisarvuline Zumkelleri arv, mis ei ole pool-Zumkelleri arv, siis

see arv el ole viiksem arvust 7233498900.
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2. Arvu positiivsete jagajate arvuga seonduvad arvuhulgad

2.1. Tau-arvud

Igal tiisarvul on teatud arv positiivseid jagajaid. Arvu n positiivsete jagate arvu enamlevinud

tahistusteks on 7(n), o,(n) ja d(n).Kiesolevas to0s on kasutatud téhistust 7(n). Jargnevalt

vaatleme positiivseid tdisarve, mis jaguvad oma positiivsete jagajate arvuga.
2.1.1. Pohimoisted

Moiste tau-arvud votsid 1990. aastal kasutusele R.E. Kennedy ja C.N. Cooper [17]. Nimetus

tau-arv tuleneb tdhistusest 7(n). Taasavastati need arvud 1999. aastal inglise teadlaste

tooriihmas (Combined Reasoning Group) spetsiaalsete arvutiprogrammide HR poolt, mis
aitavad luua uusi moisteid vanade baasil, leida seoseid, toestada uusi tulemusi ja piistitada
hiipoteese. Tooriihma liige S. Colton, kes ei olnud sel ajal veel teadlik artiklist [17], nimetas
need arvud faastegurduvateks (refaktoriseeruvateks) arvudeks (refactorable numbers) [14]
ning toestas vaadeldavate arvude moned pohiomadused.

Kéesolevas to0s on kasutatud tau-arvu moistet.

Definitsioon 2.1.1. Positiivne tdisarv n on tau-arv (tau number), kui arv n jagub oma

positiivsete jagajate arvuga 7(n).

Niiteks on arv 712 tau-arv, sest arvul 712 =2° -89 on positiivseid jagajaid (1+3)(1+1) = 8 ja
arv 712 jagub arvuga 8.

Esimesed tau-arvud on: 1, 2, 8, 9, 12, 18, 24, 36, 40, 56, 60, 72, 80, 84, 88 [53, A033950].
2.1.2. Pohitulemused

Vaatleme defineeritud tau-arvude moningaid omadusi. Kokkuvotte aluseks on S. Coltoni [14]

(1999) ja J. Zelinsky [58] (2002) ilmunud artiklid.

Lause 2.1.1. Paaritu naturaalarv » on tau-arv siis ja ainult siis, kui arv 2x on tau-arv.
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Toestus. Olgu paaritu naturaalarv n esitatud kanoonilisel kujul n= p,“ p,”*..p,“ . Selle
positiivsete jagajate arv on 7(n)=(a, +1)(a, +1)...(a, +1) (teoreem 4.8.1). Paarisarvu 2n
positiivsete jagajate arv on seega 7(2n) =2(a, +1)(a, +1)...(a, +1) =27(n) ning arv 2n
jagub oma jagajate arvuga 27(n) parajasti siis, kui paaritu arv n jagub oma jagajate arvuga
7(n). Vastavalt definitsioonile 2.1.1 on seega paaritu arv n ja arv 2n iiheaegselt kas tau-arvud

vOi el ole seda mitte. m

Lause 2.1.2. Paarituid tau-arve on 1dpmata palju.

Toestus. Kui algarv p > 2, siis arv n= p”~' on tau-arv, sest ta jagub oma positiivsete jagajate
arvuga 7(n)= p. Kuna paarituid algarve on ISpmata palju, siis on &sja konstrueeritud

paarituid tau-arve samuti [dpmata palju. m
Lausetest 2.1.1 ja 2.1.2 jareldub vahetult jirgmine tulemus.
Lause 2.1.3. Paarisarvulisi tau-arve on Idpmata palju.

Kuna igal algarvul on tdpselt kaks positiivset jagajat ja ainus paarisarvuline algarv on 2, siis

vOime sOnastada jirgmise tulemuse.
Jireldus 2.1.1. Arv 2 on ainus algarv tau-arvude seas.

Lause 2.1.4. Kui # on tau-arv, mille vdhim algarvuline tegur on p ja arv n jagub algarvuga g,

siis jagub n ka arvuga ¢”~'.

Téestus. Olgu n tau-arv ja p selle vahim algarvuline tegur. Jagugu » algarvuga ¢ ja olgu ¢*

arvu ¢ suurim aste, mis jagab arvu n. Et n on tau-arv, siis » jagub arvuga k +1. Kuna p on

arvu n vihim arvust 1 erinev jagaja, siis jarelikult £ > p —1. Millest jareldubki, et n jagub

arvuga ¢’"'. m

Iga algarvu ruudul on 3 positiivset jagajat. Et algarvu ruut oleks tau-arv, peab algarv ise

jaguma arvuga 3. Seega algarvu ruutudest vaid arv 9 on tau-arv.

Jareldus 2.1.2. Tau-arvude seas leidub vaid {iks arv, mis on algarvu ruut.
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Lause 2.1.5. Arv n=p", kus p on algarv ja k>2, on tau-arv parajasti siis, kui leidub

positiivne tdisarv i < k nii, et k= p' —1.

Téestus. Algarvu astmel p* on positiivseid jagajaid k+1 ja need on 1, p, p*,..., p*.
Seega p” jagub vaid arvu p astmetega, mille astmenéitaja on mittesuurem kui k. Seega jagub

arv p" arvuga 7(p") parajasti siis, kui leidub positiivne tdisarv i <k nii,et k+1=p’'. m

Jargmised kolm lauset niitavad, kuidas teadaolevate tau-arvude abil saab genereerida uusi

tau-arve.
Lause 2.1.6. Kui tau-arvud » ja m on iihistegurita arvud, siis korrutis nm on tau-arv.

Toestus. Et n ja m on ihistegurita arvud, siis

= . Kuna eelduse kohaselt #n ja
t(nm) ©(n)r(m)

m on tau-arvud, siis selle murru véértus on kindlasti tdisarv, s.t arv nm jagub arvuga z(nm) .m

Lause 2.1.7. Kui p ja ¢ on kaks erinevat ja arvust 3 suuremat algarvu, siis arv 36 pg on tau-

arv.

Toestus. Arvu 36 pg positiivsete jagajate arv on
7(36pq) =1(4)t(9)r(p)r(q)=3-3-2-2=36.

Seega arv 36 pg jagub oma positiivsete jagajate arvuga ja on tau-arv. m

Lause 2.1.8. Kui jagatis

= on paarisarv, siis iga, arvu n mitte jagava, algarvu p korral on
7(n

arv np tau-arv.

Téestus. Vaatleme arvu —2— . Kuna —— jagub arvuga 2, siis leidub tdisarv £, nii et

7(np) z(n)

n =2ktr(n). Et n ei jagu arvuga p, siis7(np) = 7(n)r(p) . Seega saame, et

np _ 2kz(m)p _ 2kz(n)p _ i
t(np)  t(mz(p) #(n)-2

ning jérelikult arv np on tau-arv. m
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2.1.3. Tau-arvude seosed teiste arvuhulkadega

Tau-arvude uurimisel olid Coltonil abiks arvutiprogrammid, mis otsisid ka seoseid teiste

arvuhulkadega. Jargnevalt moned nii leitud seostest.

Lause 2.1.9. Iga paaritu tau-arv on tiisruut.

Toestus. Olgu n paaritu tau-arv kanoonilisel kujul n = p,“ p,“...p,“ . Kuna paaritu tau-arv n
jagub oma tegurite arvuga z(n), siis vorduses 7(n) = (a, +1)(a, +1)...(a, +1) peavad kdik
tegurid ¢, +1 olema paaritud ja jagama arvu n. Seega arvu n kanoonilises kujus on kdik

astendajad ¢, paarisarvud ning paaritu tau-arv n ise osutub tiisruuduks. m

Lause 2.1.10. Tau-arvud on kongruentsed arvudega 0, 1, 2 ja 4 mooduli 8 jérgi.

Toestus. Eelneva lause 2.1.9 pdhjal voib paaritu tau-arvu esitada kujul

Qk+1)° =4k> + 4k +1=4k(k+1)+1,
mis annab jagamisel arvuga 8 alati jadgi 1. Paarisarvu aga saab esitada kujul 8k, 8k +2,
8k+4 voi 8k+6. Kui tau-arv esituks kujul 8k +6 =2(4k +3), siis teoreemi 2.1.1 pohjal

peaks paaritu arv 4k +3 olema samuti tau-arv ja seega olema teoreemi 2.1.9 tottu téisruut.
Ukski tidisruut aga ei ole kongruentne arvuga 3 mooduli 4 jirgi (lause 4.5.3). Seega arv 8k +6
ei saa olla tau-arv. Jéarelikult, tau-arvude jagamisel arvuga 8 saavad tekkida jaagid 0, 1, 2 ja 4.

Nimetatud jadgid tdesti ka realiseeruvad, sest tau-arvud 1, 2, 8 ja 12 on kongruentsed

vastavalt arvudega 1, 2, 0 ja 4 mooduli 8 jérgi.
Lause 2.1.11. Ukski tiiuslik arv ei ole tau-arv.

Toestus. Tdestame véite eraldi paarisarvude ja paaritute arvude jaoks.

a) Olgu k paarisarvuline tdiuslik arv. Vastavalt teoreemile 1.1.3 on iga paarisarvuline tdiuslik

arv esitatav kujul 277'(2” -1), kus (27 —1) on algarv ning ka p on algarv. Arvul
k =27"(2” —1) on positiivseid jagajaid ((p —1)+1)(1+1) =2p. Kui vaadeldav arv k jaguks
oma positiivsete jagajate arvuga 2p, siis kas p =2 voi p =27 —1. Kui p =2, siis tdiuslik arv
k =6 jasee eiole tau-arv. Vordus p =2” —1 ei ole aga voimalik, sest p <2” —1,kui p >1.

Seega paarisarvuliste tiiuslike arvude seas ei leidu tau-arve.
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b) Naiitame, et kui leidub paaritu tédiuslik arv, siis ei saa see olla tau-arv. Oletame, et leidub

paaritu tdiuslik arv m. Paaritu arvu m koik positiivsed jagajad d, <d, <...<d, =m on
samuti paaritud arvud. Kuna m on tdiuslik arv, siis d, +d, +...+d, , =m ning arvude

paarsust arvestades peab arvu m périsjagajate arv k£ —1 olema paaritu arv. Seega saime, et
arvul m on paarisarv positiivseid jagajaid. Paaritu tdiuslik arv aga ei saa jaguda oma

paarisarvulise positiivsete tegurite arvuga, ega ole seega ka tau-arv. m

2.1.4. Jirjestikused tau-arvud

Definitsioon 2.1.2. Kaks jérjestikust tdisarvu, mis mdlemad on tau-arvud, moodustavad tau-

arvude paari.

Esimesed tau-arvude paarid on: (1, 2), (8, 9), (1520, 1521), (50624, 50625), (62000, 62001),
(103040, 103041), (199808, 199809), (221840, 221841) [53, A036898].

Neid paare vaadates paneme tdhele, et teisest paarist alates on paari kahest arvust vidiksem
alati paarisarv.
To6os [58] on ndidatud, et tdesti paar (1, 2) on ainus tau-arvude paar, mille korral vdiksem arv

on paaritu arv.

Lause 2.1.12. Kui tdisarvud a ja @ +1 on mdlemad tau-arvud ja a on paaritu arv, siis a =1.

Toestus. Kuna a on paaritu tau-arv, siis ¢ on tiisarvu ruut x> (lause 2.1.9) ja a+1=x" +1.
Kuna paaritu arvu x korral x° =1(mod4), siis x° +1=2(mod4). Seega a+1 ei jagu
arvuga 4 ja peab avalduma kujul 2p,“... p,“, kus p, on erinevad paaritud algarvud.
Jarelikult 7(a+1)=2(1+¢«,)...(1+«,) ningiga a, +1 peab olema paaritu arv, sest @ +1 on
tau-arv. Jarelikult iga a, peab olema paarisarv ja seega tau-arv a +1 avaldub kujul 27, kus
y on paaritu arv. Arvu a+1=x’ +1=2y” iga paarituarvuline jagaja peab olema kongruentne
arvuga 1 mooduli 4 jirgi [51]. Kuna 2y°on tau-arv, siis selle iga algarvulise teguri
astmenditaja peab jaguma arvuga 4, sest muidu 2y> saaks jaguda paaritu arvuga, mis on
kongruentne arvuga 3 mooduli 4 jirgi. Seega leidub tdisarv v nii, et 2y*> =2v* ja jirelikult

tuleb vaadelda diofantilist vorrandit x> +1=2v*. Sellel vorrandil on kaks lahendit

x=1v=1jax=239,v=13 [55].
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Kui x=239, siis a+1=x"+1=57122 ja 7(57122)=7(2-13")=(1+1)(1+5) =12, aga

57122 eijaguarvuga 12. Kui x=1,stis a+1=1+1=2jaa=1.m
Jireldus 2.1.3. Ei leidu rohkem kui kahte jéarjestikust tau-arvu.
Tau-arvude paari kohta niitas Colton, et paarisarv peab jaguma arvuga 4.

Lause 2.1.13. Kui tdisarvud a ja a+1 on mdlemad tau-arvud ja a on paarisarv, siis arv a

jagub arvuga 4.

Toestus. Kuna a+1 on paaritu tau-arv, siis see peab olema tdisarvu ruut (lause 2.1.9). Seega
leidub paaritu arv b, nii et b’=a+1. Kuna b*=1(mod4), siis jirelikult

a=b"-1=0(mod4).m

Tau-arvude jada vaadates paneme tdhele, et leidub jirjestikuseid tau-arve, millede vahe on 2
(néiteks arvud 448 ja 450), vahe on 3 (nditeks arvud 9 ja 12) ning vahe on 4 (nditeks arvud 36
ja 40). Zelinsky [58] niitas, et ei leidu kahte jérjestikust tau-arvu, millede vahe oleks 5.

Lause 2.1.14. Ei leidu kahte tau-arvu, millede vahe oleks 5.

Toestus. Oletame vastuviiteliselt, et leiduvad tau-arvud m ja n nii, et m —n =5. Lause 2.1.11

pOhjal iga tau-arv on kongruentne arvuga 0, 1, 2 vdi 4 mooduli 8 jargi. Seega n =4 (mod8) ja
m =1 (mod 8) . Jarelikult arvu 2 suurim aste, mis jagab arvu n, on 4 ning r(4)| 7(n). Kuna
7(n) | n, siis saame, et n = 0 (mod 3). Seega peabm = 2 (mod 3) . Et m on paaritu tau-arv, siis

m peab olema tdisruut, aga tdisruudu jagamisel arvuga 3 ei saa tekkida jadki 2 (lause 4.5.2). m
2.1.5. Antitau-arvud

Oma t66s toob Zelinsky [58] sisse ka antitau-arvude mdiste, mida teadaolevalt varem ei ole

késitletud ning uurib nende omadusi.

Definitsioon 2.1.3. Positiivne tdisarv n on antitau-arv (anti-tau number), kui arv n ja selle

positiivsete jagajate arv 7(n) on iihistegurita arvud.

Definitsioonist saab teha kaks ilmset jareldust.
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Jéreldus 2.1.3. Arv 1 on ainus arv, mis on nii tau-arv kui ka antitau-arv.
Jireldus 2.1.4. Kui » on paarisarvuline antitau-arv, siis z on téisruut.

Néitame, et antitau-arvude hulk on 16pmatu hulk.

Lause 2.1.15. Algarvu p korral on arv n = p* antitau-arv parajasti siis, kui k # pz—1 iihegi

positiivse tdisarvu z korral.

Téestus. Arvul p* on positiivseid jagajaid k +1. Arv p* on iihistegurita kdigi arvudega, mis
ei ole arvu p kordsed. Seega arvud p* ja k+1 on iihistegurita parajasti siis, kui k+1# zp,

kus z on mis tahes positiivne tiisarv. m
Jireldus 2.1.5. Koik paaritud algarvud on antitau-arvud.

Jireldus 2.1.6. Kui algarv p # 3, siis p on antitau-arv.

Tuginedes taas algarvude hulga 10pmatusele saab sonastada jargmise tulemuse.
Lause 2.1.16. Antitau-arve on ldpmata palju.

Kui arvud » ja m on iihistegurita antitau-arvud, siis nende korrutis voib olla tau-arv, antitau-
arv vOi mitte kumbki neist.
Naiteks

a) 7 ja 4 on antitau-arvud, nende korrutis 28 ei ole tau-arv ega antitau-arv,

b) 3 ja 4 on antitau-arvud, nende korrutis 12 on tau-arv,

c) 7 ja 5 on antitau-arvud, nende korrutis 35 on antitau-arv.

Lause 2.1.17. Kui arvust 1 suuremad tdisarvud » ja m on iihistegurita ning seejuures # on tau-

arv ja m on antitau-arv, siis korrutis nm ei saa olla antitau-arv.

Toestus. Olgu n ja m arvust 1 suuremad tiihistegurita tdisarvud nii, et » on tau-arv ja m on

antitau-arv. Vaatame SUT(nm, z(nm) ). Kuna n on tau-arv, siis leidub selline tdisarv k nii, et
n = kr(n) . Jarelikult
SUT(nm, r(nm)) = SUT(kr(n) m, z(n)zr(m))=1(n) SUT(km, r(m) )> 1.

Seega ei saa korrutis mn olla antitau-arv. m
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Zelinsky oma t66s ([58], lk 14. teoreem 55c)) kirjutab ekslikult, et lause 2.1.17 eeldustel
korrutis mn ei saa olla tau-arv. Selle viite liikkab timber lihtne ndide: arv 8 on tau-arv, sest arv

7(8) =4 jagab arvu 8. Arv 7 on antitau-arv, sest arvud 7 ja 7(7) =2 on lihistegurita. Korrutis
8.7 =56 on aga tau-arv, sest arv 7(56) =8 jagab arvu 56.

Samas tau-arvu 441 ja antitau-arvu 5 korrutis 2205 ei ole tau-arv ja ei ole ka antitau-arv, sest

arvudel 2205 ja 7(2205) =18 on kiill {ihine tegur 9, aga 18 ei jaga arvu 2205.

2.2. Ulikordarvud ja nende moned alaliigid

Tdendoliselt juba vanas Babiiloonias mérgati nende arvude erilisust, sest vaadeldavate
omadustega arvudest esimesi kasutati seal modtiihikute silisteemis [7]. Taasavastati ja anti
nimi neile arvudele 1915. aastal S. Ramanujani poolt, kelle vastava artikli avaldas samal

aastal London Matemaatika Selts. Nende arvude uurimine oli ka Ramanujani véitekirja

aluseks. [40]
2.2.1. Pohimoisted

Vaatluse alla tulevate arvude defineerimise aluseks on vdetud positiivse tdisarvu n kdigi

positiivsete jagajate arv 7(n).

Definitsioon 2.2.1. Positiivne tdisarv on dlikordarv (highly composite number), kui sel on

positiivseid jagajaid rohkem, kui sellest mis tahes vdiksemal positiivsel tdisarvul.

Niéiteks on arv 6 ilikordarv, sest 7(6) =4, aga arvude 1 kuni 5 positiivsete jagajate arvud ei

uleta arvu 3.

Seega iilikordarvu n korral kehtib vorratus 7(m) < 7(n) iga positiivse tdisarvu m < n jaoks.

Definitsioonist tulenevalt kuulub iilikordarvude hulka ka kaks mitte kordarvu, need on arvud

1ja2.

Esimesed tilikordarvud on: 1, 2, 4, 6, 12, 24, 36, 48, 60, 120, 180, 240, 360, 720, 840, 1260,
1680, 2520, 5040 [53, A002182].
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Ramanujan leidis arvuti abita {ilikordarvud kuni arvuni 6746328388800, millel on 10080

jagajat. Seejuures jii tal vaid iiks iilikordarv sellest piirkonnast leidmata.

Vaatluse alla tulevad ka jargmised tilikordarvude eriliigid.

Definitsioon 2.2.2. Ulikordarv on eriline iilikordarv (special highly composite number), kui

see arv jagab koiki temast suuremaid iilikordarve.
To0 alajaotuses 2.2.3 on néidatud, et leidub vaid 6 erilist iilikordarvu.

Definitsioon 2.2.3. Positiivne tdisarv n on korgem iilikordarv (superior highly composite

), 7).

number) kui leidub arv & > 0 nii, et kdikide positiivsete tdisarvude m korral —— .
n m

Esimesed korgemad iilikordarvud on: 2, 6, 12, 60, 120, 360, 2520, 5040, 55440 [53,
A002201].

2.2.2. Ulikordarvude méningaid omadusi

Ulikordarvude hulga 1dpmatuses on lihtne veenduda.
Lause 2.2.1. Ulikordarve on 1dpmata palju.

Toestus. Olgu n ilikordarv. Vaatame arvu 2n. Arvul 2n on rohkem jagajaid kui arvul n.

Seega peab leiduma iilikordarv, mis on suurem arvust 7, aga mitte suurem arvust 27. m

Ramanujan néitas, et koik iilikordarvud on jarjestikuste algarvude astmete korrutised.

Teoreem 2.2.1. Kdik iilikordarvud on kujul 2%3%5%.. p“  kus p; on i-s algarv ja

aza,z2...2a,.

Téestus. Olgu p, =2, p, =3,...,p, jarjestikused algarvud ning ¢, (/=1, ..., #) mingid
algarvud.

Olgu iilikordarv n antud kanoonilisel kujul n=¢q,“¢,”... ¢, . Kui leidub selline indeks
i (1<i<k) nii, et p, <gq,, siis leidub positiivne tdisarv

147

— %, % Aol %y Xisi Ak a @ a; —
m=dq,°q, . @3P;'@GN G <4 G .4 g =N
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Samal ajal aga 7(m)=7(n). See on aga vOimatu, sest n oli eelduse kohaselt iilikordarv.
Jarelikult p, =¢q, i1ga i=1,2,...,k korral, s.t iilikordarvu kanoonilises kujus on vaid
jarjestikuste algarvude astmed.

Oletame niiiid vastuvaiteliselt, et leidub tlikordarv kujul 2“3%5%... p,* kus @, <a; kui
1<i< j<k.Sel juhul arvul n'=np,” ™ p,“~“ on sama palju positiivseid jagajaid kui arvul

nning n'< n. Tekib vastuolu, sest arv » oli iilikordarv. m

Iga arv kujul 2“3“5%. .. p,“ ei tarvitse aga olla iilikordarv. Niteks arv m =2’ -3 =96 on

noutud kujul, kuid temast viiksemal arvul 60 on samuti 12 positiivset jagajat.

Vaatleme jdrgnevalt iilikordarvude moningaid seoseid kdesolevas tods késitletud teiste

arvuhulkadega.
Lause 2.2.2. Ulikordarvude hulk on praktiliste arvude hulga périsalamhulk.

Toestus. Asja tdestasime (teoreem 2.2.1), et iilikordarvu algteguriteks on k& esimest algarvu.
Jarelduse 1.3.4 pohjal on siis tegemist praktilise arvuga. Esimene praktilistest arvudest, mis ei

ole iilikordarv, on 8. m
Lause 2.2.3. Kdrgemate iilikordarvude hulk on iilikordarvude hulga parisalamhulk.
Toestus. Kui n on kdrgem iilikordarv, siis definitsiooni 2.2.3 jargi
n &
(n) > T(m)(—j > 7(m)
m

mis tahes positiivse tdisarvu m korral. Seega saadud vorratus kehtib ka siis, kui m <n, mis
tdhendab, et n on {ilikordarv. Esimesed kaks {ilikordarvu, mis ei ole korgemad iilikordarvud

onlja4. m

Lause 2.2.4. Ulikordarvude ja liiaga arvude hulkadel leidub mittetiihi {ihisosa, mis on

molema vaadeldava hulga périsalamhulk.

Toestus. Niditame esmalt, et kdik arvust 6 suuremad {ilikordarvud on liiaga arvud. Olgu n
arvust 6 suurem iilikordarv, siis n=23"57 ja a>b>c>1, kus juhul »>1, r ei jagu
arvudega 2, 3 ja 5.

Vaatleme arvu n nelja suurima positiivse jagaja summat ja teeme seda kahel juhul:
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1) a=22 (a=zb=2c2>1),

2) a=1 (a=2b>c=>1).
Esimesel juhul saame, et arvu n nelja suurima positiivse jagaja summa on 7 + 5 + 3 + 2 >2n
ning seega arv n on liiaga arv.
Teisel juhul saame, et nelja suurima positiivse jagaja summa on 7 +5+§+§ >2n ning

jarelikult arv n on liiaga arv. Samas esimesed iilikordarvud 1, 2 ja 4 ei ole liiaga arvud ning

litaga arvud 18 ja 20 on esimesed, mis ei ole lilikordarvud. m
2.2.3. FErilised iilikordarvud

Erilised iilikordarvud defineeris 1991. aastal S. Ratering artiklis [46], kus ta ka nditas, et

selliste arvude hulk on 16plik.
Lause 2.2.5. Arvud 1 ja 2 on erilised iilikordarvud.

Téestus. Ulikordarvu kanoonilisest kujust (teoreem 2.2.1) jéreldub, et arvud 1 ja 2 jagavad

koiki endast suuremaid tlikordarve. m
Lause 2.2.6. Arv 6 on eriline tlikordarv.

Toestus. Oletame vastuviiteliselt, et leidub iilikordarv »n > 6, mis ei jagu arvuga 6. Teoreemi
2.2.1 pdhjal iilikordarv n jagub arvuga 2. Kui arv 7 ei jagu arvuga 6, aga jagub arvuga 2, siis n
ei jagu arvuga 3. Siit jéreldub, et n=2", kus k >3. Kuna 2°>-3<2" jaarv 2* oniilikordarv,
siis vorratusest 7(2°7%-3) < 7(2") jdreldub, et 2(k —1) < k +1. Jarelikult k < 3. Oleme saanud

vastuolu ja jérelikult arvust 6 suuremad iilikordarvud jaguvad koik arvuga 6. m
Lause 2.2.7. Arv 12 on eriline iilikordarv.

Toestus. Oletame vastuvditeliselt, et leidub iilikordarv n >12, mis ei jagu arvuga 12. Lause
2.2.6 pohjal teame, et see arv jagub arvuga 6. Seega arvu n algteguri 2 astmenditaja peab

olema 1. Teoreemi 2.2.1 ja tingimuse n >12 pdhjal saame, et n=2-3-5-r, kus r téhistab
arvust 5 suuremate algtegurite korrutist. Kuna 2°-3-7<2-3-5-7 ja 2-3-5-r on
iilikordarv, siis 7(2°-3-7)<7(2-3-5-r). Siit saame, et 8-7(r)<8-7r(r). Oleme saanud

vastuolu ja jérelikult arv 12 jagab kdiki endast suuremaid tilikordarve. m
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Lause 2.2.8. Arv 60 on eriline iilikordarv.

Toestus. Oletame vastuviiteliselt, et leidub iilikordarv n > 60, mis ei jagu arvuga 60. Lause
2.2.7 pdhjal arv n jagub arvuga 12. Seega arv n jagub arvuga 3, aga ei jagu arvuga 5 ning
teoreemi 2.2.1 pdhjal n=2°-3", kus a>bh>1.

Vaatame niiiid arvu b erinevaid vairtusi.

Olgu h=1.Et 2°-3>60, siis a>5.Kuna 2°°-3-5<2%-3 jaarv 2° -3 on iilikordarv, siis
(2“7 -3-5)<r(2“ -3). Jarelikult kehtib vorratus 4(a—2)<2(a+1), millest a <5. Oleme
saanud vastuolu.

Olgu b=2.Et 2°-3*>60, siis a>3. Kuna 2" -3-5<2-3% jaarv 2*-3* on iilikordarv,
siis (2“7 -3-5) < 7(2*-3%). Saame, et kehtib vorratus 4a <3(a+1), millest a <3. Oleme
saanud vastuolu.

Olgu h>3. Kuna a>b, siis a>3. Kuna 2*"-3""-5<2°-3" ja arv 2°-3" on iilikordarv,
siis 7(2°7' -3 -5)<7(2*-3"). Seega peab kehtima vdrratus 2ab < (a +1)(b+1), millest
jéareldub, et ab<a+b+1. Kuna b>3, siis 3a<ab<a+b+1 ja 2a<b+1. Kuna a>b,

saame, et 2b <2a <b+1, millest b <1. Oleme saanud vastuolu.

Jarelikult arv 60 jagab kdiki temast suuremaid iilikordarve. m
Lause 2.2.9. Arv 2520 on eriline iilikordarv.

Toestus. Oletame vastuvditeliselt, et leidub {ilikordarv »>2520, mis ei jagu arvuga
2520=2-3%-5-7. Lause 2.2.8 pdhjal arv n jagub arvuga 60=2°-3-5. Seega 4, 3 ja 5 on
arvu n tegurid, aga vihemalt iiks arvudest 8, 9 v4i 7 ei ole arvu n teguriks.
Vaatame jargmisi olukordi.

1) Arv neijagu arvuga 7.
Teoreemi 2.2.1 pdhjal n=2°-3"-5",kus a>b>c>1.
Kui a>3, siis 2°7°-3"-5°-7<2“-3"-5° ja kuna 2°-3"-5° on iilikordarv, siis kehtib
vorratus 2(a—2)<(a+1). Saame, et a <5.
Kui b>2, siis 2°-3"72.5°-7<2“-3".5° ning kuna 2°-3"-5°on iilikordarv, siis kehtib
vorratus 2(b—1)<(b+1). Saame, et b<3.

Kuna ¢ < b, siiska ¢ < 3.
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Oleme leidnud a, b ja ¢ maksimaalsed viirtused. Kuna 2¢ - 3" -5 > 2520, siis a=4, b=2 ja
c=2.Seega n=3600 ja kuna n on iilikordarv, siis peab kehtima 7(2520) < 7(3600) . Tekib
vastuolu, sest 7(2520) =48 ja 7(3600) =45.

2) Arvneijagu arvuga 9, aga jagub arvuga 7.
Teoreemi 2.2.1 pohjal n=2“-3-5-7-11°-r, kus e on kas 0 voi 1 ja tdisarv r ei jagu
arvudega 2, 3,5, 7ja 11.
Kui e=1, siis 2“-3°-5-7-r<2-3-5-7-11-r. Kuna n on iilikordarv, siis peaks kehtima
vorratus 4<2-2. Oleme saanud vastuolu ning jérelikult peab e=0 ja r=1. Jarelikult
n=2%-3-5-7.Kuna n> 2520, siis saame, et a > 5.
Kuna 2°7°.3°.5.7<2°.3-5-7 ja n on iilikordarv, siis peab kehtima vdrratus
3(a-1)<2(a+1), millest a <5 . Oleme saanud vastuolu.

3) Arv neijagu arvuga 8, aga jagub arvudega 7 ja 9.
Teoreemi 2.2.1 pdhjal n=2>-3>-5°-7¢-11°-r, kus arv r ei jagu arvudega 2, 3, 5, 7 ja 11
ning 2>c>d>e>0.
Kui e>0, siis 2°-3*-5°-7%-11°".r<2%-3%.5.7 .11° . . Kuna 7 on iilikordarv, siis peab
kehtima vdrratus 6e <3(e+1), millest e<1. Oleme saanud vastuolu ja jarelikult e=0 ja
r=1.Seega n=2-3"-5".77.
Kui ¢=2, siis 2*-3%-5-7<2%-3%.5°.7%. Kuna n on iilikordarv, siis peab kehtima vorratus
5.2 <3-3. Jdudsime vastuoluni ning jérelikult c=1 ja d =1. Seega n=2-3%-5-7<2520.
Oleme saanud vastuolu.

Kuna koik oletused viisid vastuoluni, siis ei leidu arvust 2520 suuremat iilikordarvu, mis ei

jaguks selle arvuga. m

Niitame, et ei leidu arvust 2520 suuremat erilist tlikordarvu. Selleks tOestame esmalt

jargmise tulemuse.
Lemma 2.2.1. Kahe jirjestikuse arvust 2520 suurema iilikordarvu jagatis on véiksem kui 2.

Toestus. Oletame vastuviiteliselt, et leiduvad kaks jarjestikust iilikordarvu n ja m, nii et

2520<n<m ja m/n=2.Kuna 7(2n) > 7(n), siis peab m <2n. Seega m =2n. Et 2520 on

eriline iilikordarv ja n>2520, siis n=2*-3".5°.77 1113/ .», kus a>3, b>2, c>1,

d >1 ning r eijagu arvudega 2, 3,5,7, 11 ja 13.
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Kuna 2n ja n on jarjestikused ilikordarvud, siis r(%anr(n) ja r(t—njsdrz). Seega

alb+2)<(a+1)(b+1) ja (a+3)b<(a+]1)(b+1). Neist vorratustest jareldub a<b+1 ja

2b—1<a. Seega 2b—1<bh+1, millest b<2. Et a<b+1, siis jarelikult a<3. Kuna

eelnevalt oli teada, et @ >3 ja b > 2, siis niilid saame, et a =3 ja b=2.

Kui f>1,siis 2°-3°-5-77-11°-13/7".r <2*.3%.5°.77.11°-13/ - r . Kuna 7 on iilikordarv,
siis peab kehtima vorratus 6-4- f <4-3-(f +1), millest jareldub, et f <1. Oleme saanud
vastuolu ning seega f =0 ja r=1.

Jarelikult n=2°-3%-5°-7¢.11°, kus c on kas 1 vdi 2.

Oletame, et ¢=2. Kuna 2°-3*-5-7¢.11° <2*-3%.5°.7/.11° ja n on iilikordarv, siis peab
kehtima vorratus 6-2 < 4-3. Oleme saanud vastuolu. Jarelikult ¢ =1. Kuna »n > 2520 ja 2520
on eriline ilikordarv, siis d=e=1. Seega n=27720 ning 7(n)=96. Kuna aga
7(45360) =100 ja n<45360 <m = 2n, siis n ja m ei ole kaks jarjestikust iilikordarvu. Saime

vastuolu eeldusega. Seega oleme saanud, et kahe jirjestikuse ja arvust 2520 suurema

ilikordarvu jagatis on vdiksem arvust 2. m
Teoreem 2.2.2. Arv 2520 on suurim eriline iilikordarv.

Toestus. Arvust 2520 suurema kahe jirjestikuse iilikordarvu jagatis on véiksem kui 2, seega ei

saa neist viiksem olla suurema jagajaks. Seega on arv 2520 suurim eriline iilikordarv. m
Jireldus 2.2.1. Leidub vaid kuus erilist iilikordarvu ja need on 1, 2, 6, 12, 60 ja 2520.

Toestus. Lausete 2.2.5 - 2.2.9 pdhjal on loetletud kuus arvu tdepoolest erilised iilikordarvud.
Teoreemi 2.2.2 tdestuses nditasime, et arvust 2520 suuremaid erilisi tlikordarve ei leidu.
Vaadates arvust 2520 viiksemate lilikordarvude loendit alajaotuse 2.2 alguses, saame vahetult
kontrollida, et kdikidel arvudest 1, 2, 6, 12 ja 60 erinevatel iilikordarvudel leidub juba selles
loendis neist suurem {ilikordarv, mida nad ei jaga ja seega ei ole iikski neist arvudest eriline

ulikordarv. m
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2.2.4. Etteantud positiivsete jagajate arvuga miiratud arvuhulga vihima elemendi

leidmine

Eespool selgus, et iga iilikordarv on vdhim sellistest arvudest, millel on sama palju
positiivseid jagajaid, kui on vaadeldaval iilikordarvul. Kuid kas fikseeritud jagajate arvuga
tdisarvude seas on vidhim alati iilikordarv? Vastus sellele on ei. Niiteks arv 16 on vihim
positiivne tdisarv, millel on 5 positiivset jagajat, kuid 16 ei ole iilikordarv, sest nditeks arvul
12 on 6 positiivset jagajat.

Vihimad arvud, millel on 1, 2, 3, .. ., 15 positiivset jagajat, on vastavalt 1, 2, 4, 6, 16, 12, 64,
24, 36, 48, 1024, 60, 4096, 192, 144 [53, A005179].

Uldist algoritmi iilalnimetatud vihimate arvude konstrueerimiseks ei ole leitud. Mdningaid
erijuhtumeid vaatles 1968. aastal M.E. Grost [24].

Olgu meil vaja leida viahim selline positiivne tdisarv, millel on 4 positiivset jagajat.

Tahistagu arvule & vastavat sellist viahimat arvu A(h).

Kéesolevas alajaotuses téhistagu edaspidi p, algarvude jada i -ndat elementi ning P, ja g,
mis tahes algarve.

A

Kuna kanoonilisel kujul oleval arvul n=g¢,"¢,” ...q," on positiivsete jagajate arv
t(n)=(a, +)(a, +1)...(a, +1), siis arvu A(h) kanooniline kuju peaks olema

A(h)y= PO7'R>T P, 2.1
kus

a-a,-...-a,=h. (2.2)

Jargmised kolm lemmat tdpsustavad oluliselt arvu A(%) esitust.

Lemma 2.2.2. Kui g >2p4,2>...24, ja tiisarvud 7,,7,,...,y, moodustavad mingi

permutatsiooni positiivsetest tdisarvudest f3,, 5, ,..., 5, , siis arvudest kujul 273> .. p ™

on
vihim 2%3% . p/".
Toestus. Olgu arv m =2"3" ... p,”* selline, mille korral leiduvad indeksid i jaj nii, et i > j
jay, >y, kusi,je {1,2,.,k} .Kuna p, > p,,siiska p/" p,” > p// p/" ning

i 7 7k

m=2"3"__p” . ..p".. pl>2"3 plp by

J
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B

Seega m ei ole vihim sellisel kujul antud arvudest. Jarelikult arv 23 ... p.” on vihim, kui

B=p,>..>p . =
Lemma 2.2.3. Kui @ >1ja f>1 ning P* > P,,siis B ' > PP/,

a(f-1) > Pzﬁ—l

Toestus. Kui o >1 ja f>1 ning B* > P,, siis on selge, et P , millest jareldub ka

~ -1 -1 -1
vorratus P > PP m

Lemma 2.2.4. Vihim positiivne tdisarv A(4), millel on tapselt 4 positiivset jagajat, on kujul
A(hy=2973"" _ p " kus oy 2@, >...2a, ja a,-a,-...-a, = h, kusjuures mis tahes

arvu o; (i =1, 2,..., k) iga périsjagaja o korral kehtib vorratus

pia < Prsi- (2.3)

Toestus. Kuna tdisarvu (2.1) positiivsete jagajate arv soltub vaid arvu kanoonilises kujus

olevatest astendajatest ja mitte algteguritest endist, siis on arv vdhim, kui
A(h)y=2%7"3" . p,“"". Lemma 2.2.2 pShjal saame, et o, > @, >...> q, .
Oletame vastuviiteliselt, et leidub indeks i (i =1, 2,..., k), mille korral o, = -, o >1 kuid

p” > p,.,- Lemma 2.2.3 pdhjal saame, et

a - a;— o, -1 a - a- a, -1 -1 _
A(h)y=2""".. p, 1...pk >2%7 . p, 1...pk pkHﬂ =b.

Leides nende arvude positiivsete jagajate arvud, saame 7(A4(h))=17(b). Oleme joudnud

vastuoluni, sest eelduse kohalselt oli A(#) vdhim selline arv. m

Positiivsete jagajate arvu 4 voib esitada oma koigi algtegurite korrutisena
h=q,°q,"..."q,,

kus ¢, 2¢g,2>...2¢,.
Grost td1 oma tods sisse moisted, et # on tavaline (ordinary), kui vihim positiivne tdisarv,
millel on 4 positiivset jagajat, on kujul

A(h)y=207"3:"1 p @t
Ulejédnud juhtudel on % erandlik (exceptional) ning siis on

A(h)=22713=7" p 7, (2.4)
kus a,-a,-...;a, = h=¢q,-q,"...-q,ning o, 2, 2...2a, jaq,2q,>...2q,.

n
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Grost leidis oma t66s moned huvitavad seosed arvu /4 tegurite arvu n < 6 ja arvu 4 tavalisuse
vahel ning leidis neil juhtudel arvu / erandlikud véértused.
Olgu h=¢q,-q, ... q,ja n< 6. Vaatame jargmisi voimalusi.
1)Juhud n=1jan=2.
Kui n =1, siis & =g, ja on selge, et A(h)=2%", mis tihendab, et 4 on tavaline.
Kui n=2, siis h=gq,q,. Oletame, et A(h) tldkujus (2.4) on «, = ¢q,q,. Kuna ¢, on arvu ¢,
périsjagaja, siis peab kehtima lemma 2.2.4. Teiselt poolt aga 2% >2> >3 = p, . Seega tekib
vastuolu tingimusega (2.3). Jarelikult o, =¢,2¢,=a, ning h on tavaline ja
A(h) =24713%7",
2)Juhud n=3 jan=4.
Alustame juhu 7 =4 vaatlemisega.
Kui o, =af, kus a >3, f>2,5siis2% >2° >7> p,,, ning tekib vastuolu tingimusega (2.3).
Seega lemma 2.2.4 kohaselt on «, kas algarv voi 4.
Kui i22 ja a,=aff, kus a>2, f>2, siis p° Zpiz >3’>>7>p,., ning taas tekib
vastuolu tingimusega (2.3). Seega peab ¢, kus i > 2, olema algarv.
Jérelikult on A(4) kas kujul

243075 3>g >, >2, h=gqq, 4,
voi kujul

207130 5Byt

Viimasel juhul on % tavaline.
Esimesel kujul on erandlikke arve % 16plik arv ja need saab ldbi vaadata.
Kui 7 =2",siis A(h)=2"-3-5.
Kui h=3-2,siis A(h)=2"-3"-5.
Jarelikult koikidest arvudest h=¢q, - ¢, - g5 -q,, kus q, 2 ¢, =g, > q,, on h on erandlik vaid
siis, kui 7=16 ja h=24.
Juhul kui n=3, siis sarnase arutelu tulemusena saame, et kui h=gq, -q, q;, kus
q, >4, > q,, siis vaid h=2" =8 on erandlik ja sel juhul 4(h)=2"-3.
3)Juhud n=5jan=6.
Alustame taas keerulisemast juhtumist kui n=6.

Kui o, =aff ,kus a >4, >2,siis saaksime 2* >2* >13> p ., ning tekib vastuolu.
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Kui a, =af3, kus a >3, >2,siis saaksime 3% >3’ > 23> p, , ning jduame vastuoluni.
Kuii>3 korral o, =aff, kus a=22, f=2, siis saame jille vastuolu, sest
pi2p’>5>23>p,.,.
Seega A(h) peab olema iihel jiargmistest kujudest, kus Q,,0,,..,0, tdhistab
arvudegq,, q,, ..., ¢, mingit imberjérjestust:

a) 277'3*159717%7 'kus @, onkas4,6vdi9ja3>Q >0,

b) 2%7'39715%717%71%7 | o onkas4,6vdi9ja o, >0, >20,>0,>0,,

c) 2073 5Ty eT 1T g 25, 3>q,>q,>q,>2,

d) 20730 5eTg e e 3

Neist viimasel juhul on 4 tavaline.

Kahel esimesel juhul saab arvul /4 olla vaid 16plik arv véértusi ja on need vdimalik likshaaval

labi  vaadata.  Seega  saame  leida  arvu h=q,-q9,9,-9,-9s-q9;, kus
q,29,2q; =249, 24 2q,,jirgmised erandlikud véartused. Kui

1) h=2°%,siis A(h)=2>-3*-5-7,

2) h=3-2°,siis A(h)=2"-3*-5-7-11,

3) h=3%-2% siis A(h)=2"-3*-5-7-11,

4) h=3-2°siis A(h)=2"-3>-5"-7"-11,

5) h=3*-2%siis A(h)=2"-3>-5"-7-11,

6) h=3"-2,siis A(h)=2%-3*-5*-7" 11,

7) h=3°,siis A(h)=2*-3*-5*-7"-11°,

8) h=5-3",siis A(h)=2%-3*-5*-7>-11°.
Juhul ¢) kui A(h)=227"3""5%"179711%7" ¢ >5 ja 3>¢q,>q,>¢q,>2, siis suhe

20730 sl e 23 13
2134150174371 14471 - 340259437 43744] 19472

peab olema suurem kui 1. Seega

g, =q;=q,=2. Jirelikult kui h=gq,-2°, kus ¢, >5, siis A(h)=2%".3.5.7-11 ning

selliseid arve on 16pmatult palju.

Juhul kui n =5, siis on vOimaluste 14bi vaatamine sarnane juhuga kui n=6.

Sel juhul saame, et h=¢q, - q, - q; -9, 95, kus g, 2 q, = q, = q, = g5 on erandlik, kui
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1) h=2°,siisA(h)y=A(h)=2"-3-5-7,

2) h=3-2%,siis A(h)=A(h)=2"-3-5-7,
3) h=3%-2°,siis A(h) = A(h)=2°-3%-5-7,
4) h=3%-2%,siis A(h) = A(h)=2°-3*-5%-7,
5) h=3*.2,siis A(h)=2"-3*-5*-7°,

6) h=3",siis A(h)=2%-3%.5.7%,

7) h=q,-2", q,>5,siis A(h)=29".3".5.7.

Grost [24] esitas ka to6tava algoritmi vdhima arvu leidmiseks, mille positiivsete jagajate arv

on vordne algarvu astmega.

(g-Dq""!

Lause 2.2.10. Kui g on mis tahes fikseeritud algarv ning tdisarvudest p, ) ,kus i>1 ja

[ 21, moodustuva kasvava jada j-s element ong,, siis vdhim arv, millel on ¢" positiivset

jagajat, avaldub kujul A(g")= H g
j=1

~ . ce e [ . A _q Ay Pk _1
Toestus. Kui 7(m)=q", siis tdisarvu m kanooniline kujuon m=p* ~-p,* ~-...-p*

b_ _ _ 12 1y, b1 ..
kus ﬂ1+ﬂ2+~-~+ﬂk=n- Kuna pq lzp(q 1),p(q l)q.p(q g ,.“.p(q Dq , siis m on

(g-Dq""!

) ) ) ) ) ) u B e e
taisarvude p, kasvava jada n esimese elemendi korrutis. Et Z{H g_/] =q", siis vihim

J=1

sellise positiivsete jagajate arvuga positiivne tdisarv on esitatav kujul A(q¢")= H g;-m
j=1

Niiteks leiame vihima arvu, millel on 2'' positiivset jagajat. Selleks on meil vaja leida 11

vy - . . 2-1)20-D
vahimat arvu, mis avalduvad kujul pi( ) .

2-1)2¢7D
=D vastavalt arvud 2,

Kui i=1, suis juhtudel /=1,2,3,4, saame arvudeks kujul p,
2?=4,2"=16, 2" =256.

Kui i = 2, siis juhtudel / =1, 2, 3, saame vastavateks arvudeks 3, 3° =9, 3* =81.
Kui i =3, siis juhtudel / =1, 2, 3, saame vastavateks arvudeks 5, 5* =25, 5* =625.

Kui i =4, siis juhtudel /=1, 2, saame vastavateks arvudeks 7, 7 =49.

(2-1)2¢7Y

Nii jéitkates ja jérjestades arve p, , saame jargmise jada
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2,3,4,5,7,9,11,13,16,17,19,23,25, ...
Seega
A2")=2-3-4-5-7-9-11-13-16-17-19 =2"-3*-5-7-9-11-13-16-17- 19.
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3. Arvu numbrite ja numbrite summaga seonduvad arvuhulgad

3.1. Niveni arvud

Aastal 1977 toi Ivan Niven néite selle kohta, kuidas India matemaatiku D.R. Kaprekari
(1955. a) poolt pakutud nuputamisiilesandest voib alguse saada valdkond, mis pakub huvi ja
uurimist matemaatikutele. Kaprekari poolt pakutud iilesandes oli vaja leida esimesed
kakskiimmend kiimnendsiisteemi positiivset tdisarvu, mis jaguvad oma numbrite summaga.
Selliseid arve hakati esialgu nimetama Harshad’i arvudeks (Harshad number). Viimane
nimetus tuleneb sanskriti keelest ja tdhendab suurt roomu (great joy), mida selliste arvude
uurimine pakub. Alates aastast 1980 on matemaatilises kirjanduses sellise omadusega arve

nimetatud ka Niveni auks Niveni arvudeks. [16],[63]

3.1.1. Pohiméisted ja -tulemused

Definitsioon 3.1.1. Positiivne kiimnendsiisteemi tdisarv on Niveni arv (Niven number), kui

see arv jagub oma numbrite summaga [65].

Niiteks arv 2010 on Niveni arv, sest jagub oma numbrite summaga.

Esimesed Niveni arvud on: 1, 2, 3,4, 5,6, 7, 8,9, 10, 12, 18, 20, 21 [53, A005349].
Niveni arvude definitsioonist l&htuvalt saab teha kolm ilmset jareldust.

Jireldus 3.1.1. Algarv saab olla Niveni arv vaid sel juhul, kui see on vdiksem kui 10.
Jireldus 3.1.2. Kaik positiivsed tdisarvulised jarkarvud on Niveni arvud.

Jireldus 3.1.3. Niveni arve on 10pmata palju.

Niveni arvud on ndide sellistest arvudest, mille defineerimisel on oluline, millises
arvusiisteemis on vaadeldav arv iiles kirjutatud. Naiteks kiimnendsiisteemi arv 7 jagub oma
numbrite summaga ja on definitsiooni 3.1.1 mdttes Niveni arv. Kui kasutada selle arvu

kahendesitust 7, =111,, siis see ei jagu oma numbrite summaga 11,. Seetdttu on kasutusele

voetud jargmine moiste [65].
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Definitsioon 3.1.2. Positiivne k-ndslisteemi k > 2 tdisarv on k-Niveni arv (k-Niven number),

kui see arv jagub oma numbrite summaga.

On selge, et k-ndsiisteemi k& >2 koik positiivsed arvud, mis on viiksemad arvust k, on
k-Niveni arvud.

Arve, mis osutuvad Niveni arvudeks mis tahes arvusiisteemis, nimetatakse koikjal Niveni
arvudeks (all-Niven number). On niidatud, et koikjal Niveni arve on ainult neli:

kiimnendesituses arvud 1, 2, 4 ja 6.[65]

Huvipakkuv on olnud ka jérjestikuste Niveni arvude olemasolu kiisimus.
T.Cai [8] tdestas, et nii kahendsiisteemis kui ka kolmendsiisteemis on Idpmata palju
jarjestikuste positiivsete tdisarvude nelikuid, milles kdik arvud on vastavalt 2-Niveni arvud

vO1 3-Niveni arvud.

Aastal 1982 niditas R.E. Kennedy [33], et kiimnendsiisteemis ei saa leiduda rohkem kui 21

jarjestikust Niveni arvu.
Lause 3.1.1. Kiimnendsiisteemis ei saa leiduda rohkem kui 21 jérjestikust Niveni arvu.

Toestus. Vaatleme kiimnest jdrjestikusest positiivsest tdisarvust koosnevat hulka

A, ={10n,10n+1, ...,10n+9} ja sajast jérjestikusest tdisarvust koosnevat hulka
B, ={A,y;, Aygs1s ---» Ao |» Kus 1 ja i on mittenegatiivsed tiisarvud. Hulgas A; olevate
paaritute arvude numbrite summa on kas paarisarv v0i paaritu arv. Téhistame A, = E; kui
selle hulga paaritute arvude numbrite summa on paarisarv ja 4, =0O;, kui selle hulga
paaritute arvude numbrite summa on paaritu arv. Kui 4, = E, siis selles olevad paaritud

arvud ei saa olla Niveni arvud. Rohkem kui 11 jérjestikust Niveni arvu saab olla jérjest kui

A4,,=0,,ja A, =0, ehk 4, , ja A, eisaakuuluda iihte ja samasse hulka B, . Siit jéreldub

ka, et ei saa olla rohkem kui 21 jérjestikust Niveni arvu. m

Aastal 1993 néitasid C.N. Cooper ja R.E. Kennedy [15], et kiimnendsiisteemis ei saa leiduda
rohkem kui 20 jérjestikust Niveni arvu. Neil Onnestus ka konstrueerida 20 jérjestikusest
Niveni arvust koosnev hulk, milles vdhim arv on 44363342786-kohaline ning on numbrite
summaga 2464645030. Nende konstruktsioonist selgub ka, et leidub 16pmata palju selliseid

kahekiimnest jérjestikusest Niveni arvust koosnevaid hulki.
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H.G. Grundman [25] iildistas aastal 1994 Cooperi ja Kennedy tulemuse, tdestades, et kui

q > 2, siis g-Niveni arvude seas ei saa leiduda » > 2¢ jarjestikust g-Niveni arvu.

3.1.2. Super-Niveni arvud

Matemaatikute Cooperi ja Kennedy to6odes on ldhemalt uuritud ka tihte Niveni arvude
alamhulka, mida nad nimetavad super-Niveni arvude hulgaks [16].
Nimetatud arvude defineerimisel vaadeldakse kiimnendsiisteemi positiivse tdisarvu n korral

hulka K , mille moodustavad arvu n nullist erinevad numbrid ja kdik vdimalikud nullist

no
erinevate numbrite summad.

Niiteks K= {1,8,9=8+1}, K,,,= {1,2,3=2+1}, K,p;,= {1,2,3=2+14=2+1+1}.

Definitsioon 3.1.3. Positiivne kiimnendsiisteemi tdisarv n on super-Niveni arv, kui arv n

jagub koikide arvudega, mis kuuluvad hulka K .

Naiteks arv 2010 on super-Niveni arv, sest K, ,= {1, 2,3=2+ 1} ning 2010 jagub arvudega

1,2ja3.
Esimesed super-Niveni arvud on: 1, 2, 3, 4,5, 6,7, 8,9, 10, 12, 20, 24, 30, 36, 40, 48, 50, 60,
70, 80, 90, 100, 102, 110, 120, 140, 150.

Super-Niveni arvu definitsioonist ldhtuvalt saame teha kolm lihtsat jareldust.
Jireldus 3.1.4. Koik super-Niveni arvud on Niveni arvud.

Vastupidine aga ei kehti, sest nditeks 18 on kiill Niveni arv, aga ei ole super-Niveni arv, sest

18 ei jagu arvuga 8.
Jareldus 3.1.5. Koik positiivsed tdisarvulised jarkarvud on super-Niveni arvud.
Jireldus 3.1.6. Super-Niveni arve on 1dpmata palju.

Kui vorrelda esimeste Niveni arvude loetelu esimeste super-Niveni arvude loeteluga, voib
tahele panna, et Niveni arvude seas leidub ka kahekohalisi paarituid arve, aga super-Niveni
arvude seas neid ei kohta. Paarituarvuliste super-Niveni arvude kohta kehtibki jargmine lause

[16].
Lause 3.1.2. Ainsad paarituarvulised super-Niveni arvud on 1, 3, 5, 7ja 9.
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k

Toestus. Olgu n paaritu super-Niveni arv, milles on £ numbrit ja k> 2. Seega n = ZailOi -,
i=1

kus g; tdhistab numbrit. Oletuse kohaselt on arvu » tliheliste number a, paaritu arv.

Vaatleme niiiid kahte vdoimalikku juhtu.
Olgu a, paarisarv. Kuna super-Niveni arvu definitsiooni kohaselt arv n jagub arvuga a, , siis
jarelikult n peaks olema paarisarv. Tekib vastuolu.

Olgu a, paaritu arv. Kuna n on eelduse kohaselt super-Niveni arv, siis ta peab jaguma arvuga

a, + a, , mis on aga paarisarv, sest eelduse kohaselt a, on paarituarv. Tekib taas vastuolu. m

Huvitavaid seoseid super-Niveni arvude jaguvuse kohta on vilja toodud t66s [16].

Lause 3.1.3. Kui 7 on super-Niveni arv, milles on m nullist erinevat numbrit, siis arv n jagub

taisarvudega 1 kuni m.

Toestus. Olgu arvu n nullist erinevad numbrid a,, a,,..., a,. Olgu k suvaline selline
taisarv, et 1 <k <m. Vaatleme hulka 4, = {al,a1 +a,,a,+a,+a,,...,a,+a, +... +ak}.
On selge, et hulk 4, c K,. Vaatleme jadke, mis tekivad hulka A4, kuuluvate arvude
jagamisel arvuga k. Olgu a, =bk + 1, a,+a, =bk+r,,...,a, +a, +...+a, =bk+r,.
Oletame, et koik tekkinud & jaaki on erinevad. Siis leidub indeks i (1<i < k)nii, et r, =0.

Sel juhul a, +a, +...+a, jagub arvuga k. Kuna n on super-Niveni arv, siis arv n jagub
arvuga a, +a, +...+a, jajarelikult jagub n arvuga .

Kui leiduvad indeksid i ja j (1< j <i<k)nii, et r, =7, siis vahe

+a +...+a;

(@, +ay,+...+a,)—(a,ta, +...+a;)=a 2t ;

J+l

+a +...+a;

peab jaguma arvuga k. Kuna n on super-Niveni arv, siis # jagub arvuga a 2t ;

Jj+l

ja jarelikult n jagub ka arvuga k. Seega super-Niveni arv n jagub iga arvuga k (1<k <m). m

Paraku ei ole lauses 3.1.3 antud tingimus piisav selleks, et arv n oleks super-Niveni arvuks.
Naiteks arvus 114 on kolm nullist erinevat numbrit ja arv 114 jagub arvudega 1, 2 ja 3, kuid
arv 114 ei jagu arvuga 5 = 1 + 4 ning ei ole seega super-Niveni arv.

Kui vaadelda super-Niveni arvu n, milles on vdhemalt 5 nullist erinevat numbrit, siis
dsjatdestatud lause pdhjal vaadeldav arv jagub kindlasti ka arvudega 2, 3, 4 ja 5, s.t arv n

16peb numbriga 0. Siit jareldub jargmine super-Niveni arvude omadus.
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Jireldus 3.1.7. Kui super-Niveni arv n >10*, siis arvu n numbrite seas leidub vihemalt iiks

number 0.

Toestus. Oletame vastuvditeliselt, et kdik numbrid on nullist erinevad. Seega peaks neid
olema vidhemalt 5. Lause 3.1.3 pohjal peaks see arv, aga jaguma arvudega 2 ja 5 ning

jarelikult peab selle iiheliste number olema 0. Tekib vastuolu. m

Kirjutades vilja koik arvust 10* viiksemad super-Niveni arvud, siis nende vaatlemisel

selgub, et vaid arvudel 1, 2, 3,4, 5,6, 7, 8,9, 12, 24, 36 ja 48 ei ole iihtegi numbrit 0 [16].

Jireldus 3.1.8. Kui 7 on super-Niveni arv, mille numbrite summa on suurem kui 9(k —1),

siis arv n jagub arvuga k.
Toestus. Kui super-Niveni arvu » numbrite summa on suurem kui 9(k —1), siis on selles arvus
vihemalt £ nullist erinevat numbrit ning lause 3.1.3 pdhjal arv n jagub arvuga k. m

3.1.3. Nivenmorfsed arvud

C. Pickoveri t00s [43] Kkasitleti selliseid tdisarve n, mille korral leidub hulknurkarv
jarjekorranumbriga # nii, et selle hulknurkarvu viimastest numbritest moodustub arv n. Sellest

artiklist ajendatult defineeris S. Boscaro Niveni arvude jaoks analoogsed arvud [6].

Definitsioon 3.1.4. Kiimnendsiisteemi arv ¢ on Nivenmorfne arv (Nivenmorphic number), kui
leidub Niveni arv, mille numbrite summa on ¢ ja selle arvu viimastest numbritest moodustub

arv t.

Niéiteks arv 12 on Nivenmorfne arv, sest arv 62112 jagub oma numbrite summaga 12 ja selle

arvu kahest viimasest numbrist moodustub arv12.

Boscaro tdestas (1997), et kiimnendsiisteemis on koik arvud peale arvu 11 Nivenmorfsed
arvud. Toestuses nditas ta esmalt, et koik arvust 20 suuremad positiivsed tdisarvud on
Nivenmorfsed arvud ning seejarel, et arvust 20 vidiksematest arvudest vaid 11 ei ole

Nivenmortfne arv. [6]
Toome dra osa sellest tdestusest.

Lause 3.1.4. Arv 11 ei ole Nivenmorfne arv.
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Toestus. Oletame, et arv 11 on Nivenmorfne arv, s.t leidub Niveni arv n, mille numbrite

summa on 11 ja kahest viimasest numbrist moodustub arv 11. Tdhistagu s(n) arvu n

numbrite summat. See tihendab, et arv n avaldub kujul #n=al0> +11 ja s(n)=11. Sellest
jareldub, et s(a) =9. Kuna n on Niveni arv, siis arv n jagub arvuga 11. Jarelikult arv a peab

jaguma arvuga 11. Tdhistame arvu a paaritutel ja paarisarvulistel kohtadel olevate numbrite

summad vastavalt s (a) ja s,(a). Kasutades arvuga 11 jaguvuse tunnust, saame, et
s,(a)—s,(a) =11k, kus k on téisarv.
Kui k=0, siis s,(a) =s,(a) jajirelikult
s(@)=s,(a) +5,(a) = 25, (a),

mis on vdimatu kuna s(a) = 9. Jérelikult £ # 0.
Kui k£ >0, siis vordusest s, (a) =s,(a)+11k saame, et

s(a)y=s,(a)+s,(a)=s, (a)=11k 211,
mis on taas samadel pohjustel voimatu. Jérelikult & ei saa olla positiivne tdisarv.

Kui & <0, siis vOrdusest s,(a) = s,(a)—11k saame, et
s(a)=s,(a)+s,(a)=s,(a)>—-11k >11.

Jérelikult £ ei saa olla ka negatiivne. Tekkinud vastuolude tdttu oleme saanud, et arv 11 ei saa

olla Nivenmorfne arv. m

3.2. Smith’i arvud

Jargnevalt vaatleme positiivseid tdisarve, mille numbrite summa on vordne algtegurite

numbrite summaga.

3.2.1. Pohimoisted ja —tulemused

Aastal 1982 mairkas Albert Wilansky [67], et tema naisevenna Helmut Smitd’i
telefoninumbril 4937775=3-5-5-65837 on nii numbrite summa kui ka algtegurite
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numbrite summa 42. Tadhistades tdisarvu » numbrite summat s(n) ja koikide algtegurite

numbrite summat s, (n), siis toepoolest
s(4937775)=4+9+3+T7+T7+7+5=42,5,(4937775) =3+5+5+6+5+8+3+7=42.

Sellest tulenevalt said sellise omadusega arvud oma nime Smith’i arvud ja algas nende

omaduste uurimine.

Definitsioon 3.2.1. Kordarv on Smith’i arv (Smith number), kui selle numbrite summa on

vordne arvu algtegurite numbrite summaga, s.t kordarv n on Smith’i arv, kui s(n) = ,(n).

Esimesed Smith’i arvud on: 4, 22, 27, 58, 85, 94, 121, 166, 202, 265 [53, A006753].

Wilansky leidis algul 360 Smith’i arvu, mis on vdiksemad kui 10000. Hiljem leiti veel 16
Smith’1 arvu, mis puudusid Wilansky loetelus, kuid oli vdiksemad arvust 10000.

Viiksemate arvude korral on suhteliselt lihtne leida algteguriteks lahutust ja kontrollida
definitsiooni jérgi, kas antud arv on Smith’i arv vdi mitte. Uhtset eeskirja, mis suurte arvude
korral voimaldaks lihtsamalt kindlaks teha, kas antud arv on Smith’i arv voi mitte, ei ole veel
leitud. Kiill aga on leitud mdned eeskirjad teatud erijuhtude jaoks, millede selgitamiseks

sOnastame esmalt jargmised abitulemused.

Lemma 3.2.1. Kui on teada tdisarvu n kiimnendesituse numbrid, siis arvu 2n numbrite
summa leidmiseks, tuleb liita arvu #z ristsummale arvu »n koik numbrid, mis ei ole suuremad

kui 4 ning arvu n iga numbri k > 5 korral liita arv £ — 9.

Toestus. Kui n=0,1,2,3,4, siis ilmselt s(n)=n ning s(2n)=2n. Seega sellisel juhul
s(2n)=s(n)+n. Kui aga n=5,6,7,8,9, siis s(n)=n ja 2n=10+ (2n—10). Sel juhul
s(2n) =s(n)+n—9. Seega arvu n ristsummast tuleb sel juhul lahutada arv 4 numbri 5 korral,

lahutada arv 3 numbri 6 korral, arv 2 numbri 7 korral ja arv 1 numbri 8 korral. Mitmekohalise
arvu n korral tuleb iilaltoodud eeskirja rakendada iga numbri jaoks eraldi. Seega arvu 2n
ristsumma leidmiseks tuleb liita arvu z ristsummale arvu » kdik numbrid, mis ei ole suuremad

kui 4 ning iga numbri k£ > 5 korral littaarvk—9. m

Naiteks arvu n=1276 korral s(n)=16 ja 2n =2552. Siis lemma 3.2.1 podhjal
s2n)=s(m)+1+2+(7-9)+(6-9)=16+3-2-3=14.

79



Lemma 3.2.2. Téhistagu s,(n) tdisarvu n koikide algtegurite numbrite summat ja s(n)
taisarvu n koikide numbrite summat. Kehtivad jairgmised viited:
1) s(q)=s,(q) mis tahes algarvu g korral;
2) s,(mn)=s,(m)+s,(n) mis tahes positiivsete tdisarvude m ja n korral.
Toestus. 1) Kuna algarvu algteguriks on arv ise, siis on selge, et s(q) =s,(q) .
2) On ilmne, et kui m ja n on iihistegurita arvud, siis vordus kehtib.
B,

Olgu arvud m ja n on antud kanoonilisel kujul m = p,“ p,” ... p,“ ja n=q,"¢,” ... q,

Oletame, et leiduvad indeksid i jaj nii, et p, =g . Siis
s, (mn)=(a; + B,)s(p))+a,s(p)+...+ o, s(p )+ &y s(p) +...+as(p)+

+his(g)+...+ j—ls(qj—l) +:Bj+1s(qj'+1) +...+B.5(q,) = Sp(m)+sp(n)'
Nieme, et sel juhul vordus kehtib ja on selge, et védide kehtib ka siis, kui {ihiseid algtegureid

oleks rohkem kui iiks. m

Lause 3.2.1. Kui ¢ on algarv, siis kordarv 2¢ on Smith’i arv siis ja ainult siis, kui

s(2q)—s(q) =2.

Toestus. Kui kordarv 2g on Smith’i arv, siis definitsiooni 3.2.1 ning lemma 3.2.2 pdhjal
saame, et s(2q) =s,(29) =5,(2)+s5,(q9) =2+ s(q) ehk s(29)—s(q)=2.
Teiselt poolt, kui algarvu ¢ korral kehtib vordus s(2¢)—s(g)=2, siis

5s(2q)=s(g)+2=15,(q)+5,(2) =5,(29), millest jareldub, et 2¢ on Smith’i arv. m

Tdestatud lause 3.2.1 ja lemma 3.2.1 pdhjal saab sonastada praktilise eeskirja kontrollimaks,
kas kordarv 2¢, kus ¢ on algarv, on Smith’i arv vdi mitte.
Selleks, et kindlaks teha, kas arv 2¢g, kus ¢ on algarv, on Smith’i arv, tuleb
1) liita arvu g kdik numbrid, mis ei ole suuremad kui 4;
2) saadud summast tuleb lahutada iga number 5 korral arv 4, iga number 6 korral arv 3,
iga 7 korral arv 2 ja iga 8 korral arv 1.

Kui saadud tulemus on 2, siis arv 2¢g on Smith’i arv.

Naiteks 69214 =2 - 34607, kus 34607 on algarv. Arvutame: 3+4 -3 -2 =2. Seega 69214

on Smith’i arv.
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Téhistagu R, n-kohalist tdisarvu, mis koosneb ainult numbritest 1. Néiteks Rs=11111. On

teada, et arvude R seas leidub algarve, néiteks R,, Ri9, Ry3ja R315[65].

Selliste algarvude abil saab konstrueerida Smith’i arve. Jargnevalt iiks selline konstruktsioon

S. Oltikarilt [41].
Lause 3.2.2. Kui R, on algarv ja n >3, siis 3304 ‘R, on Smith’i arv.

Toestus. Kuna 3304=2-2-2-7-59 ja R, on algarv, siis lemma 3.2.2 pdhjal saame
5,(3304-R,) =27+ n. Néitame niitid, et ka s(3304-R ) =27+ n niipea, kui n>3.
Kui n=3, siis s(3304-111) =5(366744) =30 =n+27. Juhtudel n>4 esitame arvu R,

10" =1 o0 eiame, ot 3304+ R, = 3304 10" =1 _ 33039..96696

kujul R, = =3671...1744

kus saadud arvu keskel on n —4 numbrit 1.

Seega s(3304-R,)=15(3671...1744) =314+ n—4=n+27 ning arv 3304 -R on algarvulise

R, korral tdepoolest Smith’i arv. m

Viimastel andmetel avaldub suurim teadaolev Smith’i arv kujul

91{1031 . (1069882+ 3. 1034941+ 1)1476 . 103913210

ja on 107060074-kohaline arv ([65], mai 2010).

Paneme téhele, et korrutamine arvuga 10 ei muuda arvu numbrite summat, kiill aga suurendab

7 vorra arvu algtegurite numbrite summat. Jérelikult kui s(n)—s,(n) =7, siis arv 10n on
Smith’1 arv.

Naiteks s(69)—s,(69)=7 ning arv 690 on tdesti Smith’i arv, sest s(690)=15 ja
5,(690)=2+3+5+2+3=15.

Kirjeldatud tdhelepanek annab jargmise voimaluse Smith’i arvude genereerimiseks [41].

Lause 3.2.3. Kui tdisarvu n korral s(n) >s,(n) ja s(n)—s,(n) jagub arvuga 7, siis kordarv

s(n)—s,(n)
7

10%-n, kus k = , on Smith’i arv.

- . . o, s(m)-s,(n)
Toestus. Ulalpool 6eldut arvestades saame, et kui k = ———— sii
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s(10% - n) = s(n) =s(n)—s,(n)+s,(n)=s,(n) +7k=sp(10" -n).

Seega vaadeldav arv 10*- n on Smith’i arv. m

Lause 3.2.4. Kui g on algarv, mis koosneb vaid numbritest 0 ja 1, siis leidub selline tdisarv n,

et ng on Smith’i arv.

Toestus. Olgu algarvus g number iihtesid m tiikki, s.t s(g) = m. Lause 3.2.3 pohjal on piisav

ndidata, et leidub selline positiivne téisarv n, et s(ng)—s,(nq) jagub arvuga 7, kui
s(ng) > s ,(nq).

Kui téisarv m jagub arvuga 7, siis s(7q)=7m ja s,(7q) =m+7. Kuna m ei saa olla 1, siis
s(7q) >s,(7q) ja s(nq)—s,(nq) jagub arvuga 7. Seega arv nq on Smith’i arv.

Kui m annab arvuga 7 jagamisel iihe jidkidest 1, 2, 3, 4, 5 voi 6, siis saab analoogiliselt

eelnevaga niidata ja neil juhtudel sobib arvu n viirtuseks vastavalt arv 6, 2, 5, 14,3 voi 4. m

Toodud konstruktsioonid ning mitmedki teised nendele sarnased moodused genereerivad vaid
teatud tiitipi Smith’1 arve. P. Castello ja K. Lewis konstrueerisid [8] (2002) iihe Idpmatu
Smith’i arvude jada. Nimetatud autorite poolt konstrueeritud Smith’i arvude osajada tildliige
on esitatud kujul

a, =10" -117(10" -1),
kus n > 7, on jadk, mis tekib arvu 4x jagamisel arvuga 7, kusjuures x on omakorda jadk, mis
tekib arvu s(10" —1) —s, (10" —1) jagamisel arvuga 7 ning

. s(117(10" =1)) —s, (117 (10" ~ 1))
_ E _

Niiteks 7 = 8 korral x =6, j =3 ja k= 5 ning a, =10°-11°(10* — 1) = 13309999866900000 on

nimetatud Smith’1 arvude 10pmatu osajada esimene liige [8].

Kuna pole veel suudetud leida Smith’i arvude jada tldlitkme valemit, siis otsitakse ka
arvjadasid, mille litkmed ei saa kindlasti olla Smith’i arvud. Jargmine lause annab tiihe sellise

jada [69].

Lause 3.2.5. Ei leidu Smith’i arve kujul 3" -¢g, kus ¢ >3 on algarv ja m on positiivne

taisarv.
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Toestus. Kui m ja g on positiivsed tdisarvud, siis tdisarv 3" - ¢ jagub arvuga 3 ning seega ka
s(3"-q) jagub arvuga 3. Arv 5,(3"-q)=5,(3")+s,(q) =3m+s(q) aga ei jagu arvuga 3
algarvu ¢ >3 korral. Seega arvu 3" -g numbrite summa s(3"-¢g) ei saa olla vdrdne

vaadeldava arvu algtegurite numbrite summaga s,(3" - ¢) ning jarelikult ei leidu Smith’i arve

kujul 3" - ¢, kus g >3 on algarv ja m on positiivne tdisarv. m

Samas aga, kui ¢ =3, siis niiteks arv 3” -3 =27 on Smith’i arv.

3.2.2. Smith’i arvude moningaid eriliike

Smith’i arvude uurimiseks koostatud arvutiprogramm [36] on voimaldanud leida kiillalt palju
Smith’i arve, avastada mitmeid nende arvude eriliikke ning Smith’i arvude mitmikuid.
Nimetatud arvutiprogrammi abil on vilja eraldatud néiteks jdrmised Smith’1 arvude eriliigid:
1) Smith’i palindroomarvud (palindromic Smith numbers, [53, A098834]). Need on
Smith’i arvud, mille esitus kiimnendsiisteemis ei muutu, kui neid lugeda kas vasakult
paremale vOi paremalt vasakule
Niiteks: 4, 22, 121, 202, 454, 535, 636, 666, 1111, 1881, 3663, 7227, 7447, 9229,
10201, 17271, 22522, 24142.
2) Smith’i iimberpooratavad arvud (reversible Smith numbers, [53, A104171]). Need
on positiivsed tdisarvud, mis nii vasakult paremale kui paremalt vasakule lugedes
osutuvad Smith’i arvudeks.
Naiteks: 265 ja 562, 1507 ja 7051, 4369 ja 9634.
3) Smith’i 2-algarvud (Smith semiprimes, [53, A098837]). Need on Smith’i arvud,
mis on esitatavad kahe (tingimata mitte erineva) algarvu korrutisena.
Niiteks: 4, 22, 58, 85, 94, 121, 166, 202, 265 jne.
4) Smith’i litaga arvud (abundant Smith numbers, [53, A098835]). Need on Smith’i
arvud, mille parisjagajate summa on suurem arvust endast.
Naiteks: 378, 438, 576, 588, 636, 648, 654, 666.
5) Smith’i puuduga arvud (deficient Smith numbers, [53, A098836]). Need on Smith’i
arvud, mille parisjagajate summa on viiksem arvust endast.
Naiteks: 4, 22, 27,58, 85, 94, 121, 166, 202, 265, 274.
6) Smith’i ruutarvud (Smith square numbers, [53,A098839]). Need on Smith’i arvud,

mis osutuvad mone taisarvu ruuduks.
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Naiteks: 4, 121, 576, 729, 6084, 10201.

7) Smith’i kuuparvud (Smith cubic numbers, [53,A098838]). Need on Smith’i arvud,
mis osutuvad mone tdisarvu kuubiks.

Naiteks: 27, 729, 19683, 474552.

8) Smith’i kolmnurkarvud (Smith triangular numbers, [53,A098840]). Need on
Smith’i arvud, mis osutuvad {ihtlasi ka kolmnurkarvudeks, s.t leidub selline positiivne

tdisarv k nii, et vaadeldav arv esitub kujul k(k+1)/2.

Naiteks: 378, 666, 861, 2556, 5253, 7503, 10296.

Nii nagu teistegi positiivsete tdisarvude jadade korral, pakub Smith’i arvude korralgi uurijaile
huvi selliste jdrjestikuste tdisarvude leidmine, mis osutuvad koik vaadeldava omadusega

arvudeks, antud juhul siis Smith’i arvudeks.

Definitsioon 3.2.2. Kaks jdrjestikust tdisarvu on Smith’i vennad (Smith brothers), kui

molemad arvud on Smith’i arvud.

Esimesed Smith’i vennad on: (728, 729), (2964, 2965), (3864, 3865), (4959, 4960)
[53, A050219,A050220].

Leidub ka rohkem kui kaks jérjestikust tdisarvu, mis on Smith’i arvud (kolmikud, nelikud,
viisikud, kuuikud ja seitsmikud).

Naiteks vdhim kolmest jarjestikusest tdisarvust koosnev Smith’i kolmik on (73615, 73616,
73617).

Jens Kruse Andersen leidis 28. aprillil 2008, et esimene jdrjestikuste Smith’i arvude seitsmik

algab arvuga 164736913905 [26].

3.2.3. Smith’i arvude méningaid iildistusi

Wayne Mc Daniel iildistas (1987) Smith’i arvude mdiste [35].

Definitsioon 3.2.3. Kordarv n on k-Smith’ i arv, kui arvu n algtegurite numbrite summa on &

korda suurem arvu n numbrite summast, s.t kui s, (n) =k - s(n).

Wilansky poolt defineeritud Smith’i arvud on seega 1-Smith’i arvud.

Esimesed 2-Smith’i arvud on: 32, 42, 60, 70, 104, 152, 231, 315, 316 [53, A104390].
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Mc Daniel néitas ka, et k-Smith’i arve on 10pmatult palju iga positiivse tdisarvu k korral. See

véide tOestas esimesena, et ka Smith’i arve on 16pmata palju.

Smith’i arvudega on seotud ka teatavad naturaalarvude hulgad.
M. Smith defineeris aastal 1996 kaks naturaalarvude hulka ja andis neile nimed oma ndbude

Monica ja Suzanne jargi.

Definitsioon 3.2.4. Positiivse tdisarvu n korral moodustavad Monica hulga M, koik sellised
kordarvud r, mille korral »n jagab arvu » numbrite summa s(r) ja arvu r algtegurite numbrite

summa s ,(r) vahet, s.t n ‘ (s(r)=s,(r)).

Definitsiooni kohaselt kuuluvad hulka M, kdik kordarvud. Mdningate allikate (néiteks [65])
kohaselt loetakse ka arv 1 hulka M, .

Naiteks Monika hulga M ; esimesed elemendid kasvavas jarjekorras on: 4, 9, 10, 22, 24, 25,
27,34,42,46, 55, 58, 60, 72, 78, 81, 82, 85, 94.

Vaatame millistesse Monica hulkadesse kuulub arv 10. Kuna s(10) =1 ja s,(10) =7, siis

5(10)—s,(10) =1-7 =—6. Jarelikult arv 10 kuulub Monika hulkadesse M, M,, M, ja M.

Definitsioon 3.2.5. Positiivse tdisarvu n korral moodustavad Suzanne hulga S, koik sellised

kordarvud r, mille korral n jagab arvu r algtegurite numbrite summats () ja n jagab arvu r

numbrite summat s(7),s.t n | s(r)jan ‘ s, (r).

Suzanne hulkade §,, S, ja S, esimesed elemendid kasvavas jérjekorras on:

n S

1 4,6,8,9,10,12, 14, 15, 16, 18, 20
2 4,8,15,22,26,35,42, 44, 60, 62, 64
3 9,24,27,42,60,72,78, 81, 105, 114
Moningate allikate (néiteks [65]) kohaselt loetakse ka arv 1 hulka S, .

Vaatame millistesse Suzanne hulkadesse kuulub arv 24. Kuna 5(24) = 6 ja s ,(24) =9, siis arv

24 kuulub Suzanne hulkadesse S, ja S,.
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Jargnevalt moned tulemused Monica ja Suzanne hulkade ning Smith’i arvude kohta,

tuginedes raamatule [61].
Lause 3.2.6. Kui » on Smith’i arv, siis iga positiivse tdisarvu n korral » kuulub hulka M,

Toestus. Smith’i arvude korral s(r) —s,(r) = 0 ning iga positiivne tdisarv jagab arvu 0.

Jireldus 3.2.1. Iga Monica hulk on 16pmatu.
Lause 3.2.7. Kui arv m jagab arvu n, siis hulk M, on Monica hulga M,, alamhulk.
Toestus. Kui xe M

siis s(x)—s,(x) jagub arvuga n. Kuna m jagab arvu n, siis ka

n?o

s(x)—s,(x) jagub arvuga m. Seega xe M, . =

Lause 3.2.8. Kui arv k>1 on tdisarv, siis k&~-Smith’i arvude hulk on Monica hulga M, |

alamhulk.
Toestus. Olgu x k-Smith’i arv, st s, (x)=k-s(x). Siis s(x)—s,(x)=—(k—1)s(x), mis

téhendab, et s(x) —s,(x) jagub arvuga k —1. Jarelikultx e M, . m

Lause 3.2.9. Kui 7 on k-Smith’i arv, siis ta kuulub Suzanne hulka S, .

Toestus. Kui n on k-Smith’i arv, siis s,(n)=k-s(n) ja jérelikult nii algtegurite numbrite

summa kui ka arvu numbrite summa jaguvad arvuga s(n). m

Lause 3.2.10. Kui SUT (s(n),s ,(n)=d, siis arv n kuulub 7(d) erinevasse Suzanne hulka,

kus 7(d) téhistab arvu d positiivsete jagajate arvu.

Toestus. Kui SUT (s(n),s,(n))=d, siis d| s(n) ja d ‘ s,(n). Jaguvuse omaduse pohjal ka
arvu d koik tegurid jagavad nii arvu s(n) kui ka s ,(n). Seega arv n kuulub 7(d) erinevasse

Suzanne hulka. m

Jireldus 3.2.2 Kui n on Smith’i arv, siis arv n kuulub 7(s(n)) erinevasse Suzanne hulka.
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3.3. Raiskavad, vordnumbrilised ja siastlikud arvud

Koige lihtsamaks viisiks positiivsete tdisarvude jaotamiseks nende kanoonilise kuju jédrgi on

jaotada need ldahtuvalt sellest, mitu numbrit on arvus ning selle kanoonilises kujus.
3.3.1. P6himaoisted

Tahistagu o(n) positiivse tdisarvu n kiimnendesituses olevate numbrite arvu ja y(n) selle
arvu kanoonilises kujus olevate numbrite arvu.

Niiteks, kui n =120 =2"-3-5, siis arvu 120 numbrite arv on 3, arvu 120 kanoonilises kujus
aga esineb 4 numbrit: algtegurid 2, 3 ja 5 ning lihest suurem astendaja 3 (astet 1 ei kirjutata ja

sellest tulenevalt ka ei loendata). Arvu 120 korral on seega 6(120) =3 ja y(120) =4.

,
Uldiselt, kui positiivse tdisarvu n kanooniline kuju on n = H p,”, siis
i=1

Y=Y 8(p)+5'(@,). kus 8'(a) = 5(a). kui @ > 1 ja 5'(1)=0.

i=1

Bernardo Recaman Santos (1995) véttis kasutusele vordnumbriliste arvude (equidigital

number) moiste [50].

Definitsioon 3.3.1. Positiivne tdisarv n on vordnumbriline arv (equidigital number), kui arvu

n kanoonilises kujus on sama palju numbreid kui arvus n, s.t kui y(n) = d(n).

Esimesed vordnumbrilised arvud on: 1, 2, 3, 5, 7, 10, 11, 13, 14, 15, 16, 17, 19, 21, 23 [53,
A046758].

Jargmisele arvude liigile, kus kanoonilises kujus on rohkem numbreid kui arvus, annab

Wolfram MathWorld [65] jargmise definitsiooni.

Definitsioon 3.3.2. Positiivne tdisarv n on raiskav arv (wasteful number), kui arvu n

kanoonilises kujus on rohkem numbreid kui arvus n, s.t kui y(n) > d(n).

Esimesed raiskavad arvud on: 4, 6, 8, 9, 12, 18, 20, 22, 24 [53, A046760].

Wikipedia [66] ja ka mdned teised allikad [10] nimetavad dsja defineeritud raiskavaid arve

aga ekstravagantseteks arvudeks (extravagant numbers).
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Sddstlikeks arvudeks (economical numbers) nimetatud arvudel leidub aga kaks erinevat

definitsiooni. Wolfram MathWorld [65] annab jargmise definitsiooni.

Definitsioon 3.3.3. Positiivne tdisarv n on sddstlik arv (economical number), kui arvu n

kanoonilises kujus on vihem numbreid, kui arvus #n, s.t kui y(n) < d(n).

Esimesed sdidstlikud arvud definitsiooni 3.3.3 jirgi on: 125, 128, 243, 256, 343, 512, 625, 729
[53, A046759].

B.R. Santos [50] ja R.G.E. Pinch [44] ning nendele tuginevad allikad nimetavad sééstlikeks
koiki mitteraiskavaid positiivseid tdisarve ning toovad sisse nn kokkuhoidlike arvude (frugal

numbers) maiste, mis iihtib definitsiooni 3.3.3 mottes sdistlike arvudega.

Definitsioon 3.3.3.A Positiivne tdisarv n on sddstlik arv (economical number), kui arvu n

kanoonilises kujus ei ole rohkem numbreid, kui arvus n, s.t kui y(n) < o(n).

Definitsioon 3.3.4. Positiivne tdisarv n on kokkuhoidlik arv (frugal number), kui arvu n

kanoonilises kujus on vihem numbreid, kui arvus #n, s.t kui y(n) < d(n).

Kohates kirjanduses siistlike arvude (ecomomical numbers) mdistet, tuleb kindlaks teha,
millisest definitsioonist autorid on ldhtunud. Ké&esolevas t66s ldhtutakse Wolfram
MathWorld’i [65] definitsioonidest 3.3.1 — 3.3.3, s.t samastatakse séddstlike ja kokkuhoidlike

arvude maisted.

3.3.2. Pohitulemused

Tahistagu h(n) positiivse tdisarvu n numbrite arvu J6(n) ja kanoonilises kujus olevate
numbrite arvu y(n) vahet, s.t h(n)=0(n)— y(n). Definitsioonidest 3.3.1 — 3.3.3 jarelduvad

vahetult jairgmised tulemused.

Lause 3.3.1. Positiivne tdisarv n osutub
1)  vOrdnumbriliseks arvuks parajasti siis, kui 4(n) =0;
2) raiskavaks arvuks parajasti siis, kui 4(n) <0;

3) sddstlikuks arvuks parajasti siis, kui A(n) > 0.
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Uute arvude defineerimisel kerkib alati {iles ka kiisimus nende arvuhulkade ldpmatusest.
Vordnumbriliste arvude korral laheneb probleem lihtsalt. Definintsioonist 3.3.1 saame

vahetult jarelduse.

Jireldus 3.3.1. Koik algarvud on vordnumbrilised arvud.
Kuna algarve on 1dpmata palju, siis on dige jairgmine véide.
Jireldus 3.3.2. VOrdnumbrilisi arve on 10pmata palju.

Naitamaks, et ka raiskavaid ning sdéstlike arve on l1opmata palju, tdestame eelnevalt teatud

vorratuste kehtivuse [44].

On selge, et 8(n) = k parajasti siis, kui 10" <n <10".

Lemma 3.3.1. Kui positiivsete tdisarvude m ja n korral m > n, siis

S(m) < S(m+n) <1+8(m). (3.1)

Téestus. Olgu 8(m) =k . Sel juhul 10" <m+n<2m<2-10* <10*" ehk
o(m)<o(m+n)<1+o6(m).m

Lemma 3.3.2. Positiivsete tdisarvude m ja n korral

o(m)+9(n)—-1<06(mn) <6(m)+(n). (3.2)

Toestus. Olgu o(m)=1[ ja S(n)=k, siis 107 <m<10" ja 10" <n<10*. Jirelikult

1072 < n < 10™* ehk S(m)+3S(n) —1<6(mn) < S5(m)+6(n). m

Lemma 3.3.3. Positiivsete tdisarvude m ja n korral

y(mn) < y(m) +y(n). (3.3)

Toestus. Vordus y(mn)=y(m)+ y(n) kehtib parajasti siis, kui tdisarvud m ja n on
tihistegurita arvud. Leidugu arvudel m ja n thiseid algtegureid. Kui m teguriks on p“ ja n
teguriks on p”, siis korrutise mn teguriks on p“*’. Uldisust kitsendamata vdime eeldada, et
a > . On vaja nididata, et kehtib vorratus 0'(a + )+ 0(p) < 0'(a)+0'(B)+20(p).

Kui a=p8=1, siis o' (a+f)=0'12)=0(12)<(p) ja 0'(ax)=05"(#)=0 ning tdepoolest
25(p) <2 5(p).

Kui a > f =1, siis kasutades vorratust (3.1), saame
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o'la+p)=0"(a+)=0(a+1)<d(a)+1 ning 0'(a)=0(x) ja d'(f)=0.
Seega tdepoolest o () +1+0(p) < o(a)+20(p), sest o(p) > 1.

Kui a > f > 1, siis siis kasutades vorratust (3.1), saame

8'(a+p)=06(a+p)<dé(a)+46(f) ning &'(a)=4d(a) ja 6'(f)=46(p).
Seega toepoolest o(a)+ d(f)+I(p) < o(a)+o(f)+20(p). m

Lemma 3.3.4. Positiivsete tdisarvude m ja n korral

h(mn) < h(m) + h(n) —1. (3.4)

Toestus. Vorratus jareldub tdestatud lemmadest 3.3.2 ja 3.3.3. Tdepoolest
h(mn) = 6(mn) —y(mn) < 6(m)+o(n)—1—(y(m)+ y(n))=h(m)+h(n)—1.m

Tdestatud vorratuse (3.4) pohjal voime sdonastada jargmise tulemuse.
Jéreldus 3.3.3. Raiskavate arvude korrutis on raiskav arv.

Téhistagu p# koigi algarvust p mitte suuremate algarvude korrutist.

Naiteks 11#=2-3-5-7-11.
Jargnevalt konstrueerime raiskavate ja sddstlike arvude hulkade 10pmatud alamhulgad [10].

Lause 3.3.2. Kui p > 2 on algarv, siis p# on raiskav arv.

Toestus. Lihtne on kontrollida, et 6(3#) < y(3#). Oletame, et algarvu p >3 korral kehtib
vorratus o(p#) < y(p#). Olgu arvust p suuruselt jargmine algarv g. On selge, et kehtib
vordus o(q) = y(gq) . Et arvud p# ja g on tihistegurita, siis tehtud oletuse ja lemmade 3.3.2 ja

3.3.3 pdhjal saame, et
o(q#) =o(pHq) <o(p#)+6(q) <y(p#)+(q) =y(p#)+7(q) =y(pHq) =y(g#). m

Kuna algarve on Idpmata palju, siis tdestatud lause annab vdimaluse konstrueerida iihe

raiskavate arvude 10pmatu alamjada. Seega voime sonastada tulemuse.

Jireldus 3.3.4. Raiskavaid arve on lopmata palju.

Lause 3.3.3. Kui k£ > 6 on tiisarv, siis 2* on sistlik arv.

Téestus. Lihtne on kontrollida, et kui 1<k <6, siis 5(2*) < y(2").
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Kui k=7, siis 8(27)=6(128) =3 ja »(27) =2. Seega arv 2’ on siistlik arv.
Oletame, et tdisarvu k >7 korral kehtib vorratus y(2)<&(2%), mis on samaviirne

vorratusega 7(2*) < 8(2%)—1. Vaatame arvu 2¥! Kuna arvud 2 ja 2¥ on tihisteguriga arvud,
siis tehtud eelduse ja lemmade 3.3.2 ja 3.3.3 pdhjal saame, et
(25 = p(2-25) <p(25) + 1(2) < 5(2) + 5(2) -1 52H).

Seega 2" on kindlasti saastlik arv, kui k> 6. m
Kuna arvust 6 suuremaid tdisarve on I0pmata palju, voime sdnastada tulemuse.

Jireldus 3.3.5. Saistlikke arve on 10pmata palju.
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4. Elementaarse arvuteooria pohivara

To0 selles osas antakse elementaarse arvuteooria podhimdisted ja tulemused, mis kuuluvad kas
ildharidusliku kooli dppekavasse voi on vajalikud erineva tasemega matemaatikavoistluste
iilesannete lahendamiseks. Tulemustele, mida ei késitleta koolimatemaatikas, on lisatud ka

toestusskeemid.

4.1. Taisarvude jaguvus

Definitsioon 4.1.1. Tdisarv a jagub tdisarvuga b # 0 parajasti siis, kui leidub tdisarv £ nii, et

a=kb.

Definitsioon 4.1.2. Arvu tegur ehk jagaja on tdisarv, millega vaadeldav tdisarv jagub. Arvu
pdrisjagaja on arvu tegur, mis erineb arvust endast. Arvu kordne on tdisarv, mis jagub

vaadeldava tdisarvuga.

Kui arv a jagab arvu b, siis kirjutame a | b.

Jaguvuse peamised omadused.

1) Kui a # 0, siis a|aja a|0.

2) Iga a korral 1| a.

3) Kui a| b ja a| ¢, siis mis tahes tdisarvude x ja y korral a| (bx+cy).
4)Kui a| bja b| c,siis a c.

5)Kui a>0ja b>0 ning a|bjab|a,siis a=b.

6)Kui a>0ja b>0 ja a|b,siis a<b.

7) Kui a|bja b #0, siis §|b.

8) Kui a|b ja c|d,siis ac|bd.

9)Kui k # 0, siis ka| kb siis ja ainult siis, kui a| b.
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Jaguvustunnused

Jaguvustunnus annab tarvilikud ja piisavad tingimused selleks, et arv jaguks mingi etteantud
arvuga.

Naiteks: Téisarv jagub arvuga 11 parajasti siis, kui arvu paaritutel kohtadel paiknevate

numbrite summa ja paarisarvulistel kohtadel paiknevate numbrite summa vahe jagub arvuga

11.

4.2. Suurim iihistegur, vahim iihiskordne

Definitsioon 4.2.1. Téisarv ¢ on arvude a,, a,, . . ., a, tihistegur, kui koik arvud
a,, a,, ... , a, jaguvad selle arvuga t. Arv d on arvude a,, a,, ..., a, suurim tihistegur,

kui d on nende arvude tihistegur ja d jagub nende arvude iga {ihisteguriga ¢.

Definitsioon 4.2.2. Kui arvude suurim iihistegur on 1, siis Oeldakse, et need arvud on

tihistegurita arvud.

Definitsioon 4.2.3. Téisarv » on arvude a,, a,, . . ., a, tihiskordne, kui see arv n jagub
koigi arvudega a,, a,, ..., a,. Arvmonarvude a,, a,, ..., a, vihim iihiskordne, kui m on

nende arvude iihiskordne ja iga {ihiskordne # jagub arvuga m.

Téisarvude a,, a,, ..., a, suurimat iihistegurit ja vihimat {ihiskordset tdhistame vastavalt

SUT(al, a,,...,a,)=d ja VUK(al, Ayy.on, ) =m.

k k
Lause 4.2.1. Kui aznpi“" ja bznpiﬂ", kus p, on algarvud ning ¢, ja S on
i=1

i=1

1 .o k a
mittenegatiivsed tdisarvud, siis SUT (a,b) = H p.m ) ja VUK (a,b) = H p el

i=1

Arvude suurima iihisteguri ja vdhima iihiskordse peamised omadused:

1) SUT (ma,mb)=m -SUT (a,b).
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2) SUT (a,a+1)=1.

3)Kui d |a ja d|b,siis sUT[ﬁ,ﬁj
d’d

_ SUT(a,b)
— =

) SUT(SUTCza,b) ’ SUTléa,b)j =1

5) Kui SUT (a,b) = 1, siis SUT (c,ab) = SUT (¢,a) - SUT (¢,b).

6) Kui ax+by =m, kus x ja y on tiisarvud, siis SUT (a,b) jagub arvuga m.
7) Kui m on tidisarv, siis SUT (a + mb,b)= SUT (a,b).

8) SUT(a, SUT(b,c)) =SUT(SUT(a,b), c).

9) VUK (ma,mb)=m -VUK (a,b) .

10) VUK (a,a +1)= a(a+1).

11) VUK(a, VUK(b,c)) = VUK(VUK(a,b), ¢).

12) VUK(a ,SUT(a,b))= a.

13) SUT (a,b)- VUK (a,b) =a - b.

4.3. Algarvud ja kordarvud

Definitsioon 4.3.1. Positiivne tdisarv on algarv, kui sellel on tépselt kaks positiivset jagajat.

Teoreem 4.3.1. Leidub 16pmata palju algarve.

Toestus 1. Oletame vastuvditeliselt, et algarve on Ioplik hulk 4 = {p,, p,, ..., p, }.
Vaatame arvu m = p,p, ... p, +1. See arv ei jagu iihegi algarvuga p,, p,, ..., p,. Jarelikult
peab m olema kas algarv voi kordarv, mille algtegurid erinevad algarvudest p,, p,, ..., p,.

Molemal juhul leidub jérelikult vihemalt tiks algarv lisaks neile, mis moodustasid 15pliku

hulga 4. Tekkis vastuolu ja jarelikult oletus, et algarve on 16plik hulk oli vale. m

Toestus 2. Niitame, et iga positiivse arvu m korral leidub temast suurem algarv. Vaatleme

arvu m!+1. Olgu p selle mingi algtegur, siis p|m+1. Kuna iga arvust m vidiksema arvuga

jagamisel annab m'+1 jddgi 1, siis p>m.m

94



Definitsioon 4.3.2. Mersenne’i arvud on naturaalarvud kujul 27 —1, kus p on positiivne

taisarv. Kui 27 —1 on algarv, koneldakse Mersenne i algarvust.

Esimesed Mersenne’i algarvud on: 3, 7, 31, 127, 8191, 131071, 524287, 2147483647 [53,
A000668].

43112609
2 -1

Ténaseks pdevaks on teada 47 Mersenne’i algarvu ning neist suurim on

12978189-kohaline kiimnendsiisteemi arv ([9] mai 2010). Kinnitus, et see on algarv, saadi 23.

augustil 2008. aastal. Uhtlasi on see ka teadaolevaks suurimaks algarvuks.

Teoreem 4.3.2. Kui a” —1 on algarv, kus n>1ja a > 1, siis a =2 jan on algarv.

n-2

Toestus. Kuna a" —1=(a—1)(a"" +a" > +...+a+1)on algarv, siis a—1=1 ja jirelikult

a =2 . Oletame vastuviiteliselt, et n on kordarv, siis n=rs, kus »>1 ja s>1. Sel juhul

2" —1=2" -1=Q2" =2 +2"? 4+ . +1). Vorduse paremal pool on kumbki tegur

suurem arvust 1 ja tekib vastuolu eeldusega, et 2" —1 on algarv. m

Definitsioon 4.3.3. Kaks algarvu on kaksikalgarvud, kui nende vahe on 2.
Definitsioon 4.3.4. Naturaalarv on kordarv, kui tal rohkem kui kaks positiivset jagajat.
Lause 4.3.1. Uhest suurema naturaalarvu vihim iihest suurem jagaja on algarv.

Toestus. Olgu arvu n>1 vihim iihest suurem jagaja p,. Kui p, ei oleks algarv, siis leiduks
arvul p, jagajadnii, et 1<d < p,. Sellest, et p, | njad | p, saame, et d | n. Eelduse kohaselt

oli aga p, vdhim arvust liks suurem arvu » jagaja. m

Lause 4.3.2. Kordarvu n viahim algarvuline jagaja ei lileta arvu Jn.

Toestus. Olgu p,arvu n vdhim algarvuline jagaja Siis n=np,, kus n 2> p,. Seega

n=np, > p,millest p, < Jn.
Lause 4.3.3. Naturaalarv n ja algarv p on kas iihistegurita voi p | n.

Téestus. Algarvu p ainsad positiivsed jagajad on 1 ja p. Seega tdesti, kas SUT (n, p) =1 vdi

SUT (n, p) = p . Viimane vdrdus aga tihendabki, et p | n.m
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Lause 4.3.4. Kui korrutis mn jagub algarvuga p, siis vihemalt iiks arvudest jagub arvuga p.

Toestus. Kui arv m ei jagu arvuga p, siis need arvud on iihistegurita. Kuna mn jagus arvuga p,

siis arv n peab jaguma arvuga p. m

Teoreem 4.3.3. (Bertrand). Mis tahes naturaalarvu n >4 korral leidub arvude n ja 2n-—2

vahel alati vihemalt liks algarv.

Goldbachi hiipotees. 1ga arvust 2 suurem paarisarv on esitatav kahe algarvu summana.

Hiipotees on piistitatud aastal 1742 ja on siiani toestamata voi timberliikkamata.

4.4. Arvu algteguriteks lahutus, kanooniline kuju

Teoreem 4.4.1. (aritmeetika pohiteoreem). Iga iihest suurem naturaalarv n on iihesel viisil

esitatav algarvude korrutisena n=p,p, ... p,, k=>1.

Toestus 1. Olgu algarv p, arvu n véhim arvust 1 erinev jagaja, s.t leidub naturaalarv », nii,
et n=pmn . Kul n >1, siis olgu p, tema vdhim algarvuline jagaja, s.t n, = p,n, ja
n = p,p,n,. Jitkame seda protsessi seni, kuni oleme saanud n, =1. Selline olukord tekib
kindlasti, sest n>n, >n, >..., kus n ja iga i korral n, on naturaalarvud. Jarelikult
n=pp,...0, k21.

Oletame vastuviiteliselt, et arvu n saab esitada algarvude korrutisena kahel erineval viisil

PPy ---Pr =9,9,--9,. Kuna iga p, jagab korrutist q,q,...q,, siis vastavalt lausele 4.3.4
peab leiduma ¢, mis on vordne arvuga p,. Jérelikult vorduse p,p,...p, =q,q,..4,
modlemal poolel on teguriteks samad algarvud. Oletame niilid, et algarvu p, on iihel pool ¢
korda ja teisel pool m korda ning ¢ > m . Kui niitid mdlemaid pooli lédbi jagada arvuga p,”,
siis saame olukorra, kus vdrduse iihel pool on algarv p,”" ja vorduse teisel pool ei ole tegurit

p, - See aga on vastuolus lausega 4.3.4. Jarelikult kahe esituse erinevus saab olla vaid tegurite

jérjekorras. m
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Toestus 2. Oletame vastuvaiteliselt, et leidub arve, mida saab vdhemalt kahel viisil esitada

algarvude korrutisena. Olgu arv n vdhim sellistest arvudest, s.t n=p,p, ... p, =¢q,9,...9, kus

r ja s on molemad suuremad arvust 1. Kui leiduvad 1<i<r ja 1< j<s nii, et p, =¢q,, siis

N ~ . . . n )
saame vOrduse mdlemaid pooli jagada arvuga p, ja oleme saanud arvu — kaks erinevat
D;

esitust algarvude korrutisena. Tekib vastuolu, sest eelduse kohaselt oli arv n vihim selline arv.

Jérelikult iga i ja j korral p; # ¢ . Uldisust kitsendamata vdime eeldada, et p, < q;. Siis

m=(q, = P-4, =49, --4,) = (P9:95---4,) = (PP - P,) — (P19295---4,) =
:pl[(pz ---pr)_(‘h%---qs)]'
Kuna p, ei jaga arvu (g, — p,), siis oleme arvu m kahel erineval viisil esitanud algarvude

korrutisena. Kuna m < n oleme saanud vastuolu eeldusega, et arv » on véhim arv, mida saab

esitada kahel erineval viisil algarvude korrutisena. m

Definitsioon 4.4.1. Uhest suurema naturaalarvu n kanooniline kuju on
n=p“p,"” ..p ", kus p, <p,<...<p,onalgarvud jaigai (i = l,...k) korral &, >0.
Arvu 1 kanooniliseks kujuks loetakse arvu 1.

M@énikord on kasulik esitada arvu kujul n=p,“ p,”* ... p,“ , kus a, > 0.

4.5. Jaagiga jagamine

Teoreem 4.5.1. Iga tdisarvu a ja positiivse tdisarvu b korral leiduvad iiheselt médratud

tdisarvud g jar nii,et a=bg+r,kus 0<r<b.

Toestus. Vaatame hulka S ={a—sh:son tiisarvja a—shb>0}. Hulgas S on
mittenegatiivsed arvud hulgast { ..,a—2b,a—b,a,a+b,a+2b,... } Kui a<0, siis
a—ab=a(l-b)>0 jajirelikult a —ab kuulub hulka S.Kui @ >0, siis a—(0-b)=a >0 ja
jarelikult a kuulub hulka §. Modlemal juhul on S mittetiihi mittenegatiivsete arvude hulk.
Téhistame hulga S véhimat arvu »r =a—-bg>0. Seega r—b=(a—-bq)-b=a—-(qg+1)b<0

ning jarelikult a =bg+r ja 0<r<b.
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Oletame, et see esitus ei ole iihene, s.t leiduvad ka tdisarvud u ja v nii, et a =bu+v, kus

0<v<b. Kui u<gq, siis kuna u ja ¢ on molemad tdisarvud, peab kehtima u+1<gq.
Jarelikult r=a-bg<a—-bu+1)=(a—-ub)—b=v—-b<0. Oleme joudnud vastuoluni
sellega, et » on mittenegatiivne. Sarnase aruteluga jouame vastuoluni kui oletame, et u > g .

Jéarelikult u = ¢ . Oleme saanud, et a =bg+r =bqg+v, millest v=r.m

Jireldus 4.5.1. Tidisarvu k korral saab iga positiivse tdisarvu n > 1 esitada kas kujul mk ,

mk+1, mk+2,...v01 mk+(k—1),kus m on tiisarv.
Lause 4.5.1. Iga algarv p >3 on kas kujul p =6k +1 vdi p =6k —1, kus k on tdisarv.

Toestus. Iga positiivne tdisarv avaldub iihel jargmisel kujul 6k, 6k+1, 6k+2, 6k+3,
6k +4 voi 6k+5.Kui k>1,siis 6k, 6k+2,6k+3 ja 6k +4 on kindlasti kordarvud. Seega

arvust 3 suuremad algarvud saavad olla vaid kujul 64k £1. m
Lause 4.5.2. Positiivse tdisarvu ruudu jagamisel arvuga 3 tekib jadk 0 voi 1.

Toestus. 1ga positiivne tiisarv avaldub iihel jargmisel kujul 3%, 3k +1 voi 3k + 2. Vaatleme
nende arvude ruute:(3k)° =9k%, (3k+1)° =9k> +6k+1 ja (3k+2) =9k> +12k+4.

Jarelikult jagamisel arvuga 3 tekib kas jddk O voi 1. m
Lause 4.5.3. Positiivse tdisarvu ruudu jagamisel arvuga 4 tekib jadk 0 voi 1.

Toestus. Iga positiivne tdisarv avaldub iihel jargmisel kujul 4k, 4k +1, 4k+2 voi 4k +3.

Vaatleme nende arvude ruute: (4k)* =16k*, (4k +1)° =16k* +8k +1,

(4k +2)* =16k> +16k + 4, (4k +3)* =16k +24k +9.

On néha, et nende jagamisel arvuga 4 tekib kas jadk 0 voi 1. Seejuures paarisarvu ruut jagub

arvuga 4 ja paaritu arvu ruudu jagamisel arvuga neli tekib jadk 1. m

Lause 4.5.4. Kui p on paaritu algarv, siis 2”~' —1 jagub arvuga 3.

Toestus. Et p on paaritu algarv, siis lause 4.5.1 pdhjal p =6k +1 vdi p =6k —1.
Kui p=6k+1, siis 2% —1=2% ~-1= (23k )2 —1. Lause 4.5.2 pohjal saame, et arv(23k )2

peab jagamisel arvuga 3 andma jisgi 1. Seega 2”~' —1 jagub arvuga 3.
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Kui p=6k-1,siis 2% —1=2%7 1= (23""1 )2 —1. Jéllegi lause 4.5.2 pdhjal saame, et arv

(23](_1 )2 peab jagamisel arvuga 3 andma jédgi 1. Seega 2" —1 jagub arvuga 3. m

4.6. Kongruentsid

Definitsioon 4.6.1. Kaks tdisarvu a ja b on kongruentsed mooduli m jéirgi ehk modulo m, kui

a ja b jagamisel mooduliga m saame iihe ja sama jdégi, s.o leiduvad sellised tdisarvud ¢, , g,

jar,eta=mgqg, +rjab=mq, +r, kus 0<r<m.
Kui tiisarvud a ja b on kongruentsed mooduli m jargi, siis kirjutame a = b (mod m) .

Arvu a kongruentsus arvuga 0 mooduli m jdrgi on samavéérne sellega, et arv a jagub arvuga
m.

Téisarvud a ja b on kongruentsed mooduli m jédrgi parajasti siis, kui nende arvude vahe a —b
jagub arvuga m.

Taisarvud @ ja b on kongruentsed mooduli m jérgi parajasti siis, kui iiks arv erineb teisest

mooduli kordse vorra, s.t leidub selline tiisarv ¢, et a = b+ mt .

Lause 4.6.1. Kongruentside pohilised omadused on:
1) kui a=b(modm) jad|a,d|m, siisd|b
2)kui a = b (mod m), siis SUT(a,m) = SUT(b, m)
a) muutumatu mooduli korral:
3) a =a (mod m)
4) kui a =b (mod m), siis b = a (mod m)
5) kui a =b (mod m) ja b=c (mod m), siis a =c (mod m)
6) kui a =b (mod m)ja c=d (mod m), siis a+c=b+d (mod m)
7)kui a+b = c (mod m), siis a =c—b (mod m)
8) kui a = b (mod m), siis tdisarvude ¢ ja u korral a +¢tm = b £ um (mod m)

9) kui a =b (mod m) ja c=d (mod m),siis a-c=b-d (mod m)
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10) kui a = b (mod m), siis naturaalarvu n korral a" =b" (mod m)
11) kui a = b (mod m), siis tdisarvu k korral ak = bk (mod m)
12) kui ka = kb (mod m) , kus arvud k ja m on iihisteguriteta, siis a = b (mod m)

b) muutuva mooduli korral:
13) kuia =b (mod m) ja k # 0 on téisarv, siis ak = bk (mod mk)
14) kui ak = bk (mod mk), siis a = b (mod m)
15) ak = bk (mod m) parajasti siis, kuia = b | mod S —
SUT(m, k)
16) a=b (modm,), a=b(modm,), ..., a=b(modm,k)parajasti siis, kui

a= b (mOd VUK(mlijD e mn ))

17) kui a =b (mod m) ja d | m,siis a=b (mod d).

Toestus:

1) Et a = b (mod m), siis m| a—b.Kuna d | aja d| m , siis jaguvuse omaduse pohjal d | b.
2) Et a =b (mod m), siis m| a—b. Olgu SUT (a,m) =d,, siis d, | a ja d, | m ja omaduse 1)
pdhjal d, | b. Olgu SUT (b,m)=d,, siis d, | b ja d, | m ja omaduse 1) pdhjal d, | a. Kuna
d, oli arvude a ja m suurim tihine tegur ja d, arvude m ja b suurim iihine tegur, siis peab
kehtima d, =d,, s.t SUT (a,m)= SUT (b, m).

3)Kuna arv 0 jagub koikide tdisarvudega, siis a—a =0 jagub arvuga m ja jdrelikult
a =a (mod m).

4) Kui a = b (mod m), siis m| a-bja m| —(a—>b), millest b = a (mod m).

5)Et a=b (mod m) ja b =c (modm),siis m| a—b jam|b-c.

Kuna a—c=a-b+b—c=(a—b)+(b—c) ja et m jagab mdlemat liidetavat, siis m | a-c,
5.0 a =c (mod m).

6) Et a=b(modm), siis m| a—b. Kuna a+c—(b+d)=(a—b)+(c—d) ja m|a—b, siis
m| a+c—(b+d)parajasti siis kui m|c—d, st c=d (modm) ja a+c=b+d (modm) on
samavairsed, kui a = b (mod m) .

7) Et a+b =c (mod m), siis m| a+b—c.Kuna a+b—-—c=a—-(c-Db), siis m| a—(c—b) ja

jérelikult a = ¢ —b (mod m) .
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8) Et a=b (mod m), siis m | a—b. Kuna iga arv jagab enda kordseid, siis on selge, et
m| a—-bxttmtum ehk attm=>b+tum (modm).

9)Et a=b (mod m) ja ¢ =d (mod m), siis m| a—b jam|c—d.

Kuna ac—-bd =ac—cb+cb—bd =c(a—b)+b(c—d)ja saadud voOrduse parema poole
molemad liidetavad jaguvad arvuga m, siis peab ka m | ac—bd ehk a-c=b-d (mod m).

10) Et a = b (mod m), siis rakendades omadust 9) » korda jérjest saame a” =b" (mod m)

11) jéreldub vahetult omadustest 3) ja 9).
12) Et ka =kb (mod m), siis ka—kb=k(a—b) jagub arvuga m. Kuna k£ ja m on

tihisteguriteta, siis m | (a—b),st a=b(modm).

13) Et a=b(modm), siis m| (a—>b). Jaguvuse omaduse pohjal km| k(a—b), st
ak = bk (mod mk).

14) Et ak = bk (mod mk), siis km | k(a—b). Jaguvuse omaduse podhjal m | (a—b), st
a=b (mod m).

15) Kui ak = bk (mod m), siis m | ka — kb . Jaguvuse definitsiooni jérgi leidub selline tdisarv

c, et k(a—b)=mc. Kuna SUT(m, k) jagab arve m ja k, siis saame, et

K amhy =" ussUT| K m |
SUT(m k) SUT (m, k) SUT(m,k) SUT(m,k)
Vordus kehtib siis ja ainult siis kui —| a-b,sta=b|mod S
SUT (m, k) SUT (m, k)

16) Kui a=b(modm,)iga i=1,2,...,k korral, siis iga i korral ka m, | a—>b. Jarelikult
a—b on arvude m,; ihiskordne. Et iihiskordne jagub alati vdhima {hiskordsega, siis
VUK (m,, ..., mk)| a-b.

Kui a=b(mod VUK(m,,m,,...,m,)), siis VUK(m,,..., mk)| a—b. Kuna iga i korral
ml.| VUK(m,,m,, ..., m,), siis jaguvuse omaduse pdhjal iga i korral m, | a-b.

17) Et a = b (mod m), siis m | a—b.Kuna d | m, siis jaguvuse omaduse 4) jargi d | a-b,s.t

a=b(modd).m
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4.7. Euleri funktsioon

Téhistame arvust 7 mitte suuremate ja temaga iihistegurita naturaalarvude arvu ¢(n) .
Lause 4.7.1. Kui arvud m ja n on tihistegurita, siis @(mn) = @(m)p(n) .

Toestus. Kirjutame arvud 1 kuni mn tabelisse nii, et esimeses reas oleks arvud 1 kuni m, teises

reas arvud (m+1) kuni 2m ja samamoodi jitkates oleks n. reas arvud (n—1)m+1 kuni mn.
Siis igas reas on ¢(m) arvu, mis on arvuga m Uhistegurita ja igas reas on ¢(n)arvu, mis on

iihistegurita arvuga n.

Tabelisse kirjutatud arvudest on arvuga mn Uhistegurita vaid need arvud, mis on iihistegurita
nii arvuga m kui ka arvuga n. Uhes veerus olevad arvud annavad kdik arvuga m jagamisel
sama jaagi. Kui veerus olevatest arvudest iiks on arvuga m iihistegurita, siis on seda kdik
selles veerus olevad arvud. Seega voime 6elda, et meil on veerud, mille jarjekorranumber on

tihistegurita arvuga m. On selge, et selliseid veerge on kokku ¢(m). Vaadates niilid tabeli
mingit veergu, kus asuvad arvud k, m+k, 2m+k,..., (n—1)m+k, vOime Gelda, et seal

asuvad arvud mx + k, kus arvu x védrtusteks on kdikvoimalikud jddgid, mis saavad tekkida

jagamisel arvuga n. Kuna m ja n on iihistegurita arvud, siis selles veerus on ¢(n) arvu, mis on

arvuga n iihistegurita. Seega on tabelis ¢(m)@(n)arvu, mis on iihistegurita arvuga mn. m

Algarvu p korral ¢(p)=p—1.

Kui n=p“, kus p on algarv, siis arvuga n thine tegur on vaid algarvu p kordsetel: p,

2p, .., (p“")p. Seega arvust p“ viiksemaid ja temaga iihist tegurit omavaid arve on p“~.

Jarelikult p(p®) = p* — p*' = pa(l_lj'
p

Seega oleme saanud, et kehtib jargmine teoreem.

Teoreem 4.7.1. Kui arv 7 on esitatud kanoonilisel kujul n = p,“ p,”...p, ™, siis

p(n) = nﬁ[l —Lj .

1

Teoreem 4.7.2. (Fermat’ vdiike teoreem). Kui p on algarv ja arvud a ja p on iihistegurita, siis
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a”" =1(mod p).

Toestus. Arvu a jagamisel arvuga p tekkivad jddgid on 1, 2, 3, ..., p—1. Ka nende jadkide
korrutised arvuga a (a, 2 a, 3 a, ..., a( p—1)) annavad koik arvuga p jagamisel erinevad

jadgid. Kui nende seas leiduks kaks, mis annavad arvuga p jagamisel sama jaégi ehk leiduksid

k ja lnii, et ka =la (mod p), siis lause 4.6.1 alapunkt 14 kohaselt k£ =/ (mod p), mis aga ei
ole vdimalik, sest £ ja / on erinevad ja arvust p viiksemad arvud. Leiame arvude
a,2a,3a,...,a( p—1)korrutise

a-2a-3a-...-.(p—Da=1-2-3-...-(p—1) (mod p).
See tidhendab, et (p—1)!a””" =(p—1)!(mod p). Kuna p on algarv, siis ta on arvuga(p —1)!

{ihistegurita ja jirelikult ¢’ =1 (mod p). m

Teoreem 4.7.3. (Euleri teoreem). Olgu a tdisarv ja m positiivne tdisarv ning arvud a ja m olgu
iihistegurita, siis @’ =1(mod m), kus ¢@(m) on arvust m mitte suuremate ja temaga

iihistegurita naturaalarvude arv.

Toestus. Tdestus on analoogne teoreemi 4.7.2 toestusega, aga arvuga m jagamisel tekkivatest
jadkidest vaadeldakse vaid neid, mis on arvuga m iihistegurita.

Vaatleme jidke, mis tekivad arvuga m jagamisel ja on arvuga m iihisteguriteta. On selge, et
selliseid jddke on ¢(m). Olgu need jadgid a, =1, a,,..., a,,,. Oletame, et arvu a
jagamisel arvuga m saame jddgi a'. Kuna a ja m on thistegurita, siis jirelikult leidub 7 nii, et

" ne(m) _  o(m) 1 1 !

a'=a;. On selge, et (a')”" =a”" (mod m). Vaatleme arve a', a,a', ..., a,,,a". Nende
arvude jagamisel arvuga m saame erinevad jadgid.

i i . . . —1- . . nem) —1. . .
Leiame korrutise a'-a,a'-...-a,,,a'=1-a,...~a,,, ()" =1-a,"...-a,,, (modm).

Kuna iga i korral a, ja m on iihistegurita, siis (a')?" = (mod m) . m
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4.8. Taisarvu positiivsete jagajate arv

Tahistame arvu n positiivsete jagajate arvu 7(n). Matemaatilises kirjanduses on levinud ka

tahistused d(n), o,(n).
Lause 4.8.1. Kui positiivsed tdisarvud m ja n on iihistegurita, siis 7(mn) = r(m)z(n).

Toestus. Vaatleme arvu mn , kus m ja n on iihistegurita arvud.

Arvu mn iga jagaja avaldub kujul m; - n,, kus m, on arvu m jagaja ja n; on arvu n jagaja.
Arvu m positiivsed jagajad on 1 =m,, m,, m,, ..., m, =m ja arvu n positiivsed jagajad on
l=n,, n,n,,...,n =n.Seega t(m)=k+1jazc(n)=t+1.

Vaadeldes arvu mn positiivseid jagajaid, siis iga m, korral on arvu mn jagajaid kokku #+1.

Seega 7(mn)=1(m)r(n). m

Teoreem 4.8.1. Kui tdisarv n > 1 on antud kanoonilisel kujul n = p,“ p,”...p,“ , siis arvu n
positiivsete jagajate arv on

k

r(n) =] J(a, +1) =(a, + (e, +1) ... (a, +1).

i=1
Toestus. Arv n=p,“ p,”..p," jagub arvuga m=p” p,”... p,”* parajasti siis kui iga i
korral 0< S, <«,. Seega arvu n iga positiivne jagaja esitub kujul plﬂ‘pzﬂz...pkﬂk. Iga i
korral on f, valikuks (I1+¢;) vOimalust. Seega p,,0,,...,0, valikuks on kokku
(o, +D)(1+a,)...(1+«,) voimalust. Jarelikult arvul n on (o, +1)(a,+])...(a, +1)

erinevat positiivset jagajat. m

Niiteks: 7(32670) = 7(2-3*-5-11°) = 1+ DB+ (1 +1)(2 +1) = 48.

Kui n >1, siis leidub Idpmata palju positiivseid tdisarve m, mille korral 7(m) = n. Naiteks

mis tahes algarvu p korral 7(p" ") =n.
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4.9. Taisarvu positiivsete jagajate summa

Tahistame arvu n kdigi positiivsete jagajate summat o(n).

Arvu n périsjagajate summa on o(n)—n.
Lause 4.9.1. Kui tdisarvud m ja n on tihistegurita, siis o(mn) = o(m)o(n).

Toestus. Vaatleme arvu mn , kus m ja n on ihistegurita. Arvu mn iga jagaja avaldub kujul
m, -n; kus m, on arvu m jagaja ja n, on arvu n jagaja. Arvu m positiivsed jagajad on
1, m/, m,,..., m, =m jaarvun positiivsed jagajadon 1, n,, n,,..., n, =n. Seega
om)=1+m +m,+...+m, jaoc(n)=1+n+n,+...+n,.
Arvu mn positiivseid jagajaid vaadates nieme, et iga m, korral on arvu mn jagajateks arvud,

mille summaon m,(1+n,+n,+...+n,)= m,o(n).

Liites koik jagajad, saame (14+m, +m, +...+m, )o(n) = oc(m)o(n). m

Teoreem 4.9.1. Kui tdisarv n > 1 on antud kanoonilisel kujul n = p,“ p,“*...p, ", siis arvu n

positiivsete jagajate arv on

k pai+1_1
ocn)=|]—~—.
1_1[ p;i—1

i

Toestus. Kui n=p,“ p,”..p,“, siis lause 4.9.1 pdhjal o(n) =o(p," o (p,”)...co(p,™).

a;+1
@ 1. . . =1
Algarvu p,“ kdigi positiivsete jagajate summa onl+ p, + p.” +...+ p.“ :p’—l
P~
Seega a(n)=o(p," )o(p,”)...o(p,”)=
k a;+1
a, a, ay p[ _1
=(l+p, +p +...+p"Y+p,+...+p,)...(+p, +...+p, )=Hﬁ.-
i=1 i

Jireldus 4.9.1. Kui n=gq, kus g on algarv, siis

2

-1
O'(q)zq . =q+1.
Kui n = 2", siis
2k+l_1
o2 )y=——=2""-1.
(2%) 51

105



om) _ ot

m n

Lause 4.9.2. Kui tdisarv n jagub tdisarvuga m, siis kusjuures vordus kehtib kui

Toestus. Kui n jagub arvuga d, siis leidub selline tdisarv k, et kd =n, s.t n jagub arvuga

n n 1
k—g. Seega a(n)—Zd—ZE—n;E.

d‘n d‘n

. Ce 1 1
Kui m on arvu n périsjagaja, siis om _s1 1_olm .
n

1
d‘n d d"m d m
Kui aga m = n, siis kehtib vordus. m

Lause 4.9.3. Leidub I6pmatult palju naturaalarve, mis ei ole iihegi tdisarvu positiivsete

jagajate summaks.

Toestus. Olgu naturaalarv n >9 ja k selline naturaalarv, et
n n
——l<k<—. 9.1
3 5 O.1)

Seega 2k <n ja 3k+3>n.Kuna n>9, siis 3k > 6 ja jirelikult £ >3 ning arvu k vééirtusi,

mille korral vorratus (9.1) kehtib, on rohkem kui T_IB_" Arvul 2k on vihemalt neli

positiivset jagajat: 1, 2, k ja 2k. Seega o(2k) >1+ 2+ k + 2k jakuna 3k +3 > n, siis saame, et

o(2k)>n. On selge, et arve k, mille korral vOrratused 2k <n, 3k+3>n ja c(2k)>n

kehtivad, on rohkem kui % ja seepdrast arvude o(l), o(2), ..., o(n)seas on rohkem kui

n ) . n
g arvu, mis on suuremad arvust n. Seega arvude 1, 2, ...n seas on rohkem kui g

naturaalarvu, mis ei saa olla o(x) vdirtuseks naturaalarvu x <n korral. Need arvud ei saa
olla ka o(x) vddrtuseks naturaalarvu x >n korral, sest need on mitte suuremad kui » ja

o(x)>1+x>n, kui x>n. Seega iga naturaalarvu n >9 korral leidub arvude 1, 2, ..., n

seas rohkem kui o arvu, mis ei saa olla o(x) vdértuseks naturaalarvu x korral. m
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4.10. Hulknurkarvud

Definitsioon 4.10.1. Hulknurkarv on naturaalarv, mis nditab, mitu {ihesugust ringi saab

tasandile paigutada nii, et need moodustaksid vastava korrapdrase hulknurga.

(n—2)k(k—1)

Uldavaldis k-nda n-nurkarvu jaoks on & + 5

(m+1)

Erijuhul: kolmnurkarvud on naturaalarvud kujul m ja kuusnurkarvud on naturaalarvud

kujul m(2m —1), kus m on mis tahes positiivne tiisarv.
Lause 4.10.1. Positiivne tiisarv 7 on kolmnurkarv siis ja ainult siis, kui 87" +1 on tdisruut.

m(m+1) _m(m+1)+

Toestus. Kui T = ,siis 8T +1=8 1=02m+1)°.

Olgu 8T +1 tiisruut. Et vaadeldav arv 87 +1 on paaritu arv, siis leidub selline tédisarv # nii, et

_ tt+1)

8T +1=2t+1) =4 +4t+1=4¢(t +1)+1, millest T ja jérelikult 7 on

kolmnurkarv. m
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Special Sequences of Integers: Defined by the Number of Divisors or Digits

or by the Sums of Divisors or Digits of the Integer
Raili Vilt

Summary

The first studies of the natural numbers may go back to the earliest times when numbers first
aroused curiosity. The sets of numbers attract the interest of the best-known theorists and
recreational mathematicians. In this year the number of the sequences of integers, arised from
different brances of science and have been under serious research, has exceeded the limit of
175 000 items in the electronical database OEIC.

The aim of the present Thesis is to study some special sequences of positive integers in the
decimal system, defined by the sum of positive divisors or by their number of divisors as well
by the sum of digits of the number and by the number of digits.

In every case of defined integers the problem of infinity of the set of these integers is studied,
the necessary and sufficient conditions for the positive integer in order to be a special integer
are given, several properties of integers are proved and the relations with other subsets of
integers are examined.

This research includes 48 subsets of integers. The sets of numbers, which have been under
research for thousands of years, like perfect numbers and amicable pairs, also in last decades
defined and researched ones, like Zumkeller numbers and Niven numbers, are considered.
The facts of history of the integer sequences under exploration are added.

There are four chapters, dealed with eight main classes of positive integers and related to

them numbers. Positive integer # said to be

1) deficient, perfect or abundant number if the sum of its divisors is less than, equal to, or
greater than n itself;

2) practical number if every positive integer less than n can be represented as a sum of
the distinct positive divisors of #;

3) Zumbkeller number if the positive divisors of n can be partitioned into two disjoint part
so that the sums of the both parts are equal;

4) tau number if the number of positive divisors of n divides n;
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5) higly composite number if it has more positive divisors than all lesser positive
numbers;
6) Niven number if it is divisible by the sum of its decimal digits,
7) Smith number if it is a composite number the sum of whose digits is the sum of the
digits of its prime;
8) economical, equidigital or wastful number if the number of digits in its prime
factorization (including exponents) less than, equal to, or greater than has » itself.
Chapter 4 contains basic concepts and tools of the elementary number theory needed for the
chapters 1-3.
There are two appendices:
1. The register of the names and definitions of 48 sequences considered in the present
Thesis;
2. Problem set related to the topics of the Theses.
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LISA 1

Defineeritud tdisarvude nimetuste register

Tahtedega on téhistatud samaviairsed definitsioonid ning numbritega erinevad (neist
esimesena on antud kéesolevas t60s kasutatav definitsioon).

algarvu p pere (p-aliquot tree)
Algarvuga p 1dppevad alikvootjadad moodustavad algarvu p pere.

antitau-arv (anti-tau number)
Positiivne tdisarv n on antitau-arv, kui arv n ja selle positiivsete jagajate arv 7(n) on

tihistegurita arvud.

diedraalne tiiuslik arv (dihedral perfect number)

Positiivne tdisarv n on diedraalne tdiuslik arv, kui arvu positiivsete jagajate summa ja
positiivsete jagajate arvu summa on 2n, s.t o(n)+7(n)=2n.

edasipiiiidlik arv (aspiring number)
Positiivne tdisarv on edasipiitidlik arv, kui selle alikvootjadas jadb korduma iiks ja sama arv.

eriline iilikordarv (special highly composite number)
Ulikordarv on eriline iilikordarv, kui see arv jagab koiki temast suuremaid iilikordarve.

imetlusviidrne arv (admirable number)
Positiivne tdisarv n on imetlusvdidrne arv, kui arvul n leidub périsjagaja d nii, et koigi
positiivsete jagajate summa on 2n + 2d .

k-Niveni arv (k-Niven number)
Positiivne A-ndsiisteemi k& > 2 tdisarv on k-Niveni arv (k-Niven number), kui see arv jagub
oma numbrite summaga.

k-Smith’i arv (k-Smith number)
Kordarv n on k-Smith’ i arv, kui arvu n algtegurite numbrite summa on & korda suurem arvu n
numbrite summast.

k-tiiuslik arv (k-multiply perfect number, k-multiperfect)
1. Positiivne tdisarv n on k-tdiuslik arv, kui selle arvu positiivsete jagajate summa on arvu n
k-kordne, s.t o(n) =kn.

2. Positiivne tdisarv n on k-tdiuslik arv, kui selle arvu positiivsete pirisjagajate summa on
arvu n k-kordne, s.t o(n) =(k+1)n.



kvaasisobralikud arvud (quasiamicable pair, betrothed numbers)

Positiivsed tdisarvud m ja n on kvaasisobralikud arvud, kui nende arvude positiivsete jagajate
summad on vordsed arvuga m+n+1,s.t o(m)=oc(n)=m+n+1.

kvaasitiiuslik arv ehk vihima liiaga arv (quasiperfectnumber, least abundant number)
Liiaga arv n on kvaasitdiuslik arv ehk vdhima liiaga arv, kui arvu n positiivsete jagajate
summa on 2n+1.

koikjal Niveni arv (all-Niven number)
Arv on koikjal Niveni arv, kui see arv osutub Niveni arvuks mis tahes arvusiisteemis.

korgem iilikordarv (superior highly composite number)
Positiivne tdisarv n on korgem iilikordarv kui leidub arv & >0 nii, et koikide positiivsete
o(n) _ (m)

& &

n m

taisarvude m korral

kéittesaamatu arv (untouchable number)
Positiivne tdisarv on kdttesaamatu arv, kui see ei ole iihegi tiisarvu périsjagajate summaks.

lahke arv (friendly number)

Positiivne tdisarv n on lahke arv, kui leidub vihemalt {iks selline positiivne tdisarv m, mille

korra alm) = oln) ehk kui ta kuulub vahemalt iihte lahkete arvude paari.
m n

lahkete arvude paar (friendly pair)

Positiivsed tdisarvud m ja n moodustavad lahkete arvude paari, kui lihe arvu positiivsete
jagajate summa ja arvu enda jagatis on vordne teise arvu positiivsete jagajate summa ja arvu
a(m) _o(n)

m n

enda jagatisega, s.t kui

liiaga arv (abundant number)
a. Positiivne tdisarv n on liiaga arv, kui selle parisjagajate summa o(n)—n on suurem arvust

endast,s.t n<o(n)—n.
b. Positiivne tdisarv n on liilaga arv, kui selle positiivsete jagajate summa o(n)on suurem

kahekordsest antud arvust, s.t 2n < o(n).

Niveni arv (Niven number)
Positiivne kiimnendsiisteemi tiisarv on Niveni arv, kui see arv jagub oma numbrite summaga.

Nivenmorfne arv (Nivenmorphic number)
Kiimnendsiisteemi tdisarv ¢ on Nivenmorfne arv, kui leidub Niveni arv, mille numbrite summa
on ¢ ja selle arvu viimastest numbritest moodustub arv ¢.

Ore arv (Ore number)
nt(n)

a(n)

Positiivne tdisarv n on Ore arv, kui on taisarv.



http://mathworld.wolfram.com/BetrothedNumbers.html�

peaaegu praktiline arv (almost practical number)
Positiivne tdisarv n on peaaegu praktiline arv, kui arvude 1<m < o(n)seas leidub tépselt
kaks sellist arvu, mis ei ole esitatavad arvu n erinevate positiivsete jagajate summana.

peaaegu sobralikud arvud (augmented amicable pair)

Positiivsed tdisarvud m ja n on peaaegu sobralikud arvud, kui nende positiivsete jagajate
summad on vordsed arvugam + n—1,s.t o(m)=oc(n)=m+n—1.

peaaegu tiiuslik arv ehk vihima puuduga arv (almost perfect number, least deficient
number)

Puuduga arv n on peaaegu tdiuslik arv ehk vdhima puuduga arv, kui arvu n positiivsete
jagajate summa on 2n—1.

pool-Zumkelleri arv (half-Zumkeller number)

Positiivne tdisarv on pool-Zumkelleri arv, kui selle arvu koik positiivsed parisjagajad saab
jaotada kahte mitteldikuvasse hulka nii, et kummaski hulgas olevate arvude summad on
vOrdsed.

praktiline arv (practical number)
a. Positiivne tdisarv n on praktiline arv, kui iga positiivse tdisarvu k, kus 1<k <n, saab
esitada arvu n erinevate positiivsete jagajate summana.

b. Positiivne tdisarv n on praktiline arv, kui iga positiivne tdisarv m, kus 1<m < o(n), on

esitatav arvu n erinevate positiivsete jagajate summana.

praktiliste arvude mitmikud

Praktilisi arve n ja n+ 2 nimetatakse praktiliste arvude kaksikuteks. Praktilisi arve n—2, n
ja n+ 2 nimetatakse praktiliste arvude kolmikuteks. Praktilisi arven—6, n—2, n,n +2,n + 6
nimetatakse praktiliste arvude viisikuteks.

primitiivse liiaga arv (primitive abundant numbers)

1. Positiivne tdisarv on primitiivse liiaga arv, kui arv on liiaga arv, mille kdik pérsijagajad on
puuduga arvud.

2. Positiivne tdisarv on primitiivse liiaga arv, kui arv on liiaga arv, mille likski parsijagaja ei
ole liiaga arv.

pseudotiiiuslik arv ehk pooltiiiuslik arv (pseudoperfect number, semiperfect number)
Positiivne tédisarv n on pseudotdiuslik ehk pooltdiuslik arv, kui arvu n on vdimalik esitada
mone (voi koikide) oma pérsijagajate summana.

puuduga arv (deficient number)
a. Positiivne tdisarv n on puuduga arv, kui selle parisjagajate summa o(n)—n on viiksem

arvust endast, s.t n > o(n)—n.
b. Positiivne tdisarv n on puuduga arv, kui selle positiivsete jagajate summa o(n) on viiksem
kahekordsest antud arvust, s.t 2n > o(n).



raiskav arv (wasteful number)

Positiivne tdisarv n on raiskav arv, kui arvu n kanoonilises kujus on rohkem numbreid kui
arvus n.

Mdrkus: ka ekstravagantne arv (extravagant number)

seltskondlike arvude k-tsiikkel (k-sociable numbers)

Positiivsed tdisarvud a,,a,,...,a, moodustavad seltskondlike arvude k-tsiikli, kui iga jargnev
arv on eelmise périsjagajate summa ning viimase arvu pirisjagajate summa on vordne
esimese arvuga.

Smith’i arv (Smith number)
Kordarv on Smith’i arv, kui selle numbrite summa on vordne arvu algtegurite numbrite
summaga.

Smith’i vennad (Smith brothers)
Kaks jérjestikust tdisarvu on Smith i vennad, kui mdlemad arvud on Smith’i arvud.

super-Niveni arv (super Niven number)

Positiivne kiimnendsiisteemi tdisarv n on super-Niveni arv, kui arv n jagub kdikide arvudega,
mis kuuluvad hulka, mille moodustavad arvu » nullist erinevad numbrid ja kdik voimalikud
nullist erinevate numbrite summad.

supertiiuslik arv (superperfect number)

Positiivne tdisarv n on supertdiuslik arv, kui selle positiivsete jagajate summa koigi
positiivsete jagajate summa on kaks korda suurem arvust n, s.t o(o(n)) =2n.

sobralikud arvud (amicable pair)

Positiivsed tdisarvud a ja b on sobralikud arvud, kui kumbki neist on vOrdne teise
parisjagajate summaga, s.t kui o(a)—a=»>b ja o(b)—-b=a.

sddstlik arv (economical number)

1. Positiivne tdisarv n on sddstlik arv, kui arvu n kanoonilises kujus on vihem numbreid, kui
arvus n.

2. Positiivne tdisarv n on sddstlik arv, kui arvu n kanoonilises kujus ei ole rohkem numbreid,
kui arvus n.

Mdrkus: definitsiooni 1. mottes arve nimetatakse ka kokkuhoidlikeks arvudeks (frugal
number)

Zumbkelleri arv (Zumkeller number)
Positiivne tdisarv on Zumkelleri arv, kui selle arvu koik positiivsed jagajad saab jaotada kahte
mitteldikuvasse hulka nii, et kummaski hulgas olevate arvude summad on vordsed.

tau-arv (tau number)
Positiivne tdisarv n on tau-arv, kui arv n jagub oma positiivsete jagajate arvugaz(n).



tau-arvude paar
Kaks jérjestikust tdisarvu, mis mdlemad on tau-arvud, noodustavad tau-arvude paari.

tohutu liiaga arv (colossally abundant number)

. D . . o(n) o(k) .
Positiivne tdisarv n on tohutu liiaga arv, kui leidub & >0 nii, et kehtib %g) < % iga

n

k >1 korral.

tiiuslik arv (perfect number)
a. Positiivne tdisarv n on tdiuslik arv, kui see vordub oma parisjagajate summaga o(n)—n, s.t

n=o(n)—n.
b. Positiivne tdisarv n on tdiuslik arv, kui selle positiivsete jagajate summa o(n) on vordne
antud arvu kahekordsega, s.t 2n = o(n).

veider arv (weird number)
Positiivne tdisarv on veider arv, kui selle parisjagajate summa on arvust suurem ning arvu ei
ole voimalik esitada oma péarisjagajate summana.

vordnumbriline arv (equidigital number)
Positiivne tdisarv n on vordnumbriline arv, kui arvu n kanoonilises kujus on sama palju
numbreid kui arvus n.

iiksildane arv (solitary number)
Positiivne tdisarv on iiksildane arv, kui see arv ei ole lahke arv.

illikordarv (highly composite number)
Positiivne tdisarv on iilikordarv, kui sel on positiivseid jagajaid rohkem, kui sellest mis tahes
viiksemal positiivsel tdisarvul.

iilikiillane arv (superabundant number)
Positiivne tdisarv n on ulikiillane arv, kui iga positiivse tiisarvu m < n korral kehtib vorratus
o(m) o(n

(m) _ o)

m n

iililiiaga arv (highly abundant number)
Positiivne tdisarv n on dliliiaga arv, kui iga positiivse tdisarvu m < n korral kehtib vorratus
o(m)<o(n).



LISA 2

Ulesannete kogu

Ulesande esimene number tihistab kiesoleva tdd peatiikki, mille juurde iilesanded kuuluvad.

1.1.

1.2.

1.3.

1.4.

1.5.

1.6.

1.7.

1.8.

1.9.

1.10.

1.11.

Pohjenda, et likski paarisarvuline tiiuslik arv ei saa olla tdisruut.
Kas leidub tdiuslikke paarisarve, mis on Fibonacci arvud?

(Fibonacci arvud: naturaalarvude jada, F,,F,,F;, ..., F,

no*

...kus FF=F,=1ja
alates kolmandast litkkmest F, =F,_, +F,_,.)

Pohjenda, et 12 jirjestikuse arvu seas leidub alati vihemalt iiks liiaga arv.
Pohjenda, et arvud 2 ja 3 on ainsad iililiiaga algarvud.

PShjenda, et 3 on ainus algarvuline diedraalne téiuslik arv.

Esita arvud 197 ja 49 arvu 100 erinevate positiivsete jagajate summana.

Millise naturaalarvu & korral arv 10* osutub praktiliseks arvuks?

Kas leidub selline positiivne tdisarv n, mille korral arve 1 kuni 4 saab esitada arvu

n erinevate positiivsete jagajate summana, aga arvu 6 ei saa?

Teame, et arv m =12k, kus k on positiivne tdisarv, on praktiline arv. Kas arvud

m+2 ja m—2saavad olla praktilised arvud?

Leia arvude 5, 6, 10, 11, 12, 15 ja 20 koik positiivsed jagajad. Milliste antud arvude
korral on vdimalik jaotada arvu koik positiivsed jagajad kahte mitteldikuvasse

hulka nii, et kummaski hulgas olevate arvude summad oleksid vordsed?

Nimetame Zum-arvudeks positiivseid tédisarve, mille korral on vdimalik jaotada
arvu koik positiivsed jagajad kahte mitteldikuvasse hulka nii, et kummaski hulgas
olevate arvude summad oleksid vordsed. Millised arvudest 1 —40 on Zum-arvud?

(Sobib riihmat6oks.)



1.12.

1.13.

1.14.

1.15.

1.16.

1.17.

2.1.

Uuri tilesandes 1.11 leitud Zum-arve ja sOnasta vastused jargmistele kiisimustele:
a) Milline on vahim Zum-arv?
b) Kas Zum-arvude seas saab olla algarve?
¢) Mida vaib jareldada Zum-arvude positiivsete jagajate summa kohta?
d) Mida voib jiareldada Zum-arvude paarituarvuliste positiivsete jagajate
arvu kohta?
Tahistagu o(n) arvu n koigi positiivsete jagajate summat. Millised jargmistest

vorratustest kehtivad mis tahes Zum-arvu » korral?
a) o(n)>n b)om)<2n c)om)=22n d)on)<n e)om=n+l

Arvudel 12 ja 14 on molemal positiivsete jagajate summa paarisarv ning ka

paarituarvulisi jagajaid on molemal paarisarv. Kas nad mdlemad on Zum-arvud?

Vaata lilesandes 1.10 antud arve. Milliste korral on vdimalik jaotada arvu koik
positiivsed pirisjagajad kahte mitteldikuvasse hulka nii, et kummaski hulgas

olevate arvude summad oleksid vordsed?

Nimetame PZum-arvudeks positiivseid tdisarve, mille korral on voimalik jaotada
arvu koik positiivsed pirisjagajad kahte mitteldikuvasse hulka nii, et kummaski
hulgas olevate arvude summad oleksid vordsed. Millised arvudest 1 — 40 on PZum-

arvud? (Sobib rithmatdoks)

Uuri tilesandes 1.16 leitud PZum-arve ja sonasta vastused jargmistele kiisimustele:
a) Milline on véhim PZum-arv?
b) Kas PZum-arvude seas saab olla algarve vdi algarvude ruute?
¢) Mida vdib jareldada PZum-arvude positiivsete parisjagajate summa kohta?

d) Mida voib jiareldada PZum-arvude ja nende positiivsete jagajate summa

paarsuse kohta?

Leia, mitu positiivset jagajat on arvudel

a)2,8,9,12ja 18;

b) 3,4, 6,10 ja 14.

Esimeses reas olevaid arve nimetatakse tau-arvudeks. Teises reas ei ole lihtegi tau-
arvu. Vaatle arve ja nende positiivsete tegurite arvu. Mis voiks eristada tau-arve

teise rea arvudest?



2.2.

2.3.

2.4.

2.5.

2.6.

2.7.

2.8.

2.9.

2.10.

2.11.

3.1.

3.2.

3.3.

Leia koik
a) iihekohalised tau-arvud

b) kahekohalised tau-arvud.
Mitu algarvu on tau-arvude seas?
Millised jargmistest arvudest 1520, 1521 ja 1522 on tau-arvud?

Too niiteid tau-arvudest, mille positiivseid jagajate arv on vastavalt 1, 2, 3,4, 5 ja

6. Kas selliste jagajate arvuga leidub ka selliseid arve, mis ei ole tau-arvud?
Pdhjenda, et kui » annab arvuga 24 jagamisel jadgi 4, siis n ei ole tau-arv.

Kas kdik mitte tau-arvud on antitau-arvud?
Kas koik paaritud arvud, mille vdhemalt iiks algtegur on paarituarvulise

astendajaga on anti-tau arvud?

Tabelil on 130 veergu. Tabeli teise rea igasse teise ruutu on mérgitud rist.
Kolmanda rea igasse kolmandasse ruutu on maérgitud rist. Neljanda rea igasse
neljandasse ruutu on mirgitud rist. Viienda rea igasse viiendasse ruutu on margitud

rist. Mitmendas veerus on kdige rohkem riste?

Kui palju on selliseid iilikordarve, mis on tdpselt poole vdiksemad jargmisest

tilikordarvust?

Leia vihim arv, millel on arvuga 100 sama palju positiivseid jagajaid.
Leia vihim arv, millel on 3® positiivset jagajat.

Kas koik arvuga 9 jaguvad arvud on Niveni arvud?

Leia vdhim positiivne arv m, mille korral 2"
a) ei ole Niveni arv,

b) on Niveni arv, kui m > 3.

Nimetame arvu m Niveniauguks, kui arv m ei ole Niveni arv, aga arvud m—1 ja
m+1 on Niveni arvud. Kui palju on arvust 100 viiksemaid Niveniauke? Kas on

oige, et Niveniauk on alati paaritu arv?



34.

3.5.

3.6.

3.7.

3.8.

3.9.

3.10.

3.11.

3.12.

3.13.

3.14.

Leia vihimad Niveni arvud, mille numbrite summad on vastavalt 11 ja 13.

Arvust 300 viiksemate Niveni arvude seas on neli sellist arvu, mille numbrite

summa ei ole Niveni arv. Leia need arvud.

Arv 10 on Nivenmorfne arv. Leia vdhim selline Niveni arv, mille numbrite summa
on 10 ja mille viimastest numbritest moodustub arv 10. Kui palju on selliseid

neljakohalisi arve?

Millised numbrid tuleks kirjutada 222222 arvule 16ppu, et see oleks super-Niveni

arv?

Asenda tdhed 4 ja B nullist erinevate numbritega nii, et arv 14B000 oleks super-
Niveni arv. Leia koik vOoimalused. Kui palju on nende seas selliseid, et ka arv

14B00 on super-Niveni arv?

Arvu n algtegurite numbrite summa on m. Leia arvu 10n algtegurite numbrite

summa.
Kui palju on selliseid kordarve, mille algtegurite numbrite summa on 8?

Kui palju on arvust 100 vdiksemaid positiivseid tdisarve, mis ei ole Smith’i arvud,
aga mille korral arvu numbrite summa on vdOrdne arvu algtegurite numbrite

summaga?

Niita, et Suzanne hulk S, on Monica hulga M, alamhulk, kuid hulk M, ei pruugi

olla hulga S, alamhulk.

Kas leidub arv, mille numbrite summa on algarv ja mis kuulub tdpselt kolme

erinevasse Suzanne hulka?

Niita, et

a) koik arvud kujul 7-10", kuuluvad Suzanne hulka §,.

b) kui n on paarisarv, siis 59-10" kuulub Suzanne hulka S|,



3.15.

3.16.

3.17.

3.18.

3.19.

3.20.

1) Leia suurima jarjekorranumbriga Monica hulk, millesse kuulub arv 10".

2) Millistesse Suzanne hulkadesse kuulub arv 10" ?

Utleme, et positiivne tdisarv m kuulub hulka V, (k> 0) kui s(m)—s,(m)=k ja
kuulub hulka W, , kui s, (m)—s(m)=k.
(s(m) on arvu m numbrite summa ja s,(m) on arvu m kdigi algtegurite numbrite

summa.)

1) Leia hulka V| kuuluvad ja arvust a) 30; b) 100 vdiksemad arvud.

2) Leia hulka W, kuuluvad ja arvust a) 30; b) 100 vdiksemad arvud.

3) Pohjenda, etkui meV,,siis 10-meW,.

4) Pohjenda, etkui me Vg, siis 10-meV,.

5) Kui 100m on Smith’i arv, siis millistesse hulkadesse hulkadest V, ja W,

kuulub arv m?
6) Arv 98900 on Smith’i arvude jada 3263. element. Millistesse hulkadesse
hulkadest V, ja W, kuulub arv 9897

7) Millistesse hulkadesse hulkadest V; ja W, kuulub A-Smith’1 arv?

Arvul m on viis erinevat algtegurit ja arv m ei jagu iihegi tdisarvu ruuduga. Kas on

dige, et arvu m” kanoonilises kujus on vihemalt 11 numbrit?

Arv p on viihemalt kolmekohaline algarv. Kas arv p* on raiskav, vordnumbriline

vOi sadstlik arv?

Leia vordnumbrilise positiivse tidisarvu m > 1 vdhim vdimalik véértus nii, et ka arv

10-m oleks vOrdnumbriline arv.

Niita, et kahe vordnumbrilise arvu korrutis saab olla nii, raiskav, vordnumbriline

kui sdastlik arv.
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