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Уч.зал.Тартуск.ун-та,1984,672,3-9 

ОБ ОДНОМ КЛАССЕ МЕТОДОВ РЕГУЛЯРИЗАЦИИ 
ПРИ НАЛИЧИИ Апгаорной ИНФОРМАЦИИ О РЕШЕНИИ 

Г. Вайннкко 

В данной заметке указывается, как можно модифицировать 
класс методов регуляризации [2-4], если известна априорная 
информация о принадлежности решения образу некоторого ли
нейного оператора. 

I. Решаемая.задача и класс методов. Рассмотрим уравне

ние 

= ( I )  

где AeäC(HjF) - линейный непрерывный оператор из гиль
бертова пространства hj в гильбертово пространство F ; до
пускается незамкнутость области значений $L(A)9-F. 

В [2-4 J изучен класс методов регуляризации, строя ап
проксимации псевдообратного к А*А в виде функций от4*А • 
А именно, пусть {с») ~ семейство ограниченных 
измеримых по Борелю функций '• -» IR, таких что 

НА*А II5 а и 

**f> ^Pil- ^>0> 0*F>*F>o)f 

где у, Тр ~ некоторые постоянные, р„ ̂  <Д • Приближенное 
решение уравнения (I) строилось в виде 

ui = $ъ(А*А)А*4, (з) 

где А*6 CC(FJH) - сопряженный к А^^(Н, F) оператор. 

Такое приближение хорошо ведет себя, если точное решение и-
уравнения (I) истокопредставимо (т.е. представимо в виде 

U = (A*AJfiv, f> > о). Если же точное решение имеет вид 
и = ß-v с другим оператором ß , то приближение (3) может 
себя вести неоптимальным обрасом. 

Ниже будем считать априори известным, что решение урав-
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нения (I) принадлежит образу линейного непрерывного опера

тора В = 1~л е <£((я} Н)} где 6 - еще одно гильбертово 

пространство, a L : od(L)cL) -э 6j - линейный неограничен

ный обратимый оператор. Более того, в некоторых алгоритмах 
будем считать известным число ^> > О такое что решение урав
нения (I) принадлежит множеству 

= { и  mL) :  /Ы/^ f j .  W 

Введем на Sö(L) с Н скалярное произведение 

( u^^H LuL = (LU.jLV^ , ",-ve3)(L). 
Тем самым 3)(L) = превращается в гильбертово прост

ранство. Оператор уравнения (I) можно рассматривать и как 
оператор из с Н в F . Сопряженный к 

А&<£( > F) оператор A*6<j£(F, HL+L) выражается 

формулой 

А * =  В&*А*. 

Вместо (3) введем приближение 

*̂ gb(A*A)A*fr (5) 

(считаем, что ЯЛ*А || 5 а). Здесь - известное нам 

приближение к £ 6 &64Д), 

Укажем, как выглядит приближение (5) для некоторых наи
более распространенных методов, укладывающихся в рамки усло
вий (2). 

М е т о д  Т и х о н о в а  с о о т в е т с т в у е т  ф у н к ц и и  
условия (2) выполнены с р0 = 4 ; при

ближение (5) принимает широко известный вид 

Ц.а= (6) 

Н е я в н а я  и т е р а ц и о н н а я  с х е м а :  « е = 0 ,  

(^Л+АМ)«., =<aL*L г,...; <*=сои>*>о. 

Я в н а я  и т е р а ц и о н н а я  с х е м а :  « „ = 0 ,  

L*Lu.x~ L*L -/t Ру), 1=4,2 У...; 
Л< = e fo, д/ДА*Л О • 
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Ддя последних двух методов условия (2) выполнены с р0есо 

(см. [2, aj). 

2. Проблема оптимальности. Напомни» некоторые понята* ж 

результаты, связанные с оптимальностью методов ревенжя не

корректно поставленных задач. Под методом решения уравнения 

1(1) понимается любое отображение Р: F-*H, а его точность, 
на множестве решенийМаЦ характеризуется наибольшим воз

можным отклонен*»* приближения Pfe от истинного решения 

vuevtt (см. [5]): 

д№А'Р')= IPfs 

lAu-gUõ-
Метод Р5- называется оптимальным (по точности) наМ , если 

A(£jM, Pf) = vtf Л CS, JU, Р) 

и методом оптимального порядка на>Ж, если 

д(5,Л1,Рг)<:с c*f Р) (о<̂ .), с=согч£ 

(инфимум берется по всем методам). Известно, (см. [б, 2J), 

что в случае выпуклого центрально-сишетрического множества 

IrU А(ЪЛ)Р)? Ы а(5,Л)= „-г'И- (7) 
Р "С€*Ц, 
Обозначим 

>T(f 5) = -(»€Н: *АЧ.-ДО«5}-

Леша I. Пусть Ж - центрально-сюметрическое выпуклое 

ограниченное множество. Тогда для всякого -fe F, для кото

рого vU/1 JV*(̂ 5") непусто, выполняется неравенство 

dUcum, кМГ\АГ($-,Ъ) $ cLc.<x,nt, vU/1 JlTfo,,?). (g) 

Доказательство. Цусть иЛ) таковы, что 

ä|*i-4it||?<iü*.w.vU/lArf̂ 5') -с ( £> о произвольно мало). Вви

ду центральной симметрии sM имеем — u4 е *Л1f 

а ввиду выпуклости М также V, =• (4l_ их)Д evtt, -v̂  = 

= (ut-4i)/a.€ vU- Далее, из сц, u2 e ?) следует, что 

т.е. 4̂ ,лгг € /Г(о,5"). Таюм образом, еЛ,/) Жо,5"), * 

VU/L/TFE/XS-)^ dice*. -E„ 
Ввиду произвольности £>o отевда получаем (8). Лемма I до
казана. 
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Заметим, что П JV70̂ ) центрально-сишетрнчно и выпук

ло вместе с ЯС , ж 
oUewn, M,f)N(0,5) = ZU>A(ä;Jl). (9) 

Дня определенных в (4) множеств имеем 

С0д (i-Sj v̂ „̂) = & айА( ), -6- = corv*t>o, (10) 

Леша 2. Пусть метод PS: F-*H таков, что для каждого 

F, ДЛЯ которого djs>t (̂ -5, АЛ̂ ) fS, выполняются 

условия 

Py-̂ j ftACRsf?)- fs |fs &5" (II) 

Тогда метод Pg- оптимален по породКУ на М.̂  : 

A(6,Jls, pg)š*(!> Cpf. Д(£,Л?,Р). (12) 

Доказательство. Имеем 

MKMS, р,) = ™ #Pr{r-*fs 

g Vccp dcccm. Л1^оП J\T(£r, 6$); 

dUyt(faAMj)š$ 
МЫ учли, ЧТО ПО условиям (II) 6 W)« 

Отсюда при помощи (8)-(10) и (7) получаем (12): 

д(<Г; Mf, P#)s dca-nt М^П JVifO, №)=*Л WA(töj ̂ 6f) = 

яДв-свд^Лу) A^vUy, Р). 

Леша 2 доказана. 

3. Выбор параметра регуляризации. Из (5) усматривается, 

что и̂ е&СВ); представив его в виде B-v-̂  , имеем 

flu-til̂  = • Итак, условие ua еМр означает, что 

U4*1 Чч ̂ ?' Щ®"®86™® лемиы 2 дает следующий результат: 

если для всех -fe AvUy) удается подобрать 

4.= *b(Sj $g) такжм образом, что для приближения (5) 
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IK IL 114**-fr V* ** (t-9*), (13) 
HL*L 

то мы придем к оптимальному по порядку на М» методу: 

,̂ Р _ ||u%-uL чк/ 4**.г> llP/i-u-IL . 
M.*vUe,,ti-eF ^ Р uAjULfotF * И 
*Ач-|у||<гг 

Добжться выполнения условий (13) можно, вел* известно 

хотя бы одно *а часе* <Г ж р . 

а) Известны 5 * f . В таком случае можно обойтись ап

риорным выбором параметра t, в виде 

I = cL-coib)it?>0 . 
Конкретизируем постоянную et, предполагая допольнительно к 

(2), что 

(ос х *ct, * > о) . (14) 

Из (5) следует, что 

$%(А*А) A* (fs-f) + #ъ(А*А)А*А «, 

Av4--f2T=-A(I-4*A^(A^))u - (Г-AA*gjM*))(h ~0, 
где и, - любое решение уравнения (I) жз-AL. Отсюда в сиу 

(2) * (14) 5 

1<Ч IL 5Г» + Р, (15) 
HL*L 

II Аьч- fs llF € +5", (16) 

где 

r»= z& Г1-14 .?&. • 
При 

1= J3* 
г» 

ез (15) * (16) получаем (13) с & в 4 + (Тл . 

б) Известно только <Г. Зададим числа ̂  и 

( б-*, ̂  ̂  >1) * подберем t так, что 

(17) 

Из (16) тогда следует 

- (-£г)УП 
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что совместно с (15) дает 

""-14,л(н %Ь-) г -

Итак, условня (13) вшолнены с = Прж 

=6x=1+(rvrlk)̂  условно (13) выполнено с &1=/\+(тшт<А)\ 

как ж в случае априорного заданна t прж известных 5" ж ̂  . 

Поскольку £vfw ИАч>-ъ—?8 II ̂  (см. [2, з]), то прж ^v-)po ' 
||{*Ц>М выбор а по пржнцжпу невязки (17) осуществи!. 

5слж же llfsl|5 6,5-, то можно положить 1=0, а^| =̂о = О . 

в) Известно только р . Зададим снова числа &, и 6-х 
( S-3U ̂  > 1) ж подберем -г так, что 

(18> 

Из (15) тогда слезет 

что совместно с (16) дает 

Условжн (13) опять выполнены с .̂зна

чениям б-, = 1 + (%TlAf соответствует £= 

Отметим, что /(u,a|L -#«, при -г-#роу если 
L*t 

Если же 9?ГАВ) и *ч(1н̂  < 8-1 £ при всех 1>0, то t 

можно брать сколь угодно большим. 

Итак, во всех трех случаях достижима точность, отличаю

щаяся от оптимальной не более, чем множителем 

=Х [l + (T»rVjl)v*j . 

Например, для метода Тихонова (6) имеем 3%,=Vt, V̂ -Ж и 

Д.5-= 3.'.Следует, однако, подчеркнуть, что из результатов 

[vj вытекает существование такого X , при котором метод Ти

хонова (6) оптимален (не только по порядку!) наМу; в [lj 

указан более эффективный способ вычисления оптимального *L 

в методе Тихонова прж известных 5* и у . По поводу оптималь

ности метода Тихонова (6) см. также монографии [5, б] и ли

тературу в них. 
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В заключение отметим, что результаты данной заметет без 

труда переносятся на случай, когда оператор /\ тоже задан 

приближенно. 
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ABOUT A GLASS OF REGULARIZATIGN METHODS 

WHEH A PRIORI ШРОНМАТЮН ABOUT SOLUTIOT IS GIVES 

G. Vainikko 

Summary 

Let H , F 1 Gl be Hilbert spaces, A Gc£(H,FX B-
Consider equation (1) with an imprecisely known data ß , 

The following a priori information about the 

solution u. of (l) let be given: u,eiR(B)or tt€ vU^> » {чеН : 

U,» B-v, A class of regularisation methods ^(2), (5]^ 

is constructed (with A *= some choices of re

gularisation parameter t we obtain methods of optimal ac

curacy degree on Three cases are considered: a) we know 

5* and £ ; b) we known only 5" ; c) we know only ^ . 
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Уч.зал.Тартуск.ун-та,1984,672,10-15 

0 МЕТОДЕ ЗАДАЧИ КОШ В НЕКОРРЕКТНЫХ 
ЗАДАЧАХ ПРИ СЛУЧАЙНЫХ ПОМЕХАХ 

А. Веретенников 

Установлена теорема о регуляризации и найдены оценки 
скорости сходимости и величины момента останова для метода 
задачи Коши в некорректных задачах при наличии случайных 
ошибок. 

I. Постановка задачи. Рассматривается линейное уравне
ние 

^0  ̂  -  ̂ 0 > (I) 

где F) - линейный ограниченный оператор, действую
щий из гильбертова пространства Н в гильбертово простран
ство F . Для отыскания приближенного решения применшл метод 
задачи Коши 

йа) = - А*А к.({)+ + в *> а ) { * О 
' (2) 

U(0) = и 0  , 

или, в интегральном виде, 

Ui-b ) -  и . 0 +[{ -£Аи .Щ*А 4 $)А*+р*гИ) .  (з) 

Здесь 4-40}^~^о и ошибки вычислении, Jfi - пара -
метр, и ошибки могут зависеть от этого параметра. Требуется 
так определить правило останова, чтобы оно регуляризовало 
задачу (I). Предполагается, что пространства Н и F сепара-
бельны, 114 Ü3 II AoHij И 4 - До И & £ Н5 - Н$, = 
= uP ( t J  -  слабо  непрерывный по  -fc  с л учайный процесс  на  ве
роятностном пространстве (ffi 5^ Р ) со значениями в Н .За
дача (I) предполагается разрешимой, т.е. ̂ 6. ЙЛ >40 ) . При 
некотором А > О предполагаются выполненными условия 

М Р ( Ы(Л) II с А 4 4)1)- 4 , (4) 

jS t > 

к*, ч P (Siiami «и s С) = l ы 
С -» oo f О 

для всякого {>0. Таким условиям удовлетворяет, в частности, 
винеровский процесс со значениями в Й . Символ •w в (2) по
нимается как обобщенный ароцесс. 
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Рассматриваются следующие правила останова (постоянные 
d > 0} > 4, 1} > Il |/ где U# - нормальное решение от
носительно U.Q , т.е. решение с минимальным значением II U.^-
- U_o К ^ т. - момент останова): 

m = u^et* 0: Hi4u(iMll it, либо li 

it i. 
£t= ^ U u (t)ll J) , 

•n = uvH"fc ̂  0: И Д либо tHt^) 

Регуляризация устанавливается при следующем соотношенш меж
ду малыми параметрами а , ^ и j3 : 

^ - к ^ IrC — >о. (6) 
Настоящая работа продолжает исследование регуляризую-

щих свойств итерационных методов при детерминированных (см. 
[1-2]) и случайных (см. t 3]) возмущениях. 

2. Основные результаты. Теорема I. Справедливы соот
ношения 

m ( ^ + •))2 -^» 0 при ^ 11 0} (7) 

Il Lt(m) — tt#II О при ^ у О. (8) 

Теорема 2. Пусть U 0 - u f -  (До^р )^  Р > 0 )  | [ и114ЪТог ,ц г  
ВЫПОЛНЯЮТСЯ соотношения 

Р( m & )̂"z/ur4)) -f ̂   ̂к) 0, (9) 

Р(||а(игЬа И £ с' (Ь Xl'*' °- (10) 

И* А 
3. Вспомогательные утверждения. Пусть 6> = £ ^ 

= 
}  V( t ) - A u l i )  - Ин

тегрируя уравнение (2), получаем следующий результат. 

Лемма I. Справедливы соотношения 

fy(-t)= &^* tjjsi 0)+ ^ &1 *Д*( £-Д u.jf )с(.^ + 

+jwU)- } 

ir(-t) = 4 6̂ с^(О) — 6>̂ ( $ ~ ДU+. )  + 
 ̂Д Д#/4 6* v( 5) <i <. 

(И) 

(12) 
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Лежа 2 (см. С 23, с. 45 и с. 78). При всяком ос & 

fe H©lhf(A*Ay) справедливы равенства 

£оЧ-».о.11 &ta 11 = °> 

ln ' t« IM 6?x 1 =  ̂tto II II = о. 
у-*- 0̂,-fc-v »-
Демыа 3 (см. С21, лемма 3.2). Если р > 0, то имеет 

место соотношение 

»((А*«"»'- (А; А/'фсА* А/ IH^j, у, 
где £, „-*• 0 при -(:->•»=• 

з Г 

4. Доказательство теоремы I. Рассмотрим правило , 

Пусть = - A* A u°(t)+ U°(0)= i*-o}  Otjft i}  jf4| > ̂  
у> Il u# ii) m0= M(-UO: Il A u°(t)- J ii i £0 E |r£). 
При t <• m0 имеем 17°( fc) - Il A uP(i)-$ ||> ̂ поэтому 

-btc/д. < f 8/|u0(4HllaU = f IIA6,V(0)- ё^-Ьи-Ш 
t/L t/a- " 

6 U/aK II A6t/4,^(0) 11+ II & Z2,(^- Au^MOj 

и, значит, . . ... „ 
t * / l Ü A 6 >  f ( 0 ) l l + i 1 / 1  ( $ +  O t c # | ? ) .  

Стало быть, если только иг0 <• то 

mj,/4 е0 6 M g 4  II A ̂ VOHI. тог^+ «Mjl), 

откуда следует соотношение 

—*• О у  Ъ, О. 

На самом деле всегда ht0 <• <х» ̂  поскольку при достаточно боль
ших t справедливо неравенство 

[•t/D Е-о > t-fc/ij ((£ + Ii ü^llOt II А (>/г^-(0)П) ^ 
> С, И Att°(«)-nU^. 

-t/2. 
В силу условий (4) и (5) можно так выбрать функции Ос 

< t($)rf )-> о» и 0<-T(Ž ̂ -х»̂  чтобы выполнялись со

отношения 
Т ( ?  \  

p(i ' HwmiicU е С (£,^))-* у-*-о, (13) 
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С 7) kw0 t2- -> О, % у О. (14j 

Тогда получаем 

Р ( llirfwip)!! < £0 + ß II Auf*. )|| + 
6- О -> О гШо , , V 
' < + ß \ II и (6)li <{/, 6. 

; о 

<: £0 + tp> иг0 + jsm0 С (Я; р) & £ ) =. 1. 

Значит, Р ( m fc м0 )"• 4, 1~*0. Отсвда следует соотноше
ние (7). 

Докажем, что (7) влечет (8). Имеем 

Il <^( m.) II 6. U&^fOiH+V71 (^ + HU, II >>) + 

+ jlll<tf(wOll + ji llA*4 i 6»̂  *-vr(4)cU II . 

Поскольку 6>Q (± ±0)) TO Иг-^-Ое в силу (II). 

Поэтому II 6*^(0) l| 0. В силу (7) имеем + 

t Ц U.t [I n ) —•*• 0 . Наконец, 

P( p W( W.)U + ̂ II Л*А 1 б-*1 4icr(4)cU || 4 

4 js (2.Л + С($, In f —> 4, 
и P  ̂

ß —*• 0 , »j p -v 0. 

Стало 0ыть; 

II f Cm.) Ii D} SJ ? 0. 
Случай правила f£a стандартным образом сводится к случаю 

правила fir, (см. [1-2]). 

5. Доказательство теоремы 2. Рассмотрим случай правила 
Для доказательства формулы (9) достаточно установить со

отношение 

1% & ьеълк, (*%•+j) i/r2f+,0 J?-> OJ, (15) 

Имеем ^ 

£ 0  -  £  I  °  v ° u ) d i  ± I I  46. т °%(0)||  +  

Wo /л. 

+ Иб"1°/2( Au.pl! ̂  il А6>*о/:у 0,11 + 

откуда сгм£ И Д 6, <^( 0) Ц (^ р->0). 



Далпе . 

llA0 fr0 ° (Ay A0) vl| & tewd m0 
Р+ 

и в сглу лемг-1 3 

II A^^U'VPv/l- II (A^f 

> I K A ' A ) " 2 ,  &  M ° / l  (  A *  A c /  v  I I  -

- и«aW"'1- lAUjni**°/l)Uõ A^v 11 ž 

* so " zk „ ,  p '/• 
Отсюда _ > 

t 0  Ь cwt fvt0 
f ^ V/ 

г. е. в самом деле выполняется сосгношение (13), ас ним и 
( 9 ) .  

Соотношение (10) следует из (9). В самом деле, имеем с 
некоторой постоянной А/ > О ^ 

Р( И ^ (и.) II & II 6^(0) II + yV(^y)1" l P*U 

+  Л С . ( ^ У )  ( $ + • £ ) "  

В то же время, 
, _j _ J, 

(̂ V * f* t  + + Crî MS+f) йГ< ž 

С с * t*<  . 

Не ограгичивая общности, мы можем и будем считать, что для 
функции С ("Õ- И ) кроме (13) и (14) еще выполнено соотно
шение 

С (\ *}) (Ъ+ ) ) ^ / U P* 1 )  t  cwt.  

Тогда получаем 

Р( li ̂ -Cm.)l|& Н 6-̂ (0)1!+ C4w*f t ^ ^ -i 

при \ "j 0. Значит, достаточно установить соотношение 

PUG^OMUewf ^,р0; 

или, поскольку Р ( hi 5 Упо) —> А} соотношение 

|| б» °<̂ (0) II ь ceŵ t $+  ̂ f * (fyy-bO), 

14 



В силу неравенства моментов и леммы 3.2 из [2j 

H mVo)U= A 0) P v | l 6  

4 IIA 6-w°(AfA)pv И 6%||4^+ Cp ч. 

Поскольку II A fr1*1" ^(0)11 fe то Б 
сиду леммы 3 

II G.m"v(0)Ll ^ (Ш*0^ А0)Р1Г II + 
,Ä6— Л— m*h(1.ILp) . 

•Ч,Р ? ) l p "  Ü-о-И ч "  "«V? и \  -

6 f?"+ ̂ ) #Т (̂  п -» о) . 

В заключение автор приносит искреннюю благодарность 
Г.М.Вайникко за ряд полезных советов. 
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ON THE CATCHT raOBLEK METHOD FOB ILL-POSED PROBLEMS 

WITH НАМОК EBB OES 

A. Veretennikov 

Summary 

Let H , F be separable Hilbert spaces, Ac £ <£ (8^ P"). To 

recularize equation (l), Cauchy problem method (2) or (3)is 

applied. Theorems of regularization are established and esti

mations of the rate of convergence are obtained. 
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Уч.зап.Тартуск.ун-та,1984,672,16-26 

О ПРИНЦИПЕ НЕВЯЗКИ ПРИ РЕШЕНИИ НЕКОРРЕКТНЫХ ЗАДАЧ 

Т. Раус 

Рассматривается некоторая модификация принципа невязки 

для одного класса регуляризационннх методов при решении ли

нейных некорректно поставленных задач в гильбертовом про

странстве. При некоторых хорошо известных методах, как ме

тод Лаврентьева, явный и неявный итерационный метод, дают

ся оценки погрешности без требования "истокопредставимости" 

решения. Погрешность оценивается через наименьшую погреш -

ность метода с данным уровнем погрешности правой части. 

Рассмотрим уравнение 

/eR(A)f (I) 

где А - линейный ограниченный самосопряженный неотрицатель

ный оператор в гильбертовом пространстве И ;его область зна
чений R (А), вообще говоря, незамкнута, а ядро N(A), 
вообще говоря, нетривиально. Предполагается, что вместо за

дана ft е Н такое, что < <Г. 

Рассмотрим класс методов решения уравнения (I), подроб

но изученный в [i]. Пусть {дЛ* •<•.«•> - семейство вещест -
венно-значных функций, определенных и измеримых по Борелю на 

таком отрезке Г 0, ai, a > О , что спектр Bf (А) £ Со,а]. Пусть 
при а > 0 выполняются неравенства 

$ U р I q, Ml 5 у * ) (2) 
o t i  < е  

sup *р Н- Х<1»М1<Уг*-р (Oip^po) (3) 

где у, уг- ebnet, /• = i , p. > О . Наибольшее ре , при кото

ром (3) имеет место, называется квалификацией метода. Прибли

женное решение уравнения (I) строится по формуле 

Uj, = (I- A<j* (A)) tie, + (4) 

где I - единичный оператор, u„ - начальное приближение. 
"Далее рассмотрим поподробнее следующие методы этого клао-

са. 

I. Итерированный вариант метода Лаврентьева. Зададим на

туральное число m >z 1 и начальное приближение u«, с Н , вы
числим m итерахтий 
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U»,, a (v*I + AV* (л*4 UW,H + |f) , О- 4, 2 , .  .Г»; 
за приближенное решенде уравненжя (I) примем и* * и„л, 

Это приближение имеет форму (4) с функцией 

=  2( Л -Av  =  i t l "  йЬхг] у  

для которой условия (2) и (3) выполнены с f = m , ур = 

= fp/rn)1, ( i - p/ro) р, ро» m , При <»> = 1, и„ = О 
имеем дело с методом Лаврентьева: 

и, * (*•'!+ A) • 

2. Неявный итерационный метод. Цусть «<. =ce-»st> 0. рас
смотрим итерации 

(*Г+ А)ии = otun-, + ff , n= 4,2,... . 

В качестве параметра регуляризации возьмем я = п . Для 

ц*= и» имеет место представление (4) с функцией 

Ы& •  Ш-feT]. 
для которой условия (2) и (3) выполнены 6 у = «<"* р.= <*»,-
при п >- р имеем - (dtp)1*. 

3. Явный итерационный метод. Цусть р е ( О, 2/HAU). 

Рассмотрим итерации 

Un * Un-4 - Ц ( A U„-4 - -ft), 4,2,... . 

Положив опять n = n , u* = и„ , имеем для и„ представ

ление (4) с функцией 

qЛъ) = 2 и-*гУц - хГ4- (d-^ri 

для которой условия (2) и (3) выполнены с у = уы , у»е = =» ; 
при р б ( О, I /ПАП] имеем =£p/Cf<t)]r 

Отметим, что для этих методов выполнены ещё следующие 

соотношения: 

14- Xg 4ml 5 (0*ъ*а, 0.*л,1*Д(5) 

I<)n б Ig*(Х)1 Сп?, о, Об а**"X,* а\ (6) 

sun 1(^001 = = у я, (?) 
04 > s а 

5*1 С С i - С̂ )3 ~ 

= з.ди [U-̂ ÔiD̂ CX)] «НА'а, *4, *,»,0)/8) 

Сформулируем теперь правило выбора параметра, иддд«». 
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ß n -

оператор ß«. , который зависит от квалификации метода р0, 
положив t 

( i -  Aq*  (А) ) ' *  при  р .<  
г 
I при ро = . 

Правило Д. Зададим числа I, (3'/6,. Если 

ttß 0( Aue- (j)ll 4 6iS/ то положим к = 0 . В противном слу
чае выберем такое Л > 0 , чтобы выполнялись неравенства 

6,<Г * II В* (Au. - f,)]U 1,6. (9) 

Таким образом, в случае методов бесконечной квалифика

ции параметр выбирается по обычному принципу невязки, осно

вательно изученному во многих работах Сем. [i] и литературу 

в ней); в случае методов конечной квалификации к невязке 

предварительно применяется оператор (Г- Отме

тим, что для метода Лаврентьева такой выбор параметра реко

мендован в [21. Сформулируем сперва один побочный результат 

Теорема I. Цусть В/# - 4<?, ч* - ближайшее к и„ ре

шение уравнения (I). Если я = я U) в приближении (4) вы

бран по правилу П , то 

6 кСб) -» 0 , Ни „„-и* (I-* 0 при <Г -» 0. 

В случае начальной погрешности 

u , - u „ = A p v (  I M *  9 ,  о  *  р  &  у » ,  ( 1 0 )  

справедливы оценки 

л(5) $ dp 9fr 

- uj 6 ср / о < p < p.y 

где 

а,- (ё)г'"-
Г jfrtt  ̂ при р.- • 

yptl °p« ? - < •  

В случае р. = «о теорема I была сформулирована и дока

зана в [I], в случае р.< <о доказательство проводится ана

логично ж здесь опускается. 

Обсудим результат подробнее для итерированного варианта 

метода Лаврентьева. Понимая под их приближение u*,-n z 
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швеи ß* » R-'(*-*I+ AV* ß*(Au.-̂ /) = Au.„*<<n-//„ 
Выбирая параметр л = л. (<$) по правилу П, в случае началь

ной погрешности (10) имеем 

где 

где 

* С„,р O ' p L K ,  Ш) 

С*,, - f<,w)A - п, 
так как - у»,1<гн,. Правило П можно трактовать * 

как обычный принцип невязки для приближения я ж в 

соответствии с результатом [Г] имеем 

1 U„.4(ЛМ) -u.il 4 Cw.1;r 0<Р s m, (12) 

с_,г - «..!) 

Поскольку сч/,4СЫ| /1 то, судя по оценкам (II), (12) 

приближение и*,,*») более точное, чем сU.4, «<v?. 
Для методов 1-3 погрешность Ци я и )  -и,И можно оценить 

через наименьшую погрешность метода с дянннм уровнем погреш

ности правой части, не прибегая к условию (10). Под и» по
нимаем, как и раньше, ближайшее к начальному приближению и„ 
решение уравнения (I). 

Теорема 2. Цусть II/*- {8 < <f и параметр я = л (J) вы

бран по правилу П . Тогда для методов I, 2 имеет место оцен

ка 

Иuv*) - U,II £ гъ«х (ct с/) sun iwi |1и,-ц»|| (13) 
А ' 

где 
U,  = ( I -

с«» " ]/i +  ( i * ' , c t t  'VrCcJ (( г+4\ (14) 
С*- решение уравнения 

V7(c) Ut+ I) = VTT^(0/ (15) 

причём в случае метода I 

т(с") - С w (с " - е.* -»->)] 
*, . _ м- 4  ' U6) 

(О - с (»1+ 1-mt "J t 
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а в случае метода 2 

V-i 
Г (с) - (f*cU+ (-с))*1, гСО - c'U* сУ*. (17) 

Теорема 3. Цусть выполнены условия теоремы 2. Тоцца дая 

метода 3 имеют место утверждения: если л (<f) * л»( 8,), то 

Н «ча> - «*»И 5  то.х С с«,, с 1Ж  (*.(£))) sup Ihf flu*- ц J| 
если n (<$) < п.J, li), то И|-{1|*£ л 

Я U-w) -m.il 5  

 ̂max *.(f))yS, max , с<,(Д *(f))) svp î f llu,-uj} 

Здесь *?'»** " 

1.(1.) - x?( ̂  1/ь 4c ; l  

chUU)) - \/c" * «jj'/'f. <„/ , 

d(ß, t,(V)) = $ (<f) -• сt ß с» / 

Г ßci + ̂(<0.. при nGr) s £v, cw 
J *(<r)+(ß-lH* С. 7 

^Ctg^C. 4 при ?ис> t K(f)6 R»f<Jz 

MXtnc.f* Ä*(d)) 

ct а (1д • О / V/n с» (?и C. + i)', 

С»- решение уравнения 

t4t I - cVT^T ,  ̂> 4, 

константа Ctt определена формулой (14) и 

ß - произвольное вещественное число, такое, что $"4. 

Доказательству теорем 2 и 3 предпошлем две леммы. 

Лемма_1. Цусть выполнены условия (6)-(8). Тогда имеет 

шсто неравенство 

suv 1и( Hu*-ü»U* => in I {II (I - A q, (А'йСк.-и.'Х' *у V j1} (18) 
Ii-fit« n n 

Доказательство. Имеем 

и,-U„ - (1-Лч„Шив-иЛ + 9,МК?-/). (19) 

Цусть ядро N (А) нетривиально. Тогда при элементе А таком, 

что {.- / € N (Л), II/.- f||« <f в силу (7), (19) и соотношения 
u.-u, J.ĵ -4 получим 
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откуда вытекает неравенство (18). 
Цусть ядро N(A)  тривиально. Поскольку спектр оператора 

А имеет точку накопления в точке нуль,то можем с конструиро
вать  последовательность  вещественных  чисел  s t  »  . . .  »  
>/S« vsKHv такую, что выполняются условия: 5in, s«. * 0; 

г -I *">*° 
в каадом отрезке LsK-I, S*. J имеем по крайней мере одну точ
ку спектра оператора А• 

Пусть Р (Ä) - спектральное семейство проекторов операто
ра А. В силу (8) и конструкции {?Л можем сконструировать 
последовательность £f«.J такую, что { « Р(с,)Н © 

II/к - / II« сГ и 

С1-/Ц„СА)>6«.-0]Н »0 

при кавдом п >/ 0 . Обозначая через Лк точку минимума функ

ции /(п1 = ||(1-Ас|кбАЖ-11.)11* +Н^М)(/«-#)||1 (она для 

методов 1-3 единственно), получим 

Sup ihf II u, - Ч> Ц1 lir* 1'и4 Нцц-U, )l < . » 
ft K—* A 

*  i n f  {  I I  ( I - A c j , ( A ) ) ( u . - u , ) l l \  Ц (20)  

= [|КГ-АЧ,„ (Afita-Ul!1 * Hg„K(A)(/.-/)ir}. 

Поскольку в силу (6), (7) |Д 

llqJA)(/ K-/)||N /i~ 
К -5 «о ^ к-е »О О 

= Ž.-KV, 5 qito dt<PW( f K -n ( /K-f )>  > z  
*— s-

>z q„* CsJ J а<РМ(/к-Л,(/к-/)> = 
5k*4 

= q,4s K)<* a  - *V<T 
K-»eö 

при каждом А г- 0 и 

ЦСАХМ)!!'4^5-̂ ' Н1?1(А)(/к<1-йГ, (к.4,3-.), 

то /<'ги лк " 1* > где ле - точна минимума функции I (п) = 
«А j 

= 11(1-А^(А))(ц л-и щ)1/ 1+ у\ г<Г . Следовательно, 

( //а-Л̂ .СЖ».-«»)//̂  //?л„ (MU-Of) --
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UV 

Гп*-n t  

(n.4 П.) = 1 
' [ li-Ai+tht 

= Ш(«0-с<,УНг+ /VcT*) 
1 ' 

что вместе с (20) доказывает лемму. 

Лемма 2. Цусть oi, л, >, 0. Тогда для методов 1-3 
при любом V € Н и при любом таком, что п2 >, 1 спра
ведливо неравенство 

IKI -AonJAVv l l 1  $  
, (2D 

$  7 М C A D A VII *1(с)И(Т-Ауъ(АЫ л, 
где 

для методов I, 2 }  

для метода 3 , 

а функции Т(с) и г^(^) для метода I определены формулами 
(16), для методов 2, 3 - формулами (17). 

Доказательство. Достаточно показать, что 

U -̂ „.(Х))1 4 

тСО ю1(ла,Оуг Л1-* 

ГДе A b-L 
(  4  -  Ac jn f ^ )  г  при  ре  А  • * »  )  

1 При р0 = об> . 

Проведем доказательство для метода I. Легко проверить, 
что функция . , 

/СО = + х 1  

имеет на отрезке Г 0, С1 единственную точку минимума в точ
ке х = 1 и 

т'.и /fx) = ги+ i- ivic" . (22) 
et х $ е. 

Тогда обозначая х =- с С(1+л4^У(1 + »4 , получим 

тСч) uj i(n > in l)у г  В> г
П 1(Х) (i -Лдгл/^)) 1^ 2  +  

(,/-Я̂ 1Сд))1 = ( d +  п ^ у 1 " *  ( r *  +  i - r » c ~ )  1 * 

х Г + = 

1 с" (с" -il(1+ л 4ХТ v. i + л, X/ J 
= ( i t  n t  X)- i n" = ( i  - Acjn t(V))\ 

Для метода I лемма доказана. 

ß„oo = 
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Для методов 2 и 3 доказательство проведем аналогично, 
используя в случае метода 2 вместо (22) соотношения 

(.ZJJ * е 

rriin £ (f*>c)-1 X1 * с*<г a,J = i-t tr> с (23) 
и. обозначение х= 1Л (Ra-tiV#< для метода 3 используем 
соотношения 

С »  *  С  1 +  / и  с  

ГУ1 .И { (?и * ( It #ис/^А1-Л4)) *• (24) 

-(l.x)atn^]= Си с. 

и обозначение х = • Отметим, что в случае (23) минимум 
достигается в точке х = ̂  с , а в случае (24) - в точке 
X = I- ( * , -

доказательство теоремы 2. Имеем 

и х -и, = (I-Afa(Aj)(up-Li*) *• $>\(А)((*-4), (25^ 

ß, Mti« - /J = 8„ (!-/!?„ M)W«.-cO -

- А v26) 

Из ( 2 ) ,  ( 3 )  следует ,  ч то  

11̂  (A)(lr-f) I I  ^  /чсГ ,  ( 27 )  

l lß * ( T - A f y ( A ) ) h i .  (28) 

Для определяемого по правилу П я = ч (J) на основании (?), 
(28) имеем 

Ч ß<w f J- ̂ 9T«w(AlAtue-ujß £ (tx* L)J~, (2У) 

II ß„u, (1 -Aj,MМ))Л (чо-и,)Ц * (/,- ̂ cf. (30) 

Поскольку для методов I, 2 выполнены условия (5)-(8), то из 
лемма I и (25), (27) следует, что 

II - и» II * 

(31) 
<  1 1  ( Г - - и ' У 1 +  У 1  ( d >  < ?  ш  X sup /„/ //5,-üJ 

(;*{{11(г-Ас}М(<<о-и.)11г+г%*Лг »7-w " 

Обозначь через п, значение параметра, при котором функция 
/Ci) = И(1-А^„ (А))(ц. -ц*)Ц* t yln*cf2 достигает минимума. 

Лредполомнм сначала, что л» * я(6). Тогда в ему (5) 
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Элементарный счет при л, 4 а(<Г) дает для методов 1-3 

# a-a <j,„мы ч- л га»" и 4 
4<mw ßw)(X)(i- й cjKU)ГЯ))АГ/ - А^*,М1 j'« ААС/)-А*) . 

Поэтому 
Ii ß„<v) f J- A^Vf)(Ä))A(и.-и,)Ц 4 

^ у, (*C<f) - О" 1  II (J- A fr, (A))(u 0~ ч,)1 у  

откуда на основании (30) получим 

II (1~ А<£п л  (А))(и„- U*)H ^ jV'fntif)-*«) (&1-0&. 

В силу (31)-(33) после несложных вычислений получим теперь 

IIСI- A<jn(*)(A))(uo'U,)ll + /*(<})& < 

(;^{Ц(1-А?,т(и0-и¥)11л+ /«Va//a * 

ц + /лГоГ)сГ _ 
•* »Wax max / , -
Ч у, У >, y,-4x(«r)-A.)«vi)f у у* + 

= 1/ы77517 
I IЦп«) -U.i l  i  c i t  sop l lu n -uj l .  (34; 

ll}-flh<f * 
Предположим теперь, что <(/)<**. Так как с„ > 4 при 
i . хде с* - решение уравнения (15), то выбрав в лем

ме ü С =С» , с помощью (а) получим 

4 ТСс.) (А, - * ri.Cc.) ИСТ- Ау п, (АУ)(и. - а.)/ 1  

Поскольку но основании последнего неравенства 

ll(I-Aq n W(A))(tu.-U.)ll+ У &  

( - у  { И ( 1 - А < ] * ( А ) ) ( ч . - ц , ) 1 1 ' +  

^тСс») (д. -п(£))г((х+Ог+ рСО^ 

« m a x  m a y  \П?Тп? 
A«, »uvn(f) у>0 
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< m<*x ( \ГтСсГ? (t*+L) t  VyCcJ) + £') - c,e/ 
то в сжлу (31) получим 

l , u«'j - « * / 4  
с <,  У  / / г ? ч  -  «Д  

что вместе с (34) доказывает теорему. 

Доказательство теоремы 3 аналогично доказательству тео

ремы 2. Отметем только, что прж доказательстве используем 
следующее утверждение: еслж с4>̂  Кл>0/ * 

ни) * •+ *«,")/У, то цр* 

1» > 5, (с, с. л) = c(l + V3MCF)/Ä С4 теет место равенство 

г»«х /<ул) = Кс^х + V /rv-с̂ У 
1>*е, V-0 

* пр* ле < равенство 

m ax Дул) т  

О, (*-я.*е.У + ̂  г- Р*е* 

.£с<^ * У, при А.*с., 
(£-1>с П. 

WY-I • " .1 ПР* С * *• * *Е 
KP'-Oc*-» п> 

Без доказательства отметим, что в условиях теоремы 2 

оценка (13) имеет место ещё для методов спектральной срезкд 

и для метода задачи Кошн. В случае методов спектральной 

срезки 

ü«r А'л(1-Р(0& (35) 
ш 

ип = А~1(1- РШ)Ь + nPWfs (36) 

коэффициенты c,t и с#1 выражаются соответственно 

C 'i " '* / 11Ч - I' /  С« а  * (i*l, 

Q l  т  /v* ('• dbl)) ',  
где с, - решение уравнения 

Г/+ с )  ( (*  + £ ) *  +  V l + c  ( f t t i )  -  i t  I / с .  
Для метода задачи Коши (см. CQ, стр. 27) коэффициентыq, 

и с«х определены формулами (14), (15), (17). 

В таблице 2 приведена зависимость коэффициентов от 4 = 
= tt = tj для метода 3, в таблице I для остальных методов. 
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В таблице I подчеркнуты наименьшие значения коэффициента с = 

= max (с#, ctl) Для данного метода. 

Т а б л и ц а  I  

"метод 1,14 1,22 1,53 2,06 3,00 10,00 

Лаврентьева (»>= 1) 

мер. неявн. 

задачи Ковш 

спектр, срезки (35) 

спектр, срезки (36) 

2,96 2,36 1*78 1,87 2,01 2,87 

8,21 5,64 3,06 2̂ 18 2,46 4,46 

3,77 2,85 2,00 2,18 2,46 4,46 

2.14 2,22 2,53 3,06 4,00 11,00 

4,60 2д22 3,67 4,19 5,10 12,05 

Т а б л и ц а  2  

& jutt) 

ntt)=a 

& jutt) С*, 
CjWJÄ с-кШ 

1,30 1,19 2,44 2,04 2,09 

1,70 1,28 1,83 2,17 2,24 

2,10 1,39 1,66 2,30 2,38 
3,00 1,57 1,55 2,57 2,69 

\CShUJh_Z_ 
(фмИ [dü^rt 

K(s)'i, P°1 
с^дЖкЫг)) 

4,14 

4,84 

5,46 

6,98 

2,57 2,57 

2,92 2,92 

3,23 3,23 

3,99 3,99 
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ПРИНЦИП НЕВЯЗКИ ВЫБОРА РАЗМЕРНОСТИ ПРИ РЕШЕНИИ 

НЕКОРРЕКТНЫХ ЗАДАЧ ПРОЕКЦИОННЫМИ МЕТОДАМИ 

У. Хямаржк 

1. Введение. Для решения операторного уравнения 

Au- f  ш  
на ЭВМ оно дискретизируется. При некорректно поставленных за

дачах необходима и регуляризация [6]. Эти процедуры мож

но объединить, если удается найти корректную дискретизацию 

первоначального уравнения, т.е. если решение и„ дискрети-

зированного уравнения сходится к (нормальному) решению и* 

исходного уравнения при п.-*«». Тогда при правильном согла
совании размерности ri дискретизированного уравнения с 

уровнями погрешностей rj и j оператора А и правой части { 

происходит саморегуляризация: иП(д, у -* при £, ц -* о. 
Условия саморегуляризации уравнения (I) проекционными 

методами с априорным выбором размерности п исследовались в 

L8, II, 12]. Проекционные метода с апостериорным выбо

ром п изучены в [2, 3]. Принцип невязки выбора г в методе 
спектральной срезки обоснован в И. В настоящей статье изу

чается принцип невязки выбора размерности уравнений, спроек

тированных методами [8]. 

2. Задача и проекционные методы. Пусть Н и F гильбер
товы пространства, Ae d(H,F) - вполне непрерывный оператор 

с, вообще говоря, нетривиальным VV( А), а -feR(A). Пусть 

вместо А и f известны приближения A«6jC(H, F) и -f4 та

кие, что l f s-ff«Y 

Для решения уравнения (I) используем проекционные мето

ды [  8 ]. Выбираем п -мерные подпространства Н иСН и 

Fn С F с соответствующими ортопроекторами Р„ и Qn . В ка

честве приближённого решения (I) берём и̂ бН* такое, что 

6) и ArjP« v» = On fg .  ̂

Обозначим Y„ = I (Qn А В,У*0„ i и fn,̂ l (Q h  Р„ pQ„lt 

считая их бесконечными при отсутствии соответствующего об

ратного оператора. Укажем одну возможность нахождения вел*— 
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ЧЕЙ YN,^. После выбора базиса НИ иж F„ уравнение (2) 

представляет собой систему линейных уравнений. При ортонор-

мированном базисе минимальное собственное значение fin мат

рицы системы совпадает с величиной Vn̂ 1 в методах наимень

ших квадратов и наименьшей ошибки, с величиной в ме

тоде Галеркина. Значение может быть найдено одновремен

но с решением системы итерационными методам* (см. напр.[ 71. 

3. Правила выбора размерности по невязке. Правило Eg. 

Зад а д и м  ч и с л а  Ь>4 ,  Ä » > l u * l  и  ©е ( С Н ) .  Е с л и  п р и  n=d  
IA^UH- fsl < + jЬ,?), (3) 

то положим п = 4. В противном случае выбираем любое такое п , 
что ( 3 )  вы п о л н е н о ,  н о  д л я  не к о т о р о г о  т е  [ Q n ,  п ]  

II Alf um ~ Н И * ̂  ̂   ̂

ДравЕяо П2. Зададим числа Ь >4, |и«|/, d>0 и 

© € (О, 4). Если, йри выполнено хотя бы одно из неравенств 

(3) и 

п̂,ц '  1 *  i (5) 

то положим п»4. в противном случае выбираем любое такое п, 
что выполнено (3) или (5), но для некоторого me fön, п] вы
полнено (4) и 

^т,ц 1 (6) 
Правило Ш. Зададим числа к>i, d>0, &е(0,1). Ес

ли при п~4 выполнено хотя бы одно из неравенств (5) и 

IA7Um- h I 5 lu*lf), (7) 

то положим п-1, В протгвном случае выбираем любое такое п, 
что выполнено (5) иж (7), но для некоторого mefõn, п] вы-
пожено (6) и 

lA^um - I la* lj). (8) 
4. Условия регуляризации. Приведём условия, при кото

рых проекционные методы [8 ] с правилами П1-ПЗ выбора раз

мерности п уравнения (2) определяют регуларизуицие алгорит

мы и имеют место стремления 

а+̂ )̂ па,ц)~* О при 8, t]  -*о f (9) 

I U-*ll О при 6, r j - > 0  .  (10) 
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Буквами с, Ci обозначим в дальнейшем постоянные, не за
висящие от П . в разных местах значения с, вообще говоря, 
разные, но с* совпадают. 

Теорема I. Пусть уравнение (I)решается методом наимень
ших квадратов ( Fn = Af,Hh; тогда У„ = 

ЩсЧь НпЛЖА)={0) и R,u->U дая u£Ä(/f) при Пред

положим, что 

1 (Г-Ри) А*J • V« « С. (II) 

Тогда утверждения (9), (10) имеют место при выборе п по лю
бому из правил Ш, П2, ПЗ. 

Теорема 2. Цусть F= Н, А-А*>0 }  и уравнение 
(I) решается методом Гаяеркина (R,=И», j тогда 

Yn='vyt {НилвУ(Аи„,и*)} Пусть Н„ПЖА)={0} и ßu-*u 

для U€ 32(A) при п-*<**. Предполагаем, что 

I (J-P.) Aw I •«."<<*. «21 

Тогда утверждения (9), (10) имеют место при выборе п : 

1) по правилу 1Ж, если AipA и £ > <^ + 4 } 

2) по правилам П2 или ИЗ, если T> >CI*2+2(CI+I)DI/3. 

Теорема 3. Цусть уравнение (I) решается методом наимень
шей ошибки ( FH ; тогда {Ц fK // FAFK)\ 
Пусть F„ HVYfA*)= {0} и Ок-f-^f ДЛЯ -Гб #(А) при h->«o. Пред
полагаем, что 

1А(Г-Ок)1 • V* * «а- (13) 

Тогда утверждения (9), (10) имеют место при выборе п : 

1) по правилу Ш, если Aij = A и (а>Сх*-4 / 

2) по правилам П2 или ПЗ, если IL >2СХ+2 + (СЛ+4)О(. 

5.-Приложения. В обозначении пространств Li = Li [О, lj 
и т.п. отрезок [0, lj везде опускаем. Дня A:Lj-*L» сопряжен

ный оператор будем обозначать через А*=ДГ; La -> Li, подчерки
вая этим, что сопряжение берется относительно пары пространств 
L*, Li. Скажем, что оператор А: Li-»La. имеет индекс сглажи
вания L , если А является гомоморфизмом из La в V', где V' 
такое замкнутое подпространство пространства Соболева 
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что Н' 5 v's Н1. Обозначим через S* подпространство сплай
нов на [О, I ]  порядка к—1 с узлами i=0, . . . f h. .  

Предложение I. Если транспонированный оператор Ат имеет 
индекс сглаживания /, то в методе наименьших квадратов для 

уравнения (I) с Нп-справедливо При вы
полнено условие (II). 

Предложение 2. Если оператор А имеет индекс сглажива -
ния I , то в методе наименьшей ошибки для уравнения (I) с 

Fh = 5K справедливо Y*Уп' При выполнено условие (13). 
Рассмотрим интегральное уравнение Вольтерра I рода 

Аи({)= [WH,*) а-л)1'Ли(л)ои-Ш) с оператором А-'Ц-»/-* 
о 

Здесь I - положительное целое число. Цусть «,-£) >0 при 
каадом -С б [О, 4J. Тогда оператор А (или ftT) имеет индекс 

/У «Б)// \С—"DL 
сглаживания I , если ограничены функции ——"''У » 

if OšAštSj. (соответственно 3 ^ 

i = ... ,£} Oi-ала), Действительно, в этих условиях /-
кратным дифференцированием уравнения (I) (или Ат>о= v ) по
лучаем уравнение, имеющее единственное решение, следователь-
НО , 

Л(А)={»&)1 О«)С*Г, «A>FO)=0, T = 

($MT)={vti)| VA)(4)*0, 

6. Доказательство теоремы I. Согласно [ 8], в условиях 
теоремы 1 при справедлива оценка 

1 и и  - и* j  $ с [KI-R.) и* | |  + J. (И) 

В силу (II) для невязки имеем 

BAIJTTN-FIL =И«Й{ВА|[<Х.-ЙЕ, АЕНК}Б|А7Я1И,-^|<1Д(В,-1)Ц,|^ 

+ KFA^-A) KU#JF + FL-F-ÜLU C<1(L(PK-IJU*LI*78U»^S (15) 

С л у ч а й  п р а в и л а  Ш .  Е с л и  п р а в и л о  Ш  в ы д а е т  
h<co^ при всех то утверждения (9), (10) триви
альны. Цусть правило Ш дает п и те [Он, n j f  и(6,^)->«> 
при Из (4) и (15) получим i fUfS* ^Z>*) s  

5Cffc-d)-11 (В,-!)«.*!, откуда с учётом n<m/<9 вытекает 

стремление (9), а в силу (14) также (10). 
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С л у ч а й  п р а в и л а  Н2. При малых 6, у правило 
П2 работает как правило Ш, так как по (9) и неравенству 

А /<4-Ч*п) при (см. Се]) условие (3) менее 
ограничительно, чем (5). 

С л у ч а й  п р а в е л а  И З .  С п е р в а  д о к а ж е м  о т  п р о 
тивного, что 

TUH| > ЦИД (16) 
4-»Оj Y"*° 

Если 1иПка< Üu„l при п и -+">, Sh*-»о, то {Uh,} сла

бо компактно, т.е. Зи': иПе~->и' при Так как Au^f 

при то Au'=-f. В силу слабой сходимости lu'|£ 
й Ь» <u*KD 5 Ilu* II. Это противоречие к определению М„ как 
нормального решения (I) доказывает (16). Согласно (16) при 
больших и выполняется неравенство (7). Цусть правило ПЗ вы
дает п и m€ Cen, hj. Докажем от противного равносильное (9) 

утверждение (fi ^при Если 9b,(6+f)fcC, то 

lk* l(I-FU)"«l/(S+i)-»0 при S,i|-»0. При малых 5 и у это 

противоречит по (15) и (16) неравенству (8). Утверждение 
(9) доказано, утверждение (10) следует из (14). 

7. Доказательство теоремы 2. Согласно [ö j, в условиях 
теоремы 2 при ^У»><1 справедлива оценка (14). Обозначим 
А>|,«= FH A<|R. Учитывая (2) и то, что метод Галеркина для 

уравнения минимизирует В Atjn (<Х- и») 1, Ои< Н*, оце
ним невязку: 

LA^-FSL  -  NI-RHA^-FS ) !  5  В (Г -РН)А ? (А^8А^-И> 

+ IKJ-R.) (А||А^пРк-1)1 HrA^Nia-RJAfl ltf( hb 
+ {КГ-РИ)А^1 1А^Р„АуЕ + 0  (S+ 7 M. а?) 

Из (12) и оценки JA^-A^I 4 2 j" (см. [l]) имеем 

8(I-P,)A"|*2^, а также | OPJA^f = 

= HfJ-R,)A^(I-Ph)8 # Eff-ßJA^e 2 * из 

(17) ввиду этих оценок и равенства lA»1 А.А»* I * (с«« 
[8 ])  получим '  

I АИ U, - ̂  I < F с}  ¥£* * Ü ( I -  Ph)  и* i  + (JG) 

+ U+(BTIR + 2F)*$)  ( S* 
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С л у ч а й  ц  р  а  в  1  л  а  П 2 .  Цусть правило 02 выдает 
П и fneCSn, hj. Из (4), (6), (18) и неравенства 

£ 4. + 2у "#£У, которое вытекает из оценки I А™ ~ А 4 ПIU 2 ЦЛ
) 

имеем Ц>-С4-2-2(С4+4)</"3)?„(Ь+>]&*) &ct II  (Z-P„)u* | l .  

Ввиду h отсвда следует стремление (9), но с учётом (14) 
и утверждение (10). 

В  с л у ч а е  п р а в и л а  Ш  т е о р е м а  2  д о к а з ы в а е т 
ся аналогично теореме I. 

С л у ч а й  п р а в и л а  Ш. При Д« = Д повторение 
выкладок при оценке невязки дает вместо (18) оценку 

IIА u,  - -Fi Е «С} • 4%* И^Г- Р„) м* й +  (c t+4)6. Дальнейшее доказа
тельство теоремы аналогично случаю правила П2. 

8. Доказательство теоремы 3. Согласно [8], в условиях 
теоремы 3 при »jV«<4 справедлива оценка (14).Обозначим 
At|,n= По (2) имеем 

öA 7 vu-fbI I» 8(1-^(^-^11 '  If f-QLfyl 14^0^^-4,8+ 

+{Оа-Он)А,1 IAjia.1 +I) (S+FLUD). (19) 
В силу (13) справедливо Ц(1-Оь)АьИ*Ся1£*+у. По (19) и 

оценкам J (AJ* Q MFI - Jj и, | « II  (R-I) и»8+ и 

KU»!  (см. [в j )  получим 

ÖA^UK--fsi Н CX- RO u»i + + 

+ {D* (CAV;J + ?)4V,?} + (20) 

С л у ч а й  п р а в и л а  П2. Цусть правило П2 дает 
И и wieC©*,*}. Из (4), (6), (20) и неравенства { 

+ имеем Г6-.2с а-2- Ссл  + 4)с(] + 

Ввиду nSf*/& отсвда следует (9), но с уче
том (14) и утверждение (10). 

В  с л у ч а е  п р а в и л а  И З  т е о р е м а  3  д о к а з ы в а е т 
ся аналогично к теореме !. 

В  с л у ч а е  п р а в и л а  Ш  д о к а з а т е л ь с т в о  т е о р е 
мы 3 аналогично случаю правила П2, вместо (20) используется 
неравенство lAu.-fsI * С3 'К1 |(I- Рк) а* 1 + Cc,+4)j, ™е*>-

щзе место при А^= А. 
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9. Доказательство предложения 1. Так как /|Т гомеомор
физм из Li в V1 , то легко видеть, что А является гомеомор
физмом из (V*)* в La , где пространство (V')* снабжено нор
мой Hul,v,)W = 4U/1 { \(U,0)\, -vt v', = с учётом 
Н* С Vе имеем 

c lAu n  i l L l  > Лü ( v , ^  {  Ifw»,  o„eW'  4^ .11^ ,  

Согласно [б], пространства St обладают свойством flu* I ,» 
J 

^Ch tuntut-  Из этих соотношения вытекает свойство 

ЦАиЛ^ > т.е. Согласно fid] (стр.159), 

^ Хй1) где А* есть п -ое сингулярное число оператора А . 
Из свойства £ Н1 вытекает X* <С h"' (см. [4], стр. 
196), поэтому Л х h'. Так как Д*оеН' при и про

странства HL= Sh обладают свойством 0 ff- R.J*vl # Cw и~* при 

(см. ГбР. то Iff- R.) А"II * С h"' при K»J? и усло
вие (II) выполнено. Предложение I доказано. 

Дол^зательство предложения 2 отличается от доказатель
ства предложения I главным образом тем, что величины А, и„, 
Ни, И. заменены величинами А* {«., Я» и <3*. 

В заключение отметим, что в Гэ] изучена допольнителу* 
нал регуляризация уравнений, спроектированных методами f 8 J. 

Автор выражает глубокую благодарность Г.Вайникко за ру
ководство работой. 
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RESIDUE PRINCIPLE FOB CHOICE OF DIMENSION 

SOLVING ILL-POSED FB0BLBMS ВУ PROJECTION METHODS 

U. Hämarik 

Summary 

This article deals with solving ill-posed problem by pro

jection methods. The rules are given for choosing appropriate 

dimension according to discrepancy. Conditions are stated by 

which projection methods with offeded rules of dimension 

choosing are regularization algorithms. 
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Уч.зап.Тартуск.ун-та,1984,672,35-39 

ОБ УСТОЙЧИВОСТИ ОПЕРАТОРНЫХ ИТЕРАЦИЙ 
ОТНОСИТЕЛЬНО ПОГРЕШНОСТИ окштаия 

А. Минц 

В настоящей работе исследуется влияние погрешности 
округления на близость приближенного решения операторного 
уравнения к точному, если для вычисления очередного при
ближения применяется метод операторных итераций. 

Уравнение 
AU = £ ,  ( I )  

где А - самосопряженный неотрицательный ограниченный опе
ратор в гильбертовом пространстве Н , решается методом 
операторных итераций 

К- В*., (Л-АВ*.,;, В„ = ЗГ4). (2) 

Здесь I ( А) С С [О,1 J , ОБQ (X) *2/\ , IIАН Й 1 , при

чём приближение к решению (I) вычисляется следующим образом; 

и н =(2-АВ к )м в ^6>1.5 > г Д е  и =2*. 

Предположим, что на каждом шаге итераций (2) делается 
ошибка с нормой, не превосходящей некоторого числа, которое 
будем называть погрешностью округления: 

MLTUI-AE^ )  4  С* ,  В О =ЗБ04С В .  (ГО  

Обозначим = | в«- в Л ( •••) . 

Теорема I. Цусть <1 С„1| <£(  к=», i ,  2Тогда 
при о < к 4 -^Л£ -Z справедлива оценка 

<3- Г" £ . (3) 
Доказательство. Из (2) и (2*) легко получить равенство 

ßT-6, =(1-Л8..1)(ЬКМ-В,.1)^В.Ч ) 4 EKI 

из которого следует, что 

+£ (  к=1 # Я 1  . . . )  ,  (4) 

Повторным применением этого неравенства находим 
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£ 4*2£ (  3/Z+ */*), 

£ г  ik tWU u/b t  + i/ i  i+ i/ t  t ) )  

(5) 
к z _ к , к „к г - i. 

6 *^2  £ (Е О +С,  5+ . . , 4C Z | £  )}  

где С* - некоторые коэффициенты. Из (4) и (5) для с* не
трудно получить следующие соотношения: 

С*"-С* 42. (6) 
К . 

при нечётном i, i  i  t £ 2 ,  - i ,  

с г = ef +  r  ((•; e t : t  -  с; , . . .  + с Ъ !  t )  ( 6 , )  

при чётном L f  о< i  4 Z<-i ,  

причём при i > 2*-± положим с* = 
< Г IC /К К •: 

Найдём С„ t , Сг . Обозначим за <я0 выражение 2- Ct, 

Тогда Е„( +Pt{ij)U+J*t+Pt.(£y) + € , где 

Р* (£.) - многочлен, содержащий степени £ , не меньшие 2. 

Отсвда J C * I ZJ 0  + I }  причём <А° - I. Поэтому J*<Z*-£} 

а, следовательно, 

C 0 <2-i/z K .  (7) 

Обозначим за el/ выражение z* С,". Тогда 

+ с(4
С £ +Рь ( ? ) ) № О К £ + Л* £ % P 3 U » + £ ,  

где Ра(£) - многочлен, содержащий степени £ , не меньшие 3. 
Отсвда 

]**' (J*)2 . - J К Г"*Г I  * ***» 2*М /К-F 
«, < (С10 / + 2D, ^2 +2£II <Z -*Z +4CL < 

4JR*A 2**< KIT 2TC+3 
ž 2 •+j. + ... + z 52 

Поэтому < 2 T а 

C;= £ 2 K + 1 .  ( 7 ' )  

Из формулы (6*) имеем 

С I ̂ N2^(2^ Е Е,-) <С2%2 С/ < ЕГ* • *'"» 5 

1>0 
Таким образом, . 

« ' О') 
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Покажем, что 

С? (1-1Л,-- Л=<М,(8) 

Доказываем по индукции. Цусть i  чётно. Для I  -Z неравенст
во (8) выполнено. Цусть оно выполнено для С•" . Тогда 

Таким образом, неравенство (8) для чётных <• доказано. Дока
зательство для нечётных I проводится аналогично. 

Итак, имеем 
» "•« -г(к+4) 

г (5"-<)(*'<) г"-1. 
В .  5 2  £ (Л  +  2  1Л1 К  Г +. . .+ Z .F )  = 

Рассмотрим выражение ~V-2b*^g . Цусть .Тогда 
2**Z 4 1  А, а наше выражение не превосходит двух. Таким об

разом, к 

L K i l  • £• 3  при 
Теорема I доказана. 

Если О принадлежит спектру оператора А (задача (I) по
ставлена некорректно), то нормы f/6K в Итерациях (2) растут 
как Iх: 

ЙБК11 И 2-К, Y=Cß«^-T. 

Поэтому естественно считать, что и погрешность округления на 
каждом шаге пропорциональна 2*. 

Теорема 2. Цусть II t< || ̂  2 *• £ . Обозначим К „ -
= ило-х I к '• (£ •il]* Тогда для <<*•, выполняется 
неравенство к + (  

«к Ž 2 (к+1) Е. (9) 

Доказательство. Аналогично (4) получаем, что в данном 
случае 

+ 2 *Z .  ( 10 )  

Формулы (5), (6), (6*) остаются в силе. Далее, имеем 

Г*  < (СС ' £  + P ,F £ \ ) ( 2  +  D O  T + РГ  ( £ ) ) + Л К £ ,  

поэтому </„к +г^ причём JJ-4. Отсвда получаем: 

Jo ' 2 -I- (*-<)-2к -2 ( к+1), а, следовательно, 

С *  <К+1 .  ( I I )  
Аналогично , .с, 

Г "< (Г )+2Г±2 Г \ «<* Г  + * " • K  Л "  

< fr- i+0 = ^-2 4  (г .  
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„ К+Г »•< I  X .  -  i  
Обозначш - 2Г -5С - —-— . Тогда 

% -/ / ( х >= а  « 'Cx-f 'Г*3) '= 

Поэтому lsb.zl Z = (x.fa; 4 (х))',) /*.2. Подсчитав это, 
имеем: 

I* "-2 , *+< Г . . ^ Е_» 
£2 (2  (1   -2«+3)-з) <2 fk- 3-.2 v  а 

В* ±1 '* (*•*<? . (12) 

Аналогично доказательству неравенства (8) проводится 
доказательство неравенства 

Ci i2 K  }  С к + 1) - (13) 
Из (13) и (5) имеем к 

< , г „ (г1*-1)( *• 
£*>2 £(*  + 1+2 (*+^£+. . .+2 (кн) £ 

е-1 г" 

-2£Л"+<) 1 . (^0 2"-Ч 

Рассмотрим выражение , Поскольку 

(*«+^•2 £^1,то (" f-O' j "  ' s  < </г при к<tc^ 1 а рас
сматриваемое выражение меньше 2. 

Поэтому 
при к<<, , 1<^2К*,2 С***). 

Теорема 2 доказана. 
Проиллюстрируем зависимость £е от числа итераций к на 

численном примере. Рассмотрим задачу 

& .J2Z *0 (14) 

в которой 
b-_jL ,й^Я г ЛЦ-ь1) при i* j ,  в j j  =0^1^=1,. . . ,^ 

Матрица А = ( &) симметрична и неотрицательна. Задача 
(14) некорректно поставлена. l l y c T b  Q e --h-\Cvx Uci ~Ъ]1, 

t  к.  7« .  у- 1 -у" J  1  

где , Cij - элементы матриц 6К и соответственно; 

- правая часть неравенства (9). Если /V = 30, £ = Ю-4, 
то зависимость Q„ от к выглядит следующим образом. 
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К I 2 3 4 5 

Qk 
Ek 

0.0004 
0.0008 

0.0012 
0.0024 

0.0032 
0.0048 

0.0079 
0.016 

0.0I9I 
0.0384 

к 6 7 8 9 10 

9k 
Ek 

0.0445 
0.0896 

0.I0I8 
0.2048 

0.2288 
0.4608 

0.5083 
1.024 

I.II82 
2.2528 

к II 12 13 14 15 

Qk 

*k 

2.4395 
4.9152 

5.2817 
10.6496 

11.3555 
10.6496 

24.2383 
49.1520 

51.2852 
104.8576 

к 16 17 

Qk 
Ek 

107.1796 
222.2224 

59491.47 
471.8592 
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ON STABILITY о? OPERATOR ITERATIONS WITH RESPECT 

ТО ROUNDING ERROR 

A. Mints 

Summary 

This work deals with an influence which the error of 

rounding-off has on a nearness of the approximate solution 

of the operator equation Aw = to the correct solution, 

when the approximate solution is calculated by means of 

operator iterations method. There are also given limits of 

the increase of an error of calculation in dependence on 

the error of rounding-off and number of iterations. 
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Уч.зал.Тартуск.ун-та,1984, 672,40-46 

ОБ ОДНОЙ ОБРАТНОЙ ЗАДАЧЕ ДЛЯ 

ШЕРБОДИЧБСКОГО УРАВНЕНИЯ 

Я. Янно 

Введение. В этой работе рассматривается задача определе
ния ядра из уравнения (см. [з!) 

при начальных и граничных условиях 

-££(Х,0)А 0} &ХСС;4-)'= , 
если на какой-то прямой К = (. задана 

~ ̂  L-T-\ ^ 
Введем семейство ядер К ("£,< ), где 

Задачу можно решать минимизацией функционала 

В работе получено выражение для производной £ (°<- ), что по
зволяет применять градиентные методы для минимизации JP(°< ). 

I. О прямой задаче. В рассуждениях будем использовать 
некоторые результаты о прямой задаче 

:)+ J V^-s) F6(,+) / 

X-t to,«») [o«; , (I) 

&.(X,O)= U^0)-O) BXCCFI^^OUR). J 
Требуется найти функцию -6((X,4 ). Введем следующие предпо
ложения . 

Функция F (x,"t) и ее производные fy (х у£-), где 
y--fc,-fe4 х<4- , непрерывны и экспоненциально огра
ничены по Ь , т.е. найдутся константные М и oi такие, что 

I Р(х?4г) (.x,-fc)l < М 

при указанных . Ещё требуем, что F(x>o) = о . 

Функция Ж (^Н С С о •«>) и экспоненциально ограниче
на вместе с производной: 
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Функция ^(t)eC [о;«а), причём ^c(-t) сама и её 
производные экспоненциально ограничены. 

При этих предположениях справедливы следующие утвержде
ния . 

А. Применяя преобразование Лапласа (см. flj) для задачи 
(I) и обозначая малыми буквами изображения функций (а также 
<$£(>£«, (.4) )•* 5^(р) ) ^ получим на какой-то полуплоскости 

R<p> ас задачу 

1СМ.(Х) Р) - , XFE [О«»=), 
(2) 

UX(.E,P)= 

Если найдутся Ми« такие, что | (I (/,-t-) I < М то имеет 
место сходимость и.(х,р) —» о при Rtp —> «« равномерно 
по X . Оказывается, что эта сходимость однозначно определяет 
решение задачи (2) на какой-то полуплоскости Rep>®<-

+  ( W P)<АЩЛ<С,- (3) 
й»щз V W ' 

где Мр)= ^(.к(р) + л) . 

Б. В классе функций U = ̂  <£( х, -t-) £ С* [оух>)х Lo,"*1) 1 

эН/ч: \ U(xjO\< Me^j | (х,4г) Не.*4* } х,к*х 

"t, -t-t ^ задача (1) имеет единственное решение. 

2. Обратная задача. Рассмотрим задачу с однородным 
уравнением: 

Требуется найти такое ядро ^С(^), при котором решение 
задачи (4) удовлетворяет условию /<х( ̂ ,4) = QUj, 

где - заданная функция. 
Для решения поставленной обратной задачи в [21 предло

жена следующая вдел. 

I! 
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Введем функционал 

(5) 

где &(*,-<-) решение задачи (4) с ядром К{Ь). Решением 
обратной задачи берём функцию при которой функцио
нал Ф (К) имеет наименьшее значение. 

Более конкретную формулировку получим с помощью введе
ния семейства ядер с*6 М где М - выпуклое зам-
кнутное подмножество в RK . Определим функционал 

JfrO- (6) 

и ищем такую о<*. , что 

• 

Полученную задачу минимизации можно решать градиентны
ми методами. Для этого понадобятся производные функционалов 
ф(/С) и ^ (.оС). Нахождению последних и посвящается осталь
ная часть статьи. 

3. Теорема. Пусть "€о(+) ft "£»(•£) сама и её 
производные экспоненциально ограничены и выполнены условия 
согласованности: ^о(о) = <>õ(о) = ^ (о) =о. Пусть функции 

и Х-(4-) непрерывно дифференцируемы, причём 

|-К'(4-)|< MV4*, |&"6{-)|<МЕ*^ IX7«-)I< 

Функциям Х(*) и /£(•£) соответствуют решения &(х,+ )и 

Ct(Xj-b) задачи (4). Если 

Е-14* U T (7) 

или 4/ 

;  £  е - с £ « - ) -  У * - 1 1 ,  ( 7 ' )  

то 

ZU«,Е- ST1 ^ (В) 

где IRC+M <Ct4^ ( а константы с и [Ъ зависят толь

ко ОТ К,4 И функции ^оУ:) 

Доказательство. Для задачи (4), сначала с ядром КШ, 
а затем с ядром применяем преобразование Лапласа. Вы
читая из второй задачи первую, получим следующую задачу: 
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[9) 
£^(X,P)-UKX(XTF) - ̂CK(P)T4) ,(')-^(X,P))-^(K(P)-K(P))^K|J))| 

Ux(o,p)-U*.(Ojp)=Oy 

-u(x)?) о ПрИ R«.p-» «х» равномерно по x . J 
Покажем, что решением этой задачи является 

&Х^>)-И(К,У>« (C(P)-K(P))PT(A(X)^) + X(X)P)), (10) 

где ^(Хт р) и г(л,р) - решения задач 

Лх*(х,р)-  ̂ 0(p>+4>U,p)= ̂ UOc^) 

) 4(х)р')-Ч,0 при Rtp-»' равномерно по X 

Че.(*)Р)- ^ОйСрНфт&^в^СС&с^-иСх^р)),  
(12) 

Т*(.о)P")ttOJ г(х)р)->о при ß<-p-»с*> равномерно пол 

Непосредственной проверкой можно убедиться, что правая част] 
равенства (10) удовлетворяет уравнению и начальному условию и: 
(9) .  

Используя свойства преобразования Лапласа (см. [l]) и 
предположения о (fc) и "К (4-), можно получить оценки 

lk(p) |< c- lpr 4 ,  1<(р>1< j  f  >Oj l 'CoCp))< 

<С_\^уЧ при R* p > « . .  Константы Си«, зависят только от 
М)в<. и (̂-t). Формула (3) дает сначала С. 

и t«ZG< ) p) \<  С \ при Rep?"*-^ затем < 

<*П(уГ^и Ых.рЖ СДрГ 4 ,  при Rtр>•*-.  Следовательно, 
правая часть в (10) оценивается через «МрГ^при Rep»«,  и 
третье требование в (S) выполнено. 

Из (10) получим равенство 

u.x(x1p)-Ux(x,p)=(C(p)-k(p)) р*4х(*) р)+(£(р>- ^ Ь. Сх, р). 

дифференцируя уравнение в (II), можно легко проверить, что 

AxU,p)«x/2.c3 * u.(x(p). Используя свойства преобразования Лап

ласа (см. [i]), получим 

( СЕГСР;- <(Р)) F^-OX^P))=S^L ̂ (ЛИК)*-*) )- KL) )4). 
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С помощью формулы преобразования Лапласа из (7) или (7') 
получим оценки 

; ^ R<LP>X • 

Формула (3) дает |t*(*,p)K IР4 при Rtp>-x. t где 
Си*- зависят только от Н,ч и (t). Отсвда уже с помощью 
обратного преобразования Лапласа (см. [I]), получим оценку 

|«*>| = ^-Ч^^-КСР^Т^ТЛСХ^)) I < С €.*€>* , 

где с. и (!> зависят только от М и "€»(+). Теорема дока
зана. 

4. Производные функционалов Ф (К.) и ^(<>С). Пусть 
оператор А сопоставляет ядру (Чг) функцию ^( ), рас
сматриваемую как элемент пространства С to ,тУ Гщра fCi-t) 
будем брать из различных функциональных пространств. 

I) Пусть >£(•£)€. С*. f где 

CSC •= ^ К С*) Б СЧО;«О>^Н>О "• |XLT)\<M COLI
) 

- банахово пространство с нормой]lxll=4wjpe~4^!*&)|+-|*'(^)1Д 

Производная оператора А; СД у-» С^ выражается 
тогда следующей формулой: 

А' С*  )(*(» Kti-)) = ^-аHUS-I)(£CI)- Ш)<£&. (13) 

Проверит! это. Пусть |lic- X И S £ . Тогда 

I] |Xl*>- k.(4-) l  4 .  l l -x-3tn $ E. .  

На основании теоремы имеет место (В), где 1 (£(*") | < С v^e. ̂  

Отсвда получим, что 

j- Ш*)Ц < ^-с С£с.^т-» о Е.-*о . 

Ограниченность оператора /V( Х(*)) можно получить из огра
ниченности функции на отрезке tc,T~i ^линейность 
оператора очевидна. 

2) Пусть X (4)6 НХ. , где состоит из тих же элемен
тов, что СЛ , но 

и*»1 
Цч = с С <"Uh (*&>+)JLb} //г 

Ясно, что •Rot. есть предгильбертово пространство со скалярным 
произведением 

44 



(K,I*0 RR \~T-**B(K«:-)KLB)+ К'«-) . 

Аналогично как в случае I) показывается, что производная опе

ратора А: Н*. ь-» СЛо jTl выражается формулой (13). 

3) Пусть теперь X.(-fc) £ Хм у*. , где 

\K( * )EC4O « ) ,  I M O K M E 4 * ,  .  

Видно, что ХИ/Х. есть ограниченное подмножество банахова 
пространства 
C,<=IKUR)ECLOAE) :  ЗН :  1?С( . - 0 \< .  М 

с нормой 
11*1 !* t- fe) l .  

Если К(4Г)£ Хм/х. , ^(*)6 Хм,«< и Н£-Х11 < £. } то имеет 
место (8). Следовательно 

А(Ш)) -АШ»)Г£ + RTI), 

где ||RtB||/lrie-X/| -»о при |tft-X-ll-9 о ) если только КО) 

и £.(•<-) остаются в Хц^ . В принципе можно теперь ввести 
производную оператора А , которая определяется только на мно
жестве Хм,к и выражается формулой (13). 

Рассмотрим функционал В который сопоставляет функции 

O-xUfc) €г С ̂ .о^т") значение 

Производная этого квадратичного функционала имеет вид 

Б' (^ХЕД)( 4 «,+)-4Л 

и следовательно во всех трех случаях производная функционала 
<$>(£), определенного в (5), выражается формулой 

<КК) (£>)-*(+))= (14) 

= 5: *Ы)<ЬЛЬ. 
Отметим, что во всех трех случаях для 4* ( ) виесто 

С- можно использовать пространство С|£ . Тогда вместо 
функционала (5) можно ввести функционал 

ФДОО = LUKUP- «Г))А^, 

который информативнее. Но, к сожалению,в выражение производ
ной <$><(£.) входит константа /2> t которую мы не знаем. 
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Наконец, выпишем ещё производную от ^ (»О, определен
ного в (6) При достаточной гладкости функции "К (•£/*.), по 
параметру ос получим 

£=<...* . 
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ABOUT AN INVEHSE PROBLEM FOB HYPEBBOLIC EQUATION 

J. Janno 

Summary 

We consider an inverse problem to determine the kernel 

function К (t) from (4), when the derivative of solution 

Ux (lj t ) * vfyCt ) is given. We introduce a family of func

tions K(t,«t), which depends on parameter cL( M , where 

M is a closed convex subset in IR . This problem is observ

ed as a problem of minimization with respect to functional 

(6) over all In the end the derivative of the func

tional is found (expression (15)). 
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уч.зап. гартуск.ун-та,1984 , 672,47-54 

ЛОКАЛЬНАЯ СХОДИМОСТЬ РАЗНОСТНОГО МЕТОДА 
ДЛЯ НЕЛИНЕЙНОЙ ЗАДАЧИ ЭЛЛИПТИЧЕСКОГО "ШЛА 

М. Фишер 

Исследуется разностный метод для решения задачи Дирихле 
нелинейного эллиптического уравнения второго порядка. Пока
зывается сходимость разностного метода в метрике соболевско-
го пространства Н г .  

§ I. Решаемая задача и разностная схема 

Рассмотрим задачу 

А ОС - £ J *<• = Н 'Б-£2.)7 ~ (I) 
где 

Sl - пг -мерный единичный куб с границей 3Sl и с замыка
нием Л ,П\ = Хг или fiv = Ъ , 

Hl CSL) ~[иеН YSL) , ̂  hst= О} у 

— Wk'\S2^) - пространства Соболева. 

Таким образом, решению подлежит задача Дирихле. 
Предполагается, что выполнены следующие условия: 

1) оператор А эллиптический, т.е. для каждого в->о сущест
вует такое число что при всех 5,-eR ХESLF 

U£ L-л, л] справедливо неравенство 

Ж Л;:Сх,и)$ { \ .  ъ  &  •,  
i , j m 4  J ' «*»' 

2)  функции л i j (x ,u)  дифференцируемы и 

] 11 ;  . О,*, , Г*«, 

t  = ,  \/x&SL t  \/и.& l-a . / cCj /  положительная 
постоянная, зависящая от л. 

Введем обозначения 

-Л».), S, =*V *-,*•'= С'Ч-,,И} , 
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Задачу (I) аппроксимируем разностной задачей 

У  С & C S U ) ,  H X > C S U ) /    
где 

НЕ (SH) - *Y-S2*.), £ IAS2*~0^, 
Н*(•&+) = W К|l£S2*J - дискретное пространство Соболева. В 
пространствах Не С&ь) и Н» 6S*) используются соответст
венно нормы 

LYL,  = LAFYL. ,  
где m 

А* Я = -£< ®гЯ" 2 > 

Ь1о~(Ъ'ъУ"> 

Обозначим через (&*д(4 -f>* •*) пространство сеточных 
функций -tj : ft С нормой 

|5U= 

§ 2. Дискретные теоремы вложения 

При исследовании сходимости разностного метода централь
ное место имеют некоторые дискретные аналоги теорем вложения 
Соболева. 

Введем оператор си, е. tP flpf-Q-), L-pC-QtS)), p^E-l, =»], 
положив 

U-ХЗ) = > 3 6^2.*,, 

где TTCi) - элементарная ячейка объема с центром в точке 

5= (к«*.,..-, K Mt) ( к«: = 4,-", *-« 5 i=4,. 

1 T 4 S ) «  J A E - O R , , . . . , V B J 4 - V 4  

В качестве оператора Q̂ e.£ (Lp(X2iS),Lp(&J), pe[-fy0oJ 
рассмотрен оператор кусочно-постоянного восполнения, пере

водящий сеточные функции ̂  .Q. ̂ R в ступенчатые функции 

(Quy)(*) следующим образов. Функция g , заданная в Д*. 

продолжается на границу значением в ближайшем узле 

% е -Qt,. Таким образом продолженную функцию обозначим через 

у . Оператор <3*. определяем формулой 
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<W=Ul($XMT(y ' 

™«[£К1Й,-ЛУ). 
Операторы , Qu удовлетворяют условиям 

1^1, 1QU 4 с ,  01 

LHL QB.C^U~=U-, UE L-PCO),! £,Р <•*>• (4) 

Определим при помощи оператора Д*, интерполяционные 

пространства сеточных функции  ̂: ß , 
продолженных нулем на границу d&i, с нормой 

Цусть N - множество натуральных чисел; BI -_либо разность 
Эi , либо Эс , либо сишютрическая разность 9 • .На основе 
результатов из [2] имеет место 

Теорема I. Цусть сеточные функции, продолжен

ные нулем на границу tiß|„ . Тогда имеют месте неравенства 

UNICES*) ± <^И^К/Ь, > ^=2-3 ,  ( 5 )  

I  ^  С М=2 ,З  ,  (6 )  

причем из условия fc сом£ (лб hJ) следует, что по
следовательности 6 -ЧА.) (S: <чдЛ 

v 3 '' d' дискретно компактны в сле
дующем смысле: для каадого бесконечного подмножества Wc. N 
существует бесконечное подмножество N'C- N' и функция И., та
кие что 

I I .  1 1  & IBKJU)-»0>HEM' 

§ 3. Исследование сходимости разностного метода 

Кроме введенного выше оператора <* *, , будем пользовать

ся оператором р*,е (Н0 CO.), Н0 СО*5), действующим по фор-
«цуле 

(piu-)(3) = -U. (3) , з е „ 

Ниже предполагается, что уравнение (I) имеет решение 
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U*E HTISLJ : IIU,*TL*,<«-• 

Лемма I. Цусть вшолнеш условия I) и 2) ( 4=3,). 

Тогда оператор Л •' Н дифференцируем по Фреше 

в точке v.* и А ' ( Н о  Н  " ( S t j )  фредгольмов с 

V#IC( А' COJ^) ~ О • 
доказательство. В силу условия 2) оператор А дифферен

цируем в точке и* и его производная имеет вид 

= A,fu*)/cr+ А1(И-*)ЛГ. 
Непосредственно видно, что А1 СИ,*): H?(SL)~* Н"С£1). Для 
Ai/«-*) ™еем 

,<>*> - »-tf 

Отсвда с учетом вложений H*(SL)с и HYÄ)c C(ti) 

следует, что А^СИ/): HLH'CSl) . В итоге получаем, 

что оператор А'СиЛ) действительно действует из пространства 
НЛ№) В TVLSL). 

Дня доказательства фредгольмовости с нулевым индексом 
оператора А'С И-*) достаточно показать, что А1 (**•*/ обратим 
л АГ(И*) вполне непрерывен. Из условия I) вытекает, что 

(Ч, (И*)ЛГ, = §£)>ЭE^LM* . 

Значит, однородное уравнение Ал(и?)л>-»0 имеет только триви
альное решение, откуда в силу свойств линейных эллиптических 

операторов следует, что существует [ A'C^J]~1s£(H'Csii)ßl(Щ. 

Исследуем оператор Az Си.*), учтем, что вложения 

Hx(si)c.W4,4(^) и Нг№) C(-SX) при компакт

ны, т.е. ограниченные множества функций из Н1С-&) компактш 

в U/^'V-Ä) и ССй). 

Цусть , k.= 4,Zy - последовательность эле
ментов пространства Н» CÕ) с равномерно ограниченными нор
мами 

1*ГК JL Д С , «: = •(,=•;... . 

Так как пространство H^CSL) компактно вложено в и 
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С CSI) при 2>, то из последовательности мож
но выделить сильно сходящуюся соответственно в W',4(SC) и в 
CCSI) подпоследовательность. Считаем, что последовательность 
(VB СХУ) сама сходится сильно в ив С (SI). Имеем 

4-%^ -> •§£)£; • 
Оценим последние, используя неравенство Коши-Буняковского и 
условие 2: 

11А^И*)^К-«Г»)1 ̂  [ FLU*UNRFC- I" Л«-* К,Н W 

i-flo-4-r llo,%JU<rK-«r»le]. 
Так как Ни?, 8лгк.-лгм,Ус -»о ; Цлг^-лг^Л^-хэ, к,ш ->-» 

то последовательность сходится сильно в Нв£Л) и 
тем самым оператор Ai («•*) является вполне непрерывным .Лем
ма I доказана. 

Приведем еще ряд элементарных лемм. 

Лемма 2. Пусть выполнено условие 2) с 4 = Ъ .Тогда опе

ратор А* • Н?(Я-а)~* И'(Sh) дифференцируем по Фреше и имеет 

место неравенство 

где 
#U ' 

Abty l&i (*->] (xrf&jv)* 9t- CcUj- 6r,̂ )9jv)J -

•Vj=< 
= At/^)/v- •+ AtbfyVv, -v-e HTCSLB"). 

Леша 3. Пусть выполнены условия I) и 2) с-) = 4 .Тогда 

lAti(f*u-*J<v-llo ̂ 3,(̂ 3̂ Мъ (8) 

где с«. (л-tc. и OO удовлетворяет уравне

ние -bedo. ll{KU'*iJL,eM~fb -
С «  СOMt>0 •  

Замечание. Результат, приведенный в лемме 3, по суще
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ству извеитен из [3], но данная лемма позволяет более точно 
определить коэффициент в неравенстве (8). 

Лемма 4. Цусть *j,<v-e Н?CS2+.) такие, что 

Цусть выполнено условие 2) с-4 = 2,. Тогда имеет место 

|A ib j  -  А«jv - fo  ^  Ma,  ,  С9) 

ГДЕМ<*. -
Демма 5. Цусть выполнено условие 2) с -4 = 3. Тогда 

lAt,^u.-^vAu.B0=W) при иеССЗ), (10) 

lAtpktu-г^АиЛе^О ni® o^eHeCSl") .  ( II)  
Демаа 6. Цусть выполнено условие 2) с Л -Ц . Тогда 

H A i t e / , - » о  п р и  ( 1 2 )  

Лемма 7. Цусть выпажены условие I) и 2) с 4 =4 .Тогда 
последовательность операторов A^(t*a*) регулярно сходится 
к оператору А'Со.*). ' 

Доказательство. Так как 

AT (/А*."-*)-"" = А*< (V F АИ Б JX"-*)/1Г > 

то (см. fl], стр. 40) достаточно показать, что Аь,(ря.**) 

—t Ац С*£) устойчиво, а Аь^Срк.^)-* Аа/«-*) компактно. Пер

вое из этих утверждений следует из леммы 3, для второго во
спользуемся теоремой I. Именно, пусть (^*,(x))heA/ последо

вательность элементов пространства такая, что Яуь,1г£ 

4cok$t. Тогда по теореме I для произвольного М'с. N суще
ствует такое N"c. N' и функция ьс, что 

HUCSU.)~*0' h <£/v"' ( I3) 

Оценим разность 

^ Au CBK"-*) "O + 

*+• FA^/F>*. Ь*) JN.U- - TO > N 
По лете 6 второе слагаемое в (14) стремится к нулю,для пер
вого шеем 

I AU Б PK - АЦ ( F*."-*) F*-"- НО ^ (15) 

Так как -рь^^-ю пш Л--»о , то 
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lA^C й ff11<ул-pfcU-lj^O. (16) 

Здесь мы учитывали, что норма оператора ограни
чена (см. лемму 4). 

Для первого слагаемого в правой части неравенства (15) 

имеем: 

I А<о, ( U.M?X*JFC-«JA>) II, = 

=  W I L {  
t.jwi 

+ 9EUJ(*I (ÄJ (~ TFRUУ * + 
f§i  9<uj flp f 

где YCX-THZC), ̂ iL ~^ k-'fc-O, T;* (SH,...,SIT») .  

Оценим последнее при помощи неравенства Кош»-Ду ваковского: 

1|Л(д C(K,<F) ( И д ,  I  y r ^ ^ e e s u . )  " +  

+£Z [l l»t (>- ̂  V^>" M 
На основе соотношений (13) отсюда вытекает сходимость 

Теперь из соотношений (14), (15), (16) ГД7) следует, что 

^ &*£<Л*)*Л' BT~*0 , К- €• V . 
Следовательно, последовательность операторов А^х^рь.«^) схо

дится компактно к оператору А* £«-*)• Тем самым доказана и ре

гулярная сходимость А'С([*.И?) -+А'(**-*)-
Теперь из лемм I, 2, 5, 6, 7 на основе теоремы I из [i], 

стр. 54, вытекает следующий основной результат. 

Теорема 2. Цусть выполнены условия I) и 2) с л =Ц ,  

u*e Ofь*Ць<а~), llfa-'fcf KeN• Цусть однород

ное уравнение А'(и?)*г —о имеет в Н» лишь тривиальное ре
шение. Тогда найдется такое J»>o , что уравнение (2) для 
почти всех #1 имеет в шаре //^.—^u.*|xfecf0 единственное ре
шение «р. , причем 
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Если v-*e CYÄ) и И - cu^Sp~C>(t$, то 

LL>- 6?ОЛ). 
Замечание I. Приведенше результаты остаются верными и 

в случае, когда оператор А содержит члены с производными бо
лее низкого порядка. 

Замечание 2. Условие о том (см. формулировку теоремы 2), 

что однородное уравнение A'fti1 )лг=0 имеет в тлит, 
тривиальное решение, выполнено, в частности, при достаточно 
малых по норме ^ если коэффициенты ЛуСх,и)~ц^(и)} 

т.е .  зависят только от о, .  
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LOKALE KONVERGENZ DEB DIFFERENZENMETHODE 

FÜR NICHTLINEARE ELLIPTISCHE DIFFERENTIALGLEICHUNG 

M. Fischer 

Zusammenfassung 

Man untersucht die Differentialgleichung zweiter Ordnung 

mit den schwachen NichtlinearitSten in den Koeffizienten. Es 

wird gezeigt da die Differenzenmethode in der Umgebung der 

Lösung der Differentialgleichung in der Metrik des Sobolev-

-Raumes H2 konvergiert. 
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Уч.зап.Тартуск.ун-та,1984, 672,55-61 

СХОДИМОСТЬ МЕТОДА СЕТОК В НОРМЕ Wj 

ПРИ РЕШЕНИИ КРАЕВОЙ ЗАДАЧИ 

УРАВНЕНИЯ ЧЕТВЕРТОГО ПОРЯДКА 

Э. Танке 

Во многих работах исследована сходимость метода сеток в 

норме Wa при решении уравнения четвертого порядка (см., 

напр., [1-3, 5, 8, 9]). В работе [7] установлена оценка коэр-1 

цитивности в нормах дискретных весовых геладеровых про
странств в случае, когда область - п.-мерный куб и левая 
часть уравнения - сумма производных четвертого порядка. Bf6] 
доказана аналогичная оценка для разностного бигармонического 
уравнения в угле. В настоящей работе получена оценка скорости 
сходимости метода сеток в норме w£ для прямоугольной обла
сти и уравнения, частным случаем которого является бигармони-
ческое уравнение. 

§ I. Разностная схема 

В прямоугольной области 52 ={ х 0< 

с границей Г рассмотрим задачу 

ь? + Рч + Ра Щ * Ч*°/ 7?lr=f> (1) 

где Ри I p4i, piz - заданные положительные постоянные, / и /i-

заданные функции и - вторая производная по нормали 
к границе Г. 

Введем прямоугольную сетку 

= °> -Л+'; 

с шагами Задачу (I) аппроксимируем разностной 
задачей 

^-K^I=PU + + FA X, ЕЯ1^ ^ 
Y L =0 /  Х,ЕГ К /  *^Г К 0 /  

где 

Sl k=9.nä k /  Г к :ГПЯ к /  ГКо- ГкМ(С,оМЦМЛМ, 

I i =  f  ( * « ) ,  M r s  к ) ,  \  - - 1  %  , 1 ,  , 2  -  y M i ,  
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\\ - Щ У; ПРИ L, = °/Уг И dVIY у, = ЭД. у. при 

§ 2. Априорная оценка 

Выведем априорную оценку погрешности Z, = U, - ̂ , где 
at= и,(«,) - значения решения задачи (I) и ^ - их приближе
ния, найденные как решения задачи (2). Из (2) вытекает, что 
погрешность z£ является решением задачи 

'-дЛе.= Vi I •*( ^ ^ = 0; fc ; / at(6 r^Cf (3) 

ГДЕ L K 4I-FC,  ^ R W< - AT. 

Введем пространство H+(52^) сеточных функций zt , 
определенных на сетке 

Ч \ { ( Л , Л ) ;  ( А / А „ < ) ,  ( V 2 T / M Z  

и удовлетворяющих условиям z^- <)/ 
2i,o ~ z<,/v, - 0. 

В H+(5lA) пользуемся нормой пространства Соболева Ч^(й^) 

Г "Н N^L 

i lz lL=f Z 2Z [(  <)% (Vi  WJ4  (<£Wi A,Ä 2 1 
L 4=1 4M • If 1 4M 

ty-t Nj-i Nf-I Ifyj 

+ £L [ФМ)*+ 7 UOFOF 
IF 6 TJ-O ^ T^O 1*4 

•T H \ X * F ] H X + L  £[(FC)N (VWJ2]^^ 
*T~4 <1=0 

m£D A УЛ 
()Л, *,/+ ^ ̂ +2_ZL(  3 I 'TEHM 

1,4 1г-< t>0 tt-0 

При помощи формулы суммирования по частям (см., напр., [8]) 
получаем для произвольного г £' тождество 

Nrl АИ 

Z Z L|IZL  F2ZT T ^\ГГ. - + 
IF1 II-< 

«L_L «RF 

~ [PITFFÖFŽCJ 'TFFITTFIL) ( PJ2 1*1^1 %i) 
L,«< tj-f 
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М М 

+ Ž1 ( Г4 Э1Г()1^ ̂ Ч+ 

L|-0 C^O 

+ ̂  ̂  [F>IJ [TF 'ZTJ + IPII + PIX)FIIWIZ{) Jß#AJ + 
i., = 0 if ( 

+Ü' S и,№^(т*г„№»М>Ч *'*=+ 

IJ»F L^5Ö   / I/ 

+ ^~ [ PK \\^)L]*A~L~PF-Ž (V*2»^ *FV" 
i,=< км lr° llZ° 

+ / { ̂ Ä^|Z04 [(PN + PLI) ̂ ^\2DIT~ FRL^T ^1Ž0(2^ 
*»-' _ _ -
- DI PII ŽF ^I ZV,-F,IJ *" 

•F- FALFI 2 O I 2  ( ^ F Y Z O ^ - ^ / S J A J . Z O T ^  +  D F Z O ^ ) -

- PNRF,Z#FIZ(^LTIГА1-*Л"3«ЧЛ-V'/2+ 
Г»Г4-'Л)3\+ 

+£ {V, Z.,6 [(/МЛО V,\ V - PRTVHZI)OJ-
U~* _ _ T _ -J 
-  V Ž , + РП)2М\»Г< 

+ Р}1\\ IL, О ( \ ̂>0 + ^<TO)~ 

- ^*&,/RI+H.\ «,'/)]A,-#-

+ (FT}+FRL)6'/ ^ 
где 

<5-= ЩЪ*ОО Ъ,\\Г00 - Ъ^\ГС/ИХ-{ 1FR\*OB-

- Д,Ъ, \ <> Э, ЗЛ О 1-^1^1 \ ГД/,Л-1 ̂  ̂ Г#Г»,/К • 

Двукратные суммы в правой стороне тождества (4) оцени

ваются снизу величиной dt  II z/Ц >  где j f  = /п.т(рц / р1г / рц) .  

Абсолютные величины остальных членов оценим сверху. Пре 

этом пользуемся следующими неравенствами, шеюцяш место прш 
26 H t (S2 K ) и 0/1/ •• •,  Ц-1 
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Г, . NR< »VI 

AI - У II YI (*Д (5) 
tj.—1 Ц-1 tv< ' 
tkj fc-t Nvl 

DVW^MA,  ( 6 )  

'I-L ЦИ <I=L ' 

£L' *K' 
£   (1, + TXZ L ( V W A A +  

- T L T L W X B F ^ K J .  (?) 
I'RF «A=# J 

Неравенства (5) и (6) следуют из леммы I статьи |эЗ,неравен
ство (7) доказывается следующим образом. Зафиксируем сперва 
it и введем обозначения 

».»•VVV A ,  
Из соотношений 

^ -
^V4\^ 'V I Ä L  ^  

< 

прж к >J, 
SW 

следует, что 
NH 

I W ^ K J  +  D V < M  

< 

Применяя неравенство Коши и суммируя по <.г получаем неравен
ство (7). 

Используя неравенство Коши, неравенства (5)-(7) и анало
гичные неравенства для сумм по ц получаем из тождества (4) 
оценку 

||Г|£ £ ZSLLRLL^ + T, (8) 

где 

i {(*1) (f A« Л 5-^VH 
^ ' ho 
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+ ЯBT ( P/M T РИ ^ VI PU)^ [ŽZ 
' 'IO 

t  s3c(p<n +ßts)l<rl.  

При этом считаем, что ^00= ^,о~ fu^-0 и что к,- = 

= Ц, bT\fL*bhtt при i1 = ОуЦ и ЬТ = А,, 

ПРИ '*=0Л* 
Решая квадратичное неравенство (8), получаем для решения 

задачи (3) априорную оценку 

+ О ) .  

§ 3. Сходимость метода 

Выведем формулы для разделенных разностей при помощи ко

торых оцениваются величины <?. fa / и , входящие 
в  в ы р а ж е н и и  s e t .  

Пусть viu)- функция одной переменной; Применяя формулу 
интегрирования по частям получаем 

1 0 

= j(1-i)v-"(ix + ib.) dt -

d 2 1 

= ГГ'Ы+ ЬJL J(T-T)VY*+TMY (10) 

.И)^ = 
0 

= v'w - rv"(})4 Yiv"h-iQM. 
D 

Из этих формул вытекает, что 

div(-x)-vb) ~ + v"(x-ibj]M. (II) 
0 

Предположим, что решение задачи (I) U£ С (52). Исполь

зуя способ, описанный в [4, стр. 2?], продолжим это решение 
за границы прямоугольника с сохранением гладкости. Тогда ж 

расширенное решение удовлетворяет условиям u (D/ = и(-£,,*,)= 
= 0 у  и(а 4 /о)= ufa 1 f  i z\*0. 

При помощи формулы (II) получаем, что, например, 
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\^-OO - ̂Г. У-ОО ~/IOO) ~ 

=4 
Отсвда( учитывая еще формулу (10), следует, что 13, <>( \ 200|£ 

- Таким образом получается оценка |сг| < к^. Ана
логично оцениваются 

Ш Х.£Г Л О ,  
Следовательно, 

и из (9) вытекает оценка погрешности 

Ш Н  Š  M I K S K I ) .  
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BIB KONVBRGBiz BBS вхгаввнгскяушгдннжжз 
И DBB SOE* BBS RAUMES W* BBI ЛХ8 

LÖSTJIG DBB ВАИЖВНТАПКАВВ 
HER DIPFEBEHTIALG LBICHUHG TXBBTEB ШШШЙ 

В. Тамае 

Zusammenfassung 

Bs wird das Differenzenvwrfahren fQr die Lösung der 

zweiten Randwertaufgabe der linearen Differentialgleichung 

vierter Ordnung im Rechteck 52 betrachtet. Wenn die Htsung 

der Handwertaufgabe А £ С (S£), dann ist die Konvergenz des 
Verfahrens mit der Geschwindigkeit "1" ) In der Horm 

des diskreten Sobolev—Baumes bewiesen. 
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Уч.эал.Тартуск. ун-та, 1984,672,62-70 

УТОЧНЕНИЕ РЕШЕНИЯ НЕЛИНЕЙНОЙ ЗАДАЧИ 
НА СОБСТВЕННЫЕ ЗНАЧЕНИЯ I 

0. Карма 

Для задач на собственные значения с нелинейным вхождением 
параметра рассматривается одна возможность последовательного 
уточнения решения. Используется общая схема регулярной аппрок
симации оператор-функций [4, 3, 8, 5] и обобщаются некоторые 
рассуждения из [7]. Важно то, что для уточнения решения раз
мерность задач, приближающих точное уравнение, не увеличивают
ся. 

§ d. Регулярная аппроксимация оператор-йунклий 

Для обоснования некоторых из дальнейших предположений 
напомним один результат из теории регулярной аппроксимации. 
Эта теория с успехом может быть применена при исследовании 
конкретных методов дискретизации интегральных и дифференциаль
ных уравнений (см., например, [1, 2, 6J). 

Пусть, в этом пункте, XL, IT, ХС , % (ce/V) - комплексные 
банаховы пространства* и пусть на области Л с (£ заданы 
голоморфные фредгольмовы оператор-функции2 А:Д-*5 {1А.1Г), 
В- : Л-+£. (Х£, У. ) ( С е АУ ). Цусть выполнены следующие пред
положения П i (где К = С ) и П2: 

IH : заданы операторы /г-ЪС-+Х^ , 1Г-* ̂  такие, 
что3 

а) II/г..(ыи'+ßu")-лр..и-рр. си*\\-*0 (ce/J) Vu'u'eU 

 )\\Cf i(-iV\ß'T t)-cL<f;ir^y\\-*0 tic*/) Vr;<r"€tr €lK f  

в) II^trfl-*Il v|( CC6/N) Vuežc, <r€g( 1) 

1 Как правило, элементы пространств будут обозначены соот
ветствующими маленькими буквами. 

2 Через j5 ( •, •) будет обозначено нормированное простран
ство линейных ограниченных операторов. Фредгольмовость опера-
тор-функции Л на А означает, что при каждом хсА оператор 
Л (X) фредтольмов с индексом 0. 

3 Запись ос—»ос (с<еА/ ) означает сходимость последова
тельности К * 113311 
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П2: оператор-функция аппроксимируют оператор-функцию 
А регулярно на А , т.е. [4, 3, 5]: 

а) нормы |ß. (x)i равномерно ограничены по сеМ и >• 
на каждом компакте Л.с.Л, 

б )  1  В . о . - < %  A f A ) и .  И  - » О  ( t e W )  V u ( U / ^ A /  ( 2 )  

в) при каждом фиксированном4 АеЛ 

BvCtryV'cN: С, llßtCx)Xt- -7t-V-||-*0 (tcA/'J =>> 

=» Л/"сЛ/' : Г«:еАУ").(3) 

Пусть выполнено еще следующее предположение ПЗ: 

ПЗ: точка Л0 € А - единственное собственное значение 
для Л в А , причём ее полная кратность равна единице: 

а) г&'п. {и б &: А(л,)и = <?} - i , (4) 

Б)А^)И-0, LIULHI LLU'EU: AFVU'-TA'^LU = О. (5) 

Известно Г4, 5, 9], что тогда в любом компакте А0сД с 
Аое Л0 \ М0 при всех достаточно больших с существует точно 
одно собственное значение V. оператор-функции ß£ . При этом 
для X0,Vd , u°e Л//А, \ ) с Uct'V-L и fS,.,vt- ) с 
цy.ii = i имеют место следующие асшптотические оценки : 

\Н С Ц£..(\~)р.-и°-^А(л 0)и° к . 

При исследовании конкретных дискретизационных методов 
правую сторону этих оценок обычно удается оценить величиной 
типа сС, где ^ —>о (се//). А часто удается найти и явное 
выражение для главного члена погрешности аппроксимации 
ß(- )ДА°- /4С\ )А°. 

§ 2. Уравнение для поправок 

Цусть теперь X , V- («бА/ ) _ банаховы про
странства над Jkf £ { С,#?} и пусть на области Л с ЦС заданы 
фредгольмовы оператор-функции A-A~».ŽW, V), ß : 
(  i c  J N ) ,  д^ференцируемые по X как абстрактные функции. 

Пусть выполнены предположения П4 -ПЗ (см. § 1) и, кроме 
того, следующие предположения П4 и П5: 

4 Через с будут обозначены константы, в разных местах, 
вообще говоря, разные. 

5 £ __ В условиях § 4 предположение П4 выполняется автомати
чески. 
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П4; Л,; —* А € /\ (I € АУ ) 

а) Зс : |ß/at)U С, (6) 

б) 113с7а,)д.« - А'м«. Ц ->о (<€/N) VueZX л<Лу(7) 

Ш: последовательности KJeeiv 0 vio4 l̂ U 

с хс€Л4. Ж KJteAi с /. е ÄOQ.KJ также, что 

(ЧЕА/ ) ,  

3t*°€ А/САЛо) : 8 х® -/t Vft -*0 («.'б tv), (8) 

<• XT'W, ЦI ̂  С, 3/€ JSF«X): <Л"-А< FTE/V) V«<%9) 

Замечание 4. Из П2а), П26) н П4 следует, что 

>,-*А€ А, I х^-д^а-^о С<:еЛ/ ) -» 
=> I S/%) Х£ В -О C«N) , ^<24.(10) 

Замечание 2. Элемент t*° в (8) не может равняться нулю, 
так как /,и°*1 . (Действительно, 

<Да*-<• х°-<FX?-/Г.И')-> 4 (UN). ) 

Обозначим (прж всех достаточно больших ie/V ) 

A EXO~VIO ' И9Г-И°/<РСИ°, ГГ=Л•«!-*?, 
R.(а) = ß T -ГЛ)Д AO)  

и отметим, что для последовательности имеем 

Z T - У  | 1К®-И Е | | - » 0 >  CU/N)T (12) 

так как 
II U°-<X°U Ž. I«°В |4-/4.Д.T*"L /1/4.Д.U.EL; 

|| X; -д.«"| < II Xt- -д-и°1! + Пд.<х°8-1 4 -Ср.Л\/\1фи\. 

Зададимся целью найти уравнение для определенияи 2., 

если известны V(0 и Х,°. 

Исходим из системы 
(  А (МЫ,=О У  ( I 3 S  
U/ *C" *0 ,  ( I 3 )  

имеющей при хб А единственное решение (хе< 

u< J • Имеем 

Б,Г»*У,.) А,Ч>^AVW^AW,-. (14) 
=  <Д« , °  = ' ,  

откуда получаем 

{ 
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f A (% > BC yv ß[ К) X?= )<- 4 ̂ ) XF -

< -/̂ X )\ - (%)-/^C3^O) 1д< ,(d5) 

T<2=0 ,  
лп, в матричном виде, 

' F*L 

Система (14) имеет единственное решение с \byU- € А , 
как и исходная система (43). Нашей целью будет итеративное 
нахождение приближений к i zt и нахождение асимптотических 
оценок для этих прибли. .ним. Поэтому для нас важным являет
ся следующий результат. 

Предложение 4. Пусть выполнены предположения ГИ.-П5. Тогда 
операторы® 

/В.Ы.п) )Х°\ , 

~ Ч - ( г .  ' о  ' ) с & Ъ ' К . Ч ' * )  ( « J  

при всех достаточно больших с непрерывно обратимы, причем 
нормы II TV'II равномерно ограничены по t <£ Л/. 

Доказательство. Операторы 77 фредгольмовы с индексом 0 , 
как суммы фредгольмовых операторов с индексом 0 и конечно
мерных операторов: 

т--С'У :)•(< «у;. 
Допустим от противного, что на некоторой подпоследова

тельности индексов А/'с А/ равномерно ограниченные по нор
ме обратные операторы fV не существуют. Ввиду фредгольмо-
вости операторов тогда долота существовать последова
тельность элементов ((г., At )jt</Vi такая, что 

Так как у^.| < И , то найдутся /V "с /V' и такие, 
что С'' € А/"Л При этом, ввиду (6), (8) и (40), имеем 

!(Д 4>V.O ) XЕ У<^. ЛII -О FEE//"; F (48) 

6 Будем считать, что Й Ггс.^^ = И ^К -г (д.| . 
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откуда, вместе с (47), следует что 

I 4 fv* J г, - CJ. А'(\)и°) II -О С с«Л/"; _ {49} 

Но (49), вместе с II 2t.H ^ 4 ̂  по П2в) влечет существова
ние таких z€.U. и М"'<=. А/"( что 

II -дг!ИО CceAj'"). (20) 

Из (20), (8) и (4.0) следует, что 

II Ь((%)гс - , (31) 

а из (49) и (24) получаем 

Й (J. А (\) Г + CJT- Л } И") Ц —* О (С< AJ"') > 

Il Cj. ( A(\)i iTyt*. A'(\)u°  ) \\ -* о (UAJ" 1) . (22) 

Но (22), ввиду (<L), означает что 

А(\)2 +^UAYK)U° -=0. (23) 

Для того, чтобы (23) имело место при выполнении предпо
ложения ПЗ, величинауи, должна, по замечании 2 и условию (5), 
равняться нулю. Но тогда из (<L7), (20) и (2) получаем 

flz.ll —Л, Одац-fi Ilг-1! =4, 

а из (23), (20), (47) и (4) вытекает, что 

A(\)i-0, И4д.гЦ-*6> (ил/п,)> (24) 

Однако, ввиду (4), равенства в (24) противоречат предпо
ложению П5, по которому (СМ. замечание 2) и 1ь-
= С Ч% <-<-0(1 ) - ИМ-'Й / О . 

Предложение 4 доказано. 

§ 3. Асимптотические оценки для поправок 

Будем придерживаться предположений и обозначений § 2 и 
введем дальнейший предположения П6-П8: 

П6: при некотором <* >о для каждого компакта Д„с Д 

а) Зс У ß^' М 11 < С Vx6 А0 Л>Л/ , (25) 

б) Зс : И в. (А) - 6. fv) - FA-v)S.'rv) К < с I л-v I01 (26) 
Vx,ve A 0 , CEN, 

П7: для последовательностей } v. >. , $ y° } , из 
f О J l i JltJW 

П5 и последовательности W, c с u* и / 
из П5) имеют место оценки 

Uo-VfcU , «х° -Д< II 5 с** e«//j (27) 

где 1 >0 и 6.L-»0 Cc^JN) . 
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П8: последовательность операторов 1с 5^: 
/[*Х.-+ % такая* что для последовательностей ЛУЛ<•'*»/ 
fu' j(4»jB П7 с некоторым /> > О имеет место оценка 

!! 5t4fvo Y°)~ £. (л0) ц? ц < с С" . (28) 

Замечание 3. Если вместо (27) известно, что для {*?3£муи 
«? из П5 имеет место оценка II Х° - < сА; ; то и для f«°j 
верна оценка И х°- Д-а °Ц . действительно, 

I Х'?-/Ч'МГИ - И /1<ДСЛ, 

a U-</t L-u°l  <= !1<Л |x t °- / lV| | .  

Замечание 4. На проверке предположения П8, а также анало
гичного предположения 10(ниже) в данной статье мы останавли
ваться не будем. В частном случае интегрального уравнения 
Хя= kfu. для метода механических квадратур с использованием 
формулы трапеции в С73 доказано выполнение предположений ГО 
и МО с Л-t^-Z.. 

Теорема 1. Пусть выполнены предположения П4-П8. Тогда для 
найденных по формулам 

В А О > % < % > * ? ,  ( 2 9 )  
Г, г J, О 

величин tz* имеют место оценки ^ 

(Д-Д|  \ ~ С ^ I ( L € A J ) J  ( 3 0 )  
II г, - г? ц It - с^+ ' (с<"^. 

где CT - /n*>v fx -о, Wb). 
доказательство. Сравшшая (27) с (15), мы для величин 

* О-2С4 > 
получаем , учитывая(28), (14), (27), (25) и (26), что 

II Т. ( -Г< ) I! - САГ0"- (34) 
1 А*'- /<T« 

Оценки (30) являются следствием (31) и предложения 4. 
Теорема 4 доказана. 

Заменяя у. о  , х" и г на v^+д^ ^ х° +г' иМЗ^ можно, 
если только известны подходящие , повторить вычисле
нии по формулам (29) и рассуждения доказательства теоремы 1, 
получая более точные приближения к Хс и Дй° и т.д. При 
этом на катион шаге приходится заново найти оператор 7^ . 

Но возможен и такой алгоритм нахождения более точных при
ближений к >, и PTUF,в котором операторы Т£ не изменяются, jЛЯ 
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этого нам понадооятся еще следующие предположения П9 и Ш.0: 
ПЗ: Оператор-функции В Г- Л~+&(ХС,УС) АП (Т <^2) РАЗ 

дифференцируемы, причем 
а) для кадцого компакта Л0с Л и фиксированного "v 

Зс: | |ß,%v) | |<c V>,eA o i ieN j  ( 3 2 )  

б) при некотором <х>0 для каждого компакта ЛСЛ сущест
вует константа с такая, что 

IVVR +" V>V€A 0 , 3 3 )  
J-

Ш.0: для < = Q ^ ., х. последовательность операторов 
£ •5l:vfc ЗсЧА/ с такая, что для последователь

ностей {v^ , \ х* j(<EZV у найденных по формулам (36)-
-(39) (см. ниже) и удовлетворяющих неравенствам 

I >о-Ч-* I * , ИД' *С11 6 С*Т (34) 

с некоторым л^С имеет место оценка 

(35) 

здесь a°t и.'/£гп..и? с и. и ^ , определенными в П5, & = 
= Г V* - ( <Г.-Г К <F? (Т+*.)Х.) . 

Теорема 2. Пусть выполнены предположения Ш-ГИО.Обозначим 

б1» avw>V ft, 

Тогда для найденных по формулам 

4 "«, )<*УГ«„ 441 *: - «•-) ̂  

-А> Б,'"К)=Л- F MS/'HX , L36) 

О ' В» 

,V .  ,L .  „ O , V , « , 0 8 )  
X Чо / С. у < et ' 
, /-ч _о л v. х.° и «? определены в ГГ7 (39) 

/*СО ~ / с I ' Oil 4 

величин Ал о у*4" тлеют место оценки 
/ч,«ix /  I  J чдг-и ' с 

I/V7V„ C.W, <40) 

Л Й  =  С ( 4 I )  

При этом в (36) верхний индекс суммирования т, может быть 
заменен на любое число такое, что ("V* )t>^1ут.е. 
LX4<)<SVL 

Доказательство проведем индукцией по 
Лдя *= О теорема 2 является следствием теоремы 1 (ввиду 

(32) с гпг-2 неравенство (26) выполняется с <x = -t ). 
Цусть, далее, при некотором < < х. имеют место оценки 
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IA "A* 1 * C£" > * EV-»/LL 5 • (42) 

Покажем, что тогда справедливы ж оценки (40), (41). 

Используя в (14) соотношение (33), получим 

4^0)Е. 

-А^)г, -£^4^.)д^-у, , (43) 

где I ̂ .Ц  ̂cj/((.| . Заметан теперь, что 

|I/V>» )г.у .-4 '̂ 1 * I < 1Д« -Д1 Па>„) И г."! -
•l/y |бДч„)1|г"-г,.|1 б с/?" <>", <«) 

так как _ 

II г*1 < ИЛ +1 г,-е5е 4 с А,; |ß>to)^c> у<. 16 с<-. 

А для у = г,.лх жмеют место оценкя 

1/4 А^уд«'«' I АА1"!-"-
' (45) 

так как 

1/4У</1 » 1/*,>-Д| 1ДГ У<1Д +- +Л*Л^ Y*F 1У 

»I < И х,*|| + neh <с, Ц%Л С с. 

Сравнжвая (36), (37) ж (43), мн для велжчжж 

/**« ~,Хла у С £ 
получим, учитывая (44) ж (45), что 

II Т. ('•-<" (46, 

В (46) jA. < еслж в (36) верхний индекс сушжрованжя 

равен т, и s cAf"*4**, еслж в (36) верхний индекс сушж

рованжя равен «„см . 

Оценки (40), (41) являются следствием (46) ж предложения! 

Теорема 2 доказана. 
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Уч.зал.Тартуск.ун-та,1984,672,71-78 

ЭРМИТОВЫ КВАДРАТЙЧЕСКЙЕ СГШЙНН 

П. Оя 

Приближение функций интерполяционными линейным* сплайна

ми отличается простотой реализации, а на классах функций не

большой гладкости они по точности не уступают сплайнам более 

высокой степени. Эрмитовы кубические сплайны обеспечивают бо

лее высокую степень точности для более гладких интерполируе

мых функций и являются вспомогательным средством при получе

нии точных оценок остаточного члена нелокальных интерполя

ционных кубических сплайнов [lj. Изучение интерполяционных 

свойств квадратических сплайнов начато в [з], наиболее пол

ное изложение имеется в [2]. В настоящей работе, дополняющей 

[2], приводятся оценки остаточного члена эрмитовых квадрати

ческих сплайнов, причем используется методика, развитая в 

[1]. Дается взаимосвязь и краткое сравнение точности между 

эрмитовыми и локальными квадратнческжми сплайнами, изучен

ными в [2]. 

§ 1. Обозначения 

Будем рассматривать класс СО-Л] функций, имеющих на 

отрезке [о-, Ц непрерывную производную порядка к . Через 

обозначим пространство (классов) измеримых и ог

раниченных в существенным функций, а через WZ.С0-> *0 — 

класс функций, имеющих на [о-, У абсолютно непрерывную 

производную порядка к - 1 и производную порядка к из 

L" [<=-, . Для сетки Д: а. = х.<эс4< ... < * N = *» обоз

начение С к с£[<=-,«>] (соответственно С* )  

(причем к < t ) будем использовать для класса функций  ̂ » 

удовлетворяющих условиям  ̂в У } ̂  € С*[х;;хги] (соот

ветственно € W* fxc , , г= о,..., N-1. Для функ
ции $ е C[«s4 используем колебание на отрезке [хоХс+<] 
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~Ъ также 
j(f) = Wve.* сос (i ) 
4 1  v  о<г< N-1 l V V" 

Норму в LT't0-,*»] обозначим через I • l„ . 

§ 2. Мнтерцодядит »EgTOBgjg 
КВАЮАТТ^^»" ППЛ»*™«» 

Цусть в узлах сетки /V о.-х.<̂ 1<.„ <х„=4 (для про

стота изложения цусть N четно) заданы значения функции = 

= ̂(*;), с=о,4,..., N и ее производной £= -f С*\), г = 

* 4,3,.., N-1. Эрмитовы* квадратическим сплайном будем на

зывать функцию Sx, которая на каждом из отрезков [*: ,хг*,3 

является квадратическим многочленом и удовлетворяет условиям 

5г( х 0 = ?г  > i=0,4,...,N, 

Если ПОЛОЖИТЬ IvL = ЗС= то при 
хб[*;, сплайн St имеет цредсеавление 

5Г(Х.) = О-Ь1)-?: + T* ̂  , С= V, -ЛЧ, (2) 

Sa<V) = -,м-я. (з) 

Onneтик, что в действительности N может быть также не

четным и для любого отрезка , эч*«3 должно быть известно 

значение производной функции J| в точке или *г+л -

Оценим остаточный член и его производные R̂ = Ŝ -

L= о,-1,1, в зависимости от гладкости функции $. Положим 

X ~ WVO.X- LI С „ 

Теорема. Если сплайн Sa удовлетворяет интерполяционным 

условиям (1), то имеют место оценки 

I S^(*)- \%Г>\ S R :, * - О, 1, А, 

где R^ даны в таблице I. Все приведенные в этой таблице 
сценки неулучаемы. 

Дпяяяятадьство. Понятно, что из соображений симметрии 
достаточно оценить R^' только для представления (2). 

$. Начнем с оценки R . Разлагая и в точке эс = 
sc' эс; + -t 1.; по формуле Тейлора, получаем 

R(X)«  I T  0 - * Е ) *  « ( D - M ,  
iiee *;+«). Из этого получается оценка | RfcOl 
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Т А Б Л И Ц А  1  

Класс 
функций 

R. «4 

с'1>Л] 2 со (Г) — 

W itÄ>4 
5<У'Ч'|0. ± iM'l«. — 

сЛ  Сд кч -co 
с' Ч\>>] Ai lm„ i^HX TMO~ 

для класса С1 , если учесть, что (a -ta) t достигает 

максимума при \ = Используя в формуле Тейлора остаточ

ные члены в интегральном виде, имеем 

R(*.) = (А - -K1) ^ + . 

Отсюда видно, что квазиэкстрепальной является функция, 

для которой 

Г 

^) = 
i при 

-4 при 

1 при 

=С < XC 

ХС ^ < х < =*-г+« , 

>[-V3 при других х е [=сс, эсг><3 . 

В классах W ,LV\4l и С.4 С. J. fc,CJ 

RW= Д)f(x- +-х«.;)Ат-н(4) 

|R«U V 7^1 t- II Vu 
откуда 

или 
RM = С (ГАЫП>). 

Они дают приведенные в таблице 1 оценки при V= . 
Из представления (4) видно, что в классе экстре
мальна. функция, для которой 

„ - 1 uим. us -t S 
\ (*С+*Ч) -

- 4 при 

при 

Л + -FC* 
__V 
A+-FC ;  ^ < 1  ,  

а ее сглаживанием в окрестности t = ? » получается кваза 
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экстремальная функция для класса С С2 <>] . 

Если 4 е ^ то получаем представление 

R« = t!ilM^(£b , (5) 

откуда 

IRWU^O-T) « . !  M X  

Максимальное значение правой части достигается при -fc = -§- • 

Из (5) видно, что в классе С4 [<>-, t>] экстремальной 

функцией является любой многочлен третьей степени. 

Приступим к оценке производной от R . Исходя из (2), 
получаем 

RG0= Х-  (~ 2 "K^  - « - $ > : 0 - 2 - T - ) ^ ) -  Ч&). 
В классе С 4(»] при О $ -Ь 5 Va получается 

RV) = *'(*)- ГС-), 
а при 'Л $ -t б 1 

R'W = A + AT!)4'CA)). 
Из последнего при ± = 1 следует оценка таблицы 1.Имеем еще 

R (*.-Ч)=-£Г S ^ ̂  
эс-

значит, квазиэкстремальной является функция, для которой 

Г -i при х - эсс, 

о{. J I при эсс-и:< х б 
\С*)= 1 

- 1 при ЭС = , 

- е[-4,А] при других *€[*.-, х-+, 1. 

В классах W^[».,4l и СлСд1>Л) получаем 

RЫ -&;{-*< S (Т * $ О "Х)| (Х:+Т&:)<АС| 

Отсвда при О $ -fc« Vx следует 

IR'MIS IT (A-LFT; MX 
ИДИ 

R'(x)=L.>o-t)x >-r'(-v). 
Но при 'Л 6 -k 5 4. из представленяч 
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z\-\ 

R'(X) = I; V2"* О ^ + ^ (ЖГ+ТГЛ>С)ДЯГ -

-Z-kf (r + -i^) f'(x:+-r «-:)<*= +2±fa -T)fO:^*v>^} <6> 
a.t-4 

I-FC 
вытекают оценки 

I* |R'(-)I 5 WLIH 1< 

|R 'WU |# )L ; " (R ) ,  

где f%) = xt(( ̂ -f-t-^ --fc)1) . Функция f на отрезке 

</, <c t i i принимает максимальное значение при t = 1 ,что дает 

требуемые оценки. Из (6) видно, что в классе w2,[<*,tQ экстре
мальна функция, для которой 

Л-
г 1 при *:i xi *: + -р , 

FW= 
-1 при ^^ < *.ч 4  ( 

а ее сглаживание квазиэкстреиальна в классе С *»3 

В классе С,' V/д [<=-,<=] получаем 

R'W = ß-t{t ^(гг+ -г) f "(*: + Г £c)ebr+i ̂ (<Тх; +Ti;)okJ. 

Из этого при о $ t: < Vt следует 

HL« ,  
а ири 

I RV) | < i (2 (^)V г 0 -t)Vt(z^- 6* ,3)) ihr«- .  

Правая часть последнего неравенства достигает максимума при 

t-i. Оиять, любом многочлен третьей степени экстремален 

для класса Сл 
м <>3 -

3. Рассмотрим, наконец, оценки второй производной оста
точного члена. Имеем (для представления (2)) 

R"(*-) = ^ (- Ц~. + ^') - Г^-

В классе с1 с* [<чЛЗ получаем 
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R"OC)= ^)- re-). 

Из этого, кроне оценке таблицы 1, видно также, что квази

экстремальной является функция, для которой 

А. при *;$х4 х1+,-£) 

1 - i при = =сс+< , 

_e[-vl при других 

Для нее R V;+<) - "). 

Если ĵ € С."1 \*/д ,„ [о., <»3 , то из представления 

R*(4) = 4{?(тг-  ̂L;)dbc+ 

следует, что 

|R"(-)H Н*(<-Ь)г-0- )̂)ИЛ~• 
Здесь максимум достигается при и экстремальной функцией 

будет любой многочлен третьей степени. 

Теорема доказана. 

§ 3. Использование приближенных производных 

Если , г - к.,Ъ,... >  N-i, неизвестны, то их можно за

менить формулами численного дифференцирования. Пусть 

1;_, * 1ч с , с = i,3,... , N-i . Вместо в (2) запишем её 

приближение - ̂-i)/(2. Ь; )> тогда вместо Sa получаем 

sx(*)= - • <7) 

Аналогично, приближение к представлению (3) есть 

š»= i-0--t)(a-i)^ 4 4(2-t)f-+< . W 

Непосредственно проверяется, что на любом отрезке 

С*.;,*г«],СеО,г,... ,N-2 „ формулами (7) и (8) задается 

один и тот же квадратический многочлен. Отметим, что 

удовлетворяет интерполяционным условиям 

5
Г ( Х ; )=  (9 )  

В [г] рассмотрены локальные квадратические сплайны S,. 

на сетке Д : е. = 5с. < =Z" 1 < .. . < 5см = t , удовлетворяющие 

интерполяционным условиям 
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5 Г О; )=  ,  :=О,4,...,Н, 

С Г ~ \ Р - DO) sz ч *:+'/*) = -у с * Va., «• = °Л, - м -1, 

ГДЕ =(*:+ ̂ C>VJA, А ^ ^C*YT= К*:*Н) 

заданы. Если предполагать, что N = 2. Н ж = x.iL;)c=o,.-,M> 

то интерполяционные условия (9) ж (10) совпадают, значит, 

совпадают сплайны Sx ж Sx. Положи Н; = 5Е:>( - 5Е;, 

г = о,л,..,и-л , н = Я с. В таблице 2 даны оценкж дин 
0^4 M-T 

t Ŵ)\< 1=0,1,2, полученные в [2]. 

Т а б л ж ц а  2  

Класс 
функций R. 

С Cj [<x>] 
"4. 
г ««0 — 

0,037664 Ha|Vl«. И 
3 М'1- — 

С С5 1»] 0,0 4 8 83 и 
6 "(О "(О 

^ "МП. 
_н! 
да. их -8-мХ. 

Замечание. В [2] оценка |Rt*)| для класса С С j 

приведена в виде -5- <~>(̂  *), но это опечатка. 

Если учитывать, что Н = 2& и  ̂а. со(1>4)л 
то при одинаковых порядках оценкж в таблице 1 имеют май*™» 

коэффициенты. 

Отметим, что эрмитовы квадратжческже сплайны рассмот

ренные нами, могут быть использованы при щенке остаточного 
члена интерполяции нелокальными сплайнами подобно тому, хан 

это делается в f 2][ при помощи локальных квадратжческжх сплай
нов 5^ .  
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THE HBHMITB QUADRATIC SPLINES 

P. Oja 

Summary 

The paper deals with the quadratic analogues of the Her-

mite cubic splines which use the derivatives of a function 

at the knots of interpolation. The error of interpolation 

and its derivatives are estimated in maximum norm. It is 

shown also that there estimations cannot be improved. A brief 

comparison with the local quadratic splines studied in £2] 

is made. 
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Уч.зап.Тартуск.ун-та,1984,672,79-86 

О СОСТОЯНИЯХ РАВНОВЕСИЯ ПРОЦЕССА 
КОРРЕКТИРОВКИ ВЕРОЯТНОСТНЫХ ПРЕДПОЧТЕНИИ 

П. Мийдла, С. Перминов 

В настоящей статье рассмотрены некоторые вопросы, свя
занные с математической моделью экономического процесса кор
ректировки вероятностных предпочтений. После постановки за
дачи исследуется существование точки покоя одной автономной 
системы дифференциальных уравнений, которая является нужной 
моделью, а также излагаются некоторые подходы к установле
нию устойчивости состояния равновесия. 

§ I. Постановка задачи. Используемые результаты 

Рассмотрим автономную систему обыкновенных дифференци
альных уравнений 

Здесь = 4 = V* (ТСц)...) TT/L) ; 

^ (* )= к М ьЬи ' 
К j-1 J 4 J I 

(ETCK),IC)XZ.  « K I * ) - K K  ;  ^  KI- > * SI> 2 

Матрицы В =(^j),r = , p. = 
= A iZ r.. /l) и вектор с = (сс*) считаются в пределах 
настоящей статьи заданными, причем Г и С - с неотрицатель
ными элементами. 

Система (I) является математической моделью процесса кор
ректировки вероятностных предпочтений 1  в ходе принятия хоз
яйственных решений, детально описанного в [I]. При переходе 
от одного решения к другому происходит накопление опыта, ина
че говоря, хозяйственный руководитель адаптируется к ситуа
ции, задаваемой параметрами В , Г и с . В конце концов, 
определяется неподвижная точка данного процесса - точка по
коя системы (I). 3 книге [I] приведены достаточные условия 
глобальной устойчивости этого процесса, которые являются 
весьма сильными - матрица В полагается единичной и Г имеет 
специальный вид. В то же время многочисленные эксперименталь
ные расчеты показывают, что асимптотическая устойчивость 
имеет место и при значим члъно более слабых условиях. 
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В данной статье приводятся некоторые соображения по по
воду решении пройдены устойчивости именно на основе системы 
(I). Исследуется также существование точки покоя у системы 
(I). 

При изучений устойчивости мы будем использовать следую
щие результаты, доказанные, например, в книге [2]. 

Пусть для системы (I) точка 1Г*=(я/,..., Л"*) являет
ся точкой покоя, т.е. = . Пусть функции 

14=4,2., непрерывно дифференцируемы по всем номпо-
нентам Т в некоторой окрестности точки К* . Если все собст
венные значенця матрицы Якоби А с элементами 

a( j = 3^ (%*)/9ft j  , i . , j  =Н, г , . . .  Л 

имеют отрицательные действительные части, то положение равно
весия К* системы (I) асимптотически устойчиво. 

Если же действительная часть хотя бы одного собственного 
значения положительна, то положение равновесия неустойчиво. 

Nb используем классические понятия устойчивости (по Ляпу
нову) и асимптотической устойчивости положения равновесия 
системы дифференциальных уравнений, поэтому здесь формулиро
вать их не будем. Ссылаемся опять, например, на книгу [2]. 

§ 2. Существование точек покоя 

Точки покая системы (I) определяются из условий 

^ (1Г )  = 0 ,  А -<2 , ( 2 )  

Будем условно называть нетривиальными точками покоя такие ре
шения системы (2), все компоненты которых (строго) положи
тельны. Остальные назовем тривиальными. 

Легко видеть, что система обладает тривиальными точками 
покоя вида = (0,...,, О ) - векторы, на L -том 
месте которых единица, на всех остальных - нули. Действитель
н о ,  н а п р и м е р ,  д л я  е 1  и м е е м  f 4 ( e < )  = 0 ,  л  =  А ,  Z , . п р и 
чем 

тгГ .("«.v-,*. « 
По существу задачи нас интересуют лишь нетривиальные реше

ния. Из соотношений (I) и (2) получим условия для них 

AT- (К) - IL 
г ICH ' 

т.е. в случае нетривиального решения все величины будут 
равны между собой. Отсвда вытекает ещё одно условие: 

• (4) 
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Другими словами, нетривиальные ТОЧКЕ ПОКОЯ системы (I), ес

ли они существуют, находятся в выпуклой оболочке ScR* то

чек et С«4,1,...,*.. Равенство между собой всех ыЛ} к.» 
= 1,2., ., *• означает, что существует некоторое число ыг 

такое, что в точке равновесия 

(5) 

Число «** определяется нормирущем условием (4). При 
практическом нахождений нетривиальных точек покоя можно «с* 

в системе (5) зафиксировать. Если ваять, например, <**=> 4 , 
тогда положительное решение (т.е. решение, все компоненты 

которого строго положительны) соответствующей системы (5) 

после нормирования уже окажется искомой точкой покоя систе

мы (I). Действительно, пусть существует вектор * = 

jrL>0, L И, 2., такой, что <*„. (*) = '!, * =< 2,..., . 
Тогда ыектор К* с компонентами 

Г * = *1 /Щ. ITJ , L 

удовлетворяет условию (4), систему (5) с 

ЬС* = 4/Ž . K J  =  * * < * * ) ,  К = 1 ,  
j=« , 

а тем самым и соотношениям (2). 

Описанная ситуация возникает, например, если удается 

найти положительное решение системы 

У ' J  =  С  L  > ^ 

которое, очевидно, является также положительным ревеннем 

системы (5) с ос**] (обратное, конечно, неверно). 

Система вида (6) для нахождения нетривиальной точки рав

новесия возникает также, когда В -диагональная матрица 

( *•£ ), а справа - только величины С; , I = 4,2.,..., I, де

ленные на соответствующие диагональные элементы матрицы В . 
Если же все элементы матрицы В равны между собой и ненулевые* 
то остается лишь одно уравнение вида (6) (также и при n. + t), 
и в этом случае система (I) имеет бесконечно много нетривиаль

ных точек покоя - ими являются все векторы множества S, ком

поненты которых положительны. 

В настоящем пункте мы рассматривали только такие тривиаль

ные решения системы (2), у которых только одна компонента от

лична от нуля. Что касается остальных, то их нахождение сво

дится к решению системы (2) с меньшим * , т.е. к задаче мень

шей размерности. Например, если допустить, что только две 
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компонента (без ограничения общности можно предполагать, что 
первая и вторая) отличны от нуля, то соотношения (2) будут 
иметь вид 

« • , ( * )  + «Л ) • FJL 

- - к а О . 
<*,(*)• ЯГ, * <XT(K)-KL 

где к $ (тг, ,1СХ). Но это соответствует первоначальной задаче 
(I) с г s.Z. При I« 2, для решения последней системы с помощью 
соотношений (5) легко получается условие 

М с«Уи- *kU) - *V< e i  Г«» - е».у*х > j  

если только in =t Ьи. (в случае равенства решениями систе-
Р« <4 

мы (2) при 1 = 2. будут любые JT, и ). Полученное уравнение 
на основе нормирубщего условия (4) дает нетривиальную точку 
покоя тогда и только тогда, когда величины сч - сг у44 и 
с, - cL отличны от нуля и имеют одинаковый знак. 

§ 3. Устойчивость тривиальных точек покоя 

Следуя цитированным в пункте I результатам, мы должны 
оценить действительные части собственных значений соответ
ствующей матрицы Якоби . Для нашей задачи (I) проделаем это 
при тривиальном решений е4 ; для остальных t I = 4L,3, 
рассуждения аналогичны. 

Непосредственная проверка показывает, что в матрице 
А = (<4j), o-ij= Э^(е4)/Э»у , ненулевые эле
менты находятся только на главной диагонали и в первом ряду: 

КМ - _ ; . Л 2. \ • 
*-<1 - АЯ-J " ' J ~ ' '"7 ' 

~ & f vi '  j • ' '  1  *"  < 7 >  

Характеристическое уравнение для А имеет вид 

п  - Л ) =  h  ( - 1  - л )  =  о ,  

т.е. собственные значения матрицы А все действительны и их 
можно выписать: 
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. j . _ ^ L ) . ' О X л 
4 a  ™ ,  ~ <*, (e,)  ~ I L  2,,3,  . . . ,  1 .  

По упомянутым результатам из пункта I тривиальное состоя
ние равновесия е1 является асимптотически устойчивым тогда, 
когда выполняются неравенства 

etj. (е<) < (е, ) , t * 1,Ъ, ...,1 • 
Учитывая формулы (7) на основе этих неравенств можно устано
вить различные достаточные условия асимптотической устойчи
вости точки е, , касающихся начальных данных задачи, т.е. 
матриц В и Г и вектора с . Например, если сумш рядов мат-
ричн В отличны от нуля, то асимптотическая устойчивость точ
ки е, гарантируется неравенствами 

Ьк > Abi «с= 2,3,...,* j L I. 
Л« A* 

В общем, если после нормирования по рядам оказывается, что в 
ряду с индексом т. самые большие элементы соответствующих 
столбцов, то е„- асимптотически устойчивое состояние равнове
сия системы (I). 

Существование тривиальных точек покоя е,у систе
мы (I) доказывается без всяких предположений о начальных дан
ных, поэтому при установлений устойчивости нужно, конечно, 
предполагать определенность всех величин, в первую очередь ве
личин (7). Для , например, все ух, , i = 1, должны 
отличаться от нуля и то же самое надо требовать от <*, (е,) . 

Устойчивость остальных тривиальных решений остается, од
нако, всегда неопределенной, по крайней мере с точки зрения 
подходов настоящей статьи, так как соответствующая матрица 
Якоби имеет в качестве «с -кратного собственного значения 
ноль, если в тривиальной точке покоя к. компонентов равны 
нулю. 

§ 4. Об устойчивости нетривиального решения 

ПУсть к* - нетривиальная точка покоя системы (I), т.е. 
все ее компоненты положительны и их сумма - единица. Установ
ление устойчивости этой точки весьма сложно, так как придется 
оценить собственные значения "полной" матрицы А * ( «.; j  )  

=ч, = И .<<' - i>'4 '-«•),  се) 
J dr- ч* 1 ем J 

š j ~ *i 2-1 •••»*-) 
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где об* - общее значение величин (**•), l'•(,(см. 
(5)); 

R1_  Э<*; (»*) _ _ 4_ А УЧ (Д) 

LJ ^*J JVM 2T|« )*" 
Покажем сначала, что X* не является вполне неустойчивым 

(см. напр. L2J). Для этого достаточно доказать, что всегда 

существует собственное значение матрицы А с отрицательной 
действительной частью. 

Находим 
Д < Д *' # ± Д «. * Д. Л1 *.*• J , . . , 
&  A , J  ~  Ы 1  « ' H  '  '  5  ' J  

Здесь мн использовали условие (4) для яг* . Если теперь в ха

рактеристической матрице А -ХЕ для А сложить, например, к 

первому ряду все остальные, то в силу последнего равенства, 

там появляются одинаковые элементы -Й+А). Следовательно, 

oUt (А-АЕ) можно разложить по первому ряду и характеристи

ческое уравнение для А будет иметь вид (4+ Л)• Р,., (XV О, 
где Р̂ (Л) - многочлен степени <-1 от X . Это означает, 

что матрица А всегда имеет собственное значение Х-- 1 . 

Остальные собственные значения так просто не выписывают

ся. Проиллюстрируем это при i= 2. и i= 3. 

а) 1= 2.. Характеристическое уравнение имеет вид 

XХ - ( ) X - 4 - - Л1Г = 0 , 
отккка получаем Х1 = - ̂ , Х̂ » 4 * ам * att - atl - . Дяя 

асимптотической устойчивости состояния равновесия нужно, что

бы Xt< О. Учитывая соотношения (8) и (4), это равносильно 

неравенству „, * , #» 
<*«« + «"-TL -

которое в силу (9) сводится к / . i 

lo-есть, выполнение последнего неравенства для начальны* дан

ных является условием асимптотической устойчивости точки по

коя 

Учитывая результаты, подученные в конце пункта 2, можно 

показать, что при £.= 2, условием устойчивости и асимптоти
ческой устойчивости будет выполнение неравенства 

-  У.)/  (C , (Y „ - Y W ) -  >  О.  

Доказательство технически довольно громоздкое, поэтому мы его 

здесь излагать не будем. 
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ъ) При л= Ъ характеристическое уравнение следующее: 

(4+Х). L Л1 * (-!• <*«• «м + «-»)•* + 

+ AT1)* «•„(««-

Однако, формулы для Х^ и A s , выраженные через коэффициен
ты матрицы А имеют уже весьма сложный вид и мы здесь их вы
писывать не будем. 

Теперь покажем устойчивость множества S, определенного 
в пункте 2,относительно траекторий системы (I). С этой целью 
проделаем замену переменных 

X, = К" е-"" , 1= <, t, (Ю) 

после чего система (I) принимает вид (для простоты формул мы 
используем прежнее обозначение 1Г ): 

= - л , •» г <1, а., 
»-(«(*>, Ю 

Введем функцию V(x-) = ( iLxfe*1 -1) О ч е в и д н о ,  V( 0)  =  0. 
Найдем её производную по t , учитывая систему (I): 

У 'Ы-  =Г(£^Е^-О .£<Е Ж "  « J -
kH * Л=1 4 *«1 

• г ( i  *•«*•-<0- О - i :  V =*") - - 2. vc«>.  

Имеем: 
v(x.) = О d=* v'(x)=0 j v(x) >0 <=> v'(*)<0. 

Следофательно, V (*) —функция Ляпунова для множества 
{*:V(*) = .0}; которая является образом множества 5 относи
тельно регулярной замены переменных (10). Это значит, что мно
жество S тоже устойчиво относительно траекторий системы (I), 
причем при любых начальных данных, т.е. матриц В и Г и век
тора с . 

Отметим ещё, что изучение устойчивости тривиальных точек 
тоже может способствовать решению проблемы устойчивости не
тривиальных решений. Именно, иногда удается установить ра
диус асимптотической устойчивости. Если же радиус известен 
для какой-либо тривиальной точки равновесия, то ясно, что все 
остальные точки покая, в том числе и нетривиальные, которые 
окажутся внутри шара с этим радиусом, не могут быть устойчи
выми. 
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STATIONARY POINTS OP A CORRECTING PROCKSS 

P. Miidla, S.Perminov 

Sunmary 

In this paper we deal with the mathematical model of an 

economic process. 

The model is an autonomous system of ordinary differen

tial equations (1). We are interested in the existence 

and stability of the stationery points of this system.We 

have shown the existence of the trivial stationary points 

and some conditions of the existence of the nontrivial 

stationary points (only those have some interest in the 

practical), but also some stability conditions of the sta

tionary points. 

In the end of the article we introduce a function of 

Liapunov, which shows the stability of the whole set of the 

nontrivial stationary points. 
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