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Sissgjuhatus

Suuremahuliste  kompleksprobleemide analliisimisel, mis on seotud tehnika, maanduse,
kriisisituatsiooni, looduse, Uhiskonna véi méne muu valdkonnaga, tekib sageli vajadus midagi arvutada.
Rakenduslikku huvi pakkuvate arvutusilesannete lahendamisel soovitakse peaaegu eranditult saada
konkreetseid numbrilisi tulemusi. Praktikas ei dnnestu aga sageli |eida matemaatikaillesannete tapset |ahendit
vOi avaldub see kasutgjale tundmatutes mitteelementaarsetes funktsioonides. Siin tulevad appi
arvutusmeetodid ja arvutustehnika. Vaadrib téhelepanu, et tarkvarapakettide standardprogrammide
matemaatiline tagapdhi on manuaalides ménikord pealiskaudselt kirjeldatud, kuguures aeg-gjat piirdutakse
vaid Kkasutatava meetodi nime mainimisega, jéttes sSisulised selgitused téielikult  korvale.
Standardprogrammide ebakompetentne kasutamine vaib aga viia tulemuste vaartdlgendusteni ja ebadigete
jareldusteni. Seetbttu on vajalik tunda pohiliste arvutusmeetodite matemaatilisi aluseid ning nende meetodite
kasutuspiirkonda, tapsust ja efektiivsust. Arvutusiilesande lahendamine on tihtipeale vaid Uks osa stisteemse
probleemi matemaatilisest modelleerimisest, mis agab Ulesande seadest ja selle matemaatilisest
formuleerimisest, jétkub sobiva lahendusmeetodi valikuga ja selle abil numbrilise lahendi saamisega ning
I0peb tulemuste anallilisi, jarelduste ja praktiliste rakendustega. Anaudtik peab oskama hinnata, kas
arvutusprotsess viis reaalse lahendini v8i on tulemus (mingite vigade v6i meetodi vaarkasutuse tottu)
siimnahtavalt ekdik. Arvutusmeetodite Bppimine ja rakendamine nBuab seepédrast laiapdhjalist etteval mistust
probleemilesande pustitamiseks, lahendamiseks ja tulemuste sisuliseks anallisiks. Arvutusmeetodite
kasutamisel on tudpiline, et korvuti (sageli kdllalt lihtsate, kuid see-eest mahukate) aritmeetiliste tehetega
tuleb sooritada Usnagi tulikaid loogikaoperatsioone. Arvutus ja loogikatehteid kirjeldava arvutialgoritmi
koostamiseks ja eriti vajundi sisuliselt Gigeks interpreteerimiseks on vaja nii teoreetilisi eelteadmisi kui ka
praktilisi kogemusi. Kui vaheste arvutustega kaasnevad keerulised loogikaoperatsioonid, siis vdib nende
programmeerimine osutuda ebaratsionaal seks ning kdige kiirem vdimalus Ulesande lahendamiseks voib olla
kalkulaatori kasutamine. Arvutuste mahu suurenedes tuleb paratamatult podrduda vdimsamate arvutite
poole, mille tarkvaras sisalduvad vajalikud standardprogrammid ja/vGi programmeerimiskeeled. Vatimatu
on see reaalgjas kiiresti kulgevate protsesside juhtimisel (néiteks méned to6stustehnol oogiad, lennundus, aga
ka suurénnetuste kriisireguleerimise programmid), kus on Ulesande usaldusvaarset lahendit otsekohe tarvis,
et vgjadusel operatiivselt sekkuda protsessi kéiku.

Ké&esolev Gppevahend on sissejuhatus ménedesse ol ulisematesse arvutusmeetoditesse. Esimeses peatilkis
tegeldakse ligikaudsete arvutuste tdpsuse ja usaldusvdérsuse hindamisega. Teises peatikis vaadeldakse
interpolatsioonimeetodi  ideed, lineaarset interpolatsiooni, aga ka Lagrangei ja Newtoni
interpol atsioonipol inoome. Kolmandas peatikis kasitletakse numbrilist diferentseerimist, peatudes |ahemalt
esimese ja teise tuletise arvutuseeskirjadel. Neljas peatikk on seotud médratud integraali ligikaudse
arvutamisega, tuuakse moned enamkasutatavamad valemid, sealhulgas Simpsoni valem ja puudutatakse
vea ligikaudset hindamist. Viiendas peatikis rdagitakse vorrandi f(x)=0 algldhendi leidmisest,
selle #psustamisest Newtoni meetodiga ja kdblude meetodiga ning ldhidahendi vea hindamisest.
Kuuendas peatikis analilsitakse lineaarse vorrandisisteemi lahendamist iteratsioonimeetoditega
Diferentsiaalvorrandite vaatlemisel seitsmendas peatiikis piirdutakse esimest jarku vorrandite ligikaudsete
lahendusmeetoditega (Euleri meetod, Runge-Kutta meetod, diferentsmeetod, prognoosi ja korrektsiooni
meetod). Kaheksandas peatiikis kasitletakse funktsioonide |&hendamist vahimruutude meetodiga, empiiriliste
valemite koostamist ja mddtmi stulemuste silumist.

Arvutusmeetodite sisuline omandamine on vétimatult seotud tlesannete lahendamisega. Oppevahendi
iseseisvaks t6oks kodull esandeid ning omandatud oskusi hinnatakse kontrol [tG6l.

Taienduseks sdllele trikisele saavad Ulidpilased elektrooniliselt akadeemia intraneti kaudu veel moéned
praktilist laadi dppematerjalid, sealhulgas kdik siinses Gppevahendis toodud ja Visual Basicus kirjutatud
arvutiprogrammid koos nende Uksikasjaliku kasutusdpetusega ning néidistega iseseisvaks interaktiivseks
tooks arvutil. Praktikumis toimuvad arvuti kasutamisele orienteeritud dppused ning mdne koduiilesande
lahendamisel ndutakse personaalarvuti kasutamist.

Sisekaitseakadeemias kasutatava terminol oogia kohaselt on kéesolev dppevahend B-tiilpi, mis téhendab,
et seda pole retsenseeritud ega keel etoimetaja poolt redigeeritud. Seetdttu palub koostaja mdistvat suhtumist
monesse vBimalikku keelevadratusse ning on tanulik, kui tdhelepanelikud kasutajad informeerivad kdikidest
ebatdpsustest el ektronposti aadressil helmo.kaerdi @sisekaitse.ee .
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1. LIGIKAUDSETE ARVUTUSTE VEA HINDAMINE

Praktiliste Ulesannete lahendamisel on suure tdhtsusega arvutustulemuste usaldatavuse ja tapsuse
hindamisoskus. Ebat8psuse pdhjuseks ja voimalike vigade allikaks voivad olla mitmesugused tegurid.

1. Reaalset ndhtust ligikaudselt kirjeldava matemaatilise mudeliga seotud vead.

2. Ligikaudse arvutusmeetodi kasutamisest tingitud vead ja aproksimeerimise (Iahendamise) vead.

3. Umardamisvead ja arvude salvestamisal arvutimallu tekkivad vead.

Inseneritilesannete juures on olulise kaaluga algandmete (l8hteandmete) ebatédpsus, mis monikord voib
olla vaga suur. Suhteliselt ebatdpsete algandmete puhul vdib kahelda komplitseeritud arvutusmeetodi
kasutamise otstarbekuses. Rakenduslikult seisukohalt on samuti tahtis arvutustulemuste kasutaja (tellija)
oskus saadud tulemusi Bigesti interpreteerida ja neid oma praktilises t60s kompetentselt rakendada. Seega
peavad matemaatilise mudeli kdik komponendid, sealhulgas |ahteandmete t&psus, Ulesande seade ja
matemaatilise formuleerimise korrektsus, lahendusmeetodi valik ja numbriline lahendamine, tulemuste
anallius, jareldused ja praktilised rakendused olema realiseeritud |éhedasel t&psuse ja usaldusvaérsuse nivool.

Késitleme allpool 18hemalt ligikaudsete arvutuste vea hindamist.

Vaatleme kolme muutuja funktsiooni w = f (X, y, z), kusjuures suuruste x, y, z vaartuste madramisel on

tehtud vead Dx, Dy, Dz. Argumentide X, y, z ebatdpsete vaartuste pdhjal arvutatud funktsiooni vaartus w
saadakse veaga

Dw= f(x+Dx,y+Dy,z+D2)- f(x,y,2). (1.1

Jargnevas tegeldakse vea Dw hindamisega.
Kui argumentide muudud Dx, Dy, Dz on kdllalt véikesed, siis funktsiooni muut Dw ja téisdiferentsiaal

dwon ligikaudselt vordsed:
Dw » dw, (1.2

ehk Dw» f{xDx+ f§ XDy + f XDz (1.3)

Praktikas ei ole Dx,Dy,Dz enamasti teada. Kill aga on sageli teada suuruste X, y, z maksimaalsed
absoluutsed vead d x,d y,d z, mison maératud néiteks mdoteriista tépsusklassiga:

max|DX =dx, max|Dyj=dy, max|DZ=dz (1.4)

Seega funktsioonivadrtuse w maksimaalse absoluutse vea d w jaoks saab avaldise

dw=|fgdx+|fgdy+|fgdz (15)

Naidel.1l. Kui w=x+y, sisdw=dx+dy.
Kui w=x-y, sisdw=dx+dy.
Seega ligikaudsete suuruste liitmisel ja lahutamisel absoluutsed vead liituvad.

Suuruse x relatiivne viga defineeritakse kujul

D x =X, (16)
X
ning relatiivse vea tilemmaar on

d
max|Drx|=drx=ﬁ. (1.7)

Seega funktsioonivadrtuse w maksimaalse relatiivse vea d, w leidmiseks saab avaldise

f f f
—Xd x+-Hd y+|-Zd z 1.
fj X fﬂ y fj g )

5
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Naide 1.2.
ydx [{dy _dx _ dy

Kui w=xy, sisdw=|ydx+|¥dy ja d,w= Y |xy| » M_d x+d,y.
|1
Kui wzf, siide:|1dx+ —dy jadw= ydx+ _dx dy—d x+d.,y.
y ‘x TR
y

Seega ligikaudsete suuruste korrutamisel jajagamisel relatiivsed vead liituvad.

dx+dy
- o

Kui vahe x- y on véike, siis saab eelnevast jareldada, et relatiivse vea tUlemmadr d,w vdib osutuda
vorreldes médratava suurusega x- y vaga suureks. Niisiis peab teineteisele [dhedaste ligikaudsete suuruste
lahutamisel olema ettevaatlik. Seetbttu on nditeks dhukese kerakihi ruumala arvutamise valem

N&idel.3. Kui w=x-Yy, dgis d,w=

\% =gp[(R+ a)d- R3] , kus R>>a,
soovitav teisendada kujule
\Y =i31p (3R%a+3Ra? +a®),

mis vadib suure relatiivse veateket. Eelnevason a kerakihi paksusning R siseraadius.

Néide 1.4. Maastikul mdddeti kolmnurka ABC ning saadi jargmised tulemused: kilg a=100m+2m,

kilg b=200m=3m, nurk g =60° £1° (nurk g onkiilgede a ja b vahel).
Missuguse tépsusega vOib arvutada kolmnurga kolmanda kiilje ¢ ?

Kilje ¢ pikkuse saab (suhteliselt lihtsalt) arvutada koosi nusteoreemiga:

c=\/a2 +b? - 2abcosg =1004/3 »173m.

Tunduvalt keerulisem on tulemuse tépsuse hindamine. Leiame kdigepealt absoluutse vea

_ _| 2a- 2bcosg | 2b - 2acosg |
dc=|c¢d db dg= d db
e =lefida +lefidb +[ofda ‘2\/a2+b2- 2abcosg a+‘2\/a2+b2- 2abcosg‘ '
+| 2absing |dg |1oo 20008 , 200-100>05| L2220 /3 p
‘2\/a +b? - 2abcosg‘ 100%/3 | 100%/3 ‘2>QOO><\/_‘ 180
_%+%»260+1175 435m» 4m.

Seega kolmnurga kolmanda kilje ¢ saab arvutada tdpsusega ¢ =173m =+ 4m. Relatiivne viga d,c on
segjuures
_dc _ 45

““1d 10033 J,8><100><\/_

ehk protsentides véljendatuna d,c» 2,5%. Maérgime, et |dhteandmete relatiivsed vead on d,a=2%,
d,b=15% jad,g »17%.

» 0,015 + 0,010 = 0,025




2. INTERPOLEERIMINE

2.1. Meetodi idee

Pajude arvutusmeetodite juures kasutatakse funktsioonide |dhendamist lihtsamate funktsioonidega.
Néiteks kui funktsiooni tuletise vOi integraali leidmine vamistab raskusi, sis vdib selle asemel
diferentseerida voi integreerida Iahendfunktsiooni. Kui funktsioon on antud tabeli kujul, siis arvutatakse
funktsiooni véartused tabelis mitteesinevatel kohtadel teda |ahendava funktsiooni vértustena.

Tavaliselt otsitakse funktsiooni f (x) Idhendavat funktsiooni kuijul

FO)=Ca o(X) +Cj 1(X) +...Chj 1 (X). (2.1)

J o(X),j 1(X),...,J n(X) onantud funktsioonid (mdnikord nimetatakse neid koordinaatfunktsioonideks).
Co,C,,-..,C,, ON parameetrid, mistuleb leidanii, et saada kiillalt healéhend funktsioonile f (X).

Interpoleerimise korral antakse ette interpolatsioonisdlmed (argumendi védrtused) Xq,%,..., X, ja
ndutakse inter polatsioonitingimuste (2.2) téidetust:

F(x)=f(x), i=01..,n 2.2)

Geomestriliselt téhendab see, et l&bi punktide (Xg,Yo): (%) V1)s---,(Xy,Y,) tuleb tdmmata joon
y =F (x). Uldiselt on selleks |Gpmata palju véimalusi. Joonisel 2.1 on |abi eelnimetatud punktide tdmmatud
kaks joont.

TR

Yo Vi1
Yn

XO Xl Xn

Joonis 2.1. Jooned 18bi interpol atsioonisdlmede.

Kui otsida ldhendavat funktsiooni F (x) kujul (2.1), siis interpolatsioonitingimused (2.2) annavad
parameetrite c,,C,,...,C, leidmiseks lineaarse vorrandististeemi

Col o(Xi) +CJ 1 (X)) +...+Cyj n(x)=TF(x), 1=01...n (23)

Slsteem (2.3) on Uhesdt lahenduv giis ja ainult sis, kui tema tundmatute kordgjatest moodustatud
determinant erineb nullist.

Enamasti kasutatakse koordinaatfunktsioonidena astmefunktsioone jk(x)=xk, mille puhul on
l&hendavaks funktsiooniks n-astme pol inoom (interpol atsiooni pol inoom)

P.(X) =Cy + X+ CyX2 +...+C X", (2.4)

Interpolatsioonitingimused (2.2) votavad siis kuju
P(x)=f(x), 1i=01...,n (2.5)

On voimalik nédidata, et interpolatsioonitingimused (2.5) médravad mistahes n+1 erineva sdime
Xg» %q5---5 Xy PUhul Uheselt n-astme interpolatsioonipolinoomi P, (X) .



2.2. Lineaarneinter polatsioon
Lineaarse interpolatsiooni korral kasutatakse funktsiooni f (x) léhendamiseks lineaar set funktsiooni
P.(X) =¢, + ¢ X (2.6)
Kordgad ¢, ja ¢, saab leida vorrandisusteemist (2.3), mis kahe tundmatu korral omandab kuju

1Cy +C X5 = Yo
i _ 2.7)
iC ¥C X =Y,

Xo ja X oninterpolatsioonisdlmed ning y, = f(X,) ja y; = f(x,). Susteemi (2.7) lahendamiseks

lahutame teisest vorrandist esimese ja saame ¢, (X, - Xo) = Vi - Yo, Millest avaldame c, =—i1_ 3(/0 :
1° 70
Esimesest vorrandist ¢, =y, - G X, ja R(X) =Y, - Y1~ Yo X, + Y1~ Yo X= Y, + X %o (V- Yo)-
X - Xo X - Xo X, = %o
Funktsiooni y = f (x) linesarselt |&hendav funktsioon on seega
X -
Y=Yo+ _);0 (Y1~ Yo)- (2.8)
0

Geomesetriliselt vastab lineaarsele interpolatsioonile kdvera y = f (x) asendamine sirgega, mis 18bib
punkte (Xq,Yo) ja (X, Y:) - Anallittilisest geomestriast on teada selle sirge vorrand

Y- Yo - X- X
Yi- Yo X%

: (2.9)

millele saab lihtsate teisendustega anda kuju (2.8). Lineaarse interpolatsiooni geomeetrilist tdhendust
illustreerib joonis 2.2.

y=f(x)

Vi1
Yo

X 0 X Xl X
Joonis 2.2. Lineaarne interpolatsioon.

Kui lineaarse interpolatsiooniga ei suudeta funktsiooni f (x) piisavalt tdpselt |1&hendada, siis voib selleks
kasutada kdrgema astme pol tinoomi, néiteks ruutpol inoomi

P,(X) =Cy +C X+ C,X°. (2.10)
Praktikas siiski enamasti valditakse interpoleerimist (vaga) kdrge astme poliinoomiga ja kasutatakse

selle asemel funktsiooni f(x) I&hendamiseks pigem muid votteid, millest Uhte, v8himruutude meetodit,
vaadel dakse k&esoleva Gppevahendi 8. peatiikis.



2.3. Lagrange'i inter polatsioonipolinoom

Olgu antud n+1 erinevat interpolatsioonisdime X,, X, ,..., X, ning funktsiooni f(x) vaartused nendes
sdlmedes f (Xy), f(X,),..., f (X,) . Otsitakse n-astme interpol atsioonipol inoomi kujul

PO)=a k(). (2.11)

i=0
kus [, (x) on n-astme polinoom, mis rahuldab tingimusi

i1, kuii=j,
l.(x.)=d. =7 2.12
kus d; on Kroneckeri delta Kui (2.12) on taidetud, siis P,(x) rahuldab interpolatsioonitingimusi (2.5):
P.(x)="f(x), 1=0,1...,n.Polinoom I;(x) avaldub kujul

i ()= Ci (X Xo) ... (X= Xi:1)(X= Xiaa) ... (X Xp), (213)

kus C, on konstant, mis leitakse tingimusest (2.12), nii et I, (x;) =1.P66rame téhelepanu agaolule, et seoses
(2.13) puudub tegur (x- x;). Kui leida C; japanna see seosesse (2.13), Siis saadakse

0 Xg) (07 X1 )00 K)o %) _ A x- %,
(% = X0) .o (6 = X)) (X = Xiag) .- (% - %) =0 X - X

(%) = (2.14)

~ ﬂ
kus (O on korrutise siimbol tahenduses O a, =a, xa, x..>xa,. Lagrange'i interpolatsioonipol inoomi
k=0
voib siis esitada kujul

X- X

J Py
R®=a O ~— f0x): (2.15)
i=0 II§1:|0 i k

Polinoom (2.15) on ainus n-astme polinoom, mis rahuldab interpolatsioonitingimus (2.5):
P.(x)="f(x), i=01...,n.
Véjaspool interpolatsiooni sdlmi
F(X¥)- Pi(¥)=R,(x)* 0,

kus R, (x) on jaakliige, mille suurust on voimalik ligikaudselt hinnata (kéesolevas dppevahendis seda ei
késitleta). Vordust
F(X) =P,(X) + R, (x) (2.16)

nimetatakse inter polatsioonivalemiks.

Kui valemis (2.15) votta , siis saadakse lineaar ne inter polatsioonipoliinoom, millele saab péarast
teisendusi anda kuju (2.8):
Xo X- X

P = f (%) 2 (%) = Yo + (3 - o). (2.17)

0 1 1 0 1 0

Selle néditamiseks, et vorduse (2.17) saab viiakujule (2.8), tuleb kdigepealt (2.17) kahe vordusmargi vahel
oleva avaldise esimese liidetava lugga Xx- x; viia kujule X- X; =X- X, + X5 - Xg =(Xg - %) +(X- Xg)
ning tdhistada f (x,) =Y, ja f(X,) =y, . Jargnevad teisendused on suhteliselt elementaarsed.
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Kui valemis (2.15) v6tta, Siis saadakse kuupinter polatsiooni valem:

PL(x) = (X-= %) (X= X,)(X- X3) F(x) + (X- Xg)(X- X)) (X~ X3)

f(x)+
(Xo - Xl)(XO - Xz)(Xo - Xs) (Xl - Xo)(xl' Xz)(xl - Xs) (2 18)
(X)X XK X)X ) |
(X2 = X0) (X2 = %) (X = X3) ? (X3 = X0)(X3 = X)(X3 - X3) :

SOlmed X,, X;, X5, X5 Oleks soovitav validanii, et X, < X< X3.

Néide 2.1. Moodustada tabeli 2.1 andmetel Lagrange’i kolmanda astme interpol atsi oonipol inoom (2.18).

Tabe 2.1.
X -1 1 2 3
f(X) -7 -3 5 25

Votame sOlmedeks x, =- 1, X, =1, X, =2, X; =3. Paneme need véartused valemisse (2.18) ja saame

- D= D=3, L (o D(x- D(x- )
R e 9 V) a2y VYT

(2.19)
LoD D03 o DX D(X-2D) e s
2+D(2- H(2- 3 B+D3B- 13- 2
Kohal x=1,5 annab (2.19) tulemuseks P;(1,5) =15° +15- 5=- 0,125.
SOlmede x, =1 ja x, =2 abil lineaarset interpolatsiooni (2.8) kasutades tuleb
x-1
P.(X) =-3+ﬂ><(5+3) =8x- 11. (2.20)

Lineaarse interpolatsioonivalemiga (2.20) saab kohal x =1,5 tulemuseks P,(1,5) =8x.,5- 11=1.

Leitud P;(1,5)=-0125 ja P,(15) =1 erinevad esmapilgul kullalt palju. Klsimusse aitab selgust tuua
joonis 2.3, millele on kantud tabelis 2.1 antud neli punkti ning on kujutatud nii kolmanda astme
interpolatsioonipoliinoomi  graafikut  (2.19) [&bi nende nelja punkti kui ka linesarse
interpolatsioonipol inoomi graafikut (sirget) (2.20) 1&bi kahe punkti.

25 Y

15 -
10 -~

5 - y= 8- 11

I T 0 T T T T 1 X

j/_,ﬁ_%—) 0 15 2 25 3

-10 -

Joonis 2.3. Kuupinterpolatsioon ja lineaarne interpol atsioon.
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2.4. Newtoni inter polatsioonipoliinoom

Kéesolevas tuuakse Lagrange'i interpolatsioonipoliinoomi kdrvale teine, praktiliseks kasutamiseks

sageli otstarbekam interpol atsioonipol inoomi kuju, milles kasutatakse difer entssuhteid.

Esimest jarku diferentssuhted defineeritakse kujul

fx)- f(%) _ f(x)- f(x) _ _
Xl_—xo—f(Xo,Xl), W—f(xl,xz), jine.

Teist jarku diferentssuhe moodustatakse esimest jarku diferentssuhetest

f (X1, %) - F(%0,%)

X5 = Xg

=T (Xo, X0y X2).

k-jérku diferentssuhe saadakse (k - 1) -jarku diferentssuhetest

XX X ) = T (X X0heees X 1)
X = %o

F(Xoy Xgseen Xe) =

(2.21)

(2.22)

(2.23)

Olgu antud interpolatsioonisdlmed X,, X, ,..., X, jafunktsiooni vaartused nendes sdlmedes (tabel 2.2).

Tabel 2.2.
Xo X Xn
f (%) f(x,) f(xn)
U - %) o,
Moodustame esimest jarku diferentssuhte f (x,X,) =——— =, X! X, jaavaldame sellest
X - X

FOO = f(%0) + (X %) XX~ %)

f(XX0) - F(Xq,%y)
X- X,

Moodustame teist jérku diferentssuhte  f (X, Xg, X;) =

F(XX0) = F (X0, %) + f(X X0, %) X(X- Xy).
Asetame tulemuse (2.25) seosesse (2.24) ja saame

f(X) = F (%) + F(Xo, %) XX~ Xo) + F(X, %0, %) X(X= Xg) X(X- %).

Edas moodustame kolmandat jérku diferentssunte, avaldame sellest f(X,Xq,%)

f(X, X, %) Seosesse (2.26).

(2.24)

, X1 x jaavaldame sellest

(2.25)

(2.26)

ja asetame

Samal viisil neljandat, viiendat, jne jarku diferentssuhteid moodustades ning jark-jargult asendades

saadaksegi Newtoni inter polatsioonivalem

F) = £06) + 0%, %) XX~ %) +
(X0 ) XX X)) X(X- X))+ +
+ 1 (X, X0 X)) XX = X)X X- X)X (X=X )+
(X Xy X yeeen X)) X(X= %) XX X)) XXX X,).

11
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Vaemi (2.27) viimane liidetav on jadkliige R,(X), eelnevad moodustavad Newtoni
interpolatsioonipoliinoomi P.(X) . Kuna interpolatsioonipolinoom on interpolatsioonitingimustega (2.5)
P.(x)="f(x), 1=0,1...,n Uheselt mé&ratud, siis Uhtib Newtoni inter polatsioonipoliinoom L agrange'i
inter polatsioonipolinoomiga, erinedes sellest ainult valiselt (sama kehtib ka jédkliikme kohta).

Newtoni interpolatsioonipol inoomi puhul on lihtne suurendada polinoomi astet: juba leitud liikmetele
liidetakse jarjest uusi. Ka praktiline veahinnang on lihtsam: kui vaadeldaval 16igul (n+1) -jarku
diferentssuhted oluliselt e muutu, siis (X, X, Xq,..., %) » T (X, Xy-.., Xps1) NiNG j8&kliige vOrdub
ligikaudu esimese d@rajéetud liikmega avaldises (2.27).

Naide 2.2. Moodustada tabeli 2.1 andmetel Newtoni kolmanda astme interpol atsioonipol inoom (2.27).

Kuna ldhteandmed on samad kui néites 2.1, siis peab ka tulemus olema sama, kuid selle saamise tee on
erinev (ja tehniliselt lihtsam). Interpolatsioonipolinoomi koostamiseks vajalikud diferentssuhted on
arvutatud tabelis 2.3.

Tabel 2.3.
Diferentssuhted
X f(X)
Esimest jarku Teist jarku Kolmandat jarku

XO:-]_ -7

- 3+7

=2=1f(x,,
; 1+1 (X1 %)

x =1 i 8-2_, = £ (Xg, X, Xo)

5+3 2+1

2-1=8 6'2—1—f(xxx X3)
X, =2 > 20-8_, 3+1 0t T2 s

25- 5:20 3-1

3-2
X3 =3 25

\4 v /

P(X) =-7+2(Xx+D) +2(x +D(x- D+ Ax +D(x- D(x- 2)=x>+x- 5.

Nooltega on ndidatud diferentssuhete asetumine vaemisse (2.27). Tulemuseks on sama

interpolatsioonipoliinoom  Py(x) =x® +x- 5, mis saadi néites 2.1. Sdlle poliinoomi graafik on kujutatud
Ik 10 joonisel 2.3.

2.5. Kahe muutuja funktsiooni lineaar neinter poleerimine,
kasutades tihe muutuja lineaar se inter polatsiooni valemeid

Naide 2.3. Olgu antud funktsiooni E(j ,q) (elliptilise integraali) tabeli véljavote (vt tabdlit 2.4), kus

i
EG .q)=¢)1- sn?q>sin’ada. (2.29)
0
Tabel 2.4,
] N\ 30° 40°
50° 08483 | 0,8317
55° 09284 | 0,068
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Kasutades lineaarset interpolatsiooni, leida E(52°,39°).
Kasutame kummaski suunas tihe muutuja lineaarse interpolatsiooni valemit (2.8).
Interpol eerime kdigepealt muutujaj suunas:

E(52°,30°) » 0,8438 + % (0,9284 - 0,8483) = 0,88034,

E(52°,40°) » 0,8317 + % (0,9068 - 0,8317) = 0,86174.

Interpoleerides segjdrel q suunas, saamegi tulemuse:

39- 30

E(52°,39°) » 0,88034 +
40 - 30

(0,86174 - 0,88034) =0,8636.

3. NUMBRILINE DIFERENTSEERIMINE

3.1. Tuletise arvutamine inter polatsioonivalemite abil

Numbrilist diferentseerimist kasutatakse néiteks juhul kui funktsioon on:

1) esitatud tabeli kujul;

2) antud keerulise anal titttilise aval disega.
Olgu sdlmedes Xg, X;,..., X, antud funktsiooni vaartused f(X,), f(x,),..., f(X,) (vt ka tabdit 2.2).
Lahtume kas Lagrange’i voi Newtoni interpol atsioonivalemist (2.16)

F(X) =P (%) + Ry ().
Kui funktsiooni f (x) tuletised eksisteerivad, siis nad avalduvad kujul

f(x) = P¢(x) + R{(X),
f &x) = B&x) + R§Xx),
.............................. (3.1)
f ) (x) = P® (x) + RV, k=12,....
TuIetiseTéWwéérMs Me

Néiteks diferentseerime Newtoni interpolatsioonivalemit (2.27), avades enne selle valemi kolmandas
liidetavas sulud: (X- Xg)(X- X,) = X% - XoX = XX+ XyX . Piirdudes vaid esimeste liidetavatega, saame
tulemuseks

FAX) = T (%o %)+ F(X00 X0, X% )(2X - X - %) +... + RE(X),
f ®x) =2 xf (X5, X, %X;) +...+ RUX),

(3.2
f M (x) = nl xf (Xg, X,..., %) + ... + R™(X)
Vdtame tuletise |ahisvadrtuseks ava disest (3.2) ainult esimese lilkme ja saame
f O ) =K xf (X9, Xpso. s %), K=12,.... (3.3

Poorame téhelepanu sellele, et k-jarku tuletise Iahisvadrtuse arvutamiseks on vaja teada funktsiooni
vaartus véhemalt k +1 sbimes.
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3.2. Esimese tuletise ar vutamine

Votame (3.2) esimeses valemis Uhe liidetava (st votame kaks interpolatsioonisdlme x, ja X),
tahistame f(x,) = f;, f(Xy)= fo, X - X, =h ning saame

00 = 1, %) + RE0O =110 + RAX), (34)
Votame
1) x=x,P f&x,)= fl;]fo - gf(x),

(35)

2) x=xb fgx)= +gf¢l(x), xT ] %o, %].

fl - fo
h
Vaemid (3.5) voimaldavad tuletise arvutamist sdlmedes X, ja X, . Detailsem analtitis (mida siin pole
toodud) néitab, et need valemid erinevad vaid jagkliikme méargi poolest. Jadkliikme hinnangust on ndha, et
valemite (3.5) viga on suurusjargus h.
Votame (3.2) esimeses valemis kaks liidetavat (s.t votame kolm interpolatsioonisdime X,, %, ja X,).
Kui Xx=X; ja X, - Xo =X, - X, =h, gis

f.- f laef, - f f.- f, 0
f&x) = (%o, %) + F(X: X0, X5) (2% - %o - %) + RE(x) = R R$(x,) =
h 2& h h o
2f, - 2f, + 1, - f,- f,+f, f,- f, h? )
= + R$(x,) = - — fdx), xI| |X,,X,]. 3.6
. B0) =2 =2 - 1), xT ], (36

Nagu jagkliikme kujust on néha, on valemi (3.6) viga suurusjargus h?. Seega on valem (3.6) t&psem
kui valem (3.5) (samm h on praktilistes arvutustes véike ja tema ruut seega veel véiksem). Tudpiline on, et
siimmeetrilised tuletise ligikaudse arvutamise valemid (néiteks (3.6)) on t&psemad kui mittesiimmeetrilised

(néiteks (3.5)). Niisiis, kui funktsiooni f(x) esimest tuletist on vaja arvutada 18igu [X,, X,] Sisesdlmedes
X5, Xg,..., Xn.1, SIS ON SOOVitav kasutada tdpsemat simmeetrilist valemit

f..-f
fios L (3.7)

Ldigu [ X,, X,] otspunktides x, ja x, on aga funktsiooni vaértuste kohta vaid Uhepoolset infot ( f (x_;)
ja f(X,.,) pole teada) ning seal peab tuletise arvutamisel piirduma ebatépsemate mittesimmeetriliste
valemitega

fg= fy h fo , fg:@_ (3.8)
3.3. Teisetuletise arvutamine
Votame (3.2) teises valemis uUhe liidetava (kolm interpolatsioonisdlme X,, X, , X, ) ja saame

fUXx) =21 (Xg, X, X5) + RE(X). (3.9)

Kui Xx=X; ja X, - Xo =X, - X, =h, gis

fo- f, Fi- 2'2f1+f0_if|v

2 o&f, - fo © f -
fQX1)=%§ - 0%+R§I(x)= 2 e x), xI ]xo,xz[. (3.10)
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f

- 2fi + fi-l

fiq& i+1

h2

Teise tuletise ligikaudse arvutuse valem (3.11) on 18igu [ X, X,,] Sisesdlmede x; jaoks simmeetriline

(3.11)

ning nagu (3.10) jakliikmest néha, on veaga suurusiérgus h?. Laigu otspunktides x, ja X, tuleb valemi
(3.11) asemel kasutadateis (kasiraamatutest leitavaid mittesimmeetrilisi) valemeid.

3.5. Numbrilise difer entseerimise vead

Numbriline diferentseerimine vGib viia suurte vigade tekkimiseni. Peamiseks pdhjuseks on agaolu, et
funktsiooni f(x) ja interpolatsioonipolinoomi P,(x) vaartuste |&hedus e kindlusta veel nende tuletiste
vaartuste ldhedust (nende graafikute puutujate tdusud vdivad oluliselt erineda). Oeldakse, et numbrilise
diferentseerimise Ulesanne on mittekorrektselt pustitatud. See téhendab, et algandmete (s.0 funktsiooni
vaartuste, mis voivad olla nditeks eksperimentaalselt méératud) véikesed ebatdpsused vbivad pbhjustada
tulemustes (s.0 tuletise vaartustes) kuitahes suuri vigu. Numbrilise diferentseerimise valemites jagatakse
funktsiooni vaartused f; suurusega h™, kus m on arvutatava tuletise jark (vt néiteks valemeid (3.7), (3.8),
(3.11)). Seega véikese h puhul vdivad funktsiooni vaartustes olemasolevad vead pdhjustada véga suuri vigu
tuletiste v8artustes. Kui funktsiooni vaartused f; on méiratud eksperimentaalselt, siis voib numbrilisel
diferentseerimisel tekkivate vigade vahendamiseks ldhendada funktsiooni interpolatsioonipolinoomide

asemel vdhimruutude meetodi abil moodustatud polinoomidega. Vahimruutude meetodit vaadeldakse
ké&esoleva Oppematerjali 8. peatiikis.

Naide 3.1. Antud on hiiperboolse siinuse tabel (htiperboolne siinus shx=(e* - € *)/2 ja hiiperboolne
koosinus ch x = (e* +e*)/2).

Tabel 3.1.
X 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1,0
shx 05211 | 0,6367 | 0,7586 | 08881 | 1,0265 | 1,1752

Arvutame simmeetrilise valemiga (3.7) hiperboolse siinuse tuletise |6igu [0,5; 1,0] sisepunktis kohal 0,7:

_sh08-sn0,6 _ 0,8881- 0,6367

sh®,7
08- 06 0,2

=1257.

Tulemuse viga on suurusjargus h? =0,1% =0,01.
Tegtavasti sh&=chx ja ch&=shx. Kontrolliks arvutame kalkulaatoriga hiperboolse koosinuse
ch0,7=1,25517. Nagu ndha, on valemiga (3.7) arvutatud tuletises kaks kohta pérast koma tdepoolest Giged.
Arvutame Uhepool se valemiga (3.8) hiiperbool se siinuse tuletise 16igu vasakpool ses otspunktis kohal 0,5:

sh0,6- sh0,5 _0,6367 - 05211
01 01

sh®,5= =1156.

Tulemuse viga on suurusiargus h=0,1. Kontrolliks arvutame kalkulaatoriga hiperboolse koosinuse
ch0,5=112763. Nuud on tuletises vaid Uiks koht pérast koma dige.
Arvutame simmeetrilise valemiga (3.11) hiiperbool se siinuse teise tuletise 16igu sisepunktis kohal 0,7:

sh0,8- 2sh0,7+sh0,6 _ 0,8881- 2x0,7586 + 0,6367

sh®,7 =
01? 0,01

=0,76.

Tulemuse viga on suurugjdrgus h? =0,01. Teatavasti sh0,7 =sh0,7 =0,7586 (tabelist 3.1), millest on
ndha, et valemiga (3.11) arvutatud tuletises on kaks kohta pérast koma Giged.
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4, MAARATUD INTEGRAALI LIGIKAUDNE ARVUTAMINE

4.1. Newton-Cotes kvadratuurvalem

Madratud integraali arvutamine Newton-Leibnizi valemi

b
éf (xX)dx=F(x) i =F(b) - F(a) 4.1

abil muutub keeruliseks, kui algfunktsioon F(x) e avaldu killalt lintsalt elementaarfunktsioonide kaudu.
Pealegi, kuigi igal 18igus [a,b] pideval funktsioonil on olemas agfunktsioon, e tarvitse see avalduda

elementaarfunktsioonides vO@i juba tabuleeritud kdrgemates (mitte-elementaarsetes) funktsioonides.

Niisugustel juhtudel tuleb madratud integraal arvutada ligikaudselt. Selleks asendatakse funktsioon f (x)
b

mingi lihtsalt integreeritava funktsiooniga, millest arvutatud integraal voetakse esialgse integraali (‘)f(x)dx

a

ligikaudseks vaartuseks.
Jaotame integreerimiddigu [a, b] n vordse pikkusega h =B osaks. Jaotuspunktid paiknevad siis
n

kohtadel x; =a+ih, i =0,1,...,n. Léahendame funktsiooni f(x) Lagrange'i interpolatsioonipollinoomiga
(211

F00» P09 =81, 09 (). (42)

i=0

kus I, (x) avaldub kujul (2.14). Seost (4.2) integreerides saame Newton-Cotesi kvadratuurvalemi

b n
Of ()dx» (b- @)@ B, f(x), (4.3)

i=0

kus Xg, X,..., X, on kvadratuurvalemi sdlmed ja By, B,,..., B, on kvadratuurvalemi kordajad. Kordajad B;
avalduvad kujul

B =—— (i (dx. (4.4
Kordgjatel B on jargmised omadused.
1. Kui valemis (4.3) votta f(x)=1,disb- a=(b- a)é_ B, (valem (4.3) on tépne O-astme pol inoomi

i=0
f (x) =1 korral), millest

asB =1 (4.5)
i=0

2. Uksikagalikum anallitis néitab, et
B, =B. (4.6)

Kui [n =1], siisjareldub omadustest (4.5) ja (4.6), et B, = B, =1/2 ning

b

Of ()dx» b- a

2

[f(a)+ f ®)]. (47)

Valemile (4.7) antakse hiljem punktis 4.2 geomeetriline tdlgendus.
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Kui [n=2| siisiiks kordajatest By, B;, B, tuleb leidaintegraalina (4.4). On véimalik néidata, et B, =%
(selle kullalt keerulise integraali arvutamise tehnika on siin kdrvale jaetud). Ulgjaanud kaks kordajat saab
seejérel jubalihtsalt seostest (4.5) ja (4.6): B, =B, =% ja B, +B, +B, =1, millest B, =%. Niisiis

b

Of ()dx»

- A +bA )
28 (@) +41 @100, (b)) 48)
6 & e 2 g a

Kavaemile (4.8) antakse hiljem punktis 4.3 geomeetriline tdlgendus.
Kui n=3, dis néitab tépsem anal liis mdnevdrra ootamatult, et vastav kvadratuurvalem on ebatépsem
kui valem (4.8) n=2 puhul.

Kui [n = 4|, siis saadakse seostest (4.4), (4.5) ja(4.6) B, =B, =9_70, B, =B, =%, B, =% ning

b-a
90

b
Of (Wdx» ——=[7f(a) +32f (a+h) +12f (a+ 2h) +32f (a+3h) + 7f (b)]. (4.9)

4.2. Trapetsvalem

Anallis néitab, et vaemite (4.7), (4.8), (4.9) tdpsus suureneb kiiresti koos sammu h = b-_na
vahenemisega. Siit tuleneb idee jaotada integreerimislGik [a,b] vOrdse pikkusega osaldikudeks ning
rakendada igal osalGigul Newton-Cotesi valemit sama n korral. Ehk teisiti: otstarbekam on kasutada lihtsat
valemit véikese n puhul (praktikas vOetakse vaga sageli n=2) paljudes osaldikudes kui keerulist valemit
suure n puhul Gle kogu integreerimisldigu [a,b].

Kui integreerimislGiku osadeks ei jagatud (n=1), siis saadi tulemuseks valem (4.7), mis geomeetriliselt
téhendab kbvertrapetsi pindala asendamist tavalise trapetsi pindalaga (vt joonist 4.1).

y=f(x)
f(b)
f(@)

a b X
Joonis4.1. Kdvertrapets asendamine tavalise trapetsiga.

Integraali tdpsemaks arvutamiseks jaotame 18igu [a, b] n vordseks osalBiguks pikkustega h = b-_na

ning tdhistame jaotuspunktid x; =a+ih, i=0,1...,n ja funktsiooni v&&rtused nendes punktides
fo=1(X), f1=f(%),..., f, = f(x,) (vtjoonist4.2).
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a=Xo X1 b= Xxn

Joonis 4.2. Trapetsvalemi geomeetriline tahendus.

Edasi rakendame valemit (4.7) igas osal6igus ning tulemuseks saame tr apetsvalemi

+f1

b

f f,+ f
Of (X)dx »ge 0 1t
a e 2

h+ Zh+... +

1:n-1+ 1:n g]zb- aéefo + 1:n
2

5
+f,+f,+...+f ;%] (410
2 & n é 1 2 1g ( )

4.3. Simpsoni valem

Kui integreerimisloik jagati kaheks (n=2), sis oli tulemuseks valem (4.8), mis geomeetriliselt
téhendab kdvertrapetsi asendamist trapetsiga, mida Ulalt piirab joone y= f(X) asemel ruutparabool |&bi
punktide (a, f (a)), ((@+b)/2, f((a+b)/2)), (b, f(b)) (vtjoonist 4.3).

YA Ruutparabool
y=f(x)

f((a+ b)/2) f(b)

f(a)

a (@t b)/2 b X

Joonis 4.3. Kdvertrapets asendamine ruutparabooliga piiratud trapetsiga.

Jaotame integreerimisldigu [a, b] paarisarvuks osadeks. Esitame integradi Ule kahe osaldigu voetud
osai ntegraalide summana, mis on arvutatud valemiga (4.8) ning saame Simpsoni valemi

b
(‘)f (x)dx»%][(f0 +A4f + f) +(f,+4f,+ T+ +(f ,+ T, + fn)]z
a

=%[f0 2, b E ) A+ )] (4.12)

Praktilistes inseneriarvutustes kasutatakse méadratud integraali ligikaudseks arvutamiseks enamasti
Simpsoni valemit. Ka suur osa arvutite standardprogramme to6tab Simpsoni valemi algoritmi alusdl.

Newton-Cotesi kvadratuurvalemi (4.3) sdlmed paiknevad tksteisest vordsel kaugusel (integreerimislGik
[a,b] jagatakse tihepikkusteks osal Gikudeks). Niisugune sdlmede valik on tehniliselt kil kdige lihtsam, kuid
valemi tapsuse seisukohalt mitte kdige 6nnestunum. Kui sdlmede asukoht optimiseerida, siis kdneldakse
suurima algebralise tapsusastmega kvadratuurvalemitest, millest ks levinumaid on Gauss valem. Kui
keeruliste Ulesannete puhul on vaja médaratud integraali arvutada véga palju arv kordi, siis vGib ka ténapdeva
arvutustehnika olemasolul osutuda hédavajalikuks suurima algebralise tdpsusastmega val emite kasutamine.
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4.4. Vealigikaudne hindamine

Arvutame integraali (néiteks trapets- v6i Simpsoni valemiga) osalGikude arvuga n. Alustuseks véib olla
nditeks n= 2. Tahistame vastavaintegraali 1&hisvaartuse |, . Segjarel kahekordistame osalGikude arvu (kui

see alguses oli kaks, siis niud votame neli osaldiku). Vastav integraali |&hisvaartus olgu 1,, . Integraali
arvutamisel tehtud viga on siis ligikaudu suurugjérgus

e=[l, - Iyl (4.12)

Kui e osutub soovitavast (etteantud) tépsusest suuremaks, siis kordame protseduuri (kirjeldatud néite
puhul vétame n=8). Nii jatkame kuni soovitud tdpsuse saavutamiseni (selline kordus on arvutitel kergesti
programmeeritav).

Niisugune lihtne veahinnang t66tab praktilistes arvutustes enamasti vaga hasti. Pigem ilmneb teatavat
kapriissust mone (veidi) keerulisema, néiteks Runge meetodi kasutamisel.

12 ¥
2

. 1 7L
Nalde.Arvutada—Ge dx.

V2

Integreeritav  funktsioon on kdll lihtsa struktuuriga, kuid ometi e avaldu see integraal
elementaarfunktsioonides. Tegemist on datistikas ja tOendosusteoorias palju kasutatava kdrgema
funktsiooniga (Laplace’i funktsiooniga ehk tdendosuse integraaliga), mille vaartused on vastavateemalistes
Opikutes ja kasiraamatutes tabul eeritud.

2

K oostame esmalt funktsiooni f (X) =1 &7 il gul [0;1,2] sammuga h=041.
Jo
Tabel 4.1.

X f(x)= ) e

0 0,39894228
0,1 0,396952547
0,2 0,391042694
0,3 0,381387815
04 0,36827014
0,5 0,352065327
0,6 0,333224603
0,7 0,312253933
0,8 0,289691553
0,9 0,26608525

1 0,241970725
1,1 0,217852177
1,2 0,194186055

Jaotame integreerimiddigu néiteks kuueks vordse pikkusega osaks (n=6) ja arvutame (kasutades
funktsiooni f(x) vaartus tabeli 4.1 paaritutest ridadest) trapetsvalemiga (4.10)

a9,39894228 + 0,194186055 0
- 06 ’ +0,391042694 +0,36827014 +=

lg = —1’26 0¢ 2 0 2=0,3841528.
+0,333224603 +0,289691553 +0,241970725 P
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Segjdrel suurendame osalGikude arvu kaks korda n =12 ja arvutame sama trapetsvalemiga (4.10)
I, =0,3847361 (arvutamisel kasutatakse kdiki tabelis 4.1 toodud f (x) vaartus).
NUud voime seosega (4.12) hinnata tulemuse tapsust:

e= |O,3841528 - O,3847361| = 0,0005833 » 0,0006.
12 ¥

Niisiis, trapetsvalemiga saime 1 (‘p 2 dx » 0,3847 + 0,0006.
0

V2o

Arvutame samaintegraali Simpsoni valemiga (4.11) kui n=6

_1,2- 0¢0.39894228 +0,194186055 + 2(0,36827014+ 0.289601553) +U _ .
87 3x6 & 4x(0,391042694 + 0,33322460 3+ 0,24197072 5) =

jakui n=12: 1,, =0,3849305 . Vealigikaudne hinnang on
e= |O,3849336 - 0,3849305| » 0,000003.

Seega Simpsoni valemiga saime sama osalGikude arvu juures tunduvalt tépsema tulemuse
12 %
1 2 dx » 0,384930 + 0,000003 kui trapetsvalemiga.
2p %
0

Algoritmilises keeles Visual Basic kirjutatud programm, mis arvutab maaratud integraali Simpsoni
valemiga etteantud tapsusega.

Pohiprogramm Sub Simpson() on universaalne. Integreeritav funktsioon, milleks on néiteks voetud

12«
Laplace'i funktsioon %ﬂo (‘y 2 dx, kirjeldatakse moodulis Function f(x), mis on toodud p&hiprogrammi
0
Sub Simpson() jérel 1k 21 alguses.
Sub Simpson()

a= Range("Alumine")
b = Range("Ulemine")
e = Range("Tépsus")
n=1
x=at=1f(x)
X=hrt=t+f(x)
yl=0
Do
n=2*n
If n> 130 Then Range("Teade") = "Ei koondu": Exit Do
h=(b-a/ny=tc=1
Fork=1Ton-05
x=a+k*h
y=y+(+3)*f(x)
c=-C
Next k
y=y*h/3
v=Abs(yl-y):yl=y
Loop Until v<=e
Range("Integraal") =y
Range("n") =n
Range("Viga') = v
End Sub
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Function f(x)
Const pi = 3.141592654
f=(Exp(-x*x/2))/Sqr(2* pi)
End Function

Kasutaja suhtleb programmiga Exceli t66lehe vahendusel (integreeritava funktsiooni véljavahetamiseks
tuleb siiski muuta mooduli Function f(x) kolmandat rida).

Alumine |0 Integraal 0,3849304
Ulemine | 1,2 | Teade | | n 16
Tapsus | 0,000001 Viga 9,631E-07

Vasakusse kasti sisestatakse |éhteandmed (alumine ja tlemine rga 0 ja 1,2 ning ndutav tdpsus 0,000001).
Programmi (ehk, nagu 6eldakse, makro) kéivitamiseks vaib kasutada Exceli korraldust ToolgMacro/Macros.
Selle peale kuvatakse dialoogikast Macro. Makrode loetelust valida vajak ja klpsata nupule Run.
Programmi vaatamiseks saab kasutada Exceli korraldust View/Toolbars/Visual Basic/Visual Basic Editor.
Tooriistaribast Visual Basic saab ka programmi kéivitada (Run Macro). Pérast programmi téitmist ilmuvad
Exceli t606lehe parempoolsesse kasti tulemused. Integraali vaartus 0,3849304 on lahtrist “Integraal” paremal.
Noutud t8psuse saavutamiseks tuli integreerimislOik jagada 16 osaks (n=16). Viga on suurugargus

9,631x10° " »10°® (mis on kooskolas etteantud tdpsusega). Kui ndutud tdpsust e Onnestu saavutada
osalGikude arvuga n £ 130, siis véljastatakse lahtrist “ Teade” paremale mérkus “Ei koondu”.

5. VORRANDITE LAHENDAMINE

5.1. Alglahendi leidmine

Lineaarvorrandi ax+b=0 lahendon x=-b/a.

b++/b*- 4ac

) 2a '
Uldisemalt réégitakse vorrandi f (x) =0 lahendamisest. Vaatleme néitenavorrandit x- snx- 0,25 =0.
Vorrandi f(x) =0 lahendamine toimub enamasti kahes etapis:

1) méératakse vaikese tdpsusega alglahend X, ;

2) parandatakse alglahendit soovitud tdpsuseni.
Algldhend leitakse funktsiooni y = f(x) véaértuste tabelit arvutades vdi selle funktsiooni graafikut

joonestades. Mdlemat votet kasutatakse sageli kombineeritult. Tabelis 5.1 on néiteks funktsiooni
y =X- sinx- 0,25 véartused I8igul [-1; 2] ssmmuga 0,5.

Ruutvérrand ax? +bx+c = 0 lahendatakse valemiga x = -

Tabel 5.1.

X y

-1 -0,40853
-0,5 | -0,27057

0 -0,25
0,5 -0,22943

1 -0,09147
15 |0,252505

2 0,840703

Tabelis 5.1 jélgitakse funktsiooni y = f (X) margimuutust, millest on ndha, et nullkoht (mis on vérrandi
f(x) =0 lahend) paikneb osaldigus [1; 1,5]. Jargnevas késitletava Newtoni algléhendiks on kas 1 voi 1,5
ning k&6lude meetodi algldhenditeks on 1 ja 1,5 mdlemad.
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Sama funktsiooni graafik 16igus [-1; 2] on toodud joonisel 5.1. Néha on, et graafik |Gikab x-telge
osalBigus [1; 1,5], mis tahendab et v8rrandi x- sinx- 0,25 =0 lahend X on selles osaldigus.

1. y
y=Xx-sinx-0,25
0,5 1
X
I T v T T X* T 1
-1 -05 D 0 1 15 2
_0,5 _

Joonis 5.1. Funktsiooni y = x- sinx- 0,25 graafik.

Monikord voib algldhendi gragfiline leidmine olla lihtsam, kui esitada funktsioon y = f(x) kujul
0:(X) = 9,(Xx) ning joonestada funktsioonide y =g,(x) ja y=g,(x) graafikud. Vorrandi f(x) =0 lahend
X on nende graafikute |8ikepunkti X -koordinaat. Naiteks funktsiooni y =x- sinx- 0,25 véib esitada
kujul sinx =x- 0,25. Joonisel 5.2 on kujutatud siinusfunktsiooni y=sinx jasirge y=x- 0,25 graafikud.
Sirge y=x- 0,25 saame, kui esimest ja kolmandat veerandit poolitavat sirget y = x nihutada 0,25 Ghikut
alapoole.

29y y=x-025

y= sinx

-2

Joonis 5.2. Funktsioonide y=sinx ja y=x- 0,25 graafikud

5.2. LBigu poolitamise meetod

Kui vorrandi f(x) = 0 lahendit X sisaldav I6ik [a,b] on leitud, siis margime a, = a ja b, = b ning
jagame I8igu pooleks
a +b

X, = “2 o, n=012... (5.
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Kui f(x,)=0, sis juhtumisi 8nnestus esimese sammuga leida tapne lahend ning X =X, (veaga
e =0). Vastasel korral tehakse kindlaks, kumba pooll&iku lahend jaéb ning jagatakse see pooll6ik omakorda

pooleks jne. Lahendit sisaldava poolldigu otspunktides on funktsiooni vaartused erineva méargiga ning nende
korrutis on seetdttu negatiivne. Niigis,

kui f(a,)xf(x,) <0, dis a,; =a, jab,., =X,
kui f(a,)x*f(x,)>0, sis a,,; =X, jaby, =b,. (5.2

Arvutus jétkatakse seni, kuni funktsiooni f (x) absoluutvaértus kohal x,, osutub vaiksemaks kui lahendi
soovitav tapsuse . Niisiis arvutatakse kuni |f(xn)| £ e. Lahendiksjadb viimati arvutatud x,,. Etteantav tdpsus
e siltub lahendile esitatavatest nduetest.

Néide 5.1. Lahendadavdrrand x- sin x- 0,25=0 18igu poolitamise meetodiga.
Punktis 5.1 on kindlaks tehtud, et selle vorrandi nullkoht sisaldub 18igus [J; L5] (vt tabelit 5.1 jajoonist
52). Magime a, =1 ja b, =15 (tabelist 5.1 ndeme, et |6igu otspunktides on funktsiooni vaartused
erinevate méarkidega f (1) » - 0,09147 ja f (1,5) » 0,2525).
1. Kasutades vaemit (5.1), jagame |38igu [J; L5] pooleks x, =(1+15)/2=125 ja arvutame
f(1,25) » 0,051.

2. Vaatleme I6iku [1; 1,25], kuna selle 18igu otspunktides on funktsiooni vaartused erineva margiga
(seega on nullkoht selles 16igus, mitte [BGigus [L25; L5]). Poolitame sdlle 16igu
X, =(1+1,25)/2=1125 jaarvutame f (1,125)» - 0,027 .

3. Vaatleme I6iku [L125; L25], poolitame selle 16igu x, =(1,125+1,25)/2=11875 ja arvutame
f (1,1875) » 0,010063 .

4. Vaatleme I5iku [1,125; 11875], poolitame selle I8igu X, = (1,125 +11875)/ 2=115625 ja arvutame
f (115625) » - 0,009049 .

Lahendi suurema tépsuse vgjadusel voib arvutus jatkata. Néite varal vGib téhele vBib panna, et 16igu
poolitamise meetod koondub kiillalt aeglasalt.

5.3. Newtoni meetod

Newtoni meetod ehk puutujate meetod on Uks enamkasutatavamaid algldhendi t&psustamise algoritme.
Asendame joone y = f(x) selle punktis (x,, f(X,)) puutujaga ja léhendame vorrandi f(X)=0 tegelikku

lahendit X~ puutujaning x-telje I6ikepunktiga x,,, (vt joonist 5.3). Puutuja vdrrand on

y- (%) = F060) XX- %), (5.3)

kus f{(x,) onfunktsiooni f(x) tuletiskoha x,. Kui y =0, sispuutujaldikab X -telge punktis X = X,
ning vorrand (5.3) votab kuju
- f(Xn) = f((Xn) ><Xn+1 - Xn)i

millest avaldame puutujaning X -telje [Gikepunkti koordinaadi

f(Xa)
f&x,)’

Xn+1 = Xp -

kusn=0,12,... (5.4

Alglahendit x, tapsustatakse eeskirjaga (5.4). Valemisse (5.4) asetatakse kdigepealt algldhend x,, mille
abil arvutatakse esimene ldhend x,. Segjérel pannakse valemisse (5.4) esimene lahend X, ning leitakse teine
ldhend x, (mis geomeetriliselt tédhendab joonele y = f(x) punktis (X, f(x;)) jarjekordse puutuja
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tdmbamist) jne. Niimoodi samm-sammult arvutades liigutakse tegeliku lahendi X poole. Sellist
jark-jérgulise ldhendamise meetodit, mille korral algldhendist X, lahtudes leitakse l|dhendite jada
Xgy Xqy e+os Xns Xps1s---» KUS jArjekordse l&hendi x,,, leidmisel kasutatakse eelmist [dhendit x,,, nimetatakse
iter atsioonimeetodiks.

y

1 f(xn)

0,8 - —y=X-8nx-0,25

064 | —— —Puutya

04 -
0,2 -

0 T T T
029 05 1 15

-0,4 -

Joonis 5.3. Newtoni meetodi geomeetriline tdhendus.

Vaem (5.4) on voimalik tuletada ka teisiti, |&htudes matemaatilises anallilsis késitletavast Taylori
valemist. Taylori valemi jédkliikme abil saab hinnata Newtoni meetodi viga. Tépsem analliis néitab, et
Newtoni meetod on ruutkoonduvusega, mis téhendab, et jargmise léhendi viga on ligikaudu vordeline
eelmise [dhendi vea ruuduga. Praktikas piirdutakse enamasti lihtsustatud veahinnanguga ja rakendatakse
iteratsioonieeskirja (5.4) seni, kuni funktsiooni absoluutvdartus kohal x,,,; osutub véiksemaks etteantud
tapsusest e:

|f (%0)| £ €. (5.5)

Tapsusega e voetaksevorrandi f(X) =0 ligikaudseks lahendiks viimasena arvutatud X, .

Newtoni meetod koondub Usna kiiresti ka suhteliselt ebatépse algléahendi korral. Varitseb siiski oht, et
joonele y = f (x) tdmmatav puutuja véib |6igatax -telge valjaspool 18iku [ X', X, ] jaiteratsiooniprotsess véib
hakata hajuma. Selle valtimiseks tuleb l1ahendeid x,, jalahendit X sisaldavas |6igus téita kaks tingimust:

1) funktsioon f(x) peab olemamonotoonne (kas ainult kasvav vdi ainult kahanev) jajoon peab olema

kas ainult kumer vdi ainult ndgus, mis téhendab, et funktsiooni esimene ja teine tuletis f (X) ja
f ¢ X) peavad séilitama mérki;

2) f(x,) ja f¥«x,) peavad olema tihesuguste méarkidega (moblemad kas positiivsed vdi negatiivsed).

Eelnevate tingimuste téidetuse kontrollimise asemel voib aga konkreetse vorrandi 1ahendamisel olla
pigem lihtsam parandada algléhendit (juhul kui iteratsiooniprotsess esialgse a gldhendiga hajus).

Kui vorrandil f(x) =0 on mitu lahendit, siis nduavad nad kdik oma algldhendit. Iga agldhendit
t8psustatakse iteratsioonieeskirja (5.4) alusel eradi, arvestades tingimust (5.5).

Naide 5.2. Lahendadavdrrand x- sin x- 0,25=0 Newtoni meetodiga.

Punktis 5.1 on kindlaks tehtud, et selle vorrandi nullkoht sisaldub 18igus [L' L5] (vt tabelit 5.1
ning jooniseid 5.1 ja 5.2). Vdtame agléhendiks x, =1. Jargnevalt leiame vorrandi vasaku poole f(x)
tuletise f (x) =(x- sinx- 0,25)(=1- cosx ning arvutame valemiga (5.4) samm-sammult X;, X,, X3 ja X4:

1- sinl- 0,25

1 x=1- =1,19898 .
1- cosl
X, - sinx - 0,25
2. Xy =X - ! =1171791.
1- cosx,
X, - SnXx, - 0,25
3 Xg=Xp - 2 Z =117122989 .
1- cosx,
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4. Arvutame x, =117122965 ja f(x,)=0,0000000015 =1,5X10"° ning ndeme, et Newtoni meetod on
koondunud kiiresti ja me oleme jéudnud nullkohale véaga léhedale (praktilistes arvutustes vGib
arvutused enamasti varem |8petada, sest harva kui nii suurt tdpsust vajaléheb).

Joonisel 5.4 on esitatud Newtoni meetodi algoritm plokkskeemi kujul, mis on vaheetapp teel mingis
algoritmilises keeles (néiteks Visual Basicus) kirjutatud programmi poole. Skeemi teises plokis sisestatakse
algldhend ja leitava lahendi soovitav tgpsus. N on iteratsioonide arvu loendaja, millele agul omistatakse
vaartus null. Kui protsess e koondu 100 sammuga, |Opetatakse t66. Abs ( f ) mérgib funktsiooni

absoluutvaartust.

/ Sisestada x, e /

f =funktsiooni avaldis
»| 9= funktsiooni tuletis
x=x-flg

n=n+1

Ei koondu
J—

Trikkidax, n, Abs ()

Lopp |

Joonis 5.4. Newtoni meetodi algoritm plokkskeemi kujul

Jérgnevas (Ik 26 alguses) on kirjutatud plokkskeemile 5.4 vastav programm nimega Sub Newton()
algoritmilises keeles Visual Basic. Lahendatavaks vorrandiks on siin

2x% +arctan(x+1)=0.

Vorrandi vasaku poole f(x) tuletison
f €x) = (2x° + arctan(x + 1)) ¢=6x> + ——— .
©)=( (x+1) TR

Programmi t60st Ulevaate saamiseks on soovitav kérvutada joonisel 5.4 kujutatud plokkskeemi ja
lehekiljel 26 olevat programmi Sub Newton(). Néiteks skeemi neljandas plokis olevatele arvutustele

vastavad programmi read 6 kuni 9.
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Sub Newton()
x = Range("Alglahend")
e = Range("Tépsus")
n=0
Do
f=2*x"3+Atn(x + 1)
g=6*x"2+1/(1+(1+x)"2)
x=x-flg
n=n+1
If n> 100 Then Range(" Teade") = "Ei koondu": GoTo 1
Loop Until Abs(f) <e
Range("x") = x
Range("n") =n
Range("Viga') = Abs(f)
1 End Sub

Vaatame jargnevas ka MSExceli t06lehe véljavotet, millele on sisestatud algléhend x, =- 0,7 (selle
leidmisega pole siin tegeldud) ja etteantud tépsus e = 0,000001 . Parast programmi kéivitamist (Run Macro)
toimuvat lahendamist ilmuvad Exceli to6lehe véljavotte parempool sesse lahtriplokki vastus x =- 0,582572 ,
s.0 nelja iteratsioonisammuga (n=4) saadud ldhend x, =- 0,582572 t&psusega 3,2907 X0’ < 0,000001.

Kui protsess ei koondu 100 sammuga (néiteks ebadnnestunud algldhendi tbttu vdi silumigérgus oleva
mittekorrektselt tootava programmi pérast), siis trikitakse lahtrist “ Teade” paremale poole “Ei koondu”.

Algldhend Tapsus Teade
-0,7 0,000001 X = -0,582572441
n= 4
Viga= 3,2907E-07

5.4. Kddlude meetod

Vorrandi f(x)=0 lahendi algléhendi t&psustamiseks kasutatakse sageli ka kddlude meetodit. Kodlude
meetodi eeliseks on asaolu, et pole tarvis teada funktsiooni f(x) tuletist, nagu see on vaaik Newtoni
meetodi (ehk puutujate meetodi) puhul. Asendame tegeliku joone y = f(x) selle joone kahte punkti
(X1, F(Xp1)) ja (X, F(X,)) 18bivakddluga (vt joonist 5.5). Koblu (kui sirge) vorrand kahe punkti abil on

- - f
Xn-1 ™ X, 1:(Xn-l)' 1:(Xn)
Kui y =0, siiskddl 16ikab x-telge punktis x = x,,; nhing vBrrand (5.6) votab kuju
Xotr = Xy _ - 1:(Xn)
Xn-1 ™ X, 1:(Xn-l)' 1:(Xn)1
millest avaldame kddlu ja x -telje |6ikepunkti koordinaadi
X,1 - X
Xpep = X, - B ) f(x,), kusn=123... 5.7
T ) ) - &7

Esmalt asetame valemisse (5.7) aglahendid x, ja x, (tegelikku lahendit x sisadava osalGigu
otspunktid, vt joonist 5.5), mille abil arvutame jargmise ldhendi x,. Segérel paneme valemisse (5.7)
ldhendid x, ja x, ning leiame l&hendi x; (geomeetriliselt tdhendab see 18bi punktide (x;, f(X,)) ja
(X5, T(X,)) jarjekordse k66lu tdmbamist) jne.
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Nii nagu Newtoni meetodi puhulgi, on ka kddlude meetodi korral tegemist iteratsioonimeetodiga:
lahtudes algldhenditest x, ja X, liigutakse samm-sammult 18hendite jada X,, X3, ..., Xy, Xps1, ... arvutades

tegeliku lahendi X™ poole.

1 - ——y=x-sinx - 0,25
— — — - Kool
0,5 +
Xn+1 _ - -
0 —
D ,/’ 0,5
f(Xn-1) ==
-0'5)_(n—1

Joonis 5.5. K&dlude meetodi geomestriline téhendus

Tulemuse tépsuse Ule otsustamiseks kasutatakse praktikas (nii nagu Newtoni meetodi korralgi)
lihtsustatud veahinnangut (5.5) ja rakendatakse iteratsioonieeskirja (5.7) seni, kuni funktsiooni
absoluutvéartuskohal x,,, osutub vdiksemaks etteantud té&psusest (vt (5.5)), kusjuures tdpsusega e voetakse

vorrandi f (x) =0 ligikaudseks lahendiks viimasena arvutatud X, .

K 86lude meetod koondub killalt kiiresti ka suhteliselt ebat8psete al gldhendite puhul.
Kui vorrandil f(x) =0 on mitu lahendit, siis on neist igallhele tarvis oma aglédhendit, kusjuures iga

algldhendit tépsustatakse iteratsioonieeskirja (5.7) alusel eraldi, Iéhtudes veahinnangust (5.5).

Naide 5.3. Lahendadavorrand x- sin x- 0,25=0 kddlude meetodiga.

Punktis 5.1 on kindlaks tehtud, et selle vorrandi nullkoht sisaldub [18igus [L' L5] (vt tabelit 5.1
ning jooniseid 5.1 ja 5.2). Votame agléhenditeks x, =1 ja x, =15 ning arvutame valemiga (5.7) samm-
sammult X,, X3, X4, X5

1-15

- . . (15- sin15- 0,25) =1132961.
(1- sinl- 0,25)- (L5- sinl5- 0,25)

X, =15

(15- 1132961)(1132961 - Sn1132961- 0,25)

X, =1132961 - : _ =1163249.
(15- sinl5- 0,25) - (1132961 - sin1132961 - 0,25)
Y. 1163240 - (1132961 - 1163249)(1163249 - sin1,163249 - 0,25) 1171467
‘ (1132961 - Sin1132961- 0,25) - (1163249 - Sin1163249 - 0,25) '
v, =1171467 - (1,163249 - 1,171467)(1,171467 - Sin1171467 - 0,25) 1171220,

(1163249 - sin1163249 - 0,25) - (1171467 - Sin1171467 - 0,25)

Arvutame | f (%) |5 |1171229 - sin1,171229 - 0,25| =0,0000004 =4x0"" ning ndeme, et kodlude
meetod on koondunud kiiresti jame oleme judnud nullkohale x™ véga ldhedale:

Xs =1171229 + 0,0000004 .
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6. LINEAARSE VORRANDISUSTEEMI LAHENDAMINE
ITERATSIOONIMEETODITEGA

6.1. Harilik iteratsioonimeetod

Tay X +a,%, +...+a,X, =b
1 _
[AyX +apX, +...+ayX, =b,

V aatleme lineaarset vorrandististeemi | (6.1)
.I. ------------------------------------------------
Tanlxl + an2X2 t..t anan = bn
ehk maatrikskujul AX =B. (6.2
1 X, =Cpy X, +CpX, +...+C X, +0;
i
_ _ [X, =Cpy X, +CpuX, +...+C, X, +d
Teisendame sisteemi (6.1) kujule |2 2% T C2%2 ann 2 (6.3)
| ........................................................
Txn = Cnlxl + Cn2X2 t...t Cnan + dn
mis on esitatav maatriksvorrandina X=CX +D. (6.4)

Harilikuks iteratsioonimeetodiks nimetatakse meetodit, mille korral vorrandisiisteemi (6.4) lahendi
X = (X, %y,...,X,) mingist aglahendist X©@ =(x{?,x{?,...,x?) |ahtudes leitakse jargnevad lzhendid
X (M) = (M) () x ™) m=0,1,2,... eeskifjaga

X(™Y =cx ™ +p (6.5)

ehk Uksikasjalikult valjakirjutatuna

1 X1(m+l) = Cllxl(m) + Cjzxém) oot Clnxr(wm) +d,;

|
Ty (MY — (m) (m) (m)
X = +CXy" +...+Cy X +d
:, 2 CuXg CX;3 2nXn 2 (6.6)
'|' ......................................................................
’:\ Xémﬂ) = Cnlxl(m) + anxém) Tt Cnan(1m) + dn
Hariliku iteratsioonimeetodi praktilisel kasutamisel tuleb leida vastus jargmistele kiisimustele.
1. Kuidasviiavorrandisisteem (6.1) kujule (6.3)?
2. Kuidasleidaaglahend X ?
3. Kuidas tagada iteratsiooniprotsessi koonduvus, s.otingimuse X = rL|®n; X (™ t& detus?
Iteratsiooniprotsessi koonduvuseks piisab, kui taidetud on Uks jargnevatest tingimustest
g g
alel<1 (k=12...,n véi Qlcl<1(=12...,n), (6.7)
i=1 k=1

mis nBuavad, et maatriksis C oleks kas kdigis veergudes voi kdigis ridades elementide absoluutvaartuste
summa vaiksem Uhest. Tarvilik ja piisav tingimus hariliku iteratsioonimeetodi koonduvuseks on jargmine:
iteratsioonimeetod (6.6) koondub suvalise algldhendi korral vorrandististeemi (6.3) lahendiks siis ja ainult
sis, kui maatriksi C kdik omavéaértused on mooduli poolest Ghest véiksemad.

Kui sisteemi (6.1) kordajate maatrikss A peadiagonaali elemendid on nullist erinevad ja on Ulg&nud
elementidest absoluutvéartuse poolest tunduvalt suuremad, siis on stisteemi (6.1) viimiseks kujule (6.3) sobiv
avaldada slisteemi (6.1) esimesest vorrandist X, teisest X, jne. Peadiagonaali loetakse domineerivaks, kui
maetrikss A koOigi peadiagonaali elementide vaértused on suuremad samas reas (vOi veerus) paiknevate
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Ulgjddnud elementide absoluutvdartuste summast. Maatriks A peadiagonaali elementide domineerimise
saavutamiseks vOib slisteemi (6.1) vorrandeid omavahel vahetada, aga ka liitavoi lahutada.

Eelkirjeldatud teisenduste tulemusena vGib domineeriva peadiagonaadliga sisteemi (6.1) viia
iteratsioonieeskirja (6.6) kasutamiseks sobivale ja koonduvuse piisavaid tingimusi (6.7) téitvale kujule (6.8):

I _ ap Q3 , b,
X = =X, - X, -

i an an an an

I a a a b

| X2 =- 2 Xl = _23 X3 = ... T 2n Xﬂ + —

i ay ay ay ay (6.8)
I ----------------------------------------------------------------

:

) a a .

I.Xn:_ anl_ n2X2_ _ n,n-1 n1+ n
T ann ann ann ann

Naide 6.1. Lahendada hariliku iteratsioonimeetodiga vorrandisiisteem

i 3x,- 01x,- 0,2x; = 7,85
t01x, + 7x,- 03x,=-193
10,3x, - 0,2x, + 10x, = 71,4

Kuna peadiagonaal domineerib, siis viime stisteemi kujule (6.8):

ixl‘EXZ*? g
%X2=-0—’1X1+%X3 19,3
i 7 7 7
(- 03 ,02 714
e TR

ix =7,85/3=2,616667
Votame aglahendiks x, = x, = X3 =0 jaarvutame esimese |ghendi : X, =-19,3/7=-2,757143
, Xy =714/10=714

1= (01~ 2,757143) + 0,2 X714 + 7,85)/ 3= 3,000762
Teine lahend .x2 (- 0,1) x2,616667 +0,3%7,14 - 19,3)/7 = - 2,488524
{x, = ((-0,3) x2,616667 +0,2 X~ 2,757143) + 71,4) /10 = 7,006357

1%, = (0,1~ 2,488524) + 0,2 x7,006357 +7,85)/ 3 = 3,000806
Kolmas lahend Ix2 ((- 0,1) X3,000762 + 0,37,006357 - 19,3)/ 7 =- 2,499738
{x, = ((-0,3) x3,000762 + 0,2 (- 2,488524) + 71,4)/ 10 = 7,000207

Maérgime, et stisteemi tdpne lahend on x, =3, X, =-2,5 ja X3 =7, midavdib kontrollida selle [ahendi
|hteslisteemi asetamise teel. Naeme, et antud Ulesandes on iteratsiooniprotsess koondunud kiiresti ning juba
kolmas Idhend erineb tegelikust lahendist kiillalt vahe.

Iteratsioonimeetodi  eeliseks on vorreldes Gauss  elimineerimismeetodiga tunduvalt lihtsam
arvutuseeskiri, kuigi vajaliku tpsuse saavutamiseks voib olla tarvis sooritada rohkem aritmeetilis tehteid.
Iteratsioonimeetodi puhul v8ivad probleemiks olla raskused stisteemi (6.1) viimisel sellisele kujule (6.6), et
arvutusprotsess koonduks. Iteratsioonimeetodi peamiseks puuduseks ongi asjaolu, et ta alati ei koondu ning
kui kakoondub, siis sageli véga aeglaselt.
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6.2. Seiddli meetod

Lineaarse vorrandisisteemi lahendamiseks voib hariliku iteratsioonimeetodi korval kasutada ka Seiddli
(iteratsiooni)meetodit. Vaatleme vorrandisiisteemi  kujul  (6.3) ja arvutame otsitava lahendi
X =(X,%p,...,X,) mingist aglahendist X© =(x?,x©, .. x©) |shtudes jargnevad Idhendid
X (M) = (x (M) () x ™Dy m=0,1,2,... eeskifjaga

1y (M) — (m) (m) (m)
X =Cp Xy FCpXy T o+ X +dy

|
XM = e (™ + e+ L+ g™ +d,
i (6.9)

| o (m+]) _ (m+1) (m+1) (m+1) (m)
TXn =Cu X TC X5 +"'Cn,n-1Xn-1 + Cn Xn +dn

Seideli meetodi algoritm (6.9) erineb harilikust iteratsioonimeetodist (6.6) selle poolest, et iga leitud
x(™D vagrtust kasutatakse juba samal iteratsioonisammul edasiste x(, x| vagrtuste arvutamiseks
1

(mitte alles jargmisel sammul, vt (6.6)). Vorreldes hariliku iteratsioonimeetodiga (6.6) koondub Seideli
meetod (6.9) tavaliselt mdnevdrra kiiremini, kuid vGib ka vastupidiseid néiteid tuua, kus harilik
iteratsioonimeetod koondub kiiremini (nende meetodite koonduvuspiirkonnad pole vorreldavad). Siiski
eclistatakse enamasti Seideli meetodit.

Vaatleme Uhte vOimalust siisteemi (6.2) teisendamiseks Seideli meetodi rakendamiseks sobivamale

kujule. Olgu maatriksi A transponeeritud maatriks A" (ssadekse maatrikss A ridade ja veergude
vahetamisel). Korrutame maatriksvarrandit (6.2) vasakult maatriksiga AT

ATAX =A"B. (6.10)
Tahistame ATB=F ja A" A=G ning saame maatriksvarrandi
GX =F, (6.11)

millele vastava lineaarse vorrandislisteemi tundmatute kordajate maatriks G on simmeetriline (g, = gy,
i, k=12,...,n) japositiivsete peadiagonaali elementidega (g; >0, i =12,...,n). Edas avaldame siisteemi
(6.11) esimesest vorrandist X,, teisest X, jne ning viime sisteemi (6.11) slsteemiga (6.8) analoogsele
kujule, millele rakendatud Seideli meetodi iteratsioonieeskiri on jargmine:

Lygma = 9z ym O pm O ym T

i 9u 9u 9u 9u

i ;

XD = 921 x(™D) O xm 92n xm 4 12

| 022 92 92 92 (6.12)
|

L

i 9. ¢

I)(r(1m+1) —_9n X(™D) On2 x(mv o Snet gy,

| 9nn 9nn 9 9nn

Naide 6.2. Lahendada Seideli meetodiga vorrandislisteem
Fex +2x, - 2%, =- 1 (6.13)

I X +6X, +8x3= 2
|
.I.
1ox +9x, - 5x,=-5

d 6 -15el 6 89 a8 9 10 d 6 -10®20 @ 10
Arvutame ATA=¢6 2 91¢ 6 2 -2:=¢9 121 -1i jaATB=¢6 2 9o li=¢- 35:
8 -2 -55%1 9 -55 &1 -1 935 8 -2 -55% 55 & 434
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K oostame vorrandististeemile (6.11) vastava suisteemi

138+ 9, + x3= 1

: 9%, +121x, - X3=-35 (6.14)
box - x,+93x,= 43
Ty 2 9 m o 1 m 1
: 1 38 2 38 3 38
javiime selle kujule (6.12); Lygrn = 9 ymey y 1y 35
: 121 121 121
Ixémﬂ) - ixl(mﬂ) +iX§m+l) +£
. 93 3 93

Votame algldhendiks x; = x, =x; =0 ja arvutame esimese |ghendi (iteratsioonisammu jarjenumbrile
viitavad Ulaindeksid on jargnevas lihtsuse méttes éra jaetud):

1 = =1/38=0,026316
.x2 (-9/121) 0,026316 - 35/121= - 0,291214
{x, = (- 1/93) x0.026316 + (1/93) X(- 0,291214) + 43/ 93 = 0,458951

1 = (- 9/38) X(- 0,201214) - (1/38) »0,458951 +1/ 38 = 0,083210
Teine l4hend . X, = (- 9/121) 0,083210 + (1/121) x0,458951 - 35/121 = - 0,291652
{x, = (- 1/93) 0.083210 + (1/93) X(- 0,291652) + 43/ 93 = 0,458335

1 = (- 9/38) X(- 0,201652) - (1/38) >0,458335 +1/38 = 0,083330
Kolmas |ahend . X, = (- 9/121) 0,083330 + (1/121) x0,458335 - 35/121 = - 0,291666
L, = (- 1/93) 0.083330 + (1/ 93) X(- 0,291666) + 43/ 93 = 0,458333

erineb vahe tépsest lahendist x, =1/12 =0,083333, x, =-7/24=-0,291667 ja X3 =11/24 =0,458333 .
Kui lahtesiisteemis (6.13) vahetada vorrandeid ja kirjutada teine vorrand esimeseks ja esimene vorrand
kolmandaks
1 6% +2%, - 2x3=-1
:'- X, +9X%, - 5%, =-5 (6.15)
¥ X +6X, +8x;= 2

siis osutub peadiagonaal domineerivaks. Kui niid esimesest vorrandist avaldada x,, teisest X, ja

kolmandast x; ning rakendada Seideli meetodi iteratsioonieeskirja (6.12), siis numbriline eksperiment
(personaalarvutil keeles Visual Basic kirjutatud programmiga) kinnitab, et arvutusprotsess koondub. Kuid
tépsus e < 0,0001 (neli Biget kohta pérast koma) saavutatakse ales 17-ndal iteratsioonisammul.

Esialgse slsteemi (6.13) teisendamine Seideli meetodi jaoks sobivamale kujule (6.14) on
maatriksarvutuse operatsioonide abil alati teostatav. Vastav iteratsiooniprotsess aga e tarvitse igas Ulesandes
nii kiiresti koonduda, nagu see toimus ndites 6.2 ning vGib hoopis hgjuda. Seevastu slisteemi (6.13)
teisendamine domineeriva peadiagonaaliga kujule (6.15) nduab rohkem leidlikkust (vOrrandite vahetamist,
vagjadusel ka vorrandite omavahelist liitmist v8i lahutamist) ning suurema arvu vorrandite puhul ei tarvitse
niisugune teisendus alati dnnestuda.

Alglahendiks X @ voetakse sageli nullvektor, ménikord ka vérrandisiisteemi vabaliikmete vektor.
Parem algldhend kiirendab kill koonduvust (ja véhendab arvutustoéd), kuid selle leidmine vdib osutuda
to0mahukaks. Kui algoritm on esitatud mingis programmeerimiskeeles (néiteks Visual Basicus) ja

arvutamiseks kasutatakse personaalarvutit, siis pole ebatdpsemast algldhendist tuleneval iteratsioonide arvu
teataval moodukal kasvul olulist téhtsust.
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7. DIFERENTSIAALVORRANDITE LIGIKAUDSED LAHENDUSMEETODID

7.1. Algtingimusega ulesande lahendamine Euleri meetodiga
Vaatleme esimest jarku diferentsiaalvorrandi

(7.0)

ligikaudse |ahendi leidmist IGigul [ a,b] algtingimuse!

¥(Xo) = Yo. (7.2)
Joonisel 7.1 on Ulesande (7.1), (7.2) lahendi y =] (x) graafik.

y
y=i (%)

__/

) h h
Yo y }y(xl) Y2

=

a=X X Xy X
Joonis 7.1. Euleri meetodi geomeetriline tlgendus.

Juhul, kui x, on killalt 1&hedal algtingimusega antud X, -le (parema ndhtavuse huvides on joonisal 7.1
see vahemaa kujutatud kdllalt suurena), siis voib y(x,) lahisvéartuse y, arvutamiseks kasutada Taylori
valemi

Y9 = Y00) + YOO (- X0) + - YOX)(X- )%, X <X <X &)

kahte esimest liiget, vottes valemis (7.3) x=Xx;, y(X) =y, jatahistades x, - X, =h:

Y1 = Yo + hxf (X, ¥p). (7.4)

Eeskirja (7.4) vdib geomeetriliselt tdlgendada kui lahendi y=j (x) graafiku asendamist puutujaga
punktis (X,, Y(Xo))
y(X) - Y(Xo) = Y(Xo)(X- Xo) (7.5)

ehk vy, - yo =hxf(Xq,Y,), millest jard dub samuti (7.4).
Vastavalt valemile (7.4) saab koostada Euleri meetodi iteratsioonieeskirja diferentsiaalvorrandi (7.1)
lahendamiseks algtingimusel (7.2)

lVia =y +hxf(x,y),  i=012,... (7.6)

Diferentsiaalvorrandit ligikaudsete meetoditega lahendades pole vBimalik leida vorrandi analtdtilist
lahendit (funktsiooni) y=j (x). Kill aga saadakse (sealhulgas ka Euleri meetodiga) lahendi y=j (x)
arvvaartuste tabel sammuga h.
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Ligikaudse lahendi t&psuse iseloomustamiseks vaatleme k&igepealt Taylori valemit (7.3) koos
jé&kliikmegakohal x=x,:

h2
y(X) = Yo +hxf (xo,y0)+7y¢(x), Xg <X <X;. (7.7)
Segjérel lahutame vorrandist (7.7) vorrandi (7.4) ning saame

2

h
y(%) -y, = > y&x). (7.8)
Kui h® 0, diis %ydl(x) on tdkestatud mingi konstandiga M . Uldisemalt vdib (7.8) kirjutada kujul
y(%)- y; »M e, (7.9

kus g on meetodi tapsusaste. Seosest (7.8) ja (7.9) on ndha, et q=1 ja seega on Euleri meetod esimese
astme t&psusega.

7.2. Runge-K utta meetodid

Ulesande (7.1), (7.2) lahendi tegeliku vaartuse y(x,) lahisvaartus y, leitakse kujul
Y1= Yo +Dy, kus (7.10)

Dy, =9:K +95K, +...+g,k;,
Kk, = hf (X5, Yo),
k, = hf (X, +a,h,y, +byk),

(7.11)
ks = hf (Xo +@3h, Yo + by K, +bgk,),

k. =...

T

g;,a;, b; on teatavad konstandid, mis leitakse nii, et antud r korral oleks tapsusaste ¢ (vt (7.9))
maksimaalne. g;,a;, b; leidmiseks arendatakse nii lahend y(x,) kui kalahend y;, Taylori ritta kohal X,
ning vordsustatakse h samade astmete kordajad. Selgub, et g;,a;, b; leidmiseks on tingimusi vahem kui

tundmatuid. See téhendab, et sama r puhul on voimalik saada |dpmata palju meetodi versioone.
Praktikas kasutatakse sageli meetodit, kus r =4. Segjuures tuleb tdpsusaste q=4. Kui radgitakse
Runge-Kutta meetodist ilma astet mainimata, siis mdel dakse enamasti jargmist neljanda astme meetodit:

ky =hf(x,¥),
1 1
k, =hf(x +=h,y. +=k,),
2 ( i 2 y| 2 1)
1 1
k.=hf(x +=h,y. +=k.,),
Ky = hf(x +h,y; +ks)
Dy, =%(k1+2k2+2k3+k4)1

Yiu =Y +Dy;, i=012,...
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7.3. Vealigikaudne hindamine Runge meetodiga

Euleri meetodi (7.6) voi Runge-Kutta meetodi (7.12) esimesel sammul tekkiv viga avaldub kujul (7.9):

y(X,) -y, » M xh%* Teisel sammul tekkiv téiendav viga on samuti ligikaudu vérdne suurusega M >h*,

millele lisandub esimeselt sammult Ulekanduv viga M %", Seega kaksiksammul tekkiv viga on
Y(X,) - Y, » 2M »hH, (7.13)

Arvutame nlild lahendi |8hisvédrtuse y, koha x, =X, +2h, kasutades sasmmu h asemel kahekordset
sammu 2h:
y(X;) - ¥, » M (2h) . (7.14)

L ahutades seosest (7.14) seose (7.13), on véimalik néidata,et kaksiksammul tekkiv viga avaldub kujul
y0o) -y, » 2212 (7.15)

Vaemit (7.15) voib kasutada ka tulemuse tdpsustamiseks, asendades esialgu leitud suuruse y, uuega
vastavalt eeskirjale (7.16):

. Yo- Yo
Yo =Y, +W. (7.16)

Edasi jétkatakse samal viisil kuni 18igu [ a,b] 16puni:
arvutatakse y, ja y, (sammuga h),
arvutatakse y, (sammuga 2h),

arvutatakse teisel kaksiksammul tekkiv viga % ,

jne.

7.4. Diferentsmeetodid

Vaatleme jétkuvalt Ulesannet (7.1), (7.2). Kui diferentsiaalvorrandi parem pool f (x,y) on keeruline, siis

on Runge-Kutta meetodite kasutamine seotud suure arvutustoga.
X1
Integreerime samasust y(x) = f(x,j (¥) 1Gigul [x,,%.,] jaarvestades, et (y@x=y,, - v, , saame

i =i + OF (XJ (x))dx (7.17)
X

Algtingimusest (7.2) lahtudes saaks seosest (7.17) jark-jargult arvutada lahendi [ahisvéartused y,,Y,,....
Probleem on aga selles, et seoses (7.17) olevat integraali pole Uldiselt voimalik vahetult arvutada, sest ta
soltub otsitavast lahendist j (X). Diferentsvalemid saadakse, kui see integraal asendada mingi

kvadratuurvalemi abil (vt peatiikki 4) summaga
X1

Of (i (X))dx» h(bof, + by iy +...+ b, fi,), (7.18)
%

kus h=x,- X, fi = f(%,y;) ja bg,by,...,b, onkvadratuurvalemi kordajad.
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Nii saab (7.17) esitada kujul
Yia =Y +h(bofi + b, fiy +..+ by f ). (7.19)

(7.19) on ilmutatud Adamsi ekstrapolatsioonivalem. Selleks, et Adamsi valemi abil alustada arvutamist,
on vagja eelnevalt mingi muu meetodiga (nditeks Runge-Kutta meetodiga) leida lahendi |8hisvaértused

(algtabel) vy,,Y,,..., Y. Edasi saab juba valemiga (7.19) jark-jargult (nagu 6eldakse, ilmutatud skeemiga)
arvutada Yy.q, Yiso,... - Adams valemi abil tuleb igal sammul arvutada ainult ks uus funktsiooni  f (X, y)
véaartus (arvutustood on vahem kui Runge-K utta meetodiga).

Konkreetsete diferentsvalemite tuletamiseks kasutatakse médramata kordgjate meetodit. Toome siin
néiteks Ulhe kolmanda astme tdpsusega (q = 3, vt (7.9)) diferentsvalemi

Yia =Yi +%(23 f,-16f,_, +5f_,). (7.20)

Arvutuste alustamiseks valemiga (7.20) on vajateada agtabelit y,,y, ja y,. Nest y, onantud
algtingimusega, vy, ja y, vOib leida néiteks Runge-K utta meetodiga. Edasi arvutatakse

Y3 =Y +%(23f2 - 16, +5f),

Vi = Vs +%(23 f,- 161, +5f,), (7.21)

jne.

7.5. Prognoosi ja korrektsiooni meetod

Kasutame valemis (7.17) olevaintegraali arvutamiseks trapetsvalemit (vt (4.7) ja(4.10)) ning saame

Yisr = Yi +g[f (X410 Yisd) + £ (X0 Y5 )] (7.22)

Tulemuseks on teise astme tdpsusega (q = 2) ilmutamata interpolatsioonivalem. lImutamatus téhendab
siin seda, et otsitav y;,; on valemis (7.22) mdlemal pool vordusmaérki, kuguures tema avaldamine ei tarvitse
ollavdimalik ning v,,; suhtes tuleb lahendada vérrand. (Vordle ilmutatud valemitega (7.19) ja (7.20) , kus
i+, On avadatud).

Prognoos ja korrektsiooni meetodi idee seisneb selles, et esmalt leitakse mingi ilmutatud valemi abil
algldhend (prognoos) V,.,, mida segjarel tdpsustatakse (korrigeeritakse) ilmutamata valemi abil. Toome
néiteks lihtsa teise astme tépsusega (q=2) skeemi, kus agldhend arvutatakse Euleri meetodi (7.6) abil,
mida segjarel tapsustatakse valemiga (7.22):

Vi =Y +hf (X, v1),
(7.23)

h _
Yia =Y +E[f (%42, Yian) ¥ F(X0 Y, )]

Markus. Ko&ik eetoodud meetodid (Euleri, Runge-Kutta, diferentsmeetod, prognoosi ja
korrektsioonimeetod) on kergesti Uldistatavad diferentsiaalvOrrandite slsteemide ja korgemat jarku
diferentsiaalvorrandite lahendamisele. Diferentsiaalvorrandite siisteem tuleb esmalt viia normaalkujule
(esimest jérku varranditest koosnev siisteem, kus tuletised on avaldatud). Kdrgemat jarku vorrandi saab aga
lihtsalt teisendada normaalvérrandite stisteemiks. Vaadusel tuleb tehnilisi Uksikasu vaadata kdesolevast
Oppevahendist mahukamatest dpikutest ja késiraamatutest.
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Naide 7.1. Lahendada diferentsiaalvdrrand y¢=i- ytanx agtingimusel y(0) =1 I8igul [0;0,5]
COSs X

prognoos ja korrektsiooni meetodiga (7.23).

Ligikaudse lahendi t&pse lahendiga vordlemise huvides on vérrand valitud niisugune, et ka selle
analltitiline lahendamine oleks joukohane. Varrand on ilmselt lineaarne ja selle Uldlahendit vbib hakata
otsima kujul y=u(x)>v(x) . Jattes Uksikagad korvale, toome Uldlahendi y =sinx+Ccosx, mille digsust
voib kontrollida vorrandisse asetamise teel. Antud algtingimusele vastav konstandi véartus on C =1 ning
erilahend on seega y = Sin X+ COSX.

Lahendame vorrandi kahe erineva pikkusega sammuga h=0,1 ja h=0,05. Arvutame esmalt sammuga
h=0,1 prognoosi (valemitest (7.23) esimesega)

V1= Yo +hf(X,¥0) =1+01(1- 0) =11,
mida segjarel korrigeerime (valemitest (7.23) teisega)
h _ ée 1 o U
Y= Yo+ = [f O, Ya) + f (X0, Yo)] =1+ 0,055 ——— - L1xtan 0,15+ 1= 1,0947.
2 gcos0,1 g 0

Arvutame Uksikagdikumalt ved y, ja vy, (ikkasammuga h=0,1):

Y, =10047 + 015~ - 10047 xtan 012=11842,

&cos0,1 I}

Y =1,0947 + 005X~ - 11842 xtan 0,22+ & L - 1,0047 »tan 01%] = 11785
gcos0,2 g ecos01 a

Analoogiliselt jatkates liigume edasi kuni 18igu I6puni kohani x =0,5. Tulemused (nii sammuga h=0,1
kui ka sammuga h=0,05) on koondatud tabelisse 7.1, kuhu on vordluseks lisatud ka analtditilise lahendi
abil arvutatud veerg.

Tabd 7.1.
X y (h=02 y (h=0,05) y =sin X+ CcosX
0,05 1,0487 1,0487
0,1 1,0047 1,0948 1,0948
0,15 1,1382 1,1382
0,2 1,1785 1,1787 1,1787
0,25 1,2162 1,2163
0,3 1,2505 1,2508 1,2509
0,35 1,2822 1,2823
0,4 1,3099 1,3104 1,3105
0,45 1,3353 1,334
0,5 1,3563 1,3568 1,3570

Vordlus t&pse lahendiga néitab, et sammuga h=0,1 on I8igu I6pus kohal x=0,5 erinevus kolmandas
kohas pérast koma, véaiksema sammuga h = 0,05 18igu I8puni liikudes aga on erinevus alles neljandas kohas
pérast koma. Hindame ka Runge meetodiga (valemiga (7.15)) viimasel kaksiksammul tekkivat viga (meetodi
tépsusaste g =2) jasaame
1,3568 - 1,3563 5

e » 000,

Y(Xy) = Vi »

mis on heas kooskOlas tegelikkusega: y(X,0) - Yo =1,3570 - 1,.3568 =0,0002 (lahendi t&pne vé&artus
Y(X0) =1,3570 on antud Ulesandes teada; see paikneb tabeli 7.1 parempool ses aanurgas).
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Toome ka lahendi graafiku (t8pse lahendi ja ligikaudsete lahendite graafikud langevad praktiliselt kokku).

14-4Y
1,35 -
1,3 - y= sinx+ cosx
1,25 -
1,2 -
1,15
1,1 -
1,05 -
1< . . . . . . . . . X
0O 005 01 015 0,2 0,25 0,3 0,35 04 0,45 05

Joonis 7.2. Diferentsiaalvorrandi  y¢= L ytan x lahendi graafik algtingimusal y(0) =1.
COSX

Naide 7.2. Nagu néite 7.1 abil vBisime veenduda, nduab diferentsiaalvérrandi numbriline lahendamine
kallalt mahukaid tehnilisi arvutusi. Sellekohased arvutialgoritmid on aga lihtsad ja Ulevaatlikud. Esitame siin
néiteks Runge-Kutta neljandat jérku meetodi (7.12) alusel todtava programmi Sub Runge_Kutta().

Sub Runge_Kutta()
x = Range("x0"): y = Range("'y0")
h = Range("h"): b = Range("b")
Range("H24:149").Clear
i=0:j=24:v=8
Do
kl1=h*f(x,y)
k2=h*f(x+h/2,y+kl/2)
k3=h*f(x+h/2,y+k2/2)
kd=h*f(x +h,y +k3)
y=y+((kl+2*k2+2*k3+k4)/6
X=X+h
Cels(j +i,Vv) =x
Cdls(j +i,v+1) =y
i=i+1
Loop Until x>b-h/2
End Sub

Algtingimuse, sammu h ja 18igu 18pp-punkti b sisestamine on universaalne (ei nBua programmi
muutmist). Arvestama peab siiski sellega, et toodud programmi versioonis peab vastus mahtuma MS Exceli
t06lehe lahtritesse H24 kuni 149 (vastuse struktuuri vt Ik 38).

Diferentsiaalvorrand kirjeldatakse eraldi moodulis Function f(x,y). Lahendame illustratsiooniks sama
Ulesande kui néites 7.1.

Function f(x, y)
f=1/Cos(x) —y * Tan(x)
End Function

Jargneval MS Exceli t60lehe véjavottel on ndha algandmed X,, VY,, h, ja b ning tabeli kujul trikitud

vastus. Vordlus tdpse lahendiga néitab, et tulemuses on kdik kuus kohta pérast koma diged:
y(0,5) =sin 0,5+ cos0,5 =1,357008.
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Vastus: X y

005 |1,048729

01 |1,094838

015 |1,138209

Algtingimus:|  Xo 0 0,2 1,178736
yo 1 025 |1,216316

03 |1,250857

Sanm:;| h | 0,05 | 035 |1,282271
04 |1,310479

Loigulopp] b | 05 | 045 |1,335413
05 |1,357008

8. FUNKTSIOONIDE LAHENDAMINE VAHIMRUUTUDE MEETODIGA

8.1. Vahimruutude meetod

Olgu I8igu [a,b] punktides (sdlmedes) x,,X,,...,X, teada (naiteks eksperimentaalselt leitud)
funktsiooni y = f(x) vaartused y, = f(X,), Y, = f(X;),..., ¥, = f(X,) (vt tabelit 8.1).

Tabel 8.1.
X X Xy X; X,
y Y1 Yo Yi Yn

Otsitakse funktsiooni y = f(x) |&hendavat funktsiooni kujul (vt kavalemit (2.1))

FO)=cj 1(00+¢) 2(X) +...+Cof m(X). (8.1)

11X 2(X),...,) m(X) on lineaarselt sbltumatud funktsioonid (koordinaatfunktsioonid), mis antakse
ette ja milledena sageli kasutatakse astmefunktsioone 1, X, X,%.... Sellisel juhul on lahendfunktsiooniks

poltunoom (vt ka (2.4))
P..(X)=C +CoX+Cx> +...c x™ . (8.2)

C, Cy,...,C,, ON parameetrid, mis leitakse nii, et saaksime killalt hea ldhendi funktsioonile f(x).
Paneme tahele, et tabelis 81 on n punkti, kuid polinoomi (8.2) aste on m- 1, kusjuures jargnevas on n
(enamasti palju) vaiksem kui m. Kui aga siski votta m=n, sis niisugusel juhul saab rahuldada
interpolatsioonitingimusi (vt ka (2.5))

Pri()=T(x), i=12...,n, (8.3)

millest on vdimalik leida parameetrid ¢,, C,,...,c,. Sdlisd viisil (I&htuvalt inerpolatsioonitingimustest (8.3))
tootab teises peatikis kasitletud interpolatsioonimeetod (poorame tahelepanu sellele, et teises peatikis
algasid indeksite i vaartused nullist, kdesolevas peatiikis aga algavad indeksid Uhest). Kui simede arv n on
suur, siis on (n- 1)-astme interpolatsioonipolinoomi P, ;(X) moodustamine ja kasutamine seotud suurte
arvutustega. Pealegi, kui funktsiooni vadrtused y; = f (x;) on saadud eksperimentaalsdl teel ja sisaldavad
maérgatavaid juhuslikke vigu, siis neid jalgiv interpolatsioonipolinoom e ole enamasti heaks |dhendiks
funktsioonile f(x) . Parem on pliidaldhendamise kdigus neid juhuslikke vigu siluda.
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Olgu lghendfunktsiooniks polincom (8.2), kusjuures m < n (praktikas sageli palju vaiksem). Vahesid

Pri(X)- ¥ =V, i=12...,n (8.4)

nimetatakse halveteks (vt joonist 8.1).

>y

\J/
Xi

Joonis 8.1. S8lmed, 18hendpol inoom ja hé bed.

Polinoomi P, ,(X) kordajad c,,c,,...,C,, tuleb validanii, et hdlbed v, oleksid mingis mdttes vahimad.
Sellise valiku kasutatavamaks kriteeriumiks on ndue, et hdlvete ruutude summa oleks minimaa ne

a v: ® min, (8.5)

i=1

misongi vahimruutude meetodi aluseks.

Juhul m=n on tdpselt Uks selline polinoom, mis rahuldab tingimust é vi2 =0.
i=1

duhul m<n kehtib g v?3 0.
i=1
Tekib kisimus, missugune valida konkreetsete algandmete puhul poliinoomi aste. Pérast punktide
(%,Y;) joonisele kandmist vOib praktikas selle Ule sageli visuaalselt otsustada. Teatud tuge annab ka

tabelivahede arvutamine (vt tabelit 8.2).

Tabel 8.2.
X y Dy Dy D'y
X Y1 Yy
Xy Y2 gyyl _ );2 zl D'y, =Dy, - Dy, . - -
2=Y3" Y2 = -
X Dy, = - Y1 \7) Y1
3 Ys Dys =V, - Vs Y, =Dy;- Dy,
Xn yn

Uhtlase tabeli sammu korral sobib kasutada:
1) lineaarset poltinoomi (m=2), kui esimest jarku tabelivahed Dy; erinevad véhe Ukstel sest;

2) ruutpoltinoomi (m=23), kui teist jarku tabelivahed D’y; on |zhedased:;
3) kuuppoltinoomi (m=4), kui kolmandat jarku tabelivahed D’y; on |ahedased:;
4) jne.
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V aatleme detail semalt ruutpol inoomi
P(X) = ¢ +Cox+Cx° (8.6)

koostamist ehk teiste snadega ruutparabooliga l8hendamist. Kirjutame vélja hdlvete ruutude summa

é. Vi2 = é. (C, +Cr% +C3Xi2 - yi)2 =F(c;,c;,65) 2 0, (8.7)
i=1 i=1

mis on kolme muutuja c,,c,,c; mittenegatiivne funktsioon F(c,;,c,,c;) jamillel on aati olemas miinimum.
Ekstreemumi olemasolu tarvilikust tingimustest funktsioonile F(c,,c,,c;) Saame

iﬂF o] 2
i——=2a (¢ +CX *+C3x - ¥;) =0,
i1a
 qF
}%;=2é(q+%&+%ﬁ-yﬂx=a 88)
i 1ICy
iTTII_F: é.(C1+C2Xi+C3Xi2_ Y% =0 ehk
C3

S 0 o , o
Ing+cax+Gax =ad Yu
168 % +68 X +6a X =& xy. (89)
I Q 2 o} 3 o 4_ 9 2
faa X ta X tiax =a X

Lineaarsest vorrandististeemist (8.9) saabki leida ruutpol inoomi (8.6) kordajad c,,c, ja c;.
Lineaarpolinoomiga (sirgega) P (x) =c¢, +c,x ldhendamiseks vajaikud kordajad c, ja c, leitakse
lineaarsest vorrandislisteemist
N o] o]
fnc+c,a x =a v

| [o] [e] o (8 10)
faaxtcax =a xy.

Slsteemi (8.10) vorrandite vasakud pooled on samad, kui stisteemi (8.9) kahe esimese vorrandi kaks
esimest liidetavat ja paremad pooled on viidatud vorranditel Uihesugused.

Koérgemat jarku |ahendpol inoomide (8.2) kordaate ¢, ,c,,C5,C,,... arvutamiseks kasutatavad lineaarsed

vorrandiststeemid on lihtsa Uldistuse teel tuletatavad siisteemist (8.9) ning nende tépse kuju voib leida
késiraamatutest.

L&hendpoltinoomi P, ; (x) headust iseloomustab lisaks hdlvete v;, i =1,2,...,n suurusele karuuthélve

1/2

S = é_ a VI = (8.11)

Naide 8.1. Lahendada tabeli 8.3 kujul antud funktsiooni ruutpol inoomiga (8.6).

Tabel 8.3.

X y

-4 0,32
-3 -0,27
-2 -0,55
0 -0,48
2 0,28
3 1,12
4 1,87
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Arvutame vorrandislisteemis (8.9) olevad summad

é X =0
o ay =22
2
ax =58 o
o 5 a Xy =1203
a Xi - 0 o 2
o a Xy =416l
4
a x =706
ning saame lineaarse vorrandisiisteemi (8.9) kujul
i 7c +58¢c; = 2,29
b 58, =12,03 ,
158c,  +706¢, = 4161

millest ¢, =-0,5048, c, =0,2074 ja c; =0,1004 . Seega tuleb tabeli 8.3 andmeid I&hendav ruutpol inoom

kujul

P, (X) = - 0,5048 + 0,2074x + 0,1004 x°.

Tulemuse illustreerimiseks on joonisele 8.2 kantud |8hteandmetel e vastavad punktid (tabelist 8.3) janeid
andmeid l8hendav ruutpol inoom.

fa)
r T T T \v T T T 1 X

-4 - -2 -1 D 1 2 3 4

y = -0,5048+0,2074+0,1004x >

Joonis 8.2. Néite 8.1 algandmed ja neid |dhendav ruutparabool.

Méarkus 8.1. Ulesande 8.1 lahendamiseks on vahendid olemas MS Excelis, tdsi kill, seotuna
regressioonanallilisiga. TO6 kaik on jargmine.

1

Pérast Exceli kéivitamist tuleb tabdi 8.3 andmed sisestada t6dlehe suvalistesse |ahtritesse (néiteks
esimese veeru lahtritesse Al kuni A7 sblmede koordinaadid X, X,,...,X; hing teise veergu

lahtritesse B1 kuni B7 funktsiooni vaartused sdlmedes vy, Ys,..., ¥7).

Mérkida (vedada hiirega tumedaks) need lahtrid, kuhu olid &sja sisestatud algandmed (néiteks lahtrid
A1 Kkuni B7, kui neid kasutati algandmete paigutamiseks).

Vgjutada nupureal ikooni Chart Wizard voi validameniust Insert samanimeline késk Chart Wizard.
Graafiku tutbiks valida XY (Scatter). Pérast valikut ilmuvas aknas mérkida isoleeritud punkte
kujutav mall. Segjdrel saadud esialgset joonist on enne jatkamist enamasti otstarbekas siluda.
Mérkida hiirekursoriga graafiku suvaline isoleeritud punkt (x,y;), vajutada hiire parempoolsele
klahvile ja valida hupikmeniust Add Trendline. llmuvast aknast valida trendijoone tuibiks
Polynomial. Poliinoomi astmeks (Order) votta 2. Lisadest (Options) vGib linnukesega mérkimise teel
aktiviseerida Display eguation on chart. Eelneva tegevuse toimel leiab Excel véhimruutude
meetodiga |éhendpol inoomi, kuvab selle joonisal jakirjutab joonisele ruutparabooli vorrandi.
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8.2. Empiiriliste valemite koostamine

Naide 8.2. Olgu modtmiste teel saadud funktsionaalse sdltuvuse y = f (x) tabel. Need andmed on tabeli
8.4 kahes esimeses veerus.

Tabel 8.4.

X y Inx Iny y v f

1 1,07 0 0,06766 1,05 -0,02

2 1,31 0,69315 | 0,27003 1,33 +0,02 1,29
3 1,49 1,09861 | 0,39878 1,53 +0,04 1,50
4 1,70 1,38629 | 0,53063 1,68 -0,02 1,68
5 1,85 1,60944 | 0,61519 1,81 -0,04

L dhendada seda sdltuvust funktsiooniga
y =ax’. (8.12)

Tabelis 8.4 olevaid algandmeid vdib ka poliinoomiga ldhendada. Kuid praktikas edlistatakse sageli neid
valemeid, mis on lihtsamad ja sisaldavad vahem parameetreid, kuid segjuures kajastavad vajaliku tépsusega
uuritavat funktsionaalset soltuvust. Kuna valem (8.12) sbltub parameetritest a ja b mittelineaarselt, siison
nende leidmine suhteliselt tilikam. Selleks tuleb lahendada mittelineaarne vorrandististeem. Kui aga valemit

(8.12) logaritmida In'y = Inax® ning logaritmide omadusi kasutades teisendada kujule
Iny=Ina+blinx, (8.13)

Siis saab moodustada lineaarse vorrandisiisteemi (8.10) ¢, =Ina ja ¢, =b suhtes:

N o]

nc, +c,a (Inx) =é, (ny;)

| [¢] [e] o (814)
feo@ (Inx)+c>@ (Inx)* =g (Inx %ny,)

Selleks arvutatakse funktsioonide Inx ja Iny vaartused sdlmedes (tabeli 8.4 kolmandas ja neljandas
veerus) ning jargnevad summad:

A (nx,) = 4,78749
Q (Inx)? =6,19950

o (8.15)
a (ny;)=188228
A (Inx, Any,) = 2,35093
Seqjérel koostatakse lineaarne vorrandisiisteem (8.14)
i 5¢, +4,78749c, =1,99228
:' “ ¢ =1 (8.16)

14,78749¢, +6,19950c, = 2,35093,
millest leitakse ¢, =0,0513 ja c, =0,3396. Niisiis, Ina=¢, =0,0513 ja funktsioonis (8.12) sisalduvad
parameetrid tulevad jargmised: a=1,05 ja b=c, =0,34. Seega néite 8.2 andmeid l&hendav funktsioon
(8.12) on jargmine:

y =1,05xx%%, (8.17)
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Arvutame ldhendfunktsiooni (8.17) véartused tabelis 8.4 toodud x; vaartuste puhul ja leiame hdlbed
V, =V, - y;, mis on samuti kirjutatud tabelisse 8.4. Néeme, et hdlbed on véksed ning seega voib
|&hendamise funktsiooniga (8.17) lugeda dnnestunuks. Kujutame joonisel 8.3 néite 8.2 léhteandmete punkte
jafunktsiooni (8.17) graafikut ning paneme téhele head kokkulangevust.

2—y

1,8 y = 1,05x%%

1,6 -
1,4 -

1,2

Joonis 8.3. Néite 8.2 algandmed ja neid |dhendava funktsiooni 8.17 graafik.

Mérkus 8.2. Joonis 8.3 on koostatud MS Exceli keskkonnas. Meenutame siin [Ghidalt (vt mérkust 8.1),
et graafikute joonestamiseks kasutatakse kasurida Insert, Chart Wizard, XY (Scatter). Lahteandmete
punktidele 1&hendfunktsiooni graafiku (regressioonanalilisi terminoloogias trendijoone, mille parameetrid
arvutatakse vahimruutude meetodiga) lisamiseks viiakse hiirekursori teravik graafiku suvalisele punktile,
pressitakse hiire parempoolset klahvi ja hiipikmentitis mérgitakse Add Trendline. IImuvas dial oogikastis v6ib
valida viie léahendfunktsiooni (trendijoone) vahel. Nendeks on

1) srge(Linear y=a+ bx);
2) logaritmfunktsioon (Logarithmic y = a>Inx+b);
3) teise kuni kuuenda astme polinoom (8.2), vt ndidet 8.1 (Polynomial Order 2 to 6);

4) astmefunktsioon, vt ndidet 8.2 (Power y = ax’);
5) eksponentfunktsioon (Exponential y = axe™).

8.3. Madtmistulemuste silumine

Olgu funktsiooni y = f(x) véaartused leitud eksperimentaalselt, s.t funktsiooni tegelike véartuste f(x )
asemel on teada nende ligikaudsed vaartused

f.=f(x)+h;, i=12...,n. (8.18)

h; on sBltumatud juhuslikud suurused, mille keskvéartus Eh; =0 (s.t slstemaatilised vead puuduvad)
ning dispersioonid e sdltu i-st: Dh, =E(h, - Eh,)*> =Eh?=s 2. Juhuslike vigade vahendamiseks vib
kasutada véhimruutude meetodit. Selleks ldhendatakse vahimruutude meetodi abil funktsiooni néiteks
polinoomiga P, ,(X) ning mo&ddetud funktsiooni vadrtused f, asendatakse tépsustatud suurustega
f. =P, ,(x). Paknegu sBlmed X;,X,,...,x, vordsete vahemike tagant. Valime sdlme x Umbrusest r

tdiendavat sdlme (soovitavalt simmeetriliselt; 88rmistes sdlmedes pole simmeetriline valik voimalik) ning
l&hendame funktsiooni m- 1 astme polinoomiga. Polinoomi aste m- 1<r valitakse nii, et vaadeldavas

piirkonnas saaks funktsiooni f(x) polinoomiga B, ,(Xx) kdllalt hasti 1&hendada. Kui andmete anallitis
néditab, et sbimes x, vdib ldhendada lineaarfunktsiooniga (m- 1=1), siis valime kaks tédiendavat sdlme

(r=2) %, =% +h jax., = x - h jakasutame esimese astme poliinoomi B, (t) = ¢, +C,t , kus t = X-h)g '
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L eides tekkivast lineaarsest vorrandististeemist vahimruutude meetodi abil kordgjad ¢, ja ¢, , saame

PO=2 (0§ + - 2 (fa- ot ©19)
Tabelisoleva f; vaartuse asendame uuega, vottes seoses (8.19) x=x, (st t=0):

L =RO =2+ 1+ ) (8.20)

Anaoogilisal viisil vib tuletada teisi silumisvaemeid, mis on leitavad kasiraamatutest. Toome siin
néiteks veel Uhe valemi. Kui r =4 (téiendavaid sdlmi on neli) ja m- 1=3 (I&hendame kuuppol inoomiga),
sis

f =%(- 3f , +12f_ +17f +12f, - 3f,). (8.21)

Valemid (8.20) ja (8.21) e ole kasutatavad tabeli otstes. Aarmistes sdlmedes olevate funktsiooni
véaartuste silumiseks on tuletatud spetsiaal sed valemid.

Eekirjeldatud silumise toimel saadud funktsiooni graafik muutub vorreldes esialgsete eksperimendi-
andmetega siledamaks, sest

1) vigade dispersioonid vdhenevad (valemi (8.21) kasutamisel kolm korda);

2) uute vadrtuste f, vead muutuvad tugevasti korreleeruvateks (tabelis esialgselt olevate véartuste f,
vead h; olid sdltumatud);
Kui f(x) (tegelik tundmatu funktsioon, mille m&ddetud v8artused f; on teada) ei ole polinoom, siis
f(X) graafik “maéritakse” laiali, misvoib tegeliku funktsiooni sisulist olemust moonutada.
Mérgime, et korduvat silumist ei soovitata.

Naide 8.3. Néite 8.2 algandmete (vt tabeli 8.4 kahte esimest veergu ja joonist 8.2) analiUs néitab, et
sisesdlmedes x,, X3, X, VvOib funktsiooni ligikaudselt |&hendada lineaarfunktsiooniga (sirgega). Seetdttu
kasutame maddtmi stulemuste silumiseks sisestlmedes valemit (8.20). SGImes x, saame

|_\

~ (1,07 +1,31+1,49) =1,29.

(AJ

Analoogiliselt arvutame f, =150 ja f, =1,68. M&dtmistulemuste silutud vadrtused sisesdlmedes on
kantud tabeli 8.4 viimasesse veergu.
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