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Segmenteerimine ja parameetrite hindamine varjatud
Markovi mudeli korral
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Kristin Avans

Liihikokkuvote. Kiesolevas bakalaureuset6os kirjeldatakse varjatud Markovi
mudelit ning meetodeid varjatud Markovi ahela realisatsiooni leidmiseks ja para-
meetrite hindamiseks. Kuna mudelis on varjatud andmed, siis tuleb parameetrite
hindamiseks kasutada iteratiivseid algoritme. Samuti vorreldakse omavahel erine-
vaid hindamismeetodeid ning uuritakse viljundi soltuvust alglihenditest. Tuuak-
se naiteid erinevate meetodite t00st.
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Abstract. In this Bachelor’s thesis we describe hidden Markov model and met-
hods to find the realization of the hidden Markov chain and the estimates of
unknown parameters. As there are latent variables in the model, we use iterative
algorithms to find the estimates of the parameters. We also compare different
estimation methods and investigate how outputs depend on inital choice of para-
meters. We give examples of different methods.
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Sissejuhatus

Markovi ahelad on juhuslikud protsessid, mis kirjeldavad seisundite iileminekuid
ajas. Markovi ahelaid iseloomustab omadus, et fikseeritud oleviku korral tulevik
ei soltu minevikust. Praktikas voib tihti ette tulla, et me ei saa otseselt vaadelda
Markovi ahelat, vaid ndeme seda 14bi teise juhusliku protsessi, mida nimetatak-
se varjatud Markovi protsessiks. Varjatud Markovi mudeliks nimetatakse nende
kahe juhusliku protsessi paari. Varjatud Markovi mudelil on rakendusi néiteks
bioinformaatikas [1]|, konetuvastuses [2].

Kéosoleva bakalaureuset6d eesmérk on anda iilevaade varjatud Markovi mudelist
ning kirjeldada, mis meetoditega saab lahendada mudeliga seotud pohikiisimusi:
kuidas leida optimaalne varjatud Markovi ahela realisatsioon ning kuidas efek-
tiivselt hinnata mudeli parameetrite viartusi. T60s keskendutakse lihtsuse mottes
juhule, kus vaatlusi on loplik arv ja saame vaadata diskreetset toendosusjaotust.
Samad tulemused kehtivad ka juhul, kus vaatlusi on loenduv arv ning emissiooni-
jaotused on pidevad. Pideval juhul tuleb téendosusjaotused asendada tihedustega.

T66 on jagatud kolmeks peatiikiks. Esimeses peatiikis anname iildise iilevaate
diskreetse ajaga Markovi ahelatest ning defineerime varjatud Markovi mudeli.
Kolmandas alapeatiikis kirjeldame forward ja backward muutujaid.

Teises peatiikis uurime kahte algoritmi, mille abil saab teadaolevate parameet-
rite korral leida optimaalse varjatud Markovi ahela realisatsiooni. Optimaalsust
kirjeldame kahe erineva kaofunktsiooni kaudu. Esimeses alapeatiikis defineerime
siimmeetrilise kaofunktsiooni ning kirjeldame selle kaofunktsiooni kaudu leitud
riski minimeerivat Viterbi algoritmi. Teises alapeatiikis defineerime punktiviisi-
lise kaofunktsiooni ning kirjeldame PMAP joondust, mis minimeerib vastava riski.

Kolmandas peatiikis uurime parameetrite hindamise iteratiivseid meetodeid. Esi-
meses alapeatiikis kirjeldame Viterbi algoritmile tuginevat meetodit — Viterbi
treeningut. Teises alapeatiikis kirjeldame meetodit suurima toepéra leidmiseks,
mida nimetatakse EM algoritmiks. Kolmandas alapeatiikis vaatleme modifikat-
siooni Viterbi treeningust, kus iga samm tugineb Viterbi algoritmi asemel PMAP
algoritmile. Samuti vordleme omavahel kolme hindamismeetodit.

Simulatsioonideks kasutatud R-i koodid on toodud t66 lisades.



1 Varjatud Markovi mudel

1.1 Diskreetse ajaga Markovi ahelad
Jargnev alapeatiikk tugineb K. Pdrna opikule [3].

Vaatleme iilimalt loenduvat hulka S = {s, s, ...} ning juhuslike suuruste ja-
da X1, Xy, X3, ..., mis votab vaartusi hulgast S. Hulka S kutsutakse olekute ehk
seisundite jadaks ning selle elemente olekuteks ehk seisunditeks. Mugavuse mot-
tes voime s; asemel kirjutada lihtsalt j.

Juhuslike suuruste jada {X,}, n = 1,2,3,... nimetatakse Markovi ahelaks,
kui iga 7, k1, ko, ..., k,—1 € S korral

P(Xn = ]le = kla cee aXn—l = kn—l) = P(Xn = j|Xn—1 = kn—l)' (11)

Tingimust (1.1) nimetatakse Markovi omaduseks.
Et n votab siin vaartusi 1,2, 3, .. ., siis on tegemist diskreetse ajaga Markovi ahe-
latega.

Seisundist ¢ seisundisse j iilemineku toendosuseks sammul n nimetatakse ting-
likku toendosust

P(X, = | X1 = knr) =i 0.
Markovi ahela algseisund X; néitab, millise toendosusega iiks voi teine seisund
on ahela algseisundiks ning see antakse ette toendosusjaotusega

J

Markovi ahela tileminekumaatriksiks nimetatakse maatriksit

P(n)=(p\),i,j=1,2,3,...
Markovi ahelat nimetatakse homogeenseks, kui iileminekutoeniosused ei soltu
n vadrtusest, st
(n) _. Y
bijm = Pij VN

Uleminekumaatriksi iga rea summa on alati 1, sest selle maatriksi i-s rida on
seisundite 7 tinglik jaotus jargmisel sammul, kui on teada, et pragune seisund on
i.

Niide 1.1. (Kommunikatsioonimudel). Vaatleme digitaalse info (s.o nullidest ja
tihtedest koosnev jada) mitmeetapilist iilekannet. Ulekanne toimub paljude etap-
pide kaupa, kus igal sammul voib tekkida viga 0 — 1 voi 1 — 0 tdendosusega 1—p.



Oletame, et igal astmel siimbol siilib toendosusega p ja moondub téendosusega
1 — p. Sellisel juhul saame siimmeetrilise iileminekumaatriksi

P:(p 1_p).
I—p p

T-p
0 0 0
p p
1 1 1
1-p n=1 n=2 n=3

Joonis 1: Kommunikatsiooni- Joonis 2: Kommunikatsioonimudeli
mudeli seisundid ja iilemineku- voimalikud realisatsioonid
maatriks

Joonis 1 kujutab graafiliselt ahela seisundeid ning iileminekumaatriksit. Jooni-
sel 2 ndeme Markovi ahela voimalikke realisatsioone. n = 3 korral on erinevaid
kombinatsioone kokku 2° = 8.

1.2 Varjatud Markovi mudel

Varjatud Markovi mudeli definitsiooni voib leida néiteks [4]. Vaatleme homogeen-
set Markovi ahelat {X,},n = 1,2,..., mis votab viartusi l6plikust N-elemendilisest
olekute jadast S = {s1, s2, ..., sy}. Uleminekumaatriksi tdhistame A = (a;;), kus

aij = P(X, =j|Xn1=1), n>1, 4,j€S8

N
Qi 2 O, ZCLU = 1.
j=1

Algtoendosused 7; téhistame
T = P(X1 :j)

Vaatleme juhuslikku protsessi {Y,,},n = 1,2..., mis votab véértusi 16plikust M-
elemendilisest hulgast O = {01, 09,...,05}. Hulga O elemente nimetame vaat-
lusteks.



Olgu juhuslik protsess (X,Y) = {(X,, Ys) bnen selline, et
1) antud {X,} korral {Y,,} on tinglikult sdltumatud, st iga n korral
P(§/1 :yl,.-an :yn|X1 :i1>"-7XTL :i7L>

=[P =wlXi =ir,..., X0 =),

t=1

2) Y, jaotus soltub {X,,}-st ainult 1abi juhusliku suuruse X,,, st

n n

HP(Yt:?MXl:ilw--,XnZin):HP(Yt:?MXt:Z't)-

t=1 t=1

Tingimuste 1) ja 2) kehtides nimetatakse protsessi Y varjatud Markovi protses-
siks ning paari (X,Y") varjatud Markovi mudeliks (lithidalt HMM, ingl. Hidden
Markov model). Varjatud Markovi protsess Y = {Y1,Y5,...} modelleerib vaat-
lusi, seega juhuslikud suurused Y7,..., Yy on selle protsessi esimesed 1" elementi.
Vaatlustele vastavad X,..., X realisatsioonid ei ole vaadeldavad, st Markovi
ahel on varjatud. Juhuslike suuruste Xy, ..., X realisatsiooni (z1, ..., x7) nime-
tatakse joonduseks.

Tingimus 2) kehtib iga n korral, seega Y,, jaotus ei soltu n véfrtusest ega suu-
rusest X, kus s # n. Juhuslikud protsessid {X,,} ja {Y,,} on iga fikseeritud n
korral seotud tinglike toendosustega

bj(k) == P(Y, = ox| X, = 7).

Toendosusi b;(k) nimetatakse emissioonitoendosusteks ning maatriksit B =
(b;(k)), j=1,...,N, k =1,...,M nimetatakse emissioonitoenéosuste maat-
riksiks. Vastavalt definitsioonile

bi(k) =0, > bi(k)=1.

k=1

Tingimuse 2) parema poole saame kirja panna kui vastavate emissioonitoenéo-
suste korrutise:

[P = welXe = ie) = [ b (-
t=1 t=1

Naiide 1.2. (Miindivisked). Vaatleme kulli ja kirja viskamist ausa miindiga (kulli
saamise toendosus on 0, 5) ning kaalutud miindiga (kulli saamise téen&osus on «).
Méngur vahetab miinti toenfdosusega 8. Mangija nideb miindiviske tulemust, kuid
ei tea, kumma miindiga see tulemus saadi, st olekute (kas aus voi kaalutud miint)
jada on tundmata. Ulemineku- ja emissioonitdenéosuste maatriksid on vastavalt

_ 1-0 15} _ 0,5 0,5
A‘( 8 1—/3)’3‘(a 1_@)
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Joonisel 3 esitame {ilemineku- ja emissioonitoendosused ka graafiliselt.

B

B
kull: 0,5 kull:
kiri: 0,5 kiri: 1 —

Joonis 3: Miindivisked

Edaspidi tdhistame juhuslike suuruste vektorid ning nendele vastavad realisat-
sioonid jérgnevalt:

}/tT = (EJ"'?YT)J y’tr = (yta"'vyT)7
X' = (X,,...,Xp), zl = (2y,...,27).
Kui t = 1, siis tdhistame
Y'=,....Y7), v" =y, yr),
X' = (Xy,...,Xp), o= (21,...,27).
Varjatud Markovi mudeli rakendamiseks tuleb Rabiner’ [2] sonul koigepealt la-
hendada kolm pohiprobleemi:

1. Kuidas antud vaatluste ” ning mudeli A\ = (A, B, 7) korral arvutada efek-
tiivselt vaatluste toendiosus P(Y' = y'|\)?

2. Kuidas antud vaatluste jada y’ ning mudeli A korral valida mingil moel
optimaalne joondus z?

3. Kuidas leida parameetrid A = (A, B, 7), mis maksimeerivad P(Y” = y”|\)?
Need parameetrid on suurima toepéira hinnangud.

Jargnevalt defineerime muutujad, mida nimetatakse forward ja backward muutu-
jateks, mis lahendavad esimese pohiprobleemi ning aitavad lahendada ka teist ja
kolmandat.



1.3 Forward ja backward muutujad

Olgu meil antud vaatluste jada y” ja mudel A. Soovime arvutada tdeniiosust
P(YT = y"|)\). Defineerime suuruse (i) kui toendosuse, et antud mudeli A
korral emiteeritakse osaline vaatluste jada kuni hetkeni ¢ ning hetkel ¢t on ahel

olekus i:
th(i) = P(}/l =Y. -- 71/;‘/ = ytht = Z‘)\)

Hetkel t = 1 saame
a1 (i) = P(Y1 = y1, Xq = i|A)
= P(X; = il]NP(Y: = p| X1 =4, \) = mbi(y1), 1<i<N.
Néitame, et saame muutuja «;(7) jirgnevad vidrtused leida rekursiivselt [1].
a41(J) = PV1=y1, -, Yig1 = Yey1, Xe1 = jIA)
= P(Y"™ =y Xip0 = j]))

N
=3 PO =y X, =, X = )
Zﬁl
- ZP(Yt = ?Jt7Xt = @|)\) ) P(Yt+1 = Yey1, Xpp1 = j|Yt - Z/t,Xt =1, )\)
i=1

N
=Y P(Y' =y'|X; = i,A)- P(X; = i|A)- P(Xe11 = j|YV" = ¢/, Xy =i, ))-
i=1
P(Yir =y | X1 = 5,V =", Xy =4, \)
N
= ZP(Yt = yt|Xt =1, )\) ) P(Xt = Z|)\) ) P(Yt+1 = yt+1|Xt+1 =7 )\)
i=1

ZP(Xt-Fl = j) Xt_l = It_1|Yt = ytht = 'L.a )\)

pt—1
N
=Y PY'=y|X; =i,\)- P(X; = i|[A) - P(Yir1 = g Xewr = 4, A)
=1
Y P(X =X =Y =y X =) -
xt—l

PX'"'=2""Y'"=y" X, =1i,))

N
=Y PY' =y|X; =i, A) - P(Yirn = | Xewr = 4, A) - P(X; = i[A)-
=1

3 PX'" =o' Xy =i, Xy =5,V =y |N)
P(Xt7 =at=L X, =4, Y = y'|))
P(X'"t =Y =y X, =0, )

pt—1



N
= ZP(Yt = yt’Xt = i,)\) : P(Ytﬂ = yt+1‘Xt+1 :ja )\) : P(Xt = 2\)\)

i=1

Z PX" ! =a"1 X, =4, Xy = j]\) PV =y | X" =21 X, =14, A)
P(XtL = 201 X, = i[A) - P(Y! = g XtL = 21 X, =, \)

PX"t =Ny =¢" X, =i, )\)

= ZP(Yt = yt|Xt =4, A) - P(Yirr = yes1[Xen = J, A) - P(X = i[A)-

=1

Z P(Xip = j| X" =21 X, =4, ) - P(X' =271 X =4|\)
P(Xt=1 = g1 Xt = i|))

P(X' =2t Y =y X, = 0, A

(
P(Xp1 = jlXy =4, )

pt—1

pt—1

b-<

t= |Xt =1) - P(Yig1 = 1| X1 = 7, A) - P(X; = i|A)-

I
i
e

(Yt yt|Xt =1, >‘) ) P(Yt+1 = yt+1|Xt+1 =7 )\)'

M=
s

1
P(Xy =1, Xip1 = j|A)

%

P(Y"

WE

yt|Xt = ia )‘) ' P(Xt = iaXtJrl = .7|)\) ’ bj(yt+1)
1

-.
Il

] =

P(Yt — yt|Xt — ?:, )\) . P(Xt — Z|A) . P(Xt+1 — j|Xt — i, )\) . bj(yt+1)

1

-.
Il

PY'=y", X; =1i,A) - P(Xi1 = jIXe =0, M) - (Y1)

WE

1

.
I

(1) aijb;(Yes1)

'MZ

=1

Kokkuvottes

ap1(J [Z@t azj] (Y1), 1<t<T
1<j<N.

Suurust a;(i) nimetatakse forward muutujaks.

10



t t+1
wt (7) w11 ())

Joonis 4: Forward muutuja leidmine rekursiivselt ( joonis tehtud |2] pohjal)

Joonis 4 illustreerib suuruse ay11(j) leidmiseks vajalikke samme. Hetkel ¢+ 1 voib
olekusse s; jouda N erinevast olekust hetkel ¢. Suurus oy (7)a;; kirjeldab iihistoe-
néosust, et ndgime vaatlusi y1, . .., y; ning hetkel 41 joudsime olekusse s; olekust
s;. Seega a4 () leidmiseks peame suurust ay(i)a,;; summeerima iile koigi NV oleku
s; ning korrutama saadud tulemuse iileminekutoendosusega b;(yi+1).

Kuna definitsiooni kohaselt
arp(i) = PYT =47, Xp = i|)),

siis otsitav P(Y? = y7|)\) avaldub kujul

P( =Y |/\ ZOéT

Analoogiliselt defineerime backward muutuja £,(7), kui toendosuse, et mudeli A
ning hetkel ¢ oleku ¢ korral ndeme osalist vaatluste jada hetkest ¢t 4+ 1 kuni lopp-
hetkeni T

Bi(i) = P(Yer1 = Yig1, - -, Yr = yr| Xy = 4, A).

Hetkel t = T vaartustame defineeritud suuruse iihega:
Br(i) =
Tuletame suuruse (;(i) arvutamise valemi iga ¢t =7 — 1,...,1 korral [1].
Bi(i) = P(Yes1 = Yor1s -, Yo = yr| Xy =4, A)
P(Y;EH ytT+1|Xt =1i,\)

PV =y X = i)
P(X, =i\

11



P =yl Xo =0, X1 = j|N)

I
M =

<.
Il
—

P(Xy =i, Xi1 = j|)

I
M =

P(Y?J:l = Z/tTJrl‘Xt =1, X¢p1 = J, >\) :

<.
Il
—

|
WE

P(Yfil = ?JtTH‘Xt =1, X1 = J, /\) : P(Xt+1 = j|Xt = i,)\)

<.
I
_

I
WE

P, =yl |1 X = 5,0 - P(Xop1 = j1X; =4, )\)

<.
I
—

M-

P(Y}+1 = Yt+1, Yﬁ;g = ?/12-2|Xt+1 =7, )\) " Qg
1

J

I
.MZ

Il
—

P(Y%Jrl = Z/t+1\Yg;2 = ytj:rz,XtH =J )\)‘
J
P(ng = ?JtT+2|Xt+1 =7 >\> Qi

N
- ZP(YEQ = ?JtT+2\Xt+1 =J,A) - aij-
j=1

Z P(Yi1 = yer, XZ&—Z = 93?+2|Y;£2 = ygjf—Qv X1 =7,)
T

Tiyo
N
= ZP(Yanz =yl ol Xey1 = 5, A) - ae
j=1
Z P(Y;H—l = yt+1|Y;§,‘.l|1_2 = yz,-% Xt+1 = j, X;;I_;_Q = $Z+2, )\)
T
Tito

P(XtTH = mtTH\YﬁQ = Z/tT+27Xt+1 =7, /\)

N
= ZP(YE;Z = Yol Xey1 = 5, A) - ae
j=1

3 PVE =yl Xen =, X =25, 0)
P(Yis = vhal X = 4, Xlio = 25, \)

T
T2

T T T T .
P(Xt+2 = $t+2‘}/;+2 = yt+27Xt+l =1 >\)
N

= ZP(YEM = yg:i—Q‘Xt-‘rl =J,A) - aij-

Z P(Kf—i-l = yt+1|Xt+1 =7, >\) : P(Yﬁz = ytT+2|Xt:Cr2 = xtT+2> )\)

P<Y;TFQ = yﬂleﬁz = xtT+27 A)

P(XZH = $f+2|}/;-T+2 = y£r2»Xt+1 =7,

N
= ZP(YHI = yt+1|Xt+1 =7, A) ’ P()/tj—;-2 = ytT+2|Xt+1 =J )\) Ay

12



N
Z P(Y;-Tm = yZi—Q‘XtJrl =7, A) - bj(yes1) - ai
j=1

aijbj (Y1) Bira ()

|
.MZ

7j=1

Kokkuvottes

N
Bi(i) = Zaijbj(yt+1)5t+1(j)> t=T-1T-2,...,1
=1
1 <1< N

51

52

053

SN

t t+1
B (i) Bi1(j)

Joonis 5: Backward muutuja leidmine rekursiivselt ( joonis tehtud [2] pohjal)

Nagu jooniselt 5 niha, siis selleks, et hetkel ¢ olla olekus s;, peame 1dbi vaatama
koik N voimalikku olekut hetkel ¢ + 1, vottes arvesse iileminekutoendosused a;;
ning emissioonitéendosused b;(1y;41). Suuruse (;(i) leidmiseks peame seega sum-
meerima korrutist a;;b;(y41)Bi1(J) iile koikide olekute s;.

Forward ja backward muutujate arvutamiseks tuleb meil igal sammul korruta-
da kokku 7" — 1 iileminekutoenédosust ning 7' emissioonitoendosust. Kuna koik
elemendid on iihest viiksemad, siis 7" kasvades «a;(7) ja [;(i) védrtused ldhene-
vad eksponentsiaalselt nullile ning arvutid iimardavad vastavad suurused nulliks.
Probleemi lahendamiseks kasutatakse skaleerimist. Skaleerimiseks korrutatakse
vastav suurus ainult indeksist ¢ soltuva koefitsendiga. Defineerime skaleeritud
muutujad iga 1 < j < N korral jargnevalt [1]:

PYi=uy,....Y =y, Xy =)
P<Y1:?/1,---,Yt:3/t>
B,(j) = P(Yio1 = Yeg1,- - Yo = yr| Xy = J)
PYir =Yes1, - Yr=yrY1=y1,... . Yi = yt)

dt(j) =

13



Muutujate vidrtused saame leida rekursiivselt [1]:

N
2. [Zdu a”] (), 2<t<T

=1

N
= > abi(ye) B (), 1<t<T -1,
7j=1

kus skaleerimiskoefitsent on

1
Zj‘vﬂ Z'fil av—1(1)ai;b; (yt)

Ct =

2 Segmenteerimine

Olgu y” antud vaatlused. Sellele vastav joondus ei ole teada, st Markovi ahel
on varjatud, aga eeldame, et teame tapselt HMM parameetrite A = (A, B, )
vadrtusi. Segmenteerimiseks nimetatakse varjatud joonduse (z1,...,x7) hinnan-
gu leidmist. Teisisénu, otsime kujutust g : ST — O, mis seab igale vaatluste
jadale y vastavusse joonduse g(y’). Kuna Markovi ahela X7 realisatsiooni on
voimatu leida tépselt, peab joondus g(y”) olema mingil moel optimaalne. Opti-
maalsuskriteeriumi voib sonastada mitmeti. Kirjeldame konspektis [4] viilja too-
dud ideed. Eesmérk voib olla leida joondus, millel on suurim toendosus voi mille
klassifitseerimisvigade arv oleks minimaalne. Et hinnata g kvaliteeti, hindame
koigepealt iga voimaliku iiksiku joonduse z¥ = (zy,...,2p) € ST headust libi
riskifunktsiooni. Antud y” korral defineerime joonduse z” riski kui funktsiooni,
mis seab joondusele 27 vastavusse iihe reaalarvu, tihistame selle riski R(zT|yT):

R(z"|y") : ST — [0, 00).

Segmenteerimisprobleemi lahendamiseks tuleb meil leida mingil moel optimaalne
joondus, seega otsime joondust, mille risk oleks minimaalne:

g(y") := argmin R(="[y").

zTesT
Uks voimalus on riski defineerida kaofunktsiooni L kaudu:

L:ST" x ST —0,00),

14



kus L(a”,b") niitab kadu, mis tekkis hinnates joonduseks a”, kui tegelik joondus
oli b'. Tga joonduse 2’ € ST korral risk R(z"|y") on kaofunktsiooni L tinglik
keskviirtus, teades, et Y7 = ¢

R(z"ly") = BILE" XY =y"] = > LET 2T PXT =2"y" =y,

zTeST

Jérgnevalt vaatame kahte enamlevinud kaofunktsiooni.

2.1 Viterbi algoritm

Defineerime siimmeetrilise kaofunktsiooni jargnevalt:

T T 0, kui 27 = 27;
Lz et) = { 1, kui 27 # 7. (2.1)

Kaofunktsioon (2.1) saab vdartuse 0, kui joondused z7 ja 27 iihtivad ning vir-
tuse 1, kui joondused erinevad iihe v6i mitme elemendi poolest. Seega voime
kaofunktsiooni indikaatorfunktsiooni kaudu kirja panna kui L(z”,27) = Tigrpomy
ning tinglik risk avaldub kujul

R(ZT|yT) = E[I{XT;AZT}’YT = yT] = P(XT =+ ZT|YT = yT)

2.2

=1-PXT =|Y" =4"). (2.2)
Defineerime funktsiooni v, mis minimeerib riski (2.2) ning leiab suurima téenéo-
susega joonduse:

v(y") == argmax P(XT = 2T |yT = y"). (2.3)

2TesT

Joondust v(y”) nimetatakse Viterbi joonduseks (diinaamilise planeerimise algo-
ritmi — Viterbi algoritmi jargi). On ilmne, et Viterbi joondus ei pruugi olla iihene.
Seega Viterbi joonduseks nimetame iga joondust v’ = (vy,...,vr),v; € S, mis
maksimeerib tingliku toenédosuse (2.3).

Kirjeldame algoritmi, mille abil saab leida suurima tingliku toenfosusega joon-
dust (2.3), mida nimetatakse Viterbi algoritmiks.
Téanu vordusele

P(XT =T, yT =T
(YT—@/)

voime joonduse (2.3) leidmisel tinglike toenfdosuse maksimeerimise asemel mak-
simeerida iihistoendosust:

P(XT — ZT|YT — yT) —

argmax P(XT = 271|YT = y7) = argmax P(XT = 27, YT =¢7).

2TesT 2TesT
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Otsitava joonduse z* = (z1,...,27) leidmiseks defineerime iga t = 1,...,T ja

iga oleku i € S korral suuruse d;(7) jargmiselt:

5t(i) = m%gx,l P(Yl =y,...,. =y, X1 =a1,..., X1 =241, X4 = ’l)

Tyeeny

Algvésirtus d1(¢) néitab iga seisundi kohta toenfosust olla alghetkel olekus i ning
emiteerida vaatlus y;. Seega

Suuruse 0;(7) jirgnevad vddrtused saame leida induktsiooni kaudu [1].

Lause 1. Iga 2 <t < T korral
6r1(J) = fggv [6:(7)aij|bj (yes1)

Toestus. Kasutades {X;} ja {Y;} tinglikku séltumatust ning Markovi omadust
saame

orr1(J) = max PMi=uy,.. .Y = vy, Xo = 21,0, Xy = 24, Xy = )
Tt

TLyeeey

T1yeeny Xt
= max P(Y"*! =y X" = 2!, X,y = j) - P(X' = 2", Xi 1 = )
Tyeeey t .
= Irlnax HP(Yk = Y| X = x1) - P(Yis1 = 1| Xy = J)-
..... Tt kel

= Jnax HP(Yk = Y| X = x1) - P(Yer1 = ye1| Xe1 = J)-
P(Xi11 = j| Xy =2,) - P(X' =2

t
= max [[P(Yi = gl Xp = 21) - P(X" = 2")-

bt
P( X1 = j1 X = 20) - P(Yigr = Y1 | Xe1 = J)

= max P(Y'=9¢y" X" =2")- Agj - bj(Yes1)

TLyeeey Tt

= max < max P(Y'=¢" X'"'=2"" X, =) a,,; - bj(yt+1)>

L1yeeey Tt—1

1<i<N \ 21,201

= max ( max P(Y'=y X" =21 X, =4)a;- bj(yt+1)>

Seega
Or+1(7) = max [6;(i)ai]b;(yr1), 2<t < T.

1<i<N
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Otsitava joonduseni joudmiseks peame iga t ja j korral jitma meelde argumendi,
mis realiseeris suuruse d,(j). Selleks defineerime muutuja v,(j), mis jitab meelde
indeksi 7, mis hetkel ¢ maksimeeris parima olekute jada toendosuse:

Yi(j) = argmax §y(7)a;.
1<i<N
Loppvéaartuseks saame
vy = argmax|[dr(i)],
1<i<N
kus vr néitab optimaalse joonduse viimast seisundit. Tagant poolt ette poole
litkkudes leiame joonduse eelviimase, eel-eelviimase, kuni esimese elemendi:

Ut:1/]t(vt+l)7 t:T—l,T—Q,,l

Algoritm viljastab joonduse v”, mida antud mudeli ja vaatluste jada korral nie-
me koige toendolisemalt. Kuna Viterbi joondus ei pruugi olla iihene, siis valib
algoritm alati leksikograafiliselt viiksema oleku, kui mitme joonduse esinemise
toendosused on vordsed. See tagab, et samade sisendandmete korral ei viljasta
Viterbi algoritm kunagi erinevaid joondusi.

1. Sisend: A = (A, B,7), y* = (y1,...,yr)
2. Iga i € S korral defineeri d (i) := m;b;(y1)
3. Igat=1,...,T —1 korral

® 0i11(y) = max [0:(0)ai;]b; (yer1)

1<i<
o Uy (j) := argmax|d;(i)a;;]

1<i<N

4. Viljund: Leia Viterbi joondus v tagant ette poole liikudes,
valides igal sammul leksikograafiliselt vihim siimbol:

o vy := argmax|dp(7)]
1<i<N

L] Utzlpt(UH_l),t:T—l,...,].

Algoritm 1: Viterbi algoritm
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Naide 2.1. Vaatleme kulli ja kirja viskamist kolme erineva miindiga. Vastava
HMM parameetrid on jargmised:

0,6 0,2 0,2 0,5 0,5
A=1(02 05 03], B=(03 0,7],7=1(0,4:0,3;0,3).
0,3 0,3 0,4 0,6 0,4

Miinti visati 5 korda ning saadi vaatlused y® = (kull, kiri, kull, kull, kiri). Leiame
Viterbi algoritmi abil, millist miinti kasutati igal viskel koige tGendolisemalt. Ar-
vutame vastavad 0,(7) ja 1, (7) vddrtused ning kirjutame need allolevasse tabelisse.

t=1| t=2 t=3 t=4 t=95

5(1) [ 0,2 | 0,06 | 0,018 | 0,0054 | 0,00162
5:(2) | 0,09 | 0,0378 | 0,00567 | 0,00108 | 0,000756
5,(3) | 0,18 [ 0,0288 | 0,0072 | 0,00216 | 0,000432
()| 1 1 1 1 -
0(2) | 3 2 1 1 -
w(3) | 3 1 1 1 -

Tabel 1: 0,(7) ja (1) vadrtused

Tabelist 1 nieme, et Viterbi joonduseks saame v® = (1,1,1,1, 1), mis tihendab,
et koige suurema toendosusega tehti koik visked ausa miindiga.

kull kiri kull kull kiri
51) O O O——O——0 (1)
51(2) O ) ,o——\—\—\———o ‘:\:\o \\\\*o 35(2)
5,3) OO "o "o "0 50)

Joonis 6: Viterbi algoritmi kiik
Joonis 6 illustreerib Viterbi algoritmi kidiku eeloleva néite korral. Pidev joon néi-
tab optimaalset joondust ning katkendlik joon kirjeldab suuruse ,(j) vidrtusi.
Viterbi algoritm leiab kiill suurima tingliku toendosusega joonduse, kuid see ei
maksimeeri oodatavat arvu oigeid olekuid. Jargnevas alapeatiikis leiame sellise

joonduse, mis maksimeeriks oodatava arvu oigeid olekuid.
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2.2 PMAP joondus

Siimmeetriline kaofunktsioon (2.1) ei erista, kas 2” ja 4 erinevad iihe véi mitme
elemendi poolest. Jargnevalt vordleme joondusi elementhaaval.
Defineerime kaofunktsiooni jargmiselt:

L(z%, 27) = Zl(Ztﬁt)a

t=1
kus [ : S xS — [0,00) on punktiviisiline kaofunktsioon:

Iz 2) = 0, kui z = z;
1 kuid 2 #£ 2.

Kaofunktsioon L loendab elementhaaval joonduste z” ja y” erinevusi ning selle

T

saab indikaatorfunktsiooni kaudu kirja panna kui L(z*,27) = Z Iizi22,y, SeEgR
t=1

risk

R(="ly") = EILGET XY =y"] =Y Bli(z, X)IY" = y"]

t=1

T T
= ZE[[{Xt;éZt}|YT = ?JT] = Z <1 - P(X; = Zt|YT = yT)> (2.4)
t=1 t=1
T
=T — P(X, = z|YT =y")
t=1

moodab 2T klassifitseerimisvigade oodatavat arvu antud y? korral.
Joondus
u(y') := argmax P(X, = z|YT =¢y"),t =1,...,T (2.5)

z€eS

minimeerib riski (2.4) ning on seega joondus, millel on madalaim klassifitsee-
rimisvigade arv. Joondust u nimetatakse PMAP (ingl. pointwise mazimum a
posteriori) joonduseks.

Kirjeldame algoritmi, mille abil leida PMAP joondus.
Selleks defineerime muutuja v;(7) jirgnevalt:

w(i) = P(X, =iy =y").
Tingliku toendosuse definitsiooni pohjal
PYT=y" X, =1)  PYT=y" X,=1)
PYT =yT) S POYT =47, X, = j)

P(X, = i[yT =y7) =

Peatiikis 1.3 saadud tulemuste pohjal saame suurust (i) kirjeldada forward ja
backward valemite kaudu:
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a()By(i) = P(Y' =y Xy =) - POV, =yl | Xe =) = P(YT =y" X, = 0).

Seega
(i) B (2) '
Z;V:l (7)) B (5)

Muutuja ~;(2) leidmist forward ja backward valemite kaudu illustreerib joonis 7.

V(i) =

o (i) Be(i)

t—1 t t+1

Joonis 7: Sammud 7;(7) leidmiseks

Kasutades abimuutujat 7;(i) saame leida hetkel ¢ koige toenéolisema oleku wuy,
vaartuse:
up = argmax (i), 1<t <T.
1<i<N
Saadud joondus u’ = (uy,...,ur) ei pruugi olla iihene, seega igal sammul, kus
mitme oleku esinemise toendosused on vordsed, valime leksikograafiliselt viiksei-
ma oleku.

Valides iga ¢ korral kdige toenfolisema oleku, maksimeerib (2.5) oodatava ar-
vu oigeid olekuid, kuid saadava joondusega voib esineda teatud probleeme. Kuna
PMAP joonduse leidmisel ei arvestata iileminekutoenfosustega, siis juhul kui
mingi ¢ ja j korral iileminekutoenéosus a;; = 0, voib saadava joonduse toendosus
olla vaga madal voi isegi null.

Naide 2.2. Vaatleme téringuviskeid kolme taringuga: iihe ausa ning kahe kaa-
lutud tiringuga. Tdhistame need taringud vastavalt 1, 2 ja 3. Vastava HMM
parameetrid on jargmised:

0,8 0,1 0,1 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6
A=1{0,0 0,6 04|, B=1[1/10 1/10 1/10 1/10 1/10 1/2 |,
0,4 0,6 0,0 1/2 1/10 1/10 1/10 1/10 1/10

7 =(1/3,1/3,1/3).
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3 Mudeli parameetrite hindamine

Rabiner’ kolmest pohiprobleemist on mudeli parameetrite A = (A, B, 7) hindami-
ne koige keerulisem. Probleem seisneb selles, et varjatud andmetega mudelite kor-
ral ei pruugi toepéarafunktsioonil olla ilmutatud kuju voi on funktsioon keerulisel
kujul ning seda on raske maksimeerida. Hinnangute leidmiseks on palju erinevaid
meetodeid. Uks levinuim meetod on suurima tdepéra meetod, mis maksimeerib
P(YT = y"|)\). Toepirafunktsioonist voetakse tuletis, see vordsustatakse nul-
liga ning leitakse ekstreemumkoht. Kuna varjatud Markovi mudelis on peidetud
andmed, siis maksimeeritav toepirafunktsioon avaldub logaritmide summana iile
koikide joonduste x, millest on tuletist raske leida. Toepérafunktsiooni otse mak-
simeerimise asemel saame parameetrite suurima toepara hindamiseks kasutada
iteratiivseid hindamismeetodeid ehk treeninguid. Iteratiivsetele meetoditele an-
takse ette parameetrite algvidrtused, igal iteratsioonil kohandatakse parameet-
rite vadrtusi eelnevate pohjal. Koige populaarsem iteratiivne algoritm suurima
toepéra leidmiseks varjatud andmetega mudelite puhul on EM algoritm (ingl.
FEzpectation-Mazimization algorithm). EM algoritmi abil on hinnangute leidmine
aga iildiselt lisna keerukas ning alternatiivina saame kasutada Viterbi treeningut,
mida on oluliselt lihtsam implementeerida, kuid mis annab sageli {isna darmusli-
kud hinnangud.

Mudeli parameetrite hindamise algoritmidele on viga olulised algldhendid. Toe-
parafunktsioonil on iildiselt mitu ekstreemumkohta ning kehvade algparameetrite
valiku korral ei pruugi me jouda globaalsesse maksimumi. Et leida head algldhen-
did ning jouda globaalsesse maksimumi, tuleks anda ette palju erinevaid alglé-
hendeid ning nende hulgast valida suurima toepédraga parameetrid. Alglahendid
tuleks valida voimalikult erinevad, et need kataksid iihtlaselt kogu otsimispiirkon-
na.

Kuna kiesolevas peatiikis on vaatluste y” ning joonduse z7 pikkus T fikseeri-
tud, siis tdhistame

y:=(y1,...,yr), x:=(T1,...,27)
ning vastavad toendosused

Py)=PYi=w,....Yr=yr), Plx):=PXi=x,...,Xr=2xp).

3.1 Viterbi treening

Viterbi treeningu kirjelduse voib leida néditeks [1]. Olgu y teadaolev vaatluste
jada ning meie eesmérk on hinnata mudeli A = (A, B, w) parameetreid. Viterbi
treening on iteratiivne algoritm, mis maksimeerib vaatluste ning varjatud joon-
duse iihistoepira, kuid ei pruugi leida suurima téepéra hinnangut P(y|)). Viterbi
treening leiab l-ndal iteratsioonil Viterbi joonduse v parameetrite A\~ poh-
jal ning seejirel leitakse parameetrite uued vaartused 2D joonduse v kaudu.
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Igal iteratsioonil kohandatakse kordamooda joonduse ? ning parameetrite A0
vaartusi. Kuna Viterbi treening ei suuda efektiivselt hinnata algtoenéosusi, siis

kiesolevas alapeatiikis eeldame, et 7w on teada. Téhistame hinnatavad parameet-
rid 6 := (A, B).

Sisend: A, B algvdirtused, algoleku téenédosused m, vaatluste vektor y
1. Leia Viterbi joondus (vy,...,vp) = o™

2. Viterbi joonduse v korral leia AV BY jirgmise eeskirja alusel:
W=r L i S
CLij = P(Xl = Sj|Xl—1 = Si) = W’ klll Z,-Tzk 7é 0
(a) >k T

W _ - U

a;; = a; kui ZTzk =
T-—1 g

Ty = #{t 0 = sl = 5} = D Lo (01, 0ih)
t=1
A E.(l)
(k)Y = P(Y; = o X; = s;) = # kui B #£0
g bi(k)® = by(k) Y T ]ZE.@ P
i i ; ij

J
T
! ! !
EY =#{t v =siy =0} =D ooy (0!, 1)
t=1

3. AW, BO pohjal leia uus joondus v+

4. Lopeta, kui v+ = 0

Viljund: parameetrite A ja B hinnangud

Algoritm 2: Viterbi treening

Esialgselt ette antud parameetrite vddrtuste korral leiab Viterbi treening koige-
pealt suurima tingliku téenfosusega Viterbi joonduse vV = (vy, ..., vp). Ulemi-
nekumaatriksi elemendi a;; hindamiseks loeme kokku koik iileminekud olekust
¢ olekusse j ning jagame saadud arvu koikide iileminekutega olekust ¢ olekusse
k € S. Analoogiliselt b;(k) leidmiseks loeme kokku, mitu korda emiteeriti siim-
bol o olekust ¢ ning jagame tulemuse arvuga, mis nditab, mitu korda emiteeriti
siimbol 0; € O olekust 4. Niiiid itereerime, kasutades uusi hinnanguid A®, B®
leiame uue joonduse v ning hindame mudeli parameetreid A+, BU+1) sama
skeemi alusel. Selgub, et algoritmi iteratsioonide arv on alati loplik.
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Lause 2. Viterbi treeningu igal iteratsioonil maksimeerib #¢) Viterbi joonduse
v ja vaatluste y iihistGepira:

0 = argmax P(v\V, y|0).
0
Téestus. Bt P(v",y|0) = P(vV]0) - P(y|v®,0), saame

In P(v¥,y|f) = In P(vV|0) 4+ In P(y|vV,0) =
=InP(vV|A, B) +InP(yjvY, A, B) =
=In P(vW|A) + In P(y[v"Y, B),

kus viimane vordus kehtib, kuna P(v\"| A, B) leidmisel ei ole meil infot vaatluste
kohta ning joonduse v tdeniosuse leidmiseks peame teadma vaid {ilemineku-
toendosusi. Analoogiliselt on meil P(y[v®", A, B) leidmisel vV fikseeritud, seega
y toendosuse leidmiseks piisab meil teada vaid emissioonitoendosusi. Seega voime
leida maksimumi molema liidetava kohta eraldi.

Esmalt leiame
argmax In P(vV|A).
A

Téhistame n;; tleminekute arvu olekust 7 olekusse j joonduses ¥ ehk

T—1
l [
i =3 sy (01, v1),
t=1

toeparafunktsiooni saame kirjutada kujul

N N

L(A) = argmax P(vW|A) = Ul
(4) = angmas P14 = [ [T

i=1j=1

Siis logaritmtoepéra on kujul

N N
[(A) = argmax In P(v®]A) = Z Zn” Ina;;. (3.1)

i=1 j=1

Uleminekumaatriksile A kehtivad kitsendused

N
> ai;=1, ay >0V (3.2)

J=1

Kuna kitsendused (3.2) kehtivad maatriksi A iga rea kohta, siis voime toepéra
(3.1) maksimeerida iga rea kohta eraldi. Seega iga maatriksi A rea

Ai = (Aih e 7A1N)
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puhul maksimeerime funktsiooni

N
Az) = Z Nij In Qjj-
j=1

Lagrange kordajate meetodil, kasutades kitsendusi (3.2) saame

8aw<zn”1na”+)\<za” )) =0

M0\ =0V (3.3)
Clij
nij—l—)\i~aij:0 VJ

Summeerime iile koikide indeksite j ning votame arvesse kitsenduse (3.2).

N

Kui an # 0, siis asendame \; védrtused (3.4) vorrandisse (3.3), saame
k=1

nlj Z Nk = 0 \V/]

Seegaigai=1,...,Njaigaj=1,..., N korral
Nij
Zszl Tik

aij =

Kui an = 0, siis joonduses v ei ole kordagi olekut i, mistottu suurima

téepér_aga tileminekumaatriks pole iiheselt médratud ning ei soltu i-ndast reast.
Jarelikult jattes sel juhul a;; hinnangu samaks, mis eelmisel iteratsioonil, saame
iihe suurima toepéraga iileminekumaatriksi.
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Hinnangu
argmax In P(y[vV, B)
B

saab leida tdhistades m;; vaatluste k arvu olekus ¢ joonduses v ehk

T
l
mm:}:ﬁmmﬁﬁﬁw)

t=1

Siis logaritmtoepéira saame kirjutada kujul

N M
[(B) = argmax In P(y|v m Inb; (k). 3.5
(B) = argmaxIn Plylo, B) = 3 3" mie by (1 35)

i=1 k=1

Emissioonimaatriksi B iga rea kohta kehtivad kitsendused

Z bi( bi(k) > 0 Vk. (3.6)

Maksimeerime toepéra (3.5) emissioonimaatriksi B iga rea
B; = (Bi(1),...,Bi(N))

kohta eraldi. Seega maksimeerime funktsiooni

N
= mgInb;(k)
k=1

Lagrange kordajate meetodil, kasutades kitsendusi (3.6) saame

%(;miklﬂbi(@ -l—/\i(kz:;bi(k) — 1)) —0

Mg
bi(k)

Korrutame vorrandi (3.7) labi suurusega b;(k) ning summeerime iile koikide in-
deksite k, vOttes arvesse kitsendused (3.6).

M M
Zmij + A Zbi(j> =0
j=1 =1

+ X =0 Vk (3.7)
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M
Kuiz m;; # 0, siis asendame \; vaértused (3.8) vorrandisse (3.7), saame

Jj=1

M
Mg,
— — m;; =0 Vk.
bi(k) le ’
Seegaigai=1,...,Njaigak=1,..., M korral

bi(k) = =
Zj:l My
M
Kui Z m;; = 0, siis joonduses oW eiole kordagi olekut ¢, mistottu suurima toepé-
j=1
raga emissioonitoeniosuste maatriks pole iiheselt madratud ning ei soltu ¢-ndast
reast. Jarelikult jattes sel juhul b;(k) hinnangu samaks, mis eelmisel iteratsioonil,
saame iihe suurima toepdraga emissioonitoendosuste maatriksi.

O
Lause 3. Viterbi treeningu iteratsioonide arv on alati loplik.
Toestus. Vaatluste jada y on fikseeritud. Defineerime funktsiooni
fO,v)=PYi=w1,....Yr =yr, Xy =v1,... X7 = vp|0)

Olgu 6 i-ndal iteratsioonil leitud parameetrid ning v 4-ndal iteratsioonil leitud
joondus. Kuna iga ¢ korral

o) = argmax f(0, 2),
zeST
siis o o
FOD, 0Dy < (0D, 00, (3.9)

Lause 2 pohjal . A
0% = argmax P(v®¥, y|6),
o

seega
FOD DY < F(OUFD i)y, (3.10)

Kui f(8%, 0Dy = £(00+D ) siig £(09,0@) = £(09, 0D, Kuna algorit-
mi parameetrite hinnang on igal iteratsioonil iihene, peab v = D mistottu
6@ = 9l Seega avaldises (3.10) kehtib vordus parajasti siis, kui 8% = g+,
Jarelikult eeldusel ) # #0FY) saame (3.9) ja (3.10) pohjal

FOU,00) < fOUHY, 01D), (3.11)

Veendume esmalt, et iihegi eelneva joonduse juurde tagasi ei minda.
Oletame vastuviiteliselt, et leidub k > 2, nii et

@ = k) @ L M)y e {1,k — 1} (3.12)
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Vorduse (3.12) ning lause 2 pohjal

01 = argmax P(v\¥, y|9) = 90FH).
0

Seega sammul ¢ ja sammul ¢ + £ saime samad parameetrite hinnangud, mistottu
F(0W, 0@y = F(OUHR) 4(E+R), (3.13)
Eelduse (3.12) ning vorduse (3.11) pohjal
FIOD, 0@ < (0D D) < < feHR) i)y,

mis on vastuolus vordusega (3.13). Jarelikult iihegi eelneva joonduse juurde tagasi
el minda.

Mudelis on kokku N olekut ning vaatluste jada koosneb T' elemendist. Jarelikult
kokku on voimalikke joondusi N7. Seega kui iihelgi sammul Viterbi joondused
ei ole vordsed, siis hiljemalt sammul N7 on kéik voimalikud joondused libi vaa-
datud. Kuna iihelgi iteratsioonil eelnevate joonduste juurde tagasi ei minda, siis
algoritmi iteratsioonide arv peab olema loplik.

O

Paneme tahele, et kui Viterbi treeningu /-ndal iteratsioonil a;; = 0, siis joonduses
v ei leidunud iihtegi iileminekut olekust i olekusse j. Seega ka iihelgi jirgneval
iteratsioonil ei saa elemendi a;; hinnang suureneda. Analoogiliselt, kui mingil ite-
ratsioonil b;(k) = 0, siis vastavas joonduses ei vastanud olekule j kordagi vaatlus
k. Jarelikult ei saa jargnevatel iteratsioonidel emissioonitéendosus b;(k) olla nul-
list suurem.

Vaatame paari konkreetset nédidet, milliseid parameetrite hinnanguid Viterbi tree-
ning viljastab.

Naiide 3.1. Olgu meie mudelis olekud S = {1, 2} ning neli vaatlust O = {A, T, C, G}.
Olgu iileminekumaatriks, emissioonimaatriks ja algoleku toendosuste jaotus vas-
tavalt

0,2 0,8 , (0,2 0,4 0,3 0,1\ . _
A‘<0,4 O,6)’B_<O,3 0,1 0,5 0,1)’”_(0’5’0’5)‘

Genereerime andmete pohjal 100-elemendilise vaatluste jada

y=(T,G, A, C, T,AC,A,C,C,A, T, T,C, G, T, C, C, C, A, G, A, C,
C,C,CCAGCTTCCCAATACGTT, G GT,C,C,C,
T,ACT CCCC T, CAGGT T,CCT,C A AT G,C, AT,
C,AJAT,C,G,C,T,C,C, T,C,C, T,A,C, T,C, T, T, C, A, G, T, C)



Sellele vastav tegelik olekute jada (mis pole vaatlejale n&htav) on

1,2,2,2,2,1,2,1,2,2,1,2,2,1,2,1,2,2,2,2,1,2,2,2,2,2,1, 1,1, 2,
,2,1,2,1,2,2,1,2,2,1,2,2,1,2,2,1,2,2,1,2,2).

Hindame mudeli parameetreid, kasutades Viterbi treeningut. Anname parameet-
rite algviartusteks ette oiged vidrtused. Algoritm teeb kaks iteratsiooni ning vil-
jastab jargmised parameetrite uued vadrtused:

A 0,1852 0,8148 B 0,0000 1 0,0000 0,0000
- \0,2917 0,7083)> ~  \0,2603 0 0,5753 0,1644

Néeme, et algoritm andis emissioonimaatriksile iisna darmusliku hinnangu. Emis-
sioonimaatriks néitab, et olekus 1 saab vaadelda ainult siimbolit 7', teiste vaat-
luste ndgemise toendosus olekus 1 on null.

Néiide 3.2. Vaatleme endiselt olekuid S = {1, 2} ning nelja vaatlust O = {A, T, C, G}.
Olgu iileminekumaatriks, emissioonimaatriks, algoleku toendosused ning vaatlus-
te jada samad, mis néiites 3.1.

Hindame mudeli parameetreid, kasutades Viterbi treeningut. Seekord anname
parameetriteks ette jargmised algvadrtused:

0,5 05\ , (01 0.4 02 0,3\
A:<075 O,B)’B_(O’?) 071 0’2 0,4)771-_(07570;5).

Algoritm teeb taas kaks iteratsiooni ning viljastab jargmised parameetrite uued
vaartused:

A 0,7059 0,2941 B 0,0000 0,3913 0,6087 0,0000
-~ \0,6452 0,3548)> ~  \0,6129 0,0000 0,0000 O0,3871

Néeme, et algoritmi véiljastatud emissioonitoenfdosuste maatriksi pohjal saame
seisundis 1 ndha vaid vaatlusi 7' ja C' ning seisundis 2 on voimalikud vaatlused
A ja G. Ka iileminekumaatriksi elementide hinnangud on iisna kauged tegelike
vaartustega vorreldes.

Kahe eelneva niite pohjal veendusime, et parameetrite hinnangud soltuvad ka
sisendparameetrite valikust.

Kuna Viterbi treening kasutab igal iteratsioonil parameetrite hindamiseks vaid

iihte joondust, siis voivad Viterbi treeningu véljundiks olla hinnangud, mis on
tegelikest vadrtustest viga kaugel. Selle asemel, et kasutada vaid suurima toenéo-
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susega joondust, voime arvesse votta ka teised voimalikud joondused ning leida
nende pohjal parameetrite suurima toepédra hinnangud.

3.2 EM algoritm

EM algoritm on iteratiivne algoritm leidmaks suurima toepéra hinnangut mudeli
parameetritele varjatud andmete korral. Iga iteratsioon koosneb kahest sammust:
E-sammul (ezpectation step) leitakse toepdrafunktsioon, kasutades eelmisel sam-
mul leitud parameetrite hinnanguid. M-sammul (mazimization step) maksimeeri-
taks toeparafunktsioon eeldusel, et varjatud andmed on teada. Varjatud andmete
tegelike vddrtuste asemel kasutatakse E-sammul leitud hinnangut. Varjatud Mar-
kovi mudeli korral nimetatakse EM algoritmi ka Baum-Welch algoritmiks. Baum-
Welch algoritm baseerub kahe funktsiooni arvutamisele, mida tuntakse forward
ja backward valemitena (vt ptk 1.3).

Vaatleme abifunktsiooni

QAN ZP zly, A9) - In P(z,y|A), (3.14)

kus A\ tihistab esialgseid parameetrite hinnanguid. Niitame, et (3.14) maksi-
meerimine iile A ei vihenda vaatlusandmete ndgemise toepéra [1, 5.

Lause 4. Kui AtV = argmax Q(AA®), siis
A

P(y[A“Y) = P(y|A©).
Toestus. Tingliku toendosuse definitsiooni pohjal

Pz, y|\) -
PN (z]y, A).

Votame eelmisest vordusest logaritmi ning seejéarel korrutame avaldist suurusega
P(z]y, A).
In P(z,y|A) — In P(y|A) = In P(aly, \

Summeerime iile koikide joonduste x:

> I P(a,ylA) - Plaly, A) =l P(y|A) Y Plaly, A)

= W P(zly,\) - P(z]y, \)

Kuna Z P(z|y, \©) = 1, siis jaéb jérele vordus
> I P(x,y|A) - Plzly, A9) —In P(y|A) = ZlnP zly, A) - Plaly, ).
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Paneme tdhele, et eelneva vorduse saame kirja panna kui

QAN ZlnP zly, A) - P(zly, \9) = In P(y|\). (3.15)

Kuna vordus (3.15) kehtib iga A korral, siis peab see kehtima ka A ja AtV
korral, seega

QUAIIND) =3 "In Py, A) - P(x]y, \)) = In P(y|A"?)

QUNTVIND) = "I P(afy, XFV) - Plaly, A) = In P(y|A“*Y)
Viite toestuseks piisab néidata, et
QAN = QA IN) (3.16)
ja
ZlnP zly, A - Pa]y, A9 < ZlnP 2y, N9 - P(z|y, \9).  (3.17)

Vaérratus (3.16) kehtib tinu eeldusele A = argmax Q(A|A©).
A

Vorratuse (3.17) toestamiseks veendume, et

Z (ln P(x|y, )\(C)) —1In p(x‘%,\@*l)))P(x]y, A(C)) =0

T

57 (1 Pl A1) = 1 Pl X)) Plaly )

= 32 ~(1n Plaly, X) — 1 P(aly, X)) Plaly. 5°)

_ P(z]y, \“tD) (©

- (xly,

Kuna —In on kumer funktsioon, siis Jenseni vorratuse pohjal

P(x|y, At) \y C*”)
—1 s ) p A© —In ’ A©

T
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Nigime, et () maksimeerimine ei kahanda vaatlusandmete nigemise toepéra. Saab
nédidata (vt nt [6]), et EM algoritm koondub lokaalseks maksimumiks, kuid ei
pruugi anda globaalset maksimumi. Asjaolu, kas algoritm koondub lokaalseks voi
globaalseks maksimumiks, soltub sisendparameetrite valikust.

Jargnevalt vaatame, kuidas leida EM algoritmi abil hinnangud HMM parameet-
ritele. Q-funktsiooni kuju tuletamise voib leida [7].

Fikseeritud x ja A korral

T T
P(y’{[, )‘) = Hp(yt"%t) = bl“l (?/1) et bIT(yT) = Hb$t(yt)
t=1 t=1
T-1
P(%l)\) = Mgy " Qgyzy * Qugzg " -+ - " Qzp_q o = Ty H Qgyoapiq
t=1

Seega
T—-1 T
P(z,y|\) = P(ylz, \) - P(z|)) = m,, H H ba, (1)

T-1
In P(z,y|A\) =Inm,, + Zlnamt pe1 T Zlnbxt (yt)
t=1 t=1

Funktsioon (3.14) saab kuju

QAN Zlnﬂx1~ (z]y, \9) —|—ZZIH%MM- (z]y, \©)
—l—ZZlnbwt (1) - P(x|y, \9).

Kuna optimeeritavad parameetrid saime kirja panna iiksteisest soltumatult, siis
voime parameetite maksimeerimisel maksimeerida koiki parameetreid eraldi.

Esmalt leiame hinnangu algtoenfosuste jaotusele 7.

= argmalen Ty - P(z|y, \¥) (3.18)

T
xT

Kuna algtoendosuste leidmisel huvitab meid vaid joonduse x esimene vadrtus, siis
voime vorduse (3.18) kirjutada kujul

N
= argmaXZlnm - P(Xy =iy, \9).

4 i=1
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Algtoendosuste jaotusele kehtivad kitsendused
N
Y om=1, m>0Vi (3.19)
i=1

Lagrange kordajate meetodil, kasutades kitsendusi (3.19) saame

9 (X N
o < 1 Inm; - P(Xy =iy, \9) +u<izl7ri — 1)) =0

P(X; = ily, \©

T
P(X; =iy, \9) = —p-m; Vi (3.20)

Summeerime iile koikide indeksite ¢ ning avaldame p, vottes arvesse kitsendused

(3.19).

N
Y P(Xy =y, A = —p >
j=1

=1
p=—1
Asendame p védrtuse vorrandisse (3.20).

T = P(X, =iy, \9) Vi

Jargmisena leiame hinnangu iileminekumaatriksile A.

T-1
A= argmaxz Z nag, .., - P(r|y, \) (3.21)
A =1

T

Kuna igal sammul huvitavad meid ainult elemendid x; ja ;.1 , siis voime vorduse
(3.21) kirjutada kujul

N N T-1
A= argmaxz Z Zln ai; - P(Xy =i, Xy o1 = jly, A9).
A
i=1 j=1 t=1

Uleminekumaatriksi igale reale kehtivad kitsendused

N
Zazj =1, a; >0V (3.22)

J=1

Leiame hinnangu (3.21) Lagrange kordajate meetodil eraldi iga rea kohta, kasu-
tades kitsendusi (3.22):

P N T-1 N
5 <ZZln% P(Xy =1, Xp41 = jly, A9) +m(zaij - 1)) =
]

j=1 t=1 j=1
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’ﬂ

IP(Xt—Z Xt+1_]|y7 )

+pi =0 Vj
t=1 Qi
T—1
ST P(Xs = i, Xegr = Iy A9) = —pii - ayy V) (3.23)
t=1

Summeerime iile koikide indeksite j ning avaldame p;, vottes arvesse kitsendused

(3.22).
N T-1 N
ZZP(Xt =1, X1 = k’|yv)\(c)) = M Zaik
k=1 t=1 k=1
T-1
==y P(X; = ily, A\
t=1

Asendame p; védrtuse vorrandisse (3.23) ning avaldame a;;.

T-1 T-1
ZP(X:& =4, Xes1 = jly, )\(C)) = ZP(Xt =1ly, )\(c)) “ag Vj
t=1 t=1

T-1 . .
a/ij — t=1 ( t 1y, Al ]|y ) vj

1= 1P(Xt—l|y>\ )

Viimasena leiame hinnangu emissioonitoenfosuste maatriksile B.

= argmax Z Z In by, (y,) - P(x|y, \9) (3.24)

Kuna igal sammul huvitab meid, milline element emiteeriti olekust x;, siis voime
vorduse (3.24) kirjutada kujul

= argmaxz Zlnb ye) - P(X; = ily, A\9).
Emissioonimaatriksi igale reale kehtivad kitsendused
M
> bi(k) =1, bi(k) >0 Vk. (3.25)
k=1

Leiame hinnangu (3.24) Lagrange kordajate meetodil eraldi iga rea kohta, kasu-
tades kitsendusi (3.25):

P N T M
_]{:)<221an P(X; =i|y, A C) —l—ul(sz 1)) =0
i=1

t=1 k=1
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T

ZP Xt—l|y7 ) yt(0k> +u; =0 VEk
- bi(k)

P(X, = ily, X1, (o) = —pibi(k) Yk (3.26)

TFM%
I

Summeerime {ile koikide indeksite k ning avaldame p;, vottes arvesse kitsendused

(3.25).
M T
>3 P = A 0) = 30
j=1 t=1
T
==y P(X =iy, )
t=1

Asendame p; vidrtuse vorrandisse (3.26) ning avaldame b;(k).

T T

> PXy =iy, NI, (o) = Y P(X, = ily, X\)bi(k) Vk
t=1 t=1
b(k) _ Zle P(Xt = Z|y’ /\(C))Iyt(ok>
Yoy P(Xy =iy, A)

Leitud hinnanguid saame kirjeldada backward ja forward muutujate kaudu.
Defineerime suuruse (i)

(1) = P(Xe = ily, A).
Peatiiki 2.3 tulemuse pohjal

ali)ii)
Zé\f:l . (7)B:(4)

Jargmisena defineerime suuruse &(i, j):

V(i) =

P(y[A)
_ a(2)aijbe (1) Br1(J) _ (1) aibe (1) By (4)
P(y|A) SV Zjvzl (1) aijby (i) B (4)

Joonis 8 illustreerib &(i, j) leidmiseks vajalikke samme.
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aij bj(Y11)

t+1 t+2

Joonis 8: Sammud &(4, j) leidmiseks ( joonis tehtud |2]| pohjal)

Seega kasutades muutujaid v,(7) ja &(,7) saame

(7= P(X, =iy, \9) = 3 (d)
LT P =i X = g ) S G )
! TVP(X = iy, A©) S (i)
(k) = et PO = iy X1 (00) _ S () (00)
\ Zle P(Xt = i|y, /\(c)> Zthl %(i)

Naiide 3.3. Teeme niited 3.1 ja 3.2 1abi EM algoritmi kasutades. Koigepealt
anname sisendiks tegelikud parameetrite vidrtused. Teeme 130 iteratsiooni, hin-
nangute vahed viiksemad kui 0,001 ning vdljundiks on jargmised vidrtused:

7=(1,0), A= 0,2712 0,7288\ . _ (0,3175 0,6815 0,0010 0,0000
P A= 04647 0,5353)° 7 T \0,1071 0,0026 0,6923 0,1980 )

EM algoritm andis lileminekumaatriksile iisna ldhedase hinnangu, vorreldes tege-
liku maatriksiga. Emissioonimaatriksi hinnang erineb tegelikust vadrtusest natuke
rohkem, kuid ndeme, et saime paremad hinnangud kui Viterbi treeningu puhul.
See-eest kuigi tegeliku algtoendosuste jaotuse pohjal voisid olekud 1 ja 2 esineda
sama toendosusega, siis EM algoritmi hinnangu pohjal saab algolekuks olla vaid 1.

Anname niiiid algviartusteks ette parameetrid, nagu néites 3.2. Itereerime taas
130 korda, hinnangute vahed on viiksemad kui 0,001 ning saame parameetritele
jiargmised hinnangud:

7=(1,0), A= 0,2733 0,7267\ , _ (0,3152 0,6802 0,0046 0,0000
o 7 \0,4675 0,5325) 0,1079 0,0011 0,6923 0,1987)"

36



Néeme, et molemate sisendandmete korral saame parameetritele iisna ldhedased
hinnangud. Seega antud néite korral koondub EM algoritm molemate sisendand-
mete korral samadeks viartusteks.

3.3 PMAP treening ning hindamismeetodite vordlus

Vaatleme modifikatsiooni Viterbi treeningust, kus igal iteratsioonil leiame uue
joonduse Viterbi algoritmi asemel PMAP algoritmiga. Kuna siin me enam ei leia
igal iteratsioonil suurima toenfosusega joondust, siis ei pruugi igal iteratsioonil
kasvada joonduse ning vaatluste iihistoepédra ning me ei pruugi saada ka suurima
toepédra hinnangut. Nagu peatiikis 2.2 veendusime, voib PMAP joonduses esineda
keelatud iileminekuid, seega ei pruugi ka saadavate parameetrite hinnangud olla
valiidsed. Kui me néiteks teame, et mingi iilemineku- voi emissioonitoendosus on
vordne nulliga, siis véib PMAP treening anda hinnangu, kus vastav téenéosus
on nullist suurem. Kuna ka iteratsioonide arv ei pruugi olla loplik, siis algoritm
16petab 66, kui «+ = 4@ v8i kui tehtud rohkem kui 100 iteratsiooni.

Niide 3.4. Vaatleme olekuid S = {1, 2} ning nelja vaatlust O = {A,T,C, G}.
Olgu iileminekumaatriks, emissioonimaatriks, algoleku toendosused jargmised:

0,2 0,8\ , (0,6 0,0 0,5 0,3\
A_<O,8 0,2)’3_(0,4 0,2 0,3 0,1)’”_(0’5’0’5)'

Genereerime 100-elemendilise vaatluste jada:

y=(T,A, T,A,C,A, C,A,C, AT, AT, A G, T, A, T, C, A, C, A A,
ACGAT G G A AAAACT CCC T C A A AT, C, A,
C,AT, T,C, T, A A) AT, C, G, C, A, A, T, AJA]T, A, A, C, A) A A
T, A G G AATCTATAGCTATCCCT G AGCGG)

Hindame parameetrite viaartusi nii Viterbi treeningu, EM algoritmi kui ka PMAP
treeningu abil. Anname koikidele meetoditele ette jargmised alglahendid:

0,8 0,2\ , (0,2 0,0 0,5 0,3\ . _
A‘(o,e‘ 0,4)’8_(0,4 0,2 0,3 0,1)’”_(0’5’0’5)'
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A

eselil 0,2 0,8 0,6 0,0 0,3 0,1

eeH 0,8 0,2 0,2 0,5 0,1 0,2
Viterhi | (0:7237 0,2763) | (0,5455 0,0000 0,2987 0,158
¢ 0,9565 0,0435 0,0000 1,0000 0,0000 0,0000
i 0,1653 0,8347\ | /0,5310 0,0000 0,3896 0,0794
0,8717 0,1283) | \0,3052 0,4678 0,0650 0,1620
oaiap | (03824 0,6176Y | (0,0000 0,0000 0,6571 0,3429
0,3385 0,6615 0,6462 0,3538 0,0000 0,0000

Tabel 2: Parameetrite hinnangud erinevate meetodite korral

Tabelist 2 ndeme tegelikke parameetreid ning kolme erineva treeningu véljundeid.
Uurime, milline kolmest meetodist andis parimad hinnangud. Tabelit vaadates on
raske otse pakkuda, milline hinnang oli parim ja milline halvim. Vordleme mee-
todeid nelja erineva kriteeriumi kaudu.

Esimese voimalusena leiame, millised hinnangud on absoluutvairtuselt koige 14-
hedasemad tegelikele vadrtustele. Selleks leiame iga meetodi korral

D lag =@l + ) [bik) = bi(k)].
ij ik
Jargmisena uurime, millise meetodi viljundi toepéra oli suurim. Selleks leiame

In P(y6).

Viimasena vaatame joonduse ja vaatluste iihistoepdra. Varjatud joondust hinda-
me nii Viterbi kui ka PMAP algoritmi abil. Seega leiame

In P(y, v(6)]9),

In P(y, u(6)|6).
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Viterbi EM PMAP

> ag — aiil + > bi(k) — bi(k)| | 2,472 0, 6024 3,3892
1,5 i,k

In P(y|0) —125,1597 | —123,606 | —129,6493

In P(y, v(0)|6) —125,1597 | —134, 6378 | —129, 6493

In P(y, u(h)|6) —125,1597 | —136,7119 | —129, 6493

Tabel 3: Viterbi treeningu, EM algoritmi ja PMAP treeningu vordlus

Tabelist 3 ndaeme, et absoluutvadrtuste vahest oli EM algoritmi hinnang koige
lahemal tegelikele parameetritele ning PMAP treening andis selle néite korral
koige kaugema hinnangu. Kuna EM algoritm leiab lokaalselt suurima toepéra
hinnangu, siis on loomulik, et EM andis suurema toepéraga hinnangu, kui tei-
sed meetodid. Samuti teame, et Viterbi treening maksimeerib Viterbi joonduse
ja vaatluste tlihistoepdra. Tabelist 3 ndeme, et Viterbi treening andiski vasta-
vale toendosusele koige korgema vadrtuse. Antud niite korral saime nii Viterbi
kui ka PMAP treeningu korral {thesugused hinnangud toepérale ning molemale
iihistoepiarale. Kokkuvottes andis antud néite korral EM algoritm koige paremad
hinnangud, sest saime koige suurema toepiraga parameetrid ning hinnangud olid
koige lihemal tegelikele vadrtustele.

Naide 3.5. Uurime, kuidas soltuvad erinevate meetodite korral parameetrite
hinnangud alglihenditest vaatluste arvu T suurenedes. Valime 17 algliahendit (vt
lisa 2), sealhulgas anname ette ka tegelikud parameetrite vairtused 0y ning leiame
hinnangud 0; nii EM algoritmiga, Viterbi treeninguga kui ka PMAP treeninguga.
0 vaartused iiritame valida voimalikult erinevad.

Leiame iga meetodi korral parimate lopplihendite hulga, selleks defineerime EM

algoritmi korral R “
Ir = {i: P(y"|0:) = max P(y"]0;)},

Viterbi treeningu puhul
Iy = {i: P(v(0,),y"|6:) = max P(v(6;),y"10;)}

J

39



ning PMAP treeningu korral

~ ~

Ir = {i - Pu(6:), y"16:) = max P(u(6)), 4" 16;)}.

J

Genereerime 450-elemendilise’ vaatluste jada ning anname algoritmidele ette T
esimest elementi. Votame T' € {10, 50, 100, 200, 300, 400, 450}. Esitame parimate
algldhendite hulgad jérgnevas tabelis.

EM Viterbi | PMAP

[10 {073757677787 137 14} {15} {0}

Io | {0,1,2,3,5,6,7,8,9,11,13,14,16} | {11} | {11}

Lo {0,1,3,5,6,7,8,11,13} {11} {11}
I00 {0,1,6,7,8,13} {11} {11}
Is00 {0,7,13} {11} {11}
Ly00 {0,8,13} {11} {11}
Iy50 {0,7,8,13} {11} {11}

Tabel 4: Parimate parameetrite indeksid

Paneme iga meetodi korral kirja ka parimad ldhendid ning hinnangu tépsuse.
Téapsuse hindamiseks leiame, kui kaugel olid hinnangud tegelikest viirtustest, st

arvutame R
Z la;; — dij| + Z |b; (k) — b;(k)|.
ik

Z‘?j

!'Kuna kirjutatud programmides on forwrad ja backward muutujad skaleerimata,siis suure-
mate T vadrtuste korral ldksid toendosused iildiselt nii viikseks, et kirjutatud programmid ei
suutnud vastavaid toendosusi arvutada.
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A B tapsus
EM 1,000 0,000 0,459 0,306 0,000 0,235 1.93
0,288 0,712 0,000 0,000 0,288 0,712 ’
. . 0,0 1,0 0,250 0,500 0,250 0,000
Viterbi (0, 8 0, 2) (0, 333 0,000 0,000 0, 667) L7
1,000 0,000 0,428 0,286 0,000 0,286
PMAP (O, 333 0, 667) (O, 000 0,000 0,333 0, 667) 1812
Tabel 5: Parameetrite hinnangud 7" = 10 korral
A B tapsus
0,957 0,043 0,489 0,201 0,310 0,000
EM (O, 112 0, 888) (O, 253 0,252 0,071 0, 424) 2,308
Viterbi, 0,250 0,750 0,000 0,000 0,000 1,000 4439
PMAP 0,122 0,878 0,476 0,262 0,262 0,000 ’
Tabel 6: Parameetrite hinnangud 7" = 50 korral
A B tapsus
0,979 0,021 0,545 0,154 0,248 0,053
EM (0, 158 0, 842) (0, 204 0,255 0,076 0, 465) 2,276
Viterbi, 0,182 0,818 0,000 0,000 0,000 1,000 4639
PMAP 0,102 0,898 0,557 0,193 0,250 0,000 ’

Tabel 7: Parameetrite hinnangud 7" = 100 korral
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A B tapsus
0,967 0,033 0,435 0,230 0,248 0,087
EM (0, 373 0, 627) (O, 000 0,017 0,428 0, 555) 1,394
Viterbi, 0,192 0,808 0,000 0,000 0,000 1,000 4474
PMAP 0,116 0,884 0,454 0,241 0,305 0,000 ’
Tabel 8: Parameetrite hinnangud 7" = 200 korral
A B tapsus
0,922 0,078 0,415 0,236 0,256 0,093
EM (0, 415 0, 585) (0, 040 0,138 0,218 0, 604) 1,394
Viterbi, 0,283 0,717 0,000 0,000 0,000 1,000 1996
PMAP 0,150 0,850 0,429 0,267 0,304 0,000 ’
Tabel 9: Parameetrite hinnangud 7" = 300 korral
A B tapsus
EM 0,849 0,151 0,441 0,260 0,167 0,132 0.54
0,418 0,582 0,102 0,091 0,533 0,274 ’
Viterbi, 0,250 0,750 0,000 0,000 0,000 1,000 196
PMAP 0,151 0,849 0,422 0,259 0,319 0,000 ’

Tabel 10: Parameetrite hinnangud 7" = 400 korral
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A B tapsus

0,818 0,182 0,457 0,274 0,122 0,147
EM (0, 410 0, 590) (O, 137 0,092 0,561 O, 210) 0,342
Viterbi, 0,240 0,760 0,000 0,000 0,000 1,000 4302
PMAP 0,150 0,850 0,429 0,262 0,309 0,000 ’

Tabel 11: Parameetrite hinnangud 7" = 450 korral

Hinnanguid leides avastasime iga meetodi korral, et leidusid algléhendid, mis and-
sid sama toepéra, kuid olekud olid vahetuses. Naiteks algparameetreid vaadates
méirkame, et 0, ja 615 on iiksteise permutatsioonid. Seega nende parameetrite
korral saame igal iteratsioonil samad joondused, kuid olekud on vahetuses. Selli-
sed algparameetrite komplektid annavad tegelikkuses sama hinnangu. Praktikas
voib meil olla lisainfot parameetrite kohta, mille pohjal valime parema hinnangu.
Kuna kdesolevas néites teame tegelikke parameetrite vaartusi, siis valime sellised
parameetrid, mis on tegelikele 1dhemal.

Tabelitest 5 — 11 ndeme, et T" = 50, 100, 200, 300, 400, 450 korral andsid Viterbi
treening ja PMAP treening samad tulemused. Vaatluste arvu suurenedes hinnang
el paranenud.

Teame, et suurima toepdra hinnang on mojus, st vaatluste arvu kasvades hinnang
koondub tegelikuks parameetriks. EM algoritm lihendab suurte 7" viartuste kor-
ral suurima toepéra hinnangut. EM koondub lokaalseks maksimumiks ning mida
rohkem algldhendeid valida, seda suurem on toenédosus jouda globaalse maksimu-
mini. Eelolevatest tabelitest ndeme, et EM algoritmi hinnangu tdpsus vaatluste
arvu suurenedes kasvab ning vahe hakkab lidhenema nullile. Samuti paneme tiahe-
le, et tabeli 4 pohjal kuulub ka algparameeter parimate ldhendite hulka. Viterbi
ja PMAP treeningu puhul sama tulemus ei kehti. Tabelist 4 nideme, et tegelik
parameeter ei andnud suuremate 7' vidrtuste korral parimat hinnangut.

Koige tédpsemad hinnangud andis ka selle ndite puhul EM algoritm. Nagime,

et vaatluste arvu suurenedes lihenevad hinnangud tegelikele vaartustele, mida
Viterbi ning PMAP treeningu puhul mérgata ei ole.
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4 Lisad

4.1 Lisa 1. Simulatsioonides kasutatud R koodid

# Forward muutuja

forward_muutuja <- function(0,S,PI,A,B,Y){
N=length(S)

Tee=length(Y)

alfa=matrix(c(rep(NA,TeexN)), nrow = Tee, ncol = N, byrow = TRUE,
dimnames = 1list(Y,S))
for (i in 1:N) {
alfal1,i]=PI[i]1*B[i,Y[1]]
+
for (t in 1:(Tee-1)) {
for (j in 1:N) {
summa=sum(alfalt,1:N]*A[1:N,j])
alfalt+1,j1=B[j,Y[t+1]]*summa
}
+
return(alfa)

}

# Backward muutuja

backward_muutuja <- function(0,S,PI,A,B,Y){
N=length(S)

Tee=length(Y)

beeta=matrix(c(rep(NA,TeexN)), nrow = Tee, ncol = N, byrow = TRUE,
dimnames = list(Y,S))
for (i in 1:N) {
beeta[Tee,i]=1
}
for (¢t in (Tee-1):1) {
for (i in 1:N) {
beetalt,il=sum(beetalt+1,1:N1*A[i,1:NI*B[1:N,Y[t+1]])
}
}
return(beeta)

}
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# Gamma muutuja

gamma_muutuja <- function(0,S,PI,A,B,Y){
N=length(S)

Tee=length(Y)

gamma=matrix(c(rep(NA,Tee*N)), nrow = Tee, ncol = N, byrow = TRUE,
dimnames = list(Y,S))

alfa=forward_muutuja(0,S,PI,A,B,Y)
beeta=backward_muutuja(0,S,PI,A,B,Y)

for (¢t in 1:Tee) {
nimetaja=sum(alfalt,1:N]*beetalt,1:N])
for (i in 1:N) {
lugeja=alfalt,i]*beetalt,il]
gamma[t,il=1lugeja/nimetaja
}
+
return(gamma)

}

# Ksii muutuja

ksii_muutuja <- function(0,S,PI,A,B,Y){
N=length(S)

Tee=length(Y)

ksii=array(0, dim = c(Tee-1,N,N))
alfa=forward_muutuja(0,S,PI,A,B,Y)
beeta=backward_muutuja(0,S,PI,A,B,Y)

for (t in 1:Tee-1) {
for (i in 1:N) {
for (j in 1:N) {
lugeja=alfalt,il*beetalt+1,j1*A[1,j1*B[j,Y[t+1]]
nimetaja=0
for (ii in 1:N) {
nimetaja=nimetajatsum(alfalt,ii]*beetalt+1,1:N]*A[ii,1:N]*
B[1:N,Y[t+11])
+
ksii[t,i,jl=1lugeja/nimetaja
}
}
}
return(ksii)

}
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# Viterbi algoritm

viterbi_algoritm <- function(0,S,PI,A,B,Y){

N=length(S) # olekute arv

Tee=length(Y) # vaatluste jada pikkus
delta=matrix(c(rep(NA,TeexN)), nrow = Tee , ncol = N, byrow = TRUE)
psii=matrix(c(rep(NA,Tee*N)), nrow = Tee , ncol = N, byrow = TRUE)

for (i in 1:N) {
deltall,i]=PI[i]*B[i,Y[1]]
psiil1,i]1=0
+
for (t in 1:(Tee-1)) {
for (j in 1:N) {
deltal[t+1,jl=max(deltalt,1:NI*A[1:N,j1)*B[j,Y[t+1]]
psiilt,jl=which.max(deltal[t,1:N]*A[1:N,]j])
}
+
# Leiame Viterbi joonduse
v=c (NA)
v[Tee]l=which.max(deltal[Tee,1:N])
for (t in (Tee-1):1) {
vItl=psiilt,v[t+1]]
+
return(S[vl])
}

# PMAP joondus

PMAP_algoritm <- function(0,S,PI,A,B,Y){
N=length(S)

Tee=length(Y)

gamma=gamma_muutuja(0,S,PI,A,B,Y)

g=c(rep(1:Tee))

for (t in 1:Tee){
qlt]=which.max(gammal[t,1:N])

}

return(S[ql)

}

# Defineerime abifunktsioonid ililemineku ja emissioonide tdendosuste
# leidmiseks.

# Funktsioon leiab, mitu korda jargneb vektoris elemendile a element b.
a_jargneb_b <- function(vektor,a,b){
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kokku=0
for (i in 1:(length(vektor)-1)) {
if (vektor[i]l==a & vektor[i+1]==b){
kokku=kokku+1
}
}
return(kokku)
}

#Funktsioon leiab, mitu korda jargneb vektoris elemendile a mingi element.
a_jargneb_x <- function(vektor,a){
kokku=0
if(tail(vektor, n=1)==a){
kokku=(table(vektor) [a])-1
}
elseq{
kokku=table (vektor) [al
}
return(kokku)
}

#Funktsioon leiab, mitu korda on olekute vektoris olek a ja vaatluste
#vektoris vaatlus b.
olek_a_ja_vaatlus_b <- function(vaatlused, olekud,a,b){
kokku=0
for (i in 1:length(vaatlused)) {

if (olekud[il==a & vaatlused[i]==Db){

kokku=kokku+1

}
}
return(kokku)
+

# Viterbi treening
viterbi_treening <- function(0,S,PI,A,B,Y,X, loendur){
T=matrix(c(rep(0,length(S))), nrow = length(S) , ncol = length(S),
dimnames = 1ist(S,S))
E=matrix(c(rep(0,length(0))), nrow = length(S) , ncol = length(0),
dimnames = 1list(S,0))
olekud=viterbi_algoritm(0,S,PI,A,B,Y)
for (olek in S) {
for (v in 0) {
if (is.na((table(olekud)) [olek])){
Elolek, vl=Blolek, vl
}
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elseq{
Elolek, vl=(olek_a_ja_vaatlus_b(Y, olekud, olek, v))/
((table(olekud)) [olek])
}
}
+
for (olekl in S) {
for (olek2 in S) {
if (is.na(a_jargneb_x(olekud,olekl))){
Tlolekl, olek2]=A[olekl, olek2]

}
elseq{
Tlolekl, olek2]=(a_jargneb_b(olekud,olekl,olek2))/
(a_jargneb_x(olekud,olekl))
}
}

+
if (identical(olekud, X)) {
vastus <- list(T,E,loendur)
names (vastus) <- c("A","B","iteratsioone")
return(vastus)
+
else return (viterbi_treening(0,S,PI,T,E,Y,olekud,loendur+1))
}

# EM algoritm HMM jaoks

EM_algoritm <- function(0,S,PI,A,B,Y,loendur){
N=length(S)

K=length(0)

Tee=length(Y)

alfa=forward_muutuja(0,S,PI,A,B,Y)
beeta=backward_muutuja(0,S,PI,A,B,Y)
gamma=gamma_muutuja(0,S,PI,A,B,Y)
ksii=ksii_muutuja(0,S,PI,A,B,Y)

# Uus PI vaartus

PI_uus=c(NA)

for (i in 1:N) {
PI_uus[i]=gammal[1,i]

+

# Uus A vdartus
A_uus=matrix(c(rep(NA,N*N)), nrow = length(S), ncol = length(S),
byrow = T, dimnames = 1ist(S,S))
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for (i in 1:N) {
for (j in 1:N) {
A_uus[i,jl=sum(ksii[1:Tee-1,i,j])/sum(gammal[l:Tee-1,i])
}
}

# Uus B vaartus
B_uus=matrix(c(rep(NA,N*K)), nrow = length(S), ncol = length(0),
byrow = T, dimnames = 1ist(S,0))

iden <- function(t,k){
if (Y[t]==0[k]) return(l)
return(0)

by

for (i in 1:N) {
for (k in 1:K) {
lugeja=0
for (t in 1:Tee) {
lugeja=lugejatgammalt,i]*iden(t, k)
}
B_uus[i,k]l=lugeja/sum(gammal[1:Tee,i])
}
}

if (loendur>1) return(EM_algoritm(0,S,PI_uus,A_uus,B_uus, Y, loendur-1))

vastus <- list(PI_uus, A_uus, B_uus)
names (vastus) <- c("PI","A" 6 "B")
return(vastus)

+

# PMAP treening
PMAP_treening <- function(0,S,PI,A,B,Y,X, loendur){

T=matrix(c(rep(0,length(S))), nrow = length(S) , ncol = length(S),
dimnames = 1ist(S,S))
E=matrix(c(rep(0,length(0))), nrow = length(S) , ncol = length(0),

dimnames = 1list(S,0))
olekud=PMAP_algoritm(0,S,PI,A,B,Y)
for (olek in S) {
for (v in 0) {
if (is.na((table(olekud)) [olek])){
Elolek, vl=Blolek, vl
}

elseq{
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Elolek, vl=(olek_a_ja_vaatlus_b(Y, olekud, olek, v))/
((table(olekud)) [olek])
}
}
}
for (olekl in S) {
for (olek2 in S) {
if (is.na(a_jargneb_x(olekud,olek1))){
Tlolekl, olek2]=A[olekl, olek2]

}
elseq{
Tlolekl, olek2]=(a_jargneb_b(olekud,olekl,olek2))/
(a_jargneb_x(olekud,olekl))
}
}

}
if (identical(olekud, X) | loendur>100) {
vastus <- 1list(T,E,loendur)
names (vastus) <- c("A","B","iteratsioone")
return(vastus)
}
else return (PMAP_treening(0,S,PI,T,E,Y,olekud,loendur+1))
+

# Funktsioon, mis leiab joonduse x ja vaatluste y thistdepéra.
p_xy_ting_lambda <- function(0,S,PI,A,B,X,Y){
vastus <- PI[X[1]]
for (t in 1:(length(Y)-1)) {
vastus <- vastus*A[X[t],X[t+1]]
}
for (t in 1:(length(Y))) {
vastus <- vastus*B[X[t],Y[t]]
}
return(vastus)

}

# Funktsioon, mis leiab suurima tdepdra hinnangu
stp <- function(0,S,PI,A,B,Y){
alfa=forward_muutuja(0,S,PI,A,B,Y)
return(log(sum(alfal[length(Y),1:1length(S)]1)))
+
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4.2 Lisa 2. Alglihenditeks antud parameetrid

i=0 0,8 0,2 0,5 0,25 0,1 0,15
(tegelik) | \0,4 0,6 0,05 0,15 0,6 0,2
_, 0,5 0,5 0,4 0,2 0,3 0,1
‘= 0,5 0,5 0,1 0,3 0,1 0,5
_ 0,2 0,8 0,1 0,4 0,2 0,3
' 0,3 0,7 0,4 0,1 0,4 0,1
., 0,4 0,6 0,6 0,2 0,15 0,05
‘= 0,1 0,9 0,3 0,2 0,1 0,4
) 0,5 0,5 0,25 0,1 0,5 0,15
= 0,6 0,4 0,2 0,4 0,2 0,2
. 0,7 0,3 0,3 0,1 0,4 0,2
‘= 0,5 0,5 0,2 0,3 0,3 0,2
6 0,9 0,1 0,25 0,1 0,15 0,5
‘= 0,5 0,5 0,1 0,6 0,05 0,25
. 0,8 0,2 0,15 0,25 0,2 0,4
- 0,9 0,1 0,05 0,2 0,7 0,05
. 0,4 0,6 0,35 0,35 0,2 0,1
- 0,6 0,4 0,1 0,1 0,4 0,4
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_g | (0.7 0.3 0,15 0,15 0,35 0,35
' 0,7 0,3 0,35 0,35 0,15 0,15
_ 0| (01 0.9 0,05 0,6 0,05 0,3
‘= 0,8 0,2 0,35 0,25 0,15 0,25
| (02 08 0,1 0,2 0,3 0,4
' 0,2 0,8 0,4 0,3 0,2 0,1
| (0:25 075 0,1 0,4 0,25 0,25
‘= 0,65 0,35 0,5 0,3 0,1 0,1
_ 3| (055 0,45 0,4 0,3 0,15 0,15
‘= 0,6 0,4 0,1 0,2 0,55 0,15
i a | (015 0,85 0,3 0,2 0,4 0,1
- 0,25 0,75 0,2 0,3 0,1 0,4
s | (0,33 0,67 0,5 0,2 0,15 0,15
‘= 0,74 0,26 0,2 0,15 0,15 0,5
6| (07 0.3 0,4 0,1 0,4 0,1
‘e 0,8 0,2 0,1 0,4 0,2 0,3

Tabel 12: Naites 3.5 kasutatud algparameetrid
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