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SI1SSON I

Ulesannete kogu sisaldab naiteid ja ilesandeid mate-
maatilise analltsi alalt diferentsiaalarvutuse ulatuses ja
on mdeldud matemaatilise analUUsi praktikumi 18biviimiseks
prof. G.Kangro Opiku ""Matemaatiline anallus "'l jargi  TRU
matemaatikateaduskonna ja fllsikaosakonna esimestel  kursus-
tel sigissemestril.

Ulesannete kogu igas osas on antud lihike teoreetiline
sissejuhatus, kus on ara toodud pohilised mdisted, valemid
Ja teoreemid, mida laheb vaja vastava osa uUlesannete lahen-
damisel. Samuti on toodud rohkesti naditeid tiupiliste lahen-
dusvotete rakendamise kohta. See teeb Ulesannete kogu kaunis
soltumatuks matemaatilise analliUsi kursuse dpikutest,voimal-
dab tUlesannete kogu kasutada ka iseseisvalt Oppijail jateis-
tes Oppeasutustes, kus matemaatilise anallisi programmid on
vaiksema ulatusega.

Kéigile arvutusileeannetele on antud vastused. Tarnike-
sega (*) margitud Ulesannetele on vastustes antud kas lahen-

dust pdhjendav mirkus, juhised lahendamiseks vOi on &ra too-
dud kogu lahendus.
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I.SISSEJUHATUS ANALUUSI

8§ 1. Summa sumbol,

Jarjestikuliste indeksitega suuruste afc, a ©
summa Kirjutatakse lUles summa sumboli (kreeka taht

"sigma', vastab ladina téhele "S'") abil ldhidalt jargmiselt:
n
_NF Fe*x NNy = N ai
ak + ak-U +7n = 3qa @

kus sUimboli £ all ja peal olevad indeksid Kk ja n naitavad
vastavalt summa esimese ja viimase liikme indeksit. Sidmboli
jJarel kirjutatakse avaldis, millest saame summa kdik Biik-
med, andes summeerimisindeksile (milleks v@rduses @ on
taht "i') vastavad vaartused. Toepoolest, i = Kk korral saa-
me summa esimese liikme a®, i1 = Kk + 1 korral saame teise
liitkme a™-MN 3ne™ i “n korral saame summa viimase
liikme aQ*

Haide 1. Kirjutame sumboli abil summa

1 +2+22 25 +24.

Olgu summeerimisindeksiks taht j, siis summa liikmed saame
naiteks avaldisest 2, kui j = 0,1,2,3»4. Seega
4
1 626226200248 =017" =
Jj~*o
Sama summa liikmed saame naiteks ka avaldisest 2e“2, kui

m = 2,3,4,5,6. Seega ka



1 +2 +22 +25 +24 =2 2m“2-
m=2

V6ib leida ka veel teisi kirjutisi antud summale sumboli

abil.

Naide 2. Kirjutame summa stumboli abil summa

Selle summa liikmed saame naditeks avaldisest (-1)

1-2 +5- 44 5- S+7.

K =1,2,...,7- Seega

Kirjutada sumboli

11.

12.

13.

1-2+3-4+5-06+7

Ulesanded.

T 10
bo * ¢ ... *D

1 +

1 -

1 -

leg+qg2e ... +0K
epet
-3 ¢33 % e 35
20 1

les+3+r*54+2 97
1
x+1 XN+4 xX?49

abil jargmised summad.

x5+25

all w an“lb + an-2b2 + eee ¢ bn

(an

k, kui



Markus.Viimase lUlesande 13 lahendamisel kasutada Newtonl
binoomvalenmit,

Kirjutada ilma summa suimbolita jargmised avaldised.

14, £ b, 19, Z (-Dklog k
*=1
15, E 3a 20. £ _ (“i)nbn
=1
16, (2 *i) 21. Z U-tM*
[So) kg kK +1
17- s':o a3+l £2 REAO 1
18. t K2
a-zZ

23» Tbestada jargmised summa simboli omadused:

n NTY 2,
a) zZ(ak+bk)= 2.ak 2~ \ -
k=1 k -i bl
vl/l n
*
=19 ’i;k'i"‘I

D Logfey) T Gt ) (e e

Markus. Viimase omaduse T) tdestamisel kasutada oma—*
dust c).

Lihtsustada jargmised avaldised.



25 i>in;

26.
%OO " K-\
4 A ’
27 . ¢ _
=1 k=S N=g
B r<12
=1
3
29. ZT 2( (t on suvaline arv)
i—0
n+l au
30. I+ (v on suvaline taisarv)
t=o F~-v

§ 2. Reaalarvu absoluutvaartus . radikaalid.

Reaalarvu a absoluutvaartuseks nimetatakse arvu |a|,

mis rahuldab tingimust
a, kui a>0,
(2)
-a, kui a”o,
Ulesanded.

31. Toestada jargmised reaalarvu absoluutvaartuse omadu-

sed:
1) lalno, 5 llal - bll4]a + b < Ja] + bl ,
2) |4l = lal, 6) Jlal - [IblI™la - bl < Ja] + [b] ,
3 at]al, 7 el = Jal bl ,
4) -af|al, 8) ai =l (" 0).
bl b"
32» Naidata, et jargmiste vOrratuste paarid on samavaar-
sed:

- 10 -



1) #alkkb ja -b<a<b (kus b>0),
2) la]”™b ja -b<anb (kus b >0).

Arvu ~ nimetatakse reaalarvu a n-astme .juureks, kui
‘m = a. Naturaalse n korral kehtivad jargmised vaited:

1° Kui n on paarisarv ja a>0, siis eksisteerib kaks
reaalarvu ~ ja ”~ , mis osutuvad arvu a n-astme juurteks.
Need arvud on absoluutvaartuselt vordsed ja erinevate marki-
dega, s.t. AN _ Naiteks, kui a=4, siis 2-astme juur-
teks (ruutjuurteks) on arvud 2 ja -2. Paarisarvulise n kor-
ral arvul a<0 juuri ei ole.

2° Kui n on paaritu arv, siis igal arvul a eksisteerib
vaid Uks n-astme juur ~ , kusjuures a>0 korral on *>0 ja
a<0 korral on ~<0. Naiteks arvu a = 8 korral on 3-astme
jJuureks (kuupjuureks) arv ~ =2 ja a = -8 korral on 3-ast-
me juureks arv N = -2.

Arvu a = 0 juureks on ~ = 0.

Sumboliga Ya tahistatakse

1) paarisarvulise n korral arvu a seda n-astme juurt
mis on mittenegatiivne (s.t.~0),

2) paarituarvulise n korral arvu a ainsat juurt

Seega voime definitsiooni pdhjal kirjutada:
(K » kui n on paarisarv,

“/?n= F B _
a, kui n on paaritu arv.

Kui n = 2 Kkirjutatakse 24aF asemel Seega

P = [af . o



Sumbolit "“nimetatakse radikaaliks ehk juuremargiks.
Naiteks vorrandi x2 = 9 lahendamisel saame lahendiks
X =-49 =i sest valemi (3 jargi on \9F= 3«
Naide 1. Juurime radikaali W32y* Saame vorduste (3)

ja (@) poéhjal

X kui x>0,

V X2y = /X2 = P Vy =
Y il ! Y I—x sfjt kui x”0.

Naide 2. Viime avaldises x XTy arvu x juurenargi alla.

Saame

r ~, kui x>0,
x W =
U-J x2ys kui x 4 Oe

Ulesanded.

Juurida jargmised radikaalid,

33c V(X - 2)y 37, \1"0x3j3
4. @a-b) J 3+ 38. x + V(x - 1)2
V (a - b)2

35r \f@2 + 1)(b2 + 1)2 39. V(X2 - 4x + H»
36N V(X -1)(x - x2 -1)2
40. n/a™x + nfax™ =X \Lreax + 3a Wax
Jargmistes avaldistes viia radikaali ees olev kordaja

Juuremargi alla.
41« x>T2 . 2. @ -m Vm-2

- 12 -



3. @B -X 47* XN NTT- 2

45. (x2 +x ¢ 1) \IS 49. (y2 - 1) ~Y - 10

46. x Vx-1

§ 3* Matemaatilise induktsiooni meetod.

Olgu antud seeria mingeid vaiteid V. . (n = k9 k +1,,..),
Matemaatilise induktsiooni meetod Utleb, et antud seerias

iga vaide Vn on 08ige, kui

1° on Oige, s.t. seerias esimene vaide on dige;

2° V-Vn+l, s.t. oletusest, et suvaline vaide Va oe

o

ige, jareldub, et jargnev vaide on Oige.
Tingimust 1C nimetatakse induktsiooni baasiks ja tingi-
must 2° implikatsiooniks.
Sageli Ulesannete lahendamisel matemaatilise induktsioo-
ni meetodi abil tuleb eelnevalt pistitada vaidete seeria,
lahtudes Ulesande sisust*

Naide 1°Leida matemaatilise induktsiooni meetodiga summa

Lahendus. Arvutades selle summa juhtudel n=12,3,

Saame



Saadud erijuhtude pdhjal vOime teha oletuse, et

igan =1,2,3,... korral. Tehtud oletuse (vaite) Oigsuse
kontrollimiseks kasutame matemaatilise induktsiooni mee-
todit. Vaiteks (n=1,2,...) on meil oletus, et Sn = -2—.

Kontrollime, kas induktsiooni baas ja implikatsioon on 0iged.
1° Esimene véaide on Oige. Seega on induktsiooni baa3s
dige.
2° Oletame, et vaide VQ, s.t. Sn = on dige suvalise

n korral. Siis

S =S + 1 n + 1 _n(n+2)+1 _ n¥l

ntl~ n  (n+1)(n+2) n+l (n+L)(+2)  (n+)(n+2)~ n+2

Saime vaite Vn+l* Seega suvalise n korral Vn< s.t.
implikatsioon on 0dige.
Matemaatilise induktsiooni meetodi pbohjal vdime Oelda,

et tehtud oletus on Oige. Seega iga n = 1,2,... korral on

- 14 -



Ulesanded«
Tdestada jargmised valemid.

51. 1 ¢2 +3 +...+r1=BS§L22
52. 12 +22 ¢ ... ¢n2 = + 1-X?n +V V
6

53. 5 ¢r5 ¢ ... *n5 = jais-t"j2

(6] _ vn+l n
54. 1+xX+XxX™M+ ... +xX~= -—— I- ™D

X -1
55. 1 -22+32~ ... + (D“"1n2 =(1)n"1
56. i'"'l :S-If1 — + L.+ —-'—*1= —?n+*1———zryr
1+x 1+x 1+x4 1+x2n x-1 1-x2

Leida jargmised summad Sn.

57. Sn =1 +3 + ... + (2n - 1)

58. Sn =2+4+ .» .+ 2n

50, & =1 . wwm+ o +-__ .1 ...
n 1.3 3.5 (2n-1)(2n+1)
n
60. Sn = £ ak, kus at=34, + (k - 1)d
ic=1

Toestada jargmised vordused ( kus n = 0,1,2,...).
61. \n? + (n+ 1)+ (n + 2)] :9 = naturaalarv
62. (1 + i)n =2~ 2(cos + 1Sin 2£L)
4 4

63. (/T - i)n = 2n(cos A6 - isin 53

H N
64. COSX CO0S2X COS4X ... COSZRC = §Inpt‘——Y—

2 sinx

- 15 -



65. (cos x + 1 sin x)n = cos nx + isin nx
Toestada jargmised vorratused.
66! a 2M>2n + N1 (0 =3,4,...)
b) 2N>n2 (1 =5,6,...)
67. (1 +x)n>1 + nx, kui x>-1, x™~ 0, n = 2,3,..«

68. Isin nxI* n Isinx! (n=0,1,...)

8§ 4. Absoluutvaartustega esixaese astme voOrratused.

Vaatleme esimese astme vorratusi, kus tundmatu Xx esi-

neb avaldistes kujuga Jax + b] , nait.
Ix - 11 +x>]2x + 1].

Selliste vOrratuste lahendamiseks toimime jargmiselt.

1° Leiame x vaartused, mille puhul absoluutvaartuse
markide vahel olevad avaldised saavad vOrdseks nulliga.

2° Jaotame leitud x vaartuste abil x-telje osadeks.

3° Lahendame vOrratuse x-telje iga saadud osa kohta
eraldi, korvaldades igal osal absoluutvaartused absoluut-
vaartuse definitsiooni abil (vt. §2). Tulemuseks saame osa-
vastused V~, V2, ... , millest igailks annab vdrratuse la-
hendid x-telje vastava osa kohta.

4° (Uhendame saadud osavastused V/,, kokku ild-
vastuseks V.

Naide 1. Lahendada voOrratus

IX - 11 +x>BPx +1] . (C))

- 16 -



Lahendus”
1° Leiame absoluutvaartuste nullkohads

x-1=0, 2x +1 =0,

X=1, X = — -
2

2° Jaotame x-telje osadeks saadud punktidega x = 1 ja

x = - - (vt* joon.l).
2
X<- 1 -1 <x<1 X >
Joon.1.

3° Lahendame vorratuse (4) x-telje igal osal eraldi»
-x ~ D,
Px +11 = -(2x + 1),

1) Kui x4- “ms siis |x - 1S

seega vOime vlrratuse (4) Kirjutada kujul

-(x - 1) +x > —-(2x +1),
-x +1 +x > ~2x -1,
2X > =2,
X > -1.
Naeme, et x-telje vaadeldaval osal on vdrratus (4) rahul-

datud, kui -1<x4- Seega oleme saanud esimese osavastu-

i x€(-1, - -



2) Kui - -<x”™1, siisIx - 1J=-(x -1)» |2x + 1J- 2x + 1=
2

Seega

(X -1)y + x> 2x ¢ 1,
1> 2x +1,
0 > 2x,
X < 0.
Naeme, et x-telje vaadeldaval osal on vorratus (4) rahul-

datud, kui x <0. Seega saime teise osavastuse

V2 : xE (-1, 0).

3 Kui x>1, siis Ix-1 =x-1, IX+ 1l =2x +1ja
(x-1) +x>2x +1,
2xX -1 >2x +1,
-1 >1.
Tulemuseks saime vastuolu. 8eega saime kolmanda osavas-
tuse
Vj : x-telje osal (1, oo) vorratusel (4) lahen-
deid ei ole.

4° Kirjutame osavastuste pohjal Uldvastuse

V - x€(-1.0).
Seega vOrratuse (4) lahenditeks on vahemiku (-1, 0) punktid.

Naide 2. Lahendada vOrratus

1 - x
X +1

Lahendus . Naeme, et kohal x = -1 kaotab vOrratus motte,

- 18 -



s.t. x =1 ei saa olla vorratuse lahendiks. Seeparast eel-
dame, et x / -1. Absoluutvaartuse omaduse 8 pdhjal (vt. 83)

vOime kirjutada vorratuse () kujul

N - xI>n ®

Korrutame vorratuse (6) m6lemaid pooli positiivse suurusega

Ix + 1] (meil ju x ~ -1). Saame voOrratuse kujul
2( N-*|N x+1U>

{ X A ~N*
Edasine voOrratuse (7) lahenduskdik on analoogiline eelmise

Q)

nditega 1.

1° Leiame absoluutvaartuste nullkohad:
X —-1=0 X+ 1=0
X =1, X =-1.

2° Jaotame x-telje osadeks saadud punktidega x =1,

X = - 1. (vt. joon. 2).
x<-1 -l<x™M1 x>1
1 1 > X
Joon.2.
Saadud jaotustest jatame valja punkti x = -1, mis, nagu

eespool nagime, ei ole virratuse lahendiks.

3° Lahendame vorratuse (7) arvtelje igal osal eraldi:

- 19 -



1) kui x<-1, 2) kui -1 <x«1,
siis -(x-1) > -(x+1) siis -(x-1)> x+1,
1-x > x+1,

1-x > -x-1,

-2x > 0,
X 4 O#

1> -1.
Seega iga x<-1
rahuldab vérratust* V27 x %€ (-1,0]-
I X<(-00 , -1)«
3) kui x>1,
siis x-1>x+15
-1>1.
Seega vastuolu*

V,.:piirkonnas (1* 05) lahendeid pole.
Kirjutame osavastuste pohjal Uldvastuse

“{(-<> -1, o1

Seega vorratuse (5) lahendiks on iga x, mis asub vahemikus

(-o0e f41) vdi poolldigul (-1,0].

Ulesanded.
Lahendada jargmised voOrratused.
69. (x - 11< |x + Y 70. 12x - 114 Ix - 1]
71, Ixl > Ix + 1] 72. 2x + 11 >,3x - Ix + 21
73. |x + 11 < 0,01 74. Xl > x

75. Ix + 201 -1x - 2U X

76. Ix - 3t -]12 - x|>|x - 1
78.

80 10 20

- 20 -



4x - 3Ix - 1]>1 ¢ U -3
-213-x142- 13-4

L A>3 sa. 12Li3|
4=+ 77 12-5x1

8§ 5» KOrgema astme vorratused.

Vaatleme vorratusi, mis sisaldavad ruutavaldisi, fouup™
avaldisi ja korgema astme avaldisi tundmatu X suhtes, kus-
jJuures vorratuses vOivad esineda ka absoluutvaartustega liik-

med, nait.

X2 - 2|x ¢ 21- 4£0.
Ruutvlrratuste (monikord ka kdérgema astme vdrratuste) lahen-
damisel on sobiv kasutada naidetes 1 ja 2 antud meetodeid.

Naide 1. Lahendada vorratus
X2 & 2x - 3<0. ®

Lahendus”™ Muudame vorratuse (8) vasaku poole taisruu.“

duks. Selleks liidame vdrratuse molemale poolele 4, saame

X2 + 2X + 1<4,
x 1)2<4,
Ix + 11 <2,

-2<x +1 <2,
-3 <x <1.

Seega vorratuse lahenditeks on Xx£(-3, 1).

- 21 -



Lahendame vorratuse (8) veel teise nn. graafilise meeto-
diga. Selleks leiame vorratuse (8) vasaku poole nul lkohad,
see on kohad, kus x2 + 2x - 3 = 0* Need on X* = -3» X2 = Ne
Et ruutpolinoomi x2 + 2x - 3 pealiikme kordaja on positiivne,
siis vastava ruutparabooli y = xp ¢ 2x - 3 graafik asetseb

allpool x-teige (y<O0) selle polinoomi nullkohtaae vahel

(vt. joon. 3).

Joon. 3*
Vorratuse (8) lahenditeks on parajasti need punktid, kus
y <0, s.t. x£ (-3, 1).

Naide 2. Lahendada vorratus

X2 - 2|x + 2]- 4* 0. ©

Lahendus. Leiame nagu esimese astme vdrratuste korral ab-

soluutvaartuste nullkohad. Saame

X +2 =0 ehk x =-2.

Kanname leitud nullkohad x-teljele, mille tulemusena x-telg

jJaotub osadeks (vt. joon.4).

X N-2 x> -2
———————————— Fe———» X
-2
Joon.4.



Lahendame vorratuse x-telje igal saadud osal eraldi.
1) Kui x4 -2, siis Ix + 2I= -(x +2). Selles piirkonnas

esitub vorratus (9) kujul

X2 - 2[ - (x +2)] -440

ehk
X2 + 2x 40,

mille lahendamine annab -24x40. Et aga x-telje vaadeldaval

osal on xN- 2, siis vOrratuse lahenditeks x-telje sel osal

sobib vaid x = -2. Seega osavastus
VI - x = -2.
2) kui x > -2, siis Ix + 21 = x + 2, seega sel korral

esitub vBrratus (9) kujul

X2 - 2(x +2) -440
ehk
X2 - 2x - 840.

Viimase vOrratuse lahenditeks on x € £-2,4], s.t. -24 xc 4.
Et x-telje vaadeldaval osal x>-2, siis vastavaks osavastu-

seks on
V2s xe (- 2,4]
Osavastuste V,, ja V» pbhjal saame Uldvastuse

V: x6[-2,4].

Seega vorratuse (9) lahenditeks on 1digu -2, 4] punktid.
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Ulesanded.
Lahendada jargmised ruutvorratused

85. X2 -5x +2>0

86. X2 +2x m2> 0

7. x2 - x] 6<0

88. X2 -6 x-1]+11 >0
890 X2 - 14x - 5I>x -1

Q0. 2x2 -FI3x - 2| >x+2

91. X2 +2x + 3 | x+1]>-?
92. 2 px + 3\+ 2x * 3 >

93. | 5x+3{>%x2 +2x+3
9A. I5x + 7 {<x2 + 2x + 3
Uldiselt kérgema astme vérratuste lahendamine taandub
polunoomi
POO = (X —« )X 00 .- (X X, @0)

kus bLﬂ> <>$|.> es> ockv » margi hindamisele. Seda teeme jarg-
miselt. Polinoomi p(x) avaldisest ndeme, et p(xX) =0 vaid
sel juhul, kui x =o*lt x = __._._.. Kanname need nullkohad

x-teljele, millega ta jaotub osadeks (vt. joon.5)*

SR Vil S N 1P B LA o>X
Qv

Joon. 5»
Seejarel uurime polinoomi p(x) tegurite méarke x-telje igal

saadud osal eraldi. Tulemuse vdime ullevaatlikult esitada
jJargmise tabelina.
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Tabelist ndeme, et x-telje kdige parempoolses osas, kus
x>eA,,, on polinoomi (10) k&ik tegurid alati positiivsed ja
seega polinoom (10) on x-telje selles osas alati positiivne
(s-t. + -margiga). Aga x-telje jargmises osas 0”cx <<,, on
esimene tegur x - Jjuba negatiivne, kuid ulejaanud tegu-
rid on endiselt positiivsed. Seega polinoom (l0) on x-telje
selles osas alati negatiivne (s.t. - -margiga).-Analoogiliselt
edasi minnes saame, et polinoom (10) muudab oma marki vahel-
dumisi igal osal, nagu naidatud tabeli viimases reas. Tahen-
dab, polinoomi (10) jaoks kehtib alati niisugune seaduspara-

sus markide vaheldumises (vt. joon.6).




Joonise 6 pdhjal vdime valja kirjutada piirkonnad, kus
p(x)>0 vbi kus p(x)<O.

Néaide 3. Leida piirkond, kus polinoom

PO = (X - 5)(X - 2)x(x + 2)
on positiivne ja piirkond, kus ta on negatiivne* Samuti lei-
da piirkond, kus p(x) > 0 ja kus p(x) ™ O«
Lahendus. Kanname polinoomi nul lkohad =2,
ai= 0, sd= -2 x-teljele. Tekkinud osapiirkondade kohale
margime samasuguse mérkide vaheldumise seaduspdrasuse, na-

gu on joonisel 6. Saame joonise 7«

-— =% -—«-—-1-—-H-
-2 0 2 5
Joon. 7»

Joonise pbhjal vdime kirjutada, et
p(x) >0, kui x€((-oc, -2), (O, 2), (.o00)J ;
p(xX) <0, kui xe[(-2, 0),2, 5}-

Et p(x) =0, kui x =5, x =2, x =0, x = -2, siis
p(x) >0, kui x£ j(-oo, -21,[0, 2],
pPC) 40, kui x€{[-2, 0].[2, 51j -

Naide 4. Lahendada vorratus

2x(x + DB - x)(x - 5)2<0. 11)

Lahendus. Teisendame vasakul oleva polunoomi kujule(10),
Selleks kustutame voOrratusest kordaja 2. Kuna 3-x = -(x-3),

Jiis saame vOrratuse Kirjutada kujul
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-x(x + 1)(x - 3)(x - 5)2<0
ehk
x( x +1)(x - 3)(x -5)2> 0.

Ruutteguri (x—5)p nullkoht on x = 5, mis ei ole lahend.Seega
voime eeldada, et vdrratuses on x A 5 Qa siis on (x - 5)o> >
See tegur ei mfjuta polunoomi marki ja me vdime ta vorratu-
sest ara jatta. Tulemuseks saame lahtevOrratusega (11) sa-

mavaarse susteemi
J x(x + 1) - 3)>o0,
1 x / 5.

Selles susteemis on polinoom juba kujul (10). Jaat leida piir-

kond, kus p(x) = x(x + 1)(x - 3) on + margiga. Selleks teeme

joonise 8.
— 5 b — —_r >
-10 3
Joon.8 .
Jooniselt 8 ndeme, et p(x) >0, kui x£ {.(-1,0),(3,00)j- ,
y
Kuna meil x / 5» siis vorratule (11) lahenditeks on

xt] (-1, 0),(3, 5),(5,0°)} =

Naide 5. Lahendada vorratus

X - 1)2(2x2 - ?x + 6)* 0. 2)

Lahendus. Paneme téhele, et vlrratuses ruuttegur lagu-

neb reaalsete lineaarte(.;urite korrutiseks:
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2x2 - 7x +6 = 2(x - 2)( x - 2).
2

Seega, jattes kordaja 2 ara, vOime vOrratuse ("12) Kkirjutada
kujul

x - D2x - D& - 2) ~ 0. @3
Teguri (x -1)2 nullkoht x = 1 on vdrratuse lahendiks. Ulejaa-
nud kohtades on ( x - 1)2>0. Jarelikult vdime vOrratusest
(13) selle teguri ara jatta, kui arvestame, et lahtevorra-
tuse (12) lahendiks on ka x = 1. Selle lahendi meelespidami-

seks margime ta uue vOrratuse korvale e~ Seega saame vorratu-
sest (13), et
x-2)(X -2)40, x=1.
2

Viimase vOrratuse lahenditeks on Xx 2j . Jarelikult

*o-[8. 20}-
Naide 6. Lahendada voOrratus

X8 2xh x4 4 xh e 2x2 + x - 250.

ALahendus. Lahutame vasakul oleva polinoomi reaalsete
tegurite korrutiseks (nait. Horneri skeemi abil), siis saa-

me
X+ DX - 2)(x -1)2(x2+ x + 1)>0.
Et tegur xp + X + 1>0, siis,kustutades teda,saame samavaar-

se vorratuse
1
Analoogiline olukord esineb alati paarisastmeliste

tegurite arajatmise korral, _kui vdrratus on mitteran-
ge, s.t. esineb ka vérduse juhtunu
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Edasi kustutame teguri (x-1) 2 >0 (vt. naide 5) ja saame

vaadeldava vOrratusega samavaarse sisteemi (vt. naide 4)
J&x + D(x - 2)>0,
{ XAl1l,
mille lahendamine annab x € [(-o0 , -1), (2,0“ )}.
Naide 7. Lahendada vorratus
X - 1)2(x2 - 3x + 2)4 0. 04)
Lahendus -Et xp—3x+2 = (x-1)(x-2), siis vdib vlrratuse
(14) kirjutada kujul
X -1)5(x - 2) 4 0.
Viimane vorratus sisaldab paarituastmelist tegurit (x - D)»
Ja on seeparast samavaarne vorratusega
-1 -2)40,

sest vaadeldaval juhul teguri (x—l)2>0 arajatmisega la-
hend x =1 ei ladhe kaduma, sest sailib tegur (x - 1).Vor-
ratuse (X - 1)(x - 2) 4 0 lahenditeks on xc[1, 2]. Need
ongi vOrratuse (14) lahendid.

Naide 8. Lahendada vorratus

X -5( x - 2)3(x2 ¢ x + 2)>0.

Lahendus . Kustutame tegurid x2 + x + 2 >0 ja (*-*2)"0,

saame samavaarse vorratuse (X - 2)(x - 5)> 0, mille lahen-



damine annab x € j(—oo t 2), (G&* 00 )}

Ulesanded.

Lahendada jargmised vdrratused.

95. X3 .mx2 - 4x + 440

96. x6 - 3x3 +3x3 +3x2 -4401
97. X5 + H0‘5,4-x2—x+2<0

98. 2x5 - X2 - 25x - 12>0
99. X2 +3x5 ~-x4 -3x <0
100. X(x2 - 3x +2)(2x2 + 7x + 3)(X2 + x +
101. 8x5 - 20x4 - 30x3 + 65%x2 - 35x + 6 >0

Vorratuste
-~>0, U 0), 05)
Q)
kus P(x), Q(x) on polunoomid, lahendamiseks korrutatakse

vOrratuse pooli nimetaja ruuduga "Q(x)jc ™ 0, millega vor-
ratus(15) asendub ssunavaarse sisteemiga
JPC(XDQ(x)>0, (4 0)
} Q) t O.
Tingimus Q(X) 0 tahendab, et vdrratuse P(xX)Q(x) > 0 la-
hendite seast tuleb védlja jatta punktid x, kus Q(x) = 0.
Analoogiliselt vdib veenduda, et vorratusega
P&1 y o (€0) an
Q)

on samavaarne vorratus
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POOQ(X)>0 (< 0). (a8)

Naide 9» Lahendada voOrratus

4 0.
X -1
Lahendus. See vOrratus on samavdarne jargmise slUstee-

miga (laheme kujult (5) dle kujule (16))

x +1)x -2)3(x -1)4 o,
X N1,

Viimase lahendamine annab vaadeldava voOrratuse lahendid

x e((-oc, -1),(1,2)]-
Naide 10. Lahendada vobrratus
<Q
x +1)2
Lahendus. Tuleb lahendada vorratus (laheme kujult (17)
tule kujule (18))

X - 1) ¢ 3)x +1)xo0,
mis on samavaarne sisteemiga (vt. ndide 4)

x - 1) +5)o0,

X N =1,

Vaadeldava vorratuse lahenditeks on x6 j(-3» -1L)»(-1» 1)]

Ulesanded.

Lahendada jargmised vorratused.
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1°2. Cx - 2HXx - ;)?(x +mH)CR +x +5) O
X -5

103. Cx - 2)3(x - D(x2 + 12x + 36)rr
& -8)2(9 -

104. x -1)(x 5)Cx2 + 2x + 100) 4Q
x + 8)2
105. X2 - 3x * 2 <0

X3 - 2x2 - 4x + 8

A 9X1jzJQSZjL*E£ y O
X - 4)2(x - 10)2

8§ 6. Arvhulkade rajad.

Olgu X ={x} mingi reaalarvude hulk. Kui leidub reaalarv
M, et iga xeX korral kehtib v@rratus x~M, siis arvu M nime-
tatakse hulga X Ulemiseks tdkkeks. Analoogiliselt defineeri-
takse hulga X alumine téke. Hulga X véaikseimat ulemist toket
nimetatakse hulga X Ulemiseks ra.jaks ja suurimat alumist to-
ket alumiseks rajaks, Hulga X ulemist raja margitakse sumboli-
ga sup X ehk sup x, alumist raja sumboliga inf X ehk inf x.
Arrhulkade rajade maaramiseks kasutatakse jargmisi teoreeme.

I Arv M on hulga X =(x} ulemiseks rajaks(m = sup X)
rajasti siis, kui

1) iga xfeX korral on Xx"M;

2) 1iga £ >0 korral leidub niisugune x“e X, et x*>M - £

- 32 -

pa-



(vt. Joon.9).

. Arv m on hulga X ={x* alumiseks rajaks (a = inf X)
parajasti siis, kui

1) iga x€X korral on x>m;

2) iga L> 0 korral leidub niisugune x"eX, et xn<m +£

(vt. joon.9).

XA X » 7
- ——FH- — — ———— =X
Joon . 9«

Xui X = (a,b), siis sup(a,b) = b, inf(a,b) = a. Lopliku
hulga X ={nj, kus n = 1,2,3,4,5, korral on sup X = 5 inf X=

= 1. Kui hulgal X uUlemine raja puudub, siis kirjutatakse
sup X =o0 ja kui puudub alumine raja, siis inf X = -00 3
Ulesanded.

Jargmiutes hulkades (kus n = 1,2,...) leida suurim ja

vahim element.
107. s N j 109. jn2 - Jn + 10)
108. 110.  j(-1)n n}

Jargmistes hulkades X leida suurim ja  vahim element

ning sup X ja inf X.

111. X =@, il 113. X =f(o, 1)@, 2),0. .,»
112, X=]10S (1,3)} 114. X=[-1,00)
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(O, 1}

x
1]

115. X = (~o00,00) 116.

Jargmistes hulkades X =jxn}, kus n = 1,2,...,

sup xQ ja inf xn.

117 . ypn = “ g_ 121 . = (-1)nn
Dn .1+ =<7 1 [2 + C-D
- - - - X = -Nn + -
18- yh= 'n 2 n n]
-1)n
119. \/ Dn~12 * 2n) 123. = n\9 )
120 1+ cos 124, w. 1
- xn= Nl > xn" 0.2

125. Olgu {-x] hulk, mis koosneb arvude x e {X} vastandarvu-

dest« Toestada, et

a) inf {-x}= -sup [X)]}
b) sup {-x]= -inf {x}.
126. Olgu jx + y} kdigi summade x +y hulk, kus xe.{x},

y6 {y} = TOestada, et
a) inf {x +y} = inflG + inf {y|;
b) sup {x +y} = supjx} + sup £y]|.
127. Olgu {xy) kdigi korrutiste xy hulk, kus xe {x}, ye \y}

ja x>0 » ¥ > 0. Tbestada, et

inf{x} inf {y};

a) Iinf {xy}
b) sup {xy| = sup{} sup {y}
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1. FUNKTSIOONID

8§ 1. Funktsiooni mdiste.

Olgu X =\x\ mingi reaalarvude hulk.

Funktsiooni definitsioon. Kui muutuja x igale vaartuse-
le hulgas X vastab muutuja y kindel vaartus, siis o6eldakse,
et y on muutuja x funktsioon hulgas X ja tahistatakse sim-
boliga y = F(x) (W0i y = FCO, ¥y =y0(), v =90(), y =)
jne.).

Muutujat x nimetatakse funktsiooni y argumendiks ehk
s6ltumatuks muutujaks. Hulka X nimetatakse funktsiooni y
maaramispiirkonnaks.Funktsiooni y = f(X) vaartuste hulka
T ={yjJ nimetatakse funktsiooni muutumispiirkonnaks.

Vastavalt definitsioonile on funktsioon y = f(x) an-
tud, kui on teada:

a) funktsiooni madraroispiirkond X,

b) eeskiri f, misseab argumendi x igale vaartusele hul-
gas X vastavusse funktsiooni y vaartuse.

Kui valemi abil (ehk analuutiliselt) antud funktsiooni
korral maaramispiirkond X ei ole fikseeritud, siis tuleb
selle all mdista argumendi vaadrtuste niisugust hulka, mille
puhul funktsiooni analtutiline esitus maarab funktsiooni
vaartuse. Jargnevas on esitatud mdonede lihtsamate funktsi-
oonide maaramispiirkonnad X ja muutumispiirkonnad Y, mida

kasutatakse mitmesuguste funktsioonide maaramispiirkonna
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leidmisel;

1D y=ax (a0, a/ Di X
2) y = logax (a>0, aA I): X
D y=>pHs X =Y =10, o»);

4) y = X1 ; Kui <= "n+T

= (C»,e)» Y =

@, »

= O, °)i ~ = (“0°»00>5

[ taisarvud) , siis

re~» ,o00), kui <00,
i{(-06, 0),(0,co )J , kui *<0;
kuict/£ —S_  (m ja n taisarvud), siis
2n+l
@©.,o0® )t kui c0O0,
X =Y =
10 so0) kui ca<0;
5) y =sinx, y =cos x; X =((-0,0), Y =[-1, +I];
6) y = tan xs X =|x: x A (2k+1)2Fj (k=0,-1,~2,...)»
Y = (-w> j 00 );
7) y =cot x : X =ps x/krr (k=0,-1,-2,.%,), Y = (-<*=>,00)
8) y = arcsin xs X=[-1, 1], Y =[- ~ f£U-] ;
2 2
S) y = arccos x: X s[-1, I], 1 = [OtmjF
10) y = arctan xs X = (-o=>fGa), Y = (- 2 ,-4).
2 2
11) y = axccot xs X = (~o=F"r)t Y = (G. m)«
Halde 1> Leiame funktsiooni f(x) =/x2 ~ X maarami s«
piirkonna. /°uwk"3iooni avaldisest ndeme, et peab kenfcizaa

vorratus



X2 - x >0,

sest ruutjuur eksisteerib vaid mittenegatiivsete arvude kor-
ral. Viimase vOrratuse lahenditeks on x <s{(-

Seega hulk X = j(-00, 0), (@, °° )} ongi funktsiooni f(x) =
= X2 - x maaramispiirkonnaks.

Naide 2. Leiame funktsiooni

f(xX) = arcsin -J--- @)

maaramispiirkonna.
Funktsiooni avaldises on esimene liidetav maaratud, kui

p

41 ja teine liidetav, kui x -1 A 0. Et funktsi-

1 5
oon f(x) osutub maaratuks vaid seal, kus molemad liidetavad

on Uheaegselt maaratud, siis tuleb lahendada stisteem

-17/70.
Susteemi lahenditeks on xc{(-1, 1), (@, 4]~ .

Seega funktsiooni (1) maaramispiirkonnaks on hulk

X={(C-1, D, @ 41 .

Ulesanded.

Leida jargmiste funktsioonide maaramispiirkonnad.

Nn28. = W +1 129. = —
Y Y 4 - x2

2 +
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132. y = W™ - x3)(x + 3Xx -Tc;

133. Y =log X2 ~?2x + ? 134. Y = arccos
X +1
135. y = arcsindog i ) 136. T-log(l . xX)*"™ +2
137. y=3z~2*J1jJF 138. y = (2)i
VX + 2 »1+X

139. 7 = log[cos(log x)]

140... y = arcsin(’%x * 2L)
10 5

141. y = log(x2 + |x + 31 +3)

142. y = logx2 143. y = logsin x
144. y = Nllog sin x 145. y = log(arccos x - ft)
146. y = \Rarctan x - 3 147. Y = — — + \[stn x

\Jsinx
148. y 3arcsin x—-2 - log(4 - bO
2

149. y = log(x - X])

150. y = v/I-1ogCIox) + log(|x{ - X)

M&&rata, missugustes jargmistes paarides on funktsioo-

nid samad ja missugustes on nad erinevad.

151. Ff(X) =-£5 ja g(x) = -
Xe- X

152 &) =x ja g

153. X)) log x2 ja g(x) = 2log x
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154. f(x) = log - Ja gx) = - log x
X

155. ) log x2 ja g(x) = 2log A

156. f(X) = arctan(tan x) ja g(x) = tan(arctan x)
157. T = log < Ja g0 = logxs - log|x + 1]
+
158. f(x) = siDux, kus x€[ _-1,0j ja g(x) = sinTc(-x), kus
X€[0,1]

Kui y = F(u), kus u = g(x), siis 0Oeldakse, et y on
muutuja x suhtes liitfunktsioon ja kirjutatakse y = fEg(x)J.

Naide 3. Olgu antud funktsioonid f(x) = 10x ja g(x) =
= log(x2 - 4). Leida funktsioonid f [g()J , g [|*2+F(X)] ja
arvutada g[f(1)J.

Lahendus. Funktsiooni f [g(X)J saamiseks tuleb funktsi-
ooni f(x) argumendi x asemele panna funktsiooni g(x} aval-
dis. Saame

F[sC)] = 101los(x2_4)= x2 - 4, kui jx| > 2.
Analoogiliselt

g2 + fO)J

g(2+10x) = log[(2+10x)2 - 4]=

log(4-10x + 10 2¥) = log "Ix (4 + 10x) =
= x + log(4 + 10x).
L6puks arvutame g[f(1)J . Saame (1) = 10. Seega
g[f(1)]= 9g(10) = log(102 - 4) = log 96.
Ulesanded.

159. Arvutada F(0), (0,1), f(-1), f(2) ja F(/J2), kui
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) = - 2X0 + x2 + 3x.

160. Olgu F(xX) = 2X5 + x2 - 4x - 2. Lahendada vdrrand

9 = (- ).
161. Arrutada f[f()]1 ., f[oCO1 . 9[gCO1 ., g[fu)] ., kui

fG) = log x, g(X) = x .
162 . Leida "wp(=x), ~(x+1), \p() +1, ! yYx) oa

kui
a) ~>ix) =1 - x2;
b) W00 = 12JE.

1 +x

163. Arvutada f(-3), f(0), f(; )t (1) ja f(10), teades, et
V1 - X, kui x c[-10, -1);
X, kui xe[-1, "Dj
k arccos(iog x), kui xel”~—, 10 j}.
(1099 no 4
164-. On antud funktsioon
sin(t\-x), kui x6C~n “ J=*
FOX) ={ Jtanx]t kui x£ (- a );
j 2 2

4 - cos x, kui xdf~, JJ

Arvutada F(- £§L)tF(—">, F(- TZ)_, 4F("), F(O)+it, F(—2 |
F(w) - TL.
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165. Olgu %(x) = log - * TOestada, et
1

1C0Q +%(y) ‘y

166. Olgu y(x) = ~(ax * a’x), kus a>0. Toestada, et

(

AXHY) Fy-(y) = 21O YY) -

Naide 4. Leiame funktsiooni f(x), ceades, et f(*L )= 27
Tahistame — » = y ssiis x =1 - - jame sadme

1-x y

fq,)__z ':x_b:_:gl’-f-'-*_

1-@-i) 1
Yy

Vottes saadud funktsioonis argumendi y asemel x, saame
fx) =x + 1.

Leihendamiseks vdib kasutada ka jargmist votet, mis mdni-
kord viib kiiremini sihile. Nimelt teisendame funktsiooni

- . 1 - - -
avaldist nii, et —— oleks funktsiooni argumendiks. Saame
1-x

=£2 =1£Ux = 1 1
41-x* 1-X 1-x 1-x

Tahistades y = — , saame jalle f(y) =y + 1. Seega
1-x
fxX) = x + 1.

Ulesanded.

Leida funktsioon f(x), kui
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167. f(x+1) = x2 - 3x + 2

168« f2L) - ?2x + 2x0
1+x @ + x)2

169. f(?=x+Jl+r, kus x>0

170. f(1-3x) = 3(1 - 4x + 6x2)

171. f(3x+—2)=— (~ x sin 6x + 3x)
* 1

] R
172, F(x + Q) = xX* +=

Jargmistes Ulesannetes leida funktsiooni f(x) nullkohad za

masiramispiirkonna osad, kus f(xX) >0 ja kus f(X) <C.

173. f(x) = Xg ~ 174. f(X) = -T—————————
X +X+6 X* - 3x + 2x
175 . f(x) = 2x"1 176. f(x) = log

Ix -1 1

177. f(xX) = sin2x + 1

178. fx) = ~ , kus X = (- 2, -1]
X2 - 27 2
179. F() =(@Lz-2-j , kus X =

(-0, -3),(-3, 2)}
XN -9 1

180. On antud funktsioonid y>(xX) = f(x) - f(0) ja y(x) =
=f(x) - f(-1) , kus f(x) = x2 - 2x + 3. Leida funktsiooni-
de ip(@) ja y(x) nullkohad.

§ 2. Funktsioonide liike.
1. Paaris- ja paaritud funktsioonid. Kui iga x puhul

maaramispiirkonnas X kehtib
() = 109, "
siis nimetatakse funktsiooni F(xX) paarisfunktsiooniks, kui
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aga

0 = -9, ©)

siis paaritutes >
Naide 5. Naitame, et funktsioon f(x) = i;n Xl_ , kus
X =j(-00,-1), (-1, I)»C1 ) J >on paarisfunktsioon.

Téepoolest, iga x€X puhul vdime kirjutada
f(-x) =2iS& I L = zinxf = f(X)-
(x)2 -1 x2 -1
Seega kehtib vordus (2), s.t. funktsioon f(x) on paarisfunkt-
sioon.

2
Naide 6. Funktsioon f(xX) = log(Ix] + D+ - — ,
X -1

X a|](-o0t1),(1,6°)] pole ei paaris- ega paaritu funktsi-

oon, sest mis tahes x€.X korral on

.2
() = logC Ixd + 1) + AZWF-dog( g+ 1) + -2

(-x)-1 -x-1

ja seega ei kehti kumbki v@rdustest (2) ja (3)-

Ulesanded.

Selgitada, missugused jargmistest funktsioonidest Qn
paarisfunktsioonid ja missugused paaritud funktsioonid.

181. FOO =2 - yp
X

182. FX) log(x2

4~ )
1 2x
183. f(X) = -(a + a"2®), kus a>0

184. X .XIm T4 +x2 - "H - x +Xx2
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185. f(x) = log I-t-S
1-x
186. F(X) = v(x +1)2 + 3I( X - 1)2* kus X =[-100, 100]

187. F(X) = sin X - X COS X

188. F(xX) = sin x - cos x

kus X = [-103t, 0TC]

189. () =1

kus a>0

191, y =x2 +\ux + 1, kus X = C-"1»

192,y logCx +/1 + x2)

193« Leida analuutiline esitus funktsioonile, mis 1) on
maératud piirkonnas (- o® ,0° ), 2) on paarisfunktsioon ja 3)
Uhtib piirkonnas [0, oc ) funktsiooniga f(xX) = x - 1. Joonis-
tada selle funktsiooni graafik.

19”» Leida analudtiline esitus funktsioonile, mis 1) on
defineeritud piirkonnas (-9, 9» 2) on paaritu funktsioon
ja 3) uhtib piirkonnas [0, 9) funktsiooniga y = - vik. Joonis-
tada selle funktsiooni graafik.

195* Kas funktsioon

3, kui X €.(-«*, -2),
-x2,kui x €C-2, -1)

[E

y =1 0, kui x £trl» 1>

on paaris- voi paaritu funktsioon?
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196» Kas funktsioon

f- cos x, kui X«([- 23, - 23D, Qi, ~1},
0. -s1.~ .04,

cos X, kui x € (- )

on paaris-“ vdi paatritu funktsioon?

*197= TOestada, et kahe paarisfunktsiooni vdi kahe paaritu
funktsiooni korrutis on paarisfunktsioon, kuna paarie- ja
paaritu funktsiooni korrutis on paaritu funktsioon.

2. Perioodilised funktsioonid. Funktsiooni f(x), mis

huldab tingimust

f(x +0J) = F) (w A 0) (C))
iga X puhul madaramispiirkonnas X, nimetatakse perioodiliseks
funktsiooniks, arvu uj aga funktsiooni f(x) perioodiks. Kui
u) on funktsiooni F(xX) periood, siis osutuvad Ff(xX) perioodi-
deks kdik arvud kb, kus kK = —/19 -2,___.

Seega on perioodilise funktsiooni vaartused kohtadel x,
X +t , X + 2u>,... Uhesugused. Seose (4) pbhjal X = (-00, ).
Naiteks, trigonomeetrilised funktsioonid on perioodilised

ja neil on jargmised perioodid (kus kK = -1, «2,...):

1) y=sin X s 0= 2kn ,
2) y=cos x so = 2kjit,
3) y=tan x : = Kkrr,

4) y=cot x : Q0= KIT.

Funktsiooni f(x) perioodi leidmiseks tuleb tingimusest
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(4) maéarata arv co , vaadeldes tingimust (4) kui vorrandit
co suhtes. Kui sel vorrandil on muutujast x sdltumatu lahend
co , siis f(X) on perioodiline funktsioon perioodiga
Kui aga vorrandil muutujast x s6ltumatuid lahendeid ei oles
siis f(x) ei ole perioodiline. Piisab, kui leida vdhim po-
sitiivne periood co (eeldades tema olemasolu), sest sellest
saame téisarvuga K A O Kkorrutamisel ka lUlejaanud perioodid
Kuj -

Kui funktsioon on perioodiliste funktsioonide summa,

siis tema perioodiks osutub liidetavate funktsioonide peri-

oodide vahim Uhiskordne (perioodiks on ka perioodide iga
Uhiskordne).
Naide 7. beiame funktsiooni y = sin 3x perioodi co .

Selle funktsiooni maaramispiirkond on X = (-oo , 0o0), Tin-

gimuse (4) jargi peab iga xeX korral kehtima

sin 3( x + <0) = sin 3x
ehk
sin (3x + 3¢j ) = sin 3x. G)

Téahistame t = 3x, sSiis saame
sin (t ¢ 3cj ) = sin t.
Et viimane tingimus peab kehtima iga te X korral, siis 3CJ
peab olema funktsiooni y = sin t periood. Seega 3u> = 2KTT»
kust = flw=, Vahim positiivne periood on siis cJ = -TrI.
Leiame funktsiooni y = sin 3x perioodi co veel teisiti.

Lahendame voérrandi (5) otsitava b suhtes, saame

- 46 -



sin 3(x +0J) - sin 3x =0
ehk

ooe ain zi =o.

Seega peab olema kas

int. 0 ehk = X + kJr

oos S7-+
2 2 2

sin £~ = 0, ehk — = KT .
2 2

Esimesest tingimusest pole vdimalik muutujast x s6ltumatut
Co leida. Teisest tingimusest saame
CJ) =

3
mis ongil otsitav periood.

Naide 8. Leiame funktsiooni

y = ~tan X 4 sin 2x - ]—-Icos 3x
3 3

perioodi cj . Selleks leiame kdigepealt ndites 7 antud meeto-

diga Uksikute liidetavate perioodid. Saame

tan 5 periood on = 3k,
sin 2x periood on cJt= Kir,

cos 3x periood on cJ3=
Liidetavate véahimad positiivsed perioodid on siis

= 3, =4, cJj= éJT.
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Naeme, et funktsioon y on kolme perioodilise funktsiooni
summa. Seega on tema perioodiks perioodide o,, tO~., vahim
Uhiskordne, milleks on arv en . Nii et uldiselt funktsiooni
y perioodideks on cj= 6kjr. Periood o= 6tr on Tfunktsiooni
y vahim positiivne periood.

Naide 9« Veendume, et y = cos - ei ole perioodiline

funktsioon. Selleks kirjutame valja tingimuse (4), s.o.

1 1
COsS — = - = cOos - = fc)
X + CO X w

Lahendame vdrrandi (6) suuruse u> suhtes naites 8 antud votte-
ga. Tulemuseks saame, et cj sOltub muutujast x. Seega funkt-
sioon y ei ole perioodiline.

Sama tulemuse saame funktsiooni y maaramispiirkonnast
X = j(-o00, 0), (0O, 00 )j . VOottes x = -we X, saame, et x +HJ=
= 0~X Jja seega kohal x = - co vordus (6) ei pea paika*

Arutleda v3ib ka nii. Tahistame t = - s siis y =cos t on
perioodiline t suhtes, s.t. tema vaartused korduvad perioodi
2 X takka. Et x ja t vahel sO6ltuvus ei ole lineaarne, siis X
suhtes funktsiooni y vaartused ei saa korduda co takka, Uks-
kdik millise co>0 me ka ei valiks. Seega y = eos }( ei ole

perioodiline funktsioon.

Ulesanded.
Selgitada, missugused jargmistest funktsioonidest on

perioodilised ja leida periood.

198. y = sin XXx. 199. y = cos XX
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200. y = tan \ x 203. Y = 1tan x |
201. y = cot \x 204. y = sin2x
202. y = jsin xj 203. y = sin x . cos X

206. f(X) = sin X + =sin - +® 3-sin —
© 2 2 3

207. f(x) = 2tan 2x - 3tan 3x + cot -

208. f(x) = sin’x + %cos 4x + 5 4

209. f(x) = Vtan x - 3r
210. Ff(X) = sin x2 + 2cos 2x
211. y =x cos x-1

212. u = tan VF+

213. Zz = ~ ~ —————-1— + S.
cos”™u sin u 2

214. y(t) = arcsin t - “~si N

215. Téestada5 et ihises piirkonnas maaratud perioo-

diliste funktsioonide korrutis on perioodiline funktsioon,
kui tegurite perioodid on Uhismddduga.

216. ToOestada, et funktsioon f(X) (- oo(X<cpo )F miA
rahuldab tingimust f(x + T) = kK f(X), kus K ja T on positiiv
sed konstandid, on esitatav kujul f(xX) = ax vp(X). Siinjuures
a on konstant ja V?(x) on perioodiline funktsioon perioodi-
ga T»

217. Kirjutada analtutiliselt valemi abil Ules funkt-
sioon, mis 1) on perioodiline perioodiga 2, 2) on maaratud
piirkonnas (-02?, ) ja 3) uhtib 18igus [-1, 1j funktsioo-
niga y = x2_ Teha graafik.
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218. Kirjutada analtuutiliselt valemi abil uUles funktsioon»
ais 1) on maaratud piirkonnas f-8, 8], 2) on perioodiline
perioodiga 4 ja 3) uhtib 18igus [0, 1] funktsiooniga y = -x»
x0igus ,"™, 3 I funktsiooniga y = 4x - X~ — 4 ja ldigus f 4j
funktsiooniga y = x - 4. Teha graafik.

3. Monotoonsed fnnirtsioonid» Funktsiooni fv.X) nimetatakse
piirkonnas X monotoonselt kasvavaks ehk mittekahanevags, kui
mis tahe™ x» <x2 puhul piirkonnas X kehtib vorratus f(x")4
~ F(x2), ja monotoonselt kahanevaks ehk mittekasvavaks, kui
T(x,)>F(x2). Juhul kui F(x1)<f(x2), kodneldakse rangelt kas-
vavast ehk lihtsalt kasvavast ja juhul f(x*)>f(xp) rangelt
vananevast ehk kahanevast funktsioonist. Piirkonnas X on mo-

notoonse funktsiooni tunnuseks see, et vahe

f(x1) - f(x2)
sailitab marki selles piirkonnas, kui x* < x2.
Naide 10. Funktsioon f(x) = on kahanev piirkonnas
X = (-00, 0) ja piirkonnas X = (0.00), sest suvaliste x"x"eX

puhul, kus x*< x2, kehtib vdrratus

fcxN) - f(x2)> 0.
Toéepoolest,

3-x* 3-Xo X0-xN
f(v -«*2>= -y ~ =3-87>0,

, X2 £ (- 00}0 ) kui ka

sest x2-x > 0 ja x™x2>0, n
x",x2 € (0, oo ) korral.
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Ulesanded.

Toestada, et jargmised funktsioonid on kasvavad.
219. a> f(x)

b) f(x) = sin ¢ X
Tdestada, et jargmised funkrfcsioonid on kaJmnevad*
220. a) f(x) =x2 +2, X = (- 0,0);

b) f(x) = cot x, X = (0, Jbv);

c) f(x) =3 - cos x, X =(-K, 0)

x5 + 1, X = (-00 , -1);
T 7D

Maarata jargmiste funktsioonide kasvamise ja kahanemise

piirkonnad.
221. y=-vx +1 222. y= \177T

223. vy = 2 -\/(x - 1)5

kui x € (oo, -1),
kui x t [-1, 1
kui x €(1, 00 )

4. Pé6rdfunktsioon. Olgu X funktsiooni y= f(x) mdaramis-
piirkond, Y - tema muutumispiirkond. Seame igale arvule yey
vastavusse kdik need vaartused x e X , mille puhul f(x) =y.
Niisuguse vastavusega maadratud funktsiooni nimetatakse funkt-
siooni y = f(x) péordfunktsiamniks ja téhistatakse x = g(y),,
Poordfunktsiooni x = g(y) méaramispiirkonnaks on funktsiooni
f(x) muutumispiirkond Y ja muutumispiirkonnaks on funktsioo-
ni f(x) mé&rairiispiirkond X, Podrdfunktsiooni x =g(y) argumen-

di igale vaartusele ye. Y v0ib vastata mitu vaartust XE€X.
Viimasel juhul oeldakse, et péérdfunktsioon on mitmene funkt-

sioon.



Naide 11» Leiame funktsiooni
Y=X2 - 2x + 2 @)

péordfunktsiooni, kui X = (-oo0, 1].
Funktsiooni (7) nmuutumispiirkonnaks on vy ={» 00)Lahen-
dame vérrandi y= x2 - 2x + 2 muutuja x suhtes, saame
x=1- \Jj-1
Et podrdfunktsiooni muutumispiirkonnaks peab olema
X = (-o00, 1], siis podrdfunktsiooni analiutiliseks avaldi-
seks sobib vaid
x=1- W-1,
mis ongi otsitav poordfunktsioon. Tema madramispiirkonnaks
on funktsiooni (7) muutumispiirkond Y = 0, <).

Naide 12. Leiame funktsiooni

Yy = X2 - 2X ¢ 2
péérdfunktsiooni, kui X = (00, 00 ).
Antud funktsiooni muutumispiirkonnaks on Y = [I, oo )#
Naite 11 pdhjal
x=1- Vy -1
Et kdesoleval juhul x € (- oo, 00 ), siis saadud avaldis ku-

jutabki poéérdfunktsiooni, mille mdaramispiirkonnaks on Y =
= [1, o00).

Naide 13» Leiame funktsiooni
Yy= 8K + 8arccottZ-1 (o\
2
pédrdfunktsiooni.
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Lahendame v@rrandi muutuja x suhtes, saame

2 -3t

arccot™* -" M,

millest

Cot(2 -Tr) = cot 2
8 8

ehk

x =14+ %0t %
3 58

Et funktsiooni Yy = arccot x muuturnispiirkonnake on hulk T =

= (0,IC) (vt, Ik« 30), siis kdesoleval juhul peab olema
0<Z _ 1t< 0]
8

millest

8IT < y<ibTCe

Seega funktsiooni (8) poédrdfunktsioon on

X B « ¢ Scot 2
3 3 8

méd&ramispiirkonnaga Y = (67TK, 161IM).
Ulesanded«
Leida pdordfunktsioonid jargmistele funktsioonidele.

225. a) y = 2X
b) vy = 2¢ kus X = (- 00, -2]
226. a) y =

b) ¥ kus X = (0,0°)
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227. a) y=>, kus X = (- ap, 0)?
B y= X2, kus X = [0rcoY
o y=XxX
228. &) y= 4XC- 1< + 4;
b Y= H2 - 1<+ 4, kus X - [6/2, B}
2%. Y =40x+ 1

2?20*

~

1+ 3x
231« & y=1+ log(x + 2);

b) =1+ log I>x+ 2] , kus XX- (-"s -2)

232. 8 y=Jl - X2 kus X=[-1, 0];

B vy=\ -x2, kus X= [O 1]

233. 8 y-= 12aresTn 3x;
B Y= Larcsin 3x, kus X = - 19 Oi
X
234. @ y= arccos-,
B y=arccos«~, kus X = [2, 0]
235. & y~=arccos(l - x) -3,
Bb) y=arccos(l - x) - T, kus X =[o, I]
. ;I_ * - -
236. 7 - 4 arctan(23< * 3), kus X —[ b i

237. Y =3I+ oarccot 2M-—
7
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fx, kui x fe(-03, 1),
238. y- " kui x e R, 4)f
i2Xf kui x € [4, 00)

/1 - cos x? kui x € (-»tu, - »1
2n
239« Y= <|— sin > kui x £ ( - g« %J

cos x - 1, kui x £ jri

§ 3* Funktsiooni graafiku .joonestamine
punktide .jargi.

Funktsiooni y= f(x)* kus x £ X, graafikuks nimeta-
takse punktide (X,y) hulka, kus x X jay=f(xX)» Graa-
fiku joonestamiseks punktide jJargi vOib toimida jargmiselt:

1) Ileiame funktsiooni y = f(x) madramispiirkonna X;

2) valime mééraiaispiirkonnas X kullalt tihedalt paikneva
argumendi vaartuste siusteemi x* (i = 1,2,*,.,n) ja arvutame

vastavad funktsiooni véartused
a: = F(xH (i =1,2t...,n);
3) kanname punktid (xi,yi) xy-tasandile ja uhendame nad
sujuva joonega, millega saame funktsiooni graafiku eskiisi.
Graafiku kuju tépsustamiseks tuleb lisaks veel uurida
funktsiooni omadusi, nimelt

1 leida funktsiooni nullkohad, piirkonnad, kus ta
positiivne ja kus negatiivne;

- 55 -

on



2) leida funktsiooni periood, monotoonsuse (kasvamise

ja kahanemise) piirkonnad;
3) uurida funktsiooni kaitumist argumendi x lahenemisel

maaramispiirkonna X rajapunktidele*

Kui on teada ihe funktsiooni y= f(x) graafik, siis

a) funktsiooni y= - f(x) graafik on peegelpildiks Y=
= f(x) graafikule x-telje suhtes (joon. 1O);

b) funktsiooni y= f(-x) graafik on peegelpildiks Y=
« f(x) graafikule y-telje suhtes (joon. 11);

c) funktsiooni y= f(x - a) graafik on y= f(x) graafi-
ku paralleellike x-telje sihis kaugusele a (joon. 12);

d) funktsiooni y=b + f(x) graafik on y= f(x) graafi-
ku paralleellike y-telje sihis kaugusele b (Joon«13)>

e) funktsiooni y= Af(x) (A = const / 0) graafik on y=
= f(x) graafik niisuguses koordinaatteljestikus, milles

mddtihik y-teljel on korrutatud arvuga A (joon.14).
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Joon. 12.

Joon. 14.

Paljude jargnevate Ullesannete lahendamisel on arvesta-
tud, et pohiliste elementaarfunktsioonide omadused ja graa-
fikud on teada. PGhilisteks elementaarfunktsioonideks loe-
takse jargmised funktsioonid:

1) kcnstantne funktsioon y= G kus c= const;

2) eksponentfunktsioon y= ax (a>0);

3) logaritmfunktsioon y= logéx (@a> Q a/ 1);

4) astmefunktsioon y= >x

5) trigonomeetrilised funktsioonid y= sin X Y= cos X
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y= tan X y= cot X

9

arkusfunktsioonid y= arcsin X Y= arccos X

Y= arctan X Yy = arccot x

Haide 14. Joonestame funktsiooni

graafiku,

y=2+ (x-1)3 C))

ldhtudes funktsiooni y = x3 graafikust.

Funktsiooni y= x3 graa-
fik on kujutatud punktiiriga joo-
nisel 15. Viime selle graafiku pa-
ralleellikkega x-telje sihis pare-
male Uhe GUhiku vbrra (saame funkt-
siooni y= ( x - 1)3 graafiku) ja
seejarel paralleellikkega y-telje
sihis lles kahe uhiku vdrra, mis
annabki funktsiooni (9) graafiku

(Joon.15)-

Ulesanded.

Joonistada jargmiste funktsioonide graafikud.

240. =1-x 241,  a=  EXC
1+x 2x - 3
242. = 1
T + x2 1,
243.  y=sgn x, kus sgn x = 0, kui x = 0,
V-1f kui x 40
244» vy = [x], kus tédhendab arvu x taisosa
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245*  y= X sgn X 246. y= V-x- 2
Joonistada jargmiste polaarkoordinaatides antud funktsi-

oonide graafikud.

247, r = A (Archimedese spiraal)
248. r =-5- (Hiperboolne spiraal)
249. 1= (04 ¢p< oo )

<ol T

il
250. r = 2J2ir (Logaritmiline spiraal)

251. r = 2(1 + cosvp) (Kardioid)

Joonistada jargmiste funktsioonide graafikud, lahtudes
pohiliste elementaarfunktsioonide graafikutest.

252 y=x2 + k, kui k=0,-1,-2

253 YV=X2 - 2xa + & - 5 kui a= O,- 1,-2

254 y=2 + X- >C 255. y=x5 -8

256 Y= >+ 2 257. y=3 - 2%
258  ¥= |log 4 -1 259. Y= -2log X
260 = - log (9 61. y=1 + 224

262 yv=A sin x kus A=1, -2, 1O

263 Y= sin(x - &, kus a= Q e "4ILfT

264

265 Y=5+ 2m@s 2x 266. y=2+ W - x

267 y:I|—r+ arcsin X 268. Yy = arccos X-w
2
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269. 7 =i arcsin (1 +x) .

d

270, ?unkt3iooni 7 = f(x) graafik on kujutatud joonisel
16. Joonistada funktsioonide 7 = if(xyj» 7 = £ + -<X)j

Jay=« i) - fO\J graafikud.

271. Jooni3el 17 on funktsioon f(x) antud graafiliselt.
Leida selle funktsiooni mé&aramis- la muutumispiirkond ning

esitada funktsioon analuitiiiselt valemi abil.
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272* Leida -joonisel 18 graafiliselt antud funktsiooni
f(x) anaiuutiliae esitus (valemina), kui f(2) = 3/2 f(3) s
=1,

273« Kerasse, miile raadiue on R, joonestatakse silinder,
Avaldada silindri ruumala Y tema koérguse x funktsiooninax,

274. Torni alumiseks osaks on tiivikoonus, mille alumise
pdhja raadius on 2R, ulemise — R ja kdrgus on ka R. Tuvikoo-
nusele on paigutatud silinder pdhja raadiusega R ja kdrguse-
ga 2R. Silindrit katab poolkera raadiusega R. Avaldada torni
horisontaalldike pindala S suuruse x funktsioonina, kus x on
I6ike kaugus torni alusest.

Lahendada graafiliselt jargmised vdrrandid.

275. x5 +x -1=0 276. log x B0,1 X
277 x = cot x X = (O )

Lahendada graafiliselt jargmised vorrandisisteemid.

Xy = 6, I‘x2+y:+0.
278.
X2 +3y2 = 13 Ix + y =6
(y= sin x,
280. i X =G 28

i
Iy = cos x,
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1. FUNKTSITOONI PIITRVAARTUS

JA PIDEVUS

81. Arvu.jada piirvaartus.

Olgu

X2» eee »
arvujada, mida lihidalt margime sumboliga |xn] <
Arvu A nimetatakse jada (x”~ piirvaartuseks, kui iga ar-
vu £ > Okorral leidub niisugune arv N = N(e), et kehtib vor-

ratus
- Al < 1,

kui n>N, ja kirjutatakse

lin x = A ehk x?-"A.
n-*00 "' n n

O6eldakse, et jada |xn]| piii*vadartus on oo, kui iga arvu
M > 0 korral leidub niisugune arv N = N(M), et kehtib vdr-
ratus

Xn> %
kui n > N, ja kirjutatakse

lim x =00 ehk x - *o00 .
n o<

Analoogiliselt tingimusega
Xn<-M

defineeritakse piirvaartus
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Kui jadal fxnl on I6plik piirvaddrtus A, siis odeldakse,
et jada jx” koondub arvuks A. Kui aga jadal 18plikku piir-
vaartust ei ole, siis odeldakse, et jada on hajuv.

Jadal on jargmised tehetega seotud piirvaartuse omadu-
sed: kui eksisteerivad I8plikud piirvaartused lim xQ ja
lim y, siis
n-o

1) I_LIOIT(\) ™M+ y) = Limx_+  Limy;

2) IJ'_%(CX ) = cC r!_i.néox“ (c = const);

3) lim (xv) = limx . lim y;
n-o0o 1 11 n-.o00 1 M- oo 11

X lim xn
4) lim -0 = lUaé&- (limy~0) .

Omadustes 1) — 4) I6plike piirvéartuste olemasolust vérduse
paremal poolel jareldub I6pliku piirvaartuse olemasolu vér-
duse vasakul poolel, kuid mitte vastupidi* Samuti jJareldub
omadusest 3), et iga naturaalse astme kkorral

lim xk = (lim x )k.

n-* 00 n n-*»“ n

Kui lim xQ= 0, siis suurust X" nimetatakse I8pmata vaike-
seks ja kirjutatakse x = o(1). Kui Ilm, *n! =00» si*3 suu-
rust xQ nimetatakse Idpmata suureks. Kui leidub arv.  M>0f
et xnl£ M iga n korral, siis suurust xn nimetatakse tokes-
tatuks ja kirjutatakse xn = 0(1).

Piirvadrtuste arvutamisel kasutatakse Idpmata vdaikeste

ja lopmata suurte suuruste jargmisi omadusi:



a) kui xb = o(1) jayn = oQ), siis >xa+ yn= o(:
b) kui >= o) ja y1=0(1), siis xnyn = o(1);
c) kui x™~* £ ap ja yi= 0(1), siis >1+ > - 5

d) kui xn~*- o0 ja M1+'m= o0, siis xn + M1~ <=9

e) kui lifa Ix)=c& ja limy ~ 0, siis lim PIM] =00 i
M—*co n M-to° M — oo
1
) kui xn = o(l), silis
g) kui IXjJ-"oo, siis 0.
Tahtsamad piirvaartused:
lim (1 +1)n = $»2,718; lim Vvn =1,
-»0S n-*oc
, kui Ig]>1 liE_Va * 1, kui a>0.
n-»>=
0, kui |q]<1,

Jada piirvéaartuse olemasolu tunnused«

Cauchy kriteerium. Selleks, et jadal [xn? oleks 106plik
piirvaartus, on tarvilik ja piisav, et iga arvu t > 0 korral

leiduks niisugune arv N = N(t), et kehtiks vdrratus

K -W < b>

kui n>H igap =1,2,.., korral.

Weieratrassl tunnua. Iga monotoonne tdkestatud jada on

koonduv.
Piirvaartuse arvutamisel vdivad tekkida maaramatused
felilpi 0"<?0, 00 - a> . Need maaramatused tekivad
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neil juhtudel, mil me omadusi 1) - 4) ja a) - Q) vahetult
kasutada ai saa. Sel korral fculeb eelnevalt jada teisandada.

Naide 1. ToOestame otseselt piirvaartuse definitsiooni
abil, et

lim_ 0L =- JJ.
M-s»1 - #+

Olgu £>0 mis tahes arv. Jada piirvaartuse definitsiooni
pdhjal peame naitama, et leidub niisugune arv N = N(&),

et kehtib vorratus (1). Meie juhul on

X = ja A= - \R.
n 1-.Jn ]

Seega peab kehtima (ehk nduame, et kehtiks)

ix» _Ai=1-jISL - (- /3)| = + VF i =
n 11 - dJa 1 4 -/

= Wi B -vri*r SJE. <t
N - -An >

mis on voimalik, kui

ehk
ns <ELAY 2

Seega, vottes
N = (~L_tU-)2,

naeme, et iga n>N korral kehtib vbrratus (1), mida oligi

tarvis tdestada.
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Naide 2. Leida jada

X = 05
n 2n

piirvaartus.
Lahendus. Siin cos n2 = 0(1), 2n-"0< ja omaduse @) pdhjal

2E~° -

Seega omaduse b tdttu saame

F{;QOX = im 0(1)0(1)

Ndide 5. Leida jada

= "2n +1
@n + JY
piirvaartus.

Lahendus. Et omaduste g), e) ja a) p6hjal on

lim n3d - 2n +1 limn3(1 - -- + -L) =
( ) = linn3( - o + L)

limn3 [1 + o(1) + o(1)] =oo0,

lim (2n + 1)3 = limn3(2 + 1)3 = 1lim n31Z + (1)]"=00,

siis esineb maddramatus tiipi - Piirvaartuse arvutami-
seks kdrvaldame maaramatuse, jagades lugejat ja nimetajat

suurusega n3. Omaduste 4), 1) ja 3) pdhjal saame seega
Lol Mgt HLE g
213 in 2 + lip )N~
»d m—%eon)
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1-0+0 _1
@2 +0O5 ®

Ulesanded.

Tdestada otseselt piirvaartuse definitsiooni abil jarg-

mised vOrdused.

2811 lim En =0

282*. lim- —-— =0
4 + \fn
2831 lim = “/8””
n--3 - >/n

284*. lim_IT2 - (-1)n] =00

i, T =1)n]
285. LL@ (n ~ 2n2) = - 00
286. Fiﬂpen = 00

287* lim A Sin =0
'mQ 4

*
) . %
280. Ulesannetes 281 ja 287 arvutada N(*), N(0,1),
N(0,01), N(10°8).
289. Ulesandes 285 arvutada N(1), N(100), N(100).

Leida jargmiste jadade piirvéaartused.

X = JL +=ASL-
290 - n 5n 2n-1

201. X = sin n! + V3n

n En

- 67 -



292. X = a5 - COS I il D

n n -1 on+5 1 -ii
293 x = ~~2". oS * — £—  SI-JLL!
4n2. 1 1-"7n 1 ““2nn2 +1

W. A o= sL+J*-=)§

« (3n-1)
J 1 +2+...+ a
n (2 -,3n)2
1
1 7 “le
296. ~ 7/
2 2
n
297e X = - .
n 1 + aE

298, x_ = 73 + 2 sin 3 - @ +1)2n
n

=1l
>

209« x_ = (-9-) *sin3
n n +1

300. xn = ¥Yn +4 - \n

Kasutades Cauchy kriteeriumi, tdestada jargmiste jadade

koonduvus.

501« xn = £  akqlCf kui ak = j® ?
R .= B (k)
304. xn =J

505. Kasutades Cauchy kriteeriumi, tdestada jada
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haj uvus.

Kasutades Weierstrassi tunnust, tfestada jargmiste jadade

koonduvus.
506- o ~ 4 307, Xn * tco ET
308. x* = "Ja, a>1, xn+j = s/a + x*. Leida ka lim

Arvu A (ehk slimbolit o& v6i - o0a ) nimetatakse jads. {xn*
osapiirvaartuseks, kui jadast sasb eraldada niisuguse osaja-
da |x*j , et

lim x. = A,
Me A

lgal tdkestatud jadal {x” on olemas vahemalt (ks 16plik
osapiirvaartus A (Bolzano-Weierstrassi teoreem). Kui see osa-
piirvaartus A on ainus, siis jada ise koondub piirvaii>=
tuseks A, s.t. lim x® = A.

nJ-<t
Jada {xn} véhimat osapiirvddrtust (I18plikku vdi Idpmatut)

nimetatakse alumiseks piirvaartuseks ja tahistatakse

lim ipf Xji ehk lim x~.

Jada xQ suurimat osapiirvaartust nimetatakse ulemiseks piir-

vadrtuseks ja téhistatakse

lim sup x__ ehk [lim x_*
MNKXic 11 il

Jada (O<wh piirvaartuse olemasoluks on tarvilik ja piisav, et
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kehtiks vdrdus

Ulesanded.
Jargmiste jadade 11‘x]l} jaoks leida |II_[[] Exr)]f X Ja

iﬁp x m Missugused nendest jadadest on koonduvad ja

missugused hajuvad?

1
3009. =1-
Xn n
. = 1=121 + 1*c-vn
310. = s
311. 4% -1 F M cos -
n+1 2
a, kui n = 2k -1,
312. -
xn kui n = 2k

313. yp = (-Dnn

314-, x =1 +n sin 2%"

n
315. xn = -n [2 + (-1)n]
316. xn = cos N L
n 1+7 3
317. xn = KO

318. X = mn.. sin2 -
n n+1 4

319. =(-DNlog 2 +2“n + log 2
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(a+—-- kui n =2k -1,

207X = Yo - S T, i n = 2k

a + (-] n+1-kui n =3k - 2,

321. xn ={- - + all, kui n = 3k - 1,

Il b - , kui n 3k

322. Xxn = si: Xn

82. Funktsiooni piirvaartus.

Olgu a funktsiooni f(x) mdaramispiirkonna X kuhjumis-
punkt. Arvu A nimetatakse funktsiooni f(x) piirvaartuseks
punktis a, kui iga arvu £ > 0 korral leidub niisugune arv

8 - £(f) >0, et kehtib vdrratus

If(x) - al<e, @
niipea kui
0<Ix-ai< (©)]
ja kirjutatakse
lim f(x) = A.
X =»a

Vdrratus (2) on samavddrne vdrratusega
A- g<f(X) <A +£
ja vBrratus (3) on samavaarne siisteemiga
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ja- £<x QX + P,
L x / a.

O0eldakse, et funktsiooni f(x) piirvadrtus kohal a on oo,

kui iga arvu 2>0 korral leidub niisugune arv S= S(M) > 0,
et kehtib vdrratus
fe)>M, *0

niipea kui kehtib voérratus (3) ja kirjutatakse

lim f(X) =o00.
x-"a

Analoogiliselt voOrratusega
f(x)<-nm ®)
defineeritakse piirvaartus

lia f(x) = - ao,
X-»a

3éide_4a Xasutades funktsiooni piirvaartuse definitsioo-
ni tdestada, et
lim * 5.
x-~1 X +1
Tdestus. Totaae mis tahes arvu £>0. Piirvaartuse defi-
nitsiooni jJargi peab leidma niisuguse arvu S=£(e)>0, et

kehtiks vorratus

IfCo - Al = 5;2;”12 - (-5 =3 x + 1IKE,

niipea kui 0 < |x - (-"DIkS ehk 0<|x +1U S * Vbrratus

kehtib, kui O4 |x + < é (taandamine suurusega X + 1 on
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lubatud, sest x+1 0. Vdime votta $ = 3 Seega vajalik S
on leitud.
Naide 5. Kasutades funktsiooni piirvaartuse definitsioo-

ni tdestada, et

lim = 2.
X2+ 5

Tdestus. Votame mis tahes arvu £ >0. Vastavalt piir-
vaartuse definitsioonile nbuame, et kehtiks vorratus

Seega tuleb leida niisugune arv  S>0, et vorratusest

O<[x - 3I<S jéarelduks vdrratus

2
Ix - 31 ¢ 6ix - A - 5£ <0.

Lahendades vdrratuse otsitava jx - 31 suhtes, saame (vtO

joon.19)

-3 - V9 +5t<ix-3< -3+ /?2IN 7

\I9 + be -3 +V9 + 51

Joon. 19*
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Et jx - 3I> 0, siis peab kehtima
0 <Ix - 3l -3+ V9 + 5e «
Seega vlOime votta

T= -5 + 4/9 + 5£

(arvuks S sobib muidugi ka arvust -3 + V9 + 5€ iga vaik-

sem positiivne arv).
Me vB@ime sobiva 8 leida ka teisiti. Nimelt vdrratusest

3 -8<x < 3+8.
Selleks liidame arvu 3 vdrratuse igale osale, saame
6 - S<x +5<6 +8.

Kuna arvu 8 vOime alati vahendada, siis oletame, et Sil,
siis -8 > -1 (me vOiksime oletada ka, et 872, jne.,
tahtis on ainult, et jadks 6 - 8 >0, sest peab olema

X + 3>0). Seega
5<6-S<x +3 <6 +
mille tottu

2
Ifx) - il =77- L2 -2 Ix - 1* ¢ 51<? |x - 5k*,
Ix2 .5 "5 5

kui O<Ix - 3\< 8, kus
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ehk
5=min (1, "t).

Naide 6. Kasutades funktsiooni piirvaartuse definitsi-

ooni tdestada, et

lin X* * D) . .
x->-2 12 - 4 *

N

Toestus. VoOtame ette mis tahes e > 0. Siis arvestame,

et |x + 20 > 0, saame

if(x) - ai . | +sl.a”r4ibiti.i|sjLAUt
21

j x2 L, 4-1 [T S TAN 4 1x -

kui LaL+”~ib" e ehk \X-zSU ~L.

Ix - 21 3 Ix +2*
(voime alati (voime alati
suurendada) vahendada)

Nuiud (kasutadesvérratust |Ja - b|*.Jal - bl ), saame
|2L=_2] = = U --JL-1 =
Ix + 21 I x +2 | | X + 21

= Ix~*~2- 11> |3TE\ = 1> x5
ehk
o> 1 * 7 =2 f£.fut,
x + 21 4£ 4t
kust
oox +2 < 8¢
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ning
3 + 4&
Leiame sobiva S veel teisiti* Nimelt oletades, et 8~ 1,
saame

-2 -<S4x <-2 + £,

54 -4 - £<x - 2<-4 * £N-3.

5> 4 ¢ £>12 - x1 > 4 «£>3,

mille tottu

13U +2) =« _7 |* 2

1x2 - 4 * 4 1x - 2
kui
S =
ehk
£=min O» 4t ).
Ndide 7. Tdestada* et iga arvu a korral
lim sin x = sin a.
X-»a
Toestus. Olgu £>0 mis tahes. NOuame, et kehtiks
Isin x - sin ai =2 jcos XS] jsin 2"4j 42 jsin 4

*

<2 J*=sL = Ix _ al|<£
2
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(kasutades vorratust Isin ul”™Jul, mis kehtib Ige. u korral).
Seega vdime votta I=L e
Naide 8. Kasutades funktsiooni piirvaartuse definitsioo-

ni tdestada, et

li* 3J1J1 = oo

X-*2Xx -2
Toestus. Vastavalt, mis tahes etteantud arvule M >0
leiame <T>0, et vdrratusest 0< |x - 2]<<T  jérelduks

Nouame, et kehtiks

kust

-——-8-->1 + M ehk 0<\x - 21< )
Ix - A 1+ K

Seega vOime vdtta

Glesanded.

Funktsiooni piirvaartuse definitsiooni abil tdestada, et

323*.  lim = -2 326*%. lim =1
x-*1 x-1 X-*t X 7



329. lia 2sin x = J2 333« 1i® (sin 2x + cos 4x 1

. X -1
330. 1 2 = 3.
g x2 =9 Mo +1) 4
2 n 7 A
331. liaz 7)71=2 335. liaJv™2 = -
X-2x2 + 1 5 X-*3xN - 9 b
332*% lia 2k 2? = - 336*.  lia W-~-j = - ==
X-0 xM+7 7 x—1 2

33?. Ulesannetes 323* 324, 325» 329 ja 333 arvutada

5(2), S@), £(0,1), 8(0,01), S(107).
338. Ulesannetes 326 ja 328 arvutada S(7)» £(- )» ~(7 "),

S(7°5).
Funktsiooni piirvadrtuse definitsiooni abil tdestada, et
339* lim * ™"o =00 341.  lim — -|=
x-2 (x - 2) x—31x-3‘ v
* *
340, 1im —% = - 00 342. Mg 12
x——l (x + l) X-*01 X

343. Ulesannetes 340 ja 341 arvutada £(1), £(10), £@10%)
ja £(108).
Esitada vOrratuse abil jargmised siumboolselt antud piir-

vaartused.
344 lim f(x) =6 347. lim /B3 =0
X -*3 x-*0 "
345. lim g(x) = -2 348. lim f(x) =00
X=*-1 X-M
=1 349. lim f(x) = - 00
X->Z

346. lim b(x)
X-*0



350. lim F(x) =& ss2* lim arctan(x -1) = 0
.0 X-"M

X_
351. lim =1 353. lim1- -1 =~
XNZ-X + 2 4 X-*ol x |1

Piirvaartuse olemasolu kriteerium. Suurus A on funktsi-
ooni f(x) piirvaartus punktis a parajasti siis, kui iga jada
x € X korral, kus x_ A a ning limx = a, funktsiooni
vaartuste jada "(O<g) laheneb suurusele A, s.t,

lim FOGP = Al
S <=

Ulesanded.

Naidata, et jargmised piirvaartused ei eksisteeri.

im sin 2 356. lim wem— jr
X X% X sin 1

83. Piirvaartuste arvutamine.

Funktsiooni piirvaartuse arvutamisel kehtivad 81 omadu-
sed 1) -4) ja a) - g), kui need jadad xQ ja yn asendada
vastavalt funktsioonidega f(x) ja g(X) ning_]im asemel Kkir-

U->00

jutada lim -
X-*a

Olgu hulk X funktsiooni f(x) maaramispiirkond ja a hul-

ga X kuhjumispunkt. Piirvaartuse
lim f(x) = A
X-*a
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arvutamisel vdib esineda kaks juhtu.
1) a€X. Sel korral, kui f(x) on c1enentaarr Unktsioon,

kehtib vBrdus (vt. 86 valemid (15) 3a 0 6))

lie t(x) = f(a)
X-*a

shk g!i*max = a tottu)
lim f(x) = f(lim x).
X—a X-a

Seega == juhul
A= f(a),

s,t. elementaarfvmktsiooni f(x) piirrdartus A punktis a on

vOrdne funktsiooni vaartusega punktis a, naiteks

fsa okX = &d
X-*a

lim sin x = sin a,
X—a

T-iiB cos x = cos a,
X~*a

Tigtan x = tan a@AK KkK=0,-1,-2,...).
xX»a £

2) adp X. Sel korral funktsiooni piirvadrtuse arvutami-
seks rakendaf?hkse omadusi 1) - 4) ja a) - g). Sageli tuleb
nende omaduste rakendamiseks eelnevalt funktsiooni (analli-
tilist) esitusvalemit sobivalt teisendada, sest enamasti sel
korral esinevad madramatused tllpi , O.cc | oo —cm
1 Jjt» Eksimiste valtimiseks tuleb esinev mddramatus mar-

kida avaldise jarel vdrdusméargi alla, naiteks



Leida .jargmised piirvadrtused elementaarfunktsioonidest.

557.

358

359.

360.

361.

5b2.

3b3

364.

>ts.

lim sif 2 =1
X-0 X )

lim =1,

- S
lim @ +kx) X =
X-->0 )

limisUJJi =1 (In u = logeu).
X=*0 \ZI

Ulesanded.

Iim (x3- 5x2 + 2x + 1)
>3

lin ju V- 20 - log(u + N - 20)]

am X2 -~ 4
xN-z 2Xx + 5

lim (x5 + 5X+1 + 2)

lim log(2 + 2x + x2 ~ x3

hn, g( )

(sin x ¢ sin 2x . sin 3x + cos 2x)

arccos (log x)

arcsin(ln ~)
e
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Piirvaartused

lim Etel, }0)
5060 ©

kus P(x) ja Q(x) on x suhtes polinoomid, arvutatakse jargmi-

selt. Kui Q(a) AQ siis on tegemist juhuga 1) ja seega

li* * Eisi

e Q(x) Q@)
Kui Q(a) = Oja P(a) 0, siis kasutame omadust f). Kui
Q(d) = P(a) =0, siis on tegemist madaramatusega tihopi 2,

Sel korral piirvaartuse (10) arvutamisel tuleb lugejat jJa
nimetajat jagada teguriga x-a nii mitu korda, kuni enam ei
esine maaramatust* Taandamine teguriga x-a on lubatud, sest
x-a ft 0 (vt. piirvéartuse definitsiooni). Polunoomide P(X)
ja Q(x) tegurid eraldatakse Vieta valemite ja Horneri skee-
mi abil, arvestades, et arv a on nende polinoomide nullko-
haks
Naide 9. Arvutame piirvaartuse

lim zj~ ?2* * 2.

>Xr X2 - X -6
Siin P(x) = x2 - 3x +2 jaQ(x) =x2 +x - 6. Et P(2) =

= Q(2) =0, siis on lahenduskaik jargmine.



Ulesanded.

Leida jargmised piirvaartused.

5
367. lim -,-I'- s71. uMm -—1)
x-A x -1 X=*, 1-X» 1-x
368. lim—2zf—-. 4— 372. lim ~ ~ +2
>X-IT X2 - 5x ¢ 6 X~ X" - 4x ¢ 3
569. 11« t?* ¢ 2 373. 1 2*2 - 11x ¢ 5
x-M X5 + 1 5x2 - 14X - 5
370. lim - ~ 25———

X->5 x2 - 5x + 10

Piirvaartuse arvutamisel irratsionaalsetest avaldistest
on mdnikord sobiv neid teisendada ratsionaalseteks avaldis-
teks muutuja vahetuse teel.

Naide 10. Leida piirvaartus

i« 1- * 2X

muutuja vahetuse abil.

Teeme muutuja vahetuse
1+ 2x = u6,
mis taandab llesande piirvaartuse (KO) arvutamisele. Seega
1-V7T~S . IiB 1 -wu2 . lim (1-.141«} =

1 _ ¢ 2x 1-u? @anmy ci1w)
(1+2x=u6)

lim
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Ulesanded.

Leida jargmised piirvaartused.

374. lim 2 /2 378. Iim VX222 Mgl
X-r X -5 X-W x + 1)
375. lim 379. Um -
x-1 x>t |8 A
376. lim 380. lim
X->1 #F -1 X-*0 X2
377.  lim = 381. im - ---F+ A
*-Fe YT- 4 X~ 1 - YT

Enamikul juhtudel piirvdartuste arvutamisel irratsionaal-
setest avaldistest on otstarbekohane viia irratsionaalsus ile
lugejast nimetajasse vOi vastupidi, nimetajast lugejasse.

Naide 11. Leiame piirvaartuse
Iim Vi +IC "'"‘VI -

X-»0
Siin esineb madramatus tidpi Piirvaartuse leidmiseks viime
irratsionaalsuse lugejast nimetajasse. Seega
urn XX L -521 = Unm 1 ,x-@0-X)
X-*0 X A A
) x[v?r2 € 2



_ 2X 2
"ii? g7 =V

Ulesanded,

Arvutada piirvaartused.

382, lim gL-.V? -i 383. lim JI1-tJLL-Z-1
X->? xN - 49 X=>0 X
384. lim /71 t X - /'l - X
X— O
385. lim
~3 X2 - 4x + 3
tan. x
386. lim - 387. lim i
XxX—-4 3 - >/x+1 x-"0 1 - \jJI + tan X
388. lim U~ . lim 3-
h-"o h X-4 N yY~3J

390. lim Vi +x -

%2
391. lim /1 + tan x - \fl- tan x
X-*0
392. 1hu

Piirvaartuste arvutamisel avaldistest, mit sisaldavad
trigonomeetrilisi funktsioone vdi arkusfunktsioone, kasuta-
takse piirvaartusi (6) ja (7)« Sageli tuleb eelnevalt teha
muutuja vahetusi. Naiteks juhul x—->a / 0 on sobiv teha
muutuja vahetus x - a=u Vv0i x - a= tu, kus t on sobivalt

valitud arv. Arkusfunktsioonide korral, kui x —>0, on sobi-
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vaks muutuja vahetuseks arcsin x = u vdi arctan x = u jne.
Haide 12.
li* s2 - 9 = li» (x @m3)(x - 3)
X*5 x sin(xt3) j *-1 x sin(x ¢ 3) (u=x*3)
lim - S- . linm =1.2 = 2.
U-»o sin U X-*-5 X
Haide 13.
lim x3 ¢ 1
arcsin(x + 1) [O]
.6;
=lia (x ¢ 1LNTr2 -x + 1)
Xx—* arcsin(x +1) (uscc+l)
=lim « -Y. e lim,(x2 -x+1) =
arcsinu *e*.< (v=arcsin u)
= lim &iE_2. 3 =1.3 = 3.
V-.0 \
Kaide 14.
Ilim (sin * "vm < tan 2L2) =
x-i 2 2 (0.00)
(x-1=2u)
. 1 . Y sar)] -
Iu|_>o[lsm u tan JSU—&LZSUI
= Lw&) Esm u tan(g +jeu) = - lim(sin u cot nu) =
sin u
--lim -SisSJL = _ liB _  »... =.
u-»O tanicu ,Q. tan 1w . N X
(6* u
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Haide 1S.

lim 1 - cos *

X-»0 X sin 2x (o)

/
(*v

lim 1 I£22? 1lim (1 + cos X ¢ e0s2x)
X-»0 X sin 2x =XFO

. 2sin2j X _
X-*0 ? sin 2Xx B
-2
3 lim 1 _2x_
X-»0 4 sin 2x

Ulesanded.

Arvutada piirvaartused.

393. nim SN 4x 400. lim <_JL- * —1-)
x*O >»=1 sin x  tan X

394. im0 6x 401. lim --x) tan x
X O 77X

395. [lip 2 arcsinx 402. u« -USA,

X-*0 3X Xt A - (§)
sin(x -
lim x cot x 403.  lim ————————- 2—
x-"o x 4 A - cos x
X-*0 2"*1 i
404. |IT N~
308. lim - m X0 4ing
x ->0 sin 5*
F - sin2!
399. lim 815 405. lim
sin 2x 1 e coe3x
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2

406. lim_ - - " 4 411. lim (tan X - rm -)
xN-2 arctan(x+2) x-f. cos X
sin x
B} . ~25¢”
40?. lim wm-9%s 21 — - 412. lim (cos x)
X-*N cos X - sin X x>
) ; 3x - arcsin X
408. lim (1 - x) tan—- 413. lim - - ——-
VoL 2 X >0 4x + arctan x
N = " - -
409. lim (sin X~ tan - 414. 1inm Vi+tan x \Jl-tan x
X-20 sm X
x-3
410. lim (cot X -————=2— ) 415._ lim cot 2x.cot(-~- x)
X-*0 sin 2x x-"0

Ma&ramatusi tiipi 1M on sobiv taandada piirvaartu-
sele (8).

Ndide 16. Kasutades valemit (8), leiame

2 1
lim (1 - 3tan2x)cot x = lim (1 - 3u)U = e"5.
X-0 (1-=) u-0
(u=tan2x)
Ulesanded.

Arvutada piirvéaartused.

) i sin x
416. lim (@ + sin x)
X-*0
417. ;i% (1 + tan x)COt X

P _cot™x +In 3
418. lim (1 - 3tan x)
X=-»0
1

15¢
419* ;iy (1 ¢ tan2sfx)
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i
420. lim (cos x) sia”x?”
x-f0
1
)45in22x sin 2

421.  ixXm fcos Qx
X-0

) 2/
422.  lim \f 1 ¢ 5x
0

423. lim -~

84. Uhepoolsed piirvaartused.

Olgu a funktsioord. f(x) roddramispiirkonna X kuhjumispunkt.
Arvu A nimetatakse funktsiooni f(x) parempoolseks piir-
vaartuseks punktis a, kui iga arvu £>0 korral leidub nii-

sugune arv  S>0, et kehtib voérratus (2) niipea, kui
0 <x- a< 5 (11)

ja kirjutatakse

)I(_l*rg*f(x) = A voiI f(a+) = A.

Analoogiliselt vdrratusega
0 <a-x< S (12)
defineeritakse vasakpoolne piirvdartus punktis a ja kirjuta-
takse

lim. f(x) * A vdi f(p-) = A.
X-*0-

Vorratus (11) on samavaarne vorx-atussge

a<x<a* s
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ja vdrratus (12) - vorratusega

a-S<x < a.
Seega geomeetriliselt tdhendab v&rratus (11) argumeud
lahenemist x-teljel punktile a paremalt, vdrratus (12)
aga vasemalt.
Arvu A nimetatakse funktsiooni F(x) piirvaartuseks
hal oo , kui iga arvu £>0 korral leidub niisugune arv
= N(t) >0, et kehtib vOrratus (2)”niipea kui

X>N

ja kirjutatakse

lim f(x) = A.
X =><®

Analoogiliselt vorratustega (2) ja
X < -N
defineeritakse piirvaartus

lim f(x) = A.

X -»-00

i X

ko-
N =

C2)

(14

Vérratuste (4), (5), (11), (12), (13), (14) abil defi-

neeritakse ka piirvaartused juhtudel A =o00 ja A = - oo.
Teoreem. Piirvaartus

lim f(x) = A
X a

eksisteerib parajasti siis, kui

lim f(x) = lim f(x) = A.
X-*a+ x">a-

Uhepoolsete piirvaartuste arvutamisel vdib kasutada pa-
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ragrahvis 3 antud votteid, asendades seal piirvaartuse lhe-
poolse piirvaartusega.

Tahtsamad Uhepoolsed piirvadrtused:

o, kui 0 <a<1,
X{:ﬂ>&x - kui a>1;
@
f00J kui 0< ax<1,
lia ax = )
X "#e60 lo, kui a>1;
lim loggX - (- o0
X-»00 oo , a>1;
® i oo, kui 0<a<l,
lim log x =\
X-»0+ I-oa, kui a>1;
(¢) lim arcsin x = - -, lim arcsin x = —;
1+ 2 x>l 2
(d) lim arccos x =1r, »lim arccos x = 0;
() lim arctan x = -, lim arctan x = -
2 X —=>-00 2
() lim arccot x = 0, lim arccot x =Tm;

X-00 X —*-00
@ lin @ + KMo gkm
1X1 -*e X
Ulesanded.

424. Kirjutada vOrratuste abil jargmised piirvaartused.

1) lim f(x) = 2 lim f(x) =1
X->3+ X=>i-

2) lim g(x) =5 im g(x) =4
X —>-£+ X-*_§~

3) lim h(x) = -1 lim h(x) = -1
X-* o+ X ->0-
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4) )I(lrg ot(x) =0 lim c*(x) =0

fr

5) lim T(x) = -3 lim f(x) =3

6) /Il_i*mdjpc x) =0 AIimﬂ;*—(x) =0.
7) linm f(x) = A

8 Lin 10 = 0 s f00 =<
9) lin F(x) - —oo lim f(x) = - o0
10) Ln () = oo Lim £f(x) - oo
11) lim £(x) = oo lim f(x) - - oo

|ilo<r=
Ndide 17. Tdestame Uhepoolse piirvadrtuse definitsioo-
. ) ) 1
ni abil, et lim arceot - =tr«
X =»0- X

Votame suvalise £ > o, siis peab kehtima

jarccot ——sr|= jt - arccot ~ < £,

niipea kui 0 < -x <$ . LahtevBrrandist saame

R 1
O<it - arccot M <f

(vt. k. 56 funktsiooni y = arccot x muutumispiirkonda)

ehk

> arccot - > s+ B
X

Seega kootangensi kahanemise tdttu
-00< 2<cot («-£).

Vorratuse podramiseks on vaja teada cot (3t-£) mérki. Sui
vitame e< siis

cot (3C-£) = -cot £<0
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ja voime kirjutada

1
00 > —-;(> cotf > Q

O<-x<--—- ata, £.
cot £

Siit néeme, et koi £< % siis $= tane. Kuna arvu S vdime
alati vahendada, siif 8 leidmiseks mis tahes t jaoks véib

oletada nditeks, et 847« Seega

$ a isin (1 1tan € ).

Qlmanded.

thepoolse piirvaartuse deflaitslooni pdhjal tdestada,

425%. lim Vx = O 43721 Uro §JtJL,.- 2
JC-0+
426*. lim >/1 - x~ = 0 UBa = - 1
4 1 2x 2
*
427~ lis areta® - 455+ li* (X2 ® 4X) a <jO
.s-0* X 2 h4-»0°
428%*. Iti> areein x = X 43c! ] =00
X -*- 2 jtr<es> x o ¢ 2
XN oA
429%. lim arccos X = 0 A37* NHr a -oo0
Bb— *X _ 1
450+, 1lb arccoe x »X «u 14K C* - 3X2) a - oo
Jt.-@-** <-+4 BO
431~ a * —~ — a o0 45s*. li*- Ccx - 5X2) a - OCT
ok __ -2
432.  lim * N
-5
n r; +3



Naide 18.

lim 122,-T-Al = iim -rts.- ¢2) = _1lim (x +2) =-4.
*fr- x - 2 - X - 2 JE1i
Naide 19<
lim I><In(l ¢ eX = lim
**0+ U ( )](0.—°) unce u
u=—
)
_U, u )
= lim”" € (e~ t.lL. , 1 + Iim - 1.
u-ne= u u

Naide 20. Arvutada funktsiooni

iG]

tUhepoolsed piirvaartused punktis x = 0.
Lahendus.Et iga a korral on a- 1<[aj<a, siis

0, kui 0<x <4,
f(x) =

- N kui -4 <x <0,
ja selleparast

lim f(x) =0, lim f(x) = oo.
X=-»0+

Ulesanded.
Arvutada jargmiste funktsioonide ithepoolsed piirvéartu-
sed punktides x = a ja x = b.
X + 1, kui 0~x41,

440. f(x) =
?x + 2, kui 1<x43, a=1, b =2
x2, kui -1 <x4 2,

441. g(x) =
2+ 1, kui 2<x44, a=0, b =2
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kui x <0,
1-X *
10, kui x = o,
442,  h(x)
X, Kui o< X <1
3, Kkui
kui x 4
443t vp(x) = xao
Ixb kui X>0,
. kui x 40,
444, v/ = &P *
TxI» kui x >0,
Arvutada piirvaartused.
W5. |i_n;g» -ISI§JEL 453. !('—%f
. 1 ¢ ex
- sin X . 1
446. Ui 454, limy T g
) 1+01
447" _ll. 1*.Z. 21
je-l+ x - 2 455. |lim In(1 + e¥)
X-tO - ~
448. lim 1z-Z-iL 456. lim In(1 ¢ e*)
X*2- X - 2 x-rot
449. )I(I_r%_'_ X - 3 457'“mX-»(-)f E';Il_- LXJ
450. |im [ ] 458. lim -
*.3- X - 3 X-*0- a
- N - -
451 ;o 459. lim I[S]
. r2 _ .
452, lim 460. lim b {S
IX 4 31 ».0- X [a

Kui on vaja leida kahe x suhtes polinoomide jagatise

piirvaartus, kui Ix\-*oo f siis on sobiv lugejas ja nime-
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tajas tuoa suigule ette z kbrgeimas aftaes* Sana votet £-

tatakse ka jjrafctHrmcalstsalriici sisaldavate murdude kc

( siinjuures, kui x -» «o f on sobiv teha muutuja vabevus

X = -U).
Haide 21.
=jii® 12=alll =0.3 =o.
JE-* X 1*0(1)
Kaide 22.
o 1 - - 2 Iia (y(ll - » 3]U +2
li»
J ? T4 * Sin x (Xss-u) vu2 ¢ 4 - sin u
*1 .1, u
n*s " :
o(1)
sin a* o L i*o(i) »().
?
Oleeanded.

Leida piirvaartusad.

461. lim Lx-f P2
X2 & 2

462. lim ~ ~5* + 1In 2
T~*~= 3x ¢ 11

463. lim x2-- CPS *
»-C* 3x + 11
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464. Iim
k1o

lim
1419

465.

lim

466.

467«

468. lim

469. li

470.

472,  lim

lim

473.
X9«

474.  lim

-5
X? - 8X ¢ 5

=+

2-*2)

fex-2)? (2» * B2

+5
X2 + sin 2

20 + x >fx

2*2 - i

\Ix2 1

X2

s/7

\IXN + X - 2X

Vx2 + 1 -

/XN + 3 -

JLET

A2 + 2

NXN +a

\pP8 + x" ¢ 4 - 5x

+3 -

» 4

\ix» + 1 * sm 2x

X + DM (X ¢ D=+ ...

X + 6"+

amcot 18
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476.  lim (-IxX * A 8+ 4X)
4x - \Ux2 + 1 "

477. lim (W2 + 1 - X)
478. )!!*rr}_mx( Jx2 ¢ 1 - x)

479. lim 2x &3 - \Ix 5x  2)
X>

i 1)2 _ -1
480. llxl(lg'lo LV(ac + 1) Vou
481. Iim (sin \Mx ¢ 1 - sin
Jd>m
482. lim o008 &+ 1 - cos six)
Leida vorrandist arvud wja n.

2
483« I)jim« (_i s -mxo- n) =0

1
o

484. lim (Vx2 - x +1 - mx - n)

1
o

485. lim (Vx2 - x +1 - mx - n)

486. lim d /rr?._ - =
Vo mx - n) =0

487t Liml Z Ya™x2 + bkx + & - mx - n] = o, kus a">0

Naide 23» Arvutada

+
lim a_)5x tan 8
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Lahendus . Et

= - - N N
lin X+ b _ jin 2 x -2J=1,

b4 x - 4 K-BO 4 1
siis

lim (@ » ?)tan 8 _ 1le
MO X - 4

Jarelikult on tegemist mddramatusega tilpi 1« Teeme

muutuja vahetuse x - 4 = u, sils

lin )_(_0_3 5x+tan 8 (____Z)Su ¢ 20 _
w—e * - 4 (1e0) M—
» lim (1 + 2)3 - = e33.

|1/]-00 U

Leida piirvaartused

) X . X x+1+sinl

488. lim (fi . 491. lim (gSL.T—Z)
X +1

i =Xt In2 AX2+4
489. . O " 492. M@eo (éiz' ™

i L X -1 i 2
49Q | (- 493. _lim (£————- )

4looe Ny - 2" iLPo X - Jx +72

83« Lopmata vaikeste suuruste vdrdlemine.

Olgu oC= <~(x), /3=/3(x) ldpmata vaikesed mingis piir-

protsessis, naditeks x -*a, x —»a+, X —*a-f x —>»» jne.



1. Kui lim n = 0, siis suurust nimetatakse kergemat

.Jarku loépmata vaikeseks p, suhtes ja kirjutatakse

oc= e-4/3)
Sel korral suurust fb nimetatakse madalamat jarku Idpmata
védikeseks cl suhtes.
2. Kui lim ~- = A, kus Oz Ja|<«> f siis Oeldakse, et
suurus & on 3= .jarku Idpmata vaike, vdrreldes  suurusega

> m
3. Kui lim = 1, sils suurusi ocja ™ nimetatakse ekvi-

o 5t

valentseteks I6pmata vaikesteks ja kirjutatakse

Naiteks, kui x-*0, siis

sin X ~ X, tan x ~ X,
arcsin x ~ X, arctan x ~ X,
In(1 + x)~ x, \M+x - 1~

Koik need ekvivalentsused kehtivad ka siis, kul neis asen-
dada x mis tahes teise ldpmata vadikesega.

4. Kui mingi k>0 korral lim r = A, kus 0 < KAJ<o0,
siis Oeldakse, et suurus on k-jarku ldpmata vaike tb euh-

tes.Sel korral” kirjutatakse
K
d.- AQ ,

ning suurust AjiK nimetatakse suuruse d peaosaks .
Piirvaartuste arvutamisel on eriti olulised ekvivalent-
sete ldpmata vaikeste suuruste jargmised omadused.
5. Jagatise piirvaartuse arvutamisel voime lugeja \oi

nimetaja (véi m8lemad) asendada ekvivalentsete Ildpmata \ai-
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keetega, s.t. kui M p ~ , Siis

lim B = lim 4l‘|i = li® ;I = "lim 4&
Sellist asendust liidetavates teha ei tohi.

6. Kui ja n , Siis < /bw«wcsAyu

7. Kahe ekvivalentse ldpmata vdaikese suuruse vahe on

nende molemate suhtes kdrgemat jarku ldpmata vaike, s.t.

kui o , Siis ot -Th= o(c®) ja bI-p = 0o(/3).

Viimase teoreemi pdhjal, kui x —»0, on

sin x - x = o(x) ehk sin x = x + o(x)

\]1+x-1—ﬁ:o(x), ehk +x=1¢;]\+o(x)jne
Naide 24. Omaduse 5 pdhjal

a) lim
3in7x (@,

sest tan 2x ~ 2x, sin 7* "™ 7x, kui x » 0

Naide 2S. Omaduse 7 (obh.ial

a) |
) J3»o X + X2 /O x(1 +Xx)
Vo)

-
3
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£- S*+ 0(X)

= Hm - T .11« =1 -5 ¢ 0(D)1= _Z
xore X i 2 3 j a

sest o(x) - oCx2) = o(x) ja x(1 +x)"™ x,
tan x
b) lLim
/T*Bin~x - VI-sin x (

rlim
A= 1+ 8g ~ -K)(sinx)- [(n- a | ™ (sInx)]

= lim - =1,
X, sin x ¢ o(sin x)
i 7 in = =
sest [!m) N 2)_ [ N o(l) =1.0 = 0.
Ulesanded.

Kumb jargmisest kahest suurusest on kérgemat jarku 18p-
mata vaike vO0i sama jarku?

494. An =J ja Jh=ET

il , _n2 -2 . n I'% +4
n e Ja
496. c<(x) = L ja ACi) =1 - VT, kui x-1
+ X
497» ck(x) = 1 ja A = kui [x1-*<=-0
X +1 2
498. o€ (xX) = tan x - Jja y3(x) = JT-2x,

kui x - »
2
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499. ot(x) =x5-1 jalA® =Vx-1, kui x- 1

Naidata, et
500. x2 + 5x*~ x2, kui x =0
501. sin x + tan 2x ~ 3x, kui x -~ O
502. 1 - cos - X2 kui x —s0
a- 2a2*
503. Vx +1 - v7- ~ kui x -»«l
2 \fx
504, L sin il kui 1x1-00
X X X2 .

*
L]

505. X" - 3x + 2~ 3(x - 1)2, kui x —mi

506. n+2 1 kui
= -3 - V3t

Naide 26. Leida ldpmata vaikese

T = W+ \K+ W
peaosa, kui x —>0, ja mddrata <*(x) jark /S(x) = x suhtes,

Lahendus.

cC(x) =\jx + A Sfi(vix + 1) =\j x [x* ¢ 1N =

= WUWx-\/x + N\l +Vx ~Vx.

Seega oC(x) peaosa on VXT ja suuruse <*(x) jark ~ (xX) = x
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RS

scutes on K=
Walde 27. Leida I6pmata vaikese

_ nActAMMAn. + 42
n /n4 ¢ 3n - 4

peaosa ja maarata <.Q jark /1= - suhtes.
Lahendus_. Et /m= o(1l), siis ilmselt n --»0 , seega
N - n arctanCJtn +4) 1 % +°<@Q "~x 1
n" 2/ 3 T~ " < 1+0(1) ~2*n*
n vyl +3-- -4
Jarelikult <*n peaosa on - -  ja suuruse jark /.hzi
suhtes on K= 1.
Ulesanded.
Leida l0pmata vaikese bl peaosa Ajbjr ja madrata
jéark ldpmata véikese Jjb suhtes,
2 ? =11
507. ¢ = 2% drcsin RZ ¢ jm  /3=1
508. ck = e are ma n_
n5 + 3n2 44 2+ 1 Mn
509. di = 2x - 3s3 + x5, BX) = x
510. <*(x) = M +x - >l - x, yS(x) = X
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511. ot(X) = sin x - tan X, /2() = x
512 (x) JImm * vx - 1, /%00 = x
515* C~.(X) = VI + 2 4- \fx - 1, /KX) = x
514. ot (X) = Vi + x2 tan A /> = X
515. oi-(X) = cos x - 3>/cos X, JE(¥) = x
516. oC(x) =sin( V1 +x - 1), x) = x
517. 0i (xX) = 1 - 2cos(x + ~-)s /3(x) = x
518. oC(x) = /1 - y» arctan X, /5() = x
519» oc(x - ~- ™ arcsin J R(X) =x -1
x5 *1 vV X+3 /
520. (X » Jj"T—.az, =21-3
X -
521. <*(x = Nx 42 -2 ¢x + 1 +vk, A(xX) =1
' X
arcsin 5 , n
522. a(x . /s« =:

Kasutades omadusi 5?6 ja 7 arvutada piirvaartused.

523. lim 525 I>a tan 2x arcsin 3x
a»0 W+ Xx- X->=sin 3x arctan X

524. lim ZES2iL.77 52b. I-i mSiN_3X tag, 5X
*+40 arctan 7x = (X - x3)2



527

528

529

535

534

535

536,

537"

538,

539-

540,

541,

542,

linm 5jo~
%< arcsin -7 ts
\NITW>
5,
lim 1 5J1.
X+ x " x2l

arceiaC V4+x2 - 2) 532>
In (1 - x2)

lim

Arvutada jargmised piirvaartused,

lim *2 ¢

st=® tan bx

um JUL=1J
arctan 5*

L, J'l«*xS- 1
ei" 5X

kasutades omadusi 4-7*

lim 2x + 3 arcsin x n lia sin(a»x)-sin(a-x)
2x - arctan Xx e * -0 tan(at+x)-tan(a-x)
3 . i .
lim 4X- - cos x)Z lim sInfxM- sinfa
tan x *_a X2 ~ a2
1 +__sinx - cos X
1 -sinx-003 x s5+*s. lim — 1 <COB *
X
lin <1 [cos *T 546. lim SIS U Z*%>
X-0- tan-"x - sin”™x X1 AN
- sin2
“ 2 BAL. Iy 99_B_°_?fl
Hm sin 3x * 1 + Sin 272
*um sin 9x AO* 1im  cOS*E— ——————-
iECUj/1)2
549. lim
X-*0+ -
sin Vx VX
»?2 s 550. )I(i_[po ~P_j-n2*.
- sin 2x
lim SSLATJUOB™ 551. lim M.*. --1
A0 1 - cos x X - 6
li» £22AxXx-co0s”™Xx - Innos.,ax
xe M X-+0 In COS bx
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553 lim Adl+arctan 3x- 3dJl-arcsin 3x

-0 -

X \|larcsin 2x — >/l+arctan 2x
554. lim 1N tan x
cos 2

86» Funktsiooni pidevus.

Olgu X funktsiooni f(x) m&&ramispiirkond ja olgu a X.
Funktsiooni f(x) nimetatakse pidevaks punktis a, kui
Lig ) af@). (15)
Vérdus (15) on samavdadrne vordusega
i £ = f(Llig x) . (16)

Tahistades Ax = x - a ja

Ay=f@+ 0x) - f(a)
saame, et vdrdus (15) on samavadrne ka vdrdusega
by A= 0- an

Funktsiooni f(x) nimetatakse pidevaks hulgas X , kui ta
on pidev hulga X 1gas punktis.
Funktsiooni f(x) nimetatakse paremalt (vasakult) pide-

vaks punktis a, kui

f(at) = f(a) (vastavalt f(a-) = f(a)).

Sellsks, et funktsioon f(x) oleks pidev punktis a
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tarvilik ja piisav, et ta oleks selles punktis pidev pare-

malt ja vasakult, s.t. et

f(a-) = f(a) = f(at).
Funktsiooni f(x) nimetatakse Uhtlaselt pidevaks hulgas
X, kui iga e>0 korral leidub selline arv $=£@&) >0,
et sO6ltumata punktide x ja x "valikust hulgas X kehtib vor-

ratus - -
If(x) - f(x»)I< e niipea, kui ix - x*\< 8 .

Viimases definitsioonis arv 8 sdltub ainult arvust £,
s.t. el sdltu punktide x ja x1 valikust hulgas X.

Kui funktsioon f(x) ei ole pidev punktis a ja eksistee-
rivad 18plikud piirvéartused f(at) ja f(a-),siis nimetatakse
punkti a funktsiooni esimest liiki katkevuspunktiks» Kui li-

saks

f(at) = f(a-),
siis odeldakse, et funktsioonil f(x) on punktis a kdrvaldatav
katkevus. Kui aga

f(a+) @ f(a-),

siis Oeldakse, et punktis a on funktsioonil f(x) hipe.
Kui vahemalt (ks piirvdartustest f(a*) voi f(a-) on
I6pmatu vBi ei eksisteeri, siis nimetatakse punkti a funkt-

siooni teist liiki katkevuspunktiks.
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Ulesanded

Kirjutada vorratuste abil funktsiooni f(x) jaoks:

555« Pidevuse definitsioon punktis a.

556« Paremalt pidevuse definitsioon punktis &

557,, Vasakult pidevuse definitsioon punktis a.

558. Selgitada9 mille poolest erineb funktsiooni f(x) pi-
devuse definitsioon punktis a funktsiooni f(x) piirvaartuse
definitsioonist punktis a. Selgitada sama ka paremalt ja va-

sakult pidevuse jaoks.
Ndide 28. Lahtudes pidevuse definitsioonist, téestada*

et funktsioon Y= Ix] on pidev kdikjal.
Tdestus. Valemi |l - Ibll"ja - bl péhjal vbéime Kirju-
tada IOy = lix + 0 xI - Kii 4 |x + Ox - x!' = |JIx].

Kui Ux-»0, siis ilmselt Ay -m0, seega 1iga x korral on
téidetud vOrdus (17). Funktsioon j = (xi on pidev kdikjal
definitsiooni pdhjal.

Milline peab olema arv A, et funktsioon

arctan x, kui X>1
oleks pidev punktis a=1.
Lahendus. Meil f(1-) =1 + A, f(1) = f(1+) = arctan 1
= 2L
4

Jarelikult arvu A saame vdrrandist



Seega f(x) on pidev punktis a =1, kui i *1- 1*
Naide 30« Naidata, et funktsioon f(x) = &+ 5cos x on
tihtlaselt pidev hulgas I = (-3* - .
Lahendus. Et -3<x<- - , siis 2 < JL. <5 ja seega
————————— 5 3 ixf ] g
[xIxrrr<2s.

Selle pdhjal v6ime kirjutada
f(x) - f(xXD| = 22 - + 5(cos x - cos x')|4

< - [xZ x | ¢ 10 |sin X- X sin X iim - )
Ixx"1 2 2

= - — Ix-x* 10 |sin x I|sin
I XXM 2 h

< 50 |x - x*] +1@ Ix-x"=55U - x»|< £.
Seega kehtib voérratus
If(x) - f(x")I< £,
niipea kui
Ix - X< —
55

sdltumata punktide x ja x "valikust hulgas X. Vdime valida

S = , Jarelikult f(x) on Uhtlaselt pidev hulgas X.

55
Ulesanded.
Lahtudes pidevuse definitsioonist, tdestada, et jargmi-
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eed funktsioonid on pidevad kogu m&&ramispiirkonnas.
559. wYy=Xx2 ¢x -2

560. y= X3 - 3x* 5

561. y= -J-—-
3Xe 2
fx sin -, kui x AQ
X
0, kui x = O

Millistena peab valima arvud a ja b, et jargmised

funktsioonid oleksid pidevad kogu maddramispiirkonnas?

'3 ¢ ax2, kui x41,

563. f(x) = )
X ¢ 1, kui x >1
-2 sin x, kui X <—-2
2
564. f(x) = a sin x + b,kui - 2F<x I
2 2
cos X, kui x>‘%T

Milline Uhepoolne pidevus punktis a on jargmistel

funktsioonidel?
X , kui x41
565. ¥ ) as
2X + 1, kui x>1,
cos S, kui x42,
=2
566. *
Y 5, kui x> 2,

567. ¥= "IJx» a=0
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568. v = [X], a=4

Naidata, et jargmised funktsioonid on thtlaselt pidevad

kogu mé&ramispiirkonnas.

3sin x - 4cos X

570.  f(x) = ax +b 571 f(x)

f(x) = spz+ 5cos 3x,
X = [1,00)

5721

* ff(x) =x2 - 2x * 3,
573. f(x) =Ix]* In 2 574.
X * (-2.,5)

575. JF(X)~ * 9ein5 57s- - b
* =945 '2) U - <5_’£__*)

Kérvaldada katkevus jargmistel funktsioonidel.

s577. T(x) = 580< f(x) = cos £
X
56. '
f(x) = £-+=_i 581. = -
x *1 I X = (1,
579. f(X) =2 [£-=-2 reos kui x<1,
X - 49 582. f(x) =j 2
Ix =1, kui x>1

Millised katkevused on jargmistel funktsioonidel?

2
— ein SC 241X
583. Y= sin 2x- 586. VY X
584, Y= arctan i 587. V¥ CDi X
5g5. y *°INX 588. v L
X" logixl
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589. Y= 2 592.

590. _ e 593.
1 P
591. Y= ep 594.
1 -x

escp
1 -x

-flL.+1)
Y= 2 e’ X

2 #cot X
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IV.. FUNKTSI1TO0ONI TULETIS
JA DIFERENTSIAAL

81. Funktsiooni tuletis.

Olgu X funktsiooni
Y= f(x)

madramispiirkond ja olgu [p< argumendi x £ X muut piir-

konnas X. Vahet
Ay=fx + Ax) - ()

nimetatakse funktsiooni y = f(x) kasvuks punktide x ja
x + [Ox vahel.

Kui eksisteerib piirvaartus

OO = Yigeo -
siis seda piirvaartust nimetatakse funktsiooni v = f(X)

tuletiseks punktis x ja kirjutatakse
y* = £*(x) ehk y*. = fA(x).
Geomeetriliselt on tuletis y* = f*(x) funktsiooni

vy = f(x) puutuja tdus punktis
X, s.t. (vt. joon.20)

k<> f (x) = tan k.
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Tehetega seotud tuletise arvutamise reeglid.

Kui con konstant ja funktsioonidel v = v(x), u = a(x)
on olemas tuletised punktis x, siis selles punktis x kehti-

vad vdrdused

1< (cuw)
2= (u -
3= (W)
47 )"

Tuletise arvutamise p6hivalemid.

1. d =0 (c=const ) 10« (sin x)*= cos X
2* x- =1 L # (cos x)1= -sin x
* = -
5 @ XA 12. (tan x)1= N
COosS™X
4. N> = —
(972 2 v« 13. (cot x)1= - '
sin”x
5. (xa)" = axa“®
Y » 14. (arcsin x)»= ml— 7 (1xU1l)
6. (@ax)» = aln a \Jl - X
7 e 15. (arccos x) (IxI<)
>, \IL - x2

8. (fog IxD).= xTna 16. (arctan x)e=

(XA 0, a>0) 1 +7*2
17. (arccot x)"= - — -—-
9. (In)*4 (x/70) 1+ x2
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1

18.  (sh x)* = ch x 22 @®m&X),~ JYT?
19* (ch x) * = sh x 230 (arch X/* - « (ixl> )
ix -1
= - ii L 1*
20.  (thx)» ChVX 24. fartii x)"=- UL (¢ f < %&
21. (cth xX){=--p = 25>  (arcth x)*= - -3 » (\xI >1)
ah x 1-x

Piirvaartust

AX-"CHT A X

fax+) = lin 2iSLU*bEE*2 ja F(x-) = lim Ffcf.Ayj-FW
AX-00-

nimetatakse vastavalt funktsiooni j = f(x) parempoolseks ja

vasakpoolseks tuletiseks punktis x.
Tuletise f"(x) olemasoluks punktis x on tarvilik ja pii-
sav, et kehtiks vordus
r(x-) = F*(x+) « (O]
Tsoreem bulefciae piirvaartusest, Kui funktsioon f(x) oa
paremalt pidev kohal x ja ek3istetrio Iim f{(z)j siis
fe(xt) = lim f*(2).
Analoogiline lause kehtib ka vasakpoolse tuletise kohta.
Kui funktsioon y= f(x) on pidev punktis x ja

lim A+ 00
Nx-»0 N X

siis oeldakse, et funktsioonil y= f(x) on punktis x Idpmatu
tuletis. Geomeetriliselt tdhendab =35 et punktis x funktsi-
ooni y = f(x) graafikule ténunatud puutuja on risti x-telje-

?a.



Ulesanded-
595* Maarata argumendi x muut Jb< 3a funktsiooni vastav
kasv Ay, kui y= log x ja x muutub vaartuselt 1 vaartuse-
le 100.

596. Argument x saab muudu [ Arvutada funktsiooni
kasv 4oy, kui @ y=ax + b, b) y= ajC.
597* Tdestada vdrdused

a) ALcf()j = cAf(x);
b) ALFC) + g0l =Af(x) +Ag(x) ;
©) &[FC) 9G] = g(x +Ox) AF(x) + F(X)AG(X).

3aide J , Lahtudes tuletise definitsioonist, arvutame

funktsiooni 3 - 2% tuletise kohal X - 3* Saame

Lx
e(@) = im "2 = 2° Iinm m= 2Mn 2.
ye@) e Ik

Lahtudes tuletise definitsioonist,leida jargmiste funkt-

sioonide tuletised.

598. Y= x2 602. Y= cos X

599. -C\? 603« Y= tan x

600. Yy=" 604. Y= cot X
=

60l -l 605. Y= In
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Lahtudes tuletise definitsioonist, arvutada  jargmised

tuletised.
x2, kui x on ratsionaalarv,

606. 17(0).  kui 10O = O» kui x on irratsionaaiarv
607. f'Cg), kui f(x) = sin x

608. f*(1). kui f(x) = In x

609. Olgu punkti eirgjoonelisel Iliikumisel tee pikkus

s antud aja t funktsioonina jargmiselt:

s =13 ¢ 1

Leida punkti keskmine kiirus ajavahemikus t =4 kuni t =
=4 + Ot, vottes At =2; 1; 0,1 ; 0,03. Samuti leida
punkti liikumise kiirus ajamomendil t = 4.

Naide 2. Arvutame funktsiooni

yv=\NX2x<+ In x2 +
4AxN

tuletise. Reegli 2= poéhjal
yl = ( \NEE + 21n[xi + %x“z)» = ( ¢PRx)' + (21nnx|ju4-¢%x"2)»

Reegli 1< po6hjal
y" = NT (\fX)=* 2(In|x])" + 2x—2)».

Ning 18puks, kasutades p6hivalemeid 4, 9 ja 5, saame

.= ] ¢ 21 +2(-2)x-5 = -1 + 2 - JL.
y 2 X 4( ) n X

& 2x3
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Saadud tuletis on méaratud piirkonnas X =

val juhul

nad kokku.

tada tuletised (X, t,

Ulesanded.

konstandid).

610. y=x5 - 2xP + -x -1
611.
612.

613.

615.

616.

617.

618.

619.

620.

y=ath + bt + C

-5x5
a+ 1l

y="+1In2+0x)*“

_2x+a .51
v~ TrIrr v A

2 £
o ¥

yv= > X2
Y=
_ 2 1
Y 2% -1 >
v= a+ bz
b + o
\'%

Kasutades reegleid 1< - 4= ja péhivalemeid 1-25,

z, U on argumendid,

621.

622.

623.

adtH.

625.

626.

628.

629.

630.

631.
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(0, oo0)» Kaesole-

langevad tuletise ja funktsiooni ma&ramispiirkon-

arvu-
a, b, c, <« on
vy = 2(x+1}ex
V= X"e* ¢
Y= 1
X

y= &4 &% &

v= (< - 2x¢ 2)5X

yv= XIn x

In x

v = xeX+2loglx| - |Ag§l



632. y=In(ex) + log e 635. Y= e~>In(BX |
633. y:;‘ + 2°X 636. y= (DX b a (a>0, b>0)
634. ¥=x3 - =3«

637. v = 1n x log x - In a logax

638. y= 2sin x + 3<50s x

639. y= tan x - cot x + 3

640« y = 2tsin t - (t2 - 2)cos t

641. y= arctan x ¢ arccot X

®42. y= x arcsin x + 3arccot x

OF s = Sinu U
u sin u
Q
644. y= (2 - x )cos x + 2x sin X
K& 5o SIn X - x cos x_

cosS X + X sin X

646. Yy = 5 - arctan x
1 + xd
647. y=a ss m
arccos X
X+1
648. y= + In (e *~T)
tan X

X/\
649. Y=x sh x - ch x. 650. y=

651. = th x ¢ J 2
In x
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652. y= sin 2t + (2t)T + arcsin(sin t)
653* ¥ = arctan x — arth x

654. y = arcsin x arsh x

655« Y= arccos x + arccos

656. y= fitEbx vjloga(l + ©

B/ v= acgirx

1 -x2

Naide 5« Arvutame funktsiooni.

arctan x, kui D<41»

~ sgn X + kui  Ixl >1

tuletise. Kui -1<x<1, siis

¥ = (f Sgn x)1 4 ( 2)s_Xle
Uurime tuletise olemasolu punktides |x!= 1. Punktis x = -1

saame, kasutades teoreemi tuletise piirvaartusest{ et

) = fimy =
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Seega
T(-1-) = V(19

Tingimuse (1) pdhjal

Y-1) =
y4-1) 5
o i 4 .
Analoogiliselt punktis x = 1 on 7 1) = -. Jérelikult
2
, kui I 41}
. 1 +x"
7 =
kuix\>1.
Ulesanded.
Arvutada tuletised.
0, kui x <0;
658- 7=1x2, kui x>0
1-x, kui x < 1;
659. Y= (1- x)(@2 - x),kui 14 x 42;
—(2 - x), kui x > 2
x -1, kui x<1;
660. 7 = i
In x, kui x>1
661. 7 = sgn X 662. 7 = [x}

lehtivad voérdused
f*(at) = lim f*(x), f @) = lim &»(X),
JC-OA + Jt—r«. -
eeldusel, et piirvadrtused paremal on olemas.
Naide 4. Arvutame funktsiooni
7=1Ix -41 ()

tuletise . Absoluutvédartuse definitsiooni pdhjal
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> -4, kui |xp 2,
4 -x2, kui |x|42.
Seega

2X, kui |x]>2,

¥ = ;
-2x, kui |x]<2.

Punktides, kus |xI = 2, funktsioonil (2) tuletist ei ole,
sest seal tingimus (1) ei ole tdidetud. Tdepoolest, punktis
X = 2 on (vt. teoreemi tuletise piirvaartusest)

M) = Lig (20 = -4,

y*(2+) = Lim 2x e 4.

JG 2+
Seega
V'(2-) AY*(2+).
Analoogiliselt saame ka, et punktis x = -2 tingimus (1) ei

ole taidetud. Jarelikult tuletis on mddratud piirkonnas

X ={(-», -2),(2, 2),(2, 00)}.
Funktsiooni (2) tuletise vdib arvutada ka jargnmiselt.

Kasutades funktsiooni y = sgn x, vdime kirjutada

1, kui x| > 2,
sgn (x2 - 4) ={ 0,, kui ¥ = 2,
-1, kui |xI< 2.

Jarelikult
V= [x2 -4 = (x2 - 4) sgn(x2 - 4).

Seega, kui x € {(- ®©, -2), (-2, 2), (2, oo )J, on sgn(x2- 4)
konstant ning reegli 1<pdhjal selles piirkonnas on siis
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M — X sgn (X2 - 4).
2
Punktides jxl= 2 tuletist pole, sest sgn (x - 4) Mmuudab
neis punktides marki, mistdttu vordus JT) ei saa Seal olla

taidetud.

Ulesanded.
Arvutada jargmiste funktsioonide tuletised Jja leida

tuletiste maddramispiirkonnad X.

1

663. 7 = IxI 671. 7 _

= X
664. 7 = |x + 672. 7 = o —
665. 7 = X2 - 11 673. 7 = jlIn xI
666. 7 =X Ix 674. 7 =|In Ixii
667. 7 = Ix2 - 3X + A 675. 7 = |logax2 |  |log2ax |
668. 7 = jx - xM 676. 7 = |sin x)
669. 7 = IX2rrj 677. 7 = Jcos Xj

670. Y= [x2+x+l] - (x+1) 678. y= x |cos x|

679. Y=j » kui Ix
X -1, kui |x] > 1
fsgn x, kui|xl r1;
680. y=\

(x -+2, kui{x] > 1
681. y= Itan x| * (cot x|

682, y= iUSJLL + 4
X
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Liitfunktsiooni tuletise arvutamisel kasutatakse jarg-*
mist reeglit. Kui funktsioonidel y= f(u), u = g(x) on ole-
mas 18plikud tuletised y" ja «., siis liitfunktsioonil
f[g(x)j on tuletis

S

yX X
ehk

7x = fg(x)gx (z»
Vahepealne muutuja u valitakse nii, et saaks leida y" p6-
hivalemite 1-25 abil. Siis jaab leida vaid osa uf, mille
arvutamisel vdime vajaduse korral jalle teasutada valemit

(@) jne. Tegelikul arvutamisel vahepealsed muutujad eral-
datakse mottes.

Naide 5. Arvutame funktsiooni
v = In(x + cos x)

tuletise. V6tame wu = X + cos X, Silis

Valemi (3) pdhjal on seega

W= 1-sinz.
X + COs X

Ndide 6. Arvutame funktsiooni
v =sin \|l + x2

tuletise. Selleks kirjutame funktsiooni ules jargmiselt
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Yv=sin u, u = X v=1+x2_

Nuld, kasutades p6hivalemeid, saame valemi (3) abil,

=cos T +x2 - Sl o =Xxc0s ﬁ'll X2

o JTAxA v/ l+ %

Naide 7« Funktsiooni
Yy = arctan In@<+ b)
tuletise arvutamiseks eraldame mdéttes vahepealsed muutujad.
u=In(ax +b), v = ax ¢ b.

Valemi (4) abil saame siis (kasutades pdhivalemeid 16,9,2)

Y ——————— [ 1- a=_ & ———mmmmmmomm 1 ;
1 +In(ax +b) ax+b ax+b1l + In2(ax +h)
tlesanded.

Arvutada tuletised«
683. ¥= 3x - 5)4 688. y= (1 - x2)10
684. y= (x + 1)(x + 2)2 689. y=x V1 + x2
685. ¥= (5 ¢ 2x)10(3 - 4x)20

686. v= 1 - x
2
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692. y=vFfTWTTTT 709* y= 2"

693. ¥Y===-m 7K.y = sin(ex2+5x-2
N1 + >

694. y= 2 1 2
56(2x-1)" 24(2x-1)6 40(2x-1)5

695» ¥ = sin t + cos 2t

696. y= tan SLi-2 711. y= i01-sin43x
2
| Vin x
697 Y= cos™4x 712. y= e
- £y
698 wy= 3sin(3x+5) 713. ya x2e a
699 y= cos2 -—" 714. y= In sin \J arctan e”x
1 +NT X
700 y= X.Sinx_ 715. v=¢e X+ e K o ©
1 + tan x Y

701 Y= cot 3h + x2 716. y=CfF) V(') b (a>0, b>0)

702 y= f£2£x 717. ¥ = xa% ax& ¢ aaX (a>0)
2Btarx

703 Yy = tan x —-—1te€’n’\x +é- tgn-'x
5

704. wy= sin(sin x) 718. y= th(ln x)

705. y= \tan | 719. y= (1 + th2x)5
706. y= sin®* cos nx 720. y= ecil2x

707. ¥= cos* sin nx 721. yv= In(ch x) + :CLA-
708. y= asin x (a>0) 722. y= T In(cth %)
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723. y= arctan(th X 739. y= arcsin = X%

724. y = arccos(-1-) 7ap< y = 1n(1 . 2x)
. X
725 y= rT 741.y= w arctan v/TV X2
MI - th x
726 *¥= x sh x - ch x 742. y= arctan InJax + »

727 Y= X arcsin x+ V1 - x2
728 wy= arctan(x - V1 + x2)

729 y=\Jl - (arccos x)2 743.y= log2 [log”dog”x)]

V730 y= arctan x2 744-.y=V 1 + In2x
731 y=- -—-—arctan x 745. y= "In(1+x)- ~In(1+x2)-
' d 4

1 + X n
732 y/= arccos 2x - 1 “‘2‘(1|«—)

= arcsin P ~ ¥ 746. =/~ In -—— zJl
[EERd Vi** Y 4 X2+1

734 > = arccos b.l.ac=f g 747. y. 1 ~ =if?-2&

a+ bcos x 276
735 Y= arcsinJ + arctan ~x - %
736 Yy = arccos - Ao - 748, y= In(x * /7% 1)
737 Y= arctan f—t—i 749.y = _in( + x#1)
- X

738 y= arccos V1 - x2 750. y=1In tan(é +4'5)
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751. ¥= In JU-I" sin X
+ sin X

752. wy=i(In5x + 3In2x + 6in x + 6)
753. ¥ = x [sin(In x) - cos( In x)]

754, y=x In(x + J1 + x2) - JI + x2

985+ 3= eps@rCSINgK_ 756. y= In arctan — -
2 1+ x
b X

757. ¥=cos x V1 + sin2x. 758. y=2 " X
. _ - 2 2

759."/ y = arcsin x“ + arccos X

760. y= (a - M)arcsin vx + * A x - x2

761. y=\Ncot X - \cot~r 762y Y= sin 2x + cos23x

763. y = arch In x 764. y= arth tan Xx
765« y= arsh ¥p 766« yv= - —= 4 In tan x

e~ y—————- 2sin x__
767. y=2 In « - -arctan - lU-.t-?-.

41 * x4- X 2 X

6

768. y= —— -- — arccot xb
1+ X

769. Y= In(ex + 1 + e™x)
770.  y = arctan(x + \j1 +ex™)

Kui funktsiooni avaldis on hdlpsasti logaritmitav, siis
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vOib algul leida funktsiooni logaritmi tuletise ja ballest
avaldada funktsiooni tuletise.

Naide 8. Leida funktsiooni

Y31 x N B +x)2

tuletis eelneva logaritmimise teel.
Lahendus_. Logaritmides yabsoluutvaartust, saame

Inlyl = 2Injx] - InH - xI + -[Inl3 - xI - 2In}3 + xf],

anlyl) = = - - _2-1-1
L

3 -X 3 +xJ

w N

D- X
-X) "3(9 - x2) ~

~ XA \_2.—*r 2-x _ 9-x
1-x B +x) _x( -x 309 -x2)

C<AQ X Al, X A- 3) .

flaide o . Leida funktsiooni

7 = (sin x)x
tuletis.

Lahendus_. &at siin on sin x> Oja seega y> 0, siis saame
Ny=x1in sm X,

-7 - in sin X + — -—— COS X.
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Y = (sin x)x(In sin x + x cot X).

Ulesanded«

Leida jargmiste funktsioonide tuletised.

7l y = 779. y= x"ex sin 2x
772. Y= xsin x 780. = X - 2)2 VX
(x - 5)3

773. vy = (sin x)cos x+ (cos x)

774, v= (@1 + H¥ 781. - x(x + D)
X

. . % < -2)9
5. 4 782, y= log”
- 1)5(x - 3)11

776. ¥Y=T*7  (x>0) 783. y = 2x (x> 0)

77 Y= NN+ Iy 784. y= x "+ xaX+ axX
(&> Q Bb>0)
778. wv= (In X 785 _(In x)x
In x
786. TOestada, et funktsioon y= In I—{l— rahuldab
+ X
vorrandit

X + 1= &
dx

787. TOestada, et funktsioon Yy = SSS5£5-¢g rahuldab
\IT - x2
vlrrandit
1 - x2 - = 1.
@ -x2) , -xy

Jargmistes Ulesannetes leida funktsiooni y tuletis, kui
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funktsioonidel u = u(x), v =v(x) ja y= f(x) on tuletised

olemas.

788, y =\juz2(x) + v2(X) 789- y = arctan

790. yv= \[v(x) (u(x) A0, v(x)>0)

790 Y= logu()v(x)  (u(x)> 0, v(x)>0)

792. y= f(x2) 793. Y= f(sin2x) + fCcos2¥)
794. y= f(ex) ef(x) - 795. ¥=f (F[FOOII

Arvutada Uhepoolsed tuletised f*(x+) ja f*(x-), kui

796. f(x) =1x1 ;

\~77 , kui x A 0;
797. f(x) = 1 + e

i0, kui x =0

798. Kuidas peab valima arvud a ja b, et funktsioon

Jj x2, kui x~x0;
f(x) g9 ax + d, kui x> xQ
oleks pidev ja tal oleks olemas tuletis punktis x = xQ.

Kui funktsioonil y= f(x) (a<x<b) tuletis
fAx) = 0 ja on olemas lhene pidev p66rdfunktsioon

x =f (y), siis ka poodrdfunktsioonil on olemas tuletis

*7
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Ulesanded.

Leida jargmiste funktsioonide pddrdfunktsiooni x = x(y)
tuletis x*.
Y

799. Y= X - esin x 802. y=X + InX
800. = earcsin X 803. v = x L X
801. Y=x e’X 304. y=shx

Naide KO . Funktsioon y= y(x) rahuldab vérrandit
x2 + 2Xy =y % ox.
Leida yx.
Lahendus_. Vdtame tuletise x jargi vdrrandi mdlemast
ooolest, saame

2X + 2y + 2xyN = 2yyM + 2,

kust

Arvutada y, jargmiste vdrranditega mdaratud funktsioo-
nide jaoks.
805. y2 = 2px 806. N +20 =1
a b
807. arctan £ = In Ux2 + y2

808.

yX 809. wvy=1 + xe7
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810. wy= x + arctan

Y

811. Arvutada y*(0), kui /- Iny-1

82. Funktsiooni

tuletise rakendusi.

Puutu.ja da normaali vdrrand. Kui funktsioonil

V=yX)

on kohal x =

xQ olemas tuletis

y*(x0), siis

punktis

“0*0> yQ) tema graafiku puutuja vdrrand on

Y- M = ¥»(x0)(x - x0)

ja normaali voérrand

kus

30 = Yoo*

Puutuja ja normaali

16igud.

Ldiku PT nimetatakse puu-

tuja 1diguks. Tema  pikkus
on
PT =1 ;
I>?1
Loiku PN nimetatakse
normaali 18iguks. Tema pik-

kus on



PN Iy yd-
Loigu TM pikkus on

™

ﬁlN

JiTym
ja lIdigu MN pikkus on
X = M + 2
Puutepunkti raadiusvektori ,ja puutuja vaheline nurk.
Kui = r( ) on kdvera vdrrand polaarkoordinaatides ja /3

puutepunkti raadiusvektori ning puutuja vaheline nurk,siis

tanfi =
/ r.Gy)

Sirgjooneliselt liikuva punkti Kkiirus. Kui punkti sirg-
joonelisel liikumisel labitud teepikkus s on antud aja t
funktsioonina vérrandiga

s = f(b),

siis punkti liikumise kiirus v ajamomendil t = tQ on

v = £(t0).

tilesanded.

812. Leida puutuja ja normaali vdrrand koverale
v=(x +1) 3 - x punktides & A = (-1,0); b) B(2,3)i
C(3,0).

813* Leida kdvera y=2 + x - x2 punktid8 kus puutuja
on a) paralleelne x-teljega; b) paralleelne sirgega Y= X.

814. Millise nurga all kdver y= In x 1dikab x-telge?
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815» Millise nurga all kdverad y = sin x ja y= cos X
I6ikuvad?

816. Naidata, et logaritmilise spiraali r= ae korral
puutuja ja raadiusvektori vaheline nurk on konstantne.

817« Arvutada puutuja 18igu pikkus, kui y= axll

818. Naidata, et kovera y2 = 2px normaali 1digu pikkus
on konstantne.

819» Naidata, et kdvera y= ax puutuja lIdigu pikkus on
konstantne.

820. Missuguses seoses peavad olema kordajad a, b ja c,
et parabool y= ax? + bx + © puutuks x-teljega?

821. Missuguse parameetri a vaartuse korral kéverad
V= ax2 ja y= In x puutuvad?

822. Punkt vdngub seaduse

X = a cos(ZEtt%

jargi. Leida punkti liikumise maksimaalne Kkiirus.
823. Sirge varb AB pikkusega 1 libiseb otstega piki
koordinaattelgi (vt. joonist). Teades punkti 4 Kkiirust
1 V/j, leida punkti B kii-

rus vO.
B k
M
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® ?ggktslooni diferentsiaal»

Funktsiooni 7 = f(x) .nimetatakse punktis x difsrent-
seeruvaksa kui toma kasv

A7 = f(x + ) - £
avaldub kujul

Oy =) ii ¢ <, ®)

kus
c*=o( Ox), kui Ax-70.
Funktsioon 7 = f(x) on diferentseeruv punktis x para-
jasti siis, kui bai punkti3 x on olemas I6plik tuletis f Tx*

Valemis (5) suurust

d7 = f*(x)Ox
nimetatakse funktsiooni 7 = f(x) diferentsiaaliks punktis x.
Suurust dx = JIx nimetatakse argumendi diferentsiaaliks.

Seega vdime kirjutada

dy = F*(x)dx, ®)
kust
32 -f(x) .
32 -T(x)
Valem (6) kehtib ka siis, kui muutuja x on mingi uue

muutuja funktsioon, s.t. valemis (6) vdib dx olla ka funkt-
siooni diferentsiaal,s.t. diferentsiaali kuju on lavariantne.

Kui < on killalt vaike, siis valemist (5) saame ligi-
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kaudse vorduse

f(x + BYas F(X) + F*x) JIx. Q)

tlesanded.

824. Leida funktsiooni y= x2 kasv [y ja diferentsi-
aal dy, mis vastab argumendi muudule [  Arvutada [y ja
dy, kui x =1 ja Ox=0,1; 0,01.

825. Arvutada funktsiooni f(x) = x"- 2x + 1 kasv Af(1)
ja diferentsiaal df(1) ning vorrelda neid, kui & /[x =1,
b) Ox = 0,1, © [Ox=0,01.

826. Leida funktsiooni y= cos x diferentsiaal kohal

,kui Lb(:gs.

X = —
6
827* Leida funktsiooni

diferentsiaal kohal x = 9*

828. Leida funktsiooni y = tan x diferentsiaal kohal
X = 9, kui  Ox = -2L.

N 180

Leida jargmiste funktsioonide diferentsiaalid.

829. y= 850. y=1In|x +\]2 + a |

851* Y= arcsin —a(3/ O

852. X= - -——- 833. wy=1In tan(—2 _E)
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834. Y= \arcsin x + (arctan x)2

Leida

835» d(xex) 839. d e

836. d(sin x - x cos Xx) 840. d In(l - x2)

837« d \ a2 + x2 841. d arccos "

838. d 1

Olgu ufv,w diferentseeruvad argumendi x funktsioonid.

Leida funktsiooni ydiferentsiaal, kui

842. Y= uww 845» y=1In Nu2 + v2
843. Y= *=3 846. Y= arctan v
v
844. y-=
\ju2 +2v
Leida
847, - —-- £iB_5 849. - — sin x
d(x2) X d <3 x
648. - U--—— tal 850. & arcsin x.
d cot Xx d arccos x

Kasutades valemit (7) arvutada ligikaudu

851. spr,02 853. arctan 1,05

852. sin X< 2475
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855* arccot 0,97 858. log 11 (log e « n IT'IC‘" T45*3)
856; arcsin 0,45 859. sR

85?» arccos 0,48 860. tan 46°

g 4# EOGrgeaat jarku tuletised mpdiferentsiaalid.

Funktsiooni y= f(x) teist _jark? ehk teiseke tuletisekg

y nimetatakse tuletist funktsiooni tuletisest, s.o.
V' =GO/ = FHUON
Uldiselt funktsiooni y= f(x) n-jarku ehk n-ndaks tule-
tiseks y(r< nimetatakse tuletist funktsiooni +"t) -jarku

tuletisest,s.

Funktsiooni y= f(x) teist .jarku ehk teiseks diferentei-

P

aeliks d 'y nioetatakse diferentsiaali teme esimest jarku

diferentsiaalist, s.o.
&Y = d(dy).

Analoogiliselt defineeritakse n-.jarku ehk*n-es diferent-

siaal day vdrdusega

4y = d(6b-1y).

Eui X on sdltumatu muutuja, siis

d°y » F<=>(*)di*s Q)
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kui aga x on mingi muutuja t funktsioon x = x(t), site

d2y = " (x)dx2 ¢ fe(x)d2x,

dsy = """ (x)dx5+ 3Ee<.AN f {x)d5x.
jne.
Valemist (8) saame

« F(N)(X).-

dx®

Leibnizi valem. Kui u = u(x) Jjs v =v(x) on n korde

diferentseeruvad, siis

(uv)<n> « £ R *(1)

da(uv) »Ec 1l diI’1 u ds§,
P n

Oa

kus u(@) = u, V7=, CIES on kombinatsioon n elemendist i

kaups je d<u = u, d°v = v.

tilesanded»

Tdestada valemid.

861. (ex)(n)

e*

862. (ax)(b) = axlnna

863. (sin x)(n) = sin(x .sa,
864. (coe x)(n)= coe(x * —%LS)

865. (X@)(n)a m(nh»l)c.. (m~n*1)x" 3
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866. (In x)<n> = C-1)n 1 CBtll*
X

Leida y" jargmistest funktsioonidest.

867. wY=Xx + X2 870. wy=1In f()

2 - 2 )
868. Y= e'"x 871. ¥= \XH - x arcsin 2
869. Y= tan x 872. wy= XX

Arvutada ' jargmistest funktsioonidest, kus u = u(x) ja
v = v(x) on kaks korda diferentseeruvad.
873. Y= u2 875. y=Ju2 +v2
874. wy=1Ing 876. y= uv (u>0)

Funktsioon f(x) on kolm korda diferentsseruv. Arvutada

y" ja y"*, kui

877. y= f(x2) 879. Y= f(ex)

878. y= f(2) 880. wy= f(In x)
Arvutada d2y, kui

88l. y= ia;i 883. Yy~ x*

882. wy= + X2 884. y = arctan(-- tan x)

Funktsioonid u = u(x) ja v = v(x) on kaks korda dife-

rentseeruvad. Leida dEy, kui

885* 7 =
886. y = au

887. wy=1In ju2 +v2

1
<
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Leida margitud jarku tuletised.

y=X(X - 1)2 (x +3)5;

888.

890.

8n -

892.

895.

894.

896.

897.

898.

Leida

899*

900.

Leida margitud jarku diferentsiaalid,

y = y (5)

1-x

Y= x"In x; yAn

y =gl r*

yvy=JLI y(100)
\H - X

Y= “i y(0)

Y= ex cos X; yn

y = - y (n)
cx +d

y=- 1- 3 y(n)
N1 - 2

Y = c0S2X; y<n>

y=ip ; y (n)

y(6), y(

margitud jarku diferentsiaalid.

V= X5 dry 901.
= - d5y
x"

piisav arv kordi diferentseeruv.

902.

903.

Y= eu; dty 904.

y= u2; dil0y
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Leida fAn~(0), kui

205. (%) 907. f(x) * x2e&

= 1- -
(1-2x) (1«)

906. f(x) = arcsin x

908. Tdestada, et funktsioon

Y » Acos X ¢ Bsin X

rahuldab vdrrandit

j" ¢ y=0
His tahes arvude A ja Bkorral.

909» Leida x*, x* . x"l kolm korda diferentseeruva
7 37 y>
funktsiooni y= f(x) jaoks.

Leida y; ja y;x funktsioonist y= y(x)f kui

910. x2+y2 = 25 91l 32 ¢ 2l y= x4

912. Ji2 .72 =ae"“ 0 tan | (a >0)

913* Punkt liigub sirgjooneliselt seaduse

s = - ein +s
2 0

jargi« Leida liikumise kiirus ja kiirendus pérast esimese
sekundi méodumist (s on meetrites ja t sekundites mdddetud).

914. Punkt liigub sirgjooneliselt seaduse jargi s =lt
Veenduda, et liikumine on aeglustuv ja et kiirendus a ja

kiiruse kuup v~ on vdrdelised suurused.
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85« Piilrvaartuste arvutamine I"Hospltali
reegli abil,

LJ3pspit_ali reegel. Kui kahe funktsiooni £(x) .Ja g(x)

jagatis
kohal x = a wWautab mddramatust tlupi %) voi so siis
kehtib vdrdus
Usf$ <)
eeldusel, et eksisteerib I16plik voi I6pmatu piirvaartus
vorduse (9) paremal poolel.
Valem (9) on rakendatav ka jJuhul a= ro voi

a s - O ,ia teiste lhepoolsete piirvaartuste korral.
Piirvadrtuste arvutamisel on otstarbekohane koos L Hospital!
reegliga rakendada peatikis 11l antud votteid.

Madramatused tulpi 0* 0= v6i 00 - oo L*Ho3pitali resgli

rakendamiseks taandatakse tuidpidele @)véi 00

Naide 11. Arvutada

Um _izLa
oc->»0 eot X

Lahendus_. Kohal 0 tekib maaramatus tulGpi - ™, L"Rosrita-

Ii reegli abil saame

cot X N1 "GO Y1 y~c 3
Ta«sq: mdaramatus tolpi - 21 Hospital! reeglit veel
Jsc qitenciad3.j WwaEC eeSC oxt Ott;iarDcKoiiane teha, sest

u



protsessis x-»0 on sin X ~X Jja seega saame vahetult
li. A&infx =1IB xf= 0>
n->o X X*>OX

Jarelikult

Vm} cot X ~ 0.

helide 12. Arvutada

<A ( *n* - L.
> sinx X

Lahendus. Kohal 0 tekib mddramatus oo - oo . Vdttes . mur-
rud dhisele nimetajale, saame

am { b - 1\ =¥ X2 - sfnax.
x"< sinSc X x~= xE sin x

Nuiud tekib kohal 0 m&aramatus =i Enne L"Hospitali reegli ra-
kendamist asendame nimetajas sin x temaga antud piirprotses-

sis ekvivalentse suurusega x. Seega

2 L2
agm ©-Lres 1 pin X7 Zasinix

sin~c x° X
Rakendades 2 korda L"Hospitali reeglit, saame

* ma 2? - si-n 2x =
Sin X X* (o»--) Jr-o LMD

= uim 2 - 200t 2% 3 gy dsinx 1
r~o *2xr- *-0 12x7 3
=Z unl™)
43ide 13- Arvutada

lim (1 - =\ x) cot Xx.
o
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Lahendus. Kohal O esineb madramatvB 0.00 . Viime

cot x nimetajasse, saame

lim (1 - cos x) cot x = lim ~ 008,?

X0 ot+O  tan X
Tekkis maaramatus tlupi £ . Antud piirprotsessis saame
asendada tan x temaga ekvivalentse suurusega X, siis

L*Hospitali reegli abil on

n
-
=
n

lim (1 - cos x) cot x

= lim ziS-£ = o.

Ulesanded.

Arvutada jargmised piirvadartused, kasutades L*Hospi-

tali reeglit.

915. lim - r-—-~x *2 918. Ilim 1-~-S2S x-
*_>1 x5 - 7x + 6 8In ©
916. 1iim *oo* 919. lim x <os x - aim,*
«m) X - sinx 0c-*0 n
. - sin *
917. lim_ x cot - 920. Lim -
oc>0 2 x>*- 1 -x



921. it» X ~ 935. Ilim (1 - x)tac. Jx
~>0 X - Bin x 2

922. liu. (a >0s n >0) 936. Ilim Id x In(1 - x)
S 937» LXK arcsin x cot x
923« litt X H>0
92«. lie. SafthS 958. lii In(r2 - 2x + 1)sinltl
*~*f tas x
lim 939. lija x11 sin n>0
*>0+ In sin bx a—%« §( )

926 e Lilp - - 940e list (- - - -1mw)
~>4 x*i x -1 In x
927« lia uw» * - 1 941. lis (I - -JL-)
* X e"1
920 H ..
je'C diri x
92S. lie arcsin 2z - 2arcsin x
- i”e o J
sin x
i X _ sin x
930e |I% (a>0)
sin x°
931. lia 1%
In coii bx SN2 * Cot*x - “>
952« Iim M-3«  lTim ( -X & y;In X)
tan X ~ X X»0C

"3«. He g-gMsin x)_- coe X
‘-l arcsin x cos x

934. Lim x cot 2x "B uyua(C3. - s\
**£  cot X 2c0s X
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Madramatus fee 18% 6<=? o»< korral tuleb enne leida aval“

dise uV logaritmi vinu piirvdartus ja siie kssotada
virdust
) 1i® vin u
L uv = e *-~* . (10)
Kaide 13* Arvutada
. ein®
,%E)@IIBZX)
Labendus. Esineb m&aramatus tuipi 1" « Ajewufesast

L*Eospitali reegligfc algal avaldise logaritm piirvéartuse,

Saame

Iigzln(cos 2Xx) -2 Lie~ 006 7

©
P \Y) 1Y

Seega valemi (10) jérgi

lia (cos 2x) e
x~?g

Ulesanded.

Leida jargmised piirvaartused.

945. Bti-% X* 949* Mg,
*

. lin (t&n x) 7

946> lip x4,5 K X 950. fig (tén )

i ain x
sa7. Llip x x 951. Lim x

X=»0

948. lim (cot x)uin n 952« lim (e2" Fx) =

- A49 -



* Inlx-21

Val
953. I*|_m« a -+ 40 958. Iém_,L1 (—)2
954. Iirg] Q)4“ 1 959. u, (tan x)tan 2
tan G~ %Y
955. lim 2 - -) 960. Ilim An ~)x
fcan jtx 2
956. lim(tan 2 961. lim (tan -22L)X
957. kji&xcot X 962. lim (sin x)cot x

Leida jargmised piirvaartused, veendudes eelnevalt,ec

neid L"Hospitali reegli abil arvutada ei saa.

963. lim 5-=-~ 2 967< _simx -1
X + sin x "
xzsin' -1
964. lim —- -
sin X *~aa X In x
965. im -1*1 " -7

|
F® . sin x
X ¢ sin x + e

966. lim _E_XL_ £2£JL-. 969. lim7= =
X + X 4+ cos X



V. FUNKTSITOONI UURIMINE

81. Funktsiooni monotoonsus.
Funktsiooni monotoonsuse uurimine tugineb jargmistele
teoreemidele.
1) Vahemikus X diferentseeruv funktsioon f(x) on mo-
notoonselt kasvav selles vahemikus parajasti siis, kui 1iga

x € X korral on

»(x)>0
ja monotoonselt kahanev parajasti siis, kui iga x € X kor-
ral on
f*(x)< 0.
2) Diferentseeruv funkts™jon f(x) on konstantne vahemikus
X parajasti siis, kui iga korral on
f*(x) = 0.
Punkte x€.X, kus f*"(x) = 0, nimetatakse funktsiooni

f(x) statsionaarseteks punktideks.

3) Vahemikus X diferentseeruv funktsioon f(x) on kasvav

(kahanev) selles vahemikus parajasti siis, kui
1= fAx) > 0 (vastavalt fIx) ~ 0) iga x e X korral;
2= statsionaarsed punktid ei moodusta lhtegi vahemikku.

Seega, kui iga x € X korral on f'(x:) > 0, siis  f(x)
kasvab ja f Ax) < 0 korral - kahaneb piirkonnas X.
Funktsiooni statsionaarseid punkte ja neid punkce funktsi-

ooni madramispiirkonnast,kus tuletis on I8pmatu vBi ei aksis-
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teeri, nimetatakse funktalooai terlitilisteks pmxktidekB»
3agu naeme, tuleb funktsiooni monotoonsuse piirkondade

leidmisel lahendada vérratused

f»C0>0 ja f*(x)<O0,

mis sageli osutub remez NU3ugustel juhtudel kasutatakse
jargmist teoreeni,

4) Sui funktsioonil f(x) on vahemikus (a,b), mis kuu-
lub funktsiooni mé&aramispiirkonda, l6plik arv kriitilisi

punkte , Xg,®**J X*, sus
a<xN<x2< ...<xfxb,
siis igas osavaheaikus

& x1), il (xk ,b)
tuletis t*(x) sailitab marki,
Seega vOime igas vaadeldavas osavahemikus f Ax) margi
kirdlaks teha argumendi x (he (sobivalt valitud) vaartuse
abil.

Haide 1. Leiame funktsiooni

f(x) * x2 sx
monotoonsuse piirkonnad.
Funktsioon f.T) on dif entaeerw piirkonnas X -

= ( -«0, 00)

f*fXJ - Jmx(S + X)
Siit néeme, et funktsiooni f(>..J ainukeste:-.; kraitilis

J3? .



tisf£3 =aastatsionaarsed punktid
Xg =0 jaXg = -2.

Et alati sx>0, siia vorratuse f*(x)>0 lahendid aoodusfca-
vad piirkonna j(-ocet-2),(0,00 )] Jja Vorratus> f*(x)<O0
lahendid - vahemiku (-2, 0) .Seega funktsioon f(x) = x20*

kasvab vahemik-e8 (-o00 , -2) ja (0, o0 ),

kahaneb vahemikus (-2, 0).

Naide 2. Leiame funktsiooni
f(x) =3 (x - 2)2 + J(x +1)2

monotoonsuse piirkonnad.
?unktsiooni maaramispiirkond on X s (-00}00),

Arvutame tuletises

3 I(x - 2)(x ¢« D
Seega on funktsioonil kolm kriitilist punkti:
XA = -1, Xg = -, Xj= 2.

Punktides x ja x on tuletis ldpmatu, punkt Xg on stat-
sionaarne. Paigutame nad x-teljele, teoreemi 4 pdhjal funkt*

siooni tuletis f*(x) sdailitab marki igas tekkinud vahemikus
C-<~, »n. @ .2, @°=>r

Seega on tuletise médrgi leidmiseks nendes vahemikes pii-

sav, kui tuletise mark teha kindlaks vahemiku mingis (hes



punktis. Vahemikus (- , 1) on f"(x)<0, sest naiteks
f*(-2) < o. Vahemikus (-1, 5) on f*(x) > 0, sest  nditeks
f*(0) > 0. VahaKUms 2) on f*(x)<0, sest naiteks
f°(1)<0. Ja Idpuks vahemikus (2, ~ ) on f*(x)>0, sest néi-
teks °(10) > 0. Oleme saanud jargmise tulemuse. Funktsioon
)

kasvab vahemikus (-1, -) ja (2, * ),

kahaneb vahemikus ( -o00 , -1) ja & 2).

Naide 3» Leiame funktsiooni

f(x) = ¥yx5+1
monotoonsuse piirkonnad.
Funktsiooni mé&&ramispiirkond on X =j-1, c¢3). Arvuta-

me tuletise:

2VX5 + 1
Funktsioonil on kaks kriitilist punkti: statsionaarne punkt
x = 0 ja mddramispiirkonna otjspunkt x = -1, Kkus eksistee-
rib vaid parempoolne tuletis f T -1+) = 0o . Kdikjal piirkon-
nas (-1, oo) on f*(x) > 0. Et statsionaarseid punkte on vaid
Uks,siis teoreemi 3) p6hjal on funktsioon selles  vahemikus
(-1, 00 ) kasvav.

Ulesanded.
Leida jargmiste funktsioonide monotoonsuse piirkonnad.

= - N =
970. y=8x2 - X 971. vy In X

972. Y= 2x - sin 2x. 973« y= arccos(l + x)
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974. Y= 2e< "6 975. V= 5 _

976. Y= -2-—¢£ - ici
< - Bx - 16 977. y= X+ isin 2A
22 -
978. y= 979. y= >l ex (M>Q x>0)
kui >x4- 1,
980. f(x) = -1, kui -1<x 1,

B - 2x,kui x> 1.

sin X, kui xe (0, ),
981. f(x) = 1. kui x £ X ),

il tan x,kui xejx.”SE),

(arcsin x, kui |xI<1,
982. f(x) =
arctan x, kui |[x]>1

sin x, kui \xi4 2 f
983. f(x) = sgn sin X, kui 5 <K an

984. Joonestada llesannetee 980 - 983 olevate funkt-
sioonide graafikud.
985« ToOestada, et funktsioon f(x) = kahaneb

vahemikus (0,
986c TOestada, et y= (1 + l)51 on x >0 korral kasvav

funktsioon.

Funktsiooni monotoonsuse uurimise teel saab tdestada
mitmesuguseid vOrratusi.
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Kaide 4-.Toestada« et iga x >1 korral kehtib vdrratus

In x >
X + 1

Toestas. Moodustame funktsiooni

f(x) = Inx -
X ¢1

Selle funktsiooni msaramispiirkond on X = (0, <»). On vaje

ndidata* et f(x)>0s kui x t (1,00)» Arvutades tuletise

x(x ¢ 1}2
Tuletises ei kuulu nimetaba nullkohad X =0, x*-1
funktsiooni maaramispiirkonda X. Seega ainuke kriitiline

punkt on statsionaarne punkt x = 1. Et alati on f*(x) >0,
siis teoreemi 3) jargi funktsioon f(x) kasvab piirkonnas
X *Et f(1) = 0, siis kdikjal vahemikus (1, «?) on Tf(x)>0,

reide oligi tarvis tdestada.

Ulesanded»

Tdestada jargmised vdrratused.
987. In(1 + x) <x, kui x>0

988. In(l +x) > x - X2 ki x>0

989, cos x>1 - X2 i x>0
2

x3
990*. tan x >Xx & -, kuiOa’\>2(

*
991 * sin x>x—6 kui x>0



992*. 24bJ1> 2 KULWOOXK?.

X * N
993. r2 +2 In aex<09 kei 0-<[]pqg<”

2 ;
994. cos X<l - T kui Oc< 1x\g*-
995» XLl x+ 41n 3LM.,1>3(x - 1), kd. x> 1.
2

996. 2sin x+ tan x > 3s: , Kksi X<3f

997. X - x3 < arctan x<x, kui x>0
6

82. Funktsiooni ekstreemugid.

O0eldakse, et funktsioonil. f(x) on kobal a la¢OE
magsimug (lokaalne miinlmvm), kui leidub a niisugune Ureb-

s (a - S, a +S)t kus kehtib vdrratus

f(x) » f(a) (vaatavalt f(x)>f(a) ). (€))

Punkti a nimetatakse funktsiooni f(x) lokaalseks ekfitree-

muiapupktiks,arvu f(a) aga funktsiooni T(x) lokaalsakg
ekstreemumiks.
Kui vlrratuses (1) esineb vdrdus vaid punktis X = a,

siis raagitakse funktsiooni f(x) rangest lokaalsest eks-
treemumist punktis a<

Funktsioonil f(x) vdib lokaalne ekstreemum esineda vaid
kriitilises punktis«

Lokaalse ekstreemumi olemasolu kriitilises punktis uuri-
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takse jargmiste teoreemide (piisavate tunnuste) abil.

X. Olgu funktsioon f(x) pidev kriitilises punktis a.

Kui f Ax) >0(s,t. f(x) kasvab) punkti a vasakpoolses (imb-
ruses ja f*(x)<0 (s.t. f(x) kahaneb) parempoolses lmbruses,
siis funktsioonil f(x) on punktis a range lokaalne maksimum.

Kui f*(x)<0 punkti a vasakpoolses Umbruses ja f"(x) >0
parempoolses uUmbruses, siis funktsioonil f(x) on punktis a
range lokaalne miinimum.

Kui aga f*(x) on punkti a vasakpoolses ja parempoolses
Umbruses Uhe ja sama margiga, siis punktis a ekstreemumit ei
ole.

I1. Olgu funktsioon f(x) vahemalt kaks korda diferentsee-
rus statsionaarses punktis a.

Eol f"(a) <0, siis punktis a on range lokaalne maksimum.
Koi f"(a) > 0, siis punktis a on range lokaalne miinimum.

IH. Olgu funktsioon f(x) n korda diferentseeruv statsio-
naarses punktis a ja olgu

f*(@) = f*(a)i= ... = f(n~1)(@) =0 ja f(n)(@ A 0.

Kui n on paarisarv, siis punktis a on fAn\a) < 0 korral
range lokaalne maksimum, f~G\a) > 0 korral range lokaalne
miinimum.

Kui n on paaritu arv, siis punktis a ekstreemumit ei ole.

Naide 5. Leida funktsiooni

f(x) = "v/2 ex
lokaalsed ekstreemumid.

LahendusFunktsioon f(x) on pidev madramispiirkonnas
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X (-00, 00). Leiame tema kriitilised punktid. Et

f»(x) = ifL+ 5«Lsf,
3 "VTi

siis funktsioonil on kaks kriitilist punktis statsionaarne
punkt Xy = - } ja punkt Xg = 0, ku? tuletis pole madratud.

Ekstreemumite mdaramiseks rakendame tunnust | (tunnuseid
Il ja 11l ei saa kasutada, kuna punKtis =0 funktsioon
pole diferentseeruv). Selleks leiame funktsiooni kasvamise
ja kahanemise piirkonnad. Saame teoreemi 4 pbéhjal para-
grahvist 1 , et funktsioon f(x)

vahemikus ( - oo, g) kasvab, sest nditeks f*(-1)>0,

vahemikus (h—?, 0) kahaneb, sest néiteks f*(-—Q)<0,

5

vahemifcus (0, oo; kasvab, sest nditeks f"0)>0.

Tunnuse 1| pdhjal on funktsigonil f(x) kohal =1= -

range
3*1]

[N\

lokaalne maksimum f(- E))= a~ ja kohal Xg =0 ran-
ge lokaalne miinimum f(0) = 0.

Praktiliselt tehakse tuletise margimuutudest tilevaate
saamiseks vaid jargmine joonis (vt. joon. 22), millest pii-

sab ekstreemumite madramiseks tunnuse 1 abil.

(150 5 fic-DH<o 9 #xci)so
Joon. 22.

Ndide 6. Leida funktsiooni



is&aaised skstrssaramid.
Lahendus. Funktsioon on pidev 20gu x-teljei j& on paa-

risfunktsioon. Leiame kriitilised punktid. Et
f5(x) =X0O i),

siis kriitilisteks punktideks on kolm statsionaarset punk-
ti:
X] - “11 *2 s = 1»
Uurime ekstreemumi olemasolu punktis x* =1 tunnuse Il
abil, saame

£«(x) = 5x4 - 3x2,
fll(l)

Seaga punktis ij = 1 on range lokaalne miinimum f(1) = -

2 > 0.

St f(z) on paarisfunktsioon, siis punktis x* = -1 on samuti

range lokaalne miinimum f(-1) = -

Uurime ekstreemumi olemasolu punktis x» = 0. St

f(0) = £'(0) = f'*(0) =0 ja FIV(0) < 0,

siis tunnuse 11l pdhjal on punktis x - 0 range lokaalne mak-

simum f(0) = O.

Ulesanded.
Leida jargmiste funktsioonide lokaalsed ekstreemumid

otseselt lokaalse ekstreemumi definitsiooni abil.

fixl , kui x £ 0.
=0*

C,
998. f(x) 1 - X6 1000. «x) . {5 , kui x

999. g(x) = e"|xi 1001. f(x) =1-]xl
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1002. f(x) = |1 - xI 1005* g(x) =1 - isin X\
1003. f(x) = Itan x| 1006. v(x) = 2sin2x
1004. h(x) = Vx"+x~ 1007. u(x) = esin x

1008. f(x) = j TITx* kui x ~ <
vV o, kui x =0

Selgitada, kas jargmistel funktsioonidel on lokaalsed

ekstreemumid margitud punktis a, ning mddrata nende Iiik.

1009. f(x) x1'1 + 3x6 + 1, a=0

1010. f(x) = x2 + 2cos X, a=0.

011. f(x) 1 - 98x +9x2 - 2x» + 6 Inx, a=1

1012. f(x) ANx2 + arctan x - "(2x - ft), a=-1

Leida jargmiste funktsioonide lokaalsed ekstreemumid.

1013. F(x)

X5 - 9x2 + 15x - 3

1014. f(x) = x3 - 3x2 + 6x + 5

1015. f(x) = x - In(1 + x) K018. f(x) = x In X
1016. f(x) = Y x2 - 1)2 1019. f(x) = x In2x
1017. f(x) = mJL_- -
2 b2
1020. f(x) = f~ + X = A3l). ab><
1021. f(x) = x Ixl 022, g(x) = (x - 1)
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1023. g(x) = (x - 1)4 1024. h(x) =1 -ixl + Inixli
N025* f(x) = x - arctan X

n026. F(X) = p - & - A
12

1027. f(x) = 2sin 2x + sin 4x
1028. f(x) = excos x

1029+ f(x) = M x?- 3x2 m3
1030*. f(x) = In(x™ + 4x™ + 30)

1031% f(x) = --- [ ——
In(x4 + 3x* ¢ 40)

O6eldakse, et funktsioonil f(x) on piirkonnas X globaalne
aaksImum (globaalne miinimum), kui leidub niisugune punkt
a€Xx, et

f(x) 4 f(a) (vastavalt f(x) > f(a))
iga xfcX korral.
Seierstrassi teoreem ekstremaalsetest vaartustest (tleb,

et ldigus pideval funktsioonil f(x) on alati olemas globaalne

maksimum ja globaalne miinimum.
Kui funktsioon f(x) on pidev ldigus X =rwl1,8] , siis glo-
baalsete ekstreemumite leidmiseks toimime jargmiselt:
1) leiame funktsiooni kriitilised punktid
XN, Lo XN vahemikus (0<-,/5);
2) arvutame funktsiooni vaartused Kriitilistes punktides,
s.0. véaartused
f(x1), f(x>), ... , TI7);
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3) arvutame funktsiooni vaartused I8igu otspunktides,
s.o. f(*) ja f(/3);
4) valime funktsiooni saadud vadrtuste F(x"), FCxN)»***

coey f(oc), () hulgast valja suurima arvu M ja vaik-

seima arvu m.

Siis on M = max f(x) globaalne maksimum ja m = min f(x)
globaalne miinimum.

Naide 7« Leida funktsiooni f(x) = (xO - 1)p globaalsed
ekstreemumid 1digus 3 «

Lahendus2 1) f*(x) = 4(x2 - 1)x, siis kriitilisteks
punktideks vahemikus (-1/2,3) on statsionaarsed punktid x/"=
=0, X2 = 1}

2) arvutades funktsiooni vaartused kriitilistes punkti-
des, saame

f() = 1, f() = 0;

3) arvutame f(- 1) =22 , f(3) = 64;
) ( 2) 22 ©)
4) leiame, et max jf(0), (1), f(- »), f(A)\ =64 ja
min jf(0), f(1), f(- 1), f(3)} =*0-
Seega on globaalne maksimum

max (x2 - 1)2 = 64

ja globaalne miinimum

min (x2 - 1)2 = 0.
-ij
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Ulesanded.

Leida jargmiste funktsioonide globaalsed ekstreemumid

maaramispiirkonnas X.

1032. f(x) = 2x™ + 3x2 - 12x + 1, a) X = [-1,5]»
b) X = [-10,12]
1033. f(X) = X = [0’4]
X +1
1034. f(x) = x2 - 3X + 2 X = [-10,10]
1035« f(x) = arccos X
H036. f(x) = eil2xt X = [-A,4]
K037. f(x) = coe2x - 1, X = [-7t,jr]
1038. f(x) = sie 2x - X, X =
1039* f(x) = arctar 1-~-2 s X = 10,1]
1 -wmx

1040. f(x) = sin 4x - 2x, X = To,
1041. f(x) = x - In cos x, X =
1042. f(x) =Ix!'~ In cos x, X = J-1 ,d;

0 713
108 reo =V - Y] @L* 22y
1044. f(x) = x ~ 21n X, X = [l,e]
1045« f(x) = 2sin x + cos 2xr X =]o,it]
Kui funktsioon f(x) on pidev vahemikus X = (ot ,yb)f

siis globaalsete ekstreemumite leidmiseks kasutatakse jéarg-
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mist teoreemi.

IV. Kui piirkonnas X pideval funktsioonil f(x) on (Ulksai-
nus lokaalne ekstreemum, siis viimane kujutab funktsiooni
f(x) globaalset ekstreemumit piirkonnas X.

Kui funktsioonil f(x) on m&dramispiirkonnas mitu lokaal-
set ekstreemumit,siis teoreemi 1V rakendamiseks voib maara—
mispiirkonna sobivalt jaotada osadeks, nii et igas osas oleks
ainult uks lokaalne ekstreemum.

Naide 8. Leida funktsiooni f(x) = x*In x globaalsed eks-
treemumid.

Lahendua. Funktsiooni f(x) maaramispiirkond on vahemik
X = (0, 00) ja

f*(x) =x (1 ¢ 21n x).

Ainsaks kriitiliseks punktiks on statsionaarne punkt
1
A =
Et f"(—”*) = 2>0, siis punktis = ~-s  tuinmlse I1 péh-
Ye n Ve

jal lokaalne miinimum f(-"»). Et leitud lokaalne ekstreemum

on ainuke funktsioonil f(x), siis teoreemi IV pdéhjal on ta

ka globaalseks miinimumiks. Seega

m = min f(x) = f(-*Lr)*
Xex ) (Ve) 2e

Funktsioonil f(x) globaalset maksimumi ei ole.

Ulesanded.

Leida jargmiste funktsioonide globaalsed ekstreemumid
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maadramispiirkonnas X.

1046. f(x) = e-"2 W . «X) -Vv? -1
1048. f(x) = X
1 +x2
1049. f(x) = sin x + cos”x
2 2
1050. f(x) = f- + r-b ““» X = GO1)» ab>0

1051. f(x) = 2tan x - tan2*, X = [0,

1052i F(X) = x4 - 8X5 & 22x2 - 24x + 12

2ch x - x2

1053 f(x)

Ndide 9« Tdestada, et iga x A O korral kehtib vdrra-

tus
ex>1 + X.
Lahendus”™ Moodustame funktsiooni
f(x) = e1-1 - x.

Tuleb ndidata, et iga x A 0 korral on f(x) > 0.Funktsi-

ooni f(x) mé&ramispiirkond on X = (-<» , 00), St

f*(x) = eX -1,
siis funktsiooni f(x) ainuke kriitiline punkt on statsio-
naarne punkt x = 0. Kogu vahemikus X on

f'(x) = ex>0*

Seega punktis x = 0 on funktsioonil range Ickaalne miini

mum, mis teoreemi IV pdhjal on ka funktsioon 1 globaalseks



miinimumiks. Tahendab, iga x / O korral on

f(x)>f(0) = 0,
mida oligi tarvis ndidata.

Ulesanded.
Tdestada jargmised vdrratused.
1054. 2 \fx >3 - 5, Sui x > 1
KO55. In(1 + x)”"x, iui x > -1

1056. 2x arctan x \ In(1 ¢ x2)

1058. In(1 + x) > &f2”an,x } kui x > 0
1 f x

1059. ™ <mm >1, kuil+l =1,p+9g>0 j* x>0
p
ffailde 10. Koonusesse kdrgusega H ja pbhja raadiusega i
tuleb kujundada maksimaalse ruumalaga plstsilinder. Milline

peab olema silindri raadius r ja kdrgus h?

jahendus. Tahistame
otsitava silindri raadiuse
tédhega x ja korguse antud

tdhega h. Siis silindri ruum-

ala on
7=1A.
Joon. 23. Suurused x ja h on Glesande
tingimuste jargi teineteisest sdltuvad» Seepérast voime
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avaldada naiteks h raadiuse x funktsioonina.

Selleks joonistame koonuse ja otsitava silindri telg-

I8ike (vt. joon.23). Kolmnurkade ABC ja samasusest
saame
R H
ITAx = E »
kust
h = 4R - %)

Seega silindri ruumala V avaldub muutuja x funktsiooninas

/v

ijis x2(R - %

I x (0,S).
Tuleb leida funktsioonil V = V(x) globaalne maks imum-
punkt.
Et
Vi(x) = x(2R - 3x),
siis funktsiooni V ainukeseks kriitiliseks punktiks on stat-

sionaarne punkt
X,- 2r,

sest 0”X . Arvutades

V*(X) =Jp(2R ~ 6xb

saame? et Vn(x) < 0. Tunnuse 11 pdhjal punktis x”= on
funktsioonil V range lokaalne maksimum, mis teoreemi 1V

jargi on ka globaalseks maksimumiks.
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Seega saame vastuseks, et

r=31 =|r,
b=1h
Ulesanded.

1060. Leida arvu 36 niisugused kaks tegurit, mille ruu-
tude summa on minimaalne.

1061. Valmistamisel on kaanega kast, mille ruumala C8.
72 cm . Maarata kasti mootmed nii, et pbhja servade suhe
oleks 1:2 ja kasti taispindala minimaalne.

1062. Akna kuju on ristkulik korrapérase kolmnurgaga
Ulemises osas. Akna Umbermddt on 3 m. Milline peab olema
akna alus, et akna pindala oleks maksimaalne.

1063. Kanali ristldige on ristk"ilik poolringiga alumi-
ses osas. Kanali ristldoike Umbermddt on 4,5 m. Milline peab
olema poolringi raadius, et kanali ristldike pindala oleks
maksimaalne?

1064. Korraparase kolmnurkse prisma ruumala on V. Mil-
line peab olema aluse pikkus, et prisma taispindala oleks
minimaalne?

1065« Koonuse moodustaja pikkus on 20 cm. Missuguse
kérguse korral on koonuse ruumala maksimaalne?

1066. Leida kerasse kujundatud maksimaalse silindri
moodtmed, kui kera raadius on R.

1067. Leida kerasse kujundatud silindrite maksimaalne
kilgpindala, kui kera raadius on R.
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1068. Maadrata kerasse kujundatud maksimaalse taispind-
alaga plstkoonuse mddtmed, kui kera raadius on R.

1069. Missuguse kesknurga korral saab ringist valjaldi-
getud sektorist valmistada maksimaalse ruumalaga koonuse ?

1070. Missugusest kdvera y= I____* punktist  tdmmatud
+ X

puutuja moodustab x-teljega suurima nurga?

1071. Paraboolil y-= x2 leida punkt, mille kaugus sir-
gest y= 2x - 4 on minimaalne.

1072. Voérdhaarne kolmnurk Umberm66duga 2p po6oérleb
aluse Umber. Milline peab olema alus, et tekkinud poddrdkeha
ruumala oleks maksimaalne?

1073« Leida maksimaalse umbermddduga ristkulik, mis on
kujundatud poolringi raadiusega R.

1074t Leida maksimaalse pindalaga ristkilik, mis on Kku-

jundatud ellipsisse

1075* Punkt A asub ringjoonel. K66l BC on paralleelne
ringjoone puutujaga punktis A. Kui kaugel peab asuma kool
BC punktist A, et kolmnurga ABC pindala oleks maksimaalne?

1076. Punktist A valjub punkti B suunas &uto, liikudes
kiirusega 80 km/t . Samal ajal valjub punktist B rong,
litkudes punkti Csuunas kiirusega ~0 km/t. On teada, et

-CABC = 60= ja AB = 200 km. Missugusel ajamomendil (lugedes
aega liikumise algmomendist alates) on sdidukid teineteisele

kdige lahemal?
KO77. Vihmapiisk langeb raskustungi mdjul ning aurustub
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thtlase kiirusega nii, et algmass mo kahaneb  vdrdeliselt
ajaga (vordetegur on k). Mitmendal sekundil pdrast lange-
mise algust on vihmapiisal maksimaalne kineetiline energia,
kui ohu takistust mitte arvestada? Kui suur on maksimaalne
kineetiline energia?

1078. Horisontaalalusel asetsevat koormist kaaluga P
tuleb nihutada temale rakendatud jou F abil. HGO0rdumine
on vBrdeline jduga , mis vajutab keha vastu alust ja on
suunatud vastupidi nihutavale joule, Hddrdetegur on k. Mis-
suguse nurga c*all aluse suhtes tuleb rakendada jéud F, et
ta suurus oleks minimaalne? Leida nihutava j6u minimaalne

vaartus.

83, Joone kumerus ja kaanupunktid.

oeldakse, et joon

Y= f(x)

on piirkonnas X kumer (ndgus). kui igas punktis aeX joone
y= f(x) puutuja asetseb ilalpool (vastavalt allpool) seda
joont.

Joone kumeruse ja nbgususe piirkondade leidmiseks kasu-
tatakse jargmist teoreemi.

1.Joon y= f(x), kus funktsioon f(x) on véhemalt kaks
korda diferentseeruv, on kumer (on ndgus) piirkonnas X

parajasti siis, kui

f»(x) ~ 0 (vastavalt f"(x)>0)
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kogu piirkonnas X.

Joone y= f(x) punkti (a,f(a)) nimetatakse tema kaa-
nufunktiks, kui leiduvad ilhepoolsed lUmbrused (a - S, a
ja (@, a +S), et Uhes neist on joon y= f(x) kumer, tei-
ses aga ndgus.

Joonel y= f(x) vdib olla k&&nupunkt vaid tuletise
yl = f"(x) kriitilises punktis.

Joone k&&nupunktide leidmiseks vOib kasutada jargmist
teoreenmi.

I1# Kui tuletisel f°(x) on kriitilises punktis x = a

range ekstreemum, siis punkt

(a, f(a))
on joone y= f(x) k&anupunkt.

Naide 11. Leida joone
V= (1 + x2) ex
kumeruse ja ndgususe piirkonnad ja k&&nupunktid.
Lahendus. Funktsioon
f(x) = (1 + x2) ex
on diferentseeruv kaks korda. Leiame tuletise
fO) = @ +x)2 ex
kriitilised punktid. Vorrandist
f"&xX) = (x+ DX +3) ex =0
saame kaks kriitilist punkti
x1l = -1, X2 = -3.
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Funktsioon f Tx) on pidev. Ta muudab marki vaid punktides
Xg ja XE. Seega vdime f'(x) margi kindlaks teha tema Uksi-

kute vaartuste abil ja see on antud joonisel 24.

+ - +

f71°f0)> 0 f'(-2)<0 f 710)>0
Joon. 24.

Jooniselt nédeme, kasutades teoreemi l,et joon
yv=(1 +x2) ex

on kumer vahemikus (- o0, -3) ja (-1, 00) vaheai -
kus (-3» 1)* Definitsiooni jargi on kohtadel x* = -3 ja

x2 = -1 joonel kaanupunktid. Kaanupunktide koordinaadid on

(-3, 0e3), (-1, 2e"1).
Naide 12. Leida joone
Y= 3x - sin 3x
kdanupunktid.

Lahendus_. Leiame funktsiooni y= y(x) tuletised

» = 3 - 3cos 3Xx,
y" = 9sin 3x,

y

= 27cos $x.

Tuletise y" Kkriitilisteks punktideks on punktid, kus

y" = 9sin 3x = 0,



s.t. punktid

xk = X (k = °*+n*+2> eee>e
Et
yu ‘_3 ) 0’
siis teoreemi Il jargi on punktid
ch-, t*
3 )

iga taisarvulise kkorral joone kaanupunktid.

Ulesanded«
Leida jargmiste joonte kumeruse ja ndgususe piirkon-

nad ning ka&nupunktid.

1079. y=x? - 6x2 + 12x + 4 1085. Y= ealJVCtan X

2
H080. =-1- 1086. y= e"x
X -4
1081. y= ---SL . H087. wy= (x + 2)3
X + 12
1082. 1y = arctan x - x 1088. wy=Xx - sin x
1083. Y= x2In x 1089. Y= 46 - 12x

1084. wy= 4x - cos 2x

1090. Olgu P(x) positiivsete kordajatega ja paarisarvu-

liste astmenditajatega polinoom. Toéestada, et funktsiooni
yv=P(X) + ax + b graafik on kdikjal ndgus.
1091. Olgu jooned y=<P(X) ja Y= y(x) nbgusad vahemi-
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kus (a,b). Naidata, et selles vahemikus on a) joon y-=
= G20 ¢ V"> ndgus; b) joon =) I/ samuti no-
gus, kui funktsioonid d>9 ja \|J/(X) on positiivsed ja neil
on dhine miinimumpunkte

Ulesanded.
Leida jargmiste joonte k&&nupunktid.

"092. y=sin 2x - 4x + 2

a3
1093. Y= — - @>0)
a2 -x2

1094. y= In(l + >2)

1095. y= xsin(In X  (<>0)
1096. y= (@ - 1)2

1097« N&idata, et joone Y= kolm k&anupunkt!
x +1
asuvad Uhel sirgel.

1098. Missuguste ~vaartuste korral on punktid (a,y(d)),
kus aA 0, joone

h -h2x2

kaanupunktideks?

1099. Naidata, et joontel y=- e-x ja y = e-xsin X
on thised puutujad joone y= e_szn X kad&nupunktides.
1100. Missuguste a ja b vaartuste korral on punkt

C1»?) joone y= ax™+ bx2 ka&nupunktiks?
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84. Joone asimptoodid.
Kui joone
Y= f(x)
punkti (x,y) kaugenemisel ldpmatusse tema kaugus mingist
sirgest laheneb nullile, siis seda sirget nimetatakse w§oo-
ne 7 = f(x) astmptoodiks.

Astmptooti vdrrandiga

X = a
nimetatakse plst- ehk vertikaalasimptoodiks t asimptooti vdr-
randiga

y=mx +b
aga kaldasimptoodiks.

Kui kévera y= f(x) punkt (x,y) l&heneb kaldasimptoodile
protsessis x ->02 , siis seda aslmptooti nimetatakse parem-
poolseks« kui aga protsessis x —m -00 , siis vasakpoolseks.

Kui m = 0, siis kaldaslmptooti nimetatakse roht- ehk
horisontaalasimptoodiks.

Kehtivad jargmised teoreemid.

I. Sirge x = a on joone y= f(x) plstasumptoodiks pa-
rajasti siis, kui

ﬁi@ f(x) - = 00.

I1. Sirge y=m"x + x| on joone y= f(x) parempoolseks
kaldastimptoodiks parajasti siis, kui
I_l:_L": x.l—!ngo T - ’
by, = lim jfoc) - mix]
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. Sir*a j * a™x + Jaxmy = £(x) Tasaipool-
3aa kaldasiiaptoodiks parajasti siis, xxi

= lim
< - » X

b2 ~ ““ngx] *
Naide 14» Leida joone
v- x2
1X2- 1

asumptoodid.

Lahendus. St

lia y=o00
siis sirged
x =1 ja x=-1

on teoreemi 1 jargi joone piistasimptoodid.

Leiame kaldaslmptoodid. Saame

apsling g, , =1
Ix -1
bj = lin (y - %) = lin ( —"D= - x) = 0.
nrrT
Seega teoreemi Il jargi sirge y= x on parempoolne kald-

aslimptoot. Analoogiliselt

Teoreemi 11l jargi sirge y= -x on vasakpoolne kaldasump-

toor.

Naide 15. Lexda joone
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y = x + In x
asumptoodid.
Lahendus. Et

lim yv= -o00
X -0+
siis sirge x = 0 on joone pistasimptoot.
Vasakpoolset kaldasumptooti joonel ei ole, sest x>0.

Uurime parempoolse asiimptoodi olemasolu. Saame:
Br e lim2=1,

b, = Iim (y - x) = Iim In x =00 .

Seega joonel parempoolset kaldasimptooti ei ole teoreemi Il
pohjal.
tilesanded.

Leida jargmiste joonte asumptoodid.

1101. y= - 1+ 1109. ¥= \[2 - 1
G<- 2)2
s " 1110. y= >
!;4X+3 ’ Va3 ¢ 3
1103. Y= . = %) *
50 - 4 1111, y= &%2* 2
>3
1104. = 1112. =
Y e 49 YT e
1
GEX 1113. ¥ = EiEJ?
@ + > 114, - 2 =1
a8 b
1107. y= xIn(e + J) 1115. x=a @&/ O
=3

1108. y= 2x + arctan > 1116. y= Cc+
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85» Funktsiooni graafiku .joonestamine Iseloomustavate

andmete _jargi.

Funktsiooni graafiku joonestamisel iseloomustavate and-
mete Jargi toimime jJargmiselt.

1) Leiame funktsiooni maaramispiirkonna ning katkevus-
punktid, selgitame kas funktsioon pole paaris™, paaritu
vdi perioodiline funktsioon.

2) leiame asumptoodid,

3) Leiame monotoonsuse piirkonnad ja ekstreemumid.

4) Leiame kumeruse piirkonnad ja k&&nupunktid.

5) Saadud andmete jargi joonestame funktsiooni graafiku.

Selleks valime saadud andmete pbhjal kdigepealt sobiva mddt-
thiku ja sobiva telgede paigutusega koordinaattasandi, See-
jérel kanname koordinaattasandile asumptoodid, ekstreemu-
mid ja kdanupunktid. Siis joonestame jark-jargult funktsi-
ooni graafiku, arvestades punktides 1),3) ja 4) saadud and-
meid. Vajaduse korral leiame veel tdiendavalt mdned teised
graafiku punktid (néditeks graafiku ldikepunktid koordinaat-
telgedega, aslmptootidega v6i muud, samuti ka Ghepoolsed
piirvaartused esimest Iiiki katkevuspunktides).

Naide 16. Joonestada funktsiooni

f(x) = x +2-
Xel

graafik iseloomustavate andmete jargi.
Lahendus. 1) Funktsiooni maaramispiirkond on
X = jJ(_oofo), (0f<=8)j , Katkevuspunkte piirkonnas X ei

ole* Funktsioon ei ole paaris—, paaritu ega perioodiline
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funktsioon.
2) Leiame graafiku asiimptoodid. Funktsiooni graafikul

on pustaelmptoot

2 =0j
eest
, inn f(x) a* t
X-*C
(exb Utlebf et ftmktetoeai graafik XSkeaefe aeftapfcoodilc

>Ka 0 izsleselt peelt) Ja riMae p&rab* Ja vsBRJIgxsotljse keli»

aeUE~toct
Y ® X5
sest
b = Tim [f(x) - x] =0.
3) Leiame monotoonsuse piirkonnad ja ekstreemumid. Sel-

leke leiame kdigepealt funktsiooni kriitilised punktid» Et

»(X) =1-4

N

siie ainukeseks kriitiliseks punktiks on statsionaarne
punkt

2= V-2,
sest Xg = 0 X« Kanname x-teljele punktid x- js x" ning
maarame tuletise margi x-telje igal saadud osal (nditeke

argumendi x sobivalt valitud vaartus® abil).

k;évaﬁ__- 0 kahaneb JYT*  kasvab



Saame tulemuseks, et funktsioon
vahemikus (- os , 0) kasvab,
vahemikus (0, V 2 ) kahaneb,
vahemikus (2, oo ) kasvab.

Monotoonsuse vahemike vsljaklrJutades aesnsl vdib tola»
muse markida lihtsalt joonisele (vt. joon« 25). Jooniselt
ndeme, et punktis = >/2" on lokaalne miinimum £C V 2) =
=7 y2« ¢ 1,26, mis (teoreemi IV jargi paragrahvist 2) on
vahemikus (0, <» ) Uhtlasi ka globaalne.

4) Leiame graafiku kumeruse piirkonnad ja kaanupunktid.
Et

fII(X) = _“ > O’
Jt
siis funktsiooni graafik on kogu piirkonnas X ndgus ja seega
graafikul k&anupunkte ei ole.

5) Saadud andmete jargi joonestame funktsiooni graafiku.

Enne leiame veel graafiku ldikepunktid x-teljega (y-telge
graafik ei I8ika, sest x = 0 / X). Keed saame virrandist
f(x) = X2 =0, kust x = -1. Et f(x) - (mx ¢ b) *

1

>0, siis graafik kaldasumptooti y=x ei

I8ika ja asetseb Ulalpool seda aslmptooti.
Nuud kanname xy-tasandile aslmptoodid x = Q y= x, eks-
treemumi E = ( \fr, 2 \fi) ~(1,26; 1,89) ja  funktsiooni
nullkoha x ]

-1 ning joonestame Uleja&énud andmete pdéhjal

funktsiooni graafiku (vt. joon.26).
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Joon, 26.

Naida 17. Joonestada funktsiooni

v=Y -
graafik iseloomustavate andmete jargi.

Lahendus. 1) Funktsiooni m&aramispiirkond on X =
= (-o00 , 00), milles ta on pidev. Ta ei ole paaris- eea
paaritu ega perioodiline funktsioon.

2) Plstaslimptoote ei olee Et m = lim 2 - % ja N
s (y ““x) = “2, siis graafikul on Uhine parem- ja vasak-

poolne kaldasimptoot y= x - 2«
3) Arvutades

saame funktsiooni kriitilised punktid
=0, x2 =4, x5 =6.
Paigutades nad x-teljele, madrame x-telje igal saadud osal

y
nad (vt. joon. 27).

margi, mille abil teeme kindlaks monotoonsuse piirkon-

kasvab 0 kahaneb 4 kasvab 6 kasvab

Joon.27.
Jooniselt ndeme, et kohal x = 0 on funktsioonil lo-

kaalne maksimum f(0) ja kohal x =4 lokaalne  miinimum



f0) = -2 "E*-3,17.
4) Arvutades (logaritmilise diferentseerimise teel )
- e & .
\ - 6)5

saame tuletise y* kriitilised punktid

x1 = 0, x™ = 6.

Paigutades nad x-teljele, médarame x-telje igal saadud csal
y" margi, mille abil teeme kindlaks kumeruse piirkonnad (vt.

joon.28).

Jooniselt ndeme, et punkt K= (6,0) on graafiku ainuke k&&-
nupunkt.

5) Joonestame funktsiooni graafiku. Selleks kanname
xy-tasandile aslmptoodi Yy mx - 2, ekstreemumid E~= (0,0),
E,~(4; -3,1?) ja k@a&nupunkti K= (6,0). Edasi uurime veel
graafiku ja asUmptoodi vastastikust asendit. Funktsiooni
pidevusest ja punktide EM,E2 ja Kasendist nédeme, et graa-
fik 16ikab asUmptooti. Ldikepunkti L saamiseks lahendame
vorrandi

f(x) - (mx +b) = x3 -6x2- (x-2) =0,
kust saame x = %- Seega punktis L = (%, - %) I6ikab graa-
fik asumptooti.

Ekstreemumite asendi jargi ndeme, et punktist L vasakul

on graafik tGlalpool asimptooti ja punktist L paremal - all-
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pool aslmptooti» Siid jdbnestase lUlejdanud andmete pbhjal

graafiku (vt. joon.29).

Ulesanded.

eJoonestada jargmistele funktsioonidele graafikud ise-

loomustavate ancteete pdhjal.

1117. y=

10
1118. y=33 - 1

1119. y=x3 - 3R

62 - H4
9

_x 1
2 <

1120. y=

1121. vy

_ 18
X< - 4)

DA -

1122. y

1123» ¥ =

1150. y= n ( x 1).2 ~

11247 =J * x

X2 ~ 4x + 4
3 - X

1125. ¥'=

1126. y= -
G<x- 1)2

X (x-1)2

1128. y= ™2

5x

1129. vy = {x + - X

<- D7
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1131. y = <* ¢ 1)3 V ? 1140. Y = min- iLZ.- 1}
X +1
1132. y- B*
1141. y= 1ialJE
1133. y= ex n
% - N 1172, ¥= Si§’2-
1134, y:.!{B kui x<A ﬂ, g(
J10» bu. X = O 1143. y=X + 3in X
1135» Y= >&%
1 1144. wy= sin X . sin 2x
1136. yax & -
M45. y= X* sin X
1137. ¥= |lex- ] 1146. = 2X- @ X
1138. yv= 1In( + €% 1147. y-=
\II - X2
1139. YmIneR -1) + - ——
e ) X2 -1
@ + In]x], kui-0><x "1,
1148. = >
Y 'Ie— , kui >x>1

1149. y= Xxarctan X

In Isin x]t was 04 |x] <n

Jex<f2 - 1, kui x<-1,

N30. f(x) = Inlcos xF
1151. f(xX) = x -
1152, f « . (A 5X2 .

24,

1f kulx>.1
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Vi. DIFERENTSITAALARVUTUSE
RAKENDUSI

81. Ligikaudne arvutamine.
Kui funktsioon f(x) on vdhemalt n korda diferentseeruv

kohal xQ, siis kehtib Taylori valem

Suurust Pn(x) nimetatakse Taylori polunoomiks ja suu-

rust
2 = o Ox1), kuiAx-*0

jaakliikmeks Peano kujus.

Kui tuletis f~n\x) on pidev I6iffus

ja on diferentseeruv vahemalt vahemikus (x0» x0 + Ax)»

siis voime jaakliikme kirjutada Lagrange®i ku.ius
@ + 0 9 OAxn+tl, O<O0 <1

vdi Cauchy kujus

M =st F(n+l) (X0 + 6ox) 1 - 0)n AOx1r*1.
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Kui Taylori valemis on xQ =0, siis [Ox= X ja me

saame Maclaurinli valemi

f(x) = £(0) + F*(0)x + 0)x2+ ... + JrfCn)(o)xn+~n.

1= Taylori valemi jaakliifcme jaoks saame jaékliikme

Lagrange®i kujust hinnangu

J1 n+71’
hnirT---<F77 »
kus (o * 11
M = max  |r=“nm>(x)! .
J »ix

2= Teades argumendi x vaartust ligikaudselt (vea ulem-
maar shk absoluutne viga olgu Jx), saame valamist Y=
= f(x) arvutamiee tulemusena ka yvaartuse ligikaudselt,

kusjuures vastav absoluutne viga Sy avaldub valemiga

h = if()i ix
Suuruste x ja y suhtelisteks ehk relatiivseteks vigadeks

nim. vastavalt vaartusi

TiIr 3a $ =
3= Algebralise summa absoluutne viga vordub liideta-

vate absoluutsete vigade summagas
£(u - v) = Su Sv.

4= Korrutise relatiivne viga vordub tegurite relatiiv-

sete vigade summaga:

fHuy! = Ja $_M<-

uv
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5° Jagatise relatiivne viga vOrdub jagatava ja jagaja
relatiivsete vigade summaga:

/P Im + Jv
uj A WA

Naide 1. Mitu liiget tuleb voétta Maclaurin®i valenmis,
et arvutada funktsiooni ex vaartusi Id8igus [-"1* téapsu-
sega 1C"57?

Lahendus. Et f~(x) = ex, sile

I\/h<.nI=max = e < X
Liikmete arvu n mdaramiseks saame seega vdrratuse
1*J4 1"1 =- 7- 4£10-5

nl (n+DI (n+DI

(sest peab olema Xt |~ /ol ja < = 1), millest

(n + 1)1 >5 . 05 = 300000.

Et 91 = 362880, siis vdoime votta n + 1 =9 ehk n = 8.

Seega valenm
2 8

2T T &** * §T
voimaldab arvutada eksponentfunktsiooni vaartusi 16igus
|-1, 1¥] téapsusega 10~5.

Naide 2. Milline viga tekib matemaatilise pendli peri-
oodi arvutamisel valemiga T = 2ir\gX Aui pendli pikkus on
1 = (24,0%0,2) cm?

Arvutame vastava relatiivse vea «ﬁﬁ'. Selle maarami-

seks paneme téhele, et arvutamisel kasutame suuruste k ja
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ligildhedasi vaartusi* Seega sdltub otsitava suuruse viga
ka sellest, mitme dige kimnendkohaga on vbetud * ja g . Vas-
tavate kimnendkohtade arv tuleb valida nii, et see ei muu-
daks oluliselt suuruse vaartust, kuid ei tooks ka kaa-
sa liiga suuri arvutusi.

Vastavalt reeglitele 2°, 4Ba 5*, saase

M Sn xe(l  Sit . 1
K" g “ Tig t #g -

g
= N y ii ii 6
Et % 4iL % 24 a,42 %, siis piisab votta

g = (980 - 2) - iw ning Jr= 3*14- - 0,002, sest sel korral
se

1JIs * 27222 % = 0,01 % ning = P~<27109 % = 0,07 %.
2 S 2.980 n 3,17
Seega

8T - (0,07 + 0,01 +0,42) % = 0,5
Ulesanded.
1153 . Tdestada ligikaudne vdrdus
\jar + X a+ (a>0),

kus Isclk« a2 (kirjutis A«B téhendab, et kahe positiivse
arvu A ja Bpuhul A on oluliselt vaiksem kui B).

Arvutada; & ¥5» b) 34 Ja c) >|120.

1154 . Tdestada valem
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SUR *x e (@0),

kus 1xl«. &n.
Arvutada: & JT29 b) Vel, c¢) VI00, d) \FI000.
Leida jargmiste Iigigaudsete vOrduste absoluutne viga:

n
1155» o ~ 1 + X + & ... +

11560 sin x=x —X2 ton B
6
1157# tan xstx + §J3C2LLO,1

P 2
1153, >JI~-Tx s*1 + | ““8*<4X 41

1159» Veenduda, et nende nurkade korral, mis on vaikse-

mad kui 28®, on ligikaudse voérduse

dax*x—f,o
viga vaikses kui KJ_G« Seda teades, leida sin 20 kuue &ige
kehaga.

1160. Leida Oee 10= tapsusega 10“*. Veenduda, et selleks

piisab vGtta teise astme taylori polinoom.

Taylori valemi abil arvutada ligikaudselt jargmised suu-

rused, VSttes sobiva n, Hinnata vastavat viga.

1161. VvV 50 1164. arctan 0,8
1162. \f250 1165. arcein 0,45
1163. In 1,2 1166. (1,1)1»2

1167* Huudu kilg a = (2,4 —0,05)m. Millise absoluutse

ja relatiivse veaga on vOimalik arvutada ruudu pindala?
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1168. Millise relatiivse veaga vdib mddta kera raadiust,

et kera ruumala saaks mddrata 1% t&psusega?

1169. Tehnilistes arvutustes taandatakse sageli >k ja
\Tg, kui Uks neist seisab lugejas ning teine nimetajas. Kui
suur viga sel juhul tehakse?

2. Vorrandite ligikaudne lahendamine.

Olgu vaja lahendada vdrrand

f(x) =0,
kus f(x) on vaadeldavas piirkonnas vahemalt kaks korda di-
ferentseerus funktsioon.

1= K&6lude meetod (vt. joon.JO).

Leiame a ja b selliselt, ec

f(a) ja f(b) on erinevate

markidega ning ' (x ) ja f'(xX)

sdilitavad marki 18igus [a,b]-

Alglahendiks xq vdtame 16i-

gu [a,b] selle otspunkti, kus Joon. X2

f(x) ja f'(x) on erinevate markidega. Jargmised lahendid

arvutame jark-jargult valemist

A A fE7-fOx=T*  (n s 0,1,...).

Selliselt saadud jada {XjJ koondub vérrandi lahendiks x*,
kusjuures

I*<vlI c1)

Xn - X*U-
v m
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leus
r= a@igb f"(x) .

2e Newtcmi (puutujate) meetod
(vt. joon.31).Punktid a ja b vali-
me nagu eelmisel juhul le. Algla-
hendiks xQ valime 18igu [a,b] sel-
Te otspunkti, kus f(x) ja f"(x) on
sama margiga. Jargnevad lahendid
x~N  arvutame jark-jargult vale-

mist

o i B (v @

Ka siin lim x = x*» Lahendi viga hinnatakse valemiga (1).

Naide 1. Leida vBrrandi f(x) =x"-3x-5=0 lahend
ning hinnata selle viga.

Proovimise teel leiame, et f(2) = -3 ning f(3) = 13*
Seega asetseb lahend I6igus [2, 3] < Arvutame f Ix) = 3x2-3
ja f*(x) = 6x. Vahetult kontrollides ndeme, et ldigus [2,3]
on eeldused Newtoni meetodi rakendamiseks tédidetud. Et sel-
les l6igus f’1x) > 0, siis valime alglahendiks xQ = 3» Ar-

vutame valemi (2) abil jargmise lahendi x”. Et
f(3) =27 -9 -5 =13,

f'(3) = 27 - 3 = 24,

siis
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Hindame saadud lahendi x" t&psust valemi (1) abil* Et

letis f"(x) kasvab 1digus [2,3] , siis

Seega valemi (1) jéargi

ko, - x*|* = 2al - 0,36.

Arvutame jargmise l&hendi x~. Leides

f(2,5) =3.2,52 - 3 = 15,75,

Saame

X = 2,5 - -Zxi.
* 15,75

Edasi leiame lahendi x”, saame

2,5 -0,19 = 2,3-

f(2,3) = 0,267, f72,3) = 12,87,

x = 2,3 = 2,279.
* 12,87
Et f(3Cj) = £(2,279) = 0,003,
siis
*, - x*U =0,00036,

tr-

kust naeme, et x* annab meile lahendi, kus vahemalt kats

kohta parast koma on Oiged. Kui arvutada x", saaksime veel

tapsema lahendi lahendile.

Ulesanded.

Lahendada jargmised vérrandid kolmekohalise tépsusega
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(alglahendid leida graafiliselt).
7. 2 n
1170. x —-6x +2 =0 1173. x = ar = 1624
X

1171. x4 - X -1 =0 1174. x logx =1
1172. x - 0,1 sin x = 2 1175* x + ex =0

1176* Naidata, et positiivsete kordajatega polunoomil
f(x), millel on vaid paaritute astendajatega liikmed, on
tiks ja ainult (ks (vdib-clla ka kordne) A-punkt (s.t. vdr-
randi f(x) = A lahend). Leida k6dlude meetodi abil vdrran-
di

X3 +Jx -1=0

lahend tépsusega 10_2»
*
1177« ToOestada teoreems vdrrandil Xr +px +qg=0
*
- - - S . o
on kolm ideaalset lahendit parajasti siis, kui 4p"+27q. < 0.

Leida kdolude meetodi abil vorrandi

X5 -9x +2 =0
2

lahendid tépsusega 10~

&3« Parameetriliselt antud funktsioonid.

Olgu antud pidev joon vdrranditega
fx - x(t)

1
ly = y(©

Kui joont (3) saab esitada vdrrandiga

U<t<]5). (€)]

y= () vdi x = g(y),
siis Oeldakse, et funktsioon f(x) vdi vastavalt g(y) on
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antud parameetriliselt vdrranditega (3) -

Kui x(t) ja y(t) on vahemikus ( , [b ) diferentseeru-
vad funktsioonid ning y"(t) A 0, siis vdrrandid (3) méara-
vad Uhese pideva funktsiooni

v= vy [t()] = f(x) ©)

(kus t = t(x) on x = x(t) poordfunktsioon), millel kohal x

on tuletis
t
y, = kp ®
Tahistades y£ = f jJa = x, voime valemi (5) Kirju-
tada kujul
Y =7
X X

Funktsiooni (4) teine tuletis y"R arvutatakse jargmi-
X

se eeskirja jargi (kasutades valemit (5))s

(y*H

X3 =060 6 “x. ®
Analoogiliselt valemi (5) pdhjal
1 n L} AVt
4 = W2k & (XI » @)
jne.
Vastaku joone (3) punktile (a,b) parameetri vaartus
t = 1> Seti
Ca=x(tQ t
b = y(tQ)

siis punktis (a,b) on joone (3) puutuja mé&dratud vdrrandiga
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v-b _ x-a ®)
y Tt0) x»(t0)

ja normaal-vdrrandiga

®
x t0) y"(t0)

Pola&rkoordinaatides antud joont
I

r=f(d) (<<

vO0ib vaadelda parameetriliselt antud joonena

x
1

rcostp= f(tp) cos ot

<
1

r sinvp= f(ip) sintp.

Naide 1. Arvutada funktsiooni
X = e-t
V=15
tuletised y*, y# jJay"
X X2 xP
Lahendus. Valemi (5) jargi saame

. 5t2 ,-2 t
yX e0 =~ ® *

Eeskirja (6) (v6i vahetult valemi (5)) jargi on

-St e* - 3t2 eb 0. 0
y2= p" =- - - c = 3e (2t + t2).
X _e-

Ja I8puks saame eeskirja (7) (vdi jallegi vahetult valemi
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(5)) jargi

y's = (y" )f = ge2~(t2 ¢ 3t » 1 =
X" X X -t
-e

6eSt(t2 + 3t + 1).

Naide 2. N&idata, et joon r= ea I0ikab punktist 0
valjuvaid raadiusvektoreid uhe ja sama nurga all«
Lahendus. O0lgu raadiusvektori
ja joone vaheline nurk o ning
puutuja tdusunurk o/ ' (vt.
32). Sel juhul

=y -y o 0

Piisab, kui naidata, et
Joon. 32.

tan( y - ¢ = const.
Arvestades, et tany = 2 ,saame

tan(\y- )= sin” cosy - cosy sinf f cos y- + sin &.
cos f cos>f + sinvy sinf i. cos<f + ysinip

Et X = r cosy= ea*™cos ning Y= r simp= ea”siny>,
sils X = aex'colay?> ea”s i n= ea*(a cosy> siny0*
Y= a ea”™sinV > ea”cosy» = eaM(a siny? + cosy?).

|
Seega

tan (y- ) =
- P - . .2
eay(a sin”™ cos y»+ cos y- a sinyjgosyj + sin“yQ _ 1,
N

=]
ea(a eosf - sinycosy+ a sin Yy + sin/teos y?)
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Ulesanded.

Elimineerida parameeter jargmistest vdrranditest.

2
1178. x = 3t, y=6t - t

1179. x = t5 +1, y=t2

1180. x = cos t, Y= sin 2t

1181. x =<p- sintp. y=1 - cosy?

1182. x = tan t, Y= sin 2t + 2cos 2t

Leida jargmiste funktsioonide puhul

1183. x = a cos <f, Y= Db sin

1184. x = a(vp~ sintf0, Y= a(l - cosy)
1185. x = =

t Y t
1186. x = In(1 + t2), Y=t - arctan t

1187* x = esin t, y= e cos t

1188. «x

Y
1+ 1+t
Milliste nurkade all ldikuvad jargmised jooned?
11c9. wy=x2 ja x = g cos t, Y= 2 sin t
1190. x = a cos (ps y= a sin ja Xx= yv= —1l
1+t2 1+t2
Leida jargmiste joonte puutujate ja normaalide vor-

randid margitud kohas.

1191. x = sin t, y= cos 2t, kui t = g

1192. x = 21n cot t +1, y= tan t + cot t, kui f = 2
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Arvutada jargmiste funktsioonide puhul mérgitud tuxe-
tis,
* ) _2_

P
119%%* x = at , = bt ;
Y dy2
. =2
1195* x ssa cos t, y=asint, -2

1196. x = a cost, y= a sin’t; ~-2
dx?
1197» x = a(t - sin t), y= a cos t;

dxn
1198* Naidata, et joone

x = a(cos t + t sin t).
y=a(sin t - t cos t)
normaalid on X¥ngjoone

%2 42 a

) «

puutujateks <

Naide 3* Leida joone

kdanupunktid.
Lahendus* Tuleb leida tuletise y* kriitilised punk-

tid. Selleks arvutame y%k saame
X



Bt Egt A o, siis kaanupunktid vdivad olla vaid seal, kus

ynp =0, s.t. kus
cr

sint + cos t = 0.

Viimane vdrrand on samavadrne vorrandiga

tan t = -1,
kust saame n
t=-~+KM(k-=0 -1, -2, ..).

Paigutades need parameetri vaartused joone vdrrandisse, saa-
me punktid (x,y), mis k&ik osutuvad ka&nupunktideks (sest

neis y"" AO).

Haide 4. Joonestada joon xz); = %2 + 3}.

Lahendus. Selle joone leidmiseks esitame joone parameet-

rilisel kujul;
1 1
X = slrTS* ¥=c¢0TT ~

Et sin t ja cos t on perioodilised funktsioonid perioo-
diga 2It, siis on mdtet vaadelda vaid parameetri t muutu-
mist 1digus [p,2jcj. Kuidas muutuvad joone koordinaadid x
ja yparameetri t muutudes, selle kindlakstegemiseks jaota-
takse parameetri muutumispiirkonnad (antud jJuhul 16ik
[0, 23C] osadeks. Jaotuspunktideks vdetakse

1) punktid, kus x vdi Yy pole mdaratud,

2) punktid, kus x vO@i Yy pole mdératud,

3) punktid, kus + v8i Yy vordub nulliga.
Antud juhul
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i =- ££%S j, b SiS 6.
sin t cos t

Seega vaadeldaval juh.ui tuleb meil jaotuspunktideks votta
kdik sin t ja cos t nullkohad I6igus [ 21r], s.t» punk-

tid t=° t=71 jat= 5 e Jargnevalt uurime X jaj
kaitumist nendele jaotuspunktidele l&henemisel. Selleks
leiame piirvaartused:

a) kui t -»0+, siis x->00 ja y-"1+;

b) kui t siis x —»1- ja y-joo]j

c) kui t siis x 1~ 3a ¥-"~o00 f

d) kui t -*X-, siis X —»+00 ja y-* -1+;

e) kui t M Siis 2c->~00 ja y-®-1+»

f) kui t 9%siis s-"«-1+ ja y-> -00 i

g) kui t—* |oCt » slis x->-1+ je y++ 00 ;

h) kui t 2a=, siis x->- d®@ja y-%*1-.

Saadud andmed vOtame kokku jargmisse tabelisse:

Piirkond ma>:’k ma>r/k muutumise iseloom  muutumise ise-
loom
©, P - + kah. ( oo ,1-) kasv. (1+, 00 )
(1»3C ) + kasv,(l-, 00 ) kasv. (-oo, -1-)
@r.» - kasv.(- 00.-1-) kah. (-1-, -00)
(11ta, 27r) - kah. (-1-, - oo) kah. (oo t 1-)
Jargnevalt asumegi joonise tegemisele,, Eelnevalt aga

leiame veel y* = " vadrtused nende jaotuspunktidena esi-
X
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nevate t vaartuste korral, kus x ja yon mélemad 16plikud.
Kui selliseid on, siis margime need punktid kdigepealt graa-
fikule koos vastavate puutujaldikudega. Antud joone puhul
aga niisuguseid punkte pole.
3dasi vaatleme, kas meie joonel on rdht- ja  pilstasimp-
toote. Selleks vaatleme koostatud tabelist, kas muutuja x
lahenemine I6pmatusse ei vasta muutuja Yy ldhenemisele min-
gile kindlale konstandile. Naeme, et antud juhul on niisu-
guseid asumptoote neli: x = -1 ja y= *1. Kanname need
graafikule ja joonestame joone (vt. joon. 33). Selleks pa-
neme veel enne tahele, et vdrrandist xz); = ); + x2 jarel-
dub vaadeldava joone siimmeetrilisus nii koordinaattelgede

kui ka nullpunktide suhtes.

Joon. 33*

Naide 4. Joonestada joon x* + y5 = 3x2.
Ka siin laheme ule parameetrilistele vdrranditele, vottes
y= tx. Sel juhul

K2+ XN = 3x2,
millest



Leiame, et

3
a + )2
Kui koostada ka siin tabel samal pdhimdttel nagu eelmises

tlesandes, siis saame jJargmise tabeli:

. )z L ] )? L ]
Piirkond mark mark muutumise iseloom muutum%e iseloom
(-00, -1) - + 0 kahaneb - <@ 0 kasvab <
M, 0) - + kahaneb 3 - 00 kasvab 0
©, 3p2) - 3 kahaneb 2 0 kasvab A0
(>]-»<*> - - 2 kahaneb 0 V* kahaneb 0

2

Tabelist ndeme, et t = - o0 korral x = Q y=0, t=0
korral x =3, y=0, t = \|§ korral x = 2, v_I ning

t
t =00 korral x = Q y= 0. Leiame niud y* =2 nendes
punktides. Saame, et y* =00 , kui t - - O kui
a3AT

t=0, jJjay  =q kui t = -.
Samuti nahtub tabelist, et kui t -»-1, siis nii x kui
ka y lahenevad Idpmatusele. Seal vdib esineda kaldasiimptoot.

Kui kaldasimptoot y=mx + b esineb, siis

m = lim” ning b = lim(y - mx).
Arvutades ndeme, et

m= lim- =-1 ning lim (y - mx) = 1.
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Konstrueerime nliud joone graafiku, kandes xy-tasandile
kdigepealt need punktid koos vastavate puutujaldikudega,
mis vastavad parameetri vaartustele t=-= < , t =0 ja
t = E*:_ Samuti kanname joonisele saadud asumptoodi V=

= -x + 1 (vt. joon. 34).

Ulesanded.
Joonestada jargmised jooned:
1199. x = +3t +1, y=1t -3t +1
1200. x = t";~ 3k t y=t3 - 6 arctan t

1201. x = -23 .y =
1+ 1 ¢t

1202. r = a sin 3~ (kolmeleheline roos)
1203. r = a tanf
1204. I'= a(l + costp) (kardioid)

Joonestada jargmised jooned, viies eelnevalt nende vor-

randid polaarkoordinaatidesse.
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1205. (x2 + y2)x = 2y 1207. (X2 + y2)5 = 27x2y2
1206. x™ ¢ yN = x2 + y2

84. Joonte puutumine. Kdverus,

o6eldakse, et punktis xQ on joontel

yv=1f(x) Jja vy=9()
n-jarku puutumine, kui
S~ ;(x0) & KLx Q) (k=0,1,...,n)
ning
,,(.*),V
Ringjoont

x-£)* + (y-m =R*t
millel on antud joonega x = x(t), Y= y(t) punktis x véhe-
malt teist jarku puutumine, nim. antud joone kdverusringiks

punktis x. Selle ringi raadiust

2 »2.t®
r = £ _xJLL
yX - Xy

nim* kéverusraadiuseks ning viimase pddrdvadrtust ai — ko-
veruseks .

Kui joon on antud polaarkoordinaatides r = f( y»), siis

2 »2 M

r + 2 +rr
TTI1

(r +r ) t



Joone koéverusringide keskpunktide geomeetrilist kohta nim.
joone evoluudiks. Kui joon on antud vdrranditega x = x(t),

Y= y(t), siis evoluudi mddravad vérrandid

2 *2
I =x - 2E *+JL £
Xy -xy

-2 *2
M=7 +X 2 ¥rx-
Xy - Xy

Naide 1. Xjeicla polinoom, millel on funktsiooniga
f(x) = cos x punktis x = 0 vahemalt neljandat jarku puu-
tumine.

Lahendus. Et meil f(0) =1, f*(0) =0, f'() =1,
f*"(0) =0 ning fIV(0) =1, siis vastava polinoomi P(x)
kordajate maaramiseks saame viis vdrrandit:

p@ =1, p") =0, p7) = -1, p™ () =0, pij0)=i.

Otsitav polinoom P(x) peab olema neljanda astme polinoom
P(x) = aQ + eujX + a2x2 anJD+ anL4

(sellel on viis kordajat, mida saame mé&rata viie tingi-
muse abil). Et

+ 2&5% + :ii>g + 4 a1i

2a2 + 6a" Rarx ,

P*(x)

PII(X)
P""(x) = 6a5 + 24-a™x, P (IVA(;0 = 24a,”,

siis saame siit
P(0) = aQ =1, P"(0) = al = 0, P"(0) = 2an= -1,

#
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P"*(0) = 6a?
millest a = 1, a I:O,
Seega polinoonmil

P(X)

on funktsiooniga f(x)
puutumine. Naeme,

neljanda astme Taylori

n-astme Taylori polinoomi esimesed n tuletist vastavas punk-

et saadud polinoom on funktsiooni

=0, P(lv)(0) = 24a™ =1,
a? = -1, a, =0-ja a. »-
2 N

=1 - Ix2 + J-x4
2 24

cos X punktis x

polinoom. See on ka loomulik,

tis langevad kokku vaadeldava funktsiooni vastavate
bistega, s.t, funktsioonil on n-jarku puutumine oma
Taylori polinoomiga.
Naide 2. Leida ellipsi x = a cos t, y=Db sint
luut.
Lahendus.Arvutades saame
X = -asint, y=b cos t,
X = -acos t, y=-bsint
ning siit
2 . 33 = azsxnzt + bzcoszt
y; - ?§ = ab s}npt + ab coszt = ab.
Seega
t=acost - sin’trboes ¥y opa-bn 2 T
ab a
= B sknt + §——S—'-—”——§—£—b——9954/Qa smt) = bP - & sin-t
ab
Siit ndeme, et ellipsi evoluudiks on astroid.

\
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Ulesanded.

1208. Naidata, et joontel y= tan x ja y= arctan x
teist jarku puutumine punktis x = 0.

1209» Leida selline sirge y=mx 4 b, millel oleks joo-
nega = x3 - 32 + 2 enam kui esimest jé&rku puutumine.

1210. Millisel ruutparaboolil y= ax2 4 bx 4 c on pun-
tis xc joonega y= el teist jarku puutumine?

1211* Leida neljanda astme parabool y=axN 4 bx" 4
4 cx2 4 dx 4 e, millel on punktis x = 0 aheljoonega Y=

= a ch - neljandat jarku puutumine*
a 1

1212. Olgu y= e kui x @0, ja y=0, kui x =0*
Naidata, et sel joonel on punktis x = 0 x-teljega ldpmata
suur puutumise jark*

Leida jargmiste joonte kdverused.

1213. x = 3t2* y=3t - t5, kui t =1

1214. x = a(cost 4 t sint), y= a(sint - t eost), kui

2
1215*r = a(l 4 QOBif)

Leida suurim kdverus jargmistel joontel.
1216. wy= In x

1217.x = acos t, y=b sin t
1218. y=a ch I

1219« Leida suurim kdverusraadius joonel r = a sin”® jf.
Leida jargmiste joonte kdverusringide keskpunktide

koordinaadid ja evoluudi vorrana.
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1220. y= 3 1223. T = a?

1221. 5. - 2?2 a1l 1224, 1 =ae“”
a B
2 2 2

1222. *3 ¢/ =

1225» Naidata, et tsikloidi >x= a(t - sint),
v= a(l - cost) evoluudiks on samuti tsiukloid, mis esialg-

sest erineb vaid asendi poolest tasandil.
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VASTUSED

1. peatikk.
§ 1.
10 m 6 5
1-z a,. B £ b,. Z k.4. £ (-1k-
~ ka1 % k=0 k=1 k=0
i Zs K zzn F Mk+1
) “YA\2.6.Z .z~ E s & K
J; k=1( ) i=0 ql k=1 k=1
2% 20+ A 2k. 10.11+2<1+3144"1+...+71= KAT1A
k=0 k=1
* N * N ~
WL o 125 [, @bk "3 (Ban-kbk .

14.b1+b2+b5+b"+b5+b6* 1£-35+36+37+28+39+31* 1U 2+3+4+5+6.

17 . aM+a2+«w». +a™« 18. Y2+ |2 + oo+ \f-2*

I12log 2-log5 ... ¢ MAogn. 20.-5. 21. itg ?*
+ farb+22——+ + (atm)” 22N sH1+1+1+1+1.
b +2 m+1 —
n+l
24« V g da2. 27.n. 26,0, 22.4+5+3(1-1+1)=12. 28.1+(1+22)+
i=2 1
n+1 n
+(1+22+32)=20. 22.12+8t. 20.73 2t “Z3 2"= 2n+l.
t=0 j=0

&.

L X=2) \Ty, kui x >2,
33 x2f Ny = 1 ¢
I 2-x) >fy , kui x 42.
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v, ab F - I v/ath, kui a-b>0,

Ti~T Vatb = \_ fab. kui acb <0, (a/ b)e

2 I p- ~
(b +1) \(a +1» £6.(x -x+1) Ax-1, sest x-x2-1 <0.

12-5 Ixyl Sxy =5xy v/27, (xy"0),, 1S.x+Ix-1JA"1" tUl X1’

——————— I 1, kui x*1.

NVX -4x+4 =x=21 = 1 xM2» kui x>t 2* 400 (0ex3) LS, kui a>0,
12-x, kui X 42.

x>0;(8a-5x) Y& kui a <0, x< 0. 41.J/1x2, kui x >0;

-J2x2,kui x <0. 42 - ~(1-m)2(m-2), sest juure all peab
olema m-2>0, mille tdttu 1-m<0. 4£. \|x2-9, kui X 4-3;

-\|x2-9, kui x>3 (rjuured pole médratud, kui -3<x$3) ,
44 J(x+1)3,kui x 4-1, voi x>1; - V(x+1)3, kui -1 £x <.1.
45. ) 5(x2+x+l) . 46. w0 . 4E. <Ix6(y-2), kui x >0;

- \Ix6(y-2) , kui x 0. 48. "(x"-2)x. 4", 4Cy2-"1)2(y-tO) .

z2(1-z2), kui 0 s < 1li - "1z2(1-z2), kui -14.z40.

§ 3.

5Z-Sn = *2.58-Sn = n(n+l). ~.Sn = 60. Sn = 1 [2aq+

+(n-1)d], 66. Vdrratuse a)implikatsiooni osa kontrolli-

miseks liita antud vorratusele vorratus 2n >2; voOrratu-

se b) tdestamisel kasutada vOrratust a).
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69» x €(0,00 )< 20. XC[Oé—]° 21» x <(- GO ,- g) .
22.xe(-0cs00). 2i*x £-(1,<1i-0»99) . Zz* X€(-00,0).
22°X€N[-4,01, [ 4 . . 26. xt[0,2]. 2Z* x*{(-«<*> ,1),(1.2)}.
23. xe | Mti)t(i, o0)} . 22. xe[(-00 ,-2), (-2,- ]),(2,«>)}.

80* x€[(~o0,1),(1,]),(3,co)j-- 81. xg(],])- 82. x€(-w,~].

x€{(-- Z).(-z_ W . 8. ,|Vie)>@2lill.
| 7 4 4 17 J IL13 5 517 J
§ 5.
8r.x €j(-e0 ,1] , [2,9O]. 86. xE(-~, 32. x *(-3,3).

88.x £{(-00 ,-5], [-1,00)] . 03. xc {(-~>-4),(1,2).(3, )I.
20.x €{(-00 ,0),(1,00)]. 9. xfe(-00. 00) "2. X €(-<d,00) .
21.x € {(-6,-1), (0,3)1. 21*xLL(-«/"5),(-2,-1),(4, 00 )}.
22.x « {(-00,-2], [L,2]}. 26.x € {[-1.,1],Z. 2Z* X€ (-«,-2).
28.x e|(-3,-0,5), (4,00 )]. 22.x€ [(-00 ,-1),(0,1),(3,«. )}.
100.x € {(-3,-0,5), (0,1), (2, 00 )}, 101.xe {[-2,- 0,5] ,[3,00)],
202.x e{(-5,2),(3,5)}, lor.x € {(-oc ,-6),(-6,1),(2,8).8.9}

104.X £{(-00 ,-8),('8,-5] ,fl,)} . 105.x €7(-00,-2) ,(1.,2)] ,
106.X €{(3.4).(4,5).(5.9)}.
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§ 6.

2
>X - T? * -0,5. LIP8. 1;puudubc KO9. puudub; 8, LUO. puudub;
puudub. IT1L 3; puudub; 3; 1. 112, puudub; 0;3jO. W . puu-
dub; puudub; 4;0. I'. puudub; -1; «> ; -1. Hjj. puudub;
puudub; 00 j -00. 116. 1; O; 1; 0. 117. 1;0f 118. 1,5; -1.
112-5; "5*5. 120.2; 0, 121 .00-00e 122. -1; _c~ . 123. qo;
O» LI4. 1,25;~5. 1254 Osa a) tbestus juhul infE-xj =ar—».
Siis teoreemi Il pdhjal on -x"a, kust x 4 -a; ja igaoO
korral leidub selline x, et a+f>-x".a, kust »a-iai-a.
Teoreemi | jJargi on siis sup {x"= -a, mida oligi tarvis
tdestada. 126.Vdrduse a) tdestus juhul iInfx} =&*«0 ja
inf\jj=b Olgu £>0 suvaline arv. St x"a, y”" b, siis
x+y >a+b. Samuti leiduvad sellised x jay, et a+5>x>&,
b+]|>y >b, kust a+b+ D x+y "a+b. Teoreemi Il jargi on siis

inf {x+y] =a+bf mida oligi tarvis tdestada.

Il peatikk.
§1.

128. (-»,») . 122- ((- ®» ,-2),(-2,2),(2, oo ).
m - (c-oor -4, [J1,°0 )} lil. &2,0]. 1£2. jc-o00,-3],
[-1,0], [.34 lil. {(-1,1),(2,<*>)}.

135. [1,100], 126.j[-2,0),(0,1)}. HZ* Valem ei médra
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funktsiooni, 178.]]] (n=1,2,...). 139.(l0"2>% 2" 10Q@2xd)=<: ),
k=0,-1j-233»e == = 14Q. 5]+ 14-1« (- 0O) aO) .

142, {(0,1),(1, oo)| . 14£. (T3, K=0-1,-2,...

144 j~ + aar, w=0,%+1,+2,...} . 14~. Valem ei mddra funktsi-
ooni . 146.E~tan 5 00 ). 147. (2k#, (2k+1)JT), k=1,2,3».«.
148.fl1,4) . 149. Valem ei mddra funktsiooni. 150. Valem ei
madra funktsiooni. 151. Samad. 152.Erinevad . 153. Erinevad.
154 . Samad. 155» Samad. 156. Erinevad, 157« Erinevad*

158. Erinevad* 172 *f(0)=0;f(0,1)=0,3081; f(-1)=1; f(2)=I10;
(") =2 (b-2id+/m@+3). 160.-0,5;-"2. 161. f [F()] =log(logx);
f[g()1=log x2; glg(x)1=x4; g[f()] =log2x. 162- a) y>(-x)=
=1-x2;"M(x +1) = -x2 - 2x ;M) +1=2- x2; f(D)=1-4s i

—1-=— - ; TF&tblzJfiZl =-(2x+h) . b) *(-x)=- ; c/4x*1)=
f(x) 1-x2 h. 1-x

= Y>(x)+1-5-, -21«, fe+Ww- =
1+x TX x+1 1-x h

(L) (L+x+h) 16£. f(-3)=2; f(0)=1; f(l-(l)_):Jc; f(l)—£2$,

f(10)=0. 164. F(- &)=~ 4" F(- =-1] F(- 2)=15 F(=1;

FQO)+It=K"; F(2)=1; F(n)-7T=2-TT. 167. f(x)=x2-5x+6. 168.F(x) =
2 remeeeee 2
=3x-x2 162- f(x)-11-1V x .170. f(x)=1+2x2 . 121. f(x)=

=sin 2x-x.172. f(x)=x2-2, sest x2+—/’\\=(x+’\)2—2. 175. f(x)=0,
X X
kui x=-1;x=4;f(x)>0, kui xt j(-00,-1);(4,00)J ; f(x)<O0,
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kui x€(-1,4). 124. £(x)* 0; F(x) >0, kui xej(0,1), (2. eo)};
f() <0, kui X 6{(-00,0);(1,2)] . 1££. F(x)>0, kui

xfe(- 00, 00). 176. F(x)=0, kui x=0; vBi x=-; F(x) >0, Kui
x £J¢"70), (,1),(1,00)]; f(x) <0, kui x §|(0, i, DY
177» £(x)>0,kui xt(-00, 00). f(x)=0, kui x=-1;

f() 0, kui xE.(- |,-1)* 179. F(x)=0, kui x=0; F(x) >0, kui
X £ (-<x»,-3); F(x) 40, kui x€(-3,2). 180. tp(x)=0, kui x=0

ja x=2; y(x)=0, kui x=-1 ja x=3e

§ 2.
181. Paaritu. 182. Paaris. 183. Paaris. 184. Paaritu.
185. Paaritu. 186. Paaris. 187. Paaritu. 188. Ei paaris ega
paaritu. 189. Paaris, 190. Paaritu, 191. Ei paaris ega paa-

ritu. 192.Paaritu. Viia juur nimetajasse. 193» f(x)=

(x-1, kui x €[0,<6 ); f-ix , kui xe[0,9),

= . 121« f(x)=x< .

I-x-1, kui xt(-«>,0). W-¢* kui xe(-9,0).
195. Paaritu* 126. Paaris. 198.0= 199.<= |?«200.0 =

201.<v= |.202. u)= A. 203,u=31. 204. G=T. 205. <"=X

20b.t=12 . 207. tJ=4jr. 208.cj=n. 209 =*_ 210. Ei ole pe-
rioodiline. 211. Ei ole perioodiline. 212. Ei ole perioodi-
line. 21 7* cj=27t « 214. Ei ole perioodiline. 212» y=(x-2k)2,

x € [2k-1,2k+1] , k=0,-1,-2,...
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>HIK, kui XE Ak, 1+4K),

218. y= - (x-2-4K)2, kui xt [1+K,3+K],
x-4-hk, kui xB[3HK,4HK] (k=0,-1,-2)

221. ykahaneb piirkonnas (~1,a0 ). 222. ykasvab piir-
konnas (-1 , @d). 223 ¢ ykahaneb piirkonnas (1 , <<).

224. f(x) kasvab monotoonselt piirkonnas (- 00, oo).
225> a) x = -y; b) x=£, Y=(- oo ,-"j* 226. a) x=-; b) x=-,
) o ) 2 ( ] ) > ) v

Y=(0, 00 ). 222. ») x=- & *=(0, 00 ); b)x=Ffo Y=[0, 00);
c) x=~fy, Y=jo, 0o). 228. 3@ >cO3- fy+5), Y=[-5, 00);
b) x=1(3+>/yi5), Y=[-5, oo). 22Q. x = log(y-1),Y=Clfoo ).
230. x=log,-"->Y=(0,1). 221. & x=0Oy 1-2, Y=(-00, o00);
b) x3-ClOY™Mr), Y=(-00, 00). 222. a) x=- /12, Y= [0,1];
b) x= Y=[0,1]. 222- a) x==sin 2y, Y=TI-£,7];
) [0.1] ) x=zsin 2y, Y= = £,7];
b)x=Isin 2y, Y=[*“"»0], 2340a) x=-2 \(cos y, Y=[0,»;];
b) x=-2 Veos y, Y=[0,"]. 222* «0 x=1+cos y, Y=£-ir,0];
b) x=1+cos y, Y=[-3T,- 2]. 226. x=2 tan(® -y)-3 , Y=[o,]]-
237. x=- - Ztan Z, Y=(3ir,977).

5 5 6

e X» kui x fe(-«~,1),

258. y= 14x, kui x e[1,16]
I log2x, kui x efl6; . .

f arccos(x+1), kui xe£-2,-1),
222. ¥ =j arcsin(-x), kux ac6E-ifl)f
-arccos(1-x),kui xefl(2).
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83.
"X-3, kui x£[-5,*-2),
245» vt.dlesanne 243. 271. f(x) = -1+ \/4-x2 ,kui xef-2,2),
2x-5, kui xe[2,4].
X=r-5.41 . T = [-1.31.
(x+2, kui x € (-00 ,~17,
. fF) = {-x, kui xt(-1,0]

x, kui x £(0,2),
|, kui x<€p,3],

vl, kui xe[3, 00)e-

273. V= acx(®-[3, X=(0,2R).

I Jc(2R-x)2, kui x«[o,r] ,
274.5= 1 OCR2, kui x£[R,3R] ,
A % (BRx-x2-8R2),kui Xt[3R,4R] .

275. x»0,68, 276. X/|11l,37* >2=10* 277» xat0,86.

278. x1=-31  =92; X2=-2, Y2=%37xA=2, yA=3» x’=3, y/i=2.

279 x1~ -3,6, y~ .15 ~2,7, M~2,9s x» ~ 2,9,
4 3 4 y4s 1,e 280 3L $ y ] 9
y U -
111 peatiikk,
§1.
281. N=— . 282. bl=(*=El3. 28f. w-&-*3( £+ >50)12
-— 5e E 2e
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284. N= >/liim. 28£. N=J(1-+H/~8M)* 286. NxInM . 28?. H="L-.
290. 2,5.271. 1ee£2 - |. 227 0,224. 1. 295» .
0, kui ial<l,
.2, 297. Hm x = \ -, kui a=1,
n 2

1, kui ll>1,
~ei eksisteeri., kui a=-1.

298. 1—e2. 299. é» 300. 0. 303 Kasutada vdrdust - —

k(k+1)

11 304! kasutada vérratust D . 305.Vaadelda
K k+l k2 kCk+1)

avaldist *A708. lim #= ~(1+ ~1+4a). 309. 1. 310. 0

jal.211. 0 ja2.”12. 0 jal.313. -«ja« .£14. -003*00.
315. - 00 .216* . 5 jal.3R&7.«0. 218. 0 jal.212 0 ja

log 4. 320. a ja b. Jada koondub juhul a=b. 321. minCe”b,-"

ja max(a,b,--lz), kui Ja] <.1: min(a,b,———lz) ja 00 , kui
a>1l; - o6ja @ ,kui ax-1; min(—z,b) ja max(1l,b), kui a=1;
min(- ’Z\,b) ja max(lz,b) kui a=-1.322. -1 jal.323.5=£.
224. £=£ . 222 =3]. 226. S=I"7e. 287* &=£. 228. S
29. =-« 330. £ =-3+ "P+Zvdi £=min(1 .331.S= -2 +
¢K*8 £ vOi <y=niin(T,]). 222. |1 .1+>piAal ) voi

5=min(1,72 £). 333.S4(-1+ 41+8e ). 334. &= 14 *° voi
min( 5% ) ( e ) L e voi
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S =min(1,12 s ),. 333. voi £=min(1*3CU ) .
""1+66

S=c vbi 5=aiin(1,2 £). 339. 4=JL.
5+2e 5 Vm
ﬂ fllll .
li£2* ~A=21, (-1+V1+4M). 341. 8=-/- . 342. s=- .356. Vali-
1M 2+
da jadad 3a jL._.

§ 3.
212- -77. 258. 23.212* 0.700. r..361. iog 2.
262. 2*262* |*284. o0.288* 0,5-266. 1-262* 1x5.
368. -4.262* j* 120. 0- 221* 1* 222. 1. 373.

121* - “*2Z1* J* 126* 2. 122 3. 128. 1*222- -3*

380. - J 281 0. 282. - -1. 383, 0- 284* 1-281» 7 A
186, ~ . 282. -2- 288% —[1— 380. -4.222» -*121% 1*
4 537 5 3

12i* S-121* 12f£* I]-ZZS- §-126. 1. 22Z-* « 228. 5

399. —%-400. 0. 401. 1. 402. £2—4O* 2. 404.18’\2.

405. 2- 406. -4. 402. ~2* UFB* |* Ug2* ~ ~ e 4-10. 0.
3

411. 0. 412. 1. 415. % 414. % inj?, 12. 416. e2.

417 . e .418. 3. 419. /"£. Teha muutuja vahetus u= ifx
_1

ja astmenditajas kasutada valemit (7). 420. e 2. Kasu-
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tada vOréaust CSJ-S X = 1-&1-003 x) ja teha muutuja vahetus
X=2u. 421. e 2t 422. e « 422« 1,
g4.

425.£ = 426. £= 1- N1- 42~ 6=min(1 ,tanC).

428.S =1-cos €. 429« =1-cosf . 430. 5=1-cosf.

433. kui 0< 2* N=2+

436. N=5(M+ JM2-4M-12), kui M >6; N=1, kui OCM<6.

437» N:E(M+ GM2+4M-3) ,kui M \-2+ i?; N=1, kui O<M <-2 +"7«
438. bhfl,(l+ \fl+12M) . 472. N=!3(-l+ \Fui2M) . 440. f(1-)=2,
f(1+)=5, f(2)=8. 441. g(0)=0, g(2-)=4, g(2+)=5. 442- h(0-)=1,
h(0+)=0, h(1-)=1, h(1+)=3. 442« {a} =a-[a]; do(-1-)=-2,

f (-14)=-1, F(1-)=1, Y(1+)=0. 444. wn/(-1-)=1, -14)=0,

LI/(1-)=0, Y(1+)*1 .442» 1. 446» -1. 442» V 448. 1.

449_. oo . 420. - o00. 421. -6. 452» 6, 422« 0. 454. 1.

422* 7. 726.e0. 457. - .428. K 422« > kui & 0 vdi b= Q
a a
- 00 , kui a<0, b>Qoo , kui a<0, B4O. 460« O,kui

a<0 vdi b=0}o0o t kui @ Q BB Q - oo, kui a0, b<Q
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182 1« 462.00. 46°.. - 00 * 464. 0. 465¢ 27. 466. * 467. 6«
468. 1, 462. 0. 4=. 0,25. 471- -0,5. 4£2. 1. 475. O«
424 . 0. 422. 45. 426. -0,2. 42Z. 0 jJa«3* 479. 0,5
Ja - 00 .422. 1*5 ja -,<i5. 480. 0. 481. 0* 482. 0.

483. m=1, n=-1« 484. m=1j n=-0,5. 485. m=-1s n=0,5*

486. m=-1, n=0.487. Viia avaldis mx summa m8rgi alla ja

£ b
kasutada omadust 1) paragrahvist 3; m=r V'aL, n=2" - .
K

k=1 2 4ak
488. 482. 420. e& 421» e .422. e. 495. e.
85.
494 . pn= o( 495« Sama jarku* 496. Sama jarku.

497 . cL=o(f). 428. Sama jarku. 4£2- <*=o(/*). 50 7 . ~
k=>> 208* Jra) * ., k=2, 222* <*(*)~2x, x-0, k=1.
-3 5
510 . <*(x) ~ x, k=1* 2L4. ot(x)~ - |, k=3. 512. oc (x) =
=—(3\ll—x—1)———<(—;‘)=§, k:é . 513 oL(x)~4"x, sest >l1+2x=
=l+x+o(x); k=I1. 514. <*-(x)~|x, k=1. ££. c*-(x)~-Ix2,k=2.
516. c*(x)~~2, k=1e 517._.0c(x)~x \I3 k=1« 518. <A ~

~JJ3(1-x), kui x-1-, k=i. M2- <*(x) - -(x-1), x-1, k=1.
A 2 3
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n 15
52Q. @fx)-& 43C2x"),.><-*|+, K. 521. <) ~ - *

><-O., k=|. £22. OH(*) ""C*95, ix»-*@, k=3.:-227% 5. £24* "

525. 1 .526, 15». 527. -1+ 528. £22. - m+530. |

CHO , sest tan 0=0). 531. 5Fk* 532. (_5. 333« 5* 534. O.

555. -1. 536. -<>0 . 537« O.52§. -+ 52&- "1*202- "1*

2LL. -3. £42. 5 (a&a2-n12). 543* cos™a. 544.sln§C03a .
212* 1. 7M6. 2 .547. - N »5.48. 0; kasutada vordust

lir cos f(x) = cos lim f(x) ja teoreemi 7 1k.101. 549. 1.
222- ““1* 221* J* 2"2. kasutada teisendust cos x =

= i-2sin 277*~2. 554. - votta tanx=1+z ja kasutada
valemit 1+tan2x = cos-2x.

86.
563. a=-1. 564» a=-1, b=1l. 565. Vasakpoolne .566. Va-

sakpoolne. 567» Parempoolne . 568. Parempoolne. 569. Parem-

poolne. 222* A= - 571, S=~. 572.5= LI|.~73. S=e.
@ — 7 ~

5ZA- 8= g.— 272* *= 288a ~76. Lahutades ja liites avaldise

x"sin®, saame F(x)-f(x,)=(x-x,)sin*+x»(sin~sinl]) ;

£= - A % 222, Ff(1)=1. 578. F(-1)=3. 579. F(7)= -
1425 T ——-- — 56
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580. EiI saa. £81. r(0)=u. £82. F(1)=0* 58%. Teist liiki

katkevus punktis x=0. £84. Hipe punktis x=0. 2&E. Teist liiki

katkevus punktis x=0. 586. Edrvaldatav katkevus punktis x=0.

587» Teist liiki katkevus punktis x=0. 588« Kdrvaldatav kat-
kevus punktis x=0; teist liiki katkevus punktides x=£1.
589» TEist liiki katkevus punktis x=3. 590«Hlipe punktis

x = 0. 591. Teist liiki katkevus punktis x = 1. 592. Hlp*
punktis x = 1« 593. Hiipe punktis x * O« 594« Kérvaldatav

katkevus punktides x = Kir; kus K« 0,-1,-2,.«« e

IV peatikk.
81«
595. [1x<=999; [Iy=3. 8 Oy=alx; b) Oya@/i<l).
598. 2x« 599. 3. 600. - (>x<*0). 601. - -i- .
4y
602. -sinx* 603. - LI-. 604« —J--.605« 606« O.
costc sin x
607. 608. 1. 609. 75,88; 60,85; 49,05; 48,05-
6HO. 5x4-6x2+1. 611. 2at+b. 612. - -1S5? 6I£. - ~ 18 x.
4 2 a+l 2
3 _5x -3x \  6l6.
1-4x
612. — 12--— ——— A- %618
2 N2
3x Vx2 X (2x-1}



*

620, - le 621. 2ex(x+l). 622. x"ex(5+x).

623¢ 624. 2e2x+ex+2-e”X . Kajsutada vérdust e2x+

+3X2IM>eqede? )+ o 625. 5*[x2In5-2(In5-1)x+2(In5-1)] .

626. 1+Inx. 62°. — —V " "< Q73" eX(1+x)t-r2-"»
In x In X X
+ 14-S-£1. 622. 2x los x+ - . 630. — --———-——- 2=2——-.
X2 n In? 1= 22x log2xIn2
2
631. — - 2-——- 632. 1. 633. + 8xIn8. 634. 32-
x(1+1Inx)2 X 4

-3xIn3. 625. e5x(31n3+31n|x| 4) . 6£6. (tl))Xlntz)_ Jgjt.
X

637. 2Zof£ - - 628. 2cosx-3sinx. 639.
sin22x

640. t2sint . 641. 0. 642. arcsin x +

\N1-x2 1+x2

_ . 1
643. (u COSU—SIHUX—_]J_;I - —_—17‘—). 644 .
u sin u 1+cost

J2. -2

645. - —— —-—-———— 646 . -—- .
(f.osx + x sinx)2 (1+x )

MZ. 0™ s
2(arcoos *)-7T?

648. cotx-——-£---—--- 2----642. x ota. 6J0. ke
sin™x (x-1)2 cil X

651. ) O’\——————4. o 4o 672. 2cos2t+8t+1.
ch™x  &”x Inx x In'x e
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2x2

0+c) (c>0).
xTal
12 xarcthx_ y. =f=~ lcuix<0*
(1-xn (2x, kui x>0.
-1, kui x-"1;
659« WA =< 2x-3, kui 1 2|
11, kui x > 2.

661. y =0, kui x AO0; punktis x = 0 tuletist ei ole.
662. y =0, kui x ei ole téisarv. Kui x on téisarv, siis

tuletis ei eksisteeri, 663¢ y*={""* kui x "® * Punktis
1 1, kui x>0,

x=0 tuletis ei eksisteeri, 664. y"sl“™ kui x < Punktis
(1, kui x>-1 .

f2x, kui x >1, x<-1j
x=-1 tuletis ei eksisteeri, 665. ¥, =(2x kui

Punktides x=1 ja x=-1 tuletis ei eksisteeri; y"(1+)=2,

{2x, kui x>0,
y"C1l-)=-2, y"(-1+)=2, y4-1-)=-2, 666. y ={-2x, kui x <0;
"2x-3, kui x <1 voi x>2,

X=(- 00 ,00 ). 667. = Punktides
( ) Y I3 -2x,kui 1 <x <2.

x=1 ja x=2 tuletis el eksisteeri.

M-~x2, kui x<-1 voi kui 0<x<1;

668, Y = < B .- _
-— {3x2-1, kui x >1 vdi kui -1<x<0;

X ={(- o0,-1),(—%»0),(0,1),(1, o0)

- 225 -
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4
ZXT, kui >x> Q

669. y = 3 4
L% kui x<Q X=(- ao » )e

3 , 1 )
-——kui x>0,
670. WA, X=(- BB, <»)e 671. Y = A X

-1, kui x<xQ
>
, kui <€ (- "2t (2);
X={(-<~,0),(0,00)} 672 (e->2)2
={(-<~,0),(0,00)} . L=
2< . Kul xer(-~0, -12)

@->%)° VB XC(R, ).

X*{(-ix» |- J2)YF(- J2, /172)€( 72, <*=>)}.

-, kui >1;

- - X = {(0,1),(1, 00)} .
673. ¥={ - i x € (0,1 {(0,1),( )}

674. y' =i x' kUi x£ (1»00) vBi x~C*“00» 1),
U kui x£(0,1) voi xe(-1,0);

X = {(-00 ,-1), (-1,0), (0,1), (1, 00 )}.

2

X Ina
2 log2a, kui xfc(-1,0)
- log2a, kui xfc(-1,0),

62E. Y = < X Ina
2 + logna, kui x e (0,1),

X Ina

2

X Ina

X ={(- 00,-1), (-1,0), (0,1), (1,00 )J.

676. y* = j““cosx* kui xe((-2k-1)* ,2kir)),
[ cosx, kui x e ((2kJT ,(2k+1)?r) ;

X ={(kor ,(k+1)5r)J ,kus k=0,2%1,#+ 2,...
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677- YA = 1°Sinx» kui x "(2k3r- f» 2k* +J ),
v sinx, kui x € (2k + ], 2kx + *);

X = (2k - 1;, 2k+M),(2k +2$,-3j+2k5i )» kus k=0,-1,-2,.,.
josx - x sinx, kui x£{[o0,"J , X,

678. ¥ = [- - siEtlocji k=0,2,...
A-(c-sx - x sinx), kui x6|+H],0) ; 2k]|Ix, -Z-97 @@,

(- £’;ﬂr, - ""51 b)) J-

Tuletis ei ole mddratud ainult punktides x = K" Kkus
) kui |xu 1,
Kon paaritu taisarv. 679. )
1, kui x>1,

-1, kui x41.
Tuletis el eksisteeri punktides x = -1 ja x = 1.

680. y* = (=* kui -1 cx 40 ja 04x41;
1-2x-2, kui  |xI1>1 .

Tuletis ei
feksisteeri punktides -1 ja O.

681. y* = C0s™-X  sin"-x
———-—2 - - ——2— , kui x t((k+-)Jdt ,(k+1)x) ;
Cos X s X
x = @r, @)5t, (k+1)* , (k+t1)*) , kus k=0,=1,%2.....
2 2 '
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X CO8X - sinx
682. Y =< >2
Xa@B<- SINX i o (@K, @DDI);
7
L_l X , @<\ M Qi )&, @<d=3cjj, kus k=0,-1,-2,... .

, kui xt(2k3t , x)30C),

654 L2(3x5). 684, (<2)(S>xH). 685. -20(5+2)9 (3-4>)19.

1A W7). 686. - — 1- . 682. - -0-2<)"™T 688. -2x(1-><"?
2 Yok 3
689« 1 N . 620. ——— e ————— , kui xI < lal.
n @2><2) @->x2)

691. ad. J[2*£, uui ixt > -i.
1-x6 W

692. 1»2 /XX+H YX YXX* e Kui >>0 . 693m

B> V3T W\ 1o<2)
2 n
694. - — , kui >x* e 695. cost - 2sin2t-e
(2.-1)® 2
AN «A o .
6960 (2cos — q«'. 697- -12cos &< sindx. 698. 9 cosQx+5).
sin(2 2=-5)
622% 2471, 2Q0, cosxelytan)(siax+x cosx)-x tanxi
\Gc(1+x)2 (1+tanx) cos x
- - . 1+cos”
201. r—————————————_—E—(j:K2 XHE 57X , Kis XEkx ,

h r2 » - _ 4
3 Qjﬁ<_x2-)|2“n2 :Vl « 2 2siirx

k=0s@j,-2,.@. 703. 1+tanbxs Kis xEk3t , K=0,-1,-7,...
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2Q4. cos(sinx) cosx. 202* [4 \jtan| cos2!] ~

206. n sinn >0l 707. n cos”™"xcos(n+l) x.

P . J X
208. 3sin x cosx aslD xlna. 222* 325 3xIn2 In3.

210. cos(ex +3x-2) 0x +3x-2(2x+5)> ~LL. -12.101”8in45xInl0.

\JInx _ X2

. sin53x cos3x. 212* 2- —214-%X e a~Ca”x2).
2x *JInx a

27 . ctK j/arcta™e?*) e?X----- Nr+e"0+telM)]

gjc 3l Jx_,2
(1+e ")\ [arctan(e )j

716. y(IrE)——~) (x>0) . 212- a3xa "l+axa”laxaina+ax a”In”~.
X

718. - j-————- 212- -———- ?ttg . £20. ech2xsh2x.
x ch2(Imc) 2ehVj I +th2*
721. th™"x.222.——(x>0) . 723. - — . 224% .
sirx ch2x chx
725. &—-em 726. X chx* 727. arcsin x. 728%* s,
~ 2vEE~C " 2N >
729, — — &FFF2S2l— -—. 730. —ZL, . 731. ,,
| - 2% i +x4 (1+x2)2

\1 -x vl-(arccosx)

732. - jj= — = T733. 2- (x >0) .
i 1-2x~2x2 (1+x) ~2x(1-x)
2248- OeShl e 225- 23" (14%)

26- wkan ML gl CoD-
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218. SSSL  (04Ixt<l). 739. - Z7&4z (XAO) » 740. — — =

J1-x2 1+X2 2x-1
Th-1. ——mmmmmm e 2Zi
tan y/17°2 (2+x2) ~U? Naxtb) [>1n2 |ax+bl]
1 In x

24£. [x log™x log5 (log5x) 1r|(21r|(1n’\))]_ o A
JI+In2>

745. (1+x)"2(1+x2)“1. (x>-1)® £46. T= CIxI>1).
X -1
747. -4 - (AxI1>A). 2*8- t===-* 272- -  (x>-1).
3x -2 3 Ax2+1 2(1+ Vx+1)
750. — - (|x-2k%|<-, k-taisarv) ,
COSX 2

751. - J—- (x* 2££Lx, k-téisarv). 752. - (x>0) .
CosX 2 X

753. 2sin(Inx) (x>0). 754-. In(x+ VI+x2)*

252. Jsin 4££205 -1- . 256.d40-2>¢2)aradu -1-I"
2 2 ft? x | 1«!
757 - 7-SIp?x - 2Z8- ri2°" in2. 252* <
V1+sin2x In *
260. - a2y . 261.--———- — - . 762. 2c0Ss2Xx - 3sin 6x .
2>EC A 2sin2x JZTx
763. — —-1 -———  (x >e, X <-). 764-. -—-L (- 7+k3wx<2 +K3F
x J In2x-1 6 c0S2X A 4
k-tdisarv) . m . e?==-e 276- - j e 282- -=?
SIS 12X5 262 7==/ % 222
(1+x 2)2 T TM13e2x h 5(11&52')'



221- x~Cl+Inx) (x> O . 222* xsiD3:(cosx Inx + ~£) (x>0).

m - - In ainx) - Ccosx)l« imc.

(tan x - In cosx), (0<x - 2ta<f, K- taisarv).
2

227- (I-do>x< [in0+1) - = 9 (X4-1, x>0).
X 1+X

775. ——izr. 2)/\ % (x>3,xcl),
\F(x-1)5 (x- 3)"‘“6’?%2 01 By

1r-2
776. x» (A-Inx) (x>0). 777. 2I= -———-- 3£&|+12] N(x+1)2
Ix(x+1l)

(x>-1, x/0) = 228-[I5x + i*Cldx)] (Inx)X .

779. (3+2x2+2xcot2x)x2ex2sin2x. 28)* ““"N x-2X X 2+"x+1)
3(x-5)4 >/(x+1)

(x/5) .28i -

.Jzzp rer. .
3x(1-x ) \( 2 )2 - x In x

783.x ~ (2+Inx)= 784. xa-1xxa(l+alnx)+axxa (-+Ina Inx)+

+ xV  Xlna(l+Inx) (x>0). 2&. 1 fx2-21n2x +
Inx+l
2RO .
£ x Inx In(Inx) 1 (x>1). 788. Wltvul = ?RQ- u7T-viu
V ’ TR« 2
7qo0. XFT - L i) Z21- - e Z722- 2xFAx ),
uv U v Inu ulnu

793. Sin2x [f (sin2x) - f Tcos2x)] . 221* ef(x"exf"(eX)+
+ fe(x)F(ex)] - 222* fx) fAFQ)IF°\fF *226*% F,(x")=

mfl(x+)=sgnx, kui x/0. f"(0-)=-1, f*(0+)=1m 797. fF*(x-)=

o3 -



1 1
1+(1+x)e

=f"(x+)= -—F——- (x*0), f"(0-)*1,f"(0+)=0. 28* a=2xo0*
(1+e*)2

b=-x2 . 222* -1 I .. 800. \U"l-x2e~arcBinX, 801.

o 1- ecos Xx 1-x
2

802. — . 803. -L, . 804, -J-.. 805. 2 .806. - 807.

1+x l+e Y ay X-y
P v 2 -

806. ROYAAT (x>0, y> O~ 80%. - . 810. 811. 1-,

x2-xyInx 2-Y “ Vv e
§ 2.

812. a) y=>j4(x+1l); y= —g(x+1); b)y=3, >=2; 9 >3,
Y=0.6l13.aXi.ftt b) (0,2). 814. 8I£. arctan 2 V2~70c0

817. I-1. 820. BR4ac = Q 821. -1. 822. 2SS. 82". vP=-1iv-
Inr 2e T Y

824. y= 24¢[I< + (AX)"j dy=2xdx; [yv(1»0,1)=0,21;
AM150,01)=0,0201; dy(1*0,1)=0,2; dy(l; 0,01)=0,02.
SAF(L)= O3 OR+( ux)™; df(1)= < a) f=5,1j df=1;

b) Af=0,13%1. df=0,1; c¢) f=0,10301, df=0,0l . 826. -

72
- 4z. 828. - -822. -~ (x"0) e 830.
27 45 XA 1a
821- "f=i===r~  (IxUlal ). 822. (t/bx1).
Va2-x2 at)
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2sin“* (1-x2)2>larcsinx

2aretan
. - X dx (x70, IXK.1). 835» (1+x)exdx. 836, xsinxdx.

1+X
m- t==-e SZ0- - W) . 822- dx (x>0).
Ja2« 2 LU§< ) 2xff (>0)
850. e 841. - _ _ CKI>1). 842. vwdutuwdv+uvdw .
N xJJCT —
v A gudv  (v/ 0)_ udujvdv

U2*v2)i
W " udwvdv (u27~2>0)_ W * vdu-udv (,270).

a2« 2 u "
847. —- (cosx - —-Mr™). 348. - tan2x (<MHkA", k-tdisarv) .
2x2 * 2
849, -cotx (x"2Jt, k-tdisarv). 850. -1. (|xt<1). 831, 1,00
851. 1,007 . 8"2. 0,4849- 8L4. 0,8104, 8". 4,950.
853. 0.7702 . 856. 0.46676» S~- 1,070. 878. 1,04139.

859. 1,64872. 860. 1,0358.

4.

867. x£2+2xfl _ 868- 2e"x2(2x2-1). 862.

0+x2)5/2 _ « A 2
fao,ft....). ezo- (f(x)>0).
f (X
0o aresinx j- X IIrX_ . @2. xx f(Inx+1)2+~J.
£i_1* “ F—-5-7 L X
\ (14X2)5
- 233 -
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BUL. rcmn™«!-2). L - . - I"FV3;'.! (uv>o0).

875« 2)QN 2 KGLIVFT )2 (u2+v2 >0).
(u2+v2)l
876. uv £(v°5,+ vilnu)2 + v --g-- + v'inu)].

877. y"=4x2Ff"(x2)+2F"(x2)} y""=8x f"*(x2)+12xf"(x2).

B76. ¥ 3y PG g ()3 YT S Y M

- 4r T T;). 822. y"=e2xfH(ex) “(ex); y""=e3¥ " (e X)+
X

¢ 3e2xf{ex)+texfdex). 880.y" =" [f'(nx) - FTINJ

Y- = [f'(Inx)-3f"(Inx) + 2f1(Inx)] . 881. P

(x>0)# 882. — %83. xX [(Inx—_l(l)2* %]dxg(.

p P (" ~op p p
884 (a-b )ab sin2xdx e 88" wit u~ud v"2~ vdu"udv”
(b2sin2x+a2cos2x)?2
(v>0). 886. aulna(du2lna+d2u). 887. [(v2-u2)du2-4uvdudv*

¢(u2-v2)dv2+(u2*v2) (ud2u+vd2v)] (u2+v2)-2 (u2+v2>0)*

888. 6)=4.6! ; y(7)=0. 882- - - "e
888. y(6) y( (1-)6 X
891. - amCs£1K"2). O/eQ) # N W'+ W~*) — (x<1).
xm+3 A 2100(1-x)100/W
y 10 nm-] . Q
821. ex£(-1)1 , kus Al «10.9 ... (10-i), A%0= 1.
i=0 X

894 . -4excosx. 895. n+1
(cx+d.)
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826. bl .  A2n-1? (x<1). 822. 2*-"ICOS(2x*£S).

<1-2x)r4 2 2

28 “ <l e -y -{ (x>0).822- 120dx".
x™1 L 1,1 11

900. ———-dx3(x>0). 201. ex(Inx * 1 - 4 * 4 - -ry*1I*
Sx37 X2 x> X4-

202. euCduir6du2d2u+4dudru+3(d2u)2+dA). 20~. 2ud = u+
+ 20dud9u*90d2ud6u+240d5ud® a"rt20d4ud6éu+252(d5u)2 .

gdu® - ?2du d2u + £ u4 " nLip*iH _v n] #

u? u u 3
906. £(2k)(0)=0; f(2k+1)(0)= [1.3 ... (2k-2)2]2, k=0,1, ...
907. n(n-1)an"2 . 909. x*=2 X"=- -f-—; X" *= 2-2..— 77-
7 )3 CY)
910. - 2H« 2x?y. ~c2yf  f=3(1+y8)2* 2x4(1-y2)]
Yy y 1+y2’ 0 7 ?
912. z12 7 J.e 913. - 2 cm/sek2 .
X~y (x-y)2 18
85.
913. - - 916. 2. 917. - 918. 919. - -« 220. O.
2 - 3 2 3
2

221.3, 722.0.222*%- «224. 1% 923. 1, 226. -2.927.

2 3

928. ¢ .222% 1*212% £*In a-2z1* ()2* 212. 2. 933-

N



9340\ 2zi,- 1.9%c 0,722. 1. 228. o. 959. kui n=1;0,kui
O<a<l]| oo kci n>1* 940. 1 * 941. 1. 94-2. 0, HA-3.»*» 944 . -1.

24" 1« 246. e5. W . é* 248. 1 .242* e « 250- 1.251« 1*

S8g.e2* 257 <1« 22A* 1* 252* ‘Vé« x8* : * 252« 0* 958 .7

959¢c - * w < "1- 231- iS2.0ct 287. 1* 28fc* 0« 282* 1«
e

266¢"1* 272« 0. 268. 1«282» 1,

V peatikk.

8§1.

970» Kasvab piirkonnae {(-®0,-2),(0,2)] , kohaneb
piirkonnas [(-210),2,*=)k 971. Kasvab vahemikus (e,00),
kahaneb piirkonnas {(0,1),(1,e)£ . 972. On kasvav* 973»0n

kahaneve 974. Kahaneb vahemikus (- 0053)5 kasvab vahemi-
kus (3,00 )e 2ZS* Kasvab piirkonnas j(-=<s-1), (1, 00)j

kahaneb vahemikus (-1,1). 976c On kahanev. 977» Kasvab

vahemikes ( - t E + £)t kahaneb vahemikes (- ~ ~.A4,)
2 2 3 2 322

(rt® 1t-2s...). 978. Kasvab piirkonnas [(0,2), (4, 00)j

kahaneb piirkonnas {(-c<,0),(2f4)] . 979. Kasvab vahemi-
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kus (0,n), kaheneb vahemikus (n, oo ). JSSft. Kahaneb vahemi-

kus (-«>,-1), konstantne 1digus [-1,1], kasvab vahemikus
(1 Joe), 981. Kasvab monotoonselt, kasvab vahemikes (0”")

ja konstantne ldigus 962. Kasvab piirkon-
dades (-0o» -1)* [-1»I1] ja (1,<> )t kogu piirkonnas (-&t<)

ei ole monotoonselt kasvav. 983« Kasvab monotoonselt, kons-

tantne poolldikudes (-ot, - 32L} ja [32 tx), 989. Kasutada
vOorratust sin x <x, kui x>0. 990« Kasutada vorratust
x <tan xf kui 0O<x <. 991. Kasutada vdrratust llesandest

989. 992. Tuleb tdestada, et f(x) >f(*j) vahemikus (O, 3p,

kus f(x) = - ~ . 994. Kasutada vdrratust Ulesandest

992. 995. Kasutada vOrratust naitest 4»

§ 2.

998. Maksimum kohal x 0. 999« Maksimum kohal x = 0.

1000. Maksimum kohal x

1
o

1001 cMaksimum kohal x

1
o
@D

1002. Miinimum kohal x 1. 1003 e Miinimum kohal x

3

(k=0,-1,-2,...). 1004. Miinimum kohal x = 0, 1005. Maksi-

mum kohal x = kt , miinimum kohal x = (k ¢ J1C (K=C,*1,-2,
..). 1006. Maksimum kohal x = (k * kohal x=kfr

(k =0,-1,-2,...). 1007. Maksimum kohal x = ~ wm2kjr,
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miinimum kohal x « - 221_0 2k3i (k = 0,41 .-2,...) . 1008. Eks-
treemumeid ei ole. 1009. Miinimum f£(0) = 1. KO . Miinimum
£(0) = 2. 1011. Maksimum f(1) = - HO. KO12. Kohal a= -1
ekstreemumit ei ole. KO13. Kohal x = 1 on maksimum f(1) = 4,
kohal x =5 miinimum f(5) = -28. KO14. Lokaalne ekstree-
mum puudub. 1Q15« Kohal x = 0 on miinimum f(0) = 0.

1016. Kohtadel x = - 1 on miinimum f(-1) = 0, kohal x =0

on maksimum f(0) =1. KO17. Kohal x = 2 \1J on miinimum

f(2 N3 = /3 » kohal x = -2 on maksimum f(-2 *3) =
1018. Kohal x =2 on miinimum f(2) = - K019. Kohal
e e

x =1 on miinimum f(1) = 0, kohal x = e Oon maksimum
f(e = 4e 1020. Kohal x - on miinimum f( =
= (a+b)o. 1021. Ekstreemumit ei ole. 1022. Ekstreemumit
ei ole. 1023« Kohal x = 1 miinimum g(1) = Q K 24. Kohal

x = - 1 maksimum h(- 1) = O 1025. Lokaalne ekstreemum

l

puudub. 1026. Kohal x = on miinimum «JO) = gz;. kohal
7

x = 0 maksimum f(0) =1. HO27. Kohtadel x = (k - (25)30

(= O,-1,-2, ...) on miinimum Y= kohtadel
X = (K+ (k- O-1,-2, ...) maksimum Y=
6 2
1028. Kohtadel x= (jj ¢ = (k= O-1,-2, ...) on maksi-

mum y= &t NI'R, kohtadel >x= (2 + 290 (x=0,-1,+2, ...)
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({ + 2dr

on miinimum y= - e A2, 1O ~ . Vaadelda abifunktsiooni
g(x) = >8 - B3R 8 lokaalseid ekstreemumeid. Funktsioonil
f(x) on kohal x = 0 maksimum ja kohal x = 2 miinimum.
10304 Vaadelda abifunktsiooni g(x) = x" ¢ 4x" ¢ 30 lokaal-
seid ekstreemumeid. Funktsioonil f(x) on kohal x = -3 mii-
nimum. Peab olema g(x)>0. 1031. Vaadelda abifunktsiooni
g(x) = xN + 8x™ + 40 lokaalseid ekstreemumeid. Peab olema
1/ g(x)>0. Funktsioonil f(x) lokaalseid ekstreemumeid ei

ole. 1032. a) max f(x) = f(5) = 266; min f(x) = f(1) = -b;

x6[-1,5] xeC-1,5]
b) max Ff(x) = £(12) = 3745; min f(x) = f(-10) = - 1579-
§£ [—10,&2} (2 xfel-10, 2} 19

1033. max f(x) = f(4) =2 * min f(x) = £(0) = -1.
XtX 5 X 6 X

HO54. max f(x) = f(-10) = 100; min f(x) = f(1) = f(2)*0.
xeX X ex

1035. max () = f(-1) =X t min f(x) = f(1) = 0.

xtX x X

1036. max f(x) = f(- 3t) = 1, min f(x) = f(0) = f(iXk)= 0.
X e X 2 Xe X

1037. max f(x) = f(0) = f(xX) =0, min f(x) = f(=x -)= -1.
X 6 X x feX 2

1038. max f(x) = f(-5) =, min f(x) = fQJ) =-F o«
max 00 = f(- 5) =L, pin 0O = D)

3222- max f(x) = f(0) = , min f(x) = f(1) = 0.

XfeX
1040. max f(x) = fC*TV), min £(x) = f(E*m) .
XEX() ™) min (&) (12)

Ah

1041. max f(x) = min f(x) = (- 2) .
x €X ) ECB ! X a 3

- 239 -



1042. Q?EXX f(x) = f(- Sg), )rglenxf(x) = £(0) .

1043. Taadelda abifunktsiooni g(x) = (1 - x*)(1 + 2X2) glo-
baalseid skstreemumeid piirkonnas, kus g(x)>0. mafo(x) =
xe
=£(C-\) - % min f(x) = f{-1) = 0.
* X X

1044. usaxf(x) = f(1)=1, min fx) = f(2) =2 - Ind4.
xch() (€9 x) @

1045. sax f(x {H=1f(2) al , ain fx)=Ff0) =
xfeX ) {2 (L) 4 x«X ) ©
—«fo :fd) = ]e

1046» m%xxf(x) = f(0) = 1, globaalset miinimumi ei ole.
~ X

1Q47. Globaalset maksimumi ei ole, min f(x) = f(0) = -1.
x eX

1048. max f(x) = (1) = 2; min f(X) s f(-1) = - eee

1 XeX() @) x£X() D "

1049. max f(x)
X tX

= f(i|EFe =2 (k=0,%1,22,...).

f(k 5) =1 (k=0,-1,-2,); T(ie?xf(x) =

1050. Globaalset maksimumi ei ole, min f(x) = =

s(atbh)2. 1051. max f(x)= f(?) = 1. globaalset miinimumi
xXa 4

ei ole. 1052. Globaalset maksimumi ei ole, mian(x) = fQ1) =
X e
£(3) =3* 1053. Globaalset maksimumi ei ole, mi£nxf(x) =
X

- f(0) = 2. 1060. 6 ja 6. 1061. 3cm, 6 cm ja 4 cm.
1062. ~(6 +0)*0,70. 1QS3. g£- - =»80* M

1065. 20 "3 cm. 1066. Silindri kérgus on é ja pbhja
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raadius on R 1067. R2( +B) * 81% kerapinnast.
1068. Koonuse kdrgus on | R. 1069. « l070. (t~ ,D,
10z1. (1,1). 1022. \ . 1073. ja . 10Z4. Rist-

kiliku kiljed on a'T* ja b ~2 ja nad on paralleelsed ellip-

si telgedega. 1075. Kaugusel ™ ringjoone diameetrist.

4 32
10Z6. 1 AZ t*1 t 38 min. 10ZZ. - sec; L Ua-L ~ -
3 3k 27 k2 see2
1078 min ¥ = A t kuid= arctan e
83.

1079. Kumer vahemikus (-o0o0 ,2), ndgus vahemikus (2, o00),
punkt (2,24) on kaanupunkt. 1080. Kumer vahemikus (-00,4),
ndgus vahemikus (4, oo), kaanupunkte ei ole. 1081. Kumer
piirkonnas j(-6,0),(6,00 )} ,ndgus piirkonnas |(-00,-6),

( 0,6)], kohtades x = 0, x = 6 ja X = -6 on ka&nupunktid.
1082. Kumer vahemikus (0,00), ndgus vahemikus (-00,0).
Kohal = 0 on k&anupunkt. KO83. Kumer vahemikus (0, e’ 2),
ndgus vahemikus (e-~ 2,80), kohal x = e-~ 2 on k&&nupunkt.
1084. Kumer vahemikes (J + kit; ¢ K ja ndgus vahemikes
(-r +kir{" + kir) (k =0,-1,-2,...). Kohtadel x =

=_ 1 +kiT; x =17 + kirjax = 2j + krr( k=0,-1,-2, ...) on
kdanupunktid. 1085» Kumer vahemikus ("™»c*3), ndgus vahemi-
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kus ((a07"), kohal x= N

on kd&nupunkt. 1086. Kumer vahe-
o1
(72, );

kohal x = X —]it on kaanupunktid. 1087. Vahemikus (-o00 ,-2)

. 11 x i 1
mikus ( - — ), ndgus vahemikes (-<», - - ) ja
( <2 \I2) : ¢ )]

on ndgus, vahemikus (-2,80) on kumer; k&&nupunkt on (-2,0).
1088. Vahemikes (2kir, (2k ¢ 1)* ) on ndgus, vahemikes

((2k - 1)3t ,2kir) on kumer; kohal x = kjr on kaanupunktid
(k= 0,-1,-2,...). t089. Vahemikes (-0, - V3) (0,73)
on nbgus, vahemikes (- \=» 0) ja (¥ ,00 ) on kumer; k&&nu-
punktid on (i vf3, 0) ja (0,0). HO92. (£?, 2 - 2kx)

(k=0,-1,-2, ...)= 1021. (y]|. A >e 1227-

(1,In 2), (-1, In 2), 1095. Kohtadel (k=0,=%1 ,#2,...)
on k&anupunktid. 1096. (0,1), (@, ££). 1098. h = —
P

\Pa
1100. a= - b=1.
84.

1101. x = 2; y=10. 1102. x =1, x =3; y=0.
1103. x = - 2; y=1. 1104. y=x. 1105.x = Q y-=1.
1106. >x= -1. 1107. x= -B"1; y= X+ €1. 1108. y= 2 +
+ S parempoolne; y= 2x - 5 T vasakpoolne. 1109. y= X
- parempoolne, Y= - - vasakpoolne. 1110. y= 1 - parem-
poolne, Y= -1 - vasakpoolne. 1111. y= 2. 1112. x=Q
Y= O - parempoolne, y=1 - vasakpoolne. 1113. y= Q
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1114, ¥= - - x. 1115. xX=Q y= 0 1116. X= 5 y= c

a
§ 5-

1117. Paaritu funktsioon; asumptoote ei oie; maksimum-
punkt x = - 73, miinimumpunkt x = >"3; kdanupunkt (0,0).
1118. Paaritu funktsioon; asiumptoot x = 0; ekstreemumeid
ei ole; kaanupunktid (-1,2) ja (1,-2). 1119. Asumptoote
ei ole? maksimumpunkt x = 0, miinimumpunkt x =2; k&&nupunkt
(1,-2). 1120. Pairisfunktsioon; asumptoote ei ole; maksis-
mumpunkt x = £ , miinimumpunkt x = 0; k&anupunktid
(-1, M. 1121. Asumptoot x = 0; miinimumpunkt x = 1; k&a-
nupunkt (-V2, 0). 1122. Asumptoodid x = 0, x = 4, y=0;
maksimumpunkt x = g kdanupunkte ei ole. 1123. Asilimptoo-
te ei ole; maksimumpunkt x = 3; kaanupunktid (0,0) ja
(2;5%). 1124 . AsiUmptoodid x = 0 ja y= -1; miinimumpunkt
x = -VT, kaanupunkte ei ole. 1125. Asiimptoodid x = 3 ja
X + Y- 1=0; miinimumpunkt x = 2, maksimumpunkt x = 4;
négus vahemikus ( - 00,3), kumer vahemikus (»< <). Kéanu-
punkte ei ole. 1126. Asumptoodid x = 1 ja y= 0; maksimum-
punkt x = -1; k&&nupunkt (-2, - g). 1127. Aslmptoodid
x =0, x =1 jJay=0j ekstreemumeid ei ole; kaanupunkt

(-10). 1128. Asumptoodid x = 0 ja y= 0; kahaneb piir-
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konnas {(-00,0), (, oo )| ja kasvab vahemikus (0, ");
maksimumpunkt x = ;‘—j); kaanupunkt (2,9‘). 1129. Asimptoote
ei ole; graafiku otspunktid (0,2) ja (4,2); maksimumpunkt
x = 2; k&&nupunkte ei ole. 1150« Paaritu funktsioon; asimp-

toot y= 0} miinimumpunkt x = -1, maksimumpunkt x = 1; kaa-

nupunkt (0,0). 1151. Asimptoote ei ole; maksimumpunkt

22
neb vahemikus (-00,0) ja (0,00); ekstreemumeid ei ole;

kumer vahemikus (-00, —’5'» ndgus vahemikus (—[(5) ja

V2 >k

Y= 1; miinimumpunkt x=0;
kdanupunktid ( e )e 1153 Asiumptoot y= Q Taa<
simumpunkt x = 1; k&anupunkt (2, 9)* 1136. Asimptoot
x = 0» kahaneb vahemikes (-00, O;Bja (, 3') kasvab vahe-
mikus (;‘,OO); miinimum kohal x = j» Kkus r%in V= -¢e ; ka— 2
mer vahemikes (-00, 0) ja (0,00); k&&nupunkte ei ole.
1137 . Asumptoote ei ole; kriitiline punkt x = 0, kus tu-
letis ei eksisteeri; kohal x =0 on miinimum, kus min y=0;
kumer vahemikus (- 00,0)5 ndgus vahemikus (0,<o); kaanu-

punkt (0,0). 1138. Parempoolne asimptoot y= 0, vasak-
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poolne asimptoot y= -Xx; ekstreemumeid ja k&anupunkte ei

ole. 1139« Aslmptoodid x = -1; miinimumpunktid x = - \f2;
kdédnupunktid K% (= 1,89; 1,33). LL40. Asimptoodid x = 0,
x = -1; ekstreemumeid ei ole; k&anupunktid kohtadel x =1
ja x = 2-"3» 1141. Asimptoodid x = 0 ja y= 0; maksigum—
punkt x = e2” 7,39, kus max y 0,74; kaanupunkt (e® ;0,70)
~ (14,39; 0,70). 1142. Asiimptoot y= 0; ekstreemumid aset-
sevad kohal x, kus x = tan x. Graafik kujutab endast kustu-
vat lainetust. 1143e Esimest liiki katkevuspunkt kohal x=0,
kus lim y= 1; asimptoot y= x; graafik l6ikab aslmptooti
kohal x = k2r(k = -1, -2, ...). 1144_ Paaris- ja perioodi-
line funktsioon perioodiga ¢= 2X. L6igul CO,ttJon maksi-

mumpunktid x = arccos —%=, kus y_Q, - _4 , Jjax =x, kus
V3 T1]

3>R
A

T : - d -
max 0* miinimumpunktid x = arccos (— =»), kus YAm= - ">

ja x =0, kus y .n = 0; kaanupunktid (£ ,0),(arcsin - ,
N2 (o3 3

M-J-2) ja (ft-arcsin — - ~ ~7Z). 1145. Paaritu funktsioon;

27 3 27 - *

asimptooteei ole; ekstreemumeid ei ole; k&anupunktid

(k ar , k3t), kus k=0,- 1, -2, ... . 1146. Paaritu funkt-

sioon; aslmptoodid x = 0 ja y= 2x; graafik ldikab asimp-

tooti y= 2x kohal x = " + kit . 1147. Paaritu funktsioon;

astmptoodid x = -1; ekstreemumeid ei ole; k&&nupunkt (0,0).

1148. Esimest liiki katkevuspunkt kohal x = 1; pilstasimp-

- 245 —
3?



toot x = 0 ja parempoolne réhtasimptoot y= Q maksimum ko-
hal x B1; kus max y= 1; kumer vahemikes (- @®, 0) ja (0,1),
négus vahemikus (1, oo); k&&nupunkte ei ole. 1149. Paaris-
funktsioon; parempoolne kaldasimptoot y* 824 x - 1, vasakpool-
ne kaldasimptoot y= - - 1; mi Lnimumpunkt x = Q WA

min y= 0; k&anupunkte ei ole. 1130. Paaris- ja perioodili-
ne funktsioon perioodiga <>= JC ; aslingptoodid x = (2k+1)";

kohal x s kx on maksimum f(kn)= 0; kumer vahemikes

(@2k-1)», (2k+1)j), (k =0,-1,-2, ...); kaanupunkte ei ole.
1151. Astimptoodid x = 0, x = -oc; miinimum kohal x = - 2st
jax = p, kus f(- )N -2 ja f(Jjo»1; ndgus vahemikes

(-'X,0) ja (0,*); k&&nupunkte ei ole. 1152. Esimest liiki
katkevuspunkt kohal x = -1, kus lim f(x) = e - 1; vasakpool-
ne aslmptoot ¥= -1; kasvab vahemikes (-00, -1),(-1,0) ja
(2, ee ), kahaneb vahemikus (0,2); kohal x = 0 on maksimum
f(O B-1, kohal x = -1 ja x = 2 on miinimumid f(-1) = f(2)=
= -5; nogus vahemikes (-ae , -1) ja (1, <*>), kumer vahemikus

(-1,1); k&anupunkt on (1,-3).

VI peatikk.

§1.
11S« a> 2,25; b) 5,833, c) 10,9546. 11°4. a) 2,083,

b 2,9907, © 1,958, d) 1,9954. TL. 1156.
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1157. 2.10“6, 1158» 16 1159« 0,342020. 1160. 0,985-
1161. 3,1072. 1162. 3,0171« 1163. 0,182321, 1164. 0,67474.
1165. 0,46676. 1166. 1,12117« 1167. 0,24 m, 4,2%*
1168. —MR’\O,33%. 1169.0.3%,
§ 2.
1170. i~= - 2,602, x2 = 0,340, = 2,262. 1171. x1 =
= -0,724, Xg = 1,221. 1172. x = 2,087* 1173. x1 = 0,472,
x2 = 9,999. 1174. x» = 2,506. 1175. x = -0,567. 1176. x =0,32«
1177 = -3,10, 32=0,22, *
83.
1178. x2 - 18x + 9 = 0. 1179. y5 = (x-1)2. 1180.y2 =
= 4x2(@ - x2)« 1181. x = Arccoe(l - y) + "2y - y2. 1182. y=

_ 2(1+x-x22 1183. - ~cotdp. 1184. cot 1185. -1.

1+ x2 a -— 2 -
1186. -. 1187.1 T 1188. P 1189.Ldikuvad
-—_ 2 — 1+ tan t 1-2t
kahes punktis: = o2 = arctan ~ 5787012". 1190« L&ikuvad
kolmes punktis: aiy = ot = <, = 0. ligi. 4x m2y - 3=

0, 2x - 4y + 1 = 0. 1192.y=2, x=1. 1193* 4x + QY- 12a =
0, 4y - 3x - 6a = 0.
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1194. ——8r; - 1195. - = 1196. co»2t W 48AS~t.
% t a sin3 t 9a cos"t sint

1197. - ~ 7~ 9ein2f 1199. Pidev joon iga t puhul.
sin
2
Maksimum (-3*3)» miinimum (5»-1)» ké&é&nupunkt (1,1).

Kui X —»co», siis joone puutuja tdus ldheneb Uhele. 1200. Pi-

dev joon iga t puhul. Maksimum (-1, -37, “1 + Mini-

mum 1-3s:, 1- k&d&nupunkt A, 0), astmptoodid
2

V=X jay=Xx + 6ir . 1201. Joon ei ole maaratud punk-

tis t = -1. AslUmptoot x + y+ 1 =0. Punktis 0 joon I18i-

kab iseennast, kusjuures puutujaiks on seal koordinaattel-

jed. Esimeses veerandis kinnine silmus. 1202. Joon l&bib
kolm korda punkti 0, kusjuures puutujaiks on tal seejuures

polaartelg ning sirged <p=£ ja wsi- 2 . Ekstreemumid
3 3

on L= é» ja » % puhul. Tuleb vaadelda polaar-

6
nurki poolldigul [0, it). 1203.Eksisteerib 1digus [0, 2n],

valja arvatud & ja M B . Summeetriline polaartelje

ja sirge /5 I suhtes. Joon puutub punktis 0 polaartelge ja
iseennast. Asumptoodid on x = a ja x = -a. 1204. Eksis-

teerib iga ” puhul. Polaarkauguse maksimum, kui ~ =0, ja
miinimum, kui y?=X . Polaartelje suhtes simmeetriline kin-

nine joon.
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120"~. Joon asub ribas -1 4x 41 ning on simmeetriline koordi-
naatide alguse suhtes. Asumptoodiks on y-telg. Punktis 0
on k&anupunkt, kusjuures puutujaks on x-telg. On veel kaks
kdanupunkti. 1206. Punkt 0 on isoleeritud punkt. Punktides

(0,-1) ja (@ > £ . £8) on puutujad paralleelsed x-tel-

jega. Punktides (-1,0) ja (- ) , - \E? on need paral-
leelsed y-teljega. Joon on kinnine ja on simmeetriline nii
koordinaattelgede kui ka punkti 0 suhtes. 1207< Joon l&bib
neli korda punkti 0, kus puutujaiks on koordinaatteljed.
Joon on summeetriline punkti 0, koordinaattelgede kui ka
nende vaheliste nurkade poolitajate suhtes. Joon asub ruu-

dus -2 ~x 2, -2~y~2, kusjuures puutub ruudu kilgi punk-

tides (*=/2, *2) ja (,= {2).

84.
1209. ¥= - 3x + 1210. a=-¢e <, b = eX=( - xQ),
X2 4 2
c= eXo(l-xo+ -2). 1211. y= +£- + a 1213. ™
2 24a? 2a 6
1214. - , 1215. - "fidr. 1216. -4=« 1217.Kui a>b, siis
2 r r
-%» 1218. -. 1219. 2a. 1220. ? = X-V + 4J*:————- L-
b a * rH1
P HE-1) , 2.,2u3
Mn=>+ .- b-—- , 1221. £ = Y- = =
1 n (n-1)>-2 — *
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jK- <>2, , (a5 / - (bA? = (a2 + b2)»
b

12 2 * 2 2

1222, J=x + BXY» " * ¥+ 5xV. (2 +u>~ + <5 -">*
2

«2a*. 1223. J =~ | \U4L @ *a), tj=- 2zL% -iST .

1224. r = ma em(V “* . 1225.5-1ta = a(r-sinT) ,

B +2a=a(l -cosr). kusT* t - X
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