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I FUNKTSIOONI TULETIS
JA DIFERENTSIAAL

§l. TOLETISE MOISTE JUURDE VIIVAD ULESANDED V

Diferentsiaalarvutuse loomiseks aitasid oluliselt kaa-
sa kaks jargmist suure praktilise tahtsusega Ulesannet: ko-
vera puutuja vorrandi koostamine ja mitteithtlase liikumise
hetkelise kiiruse maaramine. Vaatame neid Uulesandeid léhe-
malt ja veendume, et nad on matemaatilisest kiljest sarna-
sed.

1. tflesamne kdvera puutujast. Anname koigepealt puutu-
Ja definitsiooni.

Olgu antud mingi kéver ja olgu P Uks selle kdvera punkt
(Joon.1). Votame punkti P naabruses teise punkti Q ja joones-
tame 18ikaja PQ. Kujutleme, et punkt Q laheneb kdverat m&dda
liikudes punktile P. Seejuures poordub 18ikaja PQ Umber punk-
ti P, uha enam lahenedes teatavale pilrsirgele FT; see piir-
sirge ongi kdvera puutujaks punktis P. Tuginedes sellele ta-
helepanekule anname puutuja definitsiooni:

kdvera puutujaks punktis P on piirsirge, millele 10ikaja
PQ tokestamatult laheneb, kui punkt Q laheneb tokestamatult
punktile P.

Selleks, et maarata kdvera
puutuja asendit, on vaja lei-
da ta tous (uks punkt on meil
teada).

Olgu meil antud mingi ko&-
ver oma vorrandiga y = f(X)
ja olgu P(X,y) Uks selle ko-
vera punkt (joon.2). Votame

Joon. 1. selle punkti naabruses teise



Joon. 2.

punkti Q. Kasvagu kdvera punkti abstsiss ja ordinaat Ulemi-
nekul punktilt P punktile Q vastavalt [x ja [y vOrra.Siis
punkti Q koordinaadid on x+[x ja y+ [y.

Nagu naeme kolmnurgast PQR, on I6ikaja PQ tdus

canPmi -
Puutuja PT on I8ikaja PQ piirsirge, kui [Ox—*-0.Puutuja
tous on seega I0ikaja tdusu piirvaartus, kui [Ox—» O, e.
tanT = lim tanu = lim —jZ . (1.2)
Q-P " A0 ax
Nagu naha, avaldub puutuja tous funktsiooni ja argumen-
di muutude suhte piirvaartusena, kui argumendi muut laheneb
nullile.

2. Mittelhtlase liikumise kiirus. Vaatleme mingi keha
(nait. rongi) liikumist mooda sirgjoonelist teed. Asetsegu
ta ajaketkel t = t- lahtepunktist kaugusel 5 = s’i, mingil

teisel "ajamomendil t = olgu ta kaugus lahtepunktist s =
= 82« Ajavahemiku .4t = t2 - t jooksul l1&bis keha teepik-
kuse A3 =s2 - sl. Suhe -Ag véljendab punkti lii-

kumise keskmist kiirust ajavahemiku At jooksul:

As
vk = ‘g *
Kui Iiikumine on ebaihtlane, siis keskmine Kkiirus el ise-
loomusta killaldaselt tegelikult toimuvat liikumist.Selleks,
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et seda paremini teha, leiame Kkiiruse antud momendil(nn.het-
kelise kiiruse). Selleks on piirvaartus r
v = Lim = lim 4r * 2
At—0 * At-0

Paneme tdhele, et ka siin avaldus tulemus funktsiooni ja
argumendi muutude suhte piirvaartusena, kui argumendi  muut
laheneb gullile. Kiiruse miiste ei pea tingimata olema seo-
tud mehaanilise liikumisega. Nii vOime raakida temperatuuri
muutumise Kiirusest, tootmiskiirusest jre.

Kui mingit muutumise protsessi iseloomustab  funktsioon
y = f(X), aiis vOib ndhtuse konkreetse sisu kdrvale jatta ja
raakida ainult funktsiooni muutumise Kiirusest. Viimaseks on
piirvaartus

v = lim ) ()

tlaltoodud kaks Ulesannet andsidki tduke tuletise mdiste
sissetoomiseks XVIl1 sajandil Leibnizi ja Newtoni poolt.

§2. TOLETISE DEFINITSIOON o0

Olgu antud funktsioon y = f(X). Anname argumendile muudu
Ox, siis argumendi uueks véaartuseks on x + ax. Uuele Ar-
gumendi vadrtusele vastab funktsiooni vaartus y+ Ay=F(x+ [Ix).
Arvutame funktsiooni muudu
oy = f(* + Ax) - f(X).
Moodustame funktsiooni muudu ja argumendi muudu suhte
AY f(x +AX) - fX)
Ax*® ax

Nagu ulal nagime, kujutab see funktsiooni y = f(X) muutumise
keskmist kiirust. Funktsiooni muutumise tdelise kiiruse saame,
kui laheme piirile ,

mvm 4] =u. T -

JI—- 0 n p1-*0 A
Saadud piirvaartust nimetataksegi funktsiooni y = f(xX) tule-
tiseks. Seega:

funktsiooni tuletis on piirvaartus, millele laheneb
funktsiooni ja argumendi muutude suhe argumendi muudu tdkes-
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taaatul laheneaiael nullile.
Funktsiooni tuletist tahistatakse sumboliga y* voi *(X),

samuti , seega
y* lim
“  Ix-~o Oy
fcx) = 0. *<» ¢ *;> - - C1°4)
[Ox-"0o ax

Tuletise definitsioonist jareldub,et funktsioonil on ar-
gumendi vaartusel x siis tuletis, kui piirvdartus lim 6j
on olemas. Et see piirvaartus eksisteeriks, peab [Ox *° [x
A)I(i-rfoﬂy B 0, mis on aga Tfunktsiooni pidevuse tunnus.Seega

on funktsiooni tuletise olemasoluks tarvilik funktsiooni pi-
dewus.

Funktsiooni tuletise leidnist nimetatakse diferentseeri-
miseks. Tuletise leidmiseks on vaja:

1. fikseerida argumendi mingi vaartus x ja arvutada sel-
lele vastav funktsiooni Vvaartus;

2. anda argumendile muut [x ja arvutada uuele argumendi
vaartusele x & ax vastav funktsiooni vaartus;

3. arvutada funktsiooni muut Jy ;

4. moodustada suhe ;

5. leida selle suhte piirvaartus eeldusel, et argumendi
muut Ax l1aheneb nullile.

Poordume veelkord tagasi eelmises paragrahvis vaadeldud
Ulesannete juurde. Nagu valemitest (1.1) - (1-3) nadha,on
ka siin tegemist tuletistega. Vorreldes valemeid (1.1) ja
.49 néeme, et

tant"* y" .

See tdhendab, et funktsiooni tuletise geomeetriliseks
vasteks on funktsiooni graafiku puutuja tous punktis, mille
abstsiss on x. Kuna graafiku puutuja tous on igas punxtis
reeglina erinev (x funktsioon), siis jareldub siit, et ka
funktsiooni tuletis on muutuja x funktsioon.

Tulletise fulsikaliseks vasteks,nagu see jareldub valemi-
test (1,2) - (1-4), on mingi protsessi toimumise kiirus.



Naide 1. Leida funktsiooni y * x2 tuletis*

Tuletise leidmisel kasutame Ulalkirjeldatud 5-eamiulist
skeemi:

1. X y = X2,
2. X +[x y +0y = X+)
3. AXx Ay - X +4)Qr - x = (X +ox) Ax ,
4. ) AZ X 2x +ax
J
5 limd* « 1im X+4axX) =2X .

-0 Ax Ox-o
Seega y1=2X

Naide 2. Leida funktsiooni y a \Jx tuletis.

1. X y = £*1,
2. X +AX y ¢[ly - ¥x + gx* -
3. AX Ly =yx +ax” - fr

Vx ¢0x1 - VT
4. 0%

- VX +Ax" -Vx1
5. lim _ _
x—o “El = ax11g X

= 11» X +[x - X
Ox—ox(VTTa? +\Xx)

lim 1 ]
"Ix— 0 VX +0X™ + * 2 -
B- Yy * —— 1*.

2YT

8§3. TEOREEME TOLETIBE KOHTA.

Oletame siin ja edaspidi, et kdik funktsioonid, millega
me tdotame, on diferentseeruvad, seega ka pidevad.

Teoreem 1. Konstandi tuletis on null.

Tdestus . Olgu meil antud funktsioony = C. Selle
funktsiooni tuletise leidmiseks kasutatakse diferentseerimise
skeemi (82):



1. X y =¢

2. X +[Ox y +ay 3C,
3. Ax 4y =0,
4e Tx s0 ~
5. lim B im0 =0 ,
Ax-"OA Ax-*0
s.0. ®s O Imo.t.t. s
Teoreem 2. Argumendi tuletis on 1.
Tdestus . Analoogiliselt eelmise teoreemi tdestu-
sele :
1. X y=x ,
2. X +4x y +[ly =x ¢aox ,
3. [Ox Ay =nx ,
4 Tix = 1 -
5. 1im *lim1l*1,
ox—0NX Ax—=0
s.o. X" =1 ,mo.t.t. 1.6)

Teoreem 3. Funktsioonide algebralise summa tuletis vOr-
dub liidetavate tuletiste algebralise summaga.
Tdestus . Olgu meil tegemist funktsiooniga
y =u®X) ¢ v(X)-
Kui argumendile x anda muut [x, siis ka funktsioonid u ja v
saavad vastavalt muudud Au ja Av ning selleparast ka y saab
muudu Ay. Kasutame jalle tuletise leidmise skeemi.

1. X y=u+v,
2. X +pax y +ay = (U +Au) + (v +Vv) |,
3. ax Oy =an +Av ,
-0 -0
5. uam -4~ = 1im -Ali + Uy.

Ax-*0 ax—20 Ox— 0 Ox
kust y* = un" + v*
s.o. M+ Vv)" 31" +v* , mo.t.t. a@a.n



On selge, et teoreem kehtib ka siis, kui meil on tege-
mist funktsioonide vahega vOi enam kui kahe liidetavaga.
Naidide ER+x+D" =02)+x + @ =2+ 1.

Teoreem 4. TA funktsiooni korrutise tuletis  vordub
esimese funktsiooni tuletise ja teise funktsiooni korrutise-
ga, millele on liidetud teise funktsiooni tuletise ja esime-
se funktsiooni korrutis.

Toestus. Olguy =u®Xv(X). Anname argumendile Xx
muudu Ax, siis vastavalt tuletise leidmise Uldeeskirjale
saame:

1. X yvauw , -
2* x + Ox y +Ay a (U +£U)(v +AY) ,
3. Ax Ny =Au Vv +u *4v +[n *Av
ax  Ix ax ax
5. p,x“gAX ijgp (frv)+Urgc nx)’
+ I|m(ﬂ,u—~)
0 X -MJ

Kuna 1 ja v ei soltu argumendi muudust Ox, siis

I|m (~4" V) a lim 4~y * u™v »
Ix*-on
lim (u4l ) «u lim=-T =u>
AX— o0 0 X0
Kuna u on eelduse pdhjal diferentseeruv funktsioon,siis
on ta ka pidev ja lim Au = 0. Seega
4x-»0 » » |
y suv+uv ,mo.t.t. 0.8)
Jareldus_Konstantse teguri vOib votta tuletise margi et-
te.
Toepoolest, olgu meil funktsioon y = cv. Eelmise teo-

reemi pohjal y” a c"v + cv’. Kuna konstandi tuletis on null,
SIS ( v)" ac vl

Haide. Olgu y a‘EX"IT- Siis

-3 aury *J (@*IT+ I* \—) a



Teoreem 5 Jagatise tuletis on vordne murruga, mille ni-
metajas on murru nimetaja ruut ja lugejas murru lugeja tuletis
korrutatud nimetajaga miinus lugeja korrutis murru nimetaja

tuletisega.
Toestus . Votame funktsiooni 7 = Kus u jav
on funktsioonid, millel on tuletised x jargi jav ”~ 0. Siis
1* * y = 1,
2. X +[x y +AJ =y t
T il - U+0du wu  UVHA U-UV-UA V
ANT =V +Av V= V(V+ Av) t
” _Au -~ Av
- ME o+ ;I—V)S
v_ lim ~u —un Tim
Ly UX-~0~ A x W fIX
5* —_ N\ -
6X-*-0 veT+ v limav
t Ay
VU -uV
TN TR0
t t
Jarelikult ®* a u—- g Uy- m.o.t.t. @*9)
\%

Seda teoreemi vOib tdestada ka teisiti. Kirjutame aval-
dise y s - kujul n = 1y ja kasutame korrutise diferentseeri-
mise valemit (seejuures peame ilmselt eeldama, et y* eksis-

teerib) .
U* s vy + wy* vyl a U* - V*y a U* - V* ~
X» _ul _ T» U _u"v-vau
7 TV v Y3 o 2.
\
Naide. Olgu y a)—(7=—'—1. Siis
X +1

e X2- p'tx2 U ) - (X2- 1)(x2 + 1) .

x2 ¢ 1)2
J2X(X2 D) - (x2 -1 2x = »X _
* + D" - o+ 1)2
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Teoreem 6* Funktsiooni podrdfunktsiooni tuletis on vord-
ne antud funktsiooni tuletise poordvaartusega.

Toestus . Olgu antud mingi funktsioon y = f(X),
mille tuletist argumendi x jargi tahistame simboliga yx.Kui
funktsioon y a f(X) on pidev, siis on teatavasti pidev ka te-
ma poordfunktsioon x = g(y). Viimase funktsiooni korral on
soltumatuks muutujaks y ja sOltuvaks x (argumendi ja funkt-
siooni osad on vorreldes esialgse funktsiooniga &ra vaheta-
tud). Vastavalt definitsioonile on funktsiooni x = g(y) tu-
letis muutuja y jargi , .
Jay jarg X_ = lim -fF .

Teostame piirvaartuse margi all lihtsa teisenduse - fy-
A X
ning asendame tingimuse Jly-*-0 tingimusega Ax—»0 (mdlemad
tingimused on funktsioonide y = f(X) ja x = g(y) pidevuse
tottu samavadrsed). Saame
X,, = 1im
__ © M *
Ay O X A)!!TO ATi(
Viimase murru nimetajas tunneme &ra y tuletise x jargi.Seega

oleme naidanud, et , 1
X a m.o.t.t. .10

Yx
Nadide. Olgu tarvis leida funktsiooni y = /X'tuletis.
Selle funktsiooni p&Brdfunktsiooniks on x = yp.KasutaJTa asja
toestatud teoreemi, mille kohaselt
- 1 1 1

* - ANt 2wt

Joudsime samale tulemusele nagu varem.

1w o _1ega

8§84. JUHTFUNKTSIOONI TULETIS

Liitfunktsiooniks e. funktsiooni funktsiooniks nimeta-
takse funktsiooni, mille analuitilises avaldises funktsioon y
soltub oma argumendist x kas Uhe voi mitme vahendaja funkt-
siooni kaudu.

Olgu y = f(2), kus z on mingi x funktsioon z =<p(X),see-
63 Y=F[<FX)] -

n



Muutuja y on x funktsioon, kuid ta ei sOltu temast vahetult,
vaid uhe teise funktsiooni kaudu.

Vaide 1. Funktsioon7 = sinzz on suuruse x liit-
funktgioon, sest me voime selle funktsiooni Kirjutada kujul
y =2z , kus z = sin x.

Naide 2« Olguy =sin X2. Selle [liitfunktsiooni
vOime esitada kujul y = sin z, kus z = X2.

Naitame jargnevalt, et liitfunktsiooni tuletis arvuta-
takse jargmise valemi jargi:

t 1 »
X =yz*zx £
Selleks anname x-le muudu pax, siis ka z jay saavad muudud.
0z jJa py. Tuletise definitsiooni pohjal
y" - Lim -2
7z Az"0AZ
Piirvaartuste teooriast teame, et see vOrdus on samavaarne
Jéargnisega:
My =v: 0 -
kus oCon mingi I0pmata vaike suurus. Edasi saame
AJ = (Yz+ot) Az .
Jagame selle vorduse mélemad pooled 1&bi muuduga ox ja l&he-
me piirile

_ﬂx “e -LI| L J

Yx m yz*zx * @11
Markus 1. Valemit (1*11) saab kergesti uUldistada juhule,
kus suurus y sdltub suurusest x kahe vOiI enama vahendava
funktsiooni kaudu. Kui naiteks y = f(2), kus z = g(u) ja u =
a h(x), siis votab valem (1.11) jargmise kuju;
» » t 1
yx c3VV UX e

Saadud valemit, mida vahel nimetatakse ka "ahelreegliks™, on
voimalik vajaduse korral veelgi Uldistada.

Markiva 2. Valemit (1.11) on vOimalik tuletada ka 1&h-
tudes tuletise leidmise skeemist ja kasutades vofmaiust KLr-
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Jutada murdu kujul .Sel juhul tekib aga raskus
siis, kui argumendi mnedel vaartustel Au = O.Niisugusel ju-
hul pole lubatud muuduga Au jagada.
N aide. Leida funktsiooni y =y32 + 4 3 tuletis.
Siiny = VZT ja z =x2 + 4x + 3, seega
yj:—n 22:2x+4 j'ay*sy*-*,l.: l+4= X+2-—-
z 2Vz X 2 V xz +4x+3

$5. LOGARITMFUNKTSIOONI TOLETIS,

Tuletame meelde valemid, mis vOimaldavad ule minna lo-
garitmilt alusel a logaritmile alusel e (s.o. naturaalloga-
ritmile). Olgu meil antud funktsioon y = log. X.Logaritmi de
finitsiooni kohaselt B X. Votare selle vorduse mdlemast
poolest naturaallogaritmi:

yInaelnx ,
eiit y=jF Inx .

siis
lo®a x = In“a ™ x * <1-12>
Valem (1*12) kehtib suvalise x korral, seega ka siis kui x=e:

loga® = Ina ~* C1.13)

Valemit (1*13) laheb meil vaja hiljem. Leiame nuud logaritm-
funktsiooni tuletise.

Olgu antud funktsioon y = loga x. Rakendame jalle tule-
tise leidmise skeemi (anname argumendile muudut X, leiame vae-
tava muudud Y jne.).

1. x y = logax,

2. X +4x y = loga(x + pox),

3*  Ax ay B loga(x +Ax) - logax = iogai—+A7Z
AX>
X

*e los»(@ * -ii) =

Tahistame — E=d. . Kui x—>0, siis ka oG- »O.J

Asendame; loBa™ = x lo8a™l



Leiame piirnvéartuse'': n
rb!_@@o'ﬂx =X lim  loggql +oCh

X g A<k_*_0(

(logax)" = - jna . .19
Erijuhul kui ase, siis Ine =1 ja
(lax)* - (1.15)
Maide 1. Leida funktsiooni y = log( +1) tule-
tis.
y3log z , z=\x+1 ,
i 1 1 1
yz=z1Inl0 * zx =2 »
* " * 1 1 1

Yyx-Ya* x-zInl0 2°ATS 2V A A +1)Inl0*
Naide 2. Leida funktsiooni y = 1In(x* - 2) tuletis.

YsInz , ZsX2 -2,

1 n t

yZ=2z = =2 ,
< 2X 2x

YXx * Y2 * zx = 77T

8§6. EKBPONENTFUNKTSIOONI TULETIS
Olgu antud funktsioon y = ax, siis tema poordfunktsioon
.on Xx s logay. tTlal nagime, et
" 1
"W y Ina' *
Kasutades valemit (1.10), vOime Kirjutada

« 1 1=
7X = =—4— 3ylna.
y In a
Ety 3 ax, siis @) 3al Ina . 1.16)

Erijuhul kui a = e, siis
@) 3 exIne 3 ex . aan

14



Margime, et eksponentfunktsioon y = ex on ainuke funkt-
sioon, mille tuletis vOrdub tema endaga.
Valemi (1*16) vOib tuletada ka teisiti, kasutades nn.lo-
garitmilise diferentseerimise votet. Teeme seda.
Olgu antud funktsioon y = ax. \Votame selle vOrduse va-
sakust ja paremast poolest naturaal logaritmi
Injszlna
ning arvutama saadud vOrduse mdlemast poolest tuletise z jar-
gi. Siinjuures peame silmas pidama, et y kujutab endast z
funktsiooni ning uUlaltoodud vorduse vasakust poolest tuleb
arvutada tuletis liitfunktsiooni diferentseerimise eeskirja-
de kohaselt. Nii tehes saame:
Jj sina.

Siity" ay Ina, ehk .
(azsl saX In a.

Joudsime samale tulemusele.
NTide. Leida funktaiooni 7 = 62X tuletis«

y aez , z*2 -3z ,
t * t
Y, - . ) * -3 .
» - t % 2-"X
7z =yz * zz = e =-3e -

87. ASTMEFUNKTSIOONI TULETIS

Olgu antud funktsioon y = zIl . Kasutame jalle logarit-
milise diferentseerimise meetodit.

y a za, Iny =nInz, =n <1 , millest

y " =ne£=n .27 .

D" en zI'1 . (1*18)
Naide 1

(xV ab5=*\
Naide 2

b = =22 .0 L
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§8. TRIGONOMEETRILISTE FUNKTSIOONIDE TOLETISED
A. Funktsiooni y = sin x tuletis.

Diferentseerimise Uldeeskirja jargi:

1. X J =sinx ,
2* X +ax y +~y = sin(xX + x) ,
3« Ox = sin(x +gx) - sin x =

a2 cos(x + -4p) Sin -"E f

4. “OAX = 2 cos( x + “T* ) "JvVva2" =

= cos(X + -]i) ,
~T
A sin4/"
5. ,cp!—i"b'jl Bﬂx’:,Q)CO3(X + IX-"0 ~TWy =

3COS X =1 #
Seega (sin x)” = cos X . .19
B. Funktsiooni y = cos x tuletis.

Péhimétteliselt vOiksime me toimida analoogiliselt sii-
nusfunktsiooni tuletise leidnisele. Ldheme [lUhiduse mottes
teist teed, esitades funktsiooni y = cos x kujul

y = sin (ZF- x), ehk

y=sinz ,kus zs£f - x .
Rakendame liitfunktsiooni tuletise arvutamise valemit. Sel-
leks peame leidma -

_ h _ _ _ < k-

Jz=C0S z ,Jjs -1 ,Y¥Yx=yz*2x= - COS Z = - COS(® = |.5r
- - sin x. Oleme seega naidanud, et
(cos x)” = - sin X . @.20)
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C. Funktsioonide y = tan X jay = cot x tuletised.

y - «
Tangens- ja kootangensfunktsiooni tuletise  leidmiseks
kasutame jagatise tuletise valemit (1.9):

WP - 1 -
sin x\ (sin x{ cos X = sin x(cos X)

cos'"'xi a —-— 2 v ___
b CoS X
_oos?x 4osinx 2 1y
cos X CoS X
(tan X)° = — -l - a=1
cos”*c
(oot X)* * (COS x 1 = (cos x)"sin X - cos x(sin X)* =
SIn X7 sin X
_ sin2x ¢ cos2x _ ., 12 —
- simx T osin'x
(cot x)"=- _  m. 1*22)
sin x

Naide 1« Leida funktsiooni y = cos 5* tuletis.
Tegemist on liitfunktsiooniga

y - cos z , z=5x , r
y2=-sinz , zx =5,
t i t
yx =7Z*zx = “ 5 sin 2 = "5 Sin 5X .
Naide 2. Leida funktsiooni y = sin®x tuletis.
y =2 , z=sinx ,
y* =2z , zN = cos X ,
t t t - -
Y =Y, =2, S 2zcos X =2 sinxcos x =sin2x .
NTide 3 Leida funktsiooni y = tan®3x tuletis.
- 2 - —
y=zZ , z=tahu , u=3x ,
T-=22> N = =] e

_ . _ 6z 6 tan 3x
YX =Yz = U T UXE 50gf ” ecos 3x T

Naide 4. Leida funktsiooni y
y=cotz, z=/u , U

cot \J2x“ tuletis,
2,
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89. ARKDSJTJIFETSIOONIDE TULETISED,

Arkasfunktsioonid kujutavad endast vastavate trigono—
>triliste funktsioonide poordfunktsiooni ja seetfttu saab
send* tuletiste arrutamisel kasutaia valemit (1.10).
Olgu j A arcsin x, tema pddrdfunktsioon on X A sin 7.
Yalemi (1 .10) pdhjal

_ KK o
Soid eos 7 = N - sin27 = VI - X2"» mistdttu
(@arcsin X)* = —<l :m . > (1.23)
VTT?

Analoogiliselt saab naidata, et

(arccos x) " -———— I a.24)

Leiame nuud arkustangensi tuletise. Olgp 7 = arctan X, te-
ma podrdfunktsioon on x = tan 7 .

Seega

(arctan xX)* = ———-—— T=cos27 = mml- 7 "
(tan 7) 1+ tan 7 N+ xT

Jarelikult
(arctan X)" = — 3 « - @ .25)

1 +x*
Toimides analoogiliselt, leiame, et
(arccet X)* = - — — » . (1.26)
1+ xr
I Side 1. Leida funktsiooni 7 = arcsin j tuletis.
7 = arcsin 2 , r~j,

* 1 . 1



Haide 2. Leida funktsiooni y = arctan j tuletis.

7 s arctan z , isfF

* 1
1+ * *X=a e
» » * 1

- 7* * *X «t

1
1+z

$10. ELEMENTAARFUNKTSIOONIDE TOLETISTE TABE3*

Eelmistes paragrahvides leidsime pohiliste funktsiooni-

de tuletised. Koondame saadud valemid Uhtsesse tabelisse.

l.y=c, y=01J 11. y = In x ., y *xx =*
2.y =x , 7t: 1 12. y =Bin X , y m €OS x
3.y =X, Yy =Wl : .5 ys008x, y.
4.y =j, y= ' - 14 ystanx., y.
ees= [ 1
t m t
5y*—AS Y « 15 y=COtX, Yy =
" sin2x
t 1 -
= 16. y — arcsin x jy:--
2\nr = Vi-*2
7.y yl.: 1 17. y» 81v008 Hy y.*
n *E N ’
8.vy yt: axln a j 18. y= arctan x, yt:
t »
0. Y = ex Y = ex ; 19. y= arccot X, y = . g 5

10.y =logax ,y"=T4n a ;

511. eBrsexit jlrhj TObUX3W)

Olgu antud mingi funktsioon y = f(X). Ka solle funktsi-
ooni tuletis y =F (X) kujutab endast reeglina x funktsiooni.
Diferentseeridas seda funktsiooni, saame funktsiooni y=F(x)
teist jarkn tuletise, mida tdhistatakse sumboliga y**, f'fX)
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dz
Funktsiooni teist jarku tuletis naitab funktsiooni muutumise
kiirendust argumendi muutumisel. Sama teed edasi minnes saa-
me funktsiooni kolmandat jarku tuletise y'" = (" jre.
Funktsiooni n-ndat jarku tuletiseks nimetatakse (n-1)-jarku
tuletise tuletist, s.o.

y (n)=»[y (n-1)1* = f(n)(x) (le27)

Neile kdrgemat jarku tuletistele ei ole vdimalik anda niisu-
gust fllsikalist tdlgendust, nagu me andsime esimest ja teist
jJarku tuletistele. Sellest hoolimata etendavad nad tahtsat
osa funktsiooni omaduste uurimisel.

Ndide 1. Leida funktsiooni y = koik tuletised.

y*'= 5x4, y'"= (5*V=20X3, y "=60i2 ,yV=120x ,
YW= 120, yv'=0.
Seega on antud funktsiooni kdik tuletised alates 6-ndat jar-
ku tuletisest nullid.

Nadaide 2. Leida funktsiooni y = In i teist jarku

tuletise vaartus punktis x = 1.
1-1 7 "
Y =x* 7 =-"2»y @D = -1.

§12. DIFERENTSIAALI MOISTE
Lahtume funktsiooni y=F(x) tuletise definitsioonist

y — lim -AZ
See tahendab, et
~0 = y" + 06»
kus <=on 16pmata vaike suurus. Avaldame siit funktsiooni muu-
du: n7 = YAx +ocAx (1.28)

Kui Ox—»0, siis kdik kolm liiget valemis (1.28) on Idpmata
véaikesed suurused. Kursuse eelnevast osast teame, et Iopmata
véaikesed. " suurused voivad ldheneda nullile rineva Kkilruse-
ga. Tuletame meelde, et kahe I0pmata vaikese suuruse ‘5 ja

vordlemiseks tuleb arvutada piirvadartus lLim/l- . Kui see



piirvaartus vordub nulliga, siis on0 kdrgemat jarku ISpmata
vaike kui "frning 1dheneb nullile kiiremini.

Haitame nuud, et teine liidetav valemis (1*28) on Kkor-
gemat jarku I0pmata vaike suurus vorreldes esimese liideta-
vaga. Toepoolest,

1Im AN* =— lImdd =0
ox— oY Ax [ox”o

Seega moodustab funktsiooni muuda olulisema osa esimene lii-
detav yMx . Seda funktsiooni muudu peaosa nimetataksegi
funktsiooni diferentsiaaliks ja ‘éhistatal&e dy. s.t*

dy = yAx.
Kuty = %, slisy* =x* s 1 jJjady = dx 3 I«x =[X. Seega
Jja o= Ax (@29
dy =y o (1*30)

Need Ys¥-A vOrdust defineerivad argumendi ja funktsiooni di-
ferentsiaali :

argumendi diferentsiaaliks nimetatakse argumendi suva-
list muutu;

funktsiooni diferentsiaaliks nimetatakse funktsiooni tu-
letise ja argumendi diferentsiaali korrutist.

VBrduse (1*30) voib Kirjutada kujul y*= |j]- Siit nahtub,
et funktsiooni tuletis on funktsiooni ja argumendi diferent-
siaalide jagatis.

St me defineerisime funktsiooni diferentsiaali tuletise
kaudu, siis on sellel tulemusel ainult formaalne tdhendus ja
ta el anna midagi uut. 2

Nadide. Leida funktsiooni y =€’ diferentsiaal.

y = 22 jarelikult dy = —2xe 2.

§13. DIFERENTSIAALI GEOMEETRILINE TOLGENDUS D ,
Olgu antud funktsioon y = f(X), mis xy-tasandil esitab
She kdvera (Joon.3). P(x,y) ja Q(x+ax, y+ay) olgu selle kd-
vera TiElA naaberpunkti. Punktis P tombame kbverale puutuja
FT. Selle puutuja tus ony , nii et RT =y /Ix sy dx = dy.
Nagu ndha, kujutab 18ik RT funktsiooni diferentsiaali dy.
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Joon. 3»

Seega geomeetriliselt vastab funktsiooni diferentsiaali-
le kdvera puutuja ordinaadi muut tGleminekul punktist abstsis-
siga x punkti abstsissiga x + [x.

Funktsiooni muudu gy ja diferentsiaali dy wvabe™ Ay-dy
esitub I8iguna TQ. LOik TQ kujutab seega kdrgemat jarku I0p-
mata vaikest suurust cCAx.

§14_ DIFERENTSIAALI KASUTAMINE LIGIKAUDSETES
ARVUTOSTES

Me defineerisime diferentsiaali kui funktsiooni muudu
(1.28) peacsa. See voimaldab Kasutada diferentsiaali kui
funktsiooni muudu ligikaudset vaartust:

dy”Ay . 1.3D)
Valem (1.31) on seda tipsem, mida vaiksem on muut Ax. Vale-
mit (.31) kasutatakse siis, kui funktsiooni diferentsiaali
on kergem arvutada kui tema muutu (ndide 1).
Anname valemile (1.31) teise kuju:
X +AX) - FO) a*F () Ax .
Siit saame ligikaudse vadrtuse funktsiooni aufele vaartusele:
X +A) N FOO + F*) Ax . .32)
Seda valemit on sobiv kasutada siis, kui me teame funktsioo-
ni vaartust mingis punktis x (naide 2).

Naide 1. Kuubi serva pikkus on 30 an. Parast kuu-
mutamist suurenes iga serva pikkus 0,1 cn vOrra. Kuidas muu-
tus selle tulemusena kuubi ruumala?
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Tahistame kuubi serva pikkuse simboliga XT siis ruumala
V x XN Kui téhistada [Ix-ga serva pikkuse muutu, siis kuubi
ruumala muudu Y vOime arvutada valemist (1.31)*

oy «v*(x)4x ,

kus x s 30 cmfAz = 0,1 an. Kuna v*(X) = 3x2, siis

AV "3x20x , ehk arwuliselt AV ™ 3*302»0t1 = 270 ar.

Arwutarme ka ruumala muudu tapse vaartuse: n

A7 s (X + DO x? = 3x20x + 3x(ax)2 + (4 x)"*270,901 cm2

Vorreldes seda tulemust ligikaudse vadrtrusega, naeme, et li-
gikaudse tulemuse absoluutne viga on 0,901 o™ ja relatiivne
viga 0,901 : 270,901 = 0,0033 = 0,33 % Seega on valemi
(1 .31) kasutamine antud Ulesande korral Sigustatud.

Naide 2. Arvwtada ligikaudselt 7/24* . Siin kasu-
tame valemit (1.32). Lahtefunktsiooniks ony r f(xX)s */iT.Kh-
na \f27 = 3, siis on otstarbekas valida x =27 ja Ix B -3.
Leiame veel funktsiooni tuletises

o) = 1

5
Valem (1.32) annab:

n/241 3 + —= —_=3,-J ..2,888.
3 "sz'%s -

Tabelitest leiame, et "y 24 = 2,8845. Ligikaudse tule-
muse absoluutne viga on seega 0,0044 ja relatiivne viga on
0,0044 : 2,8845 = 0,0015 = 0,15 %=



(Y

Il TULETISE RAKENDUSI

§1, HJIUTOJA JA NORMAALI VORRANDID

Olgu antud kdver oma vorrandiga y = F(X) ja puutepunkt
Mot mille abstsiss olgu x*. Leiame punkti MO labiva puutuja
T ja normaali N vorrandid (joon.4).

Puutepunkti ordinaacLi
leiame avaldisest ye*f(x0).
Puutuja tus K = tanod on
vordne funktsiooni y tu-
letisega argumendi vaar-
tusel x«
K*y WXO** (*.> *
Teades puutepunkti koor-
dinaate ja puutuja tdusu,
leiame puutu;)a vorrandi,
Joon. 4. kasutades selleks sirge
vOrrandit labi antud punkti antud tdusuga:
y -yl mk(x - x1) .
Asendades siia y™«y9t Ja k = F°0O#), saane:
y - yex F*(x0)(X - xe) . D
Normaaliks punktis HO nimetatakse sirget,mis labib puk*>
ti MO ja on risti puutujaga. Leiame normaali tSusu. Et joone
normaal on puutujaga risti, siis sirgete ristseisu tunnuse
péhjal on tema tdus = - f: —f" normaali VvOr-
rand on seega

y -y.= - (X - XO) - (2.2)
f (X0)

N ai de. Leida puutuja ja normaali vOrrandid para-
boolile y a 2X2 punktis A(0,5;0,5).

y" =4x, y"(0,5) = 2. Seega puutuja vorrand on

y - 0,5 = 2(x - 0,5) ehk lihtsustatult 4x - 2y - 1 =0.
Normaali vOrrand on
y - 0,5 = -0,5(x - 0,5) ehk lihtsustatult 2x+4y-3«0.
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82. ROLLE’i JA LAGRANGE*i TEOREEMID

1. Rolle*i teoreem. Kui loigus Ca,bJ pideva ja vahemikus

(a,b) diferentseeruva funktsiooni f(X) vaartused otspunkti-
des a ja h on vOrdsed, siis vahemikus (a,b) leiduh véhemalt
uks punkt x = c, milles tuletis ¥ (X) on null,s.o. ¥ (©)=0.

Jattes kdryale teoreemi range matemaatilise tdestuse,
piirdume selle geomeetrilise tdlgendusega. Kuna eelduse pdh-
jal on funktsioon y - f(X) pidev, siis on tema graafikuks
pidev joon (joon.5).

Tombame 16ikaja PQ,mille
otspunktideks on P[a,f(a)J
jJa Qjb,f(b)j -Eelduse pdhjal
(@ = f(b),seega on Idikaja
PQ paralleelne x-teljega ja
tema tOus vordne nulliga.Ni-
hutamre 10ikajat PQ paral-

Joon. 5. leelselt iseendaga.llmselt
peab vahemikus (@,b) leiduma niisugune punkt c, kus nihuta-
tav sirge osutub puutujaks antud kéverale Kuna puutuja punk-
tis X s ¢ on paralleelne x-teljega, siis f (¢)=0, m.o.t.t.

2* Lagrange*i teoreem. Kui funktsioon y = f(X) omab iga
X puhul vahemikust a<x<b tuletist, siis leidub selles va-
hemikus vahemalt Uks niisugune argumendi vaartus c, et

A =@ . @-3)

Tdestus . Tahistane arwu tahega K Jja

vaatleme abifunktsiooni F() B f(X) - f(@) - k(x - a).
See abifunktsioon rahuldab Rolle®i teoreemi eeldusi,s.o.F(&)=
s F(b) * 0 ja vastavalt teoreemile leidub vahemikus (a,b)
punkt x = ¢, milles F (¢) =0.
Kuid f*(x) = F*(X) - k. Tahendab f*(c) - k = O,millest
K = F*(C).-
Asendades Kk tema esialgse véartusega, saame

k() t m.o.t.t.



Lagrange®i teoreemi geomeetriline tdlgendus seisab jarg-
nevas :

Eui pideval joonel PQ on igas punktis P ja Q vahel ole-
mas puutuja, mis ei ole risti x-teljega, siis leidub joonel
PQ vahemalt uks punkt R, kus puutuja on paralleelne 18ika-
Jaga PQ (joon.6).

Toepoolest. I6ikaja PQ
tous
tany. T I
Joonestame  kdverale
PQ puutuja,mis on pa-
ralleelne I10ikajaga
PQ. Puutepunkti abst-
sissi tahistame x = c,
siis tanot = (© .-
Et puutuja ja I0ikaja
on rodbikud,siis nen-
Joon. 6%* de tbusunurgad on
vOrdsed  @C x ja tancC= tan<™ _Asendades tancp=Ff"(c),
Saame

Lagrangeli teoreemi tuntakse ka keskvadrtusteoreemi ni-
me all. Keskvaartusteoreem on matemaatilise analUusi tahtsa-
maid tdestusvahendeid, matemaatika rakendustea aga tahtsa-
maid funktsioonide véaartuste hlndamisabindusld.

Lagrange”i keskvaartusteoreemist voib teha kaks tahtsat
Jareldust.

Jareldus 1.>Kui funktsioon f(X) omab vahemiku a< x<b
igas punktis tuletist ja see tuletis on kodikjal null, siis
see funktsioon on konstantne.

Tdestus . Eelduse kohaselt funktsioon f(x) omab
vahemiku (afb) igas punktis tuletist, s.t. kehtib keskvaar-
tusvalem (2.3). Vabastame valemi (2.3) nimetajast:

f) - f@ = 0 - a)f'(©), kus a”c<b
Kirjutades b asemele x, saame:

fo) =@ + X - af (©, kus a<c<x
Et vahemiku igas punktis on tuletis null,siis ka f (c)=0 ja
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f&) af(@ , m.o.t.t.
Toestatud jareldust tuntakse ka nulltuletisteoreemi ni-
me all. >
Jareldus 2. Kui kahe funktsiooni tuletised on mingis
vahemikus vOrdsed, siis need funktsioonid on selles vahemi-
kus kas vSrdsed voi erinevad konstandi VOrra.

(Toestus . Eelduse pdhjal 7\X) = F2(X),kus acxcb.
Olgu P a M) - f2(X). Leiame selle funktsiooni tuleti-
> p(x) a [fr(x) - f2(M)]" = - f2(x) a0
Jarelduse 1 pohjal on <p¥) konstantne funktsioon. Seega

f2x) -2 =c
kogu vahemikus, m.o.t.t.
Kai c a 0, siis funktsioonid on vordsed.

83. L’HOSPITAU REEGEL C?

Juhul, kui p&hiteoreemid piirvaartustest ei olnud raken-
datavad, kasutasime funktsiooni piirvaartuse leidmiseks mit-
mesuguseid kunstlikke votteid. Prantsuse matemaatik L"Hospi-
tal andis 1711 sajandil lihtsa meetodi teatud piirvaartuste
leidmiseks. L’Hospitali reegel on vahetult rakendatav ~ ja
tuupi maaramatuste puhul.

Teoreem. Kai Hm FQG) a lim g =0 vboi lim [f)|m
x*a X-"a x*a

a Iiyrcn 190Gl =00 ja eksisteerib piirvaartus
X*-a . K
a8 -
siis on sama piirvaartus ka funktsioonide suhtel:
A, I} =l o oy * @9
Selle teoreemi jatame meie kursuses tdestamata. Margime
veel,et kui Lim F7QO)=lim g"(x)=0 vdi 1im][fAH)=1imlg»(X) =00
X— a X->a X—a X— a 9
siis voib L"Hospitali reeglit rakendada ka f*(X) ja g*(X)
suhtele: -

0 as8"oo Jne-

27



Haide 1. Leida lim*2 - 5x-10
X—~5 xN-125
Eona x = 5 korral nii lugeja kui ka nimetaja vorduvad
nulliga, siis vdime kasutada L"Hospitali reeglit:
lim X2 - 3x - 10 i 2x - 3 7
x*5 r3-125 U 5 mW- e

Naide3. Leida lim x * 1
X*~0

Kui x— 00 9 siis ka [In x-"°° ja seetOttu on meil te-
gemist médramatusega tuupi 35re Kasutades L*Hospital! reeglit,

saame: 1+1
limx\Inx*1limmenx >1.
X—» 00 1 X-*-00
§4. FUNKTSIOONI KASVAMINE JA KAHANEMINE P

Funktsiooni y = f(X) nimetatakse mingis x vaartuste va-
hemikus kasvavaks, kui argumendi x kasvamisel selles vahemi-
kus kasvavad ka vastavad y vaartused ja kahanevaks, kui X
vaartuste kasvamisel y vaartused kahanevad (joon. 7).

Kui x*< Xg, siis

f(xD) < F(x2). (x> T(Xg),
Joon. 7.
Vasakpoolsel joonisel on toodud kasvava funktsiooni ja pa-
rempoolsel kahaneva funktsiooni graafik. Anname jargnevas
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tunnuse, mille jargi saab otsustada, kas argumendi labimine-
kul mbnest x vaartusest funktsioon f(X) kasvab vOi kahaneb.

Teoreem. Kui funktsiooni y = f(X) tuletis mingis x vaar-
tuste vahemikus on positiivne, siis funktsioon kasvab selles
vahemikus, kui aga tuletis on negatiivne,siis funktsioon ka-
haneb.

Toestus . Olgu antud kasvav funktsioon y = f(X)
(Joon.8). Mistahes punktis P(x0,y0) joonestatud puutuja moo-
dustab x-teljega teravnurga. Tangens teravnurgast on aga

Joon. 8. Joon. 9.

alati positiivne: tano6>o0. Tuletise geomeetrilisest tahen-
dusest on teada, et tanoc =y [x=x . Seega kasvava funkt-
siooni korral toepoolest
y*"(x0) > 0. (2.5)

Siit saame ka eeskirja funktsiooni kasvamispiirkonna leidmi-
seks. Kui on antugl y B f(X), siis:

1) leiane vy ,

2) lahendame virratuse y ~ O.Siit saame piirkonna,kus
y on kasvav.

Olgu nuud y = f(X) kahanev funktsioon (joon.9). Puutuja
moodustab suvalises punktis Q(x0,y0) x-teljega nurinurga:
C>£ , tanoC < 0. Seega

y"(x0) < 0 Gs)
Funktsiooni kahanemispiirkonna leidmiseks tuleb
1) leiday ,
2) lahendada vBrratus yt< 0.
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Haide 1. Olgu antud funktsioon y « X2 + 4x + 5.
Leida, kas punktides x = 1 ja x a -3 funktsioon kasvab voi
“kahaneb.
ym2x+4, y'"X1=2+4 =6>0, y* k=-5* -6+4= -2<0.
Jarelikult punktis x = 1 funktsioon kasvab, punktis x = -3
aga kahaneb.

Haide 2. Leida funktsiooni y = 2X2 + 3x - 2
kasvamis- ja kahanemispiirkonnad.
y'=x2 -4X +3=> x2 - 4x +3>0 x-3)x-1)>0.
Lahendades viimase vorratuse, saame
-oo0<x <1 Jja 3 < X< +o00:
Lahendades vorratuse y* <0, saame 1<1i<3

Seega funktsioon y = jx» - 2X2 + 3x - 2 kasvab vahemi-
kes -00<:x<1 jJa 3< x<°° ning kahaneb vahemikus
1<x <3

§5. KOVERA KUMERUS JA HOGUSUS

Koverat y = f(X) nimetatakse kumeraks punktis X A X,
kui selle punkti kuitahes vaikeses Umbruses kover kulgeb
allpool oma puutujat (joon.10).

Kdverat y = f(X) nimetatakse ndgusaks punktis Xx = xe,
kui selle punkti vahetus Umbruses kover kulgeb tlalpool ema
puutujat (joon.10).

Kumer .
Joon. 10.
Olgu antud mingi funktsioon y = f(x), mille graafik ol-
gu nbgus. Eeldame veel, et funktsioon on kasvav,s.t. y 5 o
oon. 11). Tuletame ndgususe tunnuse. Joonestame kdverale®
punktides W, M2, W* puutujad. Tousunurgad ~ L < N ,see-
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Juures on nad koik teravnurgad. Siis vOrratustest
Jareldavad vorratused tan” < tan” < tanJXj ehk

Tahistame y*= PpX). Kana "X < (X9 < PCJ).kus Xl<xx
<.x"f siis <pon kasvav funktsioon. See aga tahendab, et
<) > 0 ehk
y"> 0 (2.7)
Analoogilisele tulemusele jouame, kui y = f(X) on kaha-
nev ndgus funktsioon. Seega saime jargmise ndgususe tunnuse:
kui funktsioon on ndgus mingis vahemikus,siis tema teist
Jarku tuletis on positiivne selle vahemiku igas punktis.

Tuletame nuidd kumeruse tunnuse. Olgu antud kumer kasvav
funktsioon y = f(xX) oon. 12).

Xi X, Xs
Joon. 11. Joon. 12.
Témmanud kéverale punktides ja puutujad,ndeme

et o> oCE >0”"3* Eona on tegemist teravnurkadega, siis
tanocy > tan oC™>tan0” ehk

Tahistades y" =<p(xX), ndeme, et ~(XM)N Cp(Xg)> <P,

kus x"<x2< Xj- Seega y*=<p(xX) on kahanev funktsioon. Vas-
tavalt kahanemise tunnusele <"(X)<0 ehk

y'< 0 - @.8)
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Markus: Kui on tegemist kahaneva kumera funktsiooniga ,
siis jouame tipselt samasugusele tulemusele.SGnastame jarg-
nevalt kumeruse tunnuse:

kui funktsioon on kumer mingis vahemikus,siis tema teist
jarku tuletis on negatiivne selle vahemiku igas punktis.

On voimalik naidata, et tingimused (2.7) ja (2*8) on ka
piisavad vastavalt funktsiooni graafiku ndgususeks ja kume-
ruseks.

Naide 1. Selgitada funktsiooni y = X2- 4x - 5
kumeruse ja nbgususe kusimus punktis x = 1.

Leiame funktsiooni teist jarku tuletise ja uurime selle
marki punktis x = 1.

y'=2x -4, y =2>0.
Seega on antud funktsioon kdikjal (ka punktis x = 1) ndgus.

Nadaide 2. Leida funktsiooni y = x™+ 9x2- 21x + 13
kumeruse ja nogususe piirkonnad.

y* = 3x2 + 18x - Z1j y =6x + 18 = 6(x + 3).
Kumeruse ja ndgususe piirkondade leidmiseks peame lahendama
vastavalt vOrratused yl<O0 ja y" > 0. Teeme seda:

6(x +3) <0 x < -3 =£*m kurer,
6(x +3)> 0=~ x> -3 => ndgus. -\
Punktis x = -3 ilmselt ldheb kumerus lle nbgususeks.

§6. FUNKTSIOONI MAKSIMUM JA MIINIMUM

Olgu meil antud funktsioon y = f(xX), mille graafik on
teada.

Kui funktsiooni .y = f(X) vaartus argumendi vairtusel
X0 on suurem kdigist tema naabruses asetsevaist funktsiooni
vadrtustest, siis nimetatakse seda vaartust funktsiooni mak-
simumiks ja tahistatakse YTtax = f(*0) (J°on» 13).

Kui funktsiooni y = f(X) vaartus argumendi vaartusel
X0 on véaiksem kdigist tema naabrusts asetsevaist funktsiooni
vaartustest, siis nimetatakse seda vaartust funktsiooni mii-
nimumiks ja tdhistatakse yt1lg = f(x0) (Joon. 14).

Funktsiooni maksimumi ja miinimumi nimetatakse Uhiselt
funktsiooni ekstreemumiteks.
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7*in = fCx.)
Joon. 13. Joon. 14.

SI tule arvata, et funktsiooni maksimum ja miinimum on
vaadeldaval loigul vastavalt tema suurimaks ja vablmaks vaar-
tuseks.

Halteks joon. 15 kujutatud funktsioonil on maksimua
punktis XJ ja miinimum punktis Xg, suurim vaartus f(b) aga
loigu lopp-punktis x = b ja vahim vaartus (@ alguspunktis
X =

Olgu funktsioonil y = f(X) maksimum argumendi vaartusel
x«(joon. .16). Valime x,, naabruses vaartused xs*h ja xe + h,
kus h > 0 ja kullalt vaike arv. Vaartusel x,,- h on tuletis
positiivne, vaartusel xO0+ h negatiivne. Kui tuletis y muu-
tub pidevalt, siis ta saab ule minna positiivsetelt vaartus-
telt negatiivsetele vaartustele ainult vahepeal nulliks 3aa-
des (kohal xe). Seega

kui vaartusel x# funktsioon omab maksimumi, siis f(xe)=0*
kusjuures f (xe-h) >0 ja f*"(x0+) < 0.
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Xfh Xc LA

Joon. 16.

Ulesannete lahendamisel kasutatakse Umberptoratud mot-
tekaiku:

kuit F7x.) =0 ja . -h)>0 ja f & +h)<0%
siis funktsioonil on punktis xe maksimum.

Samal riisil tuletatakse ka funktsiooni miinimumi tun-
uus:

kuit F*(x0) s © Jja FT*(xe-h)y< 0 ja f & +h)>0,
siis funktsioonil on punktis x« miinimum.

Leitud funktsiooni maksimumi ja mllnlmumi tunnustes on
oluline funktsiooni tuletise margimuut. Tingimusest F (x0)e0
(uksi) ei piisa selleks, et funktsioonil oleks ekstreemum.
Illustreerime seda raidet ihe naitega.

N aide. Olgu antud funktsioon y = Leiame selle
funktsiooni esimest jarku tuletise ja rorrutame ta nulliga:

Yy a3k, 3x2 =0, siit x a0.

Selles puhktis aga ei oma funktsioon y = x" ei maksimumi ega
miinimumi. Toepoolest, kont-
rollime tuletise margimuutu
Uleminekul raartusest x = 0:
f?0-h)=3 (©0-h)2=3h2"~ 0,

£ (0+h)=3 0+h)2=3h2> 0.
Nagu naeme, funktsiooni tu-
letise margimuutu Uleminekul



vaartusest x = 0 ei esine. Jareldus: punktis x =0 ei ole
ekstreenaumit. Viimast vaidet Kinnitab ka funktsiooni y = x®
graafik (Joon. 17). t

Seega voime oelda, et tingimus f (X) = 0 on kull tarvi-
lik selleks, et funktsioon omaks punktis x ekstreenaumit, aga
mitte piisav.

Kasutades esimest ja teist jarku tuletist on funktsioo-
ni maksimumi ja ai ininai tunnuseid voimalik formuleerida
eriti lihtsal kujul.

Jooniselt 13 *Gib naha, et maksimumpunktee on funktsioo-
ni graafikul rohtne puutuja ja graafik on selles punktis ku-
mer. Kasutades funktsiooni kumeruse tunnust (2.8), formulee-
rime jargnevalt funktsiooni maksimumi tarviliku ja piisava
tingimuse:

funktsioonil y = F(X) on punktis x = x0 maksimum para-
Jasti siis, kui t

f (x0) =0
3* f7(z.)<o0 . <2-9>

Jooniselt 14 ndeme, et miinimumpunktis on funktsiooni
graafikul rohtne puutuja ja ta ise on ndgus-Miinimumi tarvi-
lik ja piisav tingimus on seegat

funktsioonil y = f(X) on punktis x = x. miinimum siis
jJa ainult siis, kui ,
f 0) =0

3» 0 . 1 <-10>

Siit saame ka eeskirja funktsiooni maksimumi ja miini-
mumi leidniseks. Selleks tuleb:

1) leidayl jay",

2) lahendada vorrand y* = 0, s.t. leida need x vaartu-
sd., mille korral funktsioonil vOivad olla ekstreemumid,

3) uwurida y'" marki nendes nn. kriitilistes punktides:
kui y" jxax™ 0» sts punktis x = x* on maksimum,

kui y" Je-t. > O» siis punktis x = x* on miinimum, i1=1,2,3...

4 kui Y'jx=x =0, siis tuleb kisimuse lahendamiseks
uurida y* margimuutu labiminekul punktist x = x*.
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Haide 1. Uurida maksimumi ja miiniimim suhtes
funktsiooni . 0
y 3 - 2X2 ¢3x - 2 ,
7" «X2 - 4x + 3, 7" =2x - 4 = 2(x --2),
X2 -4x +3 =0 ehk (- 1)(x-3) =0, millest x1*1,x2*3.
Asetame teise tuletisse x asemele jargiaocoda vaartused
1 ja 3 ning madrame tuletise margi:
i =21 -2

-2<0,

j" "3 =2@-2= 2>0.
Seega on funktsioonil maksimum, kui x = 1 ja miinimum, kui
X s 3* Leiame 10puks ka funktsiooni vaartused maksimum- ja
mi inimumpunktides:
Tmax =7 pel a * f» min =7 pe3 = ~2*
Haide 2, Uurida maksimumi ja miinimumi suhtes
funktsiooni 7 3 x .
/ =45, [ N2
45 =0, millest x =0,
1=0 =12 .02 =0.
St teine tuletis on null, siis peane maksimumi ja miinimumi
leidmiseks uurima 7 * margimuutu labiminekul punktist x = 0:
70 - h) =4 - h)5 a -4h5< 0 ,
740 +h) =40 + h)3 = 4h3> 0 .
Hagu ng'eme, on funktsioonil 7 = x* punktis x = 0 miinimum.

§ 7. KOVERA KHNURJNKT

Punkti, millest labiminekul kéver muutub ndgusast kume-
raks voi vastupidi (kumerast ndgusaks).nimetatakse kadnupunk-
tiks (Joon. 18).

Olgu antud funktsioon y = f(x), mis on pidev ja omab pi-
devat teist jarku tuletist. Oletame, et punkt p[x0,f(x0)Yy on
kaanupunkt ja vaatame, millised tingimused sellest tulenevad
(Joon. 18). Votame xO-st vasakul pool punkti x* < xe. Nagu
naha, selles punktis on funktsioon kumer ja seega Y| Q.
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Olgu *2 x., siia
> O.Tuletis y" ku-
X=X2
jutab endast samuti X
funktsiooni nille tahlata-
me y" =yXx). See funkt-
sioon on eelduse pohjal
Joon. 18. pidev ja punktist x* (hel
pool negatiivne, teisel pool aga positiivne.Seega peab pide-
vuse tottu olema ~Cx*) =0.
"Tarvilikuks tingimuseks karumpunkti olemasoluks on ja-
relikult

9 oANT

y I. =0. Q.11

Funktsiooni kaanupunkti leidmine toimub jargmise skeemi

kohaselt:
_ | .M

1) leiame y 1’y ;

2) lahendame vorrandi y = 0. Saame teatud hulga abst-
sissi vaartusi x* (i =1,2,3...), kus kaanupunkt vdib olla;

3) selgitame vaija, kas y” muudab marki (leminekul
punktist x~.

N ai de. Leida funktsiooni y = 3x4 - 8x5 + 2
punktid. - .

y = 12A - 248 |y =36x - 48x = 12x(3x - B

Y = 0=>x(3X -4) =0=>X. =0 | wp =3 =
Vaatleme koigepealt punkti x* = 0. Valime Uhe punkti temast
vasakul x =0 - h ja teise paremal pool x 50 +h (h on
kullalt vaike positiivne arv). Leiame

y"'( - h) = -12h(-3h - 4 > 0, y"(0 + h) = 12h(3h - 4X0

Kuna y*" muudab punktist x = 0 labiminekul marki, siis jare-
likult punkt A(0}2) on kadnupunktiks.

"naloogiliselt toimime punkti S korral:

y N -] =12E& - h)(-3h)< 0

Y'(E +h) =12(% + h)@b) > 0

seega ka punkt, mille abstsiss onf , on antud funktsiooni-
le kaanupunktiks.
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$8. roirasioon UURUUME JA TEMA GRAAFIKU
KONSTRUEERIMISE

Funktsiooni uurimise all mdistetakse harilikult seda, et
tuleb laida funktsiooni

1) maaramispiirkond ja katkeruspunktid;

2) nullkohad, s.o. graafiku I6ikepunktid koordinaat-
telg«dega;

3) graafiku suueetrliisus koordinaattelgede ja null-
punkti suhtes;

4) kaeranis- ja kahanenispiirkonnad;

5) maksimum- ja miinimumpunktid, samuti  funktsiooni
raartused nendes punktides;

6) graafiku kumerus- ja nogususpiirkonnad ning kaanu-
punktid;

7) graafiku asumptoodid.

Uurimise tulemuste pbhjal konstrueeritakse funktsiooni
graafik (rahel on otstarbekas skitseerida graafiku elemente

paralleelselt uurimisega). 2
Vaide. Uurida funktsiooni j = e~x ja joonestada te-
ma graafik.

1D Antud funktsiooni madramispiirkonnade on kogu reaal-
telg, katkewvuspunkte ei ole.
22) Funktsiooni graafik ei I0ika x-telge, kuna vorrandil

e s 0 puudub labend. Ordinaattelge 16ikab graafik punktis

& Q*Funktsioon on paaris, sest e'ﬁ x2]2« g% , jarelikult
on tema graafik simmeetriline y-telje suhtes.

4) Leidnud tuletise y1: -2x¢ ¥ ja lahendades vorratu-

sed y*>0 jay*< 0, ndeme, et funktsioon kasvab kui x <0
ja kahaneb kui x> 0.

5) Torrandil y's -2x¢ = 0 on ainult Uks lahend* x =0.
Kuna eelmises punktis selgitasime, et punktis x=0 laheb kas-
Tamine ule kahanemiseks, siis jarelikult on funktsioonil
punktis 1 = 0 aalcsimim j. y-al=e° =

6) Leiame teist jarku tuletise y = (4x2 - 2)e* . Graa-
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fiku ndgusuepiirkonna leidmiseks lahendame vlrratuse

@xar- .
mis on ekvivalentne vOrratusega 4x™ - 2> 0. Selle ruutvor-
ratuse lahendsiks on -<»<jX< - 4= ja < X<+40°,

Vahemikus - \~/]2r,\ <x < 1 on funktsiooni graafik*kumer-Ar—
P

<

gumendi Taartustel X «- 0,71 J. X « *=;A*0,71 oa

tegemist kaanupunktiga.-
7) Leiame graafika asumptoodld. Selleks uurime, kaldas
kaitub funktsiooni graafik argumendi tokestamatul kasvamiselt

lim <2 _ 1im e X2= 0.

X-"\ee

Seega on funktsiooni graafiku asumptoodiks x-telgy = 0.
Uuritava funktsiooni graafik on kujutatud joomisel 19*

Joon. 19*

Funktsiooni y = € graafikat nimetatakse ka Gaussi ko-
veraks ja ta leiab laialdast kasutamist tdendosusteoorias.

X2
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Imr 11rIBiH iil INTEGRAAL

81, ALGIUNXTSIOONI JA MURAMATA INTEGRAALI MOISTE

Diferentsiaalarvutuses seisnes pohiline llesanne jarg-
nevas: oli antud mingi funktsioon 7 = f(xX); leida selle
funktsiooni tuletis.

Matemaatikas esineb sageli ka vastupidine ilesanne, ni-
melt: on antud funktsioon 7 = f(0); leida niisugune funkt-
sioon 7 = F(X), mille tuletis vOrdub antud funktsiooniga,
s.t. mis taidab tingimust

PG = FCO=
Defineerime:

niisugust funktsiooni 7 = F(X), mille tuletis vOrdub
funktsiooniga 7 = f(X), nimetatakse funktsiooni y=F(x) alg-
funktsiooniks.

Naiteks on funktsioon 7 = x2 funktsiooni 7 = 2x alg-
funktsiooniks, sest 0,

X)) =2x .

Me markame kohe, et antud funktsioonil pole mitte (ks
algfunktsiton, vaid neid on rohkem. Sest kui

FO) =), onka E£fx) +< =f"K) = fX ,
kus C vbib olla suvalist vaartusega konstant. Niisiis, kui
funktsioon 7 = F(xX) on funktsiooni 7 = f(xX) algfunktsioon,
siis on seda ka kdik funktsioonid 7 = F(X) + C.Seega on an-
tud funktsioonil I6pmata palju algfunktsioone, mis erine-
vad Uksteisest konstantse liidetava poolest.

Eas antud funktsiooni algfunktsioonid vdivad Uksteisest
ka rohkem erineda? Sellele kisimusele annab vastuse jargmine

teoreem: Antud funktsiooni mistahes kaks algfunktsiooni
vOivad teineteisest erineda Ulimalt konstantse [liidetava
poolest.

Tdestus. Olgu funktsioonid 7 = PMX) jJa 7 = F2(X)
suvalised kaks algfunktsiooni funktsioonile 7 = f(X). Siis

F1°"Q) = (X)), RF2"() =f(X) jJa F2"() - F1*(X) «0
ehk [2¢9 - FICH]“ - o .
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Nulltuletisteoreemi (vt. ptk.l1l §2) kohaselt on jareli-
kult
F2(x) - F~*(X) = const
seega erinevus vOib olla ainult konstantses liidetavas, m.o.
t.t.
Niisiis: kui antud funktsioonile y = f(xX)on leitud uks
algfunktsioon y = F(x), siis kdik selle funktsiooni algfunkt-

sioonid esitab valem

y = F() +C,
kui selles C-d mdista suvalise vaartusega konstandina.
Defineerime:

antud funktsiooni y = f(x) kd&igi algfunktsioonide hulka
nimetatakse maaramata integraaliks sellest funktsioonist ja
tahistatakse sumboliga
JF(X)dx
Vastavalt eelnevale

JF(x)dx = F(x) + C, G.D

kus F (X) e f(X) ning C on suvalise vaartusega konstant,mida
siinkohal nimetame integreerimiskonstandiks. Nii on naiteks

J2x dx a x2 + C

Peatume veel luhidalt méningatel terminitel. Muutujat x
nimetatakse integreerimismuutujaks. Integraali margi all
seisvat funktsiooni nimetatakse integreeritavaks funktsioo-
niks; f(x)dx on integraalialune avaldis.

§2. MAXRAMATA INTEGRAALI OMADUSED

I Tuletis maaramata integraalist vdrdub integreeritava

funktsiooniga: rP )
J_feodxy = £
TOdestus. Definitsiooni pbéhjal

[F(x)dx = F(x) + C, kus f'"(x) = F(X);

seega
EJFCQAXJ™ =IFQ) + cj” = F (0 - F(),

b Oe'v/e\ «
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11 Diferentsiaal mdaramata Integraalist vordub integraa—
Ilaluse avaldisega:
d JFOQdx = FOQdx .
Toestus.
d (f(x)dx =[ff(x)dx]*dx = ... _ = f(x)dx, m.o.t.t.
J (.areduse 1 pdhjal)
111 Maaramata integraal mingi funktsiooni tuletisest
vordub selle funktsiooniga pluss suvaline integreerimiskons-

tant: )
JF OQdx = F(X) +C .

TOestus. Et
JFOOAX = F(X) + C, kus f°(x) = f(X), siis
JFTQOQdx * F(X) ¢ C, m.o.t.t.
IV iKonstantse teguri voib tuua integraali margi ette:

jkf(x)dx = K jf(x)dx, (3.2)
kai K A const.
Toe s tu s.Diferentseerime vuleml (B*2) paremat poolt:

[k If(x)dx]" = KEIF(xX)dx]' = kf(x)

Saime tulejuseks integreeritava funktsiooni valemi (3.2) va-
sakul poolel seisvast integraalist; jarelikult valem(3.2) on
Oige, m.o.t.t.

V  Summat vBib integreerida liikmeti:
J[f(x) ¢ g(x)J dx = If(x)dx + Jg(x)dx. (3.3)
Tdestus. Etvalemi (3.3) parema poole diferentsee-
rimine annab vasakul poolel seisva integreeritava funktsioo-
IMFgdx + $g(x)dxj’ = [If(x)dx]" + [Ig(x)dx]" =

=00 + 909,
on see valem Oige, m.o.t.t. Samasugune valem kehtib ka vahe
korral:

$[f(x) - g(x)]ldx = If(x)dx - jg(x)dx .
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§3. INTEGREERIMISE POHIVALEMID

Integreerimise pohivalemite tabeli saame tuletiste pdhi-
valemite tabeli “tagurpidi’ rakendamisel; see on jargmines

| Jdx =x + C ;

Il JXadx = +C4kuini 1
I\ = In|jxj+ C ;

IV jaxdx =73-5 + C ;

V Jexdx = ex + C ;

VI Jsinx dx =-cos X +C ;
VIl Jcos X dx = sin X + C ;

VIE f X | ganx + o

COSs ‘X

IX \ — Barcsinx +C ;
YC T

X \-4"— =arctan x + C .
T + 1

Nende valemite toestamine pShineb maaramata integraali
definitsioonvalemil @G.1)s
JFFOCQdx m FX) + C, kus F*() = f(X). Seega

Jcoe X dx = sin X + C,

sest
(sinxX) =cos X ;
\ — <arctan x, sest (arctan x)* - — Jre.
Ix +1 % x> +1
Eraldi peatume valemil 111:
X, kui x> 0;
X1s
X, kui x< 0 ,
seega kui x> 0, on CIn|xPDe= (Inx)" =j ;
kui x < O,siis ((n|xD" = [IN(X)]" =- = .(-1) =1
ning jjerelikult valem 111 « In]x] ¢« C on dige.
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2 j dx = JCj + x)dx = x +jxdx = -
=InXkj+gJ-+C
Naide 2. , r -2
= ~X"3dx = +C-—__x£+c

84. MDTJTUJA VAHETOSE VOTE MURAMATA INTEGRAALI

LEIDMISEL
Eelmise paragrahvi valemid vdimaldavad kergesti leida in-
tegraali . _1 \

kuidas leida aga sellele vaga ldhedase kujuga integraali

f N~ " tsellele tabelist vastust el leia.

Jv2*“1
Niisugustel juhtudel kasutatakse integraali leidmiseks

nn. muutuja vahetuse votet, mis seisneb jargnevas.

Integreerimismuutujaks vietakse x asemele mingi uus muu-
tuja, naiteks t, mille sOltuvus x-st plltakse valida selli-
selt, et integraal teiseneks kujule, mille saame votta pohi-
valemite tabeli abiga. Selle juures tuleb peale integreeri-
tava funktsiooni avaldada uue muutuja kaudu ka integreerimis-
muutuja diferentsiaal dx.

Meie naites naib olevat otstarbekas valida uueks muutu-

Jaks ts2x -1, siis dt=2dx; dx=7dt ;

integraal teiseneb péarast seda kujule

f dx 1 f dt

Jy5Pr "2 3 (T
mis vOrdub (kuna matemaatilise valemi kehtivus ei sOltu téh-
tedest, mille abil ta Ules Kirjutame)

. =N e22t CaNt +C = ...
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asendades t, mis oli sisse toodud ainult integreerimise hol-
bustamiseks, uuesti z kaudu
. =Y2z -1 +C .
Muutuja vahetuse valemi Uldine kuju on jérgmine:

kui z = p(d, dz = tp*(Hd-t,

siis n r »
If@dx = P®O] ¢ (Ddt. G-H
Toome veel Uhe naite: olgu vaja leida
|cos 3z dz .

Votame t =3z, siis dt a 3dz, dz ="dt ,

jcos 3x dz =~ jecos tdt =”7ein t + C = jsin3z + C.

§ 5. MONED SPETSIAALSED MUUTUJA VAHETUSED

Péhiliseks raskuseks muutuja vahetuse votte kasutamisel
osutub asjaolu, et ei saa anda reeglit, mis koikide juhtude
Jaoks nditaks sobiva muutuja vahetuse ja viiks integraali
leidmise integreerimise pShivalemite tabelile voi ménele mu-
jalt varem tuntud integraalile. Kull saab naidata eesmargile
viiva muutuja vahetuse monel juhul, kui integreeritav funkt-
sioon omab teatud erikuju. Vaatleme jargnevalt kaht sellist
Juhtu.

1 Olgu teada Jf(2)dz = F(@) + C.

Millega vordub jf(az + b)dz, kus a ja b on konstandid? Siin
osutub tagajarjekaks muutuja vahetus A
tsa +b, dt=az, dz=-dt,

parast mida saame
Jf(az + b)dz = pIf(H)dt .

n Jf(Hdt = F(©) + C,

siis Jf(az + b)dx = "F(t) + C =Ip(az + b) + C. 3.5
Nii saab sellise juhu jaoks anda reegli:

kui Jf(2)dz = F(2) + C,siis jf(az ¢ b)dz = ~"F(az + b) + C.



Haide 1. luua jexdxaex C,

eiis J.X%s% ees—<eX+cC,
Vaid« 2. Eona J~- «Inlx] +C ,
siis JITTIx « J WJ1 &*| +C .

] Kui oskame leida integraali
JFQ)dx, siis integraali  JfEg(X)Jg ()dx leidmisel
Tiib sihile muutuja vahetus
t B gl  dt « g"()dx,
sest siis saab see integraal kuju
Jf[90019™ (Odx = JF(H)dt.
Haide. Integraali fein2x cos x dx puhul paneme
téhele, et (sin x)f: cos X ning votame uueks muutujaks
t > sin x; siis dt = cos x dx ja jarelikult
Jsin™x cos x dx x jt2dt ay- + C * j sin™x + C.
|

§6. OSITI INTEGREERIMINE

Lahtume korrutise tuletise valemist (1*8)
(uv)\* *uV +uv®.
Sellest uv4 a (W)" -u‘v ;
* i |
W dx a (uvi dx - vu dx

nine Jw'dx a J'(w)"dx - Jvutdx .
St utdx a du, vtdx a dv, saame, rakendades veel omadust
111 paragrahvist 2
ju dv *ut - jf du (3.6)

(siin on parema poole esimese liikme juurde integreerimis-
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konstant jéetud, kirjutamata - me Uhendame ta JT du omaga).-
Valem (3*6) kannab ositi integreerimise p&hivalemi nime* ¢a
el lahenda integraali leidmise Ulesannet 10puni, raid taan-
dab Uhe integraali (fudv) leidmise teise integraali (Jvdu)
leidmisele« ~otet on muidugi mdtet kasutada vaid eel juhul,
kui viimahe integraal on lihtsam.
Haide 1. Olguvaja leida Jx cos z dx .
Valime u =X, i dua dx,
dv = eos x dx; VvV = sin X.
Jx cos X dx = X sin X - jsin x dx = x sin X + cos X + C.
Haide 2. Leiane jxexdx .
u = x, | dusadx,
- dv = exdx; | VvV = ex.
Jxexdx = xex - Jexdx = xex - eX + C .

Millal on seda votet kasutades edu loota?Tavaliselt siis,
kui integraali all seisab kahe funktsiooni korrutis, millest
Uhe (uU) tuletis on lihtsam kui ta ise, teise (V") algfunkt-
sioon aga mitte keerulisem kui ta ise - naiteks astmefunkt-
siooni voi polinoomi korrutis transtsendentse funktsiooniga
(eksponentfunktsioon, trigonomeetriline funktsioon).

MBnikord tuleb votet kasutada korduvalt:

JIx2exdx = ...

uax2, du = 2xdx ,

dv a exdx ; VvV =ex;

. aXxZex - 2 gxexdx «. ..
integraal lihtsustus, kuid ei leidu veel pohivalemite tabe-
lis; tuleb uuesti votet kasutada. Me oleme seda juba eespool
teinud (naide 2)

. = X2ex - 2xex + 2ex + C .

§ 7. RATSIONAAIMURDUDE LAHUTAMINE OSAMURUUDEKS
Ratsionaalmurruks nimetatakse kahe poliUnoomi jagatist:

PO a4V + +
=b0 ¢ bnx ¢ __.. ¢ bAx» *
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Vaatleme esialgu juhtu, kus lugejas asuva polinoomi as-
te on madalam, kui nimetajas asuva oma, s.t. n< m . Siis
saab niisuguse murru alati lahutada teatud arvu lihtsamate,
nn. osamurdude summaks. Nende osamurdude juures on oluline,
milliste tegurite korrutisena saab esitada nimetajas asuva
polinoomi Q(X); seega alati tuleb kdigepealt see  polUmoom
teguriteks lahutada. Vaatleme esineda voivaid erijuhte eral-
di.

I Nimetaja tegurid on lineaarsed ja esimeses astmes,
naiteks a - M- 2) -

See murd lahutub kaheks osamurruks jargmiselt:

2x - 1 A B
(X =l =20 =3M T +x-I? »

kus A ja B on konstandid. Kui nimetajas oleks tegureid roh-
kem, saaksime osamurde rohkem - vastavalt igale tegurile uhe.

11 Nimetajas on lineaarseid tegureid nii esimeses kui ka

kdrgemas astmes, naiteks X2
*x+Dx-1)2
Seda murdu saab lahutada jargmiste osamurdude summaks:
X2 A . B ._¢C
&+ D - 1)

sue A, B ja C on konstandid. Esimeseastmelisele tegurile vas-
tab Uks osamurd, korgemaastmelisele niimitu, kui suur on ta

aste (praegu 2), kusjuures nimetajad on viimastel selle te-
guri kasvavad astmed uhest kuni kordse teguri astmeni.

11 Nimetajas vOib esineda ka reaalarvude vallas tegureiks
mittelahutuv ruuttegur, naiteks

SCx + 3Y 9

XCx2 - 4x + 8)
Sel juhul saame jargmised osamurrud:
..8tx.f.I)-..-=1, BxeC t

XX -4x +8) 1 x —4x +38
s.t. ruuttegurile vastava osamurru lugeja on x suhtes line-
aarne (A, B ja C Un ikka konstandid). Muidugi voib selliseid
ruuttegureid esineda ka Uhest korgemas astmes, kuid seda
Juhtu me ei kasitle.



Kuidas leida osamurdude lugejates leiduvate konstanti-

de vaartusi? Naitame seda naitel
2x -1 A B
Er=N7rx"=2y" =x"~T +1 -

Korrutades selle vorduse labi teguriga (x - DX - 2)
Saame 2X -1 «A(X-2) ¢B(x-1D .
See vOrdus peab olema samasus, s.t, kehtima iga X vaartuse
korral. Andea x-le vadrtuse 1, s.t. Xal, saame

= -A ,
kui vOtta aga x=P, siis
3*B,
millest R=_4 B=x%
Seega x -1 1 3

X -DWX-2)m-TTT +Trrz *

Markus. On kasulik anda x-le niisuguseid vaartusi, mis
muudaksid méne tundmatu kordaja nulliks! Kui see aga pole
voimalik (nmdnes teises ndites), siis anda voimalikult liht-
said vaartusi (naiteks null).

Analoogiliselt saab leida osamurdude kordajad ka meie
teistes ndidetes; veenduge, et tulemused on

(X ¢ 1)(X - DU =

8(x + 3 3, = +20
X(X -4x +8) X xr - 4x 38

§8 . OSAMURDUDE INTEGREERIMINE

Nagu eelmises paragrahvis nagime,esineb ratsionaalmurru
osamurdude hulgas 3 tuupi murde:

1 ghy 5 1 [ ‘—‘_a),l I X +px ¥(q
(nimetaja tegureiks
mittelahutuv) .

Vaatleme jargnevas nende integreerimist.

| See osamurd on integreeritav 8§85 1 toodud reegli
abil:
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Jrd4rte-alds?=-5»ai*i*-»uc

] Sama reegli abil on leitav integraal teist tuupi osa-
murrust:

(—-—radx*A(X-amdx =
DX C:) )
.1 O(~mH1T * o (m_l)()_(_a)SPr‘O.
1l Kaige tulikam on kolmanda osamurdude tiubi integree-

rimine. Naitame seda konkreetsel naitel. Olgu

20
_ _ dx .
- j)—(Z—g Ax + 8

KOigepealt tuleb lugejast valja eraldada liidetav, mis
on vordeline nimetaja tuletisega, nii et see sisaldaks ter-
venisti x-ga liikme (ule vBib jaada ainult konstant). Nime-
taja tuletis on praegu 2x - 4, seega

-1 XX -4 +14
II ~7~4x +8

Edasi jagame kummagi liikme lugejas eraldi nimetajaga ning
saame

J«-i - A— dx + 14 F-3-0*————— = -1 4,
J A -

Ji -4x +8 X — 4x =8

@3 ja J2 tahistavad vastavaid integraale). Integraalis

N dx seisab murru lugejas nimetaja tule-
X —4x + 8
tis. Siin teeme muutuja vahetuse
t=x —4x +8 , dt = (x - 4)dx
ja saame
e j s Injg] "+ C1=In(x2 - 4x + 8 +
Integraali J® all eraldame kdigepealt nimetajas taisruudu,nii
et see holmaks mdlemad x-i sisaldavad liikmed:
T - f dx r dx
2% Jx2 -4x +8 = \(x-2)"+4

edasi viime sealt vabaliikme integraali margi ette:
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Paistab juba silma selle integraali sarmasus integraa-
liga "2 valemist X. Teeme veel muutuja vahetuse

2a"%2  wxAx., dxaz2d
ja saame

J2*52)- - s2 A2 a Marctanr™n e c2*
Seega

Ja-~"n 14 J2 a - MInCx2-4x + 8) & 7arctan™ ¢ C.

Analoogiliselt saab integreerida kdiki vaadeldavat tuu-
pi osamurde. Nagu naeme, avaldub niisugune integraal uidju-
hul logaritmfunktsiooni ja arkustangensi summana.

Leiame nuld saadud valemite abil integraalid kdigist
eelmises paragrahvis naidetena vaadeldud ratsionaalmurdndest:

D I N) (x1- =-\ +3 ST~rz *
>-Inlx-1]+31n]x-2] +C=Inlig|®] +C.
L x2dx 1f dx 3fdx :$1f dx

,02) )(X + 1)(X -D* “*J3~ee -1 Jrrr o+ 2
aJInjx+ 1] +] In]x-1]- j-1lj. +cC.
____ON X L - _ *
3 jx( 27 4x+8)dx 35fp }x—4x %Odea
a3 In|x] -~ In(x2- 4x +8) +7 arctan X g 2 + C .

§ 9. RATSIONAAU4RD, MILLE LUGEJA ASTE
POLE MAPATAM NIMETAJA ASTMEST

Kui ratsionaalmurru §[x" luSe3a aste pole madalam nime-

taja astmest, siis teda eespool Kkirjeldatud viisil osamurdu-
deks lahutada ei saa. Sel juhul tuleb kdigepealt lugeja ja-
ganise teel eraldada taisratsionaalne osa.



Haiteto X» - X? . 2X2 .1

X2 - 3x + 2
Jagare lugeja nimetajaga:
x4 - b5+ 2X2 -1 1 X2 -3x+2
XN - 3N+ 2X2 I X2 ¢2x +6
S?
2X5 - 6x2 + 4x
6x2 - 4x + 1
6X2 -18x +12
14x -11 (aak)
eeega
Em ~ WX 42x +6+ -1
JT - 3X ¢ 2 . X =-3x+2

Talaratslonaalee osa integreerimine on lihtne, murd

14X- 11 14x - 11
e "TjJxVz"-1b-1YC.--rr

aga tuleb lahutada osamurdudeks ning integreerida nagu ees-
pool» Selle murru nimetaja on juba kdrgema astmega kui lu-
geja, nii et see tee on taiesti voimalik.
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IV m XX ratud integraal

81. PINDFUNKTSIOON JA TEMA TULETIS

Olgu antud kujund, mida piiravad x-telje l10ik£a,b ],
funktsiooni y = f(x) graafik ning selle graafiku ordinaadid
loigu otspunktides x = a ja x = b (Joon. 20).

Joon. 20.

Niisugust kujundit nimetatakse koverjoonseks trapetsiks -
teatud sarnasuse tottu trapetsiga, millel on ka kaks vastas-
kilge paralleelsed, kaks ulejdanut aga mitte.

Margime x-teljel punkti x ja vaatleme koverjoonset tra-
petsit axXA. Tahistame selle pindala tahega P. On selge, er
pindala P sbltub x-st; igale kindlale x véartusele vastab
pindala P kindel vaartus. Seega pindala P on x funktsioon:

P =PX).
Seda funktsiooni nimetatakse pindfunktsiooniks._Niisiis:

pindfunktsioon on fikseeritud alguse ja muutuva Idpuga
kdverjoonse trapetsi pindala funktsiooni y = f(x) graafiku
all.

Leiame pindfunktsiooni tuletise. Anname x-le muudu Ax;
sellele vastab pindfunktsiooni muut AP (kéverjoonse trapetsi
pindala 1digu Cx, x+4x3 kohal). Olgu funktsiooni y=f(x) va-
him ja suurim vaartus 18igul £ x, x+ 4xJ vastavalt m ja M
Joonestame sellele Idigule ristkilikud kérgustega m ja M.
Pindala AP vaartus asub nende ristkilikute pindalade vahel:

53



BAx" AP™ m[Ax
(VOrdus esintb raid siis, kui f(X) = const). Seega

B« K« e
Kui Ox—» 0, lahenevad nii m kui ka M funktsiooni vaartusele

kohal x: li*m» HimM » fX).
Ox-~o  [x*o
Jarelikult on ka
ko= H ® (i)
ehk p\x)«F(x). (4.1)

Leidsime, et pindfunktsiooni tuletis vBrdub pindala piirava
loppordinaadiga.

82 . kOverjoonse trapetsi pindala
Kdverjoonse trapetsi abBA (vt.joon 20) pindala

sabBA * *»>
(s-t. ta vordub pindfunktsiooni vaartusega kohal x « b).Kui-
das aga leida funktsioonile 7 = f(X) vaetavat pindfunktsioo-
ni?

Valem (4.1) naitab, et pindfunktsioon on Uks funktsioo-
ni 7 = f(x) algfunktsioonideet. Olgu 7 = F(X) mingi algfunkt-
sioon funktsioonile 7 = f(X). Siis pindfunktsioon v3ib temast
erineda Ulimalt konstantse liidetava poolest:

PO =FQO) +C .
Pindfunktsiooni kohta aga teame, et tema vaartus x vaadrtusel
a on null, P(@ =0, sest kui x = a, siis SayYA = 0.

P@ 6 F@ + C,

seega F() ¢ C « 0, millest C = -F(@)
Nii on C  -tus leitud ja seega pindfunktsioon kaes:

PO = FC) - F@ - “.2

Selleks pileas Uhe algfunktsiooni teadmisest funktsioonile
7 * ).

KoBr oonse trapetsi abBA pindala jaoks saame nuid va-

lemi
SabBA



Koverjoonse trapetsi pindala vordub funktsiooni y=Ff(X)
suvalise algfunktsioonl vaartuste vahega kohtadel x=b ja x*a.

Baide. Leida koverjoonse trapetsi pindala funkt-
siooni y * x2 graafiku ja x-telje vahel loigu £-1, 1 Julatu-

thks algfunktsioon funkt-
sioonile y m X2 on

FOO) x 5.

Valeni (4.3) kohaselt on
siis arvutatav pindala

Sx F(1) - FC-D x

» 13 - 5<-1)3
Joon. 21.

83. mlXratud integraali mOiste

Vaatleme jalle koverjoonse trapetsi pindala arvutamise
Ulesannet. Arwutarme seekord trapetsi abBA (Joon.20) pindala

teisel teel.
Jaotame koigepealt 18igu £a,bj n osaks. Osade pikkused
tahistame X OxN, ... , AXQ (need vdivad utldiselt erinevad

olla). Jaotuspunktides joonestame ordlnaadid; need jaotavad
koverjoonse trapetsi n vaiksemaks koverjoonseks trapetsikft.

H

Joon. 22.
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Valime igal osaldigul ,xfj vabalt ube punkti %
Saame
S'» NDyy *a* *Sn *

Edasi kujundame igale osalbigule ristkiliku, mille korgu-
seks on graafiku ordinaat valitud punktis, s.t. vastavalt

O (/\p * kg
Nende ristkilikute pindalad on

dxif F() 4X2» , NEN) -

Koigi niisuguste ristkilikute pindalade summa annab arvuta-
tava pindala ligikaudse vaartuse:

SabBAN Ox1 + + &* + fAn> 4zh 2 A IAXE

See ligikaudne vaartus on seda parem, mida suuremaks arvuks
osadeks on jaotatud I0ik Ca,bj (mida suurem on n)ning mida
vaiksemad on osaldigud (A x™).Pindala tapse vaartuse saame
piirvadrtusena n-"00 ja koigi oj§aISikude pikkuste ﬂ,x.l— 0.

SabBA = Jifoo S - (07
AxX”™o

Seega

kui valemi (4*4) paremal poolel seisev piirvairtus ek-
sisteerib ning ei soltu osaldikudeks jaotamise viisist ja
punktide £/ valikust, siis nimetatakse teda maéra’ucU
graaliks funktsioonist f(X) rajades a-st b-ni ning tahista-
takse

f FOOdx
n
H _q Ny g* /N
[ feodce lin, B TE D
a 4x £
Arvud a ja b on vastavalt integraali alumine ja tlemine

raja.
Eelnevast selgub, et maaratud integraali geomeetrili-
seks vasteks on kéverjocnse trapetsi pindala:

J £OOdx = SatBA . (4,6)
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Markus, Bui kdverjoonne trapets asub allpool x-telge,
annab maaratud integraal tema pindala margiga '"miinus’- sest
sel juhul on kdik fF(EN) < 0» Sel juhul annab ka valem (4.3)
pindala margiga "miinus’.

*

§ 4. NEWTON-LEIBNIZ®I VALEM

Eespool saime koverjoonse trapetsi pindala arvutami-
seks kaks valemit; valemi (4.3) jargi
SabBA = P(b) ~ P(a)* IXB F"(x) = f<x>*
ning valemi (4.6) jargi ©

SabBA = j -
a
Loomulikult peae)/ad mdlemad valemid andma sama pindala;seega
J fdx = F() - F@, @.n
a 1
kus F &) = f(X).-

Valem (4.7) kannab matemaatilises anallisis Newton-
Leibniz™i valemi nime. See valem naitab, et mddratud inte-
graali arvutamiseks on vaja:

1) leida integreeritavale funktsioonile Uks algfunkc-
sioon ja ,

2) leida selle algfunktsiooni vaartuste vahe ulemisel
ja alumisel rajal.

Valemi paremat poolt F(b) - F(a) vOib kirjutada ka

kujul b
F(O) voi M I
a [ ]

Esimest kirjutusviisi kasutatakse peamiselt siis, kui
F(x) on uksliige; kui ta aga koosneb mitme liidetava summast®
Siis teist (et oleks taiesti selge, missugustesse liidetava-
tesse rajad asetada tulevad).
A"Naide 1. ft



J (- 2x + 3)dx =™~ x2 +3x]J =

= (%27 -9+9) - (-j=8-4-6) =9 -(-12]= 2Lj*

8 5. mHratud integraali gma®jsi
I Rajade vahetamisel muuwbbmaaratud integraali mark:
a

A FOQdX = - € FOOdX . “.8)

e a
Toestus .. Newtonleilimiz’i valemi jargi

T fOQdx = F@ - F(b) = -[F(b) - F@] = - ( FO)ax,
Vv a

m.o.t.t.
11 tThtelangevate rajadega mdaratud integraal on null:
a

J fOYdx =0 “.9

See jareldub samuti otseselt Newton-Leibniz™i valemist.
i Integreerimispiirkonda vOib jaotada osadeks;s.t.kui

a< c< b, siis
c b b

J fOOdx + N FOQdx = ™ FOQdx . (4.10)

Toestus W Newton-Leibniz”i valemi pohjal

c

N FQOQdAx + N FOQdAx = £F(c) - F(@J +I'F(D) - F(©)J =

a c b

=Fb) - F@ = ™~ f()dx, m.o.t.t.
a

v Konstantse teguri voib tuua mdaratud integraali mar-

gi ette: b b
J K FQQdx = k ™ TOQdAx - (4.11)



Toestus . Maaratud integraali definitsiooni pohjal
b n

( KFfYdx = lim ~ Kk fCN) 4~ = .
J n -*-00
a IxE£E-"0

et summa liikmete Uhise teguri vOib votta summa margi ette
n

OAx”™o

jJa et piirvaartuse margi alt vOib konstantse teguri tuua et-
LS

eee = A Lim X wX *J

m.o.t.t. 4x,=*-0
Vv Summgt VvOib integreerida liikmeti:

b b
J [FOO +90)]dx =j FOYdx + j gCJdx . (4.12)
a— — a a
Selle omaduse vOib tdestada samal viisil, nagu eelneva. Ta
kehtib ka vahe korral.
V1 Maaratud integraal ei sdltu integreerimismuutuja ta-
histusest:

b b b

[ FCQdx =J f(Hdt =J f(udu = ...

a __ a a
See omadus jareldub otseselt Newton-Leibniz’i valemist,mil-
le pbhjal b b

(fCIYdx = FC)  =Fb) - F@ ;

a a

b b

(fOdt =R =FO - F@ ;

a a

b b

[ F(wWdu s F) 3FDb) - F@  jne.- kdik

a

tulemused on vOrdsed.
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§6. MOIJTOJA VAHETOS JA OSITI INTEGREERIMINE
MXXRATOD INTEGRAALI KORRAL

1, Muutu g vahetus. Muutuja vahetuse eesmargiks on siin,
nagu maaramata integraali korralgi, algfunktsiooni leidmise
holbustamine. Erinewvus seisneb sica selles, et mdaratud inte-
graali korral tulevad uuele muutujale teisendada ka rajad.

Tutvume sellega naidetel.

Naide 1. Leida

" odx
J =) (BEIYT
Teeme muutuja vahetuse t =2x +1, dt =2dr, dr = %dt ;
teisendame ka rajad: kui x =1, siis t = 3;kui x s 2,siis
t s 5 Saame 5
T f de

1 1 11 1,1 1
J=2/~ N =27p“¥] =-2F“?) =TT *

Margime, et siin pole vaja parast algfunktsiooni leidmist
tagasi minna esialgsele muutujale X, vaid vdib kohe kasutada

Newton-Leibniz’i valemit. N
Nadide 2. Leida j_r dx
. OJ 7717

- = Q—’\————:... t=3%, dt=3dx, dx= Jdt ;
J 1+9x2 J 1+ (3¥2 3

kui x =0, siis t =0,
kui x =1, siis t =3

3
f = 9(arctan 3 - arctan 0) =
1+tb
1 -
- § arctan 3
2. Ositi integreerimine. Ositi integreerimise pohivalem

maaramata integraali puhul oli (@*6):

Judv =uv —j'v du .
Maaratud integraagi korral kehgib tEa) samasugusel kujul:

J udv= - jJva 4,13
e
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(rajad tuleb asetada ka valjaintegreeritud osasse).

Naide. Leida ?
\ x InXx dx .
J
1 -
U a Inx 1 gy =9dx |
x2
dv a x dx 1 v - T
2 .2 p
& x Inx dx = % In x -\ fdx =2 In 2 - f-
1 1 1

=2In2-1+3J=2I2-1.

§ 7. PINDALA ARVUTAMINE MHRATOD INTEGRAALI ABIL
Nagu selgus paragrahvis 3, annab madratud integraal

(C OO

koverjoonse trapetsi pindala funktsiooni y = f(x)graafiku ja
x-telje vahel loigu £a,b] ulatuses. Tuleb vaid meeles pida-
da, et kui see koverjoonne trapets asub allpool x-telge(s.-t.
funktsiooni y = f(x) graafik on allpool x-telge), siis saa-
me tema pindala margiga ™miinus™.

Naide 1. Leida koverjoonse trapetsi pindala
funktsiooni y = sin x graafiku ja x-telje vahel loigu

ulatuses (joon.23).
S = J (e 1 dx s
i

8 - COS X1 X -(cos 31 -
<0

- cos 0) a -(-1-1) = 2.
Joon. 23.
Naide 2. Leida kujundi pindala, mida piirab
funktsiooni y = x2 - 4 graafik ja x-telg
Leiame kg'igepealt funktsiooni y = x - 4 graafiku Iéi—
kepunktid x-teljega (joon.24);
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X -4 =0,
X2 =4,
X=+2 .
Niisiis, see kujud, asub loigu
[-2,2J ulatuses allpool x-telge,
siis tema pindala

f)dx =

f -

Kui kujund on piiratud kahe kbveraga, nagu joonisel 25,
siis leiane tema pindala kahe koverjoonse trapetsi pindalade
vahena

S=§,-S,a
kus S~ on ulemise ko-
vera, Sa aga alumise
kévera alla jaava
koverjoonse trapetsi

pindala; seega
S= 7" fOJYdx - N gCx)dx
*1
ehk
*2
=\ [fO) - ¢cO)] dx . 4,149

Rajad x* ja vorduvad kdverate lIdikepunktide abstsisside-
B o 2 2 .

Naide 3« Leilda kdveratega’y = x ja X =y pii-
ratud kujundi pindala Cjoon.26).
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Kbverate 16ikepunktide
abstsissid leiame mble-
ma kévera vorrandeist
koosnevast vorrandi-
siisteemist:

n
asendades y teises vOr-
randis X kaudu, saame

X .«
X - xﬁl =0,
Joon.26. x(1 -x9 =0,

millest ,; =0, *2 =1, Seega

T orx - x2yax = 2% X?

§ 8. POORDKEHA RUUMALA

Poorelgu funktsiooni y = f(X) graafik Umber x-telje.
Tekib poordkeha (joon.27). Kuidas leida selle poordkeha
ruumala x-telje 16igu [a,bJulatuses?

Jaotame 10igu [a,b3a osaks Ix™ (1 = 1,2,... ,n).Jooni-
sel on kujutatud neist Uks. Jaotuspunktidest paneme 1&bi Xx-



-teljega ristuvad, tasandid.Need jaotavad ptordkeha kettatao-
listeks osadeks.lgal osaloigul valime vabalt punk-
ti N ning asendame vastava poordkeha osa silindriga,mille
pohja raadius on () ((Joon.28).Niisuguse silindri ruumala
on 2

Axi * *i “ xi-1 *

Eoigile osaloikudele
[x” >xJ nilviisi
konstrueeritud silind-
rite ruumalade summa

i=1
annab podrdkeha ruumala ligikaudse vaartuse:
n

i=1
See ligikaudne véaartus on seda tipsem,mida vaiksemad on osa-
loigud [ ~ x ™~ J ja mida rohkem neid on. Ruumala tipse
vaartuse annab piilrvaartus

T - N
TaxIx~*0 i=1
Vastavalt paragrahvile 3 on selline piirvadrtus mdaratud in-
tegraal n b
i~ )l AN = ( FIEFQ)] dx ;

maxAXj—*-0 o

seega Y
Vo= rc(x)l @.15

Bai kover poorleb umber y-telje (joon.29), siis tekkiva
poordkeha ruumala loigu (''cjd*ulatuses avaldub tdiesti ana-
loogilise valemiga d 2

V = I\ LeCy)Jd < (4.16)
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(sel juhul peab kdvera vor-
rad. olema antud kujul

X =g®) )-

Naid e.Leida poord-
kehade ruumalad.mis tekivad
parabooli y = x kaare
poorlemisel Umber z- ja y-
-telje (oon.30 ja 31), kui

x€ [0,1] .
1) ffmber x-telje:

v = i) lox =

1

2) thber y-telje:
1
V=Xj (Vy)dy = 0 Y dy =

89. PIRATUD INTEGRAALID

Maaratud integraali n
t fO)dx

olemasoluks peab funktsioon y = f(X) olema pidev ning rajad
a ja b 16plikud. Monikord esineb vajadus laiendada integraa-
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1i mistet ka nendelel juhtudele, kus Uks vOi mdlemad nimeta-
tud eeldustest pole taidetud. Nii jouame nn. paratute inte-
graalide mOisteni. Neid on kaks liiki: Idpmatute rajadega
integraal ja katkeva integreeritava funktsiooniga integraal.
Vaatleme neid juhte eraldi.

I Lopmatute rajadega paratud integraalid.

Olgu integreerimispiirkonnaks [a, +00). Vaatleme inte-
graali b

J=1 fO)dx ,

a
mis on tavaline madratud integraal, ning leiame piirvaartuse

limJ = lim 1%f(x)dx.
Mn

Kui see piirvadrtus on olemas ning 16plik, Oeldakse, et on
olemas paratu integraal funktsioonist f(X) rajades a-st &>

-*1 *> b
I fOOdx = lim ff(x)dx . @1

Oeldakse ka, et nimetatud paratu integraal koondub. Kui aga
piirvaartus valemi (4,17) paremal poolel ei eksisteeri VOi
on Ifpmatu, siis vastav paratu integraal ei eksisteeri ehk
hajub. Analoogiliselt defineeritakse ka Iopmatu alumise ra-
Jaga integraal

b

N FOQdx s Tim ( FG)dx (4,18)
-@0 al

ning paratu integraal, mille molemad rajad on 16pmatud

+00 b

FFOOdx = 1im gf(x)dx. “4.19
J a -0
- a

Naide 1 +00

f _ — =1lim f 27" =
IJxZ + 1 br+°°J x +1

o

Ib :
aWpg arctan x1 = lim (arctan b — arctan 0)= W— 0=
b-~+e° b

o
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éi}l%elikult antud integraal koondub (on olemas) ja ta vaartus
2.

Naide 2.
cos X dx = Hm cos x dx B 1im sin x mlim(- sin a).
aA—*—«« a—">»-00 a-*—«»

Seda piirvaartust pole olemas, seega paratut integraali pole
olemas ehk — ta hajub.

Il Paratud integraalid katkevast funktsioonist.

Margime kdigepealt, et kui integreeritaval funktsioonil
on esimest liiki katkewvuspunkt (joon.32) kohal x = c, siis
eksisteerib tavaline maa-
ratud ti)ntegraal

¢ FOQdx ;

nimelt v8ib sel juhul
leida integraalgd
c

[ FCOdx ja ( f(x)dx

ning o

c
A F)dx = J FOQdx + L{CI

Seega vaatleme edasi ainult katkevuspunkte, millele lahene-
des f(X) h"+o00 (VOi -00).
Olgu kdigepealt niisugune katkevuspunkt integraali ule-
misel rajal x = b (Joon.33).
Moodustame integraali
b-£

J = j F(x)dx

ning leiame piirvaar-

tuse b—6
lim J = Lim FOQAX.
£-»0
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Eui see piirvadrtus on olemas ning I8plik, siis Utleme, et
eksisteerib p;airatub integraal

b-£
J fO)dx =Hlia j TOYdr “.20)
a a

ehk* et see paratu integraal koondub; kui aga valemi (4.20)
paremal poolel asuvat piirvaartust pole olemas voi ta on 18p-
matu, siis vastav pératu integraal ei eksisteeri ehk ta ha-
Jub. Analoogiliselt defineeritakse ka paratu integraal funkt-
sioonist, millel 08 katkevus alumigel rajal:

C fO)dx = him ( f(x)dx ; “.21)
at+f

kui katkevuspunkt x = c on integreerimispiirkonnas(a<c<b),

siis jaotame selle osadeks
b c b

J fYdx = J fQdx + J FX)dx

a a ” n c
ning saame Uhe integraali katkevusega ulemisel, teise alu-
misel rajal.
Naide 3.

N

-——== _..(siin on katkewus Ulemisel rajal)

12-1
=lim \m - -=1HLin]-22 - X :Iim62-2 y?) = 2.
u £

See integraal koondub, tema vaartus on 2.

Naide 4.
1 1

)
f = ...(katkewus alumisel rajal)...= lim \ ~ =
~° l
0) 2 lLim In|x|IJA£ = lim(- InE% ;
Piirvaartus on oo"seega tuleb Gelda, et vaadeldavat paratut

integraali ei eksisteeri (W0i et ta hajub, mitte aga, et ta
vaartuseks on©o).
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