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I F U N K T S I O O N I  T U L E T I S  
J A  D I F E R E N T S I A A L

§1. TOLETISE MÕISTE JUÜRDE VIIVAD ÜLESANDED V

Diferentsiaalarvutuse loomiseks aitasid oluliselt kaa­
sa kaks järgmist suure praktilise tähtsusega ülesannet: kõ­
vera puutuja võrrandi koostamine ja mitteühtlase liikumise 
hetkelise kiiruse maaramine. Vaatame neid ülesandeid lähe­
malt ja veendume, et nad on matemaatilisest küljest sarna­
sed.

1. tflesanne kõvera puutujast. Anname kõigepealt puutu­
ja definitsiooni.

Olgu antud mingi kõver ja olgu P üks selle kõvera punkt 
(joon.1). Võtame punkti P naabruses teise punkti Q ja joones­
tame lõikaja PQ. Kujutleme, et punkt Q laheneb kõverat mõõda 
liikudes punktile P. Seejuures põõrdub lõikaja PQ ümber punk­
ti P, uha enam lahenedes teatavale pilrsirgele FT; see piir- 
sirge ongi kõvera puutujaks punktis P. Tuginedes sellele tä­
helepanekule anname puutuja definitsiooni:

kõvera puutujaks punktis P on piirsirge, millele lõikaja 
PQ tõkestamatult läheneb, kui punkt Q laheneb tõkestamatult 
punktile P.

Selleks, et maarata kõvera 
puutuja asendit, on vaja lei­
da ta tõus (uks punkt on meil 
teada).

Olgu meil antud mingi kõ­
ver oma võrrandiga у = f(x) 
ja olgu P(x,y) üks selle kõ­
vera punkt (joon.2). Võtame 

Joon. 1. selle punkti naabruses teise
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Joon. 2.
punkti Q. Kasvagu kõvera punkti abstsiss ja ordinaat ülemi­
nekul punktilt P punktile Q vastavalt Дх ja Ду võrra.Siis 
punkti Q koordinaadid on х+Дх ja y+ Ду.

Nagu näeme kolmnurgast PQR, on lõikaja PQ tõus

can f* ■ ü  •
Puutuja PT on lõikaja PQ piirsirge, kui Дх—*-0.Puutuja 

tõus on seega lõikaja tõusu piirväärtus, kui Дх—► 0, e.
(1.1)tanT = lim tanu 

Q-P '
= lim -jZ- .
Ax-»-0 дх

Nagu naha, avaldub puutuja tõus funktsiooni ja argumen­
di muutude suhte piirväärtusena, kui argumendi muut läheneb 
nullile.

2. Mitteühtlase liikumise kiirus. Vaatleme mingi keha 
(näit. rongi) liikumist mooda sirgjoonelist teed. Asetsegu 
ta ajahetkel t = t- lähtepunktist kaugusel s = s^, mingil} •  ̂ Iteisel ajamomendil t = olgu ta kaugus lähtepunktist s =
= 82« Ajavahemiku . 4t = t2 - t̂  jooksul läbis keha teepik-
kuse A3 = s2 - s1. Suhe -Ag väljendab punkti lii­
kumise keskmist kiirust ajavahemiku At jooksul:

As
vk = “дЕ *

Kui liikumine on ebaühtlane, siis keskmine kiirus ei ise­
loomusta küllaldaselt tegelikult toimuvat liikumist.Selleks,
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et seda paremini teha, leiame kiiruse antud momendil(nn.het­
kelise kiiruse). Selleks on piirväärtus r

v = lim = lim —4r * (1*2)
At —  0 * At- 0

Paneme tähele, et ka siin avaldus tulemus funktsiooni ja 
argumendi muutude suhte piirväärtusena, kui argumendi muut 
laheneb gullile. Kiiruse mõiste ei pea tingimata olema seo­
tud mehaanilise liikumisega. Nii võime raakida temperatuuri 
muutumise kiirusest, tootmiskiirusest jne.

Kui mingit muutumise protsessi iseloomustab funktsioon 
у = f(x), aiis võib nähtuse konkreetse sisu kõrvale jätta ja 
raakida ainult funktsiooni muutumise kiirusest. Viimaseks on 
piirväärtus

v = lim . (1.3)

ülaltoodud kaks ülesannet andsidki tõuke tuletise mõiste 
sissetoomiseks XVII sajandil Leibnizi ja Newtoni poolt.

§ 2. TOLETISE DEFINITSIOON 0

Olgu antud funktsioon у = f(x). Anname argumendile muudu 
Дх, siis argumendi uueks väärtuseks on x + дх. Uuele Ar­

gumendi väärtusele vastab funktsiooni väärtus y+ Ay=f(x+ Дх). 
Arvutame funktsiooni muudu

ДУ = f(* + A x) - f(x).
Moodustame funktsiooni muudu ja argumendi muudu suhte

А У f(x +AX) - f(x)
А х '  дх

Nagu ulal nägime, kujutab see funktsiooni у = f(x) muutumise 
keskmist kiirust. Funktsiooni muutumise tõelise kiiruse saame, 
kui läheme piirile ,

и м 4 | = u. f .Jl— О л д1-*0 A

Saadud piirväärtust nimetataksegi funktsiooni у = f(x) tule­
tiseks. Seega:

funktsiooni tuletis on piirväärtus, millele läheneb 
funktsiooni ja argumendi muutude suhe argumendi muudu tõkes-

5



taaatul läheneaiael nullile.
Funktsiooni tuletist tähistatakse sümboliga y' või f*(x), 

samuti , seega
У' lim ,“  Дх-^о ДУ

.. fcx) = ii. *<» ♦ *;> - . C1’4)
Дх-^о дх

Tuletise definitsioonist järeldub,et funktsioonil on ar­
gumendi väärtusel x siis tuletis, kui piirväärtus lim 6 j 
on olemas. Et see piirväärtus eksisteeriks, peab Дх_*-° Дх
lim Ду в 0, mis on aga funktsiooni pidevuse tunnus.Seega 
ÄX-+0
on funktsiooni tuletise olemasoluks tarvilik funktsiooni pi­
devus.

Funktsiooni tuletise leidmist nimetatakse diferentseeri­
miseks. Tuletise leidmiseks on vaja:

1. fikseerida argumendi mingi väärtus x ja arvutada sel­
lele vastav funktsiooni väärtus;

2. anda argumendile muut Дх ja arvutada uuele argumendi 
väärtusele x ♦ дх vastav funktsiooni väärtus;

3. arvutada funktsiooni muut Ду ;
4. moodustada suhe ;
5. leida selle suhte piirväärtus eeldusel, et argumendi 

muut Дх läheneb nullile.
Pöördume veelkord tagasi eelmises paragrahvis vaadeldud 

ülesannete juurde. Nagu valemitest (1.1) - (1.3) näha,on 
ka siin tegemist tuletistega. Võrreldes valemeid (1.1) ja 
(1.4) näeme, et

tan t' * y' .
See tähendab, et funktsiooni tuletise geomeetriliseks 

vasteks on funktsiooni graafiku puutuja tous punktis, mille 
abstsiss on x. Kuna graafiku puutuja tous on igas punxtis 
reeglina erinev (x funktsioon), siis järeldub siit, et ka 
funktsiooni tuletis on muutuja x funktsioon.

Tuletise füüsikaliseks vasteks,nagu see järeldub valemi­
test (1,2) - (1.4), on mingi protsessi toimumise kiirus.
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N ä i d e  1. Leida funktsiooni у * x2 tuletis .*
Tuletise leidmisel kasutame ülalkirjeldatud 5-eamniulist 

skeemi:
1. X У = X2,
2. x + дх у + Ду = (x + Дх) »A
3. Ax Ay - (х + 4х)г - X = (2х + дх) Ах ,
4.

j
A zA X ж 2х + ДХ ,

5- lim
Дх-*-о 4 *  « lim

Ах Дх-о
(2х + дх) = 2х .

Seega y1 = 2x •
N ä i d e  2. Leida funkts iooni у а \J~x tuletis.
1. X У = f*1,
2. x + Ax у ♦ Ду - Ух + дх' •
3. Ax ДУ = у х  + Д Х ’ - f r

A z Vx ♦ Дх1 - V T  ,4. Ах Дх

5. lim 
ДХ— о -£| = . 11я АХ— о

Vx + Ax' - Vx1
ДХ

= 11» x + Дх - x
Дх— о Дх( V T T a ?  + \Гх )

1lim _ .
"дх— о Vх + ДХ' + * 2 •

в. у' * — — г* .
2 У Т

§3. TEOREEME ТОLETIБЕ КОНТА.
Oletame siin ja edaspidi, et kõik funktsioonid, millega 

me tõotame, on diferentseeruvad, seega ka pidevad.
Teoreem 1. Konstandi tuletis on null.
T õ e s t u s .  Olgu meil antud funktsioon у = C. Selle 

funktsiooni tuletise leidmiseks kasutatakse diferentseerimise 
skeemi ( § 2):
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1. X у = с ,
2. х + Дх у + ду з С ,
3. Ах Д У = О ,

4e Т х  s 0 ’
5. lim в lim 0 = 0 ,

А х -^О А Ах-*0

s.o. С® s О I m.o.t.t. (1*5)
Teoreem 2. Argumendi tuletis on 1.
T õ e s t u s .  Analoogiliselt eelmise teoreemi tõestu­

sele :
1. X  у = X  ,
2. x +4x у + Ду = x ♦ дх ,
3. Дх Ду = дх ,
4 - 1Tix - 1 ’
5. lim * lim 1 * 1 ,

дх— 0ЛХ Ах— О
s.o. х' = 1 , m.o.t.t. (1.6)

Teoreem 3. Funktsioonide algebralise summa tuletis võr­
dub liidetavate tuletiste algebralise summaga.

T õ e s t u s .  Olgu meil tegemist funktsiooniga 
у = u(x) ♦ v(x).

Kui argumendile x anda muut Дх, siis ka funktsioonid u ja v 
saavad vastavalt muudud Au ja Av ning sellepärast ka у saab 
muudu Ay. Kasutame jalle tuletise leidmise skeemi.

1. x у = u + v ,
2. x + дх у +ду = (u + Au) + (v +^v) ,
3. Дх Ду = ди + Av ,

-Ü - Ü
5. ü m  -4^ = lim -Ali + Цщ.

Ax-*-0 ax-*-О дх— О Дх
kust у* = и' + v* ,
s.o. (и + v)' з и' + v* , m.o.t.t. (1.7)
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On selge, et teoreem kehtib ka siis, kui meil on tege­
mist funktsioonide vahega või enam kui kahe liidetavaga.

N a i d e. (зС2 + x + 1)' = (x2) + x + (1) = 2x + 1.
Teoreem 4. тгяЬя funktsiooni korrutise tuletis võrdub 

esimese funktsiooni tuletise ja teise funktsiooni korrutise­
ga, millele on liidetud teise funktsiooni tuletise ja esime­
se funktsiooni korrutis.

T o e s t u s .  Olgu у = u(x)v(x). Anname argumendile x 
muudu Ax, siis vastavalt tuletise leidmise üldeeskirjale 
saame:

1. x у a uv , -
2* x + Дх у + Ау а (u + £U)(v + Av) ,
3. Дх ^y =Au v̂ + u *4v + Ди *Av ,

Дх Дх ДХ дх
5. lim = 11» (-fr v) + U m  ) ♦дх— о AX Ax-*-о д Дх-*о лх

+ lim( Д u-~) .
Д Х -MJ л

Kuna и ja v ei sõltu argumendi muudust Дх, siis
lim (~4^ v) a lim -4 =̂ev * u*v »x-*-o Дх-*-о л
lim (u4l ) « u lim — Г = uv> •X— о д х—̂ оAx-

Kuna u on eelduse põhjal diferentseeruv funktsioon,siis
on ta ka pidev ja lim Au = 0. Seega 

4х-»о » » I .у s u v + uv , m.o.t.t. 0.8) 
Järeldus.Konstantse teguri võib võtta tuletise margi et­

te.
Tõepoolest, olgu meil funktsioon у = cv. Eelmise teo­

reemi põhjal y’ a c'v + cv’. Kuna konstandi tuletis on null,
(c v)' а С V*
2 . 

г
7 = J (I ЧтУ * J (1* IT** + I* \ —)  а .

siis -' 1
H a i d e. Olgu у a^x^lT. Siis
2



Teoreem 5» Jagatise tuletis on võrdne murruga, mille ni­
metajas on murru nimetaja ruut ja lugejas murru lugeja tuletis 
korrutatud nimetajaga miinus lugeja korrutis murru nimetaja 
tuletisega.

T o e s t u s .  Võtame funktsiooni 7 = , kus u ja v
on funktsioonid, millel on tuletised x järgi ja v  ̂0. Siis

1* * у = I ,

2. x + Дх у + AJ = у t
u + -du u uv+vA U-UV-UA V

t
т д . _ U+Ü U  и UV+VJ u-u v—

^ 7 = V + Av V = V(V+ Av)
,, _ Au .. Av
• -ii - ~ T x  .AX “ v(v + a v )

v lim ^u — и Tim 
Ду ÜX-^O^ A x W flX 

5* ---^2-6 x-*-o v + v lim а v
Ax—»o t t V U - U V

=  ---------2 -------------- *v ♦ О 
t t

Järelikult (£)* a u—- g UY- m.o.t.t. (1*9)v
Seda teoreemi võib tõestada ka teisiti. Kirjutame aval­

dise у s - kujul и = ту ja kasutame korrutise diferentseeri­
mise valemit (seejuures peame ilmselt eeldama, et y' eksis­
teerib) .

U* s v'y + vy* vy1 a U* - V*y a U* - V* ^ ,
ХГ» _ ül _ TT»_Ü _ u'v - v’u 
7  -  V  v  " 2 ------------- 2 ------- •

V

x2 - 1N a i d e. Olgu у а ---- . Siis
x + 1

• (X2 -  p ' t x 2 И )  -  (X2 -  1 ) (x 2 + 1 ) ’ .
(x2 ♦ 1)2

. 2X(X2 1) - (x2 - 1) 2x = »X _
. (x* + 1)“ - (x^ + 1)2
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Teoreem 6* Funktsiooni pöördfunktsiooni tuletis on võrd­
ne antud funktsiooni tuletise pöordvaartusega.

T o e s t u s .  Olgu antud mingi funktsioon у = f(x), 
mille tuletist argumendi x järgi tähistame sümboliga yx.Kui 
funktsioon у a f(x) on pidev, siis on teatavasti pidev ka te­
ma poordfunktsioon x = g(y). Viimase funktsiooni korral on 
sõltumatuks muutujaks у ja sõltuvaks x (argumendi ja funkt­
siooni osad on võrreldes esialgse funktsiooniga ära vaheta­
tud). Vastavalt definitsioonile on funktsiooni x = g(y) tu­
letis muutuja у järgi , . _

X_ = lim -ff .

Teostame piirväärtuse margi all lihtsa teisenduse - -̂y-
А X

ning asendame tingimuse Лу-*-0 tingimusega Ax —►O (mõlemad 
tingimused on funktsioonide у = f(x) ja x = g(y) pidevuse 
tõttu samaväärsed). Saame

1 1x„ = lim . ' = --- . ' " ■ •
ду— ° lim *Tx

Д X Д Х-+0 A x

Viimase murru nimetajas tunneme ära у tuletise x järgi.Seega
oleme näidanud, et , 1x a m.o.t.t. (1.10)

Ух
N ä i d e .  Olgu tarvis leida funktsiooni у = /х" tuletis. „„ p Selle funktsiooni pöördfunktsiooniks on x = у .Kasutama asja 

tõestatud teoreemi, mille kohaselt
• _1_ 1 1___
* ~ ^  ' 2 ■/? '

Jõudsime samale tulemusele nagu varem.

§ 4. JUHTFUNKTSIOONI TULETIS
Liitfunktsiooniks e. funktsiooni funktsiooniks nimeta­

takse funktsiooni, mille analüütilises avaldises funktsioon у 
sõltub oma argumendist x kas ühe või mitme vahendaja funkt­
siooni kaudu.

Olgu у = f(z), kus z on mingi x funktsioon z =<p(x),see- 
63 У = f [ <f (x)] .
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Muutuja у on x funktsioon, kuid ta ei sõltu temast vahetult,
▼aid uhe teise funktsiooni kaudu.

•• 2V a i d e 1. Funktsioon 7 = sin z on suuruse x liit-
funktsioon, sest me võime selle funktsiooni kirjutada kujul 

2у = z , kus z = sin x.
N a i d e  2« Olgu у = sin X2. Selle liitfunktsiooni 

võime esitada kujul у = sin z, kus z = X2.
Näitame järgnevalt, et liitfunktsiooni tuletis arvuta­

takse järgmise valemi järgi:
t 1 »

7X = yz*zx f
Selleks anname x-le muudu дх, siis ka z ja у saavad muudud. 
Д z ja ду. Tuletise definitsiooni põhjal

y' - lim -^2 .
7z Az^oÄZ

Piirväärtuste teooriast teame, et see võrdus on samaväärne 
järgmisega:

■44 = у' + 0̂  *Д z z
kus oC on mingi lõpmata väike suurus. Edasi saame

AJ = ( Уz + ot ) Д z .
Jagame selle võrduse mõlemad pooled läbi muuduga дх ja lähe­
me piirile

-ДХ “ - Ц  •

Уx ■ yz*zx * (1.11)
Märkus 1. Valemit (1*11) saab kergesti üldistada juhule, 

kus suurus у sõltub suurusest x kahe või enama vahendava 
funktsiooni kaudu. Kui näiteks у = f(z), kus z = g(u) ja u = 
a h(x), siis võtab valem (1.11) järgmise kuju;

» » t 1 
yx c 3V V UX •

Saadud valemit, mida vahel nimetatakse ka "ahelreegliks", on 
võimalik vajaduse korral veelgi üldistada.

Märkiva 2. Valemit (1.11) on võimalik tuletada ka läh­
tudes tuletise leidmise skeemist ja kasutades võfmaiust kLr-
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jutada murdu kujul .Sel juhul tekib aga raskus 
siis, kui argumendi mõnedel väärtustel Au = 0.Niisugusel ju­
hul pole lubatud muuduga Au jagada. _________

N a i d e. Leida funktsiooni у = у зс2 + ч- 3 tuletis. 
Siin у = VzT ja z = x2 + 4x + 3, seega
* л » . * * 1 2x + 4 x + 2y_ = — z_ = 2x + 4 ja у s У •*,. = ■■ ■■ = ■■ —  •
z  2Vz x  2 V Xz +4x+3

$5. LOGARITMFUNKTSIOONI TOLETIS,
Tuletame meelde valemid, mis võimaldavad ule minna lo­

garitmilt alusel a logaritmile alusel e (s.o. naturaalloga- 
ritmile). Olgu meil antud funktsioon у = log. x.Logaritmi de-▼finitsiooni kohaselt â  в x. Võtame selle võrduse mõlemast 
poolest naturaallogaritmi:

у In a e ln х , 
eiit у = jj—  ln x .

siis
lo®a x = In“ä ̂  x * <1-12>

Valem (1*12) kehtib suvalise x korral, seega ka siis kui x=e:
loga ® = Ina * C1.13)

Valemit (1*13) laheb meil vaja hiljem. Leiame nuud logaritm­
funktsiooni tuletise.

Olgu antud funktsioon у = loga x. Rakendame j alle tule­
tise leidmise skeemi (anname argumendile muudut x,leiame vae­
tava muudu 4 У jne.).

1. x  у = logax,
2. x + 4x у = loga(x + дх),
3* Ах д у в  loga(x +Ax) - logax = iogai-±AŽ_

A X >
X

*• los»(1 * -ii) •
Tahistame — E = оL . Kui Дх—>0, siis ka oC— ►O.J
Asendame; 1ова 1̂ = x lo8a^1
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Leiame piirväärtuse": ^

lim "4x = x lim loga 1̂ +oC^

x loga ̂
Лх-»-о _ 1i

lim (1 ч-оС)00 = 5 logae .<*-*-o
Kasutades valemit (1.13), saame lõplikult

(logax)' = - jn -a . (1.14)
Erijuhul kui ase, siis ln e = 1 ja

(lax)' . (1.15)
M a i d e  1. Leida funktsiooni у = log( +1) tule­

tis.
у 3 log z , z = \fx + 1 ,
’ 1 1 1

yz = z ln10 * zx = 2 »
* ' * 1 . 1 _______1________

У х - У а * x - z ln 10 2 ^ T S 2 V ^ ^ + 1)ln1 0 *
N a i d e 2. Leida funktsiooni у = 1п(х^ - 2) tuletis. 

У s In Z , Z s X 2 - 2 ,
I Л t

yZ = z • = 2x ,
2x

7 T. ,* 2x 2x Ух * У2 * zx =

§ 6. EKBPONENTFUNKTSIOONI TULETIS
Olgu antud funktsioon у = ax, siis tema poordfunktsioon 

.on x s logay. tTlal nägime, et
' _ 1

"V у ln a" *
Kasutades valemit (1.10), võime kirjutada

« ' 1 1 *
7X = = — ч--  3 у In а .

Et у 3 ax, siis 
Erijuhul kui а = e, siis

у In а

(ax)' 3 a1 In а . (1.16)

(ex)' 3 ex ln e 3 ex . (1.17)
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Märgime, et eksponentfunktsioon у = ex on ainuke funkt­
sioon, mille tuletis võrdub tema endaga.

Valemi (1*16) võib tuletada ka teisiti, kasutades nn.lo­
garitmilise diferentseerimise võtet. Teeme seda.

Olgu antud funktsioon у = ax. Võtame selle võrduse va­
sakust ja paremast poolest naturaallogaritmi

l n j s z l n a
ning arvutama saadud võrduse mõlemast poolest tuletise z jär­
gi. Siinjuures peame silmas pidama, et у kujutab endast z 
funktsiooni ning ülaltoodud võrduse vasakust poolest tuleb 
arvutada tuletis liitfunktsiooni diferentseerimise eeskirja­
de kohaselt. Nii tehes saame:

Л »
j j s In а .

Siit у' а у ln a, ehk , ZN’ x .(а ) sa In а.
Jõudsime samale tulemusele.

•• 2-^xN a i d e. Leida funktaiooni 7 = 6 ' tuletis«
у a ez , z * 2 - 3z ,
t * t 

У, - • . *x * -3 .
» • t % 2-^x

7z = yz * zz = e = ~3e •

§7. ASTMEFUNKTSIOONI TULETIS
Olgu antud funktsioon у = z11 . Kasutame jalle logarit­

milise diferentseerimise meetodit.
у a za, ln у = n ln z, = n • 1 , millest

N a i d e 1.

N ä i d e  2.

y' = n • £ = n . 2? .

(x11)' e n z11" 1 . (1*18)

( x V  а 5 *\

,1ч* Г -1ч’ -2 1( j )  =  ( Z  )  = - z а -  — ^
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N a i d ©  3* о 2 1

e h k  С л / ? ) '  .  2

§ 8. TRIGONOMEETRILISTE FUNKTSIOONIDE TOLETISED
A. Funktsiooni у = sin x tuletis.
Diferentseerimise üldeeskirja järgi:
1. x  j = sin x ,
2* x + дх у +^y = sin(x + дх) ,
3« Дх = sin(x + дх) - sin x =

a 2 cos(x + -4p) Sin -^E f
.

4 . “Д Х  = 2 cos( x  + “T *  ) " J V 2"  =

= cos(x + -|i) ,
~ T

A sin-4^
5. li«-j| вЛ ^ о СОЗ(Х + --~  =дх-^о Дх-^о ДХ-^О му

з COS X • 1 #
Seega (sin x)’ = cos x . (1.19)
B. Funktsiooni у = cos x tuletis.
Põhimõtteliselt võiksime me toimida analoogiliselt sii- 

nusfunktsiooni tuletise leidmisele. Läheme lühiduse mõttes 
teist teed, esitades funktsiooni у = cos x kujul

у = sin (žf - x), ehk
у = sin z , kus z s £ - x .

Rakendame liitfunktsiooni tuletise arvutamise valemit. Sel­
leks peame leidma* ' « t iJz = COS z , Jj s -1 , Ух= yz*2x= - COS Z = - COS(^ -* i.) г
- - sin x. Oleme seega näidanud, et

(cos x)’ = - sin x . (1.20)
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С. Funktsioonide у = tan х ja у = cot х tuletised.
ч - «

Tangens- ja kootangensfunktsiooni tuletise leidmiseks 
kasutame jagatise tuletise valemit (1.9):

( ,» I 1sin x\ (sin x) cos x - sin x(cos x) cõs"xi a ---- L - 2 "-----
• COS X

2 2 cos x + sin x 1= ------2---- = -- 3—  .cos X COS X

(tan x)' = — -Ц—  • (1*21)
cos^c

(cot X) * * (C9S x i = (cos x)'sin x - cos x(sin x)' =V s i n  x  / sin x
sin2x ♦ cos2x 1= - j = “ 2 ' • sin x sin x

(cot x)' = - ■ . (1*22)sin x
N a i d e 1« Leida funktsiooni у = cos 5* tuletis. 
Tegemist on liitfunktsiooniga

у - cos z , z = 5х , г
У2 = - sin z , zx = 5 ,

t i t
yx = 7Z * zx = “ 5 sin 2 = "5 Sin 5X .

~ 2N a i d e 2. Leida funktsiooni у = sin x tuletis.2у = z , z = sin x ,
y* = 2z , ẑ  = cos x ,

t t ty^ = у • z_ s 2z cos x = 2 sin x cos x = sin 2x .
X  Z  JL

•• 2N a i d e 3» Leida funktsiooni у = tan 3x tuletis.2у = z , z = tan u , u = 3x ,

7- = 22’ ^  = = J •
6z 6 tan 3xyx = yz • *u * ux = — r -  » •COS U • COS 3x

N a i d e 4. Lei da funktsiooni у = cot \j2x‘ tuletis, 
у = cot z , z =/u , u = 2x ,



7 l * 7 l '  * » ■ * * * '  y « W .  * '  ’

§9. ARKDSJTJFETSIOONIDE TULETISED,
Arkasfunktsioonid kujutavad endast vastavate trigono— 

>triliste funktsioonide pöördfunktsiooni ja seetõttu saab 
send* tuletiste arrutamisel kasutaia valemit (1.10).

Olgu j я arcsin x, tema põõrdfunktsioon on x я sin 7 . 
Yalemi (1.10) põhjal

__^csin x)’ ■ **  •
Soid eos 7 = l/l - sin27 = V1 - x2' » mistõttu

(arcsin x)* = — • 1 : ■ . > (1.23)
V T T ?

Analoogiliselt saab naidata, et
(arccos x)' ----- ■■ ■ . (1.24)

Vi ~
Leiame nuud arkustangensi tuletise. Olgp 7 = arctan x, te­
ma põõrdfunktsioon on x = tan 7 .

Seega
(arctan x)' = ------- T = cos27 = ■ ■ 1— 7 ■ .

(tan 7) 1 + tan 7 Л + xT

Järelikult
(arctan x)' = — 3— « . (1.25)

1 + x*
Toimides analoogiliselt, leiame, et

(arccet x)* = - — -— » . (1.26)
1 + -xr

I S i d e 1. Leida funktsiooni 7 = arcsin j- tuletis.
7 = arcsin 2 , г * j ,

* 1 _ •  1



H a i d e  2. Leida funktsiooni у = arctan j tuletis.

7 s arctan z , i s f

1 + *
» » * 1 1
- 7* * *x « t  ~

* 1 *x = а •

1 + z

$10. ELEMENTAARFUNKTSIOONIDE TOLETISTE TABE3*
Eelmistes paragrahvides leidsime põhiliste funktsiooni­

de tuletised. Koondame saadud valemid ühtsesse tabelisse.
1. у = с ,
2. у = x ,
3. у = Xй,
4. у = j ,

5. у * -As

7. у у .

8. у

9. У = ех 

10. у =logax , у'= Г 4 п а ;

У = 0 J 11 . У = I n  х  , У  *

t
7  = 1 i 12 . У = Bin X , «

У  ■
tУ = ИХ11“ 1 ; 13 . У s 008 X ,

t
У  =

tУ = 1 . 14 . У s tan x  ,
•

У  *

t
У  «

m

■  ’
15 . У =  cot X ,

t
У  =

t
У = 1

2 \ П Г  *
16 . У - arcsin x | у '=

1 1
17 . О лла  -'Г •

У =
п * £ ^ ’

У " CUL vvUo JLу У *

t
У = axln a j 18. У= arctan x, t

У =
t

У = ex ; 19. У= arccot x, »
У =

X *
COS х  ;

ees= Г !

sin2x 
1

V i- * 2 

" d 5"

511. eBrsexit jIrhj тоьихзш)
Olgu antud mingi funktsioon у = f(x). Ka solle funktsi­

ooni tuletis у =f (x) kujutab endast reeglina x funktsiooni. 
Diferentseeridas seda funktsiooni, saame funktsiooni y=f(x) 
teist jarkn tuletise, mida tähistatakse sümboliga y", f"fx)
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Funktsiooni teist järku tuletis näitab funktsiooni muutumise 
kiirendust argumendi muutumisel. Sama teed edasi minnes saa­
me funktsiooni kolmandat järku tuletise y"' = (y**)' jne. 
Funktsiooni n-ndat järku tuletiseks nimetatakse (n-1)-järku 
tuletise tuletist, s.o.

у ( п ) = [ у ( п - 1 ) ] *  =  f ( n ) ( x )  .  ( 1 e 2 7 )

Neile kõrgemat järku tuletistele ei ole võimalik anda niisu­
gust füüsikalist tõlgendust, nagu me andsime esimest ja teist 
järku tuletistele. Sellest hoolimata etendavad nad tahtsat 
osa funktsiooni omaduste uurimisel.

N ä i d e  1. Leida funktsiooni у = kõik tuletised.
y'= 5x4, y"= (5*V = 20X3, у '= 60i2 , y’V= 120x ,

yV= 120, yv' = 0.
Seega on antud funktsiooni kõik tuletised alates 6-ndat jär­
ku tuletisest nullid.

N ä i d e  2. Leida funktsiooni у = ln i teist järku 
tuletise väärtus punktis x = 1.

1 - 1  и "
У = x * 7 = - ^2 » у (1) = -1.

§12. DIFERENTSIAALI MÕISTE 
Lahtume funktsiooni y=f(x) tuletise definitsioonist 

у — lim -AZ
See tahendab, et

~ Ü  = y' + 06 »
kus <*- on lõpmata väike suurus. Avaldame siit funktsiooni muu- 
du: Л7 = УДх +ocAx (1.28)
Kui Дх— ►О, siis kõik kolm liiget valemis (1.28) on lõpmata 
väikesed suurused. Kursuse eelnevast osast teame, et lõpmata 
väikesed.' suurused võivad läheneda nullile rineva kiiruse­
ga. Tuletame meelde, et kahe lõpmata vaikese suuruse 5̂ ja 
võrdlemiseks tuleb arvutada piirväärtus lim Л- . Kui see



piirväärtus võrdub nulliga, siis on О kõrgemat järku lõpmata 
väike kui 'fr ning läheneb nullile kiire mini.

Hai tame nuud, et teine liidetav valemis (1*28) on kõr­
gemat järku lõpmata väike suurus võrreldes esimese liideta­
vaga. Tõepoolest,

Seega moodustab funktsiooni muuda olulisema osa esimene lii­
detav yMx. Seda funktsiooni muudu peaosa nimetataksegi 
funktsiooni diferentsiaaliks ja tähistatakse dy. s.t*Idy = уДх.
Kui у = x, siis y* = x* s 1 ja dy = dx з 1« Д x = ДХ. Seega

dx = Дх (1*29)ja ,
dy = у dx. (1*30)

Need УяУ-я võrdust defineerivad argumendi ja funktsiooni di­
ferentsiaali :

argumendi diferentsiaaliks nimetatakse argumendi suva­
list muutu;

funktsiooni diferentsiaaliks nimetatakse funktsiooni tu­
letise ja argumendi diferentsiaali korrutist.

Võrduse (1*30) võib kirjutada kujul y'= |j|. Siit nähtub, 
et funktsiooni tuletis on funktsiooni ja argumendi diferent­
siaalide jagatis.

St me defineerisime funktsiooni diferentsiaali tuletise 
kaudu, siis on sellel tulemusel ainult formaalne tähendus ja 
ta ei anna midagi uut. 2

N ä i d e .  Leida funktsiooni у = e” diferentsiaal.
-x2 - ' -x2у = -2xe , järelikult dy = -2xe dx.

§13. DIFERENTSIAALI GEOMEETRILINE TÕLGENDUS 10 ,
Olgu antud funktsioon у = f(x), mis xy-tasandil esitab 

She kõvera (joon.3). P(x,y) ja Q(x+дх, y+ду) olgu selle kõ­
vera ТгяТгя naaberpunkti. Punktis P tõmbame kõverale puutuja 
FT. Selle puutuja tõus on у , nii et RT = у Дх s у dx = dy. 
Nagu näha, kujutab lõik RT funktsiooni diferentsiaali dy.

Ilm ^ * = — lim об = 0 
дх— о У Ax Гдх^о
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Joon. 3»
Seega geomeetriliselt vastab funktsiooni diferentsiaali­

le kõvera puutuja ordinaadi muut üleminekul punktist abstsis- 
siga x punkti abstsissiga x + Дх.

Funktsiooni muudu ду ja diferentsiaali dy vabe' Ay-dy 
esitub lõiguna TQ. Lõik TQ kujutab seega kõrgemat järku lõp­
mata väikest suurust cCAx.

§14. DIFERENTSIAALI KASUTAMINE LIGIKAUDSETES 
ARVUTOSTES

Me defineerisime diferentsiaali kui funktsiooni muudu 
(1.28) peaosa. See võimaldab Kasutada diferentsiaali kui 
funktsiooni muudu ligikaudset väärtust:

dy^Ay. (1.31)
Valem (1.31) on seda täpsem, mida väiksem on muut Ax. Vale­
mit (1.31) kasutatakse siis, kui funktsiooni diferentsiaali 
on kergem arvutada kui tema muutu (näide 1).

Anname valemile (1.31) teise kuju:
f(x + Ax) - f(x) ä* f'(x) Ax .

Siit saame ligikaudse väärtuse funktsiooni aufele väärtusele: 
f(x + Ax) ̂  f(x) + f * (x) Ax . (1.32)

Seda valemit on sobiv kasutada siis, kui me teame funktsioo­
ni väärtust mingis punktis x (näide 2).

N ä i d e  1. Kuubi serva pikkus on 30 cm. Pärast kuu­
mutamist suurenes iga serva pikkus 0,1 cm võrra. Kuidas muu­
tus selle tulemusena kuubi ruumala?
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Tähistame kuubi serva pikkuse sümboliga xf siis ruumala
V ж x̂ . Kui tähistada Дх-ga serva pikkuse muutu, siis kuubi 
ruumala muudu ДУ võime arvutada valemist (1.31)*

ДУ «v'(x)4 x , 
kus x s 30 cmf Az = 0,1 cm. Kuna v'(x) = Зх2, siis

AV ̂ З х 2Дх , ehk arvuliselt AV ̂  3*302»0t1 = 270 cm̂ . 
Arvutarne ka ruumala muudu tapse väärtuse: ^

A7 s (x + Дх)^- x? = Зх2Дх + Зх(дх) 2 + (Д x)^*270,901 cm2 
Võrreldes seda tulemust ligikaudse vaärtrusega, näeme, et li­
gikaudse tulemuse absoluutne viga on 0,901 cm̂  ja relatiivne 
viga 0,901 : 270,901 = 0,0033 = 0,33 %• Seega on valemi 
(1.31) kasutamine antud ülesande korral õigustatud.

N a i d e 2. Arvutada ligikaudselt /̂24* . Siin kasu­
tame valemit (1.32). Lahtefunktsiooniks on у г f(x)s ̂ /iT.Kh- 
na ̂ \f 27 = 3, siis on otstarbekas valida x =27 ja Дх в -3. 
Leiame veel funktsiooni tuletises

f'(x) = 1
5Valem (1.32) annab:

П/241 3 + -- - - = 3 - J 2,8889.T r = F " = * "9. 3 " У  272 3 
Tabelitest leiame, et "y 24 = 2,8845. Ligikaudse tule­
muse absoluutne viga on seega 0,0044 ja relatiivne viga on
0,0044 : 2,8845 = 0,0015 = 0,15 %•
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II T U L E T I S E  R A K E N D U S I

§1, HJUTOJA JA NORMAALI VÕRRANDID
Olgu antud kõver oma võrrandiga у = f (x) ja puu te punkt 

Mot mille abstsiss olgu x*. Leiame punkti M0 labiva puutuja 
T ja normaali N võrrandid (joon.4).

Puu te punkti ordinaacLi 
leiame avaldisest ye*f(x0). 
Puutuja tõus к = tanod on 
võrdne funktsiooni у tu­
letisega argumendi väär­
tusel X « :

к * у \ХмХо * * (*•> •
Teades puutepunkti koor­
dinaate ja puutuja tõusu, 
leiame puutu;)a võrrandi, 

Joon. 4. kasutades selleks sirge
võrrandit labi antud punkti antud tõusuga:

у - y1 ■ k(x - x1) .
Asendades siia y^«y9t ja к = f‘(x#), saame:

у - ye« f *(x0)(x - xe) . (2.1)
Normaaliks punktis H0 nimetatakse sirget,mis labib punk*» 

ti M0 ja on risti puutujaga. Leiame normaali tõusu. Et joone 
normaal on puutujaga risti, siis sirgete ristseisu tunnuse

Л Аpõhjal on tema tõus = - j: ---- f normaali võr­
rand on seega

у - y.= -
f (Xo)

(x - x0) . (2.2)

N a i d e. Leida puutuja ja normaali võrrandid para­
boolile у а 2X2 punktis A(0,5;0,5).

у' = 4x, y'(0,5) = 2. Seega puutuja võrrand on
у - 0,5 = 2(x - 0,5) ehk lihtsustatult 4x - 2y - 1 =0. 

Normaali võrrand on
у - 0,5 = -0,5(x - 0,5) ehk lihtsustatult 2x+4y-3«0.
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§2. ROLLE’ i JA LAGRANGE * i TEOREEMID
1. Rolle*i teoreem. Kui loigus Ca,bJ pideva ja vahemikus 

(a,b) diferentseeruva funktsiooni f(x) väärtused otspunkti­
des a ja h on võrdsed, siis vahemikus (a,b) leiduh vähemalt 
uks punkt x = c, milles tuletis f (x) on null,s.o. f (c)=0.

Jattes kõryale teoreemi range matemaatilise tõestuse, 
piirdume selle geomeetrilise tõlgendusega. Kuna eelduse põh­
jal on funktsioon у - f(x) pidev, siis on tema graafikuks 
pidev joon (joon.5).

Tõmbame lõikaja PQ,mille 
otspunktideks on P[a,f(a)J 
ja Qjb,f(b)j .Eelduse põhjal 
f(a) = f(b),seega on lõikaja 
PQ paralleelne x-teljega ja 
tema tõus võrdne nulliga.Ni­
hu tarne lõikajat PQ paral- 

Joon. 5. leelselt iseendaga.Ilmselt
peab vahemikus (a,b) leiduma niisugune punkt c, kus nihuta- 
tav sirge osutub puutujaks antud kõverale. Kuna puutuja punk­
tis x s с on paralleelne x-teljega, siis f (c)=0, m.o.t.t.

2* Lagrange*i teoreem. Kui funktsioon у = f(x) omab iga 
x puhul vahemikust a<x<b tuletist, siis leidub selles va­
hemikus vahemalt üks niisugune argumendi vaartus c, et

I- f ̂  = f’(c) . (2.3)

T õ e s t u s .  Tähistame arvu tähega к ja
vaatleme abifunktsiooni F(x) в f(x) - f(a) - k(x - a).
See abifunktsioon rahuldab Rolle'i teoreemi eeldusi,s.o.F(&) = 
s F(b) * 0 ja vastavalt teoreemile leidub vahemikus (a,b) 
punkt x = c, milles F (c) = 0.

Kuid f '(x) = f'(x) - k. Tähendab f'(c) - к = 0,millest
к = f *(c).

Asendades к tema esialgse väärtusega, saame
. ж f'(c) t m.o.t.t.
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Lagrange'i teoreemi geomeetriline tõlgendus seisab järg­
nevas :

Eui pideval joonel PQ on igas punktis P ja Q vahel ole­
mas puutuja, mis ei ole risti x-teljega, siis leidub joonel 
PQ vähemalt uks punkt R, kus puutuja on paralleelne lõika­
jaga PQ (joon.6).

Tõepoolest.lõikaja PQ 
tõus
tany. ; Ц Ч .

Joonestame kõverale 
PQ puutuja,mis on pa­
ralleelne lõikajaga 
PQ. Puutepunkti abst- 
sissi tähistame x = c, 
siis tanot = f (c) . 
Et puutuja ja lõikaja 
on roõbikud,siis nen- 

Joon. 6* de tõusunurgad on
ОС ж ja tancC = tan<̂  .Asendades tancp=f'(c),võrdsed 

. saame

Lagrange1i teoreemi tuntakse ka keskväärtusteoreemi ni­
me all. Keskväärtusteoreem on matemaatilise analüüsi tähtsa­
maid tõestusvahendeid, matemaatika rakendustea aga tahtsa- 
maid funktsioonide väärtuste hlndamisabinõusld.

Lagrange'i keskväärtusteoreemist võib teha kaks tähtsat 
järeldust.

Järeldus 1. > Kui funktsioon f(x) omab vahemiku a< x<b 
igas punktis tuletist ja see tuletis on kõikjal null, siis 
see funktsioon on konstantne.

T õ e s t u s .  Eelduse kohaselt funktsioon f(x) omab 
vahemiku (afb) igas punktis tuletist, s.t. kehtib keskvaär- 
tusvalem (2.3). Vabastame valemi (2.3) nimetajast:

f(b) - f(a) = (b - a)f'(c), kus a^c<b . 
Kirjutades b asemele x, saame:

f(x) = f(a) + (x - a)f (c), kus a<c<x .
Et vahemiku igas punktis on tuletis null,siis ka f (c)=0 ja
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f(x) a f(a) , m.o.t.t.
Tõestatud järeldust tuntakse ka nulltuletisteoreemi ni­

me all. >
Järeldus 2. Kui kahe funktsiooni tuletised on mingis 

vahemikus võrdsed, siis need funktsioonid on selles vahemi­
kus kas vSrdsed või erinevad konstandi võrra.

( T o e s t u s .  Eelduse põhjal f̂ (x) = f2(x),kus acxcb. 
Olgu <P(x) a f̂ (x) - f2(x). Leiame selle funktsiooni tuleti-
S0  •

<p’(x ) а [ f ^ (x )  - f 2( ^ ) ] '  = - f 2(x ) а 0 .

Järelduse 1 põhjal on <ip(x) konstantne funktsioon. Seega
f^x) - f2(x) = с 

kogu vahemikus, m.o.t.t.
Kai с а 0, siis funktsioonid on võrdsed.

§3. L’ HO SPIT AU REEGEL C?
Juhul, kui põhiteoreemid piirväärtustest ei olnud raken­

datavad, kasutasime funktsiooni piirväärtuse leidmiseks mit­
mesuguseid kunstlikke võtteid. Prantsuse matemaatik L'Hospi­
tal andis 17II sajandil lihtsa meetodi teatud piirväärtuste 
leidmiseks. L’Hospitali reegel on vahetult rakendatav ̂  ja 
tuupi maaramatuste puhul.

Teoreem. Kai Hm f (x) я lim g(x) = 0 või lim |f (x)| ■ 
x-*-a x-^a x-*-a

a lim lg(x)I = oo ja eksisteerib piirväärtus 
x-*-a f'(x)lim g*fx) * x-»-a 6 4 '

siis on sama piirväärtus ka funktsioonide suhtel:

lim Iff} = lim * (2*4)x-*-a sv> ' x-*-a g (x)
Selle teoreemi jätame meie kursuses tõestamata. Märgime

veel,et kui lim f'(x)=lim g'(x)=0 või lim|f4x)(=limlg»(x)|=oo x— a x-»-a x— а x— а 9
siis võib L'Hospitali reeglit rakendada ka f'(x) ja g*(x)
suhtele: •

ii. • ü a §"oo Jne-
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H a i d e  1. Leida lim x2 - 5x - 10
x-~5 x^ - 125 ’

Eona x = 5 korral nii lugeja kui ka nimetaja võrduvad 
nulliga, siis võime kasutada L'Hospitali reeglit: 

x2 - 3x - 10 2x - 3 7
r3 -125 ' Ü 5 ■ w -  •

lim
x-*-5

1.

N a i d e 3. Leida lim x * 1 .
X-*~co

Kui x— oo 9 siis ka ln x-^°° ja seetõttu on meil te­
gemist määramatusega tuupi -35r♦ Kasutades L*Hospital! reeglit, 
saame: 1 + 1

lim x \ ln x * lim ■■ л x > 1.
X —► 0 0 1  X-*-oo

§ 4. FUNKTSIOONI KASVAMINE JA KAHANEMINE P
Funktsiooni у = f(x) nimetatakse mingis x väärtuste va­

hemikus kasvavaks, kui argumendi x kasvamisel selles vahemi­
kus kasvavad ka vastavad у väärtused ja kahanevaks, kui x 
väärtuste kasvamisel у väärtused kahanevad (joon. 7).

Kui x̂  <  Xg, siis 
f(x1)< f(x2). f(x^> f(Xg),

Joon. 7.
Vasakpoolsel joonisel on toodud kasvava funktsiooni ja pa­
rempoolsel kahaneva funktsiooni graafik. Anname järgnevas
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tunnuse, mille järgi saab otsustada, kas argumendi läbimine­
kul mõnest x väärtusest funktsioon f(x) kasvab või kahaneb.

Teoreem. Kui funktsiooni у = f(x) tuletis mingis x väär­
tuste vahemikus on positiivne, siis funktsioon kasvab selles 
vahemikus, kui aga tuletis on negatiivne,siis funktsioon ka­
haneb.

T o e s t u s .  Olgu antud kasvav funktsioon у = f(x) 
(joon.8). Mistahes punktis P(x0,y0) joonestatud puutuja moo­
dustab x-teljega teravnurga. Tangens teravnurgast on aga

Joon. 8. Joon. 9.
alati positiivne: tano6>o. Tuletise geomeetrilisest tähen­
dusest on teada, et tanoc = у | x=x . Seega kasvava funkt­
siooni korral toepoolest

y'(xo) > 0. (2. 5)

Siit saame ka eeskirja funktsiooni kasvamispiirkonna leidmi­
seks. Kui on antud у в f(x), siis: 

t
1) leiame у ,
2) lahendame võrratuse у ̂  O.Siit saame piirkonna,kus 

у on kasvav.
Olgu nuud у = f(x) kahanev funktsioon (joon.9). Puutuja 

moodustab suvalises punktis Q(x0,y0) x-teljega nurinurga:
ОС > £ , tanoC < 0. Seega

y'(xo) < 0  (2.6)
Funktsiooni kahanemispiirkonna leidmiseks tuleb

1) leida у , л t2) lahendada võrratus у < 0.
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H a i d e  1. Olgu antud funktsioon у « x2 + 4x + 5. 
Leida, kas punktides x = 1 ja x а -3 funktsioon kasvab või 
'kahaneb.
у ■ 2x + 4, y' | X_1 = 2 + 4  = 6 >0, y* |x=-5* -6+4= -2< 0.
Järelikult punktis x = 1 funktsioon kasvab, punktis x = -3 
aga kahaneb.

H a i d e  2. Leida funktsiooni у = 2X2 + 3x - 2
kasvamis- ja kahanemispiirkonnad. 
y'= x2 - 4X + 3 = >  X2 - 4x + 3 >- Ö 
Lahendades viimase vorratuse, saame 

-oo<x < 1  ja

(x - 3)(x - 1)> 0.

3 <  X <  + oo •
*Lahendades vorratuse у <0, saame 1 < i < 3  .

Seega funktsioon у = jx^ - 2X2 + 3x - 2 kasvab vahemi­
kes -oo<:x <  1 ja 3 <  x < ° °  ning kahaneb vahemikus 
1 < x  < 3  .

§ 5. KÕVERA KUMERUS JA HÕGUSUS
Kõverat у = f(x) nimetatakse kumeraks punktis x я x„, 

kui selle punkti kuitahes väikeses ümbruses kõver kulgeb 
allpool oma puutujat (joon.10).

Kõverat у = f(x) nimetatakse nõgusaks punktis x = xe, 
kui selle punkti vahetus ümbruses kõver kulgeb ülalpool ema 
puutujat (joon.10).

Kumer.
Joon. 10.

Olgu antud mingi funktsioon у = f(x), mille graafik ol­
gu nõgus. Eeldame veel, et funktsioon on kasvav,s.t. у 5» о 
(joon. 11). Tuletame nõgususe tunnuse. Joonestame kõverale' 
punktides M̂ , M2, M^ puutujad. Tõusunurgad ^ L̂ <  ̂  ,see-
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Tähistame у* = <р(х). Kana ^(x^) *< (Xg) < <jP(Xj),kus X1<x2< 
<.x^f siis <pon kasvav funktsioon. See aga tahendab, et 
<p#(x) >  0 ehk

y " >  0 (2.7)
Analoogilisele tulemusele jõuame, kui у = f(x) on kaha­

nev nõgus funktsioon. Seega saime järgmise nõgususe tunnuse:
kui funktsioon on nõgus mingis vahemikus,siis tema teist 

järku tuletis on positiivne selle vahemiku igas punktis.
Tuletame nüüd kumeruse tunnuse. Olgu antud kumer kasvav 

funktsioon у = f(x) (joon. 12).

juures on nad koik teravnurgad. Siis võrratustest 
järeldavad võrratused tan^ <  tan^ <  tanJXj ehk

Joon. 11.

X i X ,  xs

Joon. 12.
Tõmmanud kõverale punktides ja puutujad,näeme

et об/> oC£ >o^3 * Eona on tegemist teravnurkadega, siis 
tanocy > tan oC^> tanO^ ehk

7  I  х = х ^  >  y  I  x = x 2 ^  7

Tähistades y' =<p(x), näeme, et ^(x^)^ Cp(Xg)> <Р(х̂ ),
kus x^<x2 < Xj. Seega y*=<p(x) on kahanev funktsioon. Vas­
tavalt kahanemise tunnusele <̂ (x) < 0  ehk

y"< 0 - (2.8)
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Markus: Kui on tegemist kahaneva kumera funktsiooniga , 
siis jõuame täpselt samasugusele tulemusele.Sõnastame järg­
nevalt kumeruse tunnuse:

kui funktsioon on kumer mingis vahemikus,siis tema teist 
järku tuletis on negatiivne selle vahemiku igas punktis.

On võimalik naidata, et tingimused (2.7) ja (2*8) on ka 
piisavad vastavalt funktsiooni graafiku nõgususeks ja kume­
ruseks. 2N a i d e 1. Selgitada funktsiooni у = x - 4x - 5 
kumeruse ja nõgususe küsimus punktis x = 1.

Leiame funktsiooni teist järku tuletise ja uurime selle 
märki punktis x = 1.

y'= 2x - 4, у = 2 > 0.
Seega on antud funktsioon kõikjal (ka punktis x = 1) nõgus.

N ä i d e  2. Leida funktsiooni у = x^+ 9x2- 21x + 13 
kumeruse ja nõgususe piirkonnad.

y* = 3x2 + 18x - Z'l j у = 6x + 18 = 6(x + 3).
Kumeruse ja nõgususe piirkondade leidmiseks peame lahendama 
vastavalt võrratused yl,<: 0 ja y" >  0. Teeme seda:

6(x + 3) < 0 x  <  -3 =£*■ kumer,
6(x + 3) > 0 =£>- x > -3 = >  nõgus. - \

Punktis x = -3 ilmselt läheb kumerus üle nõgususeks.

§ 6. FUNKTSIOONI MAKSIMUM JA MIINIMUM
Olgu meil antud funktsioon у = f(x), mille graafik on 

teada.
Kui funktsiooni . у = f(x) väärtus argumendi väärtusel 

x0 on suurem kõigist tema naabruses asetsevaist funktsiooni 
väärtustest, siis nimetatakse seda väärtust funktsiooni mak­
simumiks ja tähistatakse Утах = f(*0) (j°on» 13).

Kui funktsiooni у = f(x) väärtus argumendi väärtusel 
x0 on väiksem kõigist tema naabrusts asetsevaist funktsiooni 
väärtustest, siis nimetatakse seda väärtust funktsiooni mii­
nimumiks ja tähistatakse ут1д = f(x0) (joon. 14).

Funktsiooni maksimumi ja miinimumi nimetatakse ühiselt 
funktsiooni ekstreemumiteks.
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7*in = fCx.)
Joon. 13. Joon. 14.

Sl tule arvata, et funktsiooni maksimum ja miinimum on 
vaadeldaval loigul vastavalt tema suurimaks ja vabImaks väär­
tuseks.

Halteks joon. 15 kujutatud funktsioonil on maksimua 
punktis x̂j ja miinimum punktis Xg, suurim väärtus f (Ъ) aga 
loigu lopp-punktis x = Ъ ja vähim väärtus f (a) alguspunktis 
x =

Olgu funktsioonil у = f(x) maksimum argumendi väärtusel 
x«(joon. .16). Valime x„ naabruses väärtused x«,-* h ja xe + h, 
kus h > 0 ja kullalt väike arv. Väärtusel x„- h on tuletis 
positiivne, väärtusel x0+ h negatiivne. Kui tuletis у muu­
tub pidevalt, siis ta saab ule minna positiivsetelt väärtus­
telt negatiivsetele väärtustele ainult vahepeal nulliks заа- 
des (kohal xe). Seega

kui väärtusel x# funktsioon omab maksimumi, siis f(xe)=0* 
kusjuures f (xe-h) > 0  ja f'(x0+h) <  0.
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Xfh Xc I„rfl

Joon. 16.
ülesannete lahendamisel kasutatakse ümberpööratud mõt­

tekäiku:
kui f’(x.) = 0  ja f'(x. - h) >  0 ja f (x. + h)<0%

miinimumi tun-

f (x, + h)>0,

siis funktsioonil on punktis xe maksimum.
Samal riisil tuletatakse ka funktsiooni

uus:
kui f'(x0) я © ja f*(xe - h) <  0 ja 

siis funktsioonil on punktis x« miinimum.
Leitud funktsiooni maksimumi ja m1Inlmumi tunnustes on 

oluline funktsiooni tuletise margimuut. Tingimusest f (xo)e0 
(uksi) ei piisa selleks, et funktsioonil oleks ekstreemum. 
Illustreerime seda raidet ühe naitega.

N a i d e. Olgu antud funktsioon у = Leiame selle 
funktsiooni esimest jarku tuletise ja rorrutame ta nulliga: 

у' я Зх2, Зх2 = 0, siit x я О.
Selles puhktis aga ei oma funktsioon у = x  ̂ei maksimumi ega

miinimumi. Toepoolest, kont­
rollime tuletise margimuutu 
üleminekul raartusest x = 0: 
f ?(0-h)=3(0-h)2=3h2^ 0,
f'(0+h)=3(0+h)2=3h2>  0.
Nagu naeme, funktsiooni tu­
letise margimuutu üleminekul
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väärtusest x = 0 ei esine. Järeldus: punktis x = О ei ole 
ekstreenaumit. Viimast väidet kinnitab ka funktsiooni у = x^ 
graafik (joon. 17). tSeega voime oelda, et tingimus f (x) = О on kull tarvi­
lik selleks, et funktsioon omaks punktis x ekstreenaumit, aga 
mitte piisav.

Kasutades esimest ja teist järku tuletist on funktsioo­
ni maksimumi ja ai i ninai tunnuseid võimalik formuleerida 
eriti lihtsal kujul.

Jooniselt 13 *võib naha, et maksimumpunktee on funktsioo­
ni graafikul rõhtne puutuja ja graafik on selles punktis ku­
mer. Kasutades funktsiooni kumeruse tunnust (2.8), formulee- 
rime jargnevalt funktsiooni maksimumi tarviliku ja piisava 
tingimuse:

funktsioonil у = f (x) on punktis x = x0 maksimum para­
jasti siis, kui t

f (x0) = 0
3* f”( z . ) < 0 . <2-9>

Jooniselt 14 näeme, et miinimumpunktis on funktsiooni 
graafikul rõhtne puutuja ja ta ise on nõgus.Miinimumi tarvi­
lik ja piisav tingimus on seegat

funktsioonil у = f(x) on punktis x = x. miinimum siis
ja ainult siis, kui ,

f (x0) = 0
3» 0 . 1 <2-10>

Siit saame ka eeskirja funktsiooni maksimumi ja miini­
mumi leidmiseks. Selleks tuleb:

1) leida y1 ja y",
2) lahendada võrrand у' = 0, s.t. leida need x väärtu­

sed., mille korral funktsioonil võivad olla ekstreemumid,
3) uurida y" märki nendes nn. kriitilistes punktides: 

kui y" jxax^^ 0» süs punktis x = x^ on maksimum,
kui у" |t-t. > 0» siis punktis x = x^ on miinimum, i=1,2,3...

4) kui y"j x=x = 0, siis tuleb küsimuse lahendamiseks 
uurida y* märgimuutu läbiminekul punktist x = x̂ .

35



H a i d e  1. Uurida maksimumi ja  mi i ni imiml suhtes
funktsiooni „ , 0

у з - 2X2 ♦ 3x - 2 ,
7 ' « X2 - 4x + 3, 7" = 2x - 4 = 2(x --2), 

x2 - 4x + 3 = 0 ehk (x - 1)(x - 3) = 0, millest x1*1,x2*3.
Asetame teise tuletisse x asemele jargiaooda väärtused

1 ja 3 ning maärame tuletise margi:
j" = 2(1 - 2) = -2 < 0,

j" ^ 3  = 2(3 - 2) = 2 >  О.
Seega on funktsioonil maksimum, kui x = 1 ja miinimum, kui 
x s 3* Leiame lõpuks ka funktsiooni väärtused maksimum- ja 
miinimumpunktides:

7max = 7 |x=1 a * f» 7min = 7 |x=3 = ~2*
H a i d e  2. Uurida maksimumi ja miinimumi suhtes4funktsiooni 7 3 x .

/  = 4x5, /  . ^ 2
4x5 = 0, millest x = 0,

1=0 = 12 . 02 = 0.
St teine tuletis on null, siis peame maksimumi ja miinimumi 
leidmiseks uurima 7 ' margimuutu läbiminekul punktist x = 0: 

7’(0 - h) = 4(0 - h) 5 a -4h5<  0 ,
7 ЧО + h) = 4(0 + h) 3 = 4h3 > 0 .

•4 llHagu naeme, on funktsioonil 7 = x punktis x = 0 miinimum.

§ 7. KÕVERA KHNURJNKT
Punkti, millest läbiminekul kõver muutub nõgusast kume­

raks või vastupidi (kumerast nõgusaks).nimetatakse kaänupunk­
tiks (joon. 18).

Olgu antud funktsioon у = f(x), mis on pidev ja omab pi­
devat teist jarku tuletist. Oletame, et punkt p[x0,f(x0)̂j on 
kaanupunkt ja vaatame, millised tingimused sellest tulenevad 
(joon. 18). Võtame x0-st vasakul pool punkti x^ <  xe. Nagu 
naha, selles punktis on funktsioon kumer ja seega y"| Q.
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Olgu *2 x., siia
_ _ >  О.Tuletis у" ku- X=X2

j utab endast samuti x 
funktsiooni,mille tahlata- 
me y" =yXx). See funkt­
sioon on eelduse põhjal 
pidev ja punktist x* ühel

'•i о *Гг 
Joon. 18.

pool negatiivne, teisel pool aga positiivne.Seega peab pide­
vuse tõttu olema ^Cx*) = 0.

' Tarvilikuks tingimuseks кагши punkti olemasoluks on jä­
relikult

у | „  = 0. (2.11)
Funktsiooni kaanupunkti leidmine toimub järgmise skeemi 

kohaselt:
. | M

1) leiame у ja у ;
A tl2) lahendame võrrandi у = 0. Saame teatud hulga abst- 

sissi vaartusi x^ (i = 1,2,3...), kus kaanupunkt võib olla;
3) selgitame vaija, kas y” muudab marki üleminekul 

punktist x̂ .
N ai de. Leida funktsiooni у = Зх4 - 8x5 + 2 käänu­

punktid.• i p и ;у = 12x  ̂- 24x , у = 36x
у" = 0 =>x(3x - 4) = 0 =>X.

- 48x = 12x(3x - 4) n 4= О I *2 = 3 *1
Vaatleme kõigepealt punkti x̂  = 0. 
vasakul x = 0 - h ja teise paremal pool 
kullalt vaike positiivne arv). Leiame
y"(0 - h) = -12h(-3h - 4) > 0, y"(0 + h) = 12h(3h - 4X0 

Kuna y" muudab punktist x = 0 läbiminekul marki, siis järe­
likult punkt A(0}2) on kaänupunktiks. /L'naloogiliselt toimime punkti ^ korral:

У

Valime ühe punkti temast 
x я 0 + h (h on

- h) = 12(£ - h)(-3h) < 0

>  0

^  - и.] =

y"(£ + h) = 12(% +
seega ka punkt, mille abstsiss on j , on antud funktsiooni­
le kaanupunktiks.

h)(3b) 
4
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$ 8. ro ira s io o n  UURUUME JA TEMA GRAAFIKU 
KONSTRUEERIMISE

Funktsiooni uurimise all mõistetakse harilikult seda, et 
tuleb laida funktsiooni

1) maaramispiirkond ja katkeruspunktid;
2) nullkohad, s.o. graafiku lõikepunktid koordinaat­

telg« de ga;
3) graafiku suue etr liisus koordinaattelgede ja null­

punkti suhtes;
4) kaeranis- ja kahanenispiirkonnad;
5) maksimum- ja miinimumpunktid, samuti funktsiooni 

raartused nendes punktides;
6) graafiku kumerus- ja nogususpiirkonnad ning käänu­

punktid;
7) graafiku asumptoodid.
Uurimise tulemuste põhjal konstrueeritakse funktsiooni 

graafik (rahel on otstarbekas skitseerida graafiku elemente 
paralleelselt uurimisega). 2

V ä i d e .  Uurida funktsiooni j = e~x ja joonestada te­
ma graafik.

1) Antud funktsiooni määramispiirkonnade on kogu reaal­
te lg, katkevuspunkte ei ole.

2) Funktsiooni graafik ei lõika x-teIge, kuna võrrandil
_2

• s 0 puudub labend. Ordinaattelge lõikab graafik punktis
(°* 1)* -(-x) 2 -x2 -3) Funktsioon on paaris, sest e 4 J « e , järelikult
on tema graafik sümmeetriline y-telje suhtes.

1 —x *.4) Leidnud tuletise у = -2xe ja lahendades võrratu­
sed y*>0 ja y* < 0, näeme, et funktsioon kasvab kui x •< 0 
ja kahaneb kui x >  0.

t em.5) Torrandil у s -2xe = 0 on ainult uks lahend* x =0. 
Kuna eelmises punktis selgitasime, et punktis x=0 läheb kas- 
Tamine ule kahanemiseks, siis järelikult on funktsioonil 
punktis I = 0 aaJcsimim j. y-aI= e° = 1.

6) Leiame teist järku tuletise у = (4x2 - 2)e“ . Graa-
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fiku nõgusuepiirkonna leidmiseks lahendame võrratuse
(4X2"- ,

mis on ekvivalentne võrratusega 4x^ - 2 >  0. Selle ruutvõr- 
ratuse lahendsiks on -<»<jX <  - -r=— ja <  x<+o°,

1 1 *Vahemikus - ~ r  < x  <  — on funktsiooni graafik kumer. Ar-
V2̂  y-p

gumendi т aar tu s tel x * - «#- 0,71 ja. X « ̂ =;Ä*0,71 oa
tegemist kaanupunktiga.

7) Leiame graafika asumptoodld. Selleks uurime, kaldas
kaitub funktsiooni graafik argumendi tõkestamatul kasvamiselt

-x2 -x2lim • . lim e 1 = 0.x-^°°
Seega on funktsiooni graafiku asumptoodiks x-telg у = 0.

Uuritava funktsiooni graafik on kujutatud joomisel 19*

Joon. 19*
-x2Funktsiooni у = e" graafikat nimetatakse ka Gaussi kõ­

veraks ja ta leiab laialdast kasutamist tõenäosusteoorias.

39



§1, ALGIUNXTSIOONI JA MÜRAMATA INTEGRAALI MÕISTE
Diferentsiaalarvutuses seisnes põhiline ülesanne jarg- 

nevas: oli antud mingi funktsioon 7 = f(x); leida selle 
funktsiooni tuletis.

Matemaatikas esineb sageli ka vastupidine ülesanne, ni­
melt: on antud funktsioon 7 = f(1); leida niisugune funkt­
sioon 7 = F(x), mille tuletis võrdub antud funktsiooniga, 
s.t. mis taidab tingimust

F*(x) = f(x)•
Defineerime:

niisugust funktsiooni 7 = F(x), mille tuletis võrdub 
funktsiooniga 7 = f(x), nimetatakse funktsiooni y=f(x) alg- 
funktsiooniks.

Näiteks on funktsioon 7 = x2 funktsiooni 7 = 2x alg-
funktsiooniks, sest 0 ,(X2) = 2x .

Me märkame kohe, et antud funktsioonil pole mitte üks 
algfunktsiöon, vaid neid on rohkem. Sest kui
F* (x) = f(x), on ka £f(x ) + <fj' = f '(x) = f(x) , 
kus С võib olla suvalist väartusega konstant. Niisiis, kui 
funktsioon 7 = F(x) on funktsiooni 7 = f(x) algfunktsioon, 
siis on seda ka kõik funktsioonid 7 = F(x) + C.Seega on an­
tud funktsioonil lõpmata palju algfunktsioone, mis erine­
vad üksteisest konstantse liidetava poolest.

Eas antud funktsiooni algfunktsioonid võivad üksteisest 
ka rohkem erineda? Sellele küsimusele annab vastuse järgmine

teoreem: Antud funktsiooni mistahes kaks algfunktsiooni 
võivad teineteisest erineda ülimalt konstantse liidetava 
poolest.

T õ e s t u s .  Olgu funktsioonid 7 = F̂ (x) ja 7 = F2(x) 
suvalised kaks algfunktsiooni funktsioonile 7 = f(x). Siis
F1'(x) = f(x), F2'(x) = f(x) ja F2'(x) - F1'(x) « 0  

ehk [l2(x) - Fl(x)]‘ . 0 .

III l I l B i H  i i l  I N T E G R A A L

40



Nulltuletisteoreemi (vt. ptk.II §2) kohaselt on järeli­
kult

F2(x ) - F^(x) = const ,
seega erinevus võib olla ainult konstantses liidetavas, m.o. 
t.t.

Niisiis: kui antud funktsioonile у = f(x)on leitud uks 
algfunktsioon у = F(x), siis kõik selle funktsiooni algfunkt- 
sioonid esitab valem

у = F(x) + C,
kui selles C-d mõista suvalise vaartusega konstandina. 
Defineerime:

antud funktsiooni у = f(x) kõigi algfunktsioonide hulka 
nimetatakse maaramata integraaliks sellest funktsioonist ja 
tähistatakse sümboliga

jf(x)dx .
Vastavalt eelnevale

Jf(x)dx = F(x) + C, (5.1)
kus F (x) e f(x) ning С on suvalise väärtusega konstant,mida 
siinkohal nimetame integreerimiskonstandiks. Nii on näiteks

j 2x dx a x2 + С .
Peatume veel lühidalt mõningatel terminitel. Muutujat x 

nimetatakse integreerimismuutujaks. Integraali märgi all 
seisvat funktsiooni nimetatakse integreeritavaks funktsioo­
niks; f(x)dx on integraalialune avaldis.

§ 2. MÄXRAMATA INTEGRAALI OMADÜSED
I Tuletis maaramata integraalist võrdub integreeritava

funktsiooniga: rP
j_jf(x)dxj = f(x) .

T õ e s t u s .  Definitsiooni põhjal
[f(x)dx = F(x) + C, kus f '(x ) = f(x);

seega
£jf(x)dxj' = Ĵ F(x) + cj' = f'(x) - f (x),

Ш» О e "t/ • \  •

41



II Diferentsiaal määramata Integraalist võrdub in tegraa— 
llaluse avaldisega:

d jf(x)dx = f(x)dx .
T o e s t u s .

d ( f (x )d x  = [ f f (x )dx ]*dx  = . . .  = f (x )dx, m.o.t.t.
J (.omaduse I põhjal)
III Määramata integraal mingi funktsiooni tuletisest 

võrdub selle funktsiooniga pluss suvaline integreerimiskons-
tant: f ,J F (x)dx = F(x) + С .

T õ e s t u s .  Et
jf(x)dx = F(x) + C, kus f '(x) = f(x), siis

jF'(x)dx * F(x) ♦ C, m.o.t.t.
IV i Konstantse teguri võib tuua integraali märgi ette:

jk f (x )dx  = к j f (x )d x ,  (3.2)
kai к я const.

T o e  s t u s.Diferentseerime vuleml (3*2) paremat poolt:
[к J f(x )dx ] '  = к £ Jf (x )dxj' = kf(x) .

Saime tulejuseks integreeritava funktsiooni valemi (3.2) va­
sakul poolel seisvast integraalist; järelikult valem(3.2) on 
õige, m.o.t.t.

V Summat võib integreerida liikmeti:
J [f (x ) ♦ g(x)J dx = Jf(x)dx + Jg(x)dx. (3.3)

T õ e s t u s .  Et valemi (3.3) parema poole diferentsee­
rimine annab vasakul poolel seisva integreeritava funktsioo-

j ^ f  (x)dx + $g(x)dxj’ = [J f (x )d x ] ’ + [Jg (x )dx ]' =

= f(x) + g(x),
on see valem õige, m.o.t.t. Samasugune valem kehtib ka vahe 
korral:

$ [f (x )  -  g (x )]dx = Jf(x)dx -  jg (x )dx .

t
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§ 3. INTEGREERIMISE PÕHIVALEMID
Integreerimise põhivalemite tabeli saame tuletiste põhi- 

valemite tabeli '’tagurpidi" rakendamisel; see on järgmines
I Jdx = x + С ;
II J Xadx = + С 4 kui n i -1 ;
III \ Щ  = ln|xj+ С ;

IV jaxdx = ̂ 3-5 + С ;
Jexdx = ex + С ; 
j sin x dx = - cos x + С ;

VII J cos x dx = sin x + С ;
VIII f dx

V
VI

s tan x + С ; 
cos“x

IX \ ---  в arcsin x + С ;
) C T

X \ -4^-- = arctan х + С .
)тГ + 1

Nende valemite toestamine põhineb maaramata integraali 
definitsioonvalemil (3.1)s

ij f(x)dx m F(x) + C, kus F* (x) = f(x). Seega
Jcoe x dx = sin x + C,

sest
(sin x) = cos x ;

\ -- «= arctan x, sest (arctan x)* - --  jne.
Jx + 1 X* + 1%Eraldi peatume valemil III:

x, kui x > 0;
-x, kui x < 0 ,

seega kui x > 0, on Cln|x|)e = (ln x)' = j ;
kui x < 0,siis (ln|x|)' = [ln(-x)]' = — • .(-1) = 1 

ning jjerelikult valem III « ln|x| ♦ С on õige.

*3
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N a i d e 1.
_2

= ln Jx j + -j- + C.
j dx = J Cj + x)dx = j x + j x d x  = -

N a i d e 2. , r ,-2
S 2J = ̂ x"3dx = + С ---- Xj + C.

N a i d e 3.

§4. MDTJTÜJA VAHETOSE VOTE MÜRAMATA INTEGRAALI 
LEIDMISEL

Eelmise paragrahvi valemid võimaldavad kergesti leida in­
tegraali . _ 1 \

kuidas leida aga sellele väga lähedase kujuga integraali 
f ^  ' t sellele tabelist vastust ei leia.
J V 2*“ 1

Niisugustel juhtudel kasutatakse integraali leidmiseks 
nn. muutuja vahetuse võtet, mis seisneb järgnevas.

Integreerimismuutujaks võetakse x asemele mingi uus muu­
tuja, näiteks t, mille sõltuvus x-st püütakse valida selli­
selt, et integraal teiseneks kujule, mille saame võtta põhi- 
valemite tabeli abiga. Selle juures tuleb peale integreeri- 
tava funktsiooni avaldada uue muutuja kaudu ka integreerimis- 
muutuja diferentsiaal dx.

Meie näites näib olevat otstarbekas valida uueks muutu­
jaks t s 2x - 1, siis dt = 2 dx; dx = ^dt ;
integraal teiseneb pärast seda kujule 

f dx 1 f dt
J У5РГ ' 2 j (ГГ

mis võrdub (kuna matemaatilise valemi kehtivus ei sõltu täh­
tedest, mille abil ta üles kirjutame)

... = ^ • 2 ̂  t ' + С a \J t +' С = ...
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asendades t, mis oli sisse toodud ainult integreerimise hõl­
bustamiseks, uuesti z kaudu

... = У2z - 1' + С .
Muutuja vahetuse valemi üldine kuju on järgmine:
kui z = <p(t), dz = tp*(t)d.t,

siis л r ,
jf(z)dx = <p(t)] (p (t)dt. (3.4)

Toome veel ühe naite: olgu vaja leida
| cos 3z dz .

Võtame t = 3z, siis dt a 3dz, dz = ̂ d.t ,

j cos 3x dz = ̂  j cos t dt = ̂ ein t + С = jsin 3z + C.

§ 5. MÕNED SPETSIAALSED MUUTUJA VAHETUSED
Põhiliseks raskuseks muutuja vahetuse võtte kasutamisel 

osutub asjaolu, et ei saa anda reeglit, mis kõikide juhtude 
jaoks näitaks sobiva muutuja vahetuse ja viiks integraali 
leidmise integreerimise põhivalemite tabelile või mõnele mu­
jalt varem tuntud integraalile. Kull saab näidata eesmärgile 
viiva muutuja vahetuse mõnel juhul, kui integreeritav funkt­
sioon omab teatud erikuju. Vaatleme järgnevalt kaht sellist 
juhtu.

I Olgu teada Jf(z)dz = F(z) + C.
Millega võrdub jf(az + b)dz, kus a ja b on konstandid? Siin 
osutub tagajärjekaks muutuja vahetus Аt s az + b, dt = adz, dz = ~d.t , 
pärast mida saame

Jf(az + b)dz = j- Jf(t)dt .
^  jf(t)dt = F(t) + C,
siis Jf(az + b)dx = ^F(t) + С = lp(az + b) + C. (3.5) 

Nii saab sellise juhu jaoks anda reegli:
kui Jf(z)dz = F(z) + C,siis jf(az ♦ b)dz = ̂ F(az + b) + C.
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H a i d e  1. luua j exdx a ex С , 

dx s %  ♦ С » -e 1 + С ,eiis J ,-x^^ _ . „ ___-x

V a i d «  2. Eona j ~  « ln|x| + С ,

siis J ГТТГх « J Ш|1 ♦ *x| + С .

II Kui oskame leida integraali 
J f (x)dx, siis integraali Jf£g(x)Jg (x)dx leidmisel 

Tiib sihile muutuja vahetus
t в g(x)I dt « g'(x)dx, 

sest siis saab see integraal kuju
jf[g(x)]g'(x)dx = jf(t)dt.

H a i d e .  Integraali f ein2x cos x dx puhul paneme 
ftähele, et (sin x) = cos x ning võtame uueks muutujaks 

t > sin x; siis dt = cos x dx ja järelikult

jsin^x cos x dx ж jt2dt а у- + С * j sin^x + С.
I

§ 6. OSITI INTEGREERIMINE

Lahtume korrutise tuletise valemist (1*8)
/ \* * •(uv) * u V + uv .

Sellest uV4 a (uv)' - u'v ;
* , j  IUV dx a (uv) dx - vu dx

nine J'uv'dx a j"(uv)'dx - |vu'dx .
t tSt u dx a du, v dx a dv, saame, rakendades veel omadust

III paragrahvist 2
ju dv * u t  - jf du (3.6)

(siin on parema poole esimese liikme juurde integreerimis-
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konstant jäetud, kirjutamata - me ühendame ta J т du omaga). 
Valem (3*6) kannab ositi integreerimise põhivalemi nime* фа 
ei lahenda integraali leidmise ülesannet lõpuni, raid taan­
dab ühe integraali (£udv) leidmise teise integraali (JVdu) 
leidmisele« ^otet on muidugi mõtet kasutada vaid eel juhul, 
kui viimahe integraal on lihtsam.

H a i d e  1. Olgu vaja leida Jx cos z dx .
Valime u = x, i du a dx,

dv = eos x dx; v = sin x.
Jx cos x dx = x sin x - j sin x dx = x sin x + cos x + C.
H a i d e  2. Leiame jxexdx .

u = x, | du в dx,
- dv = exdx; | v = ex.

jxexdx = xex - J exdx = xex - eX + С .
Millal on seda võtet kasutades edu loota?Tavaliselt siis, 

kui integraali all seisab kahe funktsiooni korrutis, millest 
ühe (u) tuletis on lihtsam kui ta ise, teise (v') algfunkt- 
sioon aga mitte keerulisem kui ta ise - näiteks astmefunkt­
siooni või polünoomi korrutis transtsendentse funktsiooniga 
(eksponentfunktsioon, trigonomeetriline funktsioon).

Mõnikord tuleb võtet kasutada korduvalt:
Jx2exdx = ...

u а x2, du = 2xdx , 
dv a exdx ; v = ex;

... a x2ex - 2 jj xexdx «...
integraal lihtsustus, kuid ei leidu veel põhi valemite tabe­
lis; tuleb uuesti võtet kasutada. Me oleme seda juba eespool 
teinud (näide 2)

... = x2ex - 2xex + 2ex + С .

§ 7. RATSIONAAIMURDÜDE LAHUTAMINE 0SAMURÜÜDEKS
Ratsionaalmurruks nimetatakse kahe polünoomi jagatist:

P(x) ao 4 V  + +
= b0 ♦ bnx ♦ ... ♦ bÄx» *
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Vaatleme esialgu juhtu, kus lugejas asuVa polünoomi as­
te on madalam, kui nimetajas asuva oma, s.t. n< m . Siis 
saab niisuguse murru alati lahutada teatud arvu lihtsamate, 
nn. osamurdude summaks. Nende osamurdude juures on oluline, 
milliste tegurite korrutisena saab esitada nimetajas asuva 
polünoomi Q(x); seega alati tuleb kõigepealt see polümoom 
teguriteks lahutada. Vaatleme esineda võivaid erijuhte eral­
di.

I Nimetaja tegurid on lineaarsed ja esimeses astmes,. , 2x - 1näiteks (I - M U  - 2) •
See murd lahutub kaheks osamurruks järgmiselt:

2x - 1 А В
( х - Щ  - '21 = ЗГ^Т + x-Г“? »

kus A ja В on konstandid. Kui nimetajas oleks tegureid roh­
kem, saaksime osamurde rohkem - vastavalt igale tegurile ühe.

II Nimetajas on lineaarseid tegureid nii esimeses kui ka 
kõrgemas astmes, näiteks x2

(x + 1)(x - 1) 2 
Seda murdu saab lahutada järgmiste osamurdude summaks:

____ X2 ______ А . В . __ С
(x + 1)(х - 1)‘

sue А, В ja С on konstandid. Esimeseastmelisele tegurile vas­
tab üks osamurd, kõrgemaastmelisele niimitu, kui suur on ta 
aste (praegu 2), kusjuures nimetajad on viimastel selle te­
guri kasvavad astmed ühest kuni kordse teguri astmeni.

III Nimetajas võib esineda ka reaalarvude vallas tegureiks 
mittelahutuv ruuttegur, näiteks

___ S C x  +  3 У  9

xCx2 - 4x + 8)
Sel juhul saame järgmised osamurrud:

.. 8tx.f. I)-..- = I , Bx ♦ С t 
x(x - 4x + 8) 1 x — 4x + 8 

s.t. ruuttegurile vastava osamurru lugeja on x suhtes line­
aarne (А, В ja С ün ikka konstandid). Muidugi võib selliseid 
ruuttegureid esineda ka ühest kõrgemas astmes, kuid seda 
juhtu me ei käsitle.



Kuidas leida osamurdude lugejates leiduvate konstanti­
de väärtusi? Näitame seda näitel

2x - 1 А В
ЕГ=П7Гх"=2У" = x ^ T  + П  •

Korrutades selle võrduse läbi teguriga (x - 1)(x - 2)
Saame 2x - 1 « A(x - 2) ♦ B(x - 1) .
See võrdus peab olema samasus, s.t, kehtima iga x väärtuse 
korral. Andea x-le väärtuse 1, s.t. Xa1, saame

1 = -A ,
kui võtta aga x=P, siis

3 * В ,
millest л 4 -n xА = -1, В = 3»
Seega 2x - 1 1 3

Гх - 4)'(x -2 ) ■ - Г Г Т  + T^rz *
Märkus. On kasulik anda x-le niisuguseid väärtusi, mis 

muudaksid mõne tundmatu kordaja nulliks! Kui see aga pole 
võimalik (mõnes teises näites), siis anda võimalikult liht­
said väärtusi (näiteks null).

Analoogiliselt saab leida osamurdude kordajad ka meie 
teistes näidetes; veenduge, et tulemused on

(X ♦ 1)(X - 1)И =
ja

8(x + 3) 3 -3x + 20+ ~*T------  .x(x - 4x + 8) x xr - 4x ♦ 8

§ 8. OSAMURDUDE INTEGREERIMINE
Nagu eelmises paragrahvis nägime,esineb ratsionaalmurru 

osamurdude hulgas 3 tuupi murde:

1 r b :  5 11 — “— i I ш  --X a  (x - a)Ä x + px + q
(nimetaja tegureiks 

mittelahutuv).
Vaatleme järgnevas nende integreerimist.
I See osamurd on integreeritav § 5 I toodud reegli 

abil:
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J r 4 r te- a Js?=-5»a i * i* - » u c  .
II Sama reegli abil on leitav integraal teist tuupi osa- 

murrust:
(-- ---r dx * A ( (x - a)“mdx =) (x - а)" )

■ 1 Cx ~ .Н Т  * --------------------- -------- 5РГ ♦ 0 •m + 1 (m - 1)(x - a)
III Käige tülikam on kolmanda osamurdude tüubi integree­

rimine. Naitame seda konkreetsel naite1. Olgu
20= f-2=J a ^  J x — 4x +

dx .8
Kõigepealt tuleb lugejast välja eraldada liidetav, mis 

on võrdeline nimetaja tuletisega, nii et see sisaldaks ter­
venisti x-ga liikme (ule võib jääda ainult konstant). Nime­
taja tuletis on praegu 2x - 4, seega

- I (2x - 4) +14
----- dx .■i ~ 7 ~ 4x + 8

Edasi jagame kummagi liikme lugejas eraldi nimetajaga ning 
saame

J « - i - -4--  dx + 14 f -з-Ф*----- = - Ъ  +14JJi - 4x + 8 J x — 4x +• 8  ̂ ' 2

(J-j ja J2 tähistavad vastavaid integraale). Integraalis
—n-------- dx seisab murru lugejas nimetaja tule-
x — 4x + 8

tis. Siin teeme muutuja vahetuse
t = x — 4x + 8 , dt = (2x - 4)dx

ja saame
e j s ln|t| '+ C_1 = ln(x2 - 4x + 8) + ..

Integraali J^ all eraldame kõigepealt nimetajas täisruudu,nii 
et see hõlmaks mõlemad x-i sisaldavad liikmed:

T - f dx Г dx .
2 ** J x2 - 4x + 8 = \ (x - 2 ) ^ + 4

edasi viime sealt vabaliikme integraali märgi ette:
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Paistab juba silma selle integraali sarnasus integraa­
liga ^2 valemist X. Teeme veel muutuja vahetuse

г • 2 1 ,z a ^ , dz x ^dx , dx a 2 dz
ja saame

J2 * 5 • 2 j — —  s 2 ^2 a ^arctanr^n ♦ C2*
Seega

J а - ̂  ̂  14 J2 а - ̂ lnCx2-4х + 8) ♦ 7arctan^^ ♦ C.

Analoogiliselt saab integreerida kõiki vaadeldavat tuu­
pi osamurde. Nagu naeme, avaldub niisugune integraal uid ju­
hul logaritmfunktsiooni ja arkustangensi summana.

Leiame nuüd saadud valemite abil integraalid kõigist 
eelmises paragrahvis naidetena vaadeldud ratsionaalmurdndest:

• 1) l(x Л)( х 1- = - \ + 3 S T^rZ *

> - ln|x - l | + 3 1 n | x - 2 |  + С = ln|ig|^| + С .

f x2dx 1 f dx 3 f dx : 1 f dx
, 2 )  ) ( X  +  1 ) ( X  -  D *  “  *  J ^ t t  -  i  J r r r  +  2

a J ln|x + l| + | ln | X - 1 | - j-l-j. + с .
3) f-- 2 ^  * ' dx = 3 [ fp - \ * " 20 dx аJx(x - 4x + 8) J j x - 4x + 8

а 3 ln|x| - ̂  ln(x2- 4x + 8) +7 arctan X g 2 + С .

§ 9. RATSIONAAÜäURD, MILLE LUGEJA ASTE 
POLE МАРАТАМ NIMETAJA ASTMEST

Kui ratsionaalmurru §[x  ̂luSe3a aste pole madalam nime­
taja astmest, siis teda eespool kirjeldatud viisil osamurdu- 
deks lahutada ei saa. Sel juhul tuleb kõigepealt lugeja ja­
gamise teel eraldada taisratsionaalne osa.



Häiteto x» - x? . 2x2 . i .
x2 - Зх + 2 

jagame lugeja nimetajaga:
x4 - r5 + 2X2 -1 I X2 - 3x + 2
x^ - Зх^ + 2X2 I x 2 ♦ 2x + 6

-------- S ? ----------

2X5 - бх2 + 4x

6x2 - 4x + 1
6X2 -18x +12

14x -11 (jaak)
eeega

■ -я ■ ~ ш x ,4- 2x + 6 + '
JT - 3x ♦ 2 . х -Зх+2

14x - 11

Taiaratslonaalee osa integreerimine on lihtne, murd 
14X- 11 14x - 11

• ^ T j x V z  " - 1ь - 1УС.--гг
aga tuleb lahutada osamurdudeks ning integreerida nagu ees­
pool» Selle murru nimetaja on juba kõrgema astmega kui lu­
geja, nii et see tee on täiesti võimalik.
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IV m X X r a t u d  i n t e g r a a l

§1. PINDFUNKTSIOON JA TEMA TULETIS
Olgu antud kujund, mida piiravad x-telje lõik£a,b ] , 

funktsiooni у = f(x) graafik ning selle graafiku ordinaadid 
loigu otspunktides x = a ja x = b (joon. 20).

Joon. 20.
Niisugust kujundit nimetatakse kõverjoonseks trapetsiks - 
teatud sarnasuse tõttu trapetsiga, millel on ka kaks vastas­
külge paralleelsed, kaks ülejäänut aga mitte.

Märgime x-teljel punkti x ja vaatleme koverjoonset tra­
petsit axXA. Tähistame selle pindala tähega P. On selge, er 
pindala P sõltub x-st; igale kindlale x väärtusele vastab 
pindala P kindel väärtus. Seega pindala P on x funktsioon:

P = P(x).
Seda funktsiooni nimetatakse pindfunktsiooniks.Niisiis:

pindfunktsioon on fikseeritud alguse ja muutuva lõpuga 
kõverjoonse trapetsi pindala funktsiooni у = f(x) graafiku 
all.

Leiame pindfunktsiooni tuletise. Anname x-le muudu Ax; 
sellele vastab pindfunktsiooni muut AP (kõverjoonse trapetsi 
pindala lõigu Cx, x + 4x3 kohal). Olgu funktsiooni y=f(x) vä­
him ja suurim väärtus lõigul £ x, x+ 4xJ vastavalt m ja M . 
Joonestame sellele lõigule ristkülikud kõrgustega m ja M. 
Pindala А P väärtus asub nende ristkülikute pindalade vahel:
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I
в Д х ^  ДР^ м Дх 

(võrdus esintb raid siis, kui f(x) = const). Seega
■ « ü « «  •

Kui Дx—► 0, lahenevad nii m kui ka M funktsiooni väärtusele
kohal x: li* m » lim M » f(x).

Дх-^о Дх-*-о
Järelikult on ka

„11и -H ■ f ( i )Дх-^о
ehk p\x)«f(x). (4.1)
Leidsime, et pindfunktsiooni tuletis võrdub pindala piirava 
loppordinaadiga.

§2. kOverjoonse trapetsi pindala
Kõverjoonse trapetsi abBA (vt.joon 20) pindala 

sabBA * *»>
(s.t. ta võrdub pindfunktsiooni väärtusega kohal x « b).Kui­
das aga leida funktsioonile 7 = f(x) vaetavat pindfunktsioo­
ni?

Valem (4.1) näitab, et pindfunktsioon on üks funktsioo­
ni 7 = f(x) algfunktsioonideet. Olgu 7 = F(x) mingi algfunkt- 
sioon funktsioonile 7 = f(x). Siis pindfunktsioon võib temast 
erineda ülimalt konstantse liidetava poolest:

P(x) = F(x) + С .
Pindfunktsiooni kohta aga teame, et tema väärtus x väärtusel 
a on null, P(a) = 0, sest kui x = a, siis SayYA = 0.

P(a) б F(a) + C,
seega F(a) ♦ С « 0, millest С = -F(a) .
Nii on С -tus leitud ja seega pindfunktsioon kaes:

P(x) = F(x) - F(a) . (4.2)
Selleks pileas ühe algfunktsiooni teadmisest funktsioonile 
7 * f(x).

Kõf3r ôonse trapetsi abBA pindala jaoks saame nüüd va­
lemi

SabBA
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Koverjoonse trapetsi pindala võrdub funktsiooni y=f(x) 
suvalise algfunktsioonl väärtuste vahega kohtadel x=b ja x*a.

B a i d e .  Leida koverjoonse trapetsi pindala funkt­
siooni у * x2 graafiku ja x-telje vahel loigu £ -1, 1 J ulatu-

tfks algfunktsioon funkt­
sioonile у ■ x2 on

F(x) ж ̂ x5.
Valeni (4.3) kohaselt on 
siis arvutatav pindala

S ж F(1) - F(—1) ж 
» 13 - 5<-1) 3

Joon. 21.

§3. mIXratud integraali mOiste
Vaatleme jälle koverjoonse trapetsi pindala arvutamise 

ülesannet. Arvutarne seekord trapetsi abBA (joon.20) pindala 
teisel teel.

Jaotame kõigepealt lõigu £a,bj n osaks. Osade pikkused 
tähistame ДХ̂ » Дх̂ , ... , AxQ (need võivad üldiselt erinevad 
olla). Jaotuspunktides joonestame ord1naadid; need jaotavad 
koverjoonse trapetsi n väiksemaks kõverjoonseks trapetsikft.

H

о

Joon. 22.
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Valime igal osalõigul ,xfj vabalt ube punkti %
Saame

Šl» ^2» *•* * Šn *
Edasi kujundame igale osalõigule ristküliku, mille kõrgu­
seks on graafiku ordinaat valitud punktis, s.t. vastavalt 

f (̂ -j) (^p * **•
Nende ristkülikute pindalad on

dx1f f(^) 4X2» , ^(£п) •
Koigi niisuguste ristkülikute pindalade summa annab arvuta­
tava pindala ligikaudse väärtuse:

SabBA^ Дх1 + + •** + f^n> 4zh =̂ f^i^xi*
See ligikaudne väärtus on seda parem, mida suuremaks arvuks 
osadeks on jaotatud lõik Ca,bj (mida suurem on n)ning mida 
väiksemad on osalõigud ( A x^).Pindala täpse väärtuse saame 
piirväärtusena n-^oo ja koigi osalSikude pikkuste Дх.— 0.

Л 1
SabBA = Jifoo S  • C4.4)

A x ^ o
Seega

kui valemi (4*4) paremal poolel seisev piirväärtus ek­
sisteerib ning ei sõltu osalõikudeks jaotamise viisist ja 
punktide £ ̂ valikust, siis nimetatakse teda määra ûcU 
graaliks funktsioonist f(x) rajades a-st b-ni ning tähista­
takse

f f(x)dx

n
[ f(x)dx в lim 2-i f(£») ^xi* (̂ *5)J n-^oo 1=1 A A
a 4x£-̂ 0

Arvud a ja b on vastavalt integraali alumine ja ülemine 
raja.

Eelnevast selgub, et määratud integraali geomeetrili­
seks vasteks on kõverjocnse trapetsi pindala:

f(x)dx = SatBA . (4,6)J
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Märkus, Bui kõverjoonne trapets asub allpool x-telge, 
annab määratud integraal tema pindala märgiga "miinus"- sest 
sel juhul on kõik f(£̂ ) < 0» Sel juhul annab ka valem (4.3) 
pindala märgiga "miinus".

. *
§ 4. NEWTON-LEIBNIZ'I VALEM

Eespool saime koverjoonse trapetsi pindala arvutami­
seks kaks valemit; valemi (4.3) järgi

SabBA = P(b) ~ P(a)* 15X18 F '(x) = f<x>* 
ning valemi (4.6) järgi ^

SabBA = j •
a

Loomulikult peavad mõlemad valemid andma sama pindala;seega b
j f(x)dx = F(b) - F(a), (4.7)
a Ikus F (x) = f(x).

Valem (4.7) kannab matemaatilises analüüsis Newton- 
Leibniz'i valemi nime. See valem näitab, et määratud inte­
graali arvutamiseks on vaja:

1) leida integreeritavale funktsioonile üks algfunkc- 
sioon ja ,

2) leida selle algfunktsiooni väärtuste vahe ülemisel 
ja alumisel rajal.

Valemi paremat poolt F(b) - F(a) võib kirjutada ka 
b

või
a

Esimest kirjutusviisi kasutatakse peamiselt siis, kui 
F(x) on üksliige; kui ta aga koosneb mitme liidetava summast^ 
siis teist (et oleks täiesti selge, missugustesse liidetava- 
tesse rajad asetada tulevad).

^ N a i d e  1. ft

kujul F(x) M!



J (x2- 2x + 3)dx =j^x^- x2 + 3xJ =

= (j*27 - 9 + 9) - (- j • 8 - 4 - 6) = 9 -(-12|)= 21 j* 

§ 5. mHratud integraali qma^jsi
bamisel muutub 
a b
 ̂ f(x)dx = - t
t> a
. Newton-Leibni

f f(x)dx = F(a) - F(b) = -[F(b) - F(a)] = - ( f(x)dx,
V  a

m.o.t.t.
II tThtelangevate rajadega määratud integraal on null: 

a
J f(x)dx = 0 (4.9)

I Rajade vahetamisel muutub määratud integraali märk: 
a b
f(x)dx = - ( f(x)dx . (4.8)

b a
T o e s t u s .  Newton-Leibniz’i valemi järgi

See järeldub samuti otseselt Newton-Leibniz'i valemist.
III Integreerimispiirkonda võib jaotada osadeks;s.t.kui 

а <  с <  b, siis с b b
j f(x)dx +  ̂ f(x)dx =  ̂ f(x)dx . (4.10)

T o e s t u s .  Newton-Leibniz’i valemi pohjal 
с b
 ̂ f(x)dx +  ̂ f(x)dx = £f(c) - F(a)J +Ĵ F(b) - F(c)J =

а с b
= F(b) - F(a) =  ̂ f(x)dx, m.o.t.t.

а
IV Konstantse teguri voib tuua määratud integraali mär­

gi ette: ъ b
j к f(x)dx = к  ̂f(x)dx . (4.11)
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T o e s t u s .  Määratud integraali definitsiooni põhjal 
Ъ n
( к f(x)dx = lim ^  к fC^) 4^  = ...J n -*-oo
a 4x£- ô

et summa liikmete ühise teguri võib võtta summa märgi ette
n

Д х ^ о
ja et piirväärtuse märgi alt võib konstantse teguri tuua et­
te • • • = Ä. l i m  X  vX * J

m.o.t.t. 4x,-*-o
V Summat võib integreerida liikmeti:

b b b
J [f(x) + g(x)]dx = j f(x)dx + j g(x)dx . (4.12)
а.--  --  а а

Selle omaduse võib tõestada samal viisil, nagu eelneva. Ta 
kehtib ka vahe korral.

VI Määratud integraal ei sõltu integreerlmismuutuja tä­
histusest:

b b b
[ f(x)dx = J f(t)dt = J f(u)du = ...
а __ а а

See omadus järeldub otseselt Newton-Leibniz’i valemist,mil­
le põhjal ъ

( f(x)dx = F(x)
аb
( f(t)dt = F(t) 
а
b
[ f(u)du s F(u)
а

tulemused on võrdsed.

b
= F(b) - F(a) ;

а
b
= F(b) - F(a) ;

а
b

3 F(b) - F(a) jne.- kõik
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§ 6. MOTJ TO JA VAHETOS JA OSITI INTEGREERIMINE 
MXXRATOD INTEGRAALI KORRAL

1, Muu tu .ja vahetus. Muutuja vahetuse eesmargiks on siin, 
nagu maaramata integraali korralgi, algfunktsiooni leidmise 
hõlbustamine. Erinevus seisneb siga selles, et määratud inte­
graali korral tulevad uuele muutujale teisendada ka rajad.

Tutvume sellega näidetel.
N a i d e 1. Leida 2

dx.aa r

J = \ т^гттгr (2x+1)‘
ЛTeeme muutuja vahetuse t = 2x + 1, dt = 2dr, dr = *ydt ;

teisendame ka rajad: kui x = 1, siis t = 3;kui x s 2,siis
t s 5» Saame 5 5T 1 f dt 1 Г 1 1 1,1 1

J = 2 ̂  ^  = 2 ’j*“ ¥ J = - 2 (F “ ?) = T T  *

Märgime, et siin pole vaja pärast algfunktsiooni leidmist 
tagasi minna esialgsele muutujale x, vaid võib kohe kasutada 
Newton-Leibniz’i valemit. ^

N ä i d e  2. Leida j _ Г dx
” J 7 7 1 ?

0

f1 (1\ — = \ — ^ --- - = ... t=3x, dt=3dx, dx= Jdt ;
J  1 + 9x2 J  1 + (3x) 2 3

f
kui x = 0, siis t = 0,
kui x = 1, siis t = 3

3
1+tb

1
= 5

А= у(arctan 3 - arctan О) =

arctan 3 •
2. Ositi integreerimine. Ositi integreerimise pohivalem 

määramata integraali puhul oli (3*6):
ĵu dv = uv — j"v du .

Määratud integraali korral kehtib ta samasugusel kujul: 
b b b
j u dv = - j v du (4,13)

e
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(rajad tuleb asetada ka valjaintegreeritud osasse). 
N ä i d e .  Leida ?

\ x ln x dx .
J
1

U я In X, 1 j dx du = —  ,
x2dv я x dx 1 v - ТГ

(2 x2 \ x ln x dx = -£- ln x
2 .2 p 
- \ fdx = 2 ln 2 - f-

1 1 1

= 2 ln 2 - 1 + J = 2 ln2 - 1 .

§ 7. PINDALA ARVUTAMINE MHRATOD INTEGRAALI ABIL 
Nagu selgus paragrahvis 3, annab määratud integraal

( f(x)dx

koverjoonse trapetsi pindala funktsiooni у = f(x)graafiku ja 
x-telje vahel loigu £a,b ] ulatuses. Tuleb vaid meeles pida­
da, et kui see koverjoonne trapets asub allpool x-telge(s.t. 
funktsiooni у = f(x) graafik on allpool x-telge), siis saa­
me tema pindala märgiga ’’miinus".

N ä i d e  1. Leida koverjoonse trapetsi pindala 
funktsiooni у = sin x graafiku ja x-telje vahel loigu 
ulatuses (joon.23).

S = J“ ' dx я

Iff
я - COS X I ж -(cos ЗП - 

•О
- cos О) я -(-1-1) = 2.

Joon. 23.
N a i d е 2. Leida kujundi pindala, mida piirab2funktsiooni у = x - 4 graafik ja x-telg.

д 2 АLeiame kõigepealt funktsiooni у = x - 4 graafiku lõi­
kepunktid x-teljega (joon.24);
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X - 4  = 0,
X2 = 4, 
x = + 2 .

Niisiis, see kujund, asub loigu 
[—2,2 J ulatuses allpool x-telge, 
siis tema pindala

-2  

f -

4) dx =

Kui kujund on piiratud kahe kõveraga, nagu joonisel 25, 
siis leiame tema pindala kahe koverjoonse trapetsi pindalade 
vahena

S = S" — S а u a ’
kus S~ on ülemise kõ­
vera, Sa aga alumise 
kõvera alla jaava 
koverjoonse trapetsi 
pindala; seega

S =  ̂ f Cx)dx -  ̂

*1

gCx)dx

ehk
*2

= \ [ f Cx) - gCx)] dx . C4,14)

Rajad x^ ja võrduvad kõverate lõikepunktide abstsisside- 
ga. •• * 2 2N a i d e 3« Leida kõveratega у = x ja x = у pii­
ratud kujundi pindala С joon.26).
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millest xi

Joon.26.
= 1, Seega= 0, *2 

' r1= \ OTx - x2)dx =

Kõverate lõikepunktide 
abstsissid leiame mõle­
ma kõvera võrrandeist 
koosnevast võrrandi­
süsteemist:

.C:
asendades у teises võr­
randis x kaudu, saame 

X . « 4.4x - x = 0,
x(1 - x̂ ) = 0,

2xVx X?
T

§ 8. PÖÖRDKEHA RUUMALA

Poörelgu funktsiooni у = f(x) graafik ümber x-telje. 
Tekib pöordkeha (joon.27). Kuidas leida selle pöördkeha 
ruumala x-telje lõigu [a,b]ulatuses?

Jaotame lõigu [a,b3a osaks Дх^ (i = 1,2,... ,n).Jooni­
sel on kujutatud neist üks. Jaotuspunktidest paneme läbi x-
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-teljega ristuvad, tasandid.Need jaotavad pöördkeha kettatao­
listeks osadeks.Igal osaloigul valime vabalt punk­
ti ^  ning asendame vastava pöördkeha osa silindriga,mille 
pohja raadius on f(^) (joon.28).Niisuguse silindri ruumala 

~r2on

kus 4xi * *i “ xi-1 *
Eoigile osaloikudele 

[ x ^  > xj niiviisi 
konstrueeritud silind­
rite ruumalade summa

i=1
annab poõrdkeha ruumala ligikaudse väärtuse:

n

i=1
See ligikaudne väärtus on seda täpsem,mida väiksemad on osa- 
loigud [ ~ x ^ J  ja mida rohkem neid on. Ruumala täpse 
väärtuse annab piirväärtus

T - ^  
тахДх̂ —*o i=1

Vastavalt paragrahvile 3 on selline piirväärtus määratud in­
tegraal n ь

maxAXj—*-o 
seega

li* )] A^i = ( fl£f(x)] dx ;
J

V = Г C ( x ) ] ‘

а

~\2
(4.15)

Bai kover pöörleb umber y-telje (joon.29), siis tekkiva 
pöördkeha ruumala loigu (["cjd̂  ulatuses avaldub täiesti ana­
loogilise valemiga d 2

V = Jr\ LeCy)J <äy (4.16)
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(sel juhul peab kõvera võr­
rand. olema antud kujul 
x = g(y) ).

N a i d  e.Leida poord- 
kehade ruumalad.mis tekivad 
parabooli у = x kaare 
pöörlemisel ümber z- ja y- 
-telje (joon.30 ja 31), kui 
x €  [0,1] .

1) ffmber x-telje:
r1 1 v = ffl (x2) dx = 

1

2) tfmber y-telje: 
1

V = Xj (V~y)2dy = OrJ У dy 7Г 
= 2

§9. PlRATUD INTEGRAALID 
Maarätud integraali ^

t f(x)dx

olemasoluks peab funktsioon у = f(x) olema pidev ning rajad 
a ja b lõplikud. Mõnikord esineb vajadus laiendada integraa-
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li mõistet ka nendele1 juhtudele, kus üks või mõlemad nimeta­
tud eeldustest pole täidetud. Nii jõuame nn. päratute inte­
graalide mõisteni. Neid on kaks liiki: lõpmatute rajadega 
integraal ja katkeva integreeritava funktsiooniga integraal. 
Vaatleme neid juhte eraldi.

I Lõpmatute rajadega päratud integraalid.
Olgu integreerimispiirkonnaks [a, + 00). Vaatleme inte­

graali b
J = I f(x)dx , 

a
mis on tavaline määratud integraal, ning leiame piirväärtuse

Ъ
lim J = lim Г f(x)dx.= lim f

П
Kui see piirväärtus on olemas ning lõplik, öeldakse, et on 
olemas päratu integraal funktsioonist f(x) rajades a-st +«*»-
-*1 ♦ <*> bf f(x)dx = lim ( f(x)dx . (4.17)J J
Öeldakse ka, et nimetatud päratu integraal koondub. Kui aga 
piirväärtus valemi (4,17) paremal poolel ei eksisteeri või 
on lõpmatu, siis vastav päratu integraal ei eksisteeri ehk 
hajub. Analoogiliselt defineeritakse ka lõpmatu alumise ra­
jaga integraal

b b
f(x)dx (4,18) ̂ f(x)dx s lim ( 

eo с J-oo a'
ning päratu integraal, mille mõlemad rajad on lõpmatud 

+00 b
ff(x)dx = lim [ f(x)dx. (4.19)
_ooJ а -»о J

а
N ä i d e  1. +00

f -- = lim f 2 ^ " ' =J x Z + 1 b^+°°J x +1
|b 0 0 <jr~

я Ид arctan x I = lim (arctan b — arctan 0)= w — 0 = 
b-^+°° 0 b~**

66



Järelikult antud integraal koondub (on olemas) ja ta väärtus
___JTon 2.

N a i d e 2.
cos x dx = Hm 

a-*-««
cos x dx в lim sin x a-*»-oo

■ lim(- sin a). а-*-«»

Seda piirväärtust pole olemas, seega päratut integraali pole 
olemas ehk — ta hajub.

II Päratud integraalid katkevast funktsioonist.
Märgime kõigepealt, et kui integreeritaval funktsioonil 

on esimest liiki katkevuspunkt (joon.32) kohal x = c, siis 
eksisteerib tavaline mää­
ratud integraal 

b
( f(x)dx ;

nimelt võib sel juhul
leida integraalid 
с b
[ f(x)dx ja ( f(x)dx
а
ning D С

^ f(x)dx = jj f(x)dx + f(x)dx .

Seega vaatleme edasi ainult katkevuspunkte, millele lähene- 
des f (x) h^+oo (või - o o ) .

Olgu kõigepealt niisugune katkevuspunkt integraali üle­
misel rajal x = b (joon.33).
Moodustame integraali b-£

J = j f(x)dx

ning leiame piirväär­
tuse b— 6
lim J = lim 
£-»0

f(x)dx.
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eksisteerib päratu integraal
b b-£

Eui see piirväärtus on olemas ning lõplik, siis ütleme, et

J f(x)dx =£lia j f(x)cLr (4.20)
a a

ehk* et see päratu integraal koondub; kui aga valemi (4.20) 
paremal poolel asuvat piirväärtust pole olemas või ta on lõp­
matu, siis vastav päratu integraal ei eksisteeri ehk ta ha­
jub. Analoogiliselt defineeritakse ka päratu integraal funkt­
sioonist, millel on katkevus alumisel rajal: b b

С f(x)dx = lim ( f(x)dx ; (4.21)
)а а+£

kui katkevuspunkt x = с on integreerimispiirkonnas(a< c<b),
siis jaotame selle osadeksb с b

j f (x)dx = J f (x)dx + j f (x)dx
а a ^ n с

ning saame ühe integraali katkevusega ülemisel, teise alu­
misel rajal. .

N ä i d e  3.2

J - ===== = ...(siin on katkevus ülemisel rajal)

1 ' 2“£ - 12-1
= lim \ ■ ■ —  - = lim]-2^2 - x' 
t-+ 0 ) \j 2 - x £-*ô -И

= lim(2 - 2  У?) = 2. 
£—0

See integraal koondub, tema väärtus on 2.
N ä i d e  4.

1 , 1
f = ...(katkevus alumisel rajal)...= lim \ ~  =
) и 4~° l

0 2 lim ln| x| j £ = Iim(- ln £ ) ;
Piirväärtus on oô seega tuleb öelda, et vaadeldavat päratut 
integraali ei eksisteeri (või et ta hajub, mitte aga, et ta 
väärtuseks on©o).
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