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III p e a t ü k k .

RELATIVISTLIK MEHHAANIKA.

Relativistliku mehhaanika ülesehitamisel on vaja eel

kõige silmas pidada relatiivsusprintsiipi. Mehhaanikasea

dused ja vastavad võrrandid peavad olema niisugused, et 

ükski inertsiaalsüsteem ei oleks teistega võrreldes eelis

tatud. Selleks peavad mehhaanika üldised võrrandid olema 

mistahes inertsiaalsüsteemis ühesuguse kujuga. Seda oma

dust - olla ühesuguse kujuga mistahes inertsiaalsüstee

mis - nimetatakse i n v a r i a n t s u s e k s  . Võr

randites sisalduvad suurused võivad küll muutuda ülemine

kul teise inertsiaalsüsteemi, kuid nendevahelised seosed 

jäavad muutumatuks. Võrrandite invariantsuse tõestamise ül

diseks meetodiks on nende viimine i l m s e l t  i n - 

v a r i a n t s e s s e  ehk k o v a r i a n t s e s -  

s e kujju. Võrrandite kovariantsus on relatiivsusteoorias 

väga tähtis. Selleks vajalik matemaatiline aparatuur on 

t e n s o r a r v u t u s  . Tensorid on suurused, mis tei

senevad uleminekul ühest inertsiaalsüsteemist teise kindla

te eeskirjade järgi. Järelikult, kui võrrandi mõlemal poo

lel seisavad sama liiki tensorid, siis teisenevad mõlemad

- 3 -



pooled ühesugusel riisil ja võrrand säilitab oma kuju.

Seega ongi niisugune võrrand kovariantne.

Alustame käesolevat peatükki ülevaatega tensorarvu- 

tusest.

$13. Tensorarvutue neljamõõtmelises ruumis.

Me nägime §-s 8 , et imaginaarse ajakoordinaadi kasu

tamisel saab aegruumi geomeetria formaalselt eukleidili- 

seke. Lorentzi teisendused on aegruumi ortogonaalsed koor

dinaat teisendused, kusjuures iga inertsiaalsüsteem etendab 

ortogonaalse (Cartesiuse) koordinaatsüsteemi osa. Seetõttu 

on ka tensorarvutue neljamõõtmelises ruumis väga s a m a n e  

tensorarvutusega kolmemõõtmelises ruumis.

Suurust, mille väärtus on sõltumatu inertsiaalsüstee- 

mi valikust, nimetatakse i n v a r i a n d i k s  ehk 

s k a a l a r i k s  . Neljakomponendilist suurust, mille 

komponendid teisenevad Lorentzi teisenduste puhul nagu aeg

ruumi koordinaadid, nimetatakse neljamõõtmeliseka v e k 

t o r i k s  ehk nelivektoriks ehk lihtsalt vektoriks (kui 

ei ole karta segiminekut kolmemõõtmelise vektoriga). Vekto

ri komponente tähistatakse ühe indeksiga, näit. . Siin 

ja edaspidi (nagu juba varemgi, alates £ -st 7 ) muutuvad 

kreeka indeksid 1 -st 4-ni, kuna ladina indeksid 1 -st 3-ni. 

Niisiis on vektori teisendusvalem järgmine:

A ^ = - 4 « A  . (3.1)
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T e i s t  j ä r k u  t e n s o r i k s  nimetatak

se 16-komponendilist suurust, ~Tp.v , mille komponendid tei

senevad Lorentzi teisenduste puhul järgmise valemi .järgis

V ,
Teist järku tensorit esitatakse sageli tema komponentidest 

moodustatud maatriksi kujul, näiteks

IT U 77,  Tn T„

T  =
T ,. T , r .

(3.3)
41 '4

7~3i ~l*2. T}) 7Г,

Tv, 7^3 ^Vv

Analoogiliselt teist järku tensorile saab defineerida ka

kõrgemat järku tensorid. n-ndat järku tensor on 4n - kom-

ponendiline suurus, mille komponendid teisenevad Lorentzi

teisenduste puhul järgmise valemi järgis

e: /ч. = A .• Л*.
P r\
A~vn. vx..-v^

(3.4)

Vektor on seega 1. järku tensor ja invarianti voib nime

tada O-ndat järku tensoriks.

Peale tensorite on olemas pseudotensorid. Mingit jär

ku pseudotensor erineb sama järku tensorist ainult selle 

poolest, et kui ЦjCll — ~~i * siis muutuvad pseudotensori 

komponentide märgid vastupidiseks (peale valemiga (3 .4 ) 

määratud teisenduse). Näiteks, pseudovektori teisendus- 

valem on

sl = u u ^ s ._______(3.5)
'/U. "  ■■ Z4’*' V

öldse, mistahes järku pseudotensori teisendusvalem eri-
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neb sama jarku tensori teisendusvalemist ainult lisateguri

poolest. See tahendab, et teisenduste puhul, kus ||£9 —

= 1 , ei erine pseudotensor tensorist; erinevus ilmneb ainult 

ruumilise peegelduse või aja inversiooniga seotud teisenduste

puhul.

Vaatleme nüüd algebralisi tehteid tensoritega.

Triviaalsel kombel on ilmne, et kahest (või mitmest) sa

ma järku tensorist (või pseudotensorist) võib moodustada sum

ma, liites samade indeksitega komponendid; see summa on sama 

jarku tensor (voi pseudotensor) nagu koik liidetavadki. Näi

teks kahe vektori, A ^  ja summa on vektor , sest 

kui A /l = <^M.y A v ja = o£/<y B Y , siis ka

Edasi vaatleme (pseudo)tensori k o o n d a m i s t .  

Koondamine on algebraline operatsioon, mis seisneb (pseudo)- 

tensori komponentide summeerimises ühe indeksite paari jargi. 

Koondamine on seega võimalik alates teisest järgust. Koonda

mise tulemuseks ehk k o o n d i s e k s  on (pseudo)ten- 

sor, mille järk on koondatava (pseudo)tensori järgust kahe 

võrra väiksem. Selle tõestuseks olgu näiteks 3. järku tenso

ri koondiseks * Näitame, et see on 1.jär

ku tensor (s. o. vektor). 3. jarku tensori teisendusvalem on

I/ _ Р Г  f  L/
А дс у ° W ‘

Koondades, saame

K- H/A.V ~ V/ *

Lorentzi maatriksi ortogonaalsuse tottu (vt. valem (2.22)) 

on
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asetades eelmisesse valemisse ja summeerides fl järgi saa

me
1/  ' _  /  L/
/“-Л1-* <**/

See valem näitabki, et on vektor. Täpselt sama

sugune on see toestus ka mistahes tensori koondamise puhul.

Nii on 2. järku tensori koondis invariant, 2. järku 

pseudotensori koondis pseudoinvariant. 3. järku tensorist 

võib saada koondamise teel kolm vektorit, mis on üldjuhul 

kõik üksteisest erinevad. 4. järku tensor on koondatav kuuel 

eri viisil. Teistkordse koondamise järel saadakse aga ainult 

kolm erinevat invarianti. Need on tensori koondami-

sel ’ МА.ЛЛЛ Ja ^  • Alates 6• 3ärgu3t
saab tensorit koondada järjest kolm korda jne.

Edasi vaatleme tensorite ja pseudotensorite korruta

mist. Tensoreid on võimalik üldiselt mitmel eri viisil kor

rutada, kuid põhiliseks korrutiseks on o t s e k o r r u -  

t i s . Kõik teised saadakse otsekorrutisest koondamise 

teel. Kahe tensori otsekorrutiseks nimetatakse suurust, mil

le komponentideks on esimese tensori kõikide komponentide 

korrutised teise tensori kõikide komponentidega. Näiteks 

vektori A x ja 2. järku tensori 7 ^ y otsekorrutis on A xl ^ y. 

Otsekorrutise komponentide arv on seega võrdne mõlema tegu

ri komponentide arvude korrutisega. Otsekorrutis on ise ka 

tensor, mille järk võrdub mõlema teguri järkude summaga. 

Selle väite tõestus on triviaalne: selleks tuleb vaid mõle

ma korrutatava tensori teisendusvalemid kirja panna ja see

järel teineteisega korrutada. Näiteks:



Ал = A Ä i 

Т  ’ = Z  S  Т •»flY Yf 1/3/ >
3iit

mis ongi 3 .järku teneori teisendusvalem.

Samal viisil korrutatakse ka pseudotensoreid. Kui kor

rutises on mõlemad tegurid pseudotensorid, siis on korru

tis tensor, kui aga üks tegur on tensor ja teine pseudoten

sor, siis on korrutis pseudotensor.

Kahe teneori või pseudotensori otsekorrutist saab sa

mal viisil korrutada kolmandaga, jne. Kui mitme tensori või 

pseudotensori otsekorrutises on paarisarv pseudotensoreid, 

siis on see korrutis tensor, kui paaritu arv, siis pseudo- 

tensor. Otsekorrutise järk võrdub kõikide tegurite järkude 

summaga. Otsekorrutamine ei ole üldiselt kõmmutatiivne; näi

teks korrutised АдТд<*. ja ^ 4. A y on erinevad.

Otsekorrutisest saab koondamise teel tuletada kõiksugu 

teisi korrutisi. Näiteks kahe vektori s k a l a a r n e  

k o r r u t i s  Bf* on nende otsekorrutise koondis.

Vektori ja 2 . järku teneori otsekorrutise koondis on vek

tor A ^ T ^ V voi {\^ . Vektori skalaarset korrutist 

iseendaga A ^ A , *  nimetatakee tema r u u d u k s  ja 

ruutjuurt sellest korrutisest vektori a b s o l u u t 

v ä ä r t u s e k s .  Kaht vektorit nimetatakse teinetei

sega o r t o g o n a a l s e k s  , kui nende skalaarne 

korrutis on võrdne nulliga. Vektorit, mille ruut on posi

tiivne, nimetatakse r u u m i s a r n a s e k s  , kuna 

negatiivse ruuduga vektorit nimetatakse a j a s a r n a -
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e e k s .  Vektorit, mille ruut on võrdne nulliga, e. o. 

iseendaga ortogonaaleet vektorit nimetatakse i s о t - 

r o o p s e k s .

Seoses vektorite ruumi- ja ajasarnasusega tuleb pea

tuda tensori te komponentide reaalsuse ja imaginaarsuse kü

simusel.

Eeldades, et tensor kujutab reaalset füüsikalist suu

rust, veendume, et mõned tema komponendid peavad olema ima

ginaarsed (imaginaarse ajakoordinaadi kasutamise korral).

Olgu meil näiteks vektor A ^  . Selle komponendid teise

nevad valemite järgi*

A i  -  e Ae +  £ < ч  A *  ,

Ач = - £ * « A e  '

Kui A, , , A 3 on reaalsed, siis, kuna Lorentzi maat

riksi elemendid on imaginaarsed, peab A«, olema 

samuti imaginaarne selleks, et f\ 1 * A* * A 3 oleksid reaal

sed. Siis on ühtlasi imaginaarne. Samal viisil, raken

dades teisendusvalemit mistahes n-ndat järku tensori kompo

nentidele, võib veenduda, et reaalsed on kõik need komponen

did, mille indeksite hulgas on paarisarv neljasid, ja imagi

naarsed kõik need, mille indeksite hulgas on paaritu arv 

neljasid. Näiteks 2 . järku tensori komponendid 7~Mg Ja 

X ,  on reaalsed, ülejäänud imaginaarsed. Sama kehtib pseudo- 

tensorite komponentide jaoks.

Tensorit (või pseudotensorit) nimetatakse mingi indeksi

te paari osas s ü m m e e t r i l i s e k s  , kui kompo

nendi väärtus nende indeksite ümberpaigutamisel ei muutu.
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Kui aga komponent indeksite ümberpaigutamisel muudab m a r g i , 

siis nimetatakse tensorit selle indeksite paari osas a n - 

t i s u m m e e t r i l i a e k s  • Tensori sümmeetria ja 

antisümmeetria on invariantsed omadused (vt. ülesanne 4). 

Teist järku sümmeetrilisel tensoril on 10 sõltumatut kompo

nenti ja antisümmeetrilisel tensoril 6. Iga teist järku ten

sor on esitatav sümmeetrilise ja antisümmeetrilise tensori 

summana:

+  (3>6) 

Vaatleme nüüd kaht erilist tensorit. Need on ühikten- 

sor (f, ja täielikult antisümmeetriline pseudotensor 

£  „ . Nad on erilised selles mõttes, et nende kompo- 

nendid on kõigis inertsiaalsüsteemides ühesugused, olgugi 

et nad alluvad üldistele teisendusvalemitele.

Öhiktensori komponendid on defineeritud järgmiselt:

= 1 » kui fu. = v

0, kui p. t  V } (3.7)

Maatriksina on

*г*я
(3.8)

Need komponendid on ühiktensoril mistahes inertsiaalsüstee- 

mis, sest valemi (3 .2 ) põhjal

~ ~ • 

ühiktensoril on see omadus, et tema korrutis mistahes ten- 

soriga (mille järk on vähemalt 1 ) on pärast ühekordset koon-



damist võrdne selle tensoriga (siit ka uhiktensori nimetus). 

Näiteks

~fßf =  7*/
Pseudotensori ß  komponentide definitsioon on

järgmine: £ —  4 , kui kõik indeksid on erinevate väar-
Z4“ p в *

tustega ja moodustavad paarispermutatsiooni (s. o. 1234 ja 

sellest paarisarvu transpositsioonide abil saadud permutat

sioonid); =s —  1 , kui kõik indeksid on erinevate väär

tustega ja moodustavad paaritu permutatsiooni; =  О » 

kui kõik indeksid ei ole erinevate väärtustega. Seega on 

selle pseudotensori 256 komponendist ainult 24 nullist eri

nevad. TÕestame, et rakendades niiviisi defineeritud kompo

nentidele pseudotensori teisendusvalemi, saame jälle need

samad väärtused. Esiteks,

ä  £  К.Х./4.У —  Ä  1 •

Kui teeme indeksite 1234 seas ühe transpositsiooni, saame 

komponendi väärtuseks - 1 , sest determinandi väärtus tema 

kahe rea transponeerimisel muudab margi. Kui aga asendame 

ühe indeksi väärtuse mõne teisega, nii et enam ei ole kõik 

indeksid erinevad, siis saame komponendi väärtuseks 0 , 

sest determinant kahe ühesuguse reaga on võrdne nulliga. 

Seega on väide tõestatud.

Pseudotensori abil võib mistahes 4. järku

tensorist moodustada pseudoinvariandi:

- • (3.9)

Niisamuti, kui on pseudotensor, siis X on inva

riant.
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Samuti võib igast 3. järku tensorist moodustada pseudo— 

vektori (voi pseudotensorist vektori)*

■ » . i o )

Edasi, kui T, on 2. järku tensor või pseudotensor,

6 Ü S

on 2* järku pseudotensor voi tensor. Paneme tahele, et 

on antisummeetriline.

Lõpuks, kui Av on vektor või pseudovektor, siis

Ä  (3.12)

on 3 . järku pseudotensor või tensor. Ta on täielikult anti- 

summeetriline.

Märgime veel, et kui valemites (3.9) - (3.11) ,

või Tyuv on sümmeetriline mistahes indeksite paari 

järgi, siis on vastavalt Г , või U. v õ r d n e  nulli

ga. See järeldub pseudotensori ■Cx ^^Lyt antisummeetriaet.

ITuüd asume tensorite diferentseerimise juurde koordi

naatide järgi. Sellega on tegemist alati siis, kui tenso

rid tähendavad väljasuurusi, mis olenevad ajast ja ruumist.

Osatuletise operaator on vektoriliee iseloomuga,

sest л _



mis näitabki, et see operaator teiseneb nagu vektor.

Teneori g r a d i e n d i k s  nimetatakse suurust, 

mille komponentideks on selle tensori kõikide komponentide 

osatuletised kõigi nelja koordinaadi järgi. Valemist (3«13) 

järgneb, et gradient on ühe võrra kõrgema järguga tensor 

(niisamuti on pseudotensori gradient ühe võrra kõrgema jär

guga pseudotensor). Nii on invariandi gradient vektor:

fT-cuAU. = } (3.14)

vektori gradient 2 . järku tensor*

<}х а о ( А л = 0 . 1 5 )

jne. Operaatori ----- indeksit loetakse tavaliselt gradien-

di viimaseks indeksiks ja eraldatakse teistest indeksitest 

komaga.

Viimase kahe indeksi järgi koondatud gradient! nimeta

takse d i v e r g e n t s i k s .  Näiteks vektori diver

gente on invariant:

'ЭА 
d i\ r "'Эх =  A  ctj ос > (3.16)

2. järku tensori divergente vektor:

(3.17)

jne. öldse, mistahes tensori divergente on ühe võrra mada

lama järguga teneor.

Defineerime veel vektori r o o t o r i .  See on

järgmine antisummeetriline teneor:

- « t A  Д  _  д
ЭХУ-  V  A ^ V ‘ (3.18)
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Vaatleme edasi üht teist järku tuletise operaatorit.

^  • Э2- mida nimetatakseruutSee on operaatori ^ ----
Эх* Зх^х,

neljamõõtmeliseks Laplace*i operaatoriks ehk d’ Alembert’i 

operaatoriks ja tähistatakse märgiga о  ■

“Эх-Зх, Эхк̂кк

=  Л (3.19)c* d t b *

kus Д  on kolmemõõtmeline Laplace*i operaator. Operaator 

□  on invariantne; selle rakendamisel mistahes tensorile 

saame sama järku tensori.

Viimase küsimusena vaatleme käesolevas paragrahvis in

tegreerimist neljamõõtmelises ruumis.

Ruumala elemendi määravad neljamõõtmelises ruumis neli 

lõpmata väikest nihkevektorit d * «  d x ? ,  d x 1? ,  d x ? ,  

mis on selle elemendi kui lõpmata väikese rõõptahuka serva

deks. Elemendi ruumala võrdub (märgi täpsusega) pseudoinva- 

riandiga

d Q  =  e ^ . T  d x ” d x ? d x . ?  J * ? ,  о. 20)

kusjuures sel viisil defineeritud ruumala on imaginaarne 

( dyLH imaginaarsuse tõttu). Teisiti võib ä Q . avaldada 

determinandinas

d x 1; '  d u ™  d x ?  c / x '«  

d x i4 d x ?  d x ?  d x ?  
d%? d x?  d x (?  d x ?  
dx? dx? d x ?  dx?

d Q  = (3.21)
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Juhul kui ruumielemendi servadeks on koordinaattelgedesuu

nalised nihkevektorid, siis on determinant diagonaalne ning 

d Q  avaldub lihtsamalt:

d Q  =  d x Ad y . ^ d x i d X 4 =  L c d V d t  , (3 .2 2)

kus c L l f = d x %d x zd x 3 on kolmemõõtmelise ruumi element.

Kolmemõõtmelise huperpinna elemendi määrab neljamoot- 

melises ruumis lõpmata väikeste vektorite kolmik d x * 1) , 

d x ™ ,  d%  ̂  . Pseudovektor
v  О

(3.23)

on ilmselt ortogonaalne mistahes vektoriga sellest kolmi

kust. Seega on ta risti selle huperpinna elemendiga. Abso

luutväärtuselt aga võrdub see pseudovektor huperpinna ele

mendi "pindalaga", kusjuures see pindala võib olla ka ima

ginaarne. Kui näiteks on ruumisamane pseudovektor, 

siis võime ühe ruumilise telje võtta OI2 y. suunas ja vale

mist (3 .2 3 ) saame:

dx‘" d x?  dxi'> 
d x ^  dx[x) 
d x ?  dx™ dx

(3.24)

Determinant selle valemi paremal poolel ongi võrdne hüper- 

pinna elemendi imaginaarse pindalaga. Kui aga on aja-

e a m a n e  pseudovektor, siis võtame selle vektori suunas aja

telje ja valem (3.23) annab
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d x ‘° dx“  d x '1’ 

d x ‘»  d x ?  d x "  

d x , '«  d x ™  r f x f *

(3.25)

kus determinant on nüüd võrdne reaalse "pindalaga". Siit 

näeme veel, et A j? on iee imaginaarne pseudovektor sellee 

uõttes, et tema ruumilised komponendid on imaginaarsed, ли

па ajaline (neljas) komponent on reaalne.

Kahemõõtmelise pinnaelemendi määrab neljamõõtmelises 

ruumis lõpmata väikeste vektorite paar t . Hii-

sugust elementi võib kirjeldada kas tensoriga

d F „  = d x ? d x ' ; '

või pseudotensoriga

(3.26)

Ilmselt

d S ^  =  d x i n d K ? ‘

d S ^ v d F „  =  o  .

(3.27)

(3.28)

Kui võtame kaks koordinaatteIge tasandis, mis on määratud 

vektoritega c/x^1’ ja siis on nendel vektoritel

nullist erinevad ainult need komponendid, mis vastavad nen

dele telgedele. Olgu need näiteks 1. ja 2. telg. Siis vale

mist (3 .27)leiame, et

, °-29)
s. o. pseudotensori ainsad nuxlist erinevad komponen

did on absoluutväärtuselt võrdsed vaadeldava pinnaelemendi 

pindalaga. Analoogilise tulemuse saame ka siis, kui ^ekto
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rite d x (i) ja dx Iх* tasandil on uks telg ruumiline ja 

teine ajaline. Siis on pinnaelemendi pindala imaginaarne.

Neljamõõtmelises ruumis võib integreerida neljal vii

sil: üle ruumi, üle kolmemõõtmelise hüperpinna, üle kahe

mõõtmelise pinna ja üle joone. Mitut liiki integraalide 

vahel on olemas seosed, mis on analoogilised integraalseos

tega kolmemõõtmelises ruumis.

Tuletame esmalt Gauss-Ostrogradski valemi. Ruumiele- 

ment, mille servadeks on vektorid d x ^ } d X yZ) t d x ^ d x ™ ,  

on piiratud kaheksa hüperpinna elemendiga (hüpertahuga). 

Näiteks vektorid c/x": J x T  on kahe teineteise vas

tas asetseva hüpertahu servadeks, kusjuures üks neist on

nihutatud teise suhtes vektori d x ^  võrra. Igale hüper-
Л*

tahule seame vastavusse ortogonaalse pseudovektori d L x 

kas valemi (3.23) järgi või sellest ainult märgi poolest 

erineva valemi järgi. Märk tuleb valida igakord nii, et 

hüpertahuga ortogonaalse pseudovektori skalaarne korru

tis vektoriga, mis viib selle hüpertahu juurest vastasta- 

hule, oleks võrdne miinusega võetud ruumielemendi ruumala

ga

-  d Q  =

(vt. (3.20)). See valik tähendab seda, et d ^  on suuna

tud kõigil hüpertahkudel väljapoole ruumielementi.

Olgu nüüd A ^ mingi väljavektor. Moodustame summa

Ž A X  d l . ?
A i=1 ..

üle koigi kaheksa hupertahu. Arvestades eespool seletatud
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viisil d Z  1  suuna, leiame:

Ž A x c J Z " =  - А л  z X v t T d ^ d ^ ' d ^ >  +  
i - i  

+  ( \ - ^  d * ? )  e X w d * ? d * ? > d * ?  +

-(Ал+%£<**?) ^
-  a ä  ̂  v r ^ ; 1 ^  r *  +

+ ( A  + |^7^ " ' ) ел л^  -h

+ A * e X A v e < ^ V x “W > c ' äJ -

-  ( A * + 1 j £  ̂ x ? > )  e X A v. ; « r f x i w  ■

Avade3 sulud ja koondades liikmeid saame

2 - А л < * ^ - л - 1 е^ с* ъхл +  € /*x*i. ? > x v (з зо)

Г е л<Лг| ^  +

Sulgudes olevat avaldist saat lihtsustada;

( >̂Ал ~ "эАл

Чу^г-гх» е/*ь<^ зд, j ■, '

'зАл „ ^>Дл (3-31)
+ - e u V tfX -sX r  -

Selle võrause kehtivuses veendume järgmiselt. Vahetult näe* 

me, et vasak pool on indeksite Д*-гУ , suhtes täielikult 

antisümmeetriline• Valides aga {*■ -  1 , V "  Z  , <5 = 3 ,

, leiame, et vasaku poole igas liikmes on sumxaeeri-
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mieel X järgi nullist erinev ainult üks liige. Need liik-

"Ъ/ U  ъ А з
med on - ,  — -  , - j a nende эшшпз ongioX ^  о^ч

NÜud saab valem (3 .30) kuju:

2 A d X v h y c L Q  . (3 .3 2)

Võtame edasi aegruumis meelevaldse piirkonna, mis cn 

piiratud kinnise hüperpinnaga. Jaotades selle piirKonna 

ruomielementideks ja summeerides valemis (3.32) avaldatud 

summat iile kõigi elementide, saame

“ (3.33)

See valem ongi neljamootmeline Gauss-Ostrogradski valem. 

Ta kehtiо mitte ainult vektori jaoks, vaid mistahes järku 

tensori (voi pseudotensori) jaoks. Kui selle järk on suu

rem kui null, saab valem kuju:

(3.34)

selle tuletuekäik ei erine sellest, mis on toodud eespool 

vektori jaoks. Kui aga tensori järk on null, s. t. tege

mist on invariandiga 1 , siis saame Gauss-Ostrogradski 

valemi kujul:

Ka selle valemi tuletuskäik on sama, selle vahega, et va

lemis (3 .3 1 ) X  ei ole summeerimise indeks, sest ase

mel seisab J . Siiski kehtib see valem ka sel juhul, 

sest vottes /4. =  •/, V  =  2., < 3 = 3 = veendume kergesti,

- 19 -



et mistahes A  väärtuse puhul on kõik liikmed vasakul poo

lel võrdsed nulliga, peale ühe, mis võrdubki paremal poolel 

seisva liikmega.

Vaatleme nüüd Stokes*i lause neljamootmelist analoo

gi. Võtame aegruumis pinnaelemendi, mis on maaratud vekto

ritega (vt. joonis 43, kus need vektorid 

on piltlikult näidatud nool

tena). Olgu Дл mingi välja- 

vektor. Selle tsirkulatsioon 

üle pinnaelementi piirava 

neljast lõpmata väikesest 

vektorist koosneva joone aval

dub järgmiselt: Joonis 43.

ehk
H

*.=■1
ehk, arvestades valemeid (3.18) ja (3.26),

. (3.36)
1 — 1

Votame nüüd aegruumis mingi pinnatüki, mis on piiratud 

kinnise joonega. Jaotades selle pinna elementideks ja 

summeerides (3.36) üle kõigi elementide, зааше

£ A x <̂ ** = |'и>£Ал^/гЛ/ч =

-  20 -



See valem ongi neljamõõtmeline Stokes'i valem.

Kolmandaks on neljamõõtmelises ruumis võimalik veel uks 

integraalteisendus, millel puudub kolmemõõtmeline analoog. 

Votame kolmemõõtmelise hüperpinna elemendi, mis on piiratud 

kuue kahemõõtmelise pinnaelemendiga. Olgu väljavektor. 

Arvutame summa , kus d S ^ } on määratud va-
^  ^  f* 

lemiga (3.27) või sellest ainult märgi poolest erineva va

lemiga. Märgi määrab nõue, et korrutis ^us 

on selle pinnaelemendi kui hüperelemendi tahu juurest vas- 

tastahule viiv vektor, pe'ab võrduma vastasmärgiga võetud 

hüperpinna pseudovektoriga

_  -  e ^ y e z  d * i » d x ? > d x p

(vt. (3.23)). Sel eeldusel saame

+ V «  ( ^ + I x f

-  d x ? )d * !? d x % L

-- (e , г ъАм
[ ААвТ ЭХ¥

-f £  ) U  J *  —

_  ._^ £. —  о l i
-  I > v * « r ^ x x Aytf ь / y ^ •

+

'4 -



Viimane üleminek põhjeneb siin seosel 

> ^ 0 x 7 " ^  A*> T V  r  > \ v t f  ЭХГ (3.38)

-  p _  e  ,
~  ^ A v t f C  Э̂ХЛ

mille õigsuses võib kergesti veenduda, pannes tahele, et 

mõlemad pooled on indeksite V t Gt T  suhtes taielikult 

antisunmeeerilised; kui A  võrdub uhega neist, näiteks 

^  —  V  , siis saame mõlemal poolel suuruse

« X »  ’ . .
kus f<- ̂  V, . Kui aga А Ф A  ^  L »

siis saame samuti mõlemal poolel uhe ja sama avaldise;

näiteks, A  =  i , V — 2* > <5 = 3 -  4 korral

^ x 4 Эх,

ja analoogiliselt mistahes permutatsiooni korral. Seega

ТД '/’ =  - ^ i ^ A .(3 39)
^  ПЛ ^Х л А Л °,39;
i=< ^

Kui võtame aegruumis kolmemõõtmelise hüperpinna, siis
C? M

kehtib see seos mistahes selle hüperpinna elemendil. Sum

meerides ule kõikide elementide, saame

(3-40)

kus vasakpoolne integraal on võetud üle kinnise kahemõõt

melise pinna, mis piirab eeda hüperpinda. See valem ongi 

kolmas integraalteisendus.
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1. Näidata, et kui on invariant ja Af± on s

vektor, siis ka В _ on vektor.Г" t
L a h e n d u s  . Kuna eelduse järgi 

ja =  siis /АуBy> = jd,^Yf\y B jt . Siit ̂ у(Х ,̂,Е -̂£у) =

= 0 . St see vordus peab kehtima identselt sõltumatult Lo- 

rentzi teisendusmaatriksist £ r * , siis peab olema

4
Siit

ß ; = / r v ß v ,

mida oligi vaja näidata.

2. Näidata, et neljamõõtmelise vektori komponendid 

käituvad ruumiliste crtogonaalteisenduste puhul järgmi

selt: kolm esimest komponenti kui kolmemõõtmelise vek

tori komponendid ja neljas komponent kui kolmemõõtmeli

ne invariant.

L a h e n d u s  . Lorentzi maatriks, mis kujutab 

ruumilist teisendust, on kvasidiagonaalne (vt. valem 

(2.21)), s. o. - ^ ü e  » ^ и ч - 1  ja ülejäänud elemen

did on võrdsed nulliga; CL on ruumilise teisenduse maat

riks. Rakendades niisuguse kvasidiagonaalse kujuga maat

riksit vektorile A ^ , leiame:

Ак= “к£ A j ,

К  = А, ,
mida oligi vaja näidata.

3. Näidata, et neljamõotmelise 2. järku tensori 7/Lv 

komponendid käituvad ruumiliste ortogonaalteisenduste pu-

- 23 -
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hui järgmiselt: ”7 ^  kui kolmemõõtmeline 2. järku tensor, 

”Пц ja ~J~4K kui vektorid ja "7^ kui invariant.

L a h e n d u s  . Rakendades maatriksit (2.21), leia

me :

т ,:= 4 ^ . ^ =ял ,
~[~ЧЧ -  у  ~ ^ L y  =  "/ч ч  >

mida oligi vaja näidata.

4. Näidata, et tensori sümmeetria või antisümneetria 

mistahes indeksite paari suhtes on tensori invariantne oma

dus.

L a h e n d u s  . Toestuses võib piirduda teist jär

ku tensoriga, sest kõrgemat järku tensori puhul on tõestus

täpselt samasugune. Olgu "7~ —  ±"7Г . . Teises süsteemis
ffr 1 о

on

~f^r  =  ̂ /»(S ,

т г;= / , г^ л „тго ..

Siit vahetult näemegi, et ka teises süsteemis

T  ' — =tzl~‘/и v>--- ^ I  V/u •
5. Naidata, et kui 7 ^ y on antisümmeetriline tensor,

siis koosneb pseudotensor

(3.41)

sanadest komponentidest nagu Th  v
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L a h e n d u e  

teel. Kui

V
siis

Sellee veendume vahetu arvutuse

Ту , 0
rM-Tn

T „
1 Tn 

к Т ц  о

Antisummeetrilist pseudotensorit nimetatakse anti-

summeetrilise teneori ”T ^ V suhtes d u a a l s e k s  . 

Ka vastupidi, "7^v on duaalne ,$■** suhtes, sest ilm

selt

T9/*y
-d— о 
2, хЯ

6. Näidata, et mistahes 2. järku tensori T L
r’iV

(3.42) 

pu

hul kehtib võrdus:

- *^-€tf-r K Ä  £jЦ -O C X A  '-КЛуи.у l^y

L a h e n d u s

0. ( T *  l~vd) . (3.43)

Valemitest (3.41) ja (3.42) järg

neb antisummeetrilise tensori •4~(Т‘ ) jaoks, et
4< ÖT Гб/

(7~<rr ~  7*4 ) —  ^ Ö T x X ^ x X ^ u v  ( T ^ ^ ~ T ^ )  .

Vahetades paremal poolel teises liikmes summeerimisindek- 

sid V  , saamegi siit valemi (3.43).

7. Toestada järgmised seosed:



€ ß 
«Pf* V * p

< u 4<*v &OLf>

< v <£/»* 4 ,

<5/ а S f 4 S/p

<?xA <̂ >ty $xp

V
} *

4 /* V

fy/4
/

(3.44)

(3.45)

€ £ ''«ßftv ',7*vpe

n^y« G-ftvap--- 6 c5e (3.47)

€V*vpe ^ v » e =  2 4 (3.48)

L a h e n d u s .  Valemi (3.44) kehtivus juhul

kui

ot = X = 4 y p  = r> = 2., /” v » 3 , x = p ̂  V 

järgneb sellest, et sel juhul seisab paremal poolel ühik- 

maatriksi determinant; kehtivus jäab rikkumata ka mistahes 

«■ või eespool antud väärtuste permutat

siooni puhul, sest iga transpositsioon muudab margi mõle

mal poolel. Kui aga indeksite *. või Ал/ч.,у,р hul

gas on võrdseid, siis on mõlemad pooled ilmselt võrdsed 

nulliga.
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Samasugune on ka valemi (3*45) toestus. Kui ot*/< , 

^ * v  » / ® P  Ja nende kolme indeksi seae on võrdseid,

siis on mõlemad pooled võrdsed nulliga. Kui aga <* =^t , 

ß s V , / kõrval kehtivad võrratused »

siis seisab mõlemal poolel - 1. Lõpuks, kui teeme indek

site «, £ j / või /<, v, p mistahes permutatsiooni,

jaah valem ilmselt kehtivaks« Selle valemi kehtivuses

voib veenduda vahetult ka valemi (5*44) koondamise 

teel*

ülejäänud valemid (3.46) - (3.48) järelduvad samuti 

kõige lihtsamalt valemi (3 .4 5) oteese koondamise teel.

8 . Näidata, et kui vektor on ruumisarnane, siis lei

dub niisugune inertsiaalsusteem, milles tema 4. komponent 

on võrdne nulliga.

L a h e n d u s  . Teisendades vektori Â  neljan

da komponendi, saame

Aif ~£ч*А)с £чч Ац .

Tuleb näidada, et kui / {^ on ruumi s a m a n e , siis saab A' 

teha nullike. Valemi (2.30) põhjal eee tähendab tingi

must

— iß А + /\ц = о j
*

kus A on kolmemõõtmeline vektor komponentidega nK . 

Kui tähistame , siis peab olema А© = /ЗА

Ruumieamasuse tõttu on lAI >IA,I , seega leidub tões-
-* -+

ti niisugune kiirus |3 , et võrdus Д, = /3 A kehtib.

9. Näidata, et kui vektor on ajasaraane, siis leidub 

niisugune inertsiaalsusteem, milles kolm esimest komponen

ti on võrdsed nulliga.
- 27 -



L a h e n d u s  • Esmalt pöörame ruumilist koordinaa 

distikku nii, et kolmemõõtmeline vektor A  , mille kom

ponentideks on neljamõõtmelise vektori kolm esimest 

komponenti, oleks x 1-telje suunaline. Siis on • 

Edasi rakendame erikujulist Lorentzi teisendust (2.17)* Si-a 

on A£ = А» » 0 , ja et oleks ka А} - 0 , tuleb teha 

Д ^^Д г О  ehk, asendades # Ajasarna- 

suse tõttu |At-j <  j  , seega on niisugune teisendus tões

ti võimalik.

10 . Haidata, et vektor, mis on ortogonaalne ajasarna- 

se vektoriga, on ruumisarnane.

L a h e n d u s .  Olgu A  ß = 0 , kus A ~  on aja-r* b Г

sarnane. Valime süsteemi, kus A K — 0 . Siis А. B. =s A„
Л Л

Et А dtO » siis ß = 0  . See tähendabki ß ruumisarna- ч ч
sust.

1 1 . Näidata, et kui kahe erineva, kuid võrdsete abso

luutväärtustega ajaearnase vektori neljandad komponendid 

on samamärgilieed, siis on nende vektorite vahe ruumisar- 

nane vektor, aga nende summa ajasarnane vektor.

L a h e n d u s  . Kasutame inert siaalsüsteemi, milles 

ühel antud vektoritest on ainult neljas komponent nullist 

erinev. Olgu see A 4 =. CAo . Teise vektori komponendid sa

mas süsteemis olgu 6 K  ja LB0 , kusjuures eelduse jär

gi AcBo > 0  j a . Viimasest võrdusest järgneb, et 

iBol > lA o l. MÕlema vektori vahe absoluutväärtuse ruut on

В *  - A ? +  Z A .B o =
25 2*Аъ(Во *** A0)
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eest А* ̂  0 korral on B0K A 0 ja ^ * > 0  korral &0 У А о  • 

Seega on vahe tõesti ruumisarnane vektor. Vektorite summa 

absoluutväärtuse ruut on aga võrdne »

вг-Се„-/-А„)г =  д 1 - ь . х - А ?  - i / u e . =

= - 2 А . ( А ,  +  В , )  < 0 ,

s. о. summa on tõesti ajasarnane vektor.

1 2 . Näidata, et kui kahel ajasarnasel vektoril on ab

soluutväärtused võrdsed ja neljandad komponendid samamärgi- 

lised, on nende summa absoluutväärtus absoluutväärtuselt 

suurem kui ühe liidetava kahekordne absoluutväärtus.

L a h e n d u s .  Olgu vektorid A*. ja В. . Vaatle-
-*■ .. 

me neid süsteemis, kus /\ =  0 . Siis on (vt. eelmine üles

anne) nende summa absoluutväärtus võrdne

Tuleb näidata, et

>ZIA.I .
See võrratus on samaväärne võrratusega

A . ( ß . - A . )  > o ,
ja see kehtib tõesti, nagu eelmises ülesandes nägime.

Samal viisil saab näidata, et summa absoluutväärtus 

on absoluutväärtuselt suurem ka teise vektori, В , ka- 

hekordsest absoluutväärtusest. Selleks tuleb üle mi nnа 

süsteemi, kus ß “ 0 , ja siis arutleda nagu eespool.

^ 14. Relativistlik mass ja impulss.

Klassikaline mehhaanika ei ole kooskõlas relatiivsus

teooriaga, sest kiirus on klassikalises mehhaanikas tõkes-
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taraatu suurua. Kui näiteks kehasse mojub k o n s t a n t n e  joud, 

siia on kiirendus konstantne ja kui jõud mojub kullalt 

kaua, siia kaevab kiirus kuitahes suureks®

Niisiis, relativistlik mehhaanika peab erinema klas 

aikaliseat. Relativistliku mehhaanika ülesehitamise lahte 

aluseks votame j ä ä v  u e e  s e a d . u s e d »  Kaes- 

olevas paragrahvis defineerime relativistliku massi ja re

lativistliku impulsi, lähtudes nende suuruste jäävuse pos

tulaadist ja pidades silmas relatiivsusteooria nõudeid.

Impulsiks nimetatakse relativistlikus mehhaanikas, sa

muti nagu klassikalioes, suurust, mille mõõduks on massi ja 

kiiruse korrutis. Kui kehasse mõjub jõud, siis impulss kas

vab ja võib saada kuitahes suureks. St aga kiirus valguse 

kiirust ületada ei saa, peab kiirusega kasvama ka mass, kus

juures see kasv peab olema tekeataraatu. Kiiruse lähenedes 

valguse kiirusele peab mass kasvama kuitahes suureks.

Ruumi isotrcopsuee nõudel võib mass sõltuda ainult kii

ruse absoluutväärtusest, mitte aga suunast. Sõltuvuse kuju 

eaab aga tuletada nõudest, et massi ja impulsi jäävus peab 

kehtima igas inertsiaalsüsteemis, s. o. nõudest, et need 

seadused on kooskõlas relatiivsusprintsiibiga.

Selleks vaatleme kahe ühesuguse osakese täielikult mit- 

teelastset kokkuporget. Osakesena võib mõelda mistahes keha, 

mille sieemist struktuuri ei arvestata. Osakeste algkiiru- 

sed olgu võrdvastupidised: и  ja — U piki üht sirgjoont, 

mille võtame x-teljeka (vt. joon. 44). Kummagi osakese mass 

paigalolekus olgu m(0) , kiiruse u. puhul aga rrt(U ) .
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Põrke tulemusena tekib üks liitosake, mille kiirus impulsi 

jäävuse põhjal peab olema null. Seega on kokkupõrge taieli

kult mitteelastne. Liitosakese mass paigalclekus olgu

m(u) M(0) m(u)
------- ■■■ ■ ■ -O------------- - Щ О I-

1 и  -и  2 x

Joonis 44.

Massi jäävust väljendab võrdus:

2 , m  c a )  =  M  (O )  • (3.49)

Hüüd vaatame sama protsessi teises inertsiaalsüsteemis. Lii- 

kugu see esimese suhtes x-telje positiivses suunas sellesa

ma kiirusega U. . Kiiruste liitmise valemi (2.125) järgi

2sU.
on teise osakese kiirus uues süsteemis----- — r , liitoaa-

kese kiirus — U. , kuna esimene osake on muidugi liikumatu. 

Seega massi jäävuse põhjal

+  = М ( * ) (3.50)

ja impulsi jäävuse põhjal

Ы l --- —  ) --------------------  (3.51)
fH'( ■j-tU.b/C*’}  i+ U .b / C 3'

Elimineerides M (u .) , saame

1 - и . у с ь

1 -h U.x/C A

Tähistame

ГК(О) =  — — ■ Ууу- f ---—  — —  -) (3.52)
1 -h U .VC x l i i~ U * / C 4



Siis

j j  _  T j i+ v / c . - y / 1 -T S / c  (3 .5 4)

c  y/T+V/C  + -\/ i— V/C

ja

t  =  J j -  v V c 1 . (3-55)
1+ u,ycz *

Järelikult saab valem (3 *5 2) kujus

^ ( V ) = - p ä = -  (3.56)

v < -  a
See ongi valem, mille me pidime tuletama» Samakujulise va

lemi saame ka liitoeakese jaoks. Selleks kirjutame (3*56) 

põhjal valemi (3 .49) umber kujuls

M(0) = Jßd°L 
n i  1 v ? - ^

ja valemi (3 .5 1 ) kujuls <̂ x

!A(u-)=
(seet (3.53) ja (3.55) põhjal oil 

«  (  ' ___________
' I f f U V c 1 ' y - f- v V * 4"  1-uyc* '•

Seega

/Л (u.) =  J ^ L  .

Niisiis, me tõestasime, et massi ja impulsi jäävuse 

kehtivus kahes inertsiaalsusteemis nõuab massi olenevust 

kiirusest kujul (3.56). Nuud tuleb tõestada, et niisugu

ne olenevus kindlustab massi ja impulsi jäävuse seadus

te kehtivuse taieliku sõltumatuse inertsiaalsüsteemi va-



likust. See tähendab, et kui mass ja impulss on mingis 

protsessis jäävad ühes inertsiaalsusteemis, siis nad on 

jäävad ka mistahes teises inertsiaalsüsteemis.

Selleks vaatleme mingit meelevaldset üksikutest osa

kestest koosnevat mehhaanilist süsteemi. Osakeste vahel 

võivad toimuda elastsed või mitteelastsed kokkupõrked, mil

le tulemusena võivad muutuda nende massid ja impulsid ja ka 

nende arv. Väljaspool neid elementaarprotsesse on aga osa

kesed vabad. See eeldus on vajalik selleks, et poleks vaja 

arvestada väljade mõju osakestesse. Muidu ei oleks meie süs 

teem enam puhtmehhaaniline. Väljade olemasolu korral tuleks 

arvestada ka nende massi ja impulssi; kuid see viib juba 

mehhaanika raamidest väljapoole.

Osakeste s e i s u m a s s i d  olgu hn.i (o ) ja kii 

rused U.* . Siis on süsteemi kogumass võrdne

M = Z -7 ^ % =  (3*57)

ja koguimpulss

P  = z  . (3.58)

i y7-
Samakujulised avaldised kehtivad kogumassi ja koguimpulsi 

jaoks ka mingis teises inertsiaalsüsteemis:



Eeldame nüüd, et /Л ja P  on jäävad:

M ä C o h .it .

P  =s Co t b it .

ja näitame, et siis kehtib jäävus ka teises inertsiaalsus-

teemi3i M '  =  CCKi-t.

P  ' =  Oo*b$t. (3.62)

Et ruumikoordinaadistiku poore jäävust ilmselt ei mõjuta, 

siis piisab, kui vaatleme teist süsteemi liikuvana x-telje 

suunas. Olgu tema kiirus 1Г . Avaldades kiiruste kom

ponendid kiiruste liitmise valemite (2.123) järgi ning ar

vestades ka valemit (2.128), pärast asetamist valemitesse 

(3.59) ja (3.60) leiame:

(3.61)

M , 1 у  r ^ i (o )  ( j - U - u v / c 1)  

V f -  Щ  i V i - u S / c *c  a.

n 1 *n-iCo)(U-iK —  y )

“ “ l / b g  T  'Ji-uf/C*

1 i y / i- u ? / c *  9

(3.63)

(3.64)

p '  m t(0)U£2

i Л/1 -  U ? / C  г

Võrreldes saadud avaldisi valemitega (3.57) ja (3.58), leia

me, et kogumass ja koguimpulsi komponendid avalduvad teises
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inertsiaalsusteemis lineaarsete homogeensete funktsioonide-

esin

Л1 -

na samadest suurustest esimeses inertsiaalsusteemis:

V -в

л\' = — — ^
Oa

Px =/ ß  -  ггA i

v V c  *

« > 5  * 
p ;= p , •

(3.65)

(3.66)

'/
Nendest valemitest näib vahetult järelduvat M *  ja P  jää- 

vus, kui on jäävad Л1 ja P • See järeldus on toepoolest 

õige, kuid ei ole siiski nii lihtne. Asi seisneb selles, et

M ja P  j ää- 

, on nende

mõlema inertsiaalsusteemi ajad on erinevad 

vus tähendab seda, et kahel hotkel, ja 

suuruste väärtused samad:

■Â a Д|* ja P  jäävus peab tähendama, et need suurused säi

litavad oma väärtused teise süsteemi ajas:

H ' i t . ' i  =  Л1 'U D ,
=  p '( t ‘l .

Need võrdused aga ei jargne vahetult eelmistest vaatamata 

seostele (3.65) ja (3 .66).

Siiski on järeldus õige: kui M  ja P  on jäävad, 

siis on jäävad ka Л1* ja P* . Asi seisneb selles, et jää—
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д д А и А ,
vust voib moista Invarianteei kombel, sõltumatult uhe voi 

teise süsteemi ajast (kuigi jäävad suurused ise on definee

ritud uhes või teises inertsiaalsüsteemis). Kahe hetke ,

t  asemel tuleb selleks vaadelda kaht invariantset ruumi- 
2/

sarnast hüperpinda. Joonisel 45 kujutavad x-teljega paral

leelsed jooned kaht hupertasandit, kus =  ja ~t = ~t̂  . 

Joonte võrk, mis lõikavad esimest hupertasandit punktides

Joonis 45.

Aj » » Ci ja teist punktides , 8г , Сг> 2)г , kujutab 

osakeste maailma jooni. Osakeste arv ei ole jääv; nad põr

kuvad uksteisega, liituvad ning jagunevad, nagu näitavad 

selle vorgu sõlmpunktid. Selle osakeste süsteemi massi ja 

impulsi jäävus ajas t  tähendab seda, et masside summa 

punktides A i  . B, . Сл on võrdne masside summaga punk-
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tides * Вь , , 2 ^ ja impulsside summad nimetatud 

punktides on samuti võrdsed. Kuid me võime hüpertasandid 

asendada kahe meelevaldse ruumi sarnase hüperpinnaga (joo

nisel märgitud numbritega 1 ja 2). Huperpinna ruumisarnasus 

tähendab seda, et mistahes selles pinnas asetsev joonelement 

on ruumi samane. Osakeste maailmajooned lõikavad 1. hüper- 

pinda punktides А ,'А Л  ja 2 . huperpinda punktides ,

А а R ' С 1 ^  • Eelduse kohaselt on osakesed väljaspool r \ )  i  > i
nendevahelisi elementaarprotsesse vabad ja jäävuse seadused 

on kehtivad igas elementaarprotsessis. Järelikult on mass 

punktis &л võrdne masside summaga punktides В * ja В " ; 

impulss punktis Bf on võrdne impulsside summaga punktides 

В J  oa b "  ; sama kehtib punktis Л oleva massi ja impul- 
■ ■ %» 

si ja punktides /\г ja olevate masside ja impulsside

summa kohta. See tähendab, et kui kogumass ja koguimpulss 

hüpertasandil on võrdsed kogumassi ja koguimpulsiga hü

pe rt as andi 1  , siis samasugune võrdus kehtib kogumassi 

ja koguimpulsi vahel hüperpindadel 1 ja 2. See ongi jäävu

se invariantne esitus. Massi ja impulssi, mis on defineeri

tud kull teatavas in^rtsiaaIsusteemis, me ei vaatle siin mit

te selle süsteemi aja funktsioonina, vaid invariantsete ruu- 

misarnaste hüperpindade funktsioonina.

Pöördudes nüüd tagasi valemite (3.65) ja (3.66) juur

de, on meil õigus väita, et M  ja p  jäävusest (eespool 

seletatud invariantses mõttes) järgneb vahetult ka M ' ja 

P 7 jäävus.

Niisiis oleme jõudnud tähtsale tulemusele, et massi
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olenevue kiirusest (3.56), relatiivsusprintsiip ja massi 

ja impulsi jäävuse seadused, moodustavad kooskõlalise ter

viku.

Edasi defineerime neljamõõtmelise kiiruse ja neljamoot- 

melise impulsi. Need on mõlemad neljamõõtmelised vektorid. 

Liikuva osakese neljamõõtmeliseks kiiruseks Ы nimetatak- 

se tema neljamõõtmelise kohavektori X  tuletist omaaja jär-

d *

“ d v  ' (3.67)

Et dv on invariant, siis on U vektor. Neljamõõtmeli-
Л

seks impulsiks ^  nimetatakse seisumaesi yvs.0 ja kiiru

se ü  korrutist

oiV (3.68)

Et seisumass on invariant, siis on ka vektor.

Leiame seosed neljamõõtmeliste vektorite Ц, ja
А Г/**

komponentide ja vastavate kolmemõõtmeliste vektorite - 

kiirust U ja impulsi p  komponentide vahel.

Et

äz  =  d t
(vt. (2.76)), siis

«... =  ^  .

et aga X* on kolmemõõtmelise kohavektori X  komponen

did ja X.4=U.t, siis

u . .  -

-----  [UH =  j (3.69)
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Korrutades need valemid seisumassiga, saame

ь =  -

l / i- u y Z *  > ( 3 . 70 )

. СУП0С
f>4 -

ehk, kuna

M e
m.  =

on kiirusest olenev mass ja

(3.71)

] (3.73)

-* , - r  Yn0 U,
b -  h\.U =  — — (3.72)

у У- u V c *

on kolmemõõtmeline impulss, siis 

/>, =  i w t  .

Seega on neljamootmelise impulsi kolm esimest komponenti

identsed kolmemõõtmelise impulsi komponentidega ja neljas

komponent on võrdeline massiga. Märgime, et kiiruse puhul

(vt. (3.69)) on seos kolme- ja neljamootmelise suuruse

komponentide vahel veidi keerulisem.

Leiame veel-mõlema vektori, U  ja b absoluutväär-
M V*

+uste ruudud. Kiiruse jaoks valem (З.69) annab:

3  (3.74)

ja impulsi jaoks valemist (3.68) järgneb:

=  -  m " c t  • <3.75)

Mõlemad vektorid on seega ajasarnased. Valemitest (3.73) 

ja (3.75) järeldame veel:
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p
siit

(3.76)

Л  =  m *'c * • (3.77)

Massi valemid (3.71) ja (3.76) erinevad teineteiseat selle 

poolest, et esimeaes on mass avaldatud kiiruse ja teises 

impulsi funktsioonina# ühel juhul kaotab valem (3 .7 1 ) mõt

te. On olemas osakesi (footon, neutriino), mis liiguvad 

valguse kiirusega. Nendel on nullist erinev lõplik impulss 

ja mass. Seega on nende eeisumass võrdne nulliga (muidu an

naks valem (3.71) lõpmatu massi). Valem (3.71) annab seega 

massi jaoks määramatu avaldise . Sellevastu jääb valem 

(3 .7 6 ) täiel määral kehtivaks ning annab

nagu peabki olema vastavalt valemile (3.72). Neljamõõtme- 

lise impulsi komponendid on niisugustel osakestel

erijuhul ajasamane, vaid on isotroopne vektor. Neljamõõt- 

melist kiirusvektorit aga sellistel osakestel olemas ei 

ole. Ei ole nendel ka omaaega.

Vaatame lõpuks, kuidas teisenevad kiiruse ja impulsi

(3.78)

(3.79)

ja absoluutväärtus võrdne nulliga. Impulss pole seega sel

komponendid uleminekul ühest inertsiaalsüsteemist teise
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Piirdume juhuga, kus teine süsteem liigub esimese suhtes 

x-telje suunas. Olgu tema kiirus V* . Rakendades nelja- 

mõotmelieele kiirusele vektori teisendusvalemit ja ar

vestades valemit (3.69), leiame:

U. Осж- у

u, u t

и ’г

\ / l - u ' V c z * 

1 -  Ц./3/ c

(3.80)

V7- ^/l-uVc*- J
Siit saame kergesti juba varem teisel teel tuletatud kii

ruste liitmise valemid (2.125) ja ühtlasi ka valemi (2.128), 

Impulsi jaoks saame valemite (3.73) abil analoogili

selt:

л '- &~nxxr 

>

^  =  M . - v y h / c *

J

(3.81)

(3.32)



Heed valemid on kujult samasugused nagu eespool tuletatud 

valemid (3.65) Ja (3.66). Vahe on ainult selles, et seal 

vaatlesime osakeste süsteemi massi ja impulssi, siin aga 

üksiku osakese massi ja impulssi.

Ü l e s a n d e d .

1. Kaks osakest seisumassidega Ja h\° liiguvad

ühel sirgjoonel teineteisele vastu, kusjuures nende massid

on vaetavalt M. ja K*., . Kui suur on teise osakese mass 
f ♦

tn. selles inertsiaalsüsteemis, milles esimene osakene on 

liikumatu?

L a h e n d u s  . Votame 1. osakese liikumissuuna 

x-telje positiivseks suunaks. Siis liigub süsteem, milles 

see osake on liikumatu, algeüsteemi suhtes x-telje positiiv

ses suunas kiirusega

U  ~ С y j i  —  ( V n ' / n n J *’

(vt. (3.71)). Teise osakese impulsi x-komponent on algsüs- 

teemis (3 .76) põhjal võrdne

~  *KX C ' J .

Teisendades 2. osakese massi valemi (3.82) järgi algsüstee- 

mi suhtes kiirusega U. liikuvasse süsteemi, leiame:

4 r 1 * (3.83)

Et seda avaldist lihtsustada, tähistame:



M = m ' ü Ä .  .

2 . Osake seisumassiga tA0 laguneb paigalolekus kaheks 

osakeseks seisumaesidega пг® ja • Impulsi jäävuse

põhjal on nende impulsid ja — võrdvastupidised.

Avaldada ja kaudu. Avaldada samuti mõlema

sekundaarse osakese massid ja M 4 •

L a h e n d u s  • Massi jäävus annab valemi (3*76) 

põhjal:

M0 =* \ Л */г +  f>4cx +  y/hxl^i-pVc* .

Lahendades selle võrrandi jb suhtes, leiame:

p  =  i r r  J .
i M o * (3.84)

Sekundaarsete osakeste massid saame valemitest:

milles p tuleb asendada valemist (3*84-). Niiviisi leiame:

г -

>
(3.85)

гм.

гм.

kusjuures Л1© , nagu peabki olema. Anname valemi

tele (3.84) ja (3.85) geomeetrilise interpretatsiooni. Olgu



ш

_ / е -

Siis
>ч;м! С

Alp

(3.86)

(3.87)

Kirjutades valemi (3*86) umber kujul:

+ с*$С1Ф) j

näeme, et imaginaarseid suurusi ifvt^C » , CAI^C

võib vaadelda kolmnurga külgedena, kusjuures külje c/4©c

vastasnurk on Tt— Op • Siis on 

i  гк° m ic .3*

Z
selle kolmnurga pindala ja —  yb selle kõrgus. Graafikul 

(vt. joon. 46) on kolmnurga külgedeks kolme osakese nel-

Joonis 46.

jamõõtmelised impulssvektorid P , ^  ja j> , mille ab

soluutväärtused ongi iM0c » ja ir*£c * Impulsi



jäävus väljendub graafiliselt selles, et need vektorid moo

dustavad kinnise joone. Et primaarne osake on liikumatu, on 

tema impulssvektor OB paralleelne ajateljega. Sekundaarse

te osakeste impulsid on OA ja AB , nende kolmemõõtmelised 

impulsid on aga neljamõõtmeliste impulsside ruumilised kom

ponendid /Г= CA ja ŽŽ  . Sekundaarsete osakeste impuls

side ajalised komponendid on ОС ja CB , mis kujutavad see

ga nende osakeste masse kooskõlas valemiga (3.85).

Vrd. ka ülesanne 5 |-s 11.

3. 7C -meson laguneb paigalolekus muüoniks ja neutrii- 

noks. Leida aüüoni mass , kui tema seisumass on f<0 ,

7t -mesoni seisumass on ja neutriino seisumass on võrdne 

nulliga. Leida ka müüoni ja neutriino impulsi absoluutväär

tus p .

L a h e n d u s .  Valemite (3.84) ja (3£5) järgi leia

me:

К  *

2-h\t

Neutriino mass võrdub muidugi f>/<L , s. o.

Z r*o  ’
mis järgneb ka valemitest (3.85)»

4. Müüon laguneb paigalolekus elektroniks ja kaheks 

neutriinoks. Muüoni seisumass on , elektroni oma M 0 ,

neutriino oma null. Leida suurim võimalik elektroni massi 

väärtus ta.«»* ja sellele vastav maksimaalne impulsi väär

tus •
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L a h e n d u s  . Olgu elektroni impulss ja neut- 

riinode impulsid yfc>f ja ^  . Impulsi jäävuse pohjal on

j

siit

/>1 =  Лг +- >

kus <p on Д ja /> vaheline nurk. Järelikult

^  = ^  + I t L tL ± ^ s ^ L .
„ / w *

Teisest küljest, massi jaavuse pohlal on ^-л г =: — — —  .

Vottes selle vorduse ruutu ja lahutades eelmisest, leia- 

m e : . _ _
+ .V »  ,

с

Siit järgneb, et /n on maksimaalne siis, kui Cf^O , s.o. 

kui molema neutriino impulsid on samasuunalised. Seega

M. -
i/<0 '

ja sellele vastab maksimaalne impulss

. _  (h-Z -r*i)c
i / K o

5. K-meson laguneb paigalolekus kolmeks 7C -mesoniks, 

mille impulsid on absoluutväärtuselt võrdsed. Kui suur on 

iga Ж -mesoni impulss , kui K-mesoni seisumass on 

Д|e ja Ж -mesoni oma ГК0 ?

L a h e n d u s  • Impulsile jb vastab mass 

m «> | / / -*• f > t 

Seega on massi jäävuse pohjal_______

Л1# а 3 r*9 y j +  р * / т 0хс * .
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Siit ___________

P = 'з"у/А103'— t

6« K-meeoni lagunemisel paigalolekus tekivad kolm 

7i -mesonit, mille massid suhtuvad nagu kusjuu

res jacX+/3 +  ̂  =  f. K-mesoni seisumass on Л10 ,

Я -mesoni oma h\0 . Missugust võrratust rahuldavad ar

vud massi ja impulsi jäävuse seaduste tõttu? Kui 

suur on 7Г -mesoni suurim võimalik impulss уЬтпяу ?

L a h e n d u s  • Massi jäävuse põhjal on TT-meso- 

nite massid võrdsed . Nende impulsside

absoluutväärtused avalduvad siit nii:

/>, = c 1/alA1,1 -  м» (

/>v= c ,

Et algimpulss on null, siis^-f-yb^-f-ytT3= 0, kust 

M  t*x+ l*3 »
s. o.

УагА1ог— m *  ^ | / / 3 **.1 . (3.88)

See ongi otsitav võrratus, mida peavad rahuldama arvud 

01 jäävuse seaduste tõttu. Peale selle muidugi pea

vad kehtima võrratused:

—  <  <* <
% Ьг«,
Л1,
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/Х о  у  j  у  А —  2/У*-о >

/Чр  ̂У ^  * П о —
Suurima impulsi р ^ *,r leidmiseks olgu impulsside fa ja 

|ээ vaheline nurk <p . Siis

A 1 = Л*- *• Л* +  * + > .Ы 0p* r -  "

^  on suurim siis, kui ф ■ 0 • Sel juhul у^= «*а

võrratus (3.88) saab võrdueeks:

д/сх^С-л? (3.89)

Edasi tuleb leida maksimaalne võimalik o( väärtus. Diferent-

seerides (3.89) saame

« < * *  ß d ß f d f  .

У<* У/ p  У г гМ ^ -* о

teiseks tõttu

d o L -t ä p  + d /  =  0 .
Siit järgneb, et doL- 0  puhul on

ß /

• / p V C - " ^  V / XM S -> * Ž  ’
s. o. j3 ^  . Valem (3.89) annab sel juhul

Siit

OL - ±
-  2 I M Ž  

ß = / =  -1-

L°puks ftn^x= ehk

^  *  ( C^ ‘ )  V ( ^ - ^ ) ( H ^ 3 m ^  .
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7* Liikuv osake, mille eeisumass on Л1« * laguneb ka

heks osakeseks seisumassidega ja . Nende impulsid on 

absoluutväärtuselt võrdsed ja on teineteisega risti. Leida 

primaarse osakese mass Л1 .

L a h e n d u s .  Primaarse osakese impulss P avaldub

kui

P = C ■

Impulsi jäävuse põhjal on kummagi sekundaarse osakese im

pulss yb võrdne

Siit avaldame sekundaarsete osakeste massid

tn  =  .x lV ' T  гж**

Seega kehtib massi jäävuse põhjal võrdus 

Lahendades selle võrrandi M  suhtes, leiame:

h = J h Z - < x + i / n i - i  № + * ? № + 2  K v o .

8. H°-meson, liikudes kiirusega V  , laguneb kaheks 

footoniks. Missuguses vahemikus võib olla väärtusi footoni

te impulsside vahelisel nurgal В ? Kui suur on see nurk 

juhul, kui impulsid on absoluutväärtuselt võrdsed? Leida ka
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footonite impulsside absoluutväärtuste suhte üldine olene- 

vus nurgast Q ja selle suhte suurim ja väikseim vaartus.

L a h e n d u s  . Vaatleme Я°-тевоп1 lagunemisprot

sessi eemalt tema paigaloleku süsteemis. Impulsi jäävus nõu

ab, et footonite impulsid on selles süsteemis vordvastupidi- 

sed, ja —  p  . Votame mesoni kiiruse suuna x-teljeks ja 

p moodustagu selle teljega nurga <jp . Selle nurga tasan

di võtame xy-tasandiks. Siis on 1. footoni neljamõõtmelise

impulsi komponendid

fa Cosy , if>

ja 2. footoni omad

Teisendame need komponendid nüüd algsusteemi, milles meson 

liigub kiirusega V  . Tulemus on niisugune. Esimesel foo

toni 1 on

, pcoscf 
r *  ~ /-----  »

(3.90)

Vf-fi
ja teisel footonil

-h fip

P i"  ’ 

r  ~ VT?*-

(3.91)
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Siit saame nurgad 0^ ja 0^ , mille need impulsid moo

dustavad x-teljega, s. o. mesoni kiirusega:

CCS в, =  * 4  V  ,
1 1 + ß C O iy  

si * e , =
1+ /3CoS(f

ja

У —  ß C o i ( f  *

$ыв = -  .
4 i  —

Siit avaldub mõlema impulsi vaheline nurk Q ~ Q 1~ Q järg

miselt: v

ceie= i- M lT^L '

/ - / 3 A Co5^<p t3*92;

ehk

0 * f  =  - Ä =  . (3» 93)

-  Q — *
See valem naitab, et Coi-~ minimaalne vaartus on 0 (kui

%
<p » 0) ja maksimaalne väärtus 3̂ (kui (p = £  ). Niisiis,

Xa.'LCCoSß 4 ЯГ . (3.94)

Kui footonite impulsid on absoluutväärtuselt võrdsed, />*= 

= yt>*, siis, nagu järgneb valemitest (3.90) ja (3.90, cm 

C O S ^ s O  ; seega on sel juhul

e = e ^  =  i a x c c o t / 3 .

Footonite impulsside absoluutväärtuste suhe avaldub üldi

selt nii:
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pf A+-ßCoS<p (3.95)

~рк ~  i  -  ß  Cos (f
Elimineeridee eiit ja valemist (3.93) » leiame:

f>> _  + У р г — со5л^ -

ehk (3.94) põhjal,____________________________________

в  Л- 0 - 0  
+ у * 1*  — I ----- 5 t K  — г”

= ----- ----- V  *  . (3.96)

f -  ,/W  ^  -i^ = Ä
Z> V X

Suhte euurima ja vaikseima vaartuee saame vahetult va

lemiet (3.95). Suurim väärtus on ■ ja väikseim ,
1 - ß  i+ ß

Heil juhtudel on Q « 180° .

Tuletame täienduseks veel mõned lihtsad seosed. Definee

rime suurused ja у  :

f -#*y3Co5y

^ c c s e ^ -e^SL. ,
1 - f i  Coi (f

t k *  =ß  , 

t k , =

Siis

jf =  CP5y>.

4>, =  л *,»,

i a « v .  ,

t* n .  I -  =  4^

- 52 -



9. Osake, mille seisumass on Л10 , laguneb kaheks 

ühesuguseks osakeseks seisumassiga m 0 ja massidega m f 

ja • Leida nurk Q nende osakeste impulsside vahel.
*

Millise kiirusega V  liikus primaarne osake?

L a h e n d u s  . Kui primaarse osakese impulss on 

P  ja sekundaarsete osakeste impulsid Д ja , siis

ning

Рг=  />» +• ,

ehk, avaldades impulsid masside kaudu,

M * - - M  *  =  » S 4 *- »v* *#■ у/

kus M  on primaarse osakese mass. Massi jäävuse põhjal

M  * w 4 +  m t .

Asendades eelmises võrrandis M  selle summaga, leiame:

-  л (3.97)

Primaarse osakese kiiruse saame seosest

mis annab 

V

Al
V f -  v*/c*

_ c /4*

10. Kiirusega ir liikuv osake laguneb kaheks ühesu

guseks osakeseks, mille massid on /Kf ja ja seisu

mass m.0 . Missugused nurgad 0 1  ja moodustavad 

nende kiirused kiirusega V  ? Kui suur on nurk 6  nende



kiiruste eneste vahel? Kui suur on primaarse osakese seisu- 

mass p\0 ?

L a h e n d u s .  Inertsiaalsüsteemis, milles primaar- 

ne osake on liikumatu, on sekundaarsete osakeste impulsid 

võrdvastupidised ja massid võrdsed, võtame kiiruse V  suuna 

x-teljeks ja sekundaarsete osakeste impulsside tasandi xy-ta- 

sandiks. Moodustagu 1. sekundaarse osakese impulss (primaar

se osakese paigaloleku süsteemis) x-teljega nurga <p . Siis 

on sekundaarsete osakeste neljamõõtmeliste impulsside kompo

nendid selles süsteemis järgmised;

kus f) on nende (kolmemõõtmeliste) impulsside absoluutväär

tus. Arvutades need komponendid ümber süsteemi, milles pri

maarne osake liigub kiirusega V  , saame 1. osakese jaoks:

nt

f>' =  f i i n c f } (3.98)

ning

(3.99)

ja 2. osakese jaoks:

k -_
rk  ~  ~  . . .------- --------

Я * =  —  pSitLCf
(3 . 100)



ning

1 C - J i - ß i

Lahendades võrrandid (3.99) ja (З.Ю1) Cf ja yb suhtes, 
leiame:

с V f  "'i +  ***)7<-/зч - ч » y-i 
f> = ---------------1------------- (3.102)

ja

cosa =
' (3-103>

Asetades need avaldised valemitesse (3.98) ja (З.Ю0), saa
me

ь'-
' * "  Zß *

/_ Cy/[ (yn.1+rrLxf ß X- ( h b 1- h X 7f ] ( l - ß X) - 4 ß ZnrL
5=

ja
„ —  ( W f-*ii)C + ß * ( i* .i+ i* b )C

A " ----------------- ---------------------------

.. -  Ст/fO». +-пч)*73 **)г](1-рЧ -  V/3*-Mi 
О  - Xfi

Siit leiame nõutud nurkade

0  = axcüos ■ - : ,

I»
0,- axcco5 -rfe-__  .
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tue -  c VAs*'-/* C 'J t*!* '*  *  c 'JMi"‘ m*' 3 aoks
valemid:

Ja

to>e .
г /з V ^ - ^ i  

rrjf ( 4 + f i 4 ^ 4 < - № * i
AnJ

(3.104)

,. л _  ^ / [ Г ^ , + l- Спц-»»-,)l]Я 1 - '■"‘i <3‘ swiü, — ------------------- / ■ = ------------.2/3 y V J — Trvj
105)

Mõlema sekundaarse osakese vaheline nurk on @a ß - 0, ; va-w «
lemite (З.Ю4) ja (З.Ю5) abil leiame:

* ( 3 ' 1 0 6 >

Primaarse osakese seisumassi leiame otseselt massi jäavuae 
seadusest:

M. =  Cm, +  »vt) Vf -узг .
Selle valemi abil saab eelmine lihtsama kuju:

—  n _ -  Al*

mis langeb ühte varem tuletatud valemiga (3.97).

(3.107)

(3.108)



Erijuhul, kui h ^ s r O  , saame

*>50 =  1 -  ^  -2.M, m.t (3.109)

See valem langeb sisuliselt ühte valemiga (3.92) 8. ülesan
dest, kus meil oligi tegemist mesoni lagunemisega kaheks 
footoniks. Toepoolest, kui mesoni seisumassi tähistame Al© » 
siis massi jäävuse põhjal

/ * ' + / • • •
Vf-/3^

Aga valemist (3.95) järgneb

seega (3.92) saab kuju:

ehk

See ongi identne valemiga (З.Ю9), sest footonite massid on
m., = f>’/c  ,
««.=/> Vc •

11. Osake 8eisuma8siga liigub kiirusega V  ja
laguneb kaheks ühesuguseks osakeseks, mille seisumass on 
hx0 . Millises vahemikus võib olla väärtusi nende osakes
te massidel ja # > ?  Millisel juhul on võimalik, et 
ühel neist on mass võrdne seisumassiga? Millise kiirusega 
U liigub sel juhul teine neist?
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L a h e n d u s  . Kasutame eelmise ülesande lahen 
damisel saadud valemeid (3.99), (З.Ю1), (3»1°2) ja (З.Ю7). 
Viimasest kahest järgneb:

/»------- г  *
asetades selle avaldise valemitesse (3«99) ja (3.101), 
leiame:

• } (3.110)

h\Q-h l3C05y у/ f t  m.. =s --------- ---- --------- '

г  7 7 ^ 1
<p tahendab siin teravat nurka kiiruse гг ja uhe se
kundaarse osakese kiiruse vahel süsteemis, milles pri
maarne osake on liikumatu. Et CoS<f maksimaalne väärtus 
on 1, siis " _ ,
Л1а~Р 's!Мл- < m  < У/10г-Ут*

Z y /l-/3* 4 ‘,гЧ (3.111)

lisatingimusega

* 4
Selleks, et uhe osakese mass voiks olla võrdne seisumas— 
8iga, on vajalik, et seda võimaldaks masside alumine to- 
ke valemis (3.111), s. o. peab olema

П о -/»’/ / ' C - W
------ :— . . ---- —  ж.^ Vt-/зг

-Siit
Al

/3 —  V ^ o  —
0 (3.112)



ja sellele vastav primaarse osakese mass on

M  = / V  
2. hip (3.113)

Niisiis, ainult juhul, kui primaarse osakese mass on
, on võimalik, et üks selamdaarne osake tekib 

liikumatuna (kuigi see ei tarvitse tingimata juhtuda). 
Teise sekundaarse osakese mass on siis võrdne

Al t - Z r ^

tema kiirus on aga samasuunaline primaarse osakese kiiru
sega:

1+131 ' 

ehk, absoluutväärtuselt, 

j  -

(3.114)

u.
С (3.115)

Peatume veel lähemalt valemi (3.111) juures ja tule
tame lisaks mõned täiendavad seosed. Selle valemi võime 
teisiti tuletada eelmises ülesandes saadud valemist 
(3.108). Tähistame

a. _  У/-/?*
/И0

Лг,
/ =

f - |  = i . i V  i-ß *
Mo

(3.116)

Siis saab see valem kuju:
. . .л, i*U i-ß4  +!лZ l 4 ( i - i ) - (1 -ß 1-))

h / L i W - w - W K i - p ' r t - H t a -,svj (3.m )
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Siit järgneb, kuna igal juhul on cob2& ^ 1 » et

sfi-e) )> (3.118)
* (f *  4 r t ž

ehk

УЧ0-/3 У л s с < Ai0-̂/g V/ч«
2 M 0 ^   ̂ (З.119)

See võrratus, arvestades | definitsiooni (3.116), ongi 
samaväärne võrratusega (3.111). Teeme siit mõned edasised 
järeldused.

Esiteks on selge, et
Al. — /3 V/-/S1

2 Л .  ^  M .  '
sest sellega on samaväärne võrratus

( -2лп.)г> О.
Et aga т °У* tähendab väikseimat võimalikku £ väär

netust, siis on £ aarmised väärtused vorratuses (Д̂. 119), 
millele vastab cos^ö = 1 , alati võimalikud. Vaatame lä
hemalt, milliseid väärtusi võib üldse omada Co$Q . Siin 
tuleb eraldi vaadelda kolme juhtu.

1) Kui primaarse osakese kiirus on küllalt väike,
„ x у /м г — ч ^ ь
P Л1» ' O.120)

8ii° £ =  Al. ±/8 у/дО-Ут.*-
> Z M .

juures on Cos9 =  —  1 . Seega on sel juhul võimalik Q mak
simaalse väärtusena 180°. Minimaalse väärtuse saame, arvu
tades tuletise:
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dc«e n ! t t - p i) ( i - 2 . s ) [ § ( i - f m ? - ( i i - ß ' ) m i i
d l £3.121)

Et vaadeldaval juhul (3.118) ja (3.120) pohjal%

siia on Co40 ekstreemum olemas ainult ß juures. Ar
vutades valemist (3.117), leiame:

0  , г ouictoLh.( J Ü = e i . y'fl° - 4 * 0 . )  
^  \ Z3 Alo / * (3.122)

Erijuhul (vt. ülesanne 8) kehtib (3.120) alati ja
valem (3.122) taandub valemiks (3.94).

2) Kui primaarse osakese kiirus on kullalt suur,

P > ^  * (ЭИ23)
siis _________ _

_ Alp ±/3 y/Afp̂ -Чгн?
* = 2,At*

juures on C oi& =-i • Seega . Maksimaalne väärtus
on aga kahel alajuhul erinev. Kui

/3 >  , (3.124)

siis on 0 ainult £ =-*- juures, ja me saamec<J * -2»

25)

Kui siga
V a i < <  V a i

Al* 1 (3.126)
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siis on
dcojQ

~ 7 f

ka

- 0

_ м 0 ±  У/и
(3.127)

juures. Sellele väärtusele vastab

Q „ azcsLn. M*Vl=fi± < f  ,ma* 2 m . (3.128)

kuna eelmine ekstremaalväärtus (3.125) osutub sel juhul 0 
minimaalseks väärtuseks. Mõlemad sulavad ühte, kui

r  Z r * 0

3) Kui __________
л  -
^  Л 1 .

(vt. (3.112)), siis (3.107) põhjal
= Z m 0 ( r * f +  *Hb) 9

ning valem (3.108) saab kuju:

c o i  o  -  /  ( * * '

kust nähtub, et

(3.129)

CLXCCDi 1*--° < в  <  —  • (3.130)
fl.***«* 4 ' г '

maksimaalne vaartus vastab juhule, kui üks sekundaarne
osake tekib liikumatuna, mis, nagu algul nagime, ongi või
malik ainult 'JM  г

 ̂= 7ÜT ~
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korral. Sel juhul aga ei ole nurka olemaski, sest ta saab 
määramatuks.

12. Jü -meson laguneb muüoniks ja neutriinoks, liiku
des massiga Kn- . Muüon lendab välja suunas, mis on ris
ti Ji -mesoni liikumise suunaga. Leida muüoni mass , 
neutriino impulss fo ja nurk <X neutriino ja 7Г -meso- 
ni impulsside vahel. JT -mesoni seisumass on , muüoni 
oma , neutriino oma null.

L a h e n d u s  . Massi jäävus annab seose

Ж е =  /Ч-C -h />
ja impulsi jäävus seosed

С У  m*”— с<э>ос

ja

Need kolm võrrandit määravadki otsitavad suurused 
f>} oi . Lahendades võrrandisüsteemi, leiame:

^  Z ^  '

^ ~ / ^ ) c
'

— — /<o

13. Kui suur peab vähemalt olema JC -mesoni mass tn. 

selleks, et tema põrkel liikumatu nukleoniga saaks tekkida 
nukleoni-antinukleonipaar (kusjuures meson neeldub, esimene
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nukleon aga jääb alles)? Nukleoni (ka antinukleoni) seisu
mass on A10 , mesoni oma .

L a h e n d u s .  Minimaalne vajalik mass on see, 
mille puhul kaks nukleoni ja antinukleon, mis on protses
si lõppsaaduseks, on kõik liikumatud süsteemis, milles ko- 
guimpulss on võrdne nulliga (massikeskme süsteemis). Selles 
süsteemis on mesoni ja primaarse nukleoni impulsid võrdvas- 
tupidised; olgu need уь ja —p . Siis on massi jäävu
se põhjal

kust

с у/ ( -  * . t )  ( 1 6  M i -

Sellele impulsile vastav nukleoni mass on

(3.131)

(3.132)

M  =  л /М с'ч -y ем.
(3.133)—» ; - * "су ' ' "P

£Л1.
Siit on nukleoni kiirus

/ч

V / -  =  — .V cl Ai
Mesoni mass on aga massikeskme süsteemis võrdne

$M o ~h m i
V'

Teisendades mesoni massi valemi (3.82) abil primaarse nuk
leoni paigaloleku süsteemi, leiame:
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ehk

Д1,- V*1- ^
V < - ^ r  

„ _
^ -----z w T “  ' ° - 134)

Saadud tulemus kehtib ka siis, kui #  -mesoni asemel 
tekitab nukieoni-antinukleonipaari moni teine osake, mis 
seejuure ise neeldub. Valemis (3.134) tähendab sel juhul 
tag selle osakese seieumaesi. Häiteks footoni korral
ja

m. = 4M 0 .
(3.135)

14. Kui suur peab vähemalt olema nukleoni mass /4 sel
leks, et ta,põrkudes liikumatu nukleoniga, võiks tekitada 
nukleoni-antinukleonipaari, jäädes ise alles? Nukleon, mis 
oli algul liikumata, jääb ka alles. Hukleoni kui ka anti- 
nukleoni seisumass on Л!в .

L a h e n d u s .  Lahenduskäik on sama mis eelmises 
ülesandes, kus tuleb asendada Mo ja arvestada pea-
lelangeva nukleoni allesjäämist. Fii saame (3.1 3 1) aseme
le võrrandi

kust

ja

p= AI.Cv/з , 
cV3
г

Л1 = ? M ° (3.136)
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15. Pooton massiga m~ põrkub liikumatu elektroni
ga, mille seisumass on fA0 • Parast põrget liigub footon 
suunas, mis moodustab algsuunaga nurga jf (Comptoni efekt). 
Leida elektroni ja footoni massid Л1 ja krJ pärast por- 
get ja elektroni liikumise suund.

L a h e n d u s  . Massi ja impulsi jäävust väljen
davad seosed:

\
h^-t- Л1в —  M  j

*v'coS/ + л/м i— Mc 00 * Б = r*.

#n#Sr' ^  -  = 0,

kus £ on nurk footoni algsuuna ja elektroni liikumi
se suuna vahel. Lahendades võrrandisüsteemi, leiame:

П о 2.



4 15. Dünaamika pohivõrrand.

Eelmises paragrahvis leidsime, et massi ja impulsi 
jäävuse seadused on kooskõlas relatiivsusprintsiibiga ai
nult siis, kui mass oleneb kiirusest valemi

\/Г̂ Щ (3-137>
järgi. Sealsamas defineerisime neljamõõtmelise kiirusvekto-

и  = # *A1 dX (3.138)

ja neljamõõtmelise impulssvektori
d x

=  >^e , (3.139)

mille komponentideks on kolmemõõtmelise impulsi komponen
did ja mass:

/>л =  ( p >  irrLC) (3.140)

Kui keha on vaba (kõikidest mõjudest isoleeritud), 
siis on tema mass ja impulss jäävad, seega ka neljamõõt- 
meline impulss:

dp
-2j£*- = 0 (3.141)dx

kus 'C on selle keha omaaeg. Et



eiis tahendab p  Ja hx jäävus ka r*-o j® ^  jäävust. 
Keha liigub eeega ühtlaselt ja sirgjooneliselt.

Kui aga

siis ei ole keha isoleerituds temasse mojub joud. llittere- 
lativistlikus dünaamikas kehtib põhivõrrand (Hewtoni II
seadus):

dp oUZ , О.,«)

kus 3" on kehasse mõjuv jõud. Analoogiliselt kehtib re
latiivsusteoorias dünaamika põhivõrrand kujul:

J  =  , (3.H4)
/4 d x  ä v

kus 5*" on neljamõõtmeline jõuvektor. Siin eeldame, et 
keha sisemine olek ei muutu, seega ei muutu ka seisumass. 
Aga keha mass ega impulss jäävad ei ole, kui on olemas 
jõud. Arusaadavalt ei tähenda see jäävuse seaduste tü
histamist. Jõu korral peab eksisteerima teine keha või 
kehade süsteem või väli, mille massi ja impulssi tuleb 
arvestada koos antud keha massi ja impulsiga. Jäävad on 
ainult isoleeritud süsteemi kogumass ja koguimpulss. See
kord huvitab meid aga üksik keha, mis ei ole isoleeritud 
ja mille mass ja impulss seetõttu muutuvad.

Võttes valemis (3.144) = 1,2,3, leiame:

3" = - 1 -f£ 
*г,г V 7- u y c *  ut '

Siin arvestasime valemit (3.140) ja omaaja diferentsiaali 
avaldist



gLt  =cCi л/i— JLšJ:

Koi defineerime kolmemõõtmelise jõuvektorina sama suu
ruse, mis selle nimetuse all esineb Newtoni mehhaanikas;

d p
? - М > (3.145)

siis saame eelmisest seosest

> (3-H6) 

kus K. = 1,2,3. See valem seob kolme- ja neljamõõtmelise 
jouvektori komponente omavahel. Tuleb vaid markida, et 
kolmemõõtmeline jõuvektor ei võrdu keha massi ja kiirendu
se korrutisega, nagu massi konstantsuse eeldusel on klas
sikalises mehhaanikas. Me võime kull jouvektori defineeri- 
da impulsi tuletisena aja jargi, kuid impulss ei ole rela
tiivsusteoorias lihtsalt võrdeline kiirusega. Kehtib valem 

J -  -
J  u t  9

mitte aga valem
—Г Uu 

d t '
Vaatame veel neljamõõtmelise jõu neljanda komponendi aval
dist. Esiteks, valemitest (3.140) ja (3.144) saame

X  =  LC - -- (3.147)
yJi-u*/cK eit

Teiseks, valemist (3.144) järgneb:

ja siit
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sest

Э ^ и ^ = О г (3.148)

U /u U AL —  -  С г - Со
Valemist (3.148) aga võime avaldada ^  veel teisel vii
sil* sest kui

= -̂ c =
siis

ehk
I 'T——*L / U

cV R ?
(3.149)

Võrreldes seda avaldist valemiga (3.147), leiame:
» cLtvs.

' (3.150)

Selle tulemuse tähendust vaatleme lähemalt järgmises pa
ragrahvis. Tema tähtsuse tõttu anname siinkohal veel 
teistsuguse tuletuskäigu, kus neljamõõtmelisi vektoreid 
vaja ei ole. Lähtume ainult massi ja impulsi valemitest 
(3.142), millest järgneb:

г.
Võttes tuletise aja järgi, saame

' d t  d t
Jagades massiga ja asendades

ja
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£ = “ tn. >
saamegi (3.150).

Vaatame nüüd, kuidas teisenevad jõu komponendid Lo
rentzi teisenduste puhul. Piirdudes siin ainult lihtsama 
juhuga, kui teine inertsiaalsüsteem liigub x-telje suunas 
(teisendusmaatrike (2.17)) ja tähistades

TH s i T0  ̂ (3.151)
leiame

rf f _ ß  To

зг'- jr 

— •/ ^  ~~*/3

'"N

J

(3.152)

Siit voime tuletada teisendusvalemid ka kolmemõõtmelise 
jõu komponentide jaoks. Esiteks, valemite (3.146) ja
(3.149) abil leiame

-r ßib
* с
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r ■ 3

_  3 »

Siit, arvestades kiiruse teisendusvalemeid (3.80), leiame
r _  jg^l

TT/_ 21 c
* f -  « й £  * с

т ' уУ-/з *
* f - Ä Ä  *

(3.153)

Э% уГ1-/эХ

1 - “ а АС
ja lisaks veel

У ' 2 '  = (3.154)\ - “ i L  с
Kontrolliks võib vahetult veenduda selle viimase valemi~+ » «
kehtivuses, arvutades u f valemite (3.80) ja (3.153) 
alusel.

ü l e s a n d e d .

1. Keha neljamõõtmeline kiirendus on vektor
а  = 4 ^  .
л  o£r (3.155)
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ков on kiirus ja X  selle keha omaaeg. Leida Ct̂  kom
ponentide avaldised kolmemõõtmelise kiiruse U. ja kiirendu- 
ee CL kaudu.

L a h e n d u s .  Et
_  __ i _________

Ja

a„ = i c  d  (  1 \ 
V f - t t y c 1 &  ( Y Y - « V c v  /

siis parast vastavaid arvutusi saame
ci -t *** (ЯкШ

a ‘ =  b ~ g ) x (3'156> 
j s • -> -+

õ l u  ' (3.157)
' C V

2. Näidata, et neljamõõtmeline jõud on ruumi samane 
vektor.

L a h e n d u s  . See järgneb valemist (3.148). Kui 
jT oleks ajasarnsne, siis leiduks niisugune inertsiaalsus- 
teem, milles nullist erinev on ainult (vt. ülesanne 9
§—s 13). Siis oleks

T  и  -  Г/, =  J s S .5-----ф о .
*  * ' '

Teisiti: kui , siis oleks valemite (3.146) ja
(3.149) põhjal ka 3"=0 , seega tervelt jF — C? . Eel- T P-
duseke on aga nullist erinev jõuvektor.

Veel teisiti. Arvutades 3 *̂̂  » leiame:/*
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4 - U  V c 1 9
seega on ruumisamane*

3. Tuletada seos kolmemõõtmelise jõu У  ja kiiruse
ga U liikuva keha kiirenduse CL vahel, mida see jõud
tekitab.

L a h e n d u s  . Valemi (3.144) järgi 

^  ~  J
asetades siia 3~K ja avaldised valemitest (3*146) ja
(З.156), leiame:

/ -» MX (UXcL)x
-> ' M « . + ---- ^ — ;
7  = ------ -------— r :-----  • (3.158)

Siit voime avaldada ka CL • Selleks korrutame valemit 
(3.158) skalaarselt kiirusega:

J V T  =  ■ (3.159)

c * ~  ( 1 - £ ) ’'*
ning

2  -  . \.
Vaatleme erijuhte. Kui jõud on paralleelne kiirusega, siis 
on ka kiirendus paralleelne kiirusega ning avaldub järgmi
selt :

Siit



a « 3  ^  > сз-161) 
kui aga joud on rieti kiirusega, siis on ka kiirendus ris
ti kiirusega ning avaldub järgmiselt:

T  (1— ü i)«i
^ = - ^ 1 — £ ^ L .  0.162)

x M«,
Nende seoste põhjal nimetatakse mõnikord massi

ble
V-f—  a V c 1

keha t r a n s v e r s a a l s e k s  massiks ja suu
rust

(1 -uVc*) V*
keha l o n g i t u d i n a a l s e k s  massiks.

4. Tuletada teisendusvalemid kolmemõõtmelise kiiren- 
duse OL komponentide jaoks (eeldades, et kahe inertsiaal- 
süsteemi suhteline kiirus on x-telje sihiline).

L a h e n d u s  • Lähtume kiiruse komponentide tei- 
sendusvalemitest (3*80) ja Lorentzi teisendusvalemist aja 
jaoket

+ c>

millest järgneb:

d t ' =  / 1 .

Diferentseerides komponendid t jargi, saame
a j = —* ett eW

jne. Lopptulemus on järgmine:
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a ,
* ( 1 - ф У  '
, Q-ß*-) [<*# +  (fi/c)(a, U* -  Д> M«)J

>= r * - w
,  ( l - ß 4 L a - i +  ( Р Ю ( а * < * г - а г и * ) ]

(3.163)

[ < - ^ ) г J
5. Sama ülesanne üldise Lorentzi teisenduse puhul. 
L a h e n d u s .  Hüüd tuleb lahtuda valemist (2.126)

või (2.127). Koiges muus on arvutus samasugune. Tulemus on

J= T 7 V  f3 l  
F w t  J '(3.164)—♦ - ̂
6. Keha kiiruse U  ja kiirenduse д  vahel on nurk

ft . Leida, kuidas teiseneb see nurk üleminekul teise
inertsiaaleüsteemi, mis liigub esimese suhtes kiirusega 
-t -» -» -»
V=ß c. suunas, mis on risti vektoritega Л  ja U  .

L a h e n d u s  . Valemid (2.126) ja (3.164) saavad
tehtud eeldustel lihtsama kuju

a'=uVf-/9* —  v  >
-♦/ -»Ct =  CL ((-/>*) .

Järelikult

u ' - c - \ / l - ( t - ß 4 ( 1 - u 4 c V ,  

а ' х а О - р Ч .
Siit
с « а ' =

Г  4 /
iLl)
С
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4 • 'I С*/
7. Keha eeisumaee on , tema kiiruse ja kiirendu

se absoluutväärtused on vastavalt U ja CL ja nurk kiiruse 
ja kiirenduse vahel • Kuidas avaldub nende suuruste 
kaudu kehasse mõjuva jõu absoluutväärtus jT  ?

L a h e n d u s  • Arvutades J ' 2’ valemist (3.158), 
leiame

o - t ö 3
7 * =

ja siit

т_ a n y e y/coS*f< - t - f l - C t V c y  ‘-SU*.1/ ' .

------------ ( 4 - g ) *  ' (3-16!:
8. Keha liigub kiirusega LL . Temasse mõjuv jõud -7* 

moodustab kiirusega nurga (p . Leida nurk /< kiiruse 
ja kiirenduse vahel.

L a h e n d u s  . Valemist (3.159) järgneb vahetult
__ h\0 CLCoSA<

( i  _ k f ^  ' (3-157> 
Asetades siia jГ avaldise valemist (3.166), lahendame eaa-
dud seose ft. suhtes. Tulemus on järgmine:

iiauxCf
=■ 1ГГ • (3.168)

See valem järeldub otseselt ka valemitest (3.161) ja
(3.162), sest seal võib ja ^7 all mõelda uhe jõu kahtИ X



komponenti, millest uks on kiirusega paralleelne ja teine 
sellega risti. <XH ja C L on siis vaetavad kiirenduse kom
ponendid.

а . , A ,9. Keha liigub kiirusega U . Temasse mõjuva jou ja 
kiiruse vaheline nurk on (p ning jõu ja kiirenduse vaheli
ne nurk У' . Avaldada U. ja kaudu.

L a h e n d u s .  Valemist (3.160), korrutades teda 
skalaarselt jõuga Э~ , saame:

co* * = ^ z ( i~uwcx)* (1~l<?cosxf) •
Siin tuleb 7 /Л У к о avaldada U ja (j> kaudu. Selleks ka
sutame valemit (3.166), elimineerides sealt fA valemi 
(3.167) abil. Sel teel saame

(3.169)

Seega
CDi*js -

^Si/iAf -h (1—
Elimineerides valemitest (3.168) ja (3*170) , saame
veel seose ja yU vahel:

J  —  ai 
CoS У' = -------- 6*:--- ----------

y / c c i ’-fA. (3.171)

Valemitest (3.168), (3.170) ja (3.171) järelduvad veel 
järgmised seosed:



c o i4 > = - S ? m . i z  š h f l t r
Co$<p * (3.173) 

C*
Hurk ijt on alati terav; kui /4 ja cp on teravad, siis
^ 4 ja Kui aga ja (f on nürid, siis ^L<(f 

ja = Seega üldiselt

* (3.174)

bõpuks esitame graafilise konstruktsiooni kiirenduse suu
na leidmiseks, kui on antud kiirus ja jõu suund. Joonisel _^
47 OA on jõusuunaline ühikvektor, OB on vektor ~r 

Tõmbame ß -st ristjoone ßC OA -le ja punktist С joo-

E ne CS> paralleelselt AB -ga. 
Siis on vektor OE , mis 
on paralleelne АЪ -ga, kii- 
rendusesuunaline. Hurgad:

AOß = <? ,
A0E=1> , 
BOE - f*.

See konstruktsioon põhjeneb 
valemil (3.160).

10. Tuletada teisendusvalem kolmemõõtmelise jõuvekto-—*
ri У  jaoks juhul, kui inerteiaalsüsteemide suhteline kii
rus V  on meelevaldse suunaga.

L a h e n d u s .  Valemid (3.153) ja (3.154) on tu
letatud eeldusel, et kiirus V" on x-telje suunaline.
Nüüd loobume sellest eeldusest. Esmalt teisendame nelja- 
mõõtmeliee jõuvektori komponendid Lorentzi maatriksi 
(2.ЗО) järgi. Arvestades ühtlasi valemeid (3.146) ja
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(3.H9), saame

Г' т t (-&S£-i)P-P*

f i - T u

c ' 

Tu'  _ T(CL-flc)

V f - f r  V P ^ V T ^ S  ‘

Edasi, arvestades valemit (2.128), leiame:■»

ja

Ž ( Ü - - c f )
^  7* =*

(3.175)

(3.176)
, _ J £ £

Kontrolliks voib, kasutades valemit (2.126), arvutada 
>/ M. ja veenduda, et tulemus langeb uhte valemiga
(3.176).

11. Leida teisendusvalem kolmemõõtmelise jõuvektori 
absoluutväärtuse jaoks.

L a h e n d u s .  Seda võib leida kahel viisil: ot
seselt valemist (3.175) ja neljamõõtmelise jõuvektori ab
soluutväärtuse ruudu invariantsusest. Et

( j s r
=  i n v . ,

' C l
OÜS
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Žl£Ll= (žill)
C*- 4 ' С *■ / *

Siit, arvestades valemeid 72.128) ja (3.176), võime aval
dada • Mõlemal viisil saame uhe ja sama valemi:

, у а - р * ) ( г ^ ^ )+ [^ (ё ~ л ]л
1 _ u g  '(3.177)

-*
12. Keha, millesse mõjub jõud ^  , liigub kiiruse-
-4  ̂ /

ga . Kuidas avalduvad jõud 7  ja tema absoluutväär
tus kehaga kaasaliikuvas süsteemis, s. o. selles inertsi- 
aalsüsteemis, milles keha on antud hetkel liikumatu?

L a h e n d u s  . Kaasaliikuv süsteem on see, mis 
liigub sama kiirusega nagu antud hetkel keha ise. Seega 
tuleb valemites (3.175) ja (3.177) võtta . Sel
viisil leiame:

V? C 4
(jZxŽjxZ Ü-иг (3.178)

ja

V (3.179)

11 - 81 -



Viimane valem järgneb muide otseselt ka n e l jamõotmelise 
jõuvektori ruudu invariantsusest.

Täiendavalt saame valemist (3.178) järgmised seosed:

n * ? ' = " ä £ =  , Г ш о .  (3-180)
V i - $

ja

d f ' =  a ? ,  u '= 0  . (3.181)

Valem (181) võimaldab valemid (3.178) ja (3.179) ka umber 
pöörata:

7= +^§£'(1-■/!-■&)> “'=0 <3.182)

ja
T __ I r r - / г ( и х ? ')*■  Г ? ' _ л---------- > (3.183)

13. Kiirusega и. liikuvasse kehasse mõjuvad jõud 
у  ja ^ , moodustades omavahel nurga Q . Kui suur 
on nurk Q' jõudude vahel inertsiaalsüsteemis, milles 
keha on liikumatu (hetkeliselt)?

L a h e n d u s  . Otsitav nurk avaldub valemiga
ooiQ 1— Ž £ L ,. f  .........kus ja nende absoluutväärtused on maaratud va

lemitega (3.178) ja (3.179). Arvutades leiame:
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COS Q — ̂ -coscbcosw
a>5 0'= ----- c — — — ~

-  %£ с о ^ ф  y /j - ^coi*<p (3.184)

kus Ф  on u_ ja 7  vaheline nurk ja (p on и. ja f  

vaheline nurk.

14. Keha liigub kiirusega ui ja kiirendusega a. , 
kusjuures nende vektorite vaheline nurk on дс . Näidata, 
et

(3.185)

L a h e n d u s  . Arvutades valemitest (3.156) ja
(3.157) neljamõõtmelise kiirenduse ruudu, leiame:

^ / a a  =  >■ с
r- r

15. Kehasse mõjub jõud ,7* , mis moodustab keha 
kiirusega U. nurga (p . Näidata, et

C — l#xV. (3.186)
v/V-itfv c*

L a h e n d u s  . Valemitest (3.146) ja (3.149) leia-

V > >
V i  c>

Invariantide (3.185) ja (3.186) vahel on olemas s rtieci,г  /
tottu seos, millest järgneb:
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'n,,a
mis on kooskõlas valemiga (3.167) (kui arvestada ka (3.168)).

16. Näidata, et

Т л = ow. (3.187)

kus gL} U on vastavalt kehasse mõjuv jõud, keha kiiren
dus ja kiirus.

L a h e n d u s  .
&T  <Я =  ------- ---- = u»v.

Ka see invariant on kahe eelmisega seotud. Ta on võrdne nen- 
de korrutisega. Seega, tähistades jF ja cl vahelise nur
ga ^-ga, leiame siit seose

У ' / - # г ^ гУ у / У -
* (3.188)

mis on kooskõlas varem tuletatud valemitega (3.168), (3.170) 
ja (3.171).

§ 16. Massi ja energia ekvivalentsuse seadus.

£ -s 14 me leidsime massi ja impulsi jäävuse seaduste 
relativistlikult invariantse kuju. Me nägime, et selle eel
duseks on massi olenevus kiirusest:

лг«r * . ( u )  =
(3.189)

С г
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Energia mõistet aga seni relativistlikus mehhaanikas 
meil vaja ei olnud. Ei olnud kõnet ka energia jäävusest. 
KÕiki protsesse saab kirjeldada ka ilma energia mõisteta. 
Vaatleme näiteks liikumatu osakese lagunemist kaheks osa
keseks (vt. § 14 2. ülesanne). Impulsi jäävus nõuab, et 
sekundaarsete osakeste impulsid oleksid võrdvastupidised. 
Massi jäävus määrab siis ka osakeste massid, seega nende 
impulsside absoluutväärtuse. Määramatuks jääb ainult im
pulsside ühine siht. Kui primaarne osake on isotroopne, 
siis ruumi isotroopsuse tõttu peavadki kõik sihid esine
ma võrdsete tõenäosustega. Kui oleksime nõudnud selles 
protsessis peale massi ja impulsi jäävuse ka energia jää
vust, siis ei oleks sellega mitte midagi peale hakata: 
sellest ei oleks võimalik olnud tuletada mitte mingisu
guseid täiendavaid andmeid protsessi kulgemise kohta. 
Bnergia mõiste sissetoommseks puudub seega reaalne vaja
dus ja ka võimalus.

Energia mõiste tarbetus ilmneb veel teisel viisil. 
Lähtume eelmises paragrahvis tuletatud valemist (3.150)

^ = c 5F • _
Mitterelativistlikus mehhaanikas vordub keha kineetiline 
energia temasse mõjuva jõu tooga, arvates paigalolekust 
(jõu all on siin mõeldud kõikide jõudude resultanti). 
Vastav valem on *

(З.190)
о

kus T  on kineetiline energia ja alghetkeks on voetud
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hetk, mil keha kiirus on null. Vaatame nüüd, kas ka relati
vistlikus mehhaanikas ei lähe vaja energiat kui too mootu. 
Aga ei, valem (3.150) näitab, et ei lähe vaja. Arvutades 
töõ selle valemi põhjal, leiames

jVo-cft = С г( т  —  m.0 ) . (З.19 1)

Me näeme, et keha kallal sooritatud töõ mõõduks osutub sel
le keha kineetiline mass /Н. — fy\0 , s.o. see osa massist, 
mille võrra mass ületab seisumassi. Muud mõõtu pole vaja; 
energia mõiste on siingi üleliigne.

Kõigele eespool öeldule vaatamata kasutatakse relatiiv
susteoorias energia mõistet ikkagi. Selle põhjuseks on mit- 
terelativistlikust füüsikast pärinev traditsioon, mille elu
jõud on tingitud mitterelativistliku piirjuhu praktilisest 
tähtsusest. Mitterelativistlikus füüsikas aga eksisteerib 
peale massi ja impulsi jäävuse seaduste nendest sõltumatu 
energia jäävuse seadus.

Vaatleme seda vahekorda lähemalt. Sealt saab meile sel
geks ka see ainus võimalus, kuidas energiat saab relatiiv
susteooriale "päästa".

Üleminek relativistlikust mehhaanikast mitterelativist- 
likku mehhaanikasse toimub formaalselt sel teel, et valguse 
kiirus tehakse lõpmatuks, С —► oo . Toepoolest, Lorentzi 
teisendus muutub siis Galilei teisenduseks, mass muutub kii
rusest sõltumatuks ja impulss saab kiirusega võrdeliseks. 
Relativistlik töö peab samuti С — ► oo juures muutuma mit- 
terelativistlikuks, s. o.

С Z( t n  — t n 0 ) 7~ . (3.192)
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Nii see toepoolest ongi, sest

с г(т -т „) = m „ c V J =
V H ?

_  *п0и г , 3/noU4
г 8сг '

seega
сг(т->п„) — » ^ 2 г “ .г _ у

JU
See tähendab, et relativistlik kineetiline mass on mitte- 
relativistlikul piirjuhul ekvivalentne kineetilise energia
ga. Seda ekvivalentsust saabki kasutada energia mõiste too
miseks relatiivsusteooriasse: keha kineetiliseks energiaks 
nimetatakse relatiivsusteoorias suurust

( r * - f n 0 )c * - ,

s. о. С г“ба korrutatud kineetilist massi. Et с Z on uni
versaalne konstant, siis on mõlemad suurused - kineeti
line mass ja kineetiline energia - teineteisega täpselt 
ekvivalentsed. Mõlemad väljendavad ühte ja sedasama keha 
omadust. Nad võivad teineteisest erineda arwäärtuste ja 
dimensioonide poolest, kuid see erinevus pole oluline. Ole
nevalt mõõtühikute süsteemist võib ju erinevaid väärtusi 
ja dimensioone anda mistahes füüsikalisele suurusele.

Seega ei tähenda kineetilise energia mõiste kasutuse- 
levõtt relatiivsusteoorias mitte mingisuguse uue suuruse 
sissetoomist, vaid sellega antakse ainult juba olemasole
vale mõistele - kineetilise massi mõistele - koos uue 
dimensiooniga uus nimetus. Et aga kineetiline mass on vaid
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osa kogumassist, siis tuleb ka kogumassile vastavat suu
rust tnc*" nimetada energiaks.

Niisiis, ainus võimalus energia mõiste sissetoomiseks 
relativistlikku mehhaanikasse seisneb selles, et energiaks 
£f nimetatakse massiga to. ekvivalentne suurus

E -  . (3.193)

Arusaadavalt on sel viisil defineeritud energia jääv suu
rus, sest jääv on mass; aga niisamuti on selge, et energia 
jäävus ei tähenda mitte mingisugust uut jäävuse seadust. 
Veel rohkem: energia ei ole massist põhimõtteliselt eris
tatav, sest nende kahe näol on meil tegemist ühe ja selle
sama füüsikalise suuruse kahe erineva esitusega. Põhjus, 
miks neid esitusi siiski erinevalt nimetatakse ja miks 
just m  nimetatakse massiks ja E  energiaks, mitte aga 
vastupidi, seisneb,nagu eespool märgitud, mitterelativist- 
likust füüsikast pärinevas traditsioonis.

Vaatame nüüd lähemalt, kuidas muutuvad massi ja ener
gia mõisted üleminekul mitterelativistlikule piirjuhule 
q —► oo * Vaatleme kehade süsteemi, milles võivad toimuda 
mitmesugused protsessid, kusjuures süsteemi alg- ja lõpp- 
olekus kehade vahel mitte mingisugused jõud ei moju. Sel
le eelduse mõte on see, et siis ei ole vaja arvestada po
tentsiaalset energiat, ehk, teisest seisukohast, jõudusid 
vahendava välja energiat ega massi. Seega on vaadeldav 
süsteem puhtmehhaaniline.

Süsteemi relativistlik mass on jääv. Esitame kogumas
si 8eisumassi ja kineetilise massi summana:
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Лг =  2  (h b a>— ГПо} ) = (3.194)
I с

kus summeerimine toimub üle kõikide kehade. Protsesse, mil
les ei muutu selle summa kumbki liige eraldi, nimetatakse 
e l a s t s e t e k s  ; sellevastu protsesse, milles on 
jääv ainult kogumass, aga seisumass ega kineetiline mass 
jäävad ei ole, nimetatakse m i t t e e l a s t s e -  
t e к s . Massi jäävusele vastab energia kui ekvivalent
se suuruse jäävus. Vastava valemi saame, korrutades valemi 
(З.194) Сг“ва» Tähistades koguenergia f  , seisuenergia 

ja kineetilise energia ~T , saame

£ = Z  E'“+ Z  T  ООМ.Л. (3.195)
i £

Rõhutame veel kord, et selle valemi füüsikaline sisu on 
täpselt identne valemi (3.194) omaga.

Ent üleminekul mitterelativietlikule piirjuhule lä
heb see identsus kaotsi. Valemis (3.194) kaob teine liige 
ja massina on arvestatav ainult seisumass:

m  = JT t n .y } =  c o b .it . (3.196)
L

Valemis (3.195) aga asendub esimene liige kehade siseener
giaga К  :

E l l <l}+  £ T ' l=Cotet. (3.197)
L ‘

Vshetegemine elastsete ja mitteelastsete protsesside va
hel toimub nüüd ainult energia kahe liigi jäävuse või 
mittejäävuse alusel: protsess on elastne, kui on jaavad 
omaette siseenergia ja kineetiline energia, ning mitte-
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elastne, kui nad jäävad ei ole, vaid ainult nende summa on 
jääv. Arvestades, et C 1-ga korrutatud kineetiline mass 
läheb piirjuhul ule kineetiliseks energiaks, vastab see mit- 
terelativistlik elastsuse kriteerium täpselt relativistli
kule kriteeriumile. Che relativistliku jäävuse seaduse ase
mele saame mitterelativistlikul piirjuhul kaks eraldi sea
dust - massi jäävuse seaduse (3.196) ja energia jäävuse 
seaduse (3.197). Kui aga siirdume tagasi relatiivsusteoo
riasse, siis sulavad need seadused ühte ja ka massi ja 
energia moisted liituvad ühiseks massi-energia mõisteks.

Massi ja energia põhimõttelist identsust nimetatakse 
harilikult nende ekvivalentsuseks. Kõneldakse m a s s i  
j a  e n e r g i a  e k v i v a l e n t s u s e  s e a 
d u s e s t  , mida väljendab valem (3.19 3). Voib vahest 
paista, nagu ei sisaldaks tegelikult see valem mingit sea
dust, sest, nagu me algusest peale rõhutasime, on energia 
mõiste relativietlikus mehhaanikas üleliigne. Valemis 
(3.193) on energia defineeritud puhtformaalselt, ja mitte 
midagi ei oleks teoorias muutunud, kui see definitsioon 
oleks tegemata jäänud. Kuidas võib siis see valem väljen
dada objektiivset loodusseadust, kui teda nii kergesti ole
matuks saab teha?

Need kaalutlused on vaidlematult õiged, kuid tuleb 
ühtlasi silmas pidada, et mitterelativistlikus füüsikas 
on mass ja energia какв täiesti erinevat suurust. Järeli
kult, kui relatiivsusteoorias selgub nende põhimõtteline 
identsus, siis on meil selle naol tegemist teatava uue
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tunnetusega, mida väljendabki valem (3.193). Selles mõttes 
võime siiski käsitleda massi ja energia ekvivalentsust ob
jektiivse füüsikaseadusena.

Seoses massi ja energia ekvivalentsuse seaduse objek
tiivse sisu küsimusega kerkib esile ka küsimus selle sea
duse otsese eksperimentaalse kontrolli kohta. Ka sellele 
küsimusele tuleb anda kahesugune vastus. Niikaua kui me 
püsime rangelt relatiivsusteooria pinnal, arvestamata mit- 
terelativistlikku piirjuhtu ja vastavaid traditsioone, on 
kahe erineva, kuid teineteisega ekvivalentse suuruse - mae- 
si ja energia - kaeutamine lihtsalt üleliigne. Valemi 
£ = т с г eksperimentaalsest kontrollist ei saa olla loomu
likult juttugi - mitte selleparast, et ta oleks ebaõige, 
vaid sellepärast, et tal puudub objektiivne sisu. Kõik eks
perimendid, mida tavaliselt peetakse ekvivalentsuse seadu
se tõestuseks (massidefekt, annihilatsioon - vt. allpool), 
ei kinnita tegelikult mitte midagi muud kui massi ja impul
si jäävuse seaduste kehtivust. Energiast siin kõnelda ei 
saa, sest see on ainult teine nimetus massi jaoks.

Praktiliselt on olukord siiski teistsugune. Asi on 
selles, et sageli on kineetiline mass võrreldes seisumas- 
siga väga väike, mistõttu tema mõõtmiseks tuleb paratama
tult kasutada teistsuguseid meetodeid. Traditsiooniliselt 
nimetatakse selliseid mõõtmisi energia mõõtmiseks. Niisu
gust eksperimenti võib siis tõesti pidada massi ja energia 
ekvivalentsuse kontrolliks. Täpsemalt öeldes, eksperiment 
tõestab, et relativistlikku massi voib moota meetoditega,
mida mitterelativistlikue füüsikas kasutatakse energia 
mõõtmiseks.
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Vaatleme lähemalt üht tüüpiliet näidet. Aatomituuma
del on olemas massidefekt. Iga tuuma seisumass on vaiksem 
kui nende prootonite ja neutronite, millest ta koosneb, 
seisumasside summa vabas olekus. Vahe ongi massidel'ekt:

A M  = 2  Л1; — Л1, (3.198)

kus on tuuma seisumass ja — vabade nuk xeoni de
seisumassid. Massidefekt on suhteliselt üsna suur, umbes 
0,008. Seetõttu on ta mõõdetav tavaliste massi mõõtmise 
meetoditega, näiteks kaalumise teel.

Tuumareaktsioonides toimub tuumade muundumine, mis
tõttu reaktsioonist osavõtvate tuumade summaarne seisu- 
mas8 muutub, olgugi et kõik nukleonid jäävad alles. Põh
juseks on massidefekti erinevus eri tuumadel. Eeldame 
konkreetselt, et tuumade summaarne seisumass väheneb.
Siis peab massi jäävuse põhjal kuskil mujal mass suure
nema. Kui näiteks tuumareaktsioon toimub tuumareaktoris, 
siis peab suurenema reaktori mass. Et aga reaktori mass 
on tavaliselt palju suurem kui reageerivate tuumade mass, 
siis on see suurenemine suhteliselt väga väike. Kaalurni- 
sega seda kindlaks teha ei saa. Sellevastu on mitterela- 
tivistliku siseenergia muutue energia mõõtmise meetodi
tega kergesti avastatav: reaktor soojeneb. Juurdetuleva 
massi mõõtmine toimub seega hoopis erineval viisil. MÕ- 
lema mõõtmisviisi vahel tehakse kindlaks kvantitatiivne 
kooskõla vastavalt valemile E — №-Сг • Seega on meil 
oigus pidada niisuguseid mõõtmisi selle valemi eksperimen
taalseks kontrolliks.



Teine nahtue, mida eageli käsitletakse valemi E=mc* 
eksperimentaalse tõestusena, on elementaarosakeste anni- 
hilatsioon. Tuntuim seda liiki protsess on elektroni ja 
positroni annihileerumine, kusjuures tekib какв у -kvan
ti:

e + -t- e~-> . (3 . 199)

Vastavad mõõtmised näitavad, et iga niieuguse elementaar- 
protsesei puhul kehtivad massi ja impulsi jäävuse seadu
sed.* öhtlasi on sellele protsessile iseloomulik täielik 
seisumassi kadumine, sest elektronil ja positronil on 
olemas nullist erinev seisumass, kuna ^ -kvantide sei- 
eumass võrdub nulliga. Siit ka nimetus "annihilatsioon".
Et mitterelativistlikus füüsikas esineb massina ainult 
seisumass, siis mitterelativlstlikult seisukohalt tähen
dab annihilatsioon massi muundumist energiaks. Järelikult, 
kasutades vaetavalt traditsioonilisi massiühikuid elektro
ni *a positroni jaoks ja traditsioonilisi energiauhikuid 
У -kvantide jaoks, võime jälle kindlaks teha mõlema mõõt

mise kvantitatiivse kooskõla. Õigem oleks siiski antud ju
hul kõnelda mitte valemiE  ~ M.C z eksperimentaalsest kont
rollist, vaid kahe erineva massiuhiku - kilogrammi ja 
džauli suhte arwäärtuse mõõtmisest; teiste sõnadega, val
guse kiiruse mõõtmisest.

Annihilatsiooniprotsesse võib iseloomustada kui mak
simaalselt mitteelastseid protsesse, sest seisumass muu
tub seal suhteliselt väga palju ja võib muutuda koguni 
nulliks (nagu elektroni ja positroni annihileerumisel).
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Nagu ka üldse mitteelastsete protsesside puhul, eriti just 
annihilatsiooniprotsesside juures, torkab seepärast silma 
seisumassi muundumine kineetiliseks massiks. Kõnelda siin 
massi muundumisest energiaks voib ainult mitterelativistli- 
kult seisukohalt* Sageli siiski kasutatakse meie senisest 
terminoloogiast erinevat väljendusviisi, mille kohaselt 
terminit "mass" rakendatakse ainult seisumassile, kuna ter
minit "energia" kasutatakse üldises massi tähenduses. Sel 
juhul tuleb massi jäävuse seaduse aeemele energia jäävuse 
seadus, kuna massi jäävust enam ei ole. Aga ka selle ter
minoloogia seisukohalt ei ole väljend "massi muundumine 
energiaks" korrektne, sest selle järgi tuleb välja, nagu 
ei oleks mass energia (ta ju alles muundub energiaks). Aga 
see ei ole nii isegi- konesoleva terminoloogia jargi, kus 
seisumass esineb teatava energiavormina• Mingeid eeliseid 
sel terminoloogial ei ole, mistõttu me seda omaks ei vota, 
pidades endiselt massi jä energiat identseteks mõisteteks.

ü l e s a n d e d .

1« Kehade süsteemi massikeskme inertsiaaleüsteemiks 
nimetatakse inertsiaalsüsteemi, milles kõikide kehade sum
maarne impulss on võrdne nulliga. Näidata, et kehade sum
maarne mass massikeskmeinertsiaalsüsteemis teiseneb ülemi
nekul mistahes teise inertsiaalsusteemi nagu seisumass.

L a h e n d u s  . Väide järgneb otseselt kehade süs
teemi massi teisendusvalemist (3.65). Kui votame seal =
= 0 ♦ siis
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Л1' =
М

^kus AI on maes massikeskme süsteemis ja Ai mingis teises 
süsteemis, milles massikese liigub kiirusega у

2. Eelmise ülesande põhjal on võimalik kehade süstee
mi seisumassi defineerida kui nende massi massikeskme inert- 
siaalsüsteemis. Näidata, et mingis teises inertsiaalsüstee- 
mis, milles massikese liigub kiirusega v  , avaldub keha
de süsteemi summaarne impulss valemina

p  =  M v

kus Al on selle süsteemi seisumass.
L a h e n d u s  . Väide järgneb impulsi teisendusva- 

lemist (3.66). Kui seal teha P̂  =  О , siis M  on seisu
mass. Võttes \r -*■ — xr , nii et v  on massikeskme kiirus 
teises süsteemis, saamegi impulsi jaoks nõutud valemi.

3. Liikumatu keha seisumassiga M 0 kiirgab igas suu
nas isotroopselt energiat £ ajaühikue. Leida jõud , 
mis mõjub temasse inertsiaalsüsteemis, milles ta liigub 
kiirusega и »

L a h e n d u s  . Kehasse mõjuv jõud avaldub valemi 
(3.145) järgi nii:

T  -  ^  )
 ̂dt y V f r

Antud juhul U on konstantne, m 0 aSa muutub, vähenedes 
S / c z võrra omaaja ühikus ehk 

£
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võrra vaadeldava inertsiaalsüeteemi aja uhikua. Seega 
U UfYlo

и*■ dtV t - $ehk c
? = &LL (3.200) 

C*
Käesolevas ülesandes on meil tegemist juhuga, kus ke

ha liigub ühtlaselt, kuigi temasse mõjub jõud. Põhjuseks 
on seisumassi muutumine, mistõttu impulss konstantne ei 
ole, ja impulsi tuletis aja järgi võrdubki jõuga. Eelmi
ses paragrahvis tuletatud valem (3.148), mille eelduseks 
oli seisumassi jäävus, siin ei kehti. Veendume selles ot
seselt. Neljamõõtmeline jõud on

Siit

Tr  = € . (3.202)

Sellevastu valemid (3.146) ja (3.147) kehtivad ka käes
oleval juhul, sest nad ei eelda seisumassi jäävust. Nii 
on kooskõlas nende valemitega

rj- _  s u /с *- ^

*  =  '
rr _ _  it/c [ (3.203) 
v —

V t ~ g J

Valemid (3.149) ega (3.150) aga jälle ei kehti. Toepoo
lest, valemist (3.200) järgneb:



Э~и = — ■ (3.204)

teisest küljest,
d**- _ /у __ gx d ( hr0 \ _ c/»n0
o/t ~ Vf c* dr { ~ dv

ehk
С г- ^ 1 = _ £  ■

d ir ' (3.205)

seega (3.150) asemel kehtib seos

Ä  =  . (3.206)
cLb

4. Näidata, et eelmises ülesandes leitud jõud võrdub 
keha poolt kiiratava massi reaktsiooniga.

L a h e n d u s .  Et keha oma paigaloleku süsteemis 
kiirgab isotroopselt, siis on ruuminurgas dQ omaaja 
ühikus kiiratav mass võrdne

£dS2  
Цтссг

Olgu selle massi impulss võrdne (samas süsteemis) />d Q  . 
Vottes kiiruse CL suuna x-teljeks ning ühtlasi polaar- 
teljeks ja tähistades polaarnurgad (p ja -fr , leia
me, et ruuminurga ühiku kohta ja omaaja ühiku kohta on 
kiirguse neljamõõtmelise impulsi f> komponendid järg
mised:

fa
p z =  psih.-d'coup j 

yb =  p  S in d  Sin(f> t 

—  ■Гч ЧГсС.
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Teisendades neid kiirusega —  и liikuvasse süsteemi (s. 
süsteemi, milles keha ise liigub kiirusega u leiame 

A ' ’ 
р'г = p sin d o o stp ,
(з'г — psin& sLixcp t 

A "

Keha saab igas ruuminurga elemendis kiiratud massi
poolt vastassuunalise impulsi. Summeerides need elemen- 
taarimpulsid üle kõigi suundade, saamegi kiirguse reakt
siooni. Et integraal <p järgi on võrdne nulliga, samu
ti *

Jcosösin-frcf-P = 0 ,
о

siis on reaktsioon võrdne omaaja ühiku kohta

-J E u d Q  e u

mis on tõepoolest võrdne eelmises ülesandes leitud jõuga 
(valem (3.200)).

5. Liikumatu aatom, mille seisumass on ht * kiirgab 
footoni energiaga £ . Kui suur on aatomi seisumass 
pärast kiirgamist?



L a h e n d u s  . Parast kiirgamist ei ole aatom enam 
liikumatu, sest see oleks vastuolus impulsi jäävusega. Olgu 
aatomi kiirus pärast kiirgamist U. . Siis on impulsi ja 
energia (massi) jäävuse pohjal

m0u e
сVl-f,г

m 0cl = — +  £

v с*■
Siit leiame:

ja
а  т«сл
С , £ (3.208)

6. Aatomi ergastatud seisundi ja põhiseisundi ener
giatasemete vahe on Д E  • Missuguse kiirusega U. peab 
ergastatud aatom liikuma selleks, et ta võiks, siirdudes 
põhiseisundisse, kiirata oma liikumise suunas footoni, 
mille energia on A £  ? Missuguse kiirusega U./ liigub 
ta parast kiirgamist? Aatomi seisumass pohiseisundis on 
r*o .

L a h e n d u s  . Impulsi ja energia (massi) jää
vuse põhjal on

m 0c l + A E  , _=  A c  +  '
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(г*оСг+-АЕ)и
= с AE +

Siit leiame:

С
и

и/
с

(3.209)

kus
(3.210)

т 0с*-
Kuna tegelikult on alati o< <$C f » siis suure täpsusega 
kehtivad lihtsamad valemid:

J L -  SL 
с 2 *
и'_____
с = 2.

vähemalt footoni energia £ selleks, et ta voiks,neeldu- 
des liikumatus vesiniku aatomis, esile kutsuda selle ioni- 
seerimiee? Millise kiirusega U liiguvad prooton ja elekt-

L a h e n d u s  . Impulsi ja energia (massi) jäävuse 
pohjal on

7. Vesiniku aatomi seisumass pohiseisundis on
— ~  , kus ja »>v0 on prootoni ja elektroni

seisumassid ja I  on seoseenergia. Kui suur peab olema

ron pärast aatomi ioniseerimist?

Alo + hn.0
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г ' сх
Siit leiame:

(3.211)

(3.212)

^17. Liikumine välises jõuväljas.

Käesolevas paragrahvis vaatleme relativistliku meh
haanika mõningaid lihtsamaid ülesandeid, kus on nimelt te
gemist keha liikumisega etteantud välises jõuväljas, eel
dusel, et seisumass on konstantne. Et me siin piirdume ai
nult translatoorse liikumisega, ei ole keha sisemine sei
sund oluline, mistõttu edaspidi nimetame sageli keha

♦o s a k e s e k s  .
KÕige esmalt vaatleme niinimetatud h ü p e r b o o  

s e t  l i i k u m i s t .  See on sirgjooneline liikumi
ne konstantse liikumisesihilise jõu mõjul. Olgu osakese 
seisumass !У10 , kiirus U, ja jõud .-Siis on liiku
mise diferentsiaalvõrrand teatavasti järgmise kujuga: 

d  (  U \ гг-

£ -  - T ft l “ )

_ u _  « ( 1 - š r )  
С Ä1 9

kus

Oi —
(tA0+ ^ o ) c *



Selle võrrandi integreerimisel on otstarbekas votta tarvi
tusele parameetrina suurus , mis on defineeritud va
lemiga

-tkcp . (3.214)
Y С

Siis avaldub osakese omaaja diferentsiaal järgmiselt:
M

=  cA^T '  <3-215)
ja võrrand (3.2 13) saab kuju

etc
Lahendades selle võrrandi, leiame:

T  =  у  , (3.217)

kus omaaja alghetkeks on võetud see hetk, mil osakese kii
rus oli null. Seega on valemiga (3.214) defineeritud pa
rameeter (j> omaajaga võrdeline suurus, mistõttu teda 
võib vaadelda omaaja mõõduna. Huüd saame valemitest 
(3.215) ja (3.216) võrrandi aja leidmiseks:

>n0 C
№  =  — ~ — c h ( f d < p  (3.218)

kust

t  ~  S h ( f  . (3.219)

Aja alghetkena on siin võetud samuti hetk, mil osakese 
kiirus oli null. Lõpuks, valemist (3.214) leiame ärakäi
dud tee X  —  X 0 . Et

и = = c- tk<p ,
siis (3.218) põhjal
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dx —  Ъ^ -с shcf d  <p (3.220)

ja aiit
- - - (

* --- ? ' (3.221)
kusjuures algkoordinaadiks on voetud 

vy _ - • (3.222)
Elimineerides valemitest (3.219) ja (3.221) Cp .leiame 
ka integraalse liikumisvõrrandi:

-  c x t z - (3.223)
ehk

Et see on hüperbooli võrrand, nimetataksegi seda liiku
mist hüperboolseke. Mitterelativistlikul piirjuhul С -»oo 
saame siit p a r a b o o l s e  liikumise:

(3.225)

öieti on üleminek mitterelativietlikule piirjuhule õi-
T tgustatud ainult siis, k u i ---- . Formaalselt keh-

qC
tib see võrratus alati, niipea kui teeme C -> o o y te
gelikult aga on tema kehtivuseks vaja, et ~t .

T
Kui aga see võrratus ei kehti, s. o. kui liikumine on 
kestnud juba küllalt kaua, siis ei saa enam rakendada 
mitterelativistlikku lähendust (3.225): hüperbool läheb 
siis juba paraboolist oluliselt lahku.
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Leiame veel kiirenduse Ci • Et
a  =  4 o . ,

c b t
aiis annavad valemid (3.214) ja (3*213)

CL =  - Ž —-- (3.226)
mjcA-3?

ehk

а  =  Г  c (3.227)
m 0

See avaldis on kooskõlas üldise valemiga (3.160). Osakese
ga kaaealiikuvaa süsteemis on aga kiirendus CLr konstant-
na:

rjr
& ' =  ~7~ • (3.228)

See .järgneb niihästi üldieest teisendusvalemist (3.163) 
lrai ka otseselt sellest, et osakese hetkelise paigaloleku 
süsteemis on valemi (3.178) või (3.179) järgi 7*==^' ja 
1iikumi8võ irand

d f  hrtoUJ \ j - ,
u'*- J ~~ *
СM Vi~zc

arvestades, et ц ' — q , annab tõesti

u '  -  y/ &
o tt' ~ m o ~ Лг0

Teise tähtasma liikumise ülesandena vaatleme laetud 
osakese liikumist välises elektromagnetväljas. Kui osake 
on küllalt väike, võime lugeda teda punktikujuliseks. Et 
jõud avaldub sel juhul valemina



(vt. (1.8)), kus e on osakese laeng ja u tema kiirus, 
siis on liikumise diferentsiaalvõrrand järgmise kujuga:

d / ы0и \ e. /?  j _ —
= ~ J E 4 " c ( LLV-H >) ■ (3-230)

у 7

Sellest võrrandist järgneb otsekohe (3.150) põhjal veel 
võrrand

d ( 7___ i _ & Eu
d t  ( ^  u T )  ~ E0m 0C- ' (3.231)

öldjuhul on võrrandite (3.230) ja (3.231) lahendamine kul
laltki raske. Seetõttu piirdume ainult lihtsamate erijuhtu- 
dega.

1) Homogeenne staatiline elektriväli. Sel juhul on 
osakesesse mõjuv jõud konstantne:

£«, ‘
Eespool me juba vaatlesime liikumist, mis toimub konstant
se jõu mõjul, kuid eeldasime, et liikumine on sirgjooneli
ne. Nüüd lahendame analoogilise ülesande ilma selle eeldu
seta.

Niisiis, võttes £* suuna x-teljeks ja valides y-tel- 
je nii, et algkiiruse z-komponent oleks null, saame liiku- 
misvõrrandid kujul:

ä-( 0 £
X ee

dt lV i - f J Eo ’
d ( Лг° ) - o ,obt v c*
d I 1 .\ e.Eux

dt V i- j £ I ~ t.moc

(3.232)
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kuna kiiruse z-komponent jäab ilmselt kogu liikumise väl
tel võrdseks nulliga. Liikumine toimub xy-tasandis. Integ
reerides võrrandid (3.232), saame

V i - $
Uk U0u

V f - f t

___ <_

\Л -£
e£x

K.S. S0 m.Q с

(2.233)

kus indeks О tahistab kiiruse ja tema komponentide alg- 
väärtusi, algkoordinaadid on aga voetud võrdseks nulliga.

Valemitest (3.233) võiksime elimineerida U. , mis 
annaks otsekohe x  aja funktsioonina. On kasulik siiski 
talitada teisiti. Arvestades, et omaaja diferentsiaal aval- 
dub valemiga

d x - d t ^ / i - J g  ,

kirjutame valemid (3.233) ümber kujul:



Edasi toome sisse omaaja asemele dimensioonitu parameetri 

f :
dtp = ------- cl'ir

* (3.235)
algväärtusega :

T = £ ^ c ( f - %y

Siis saavad võrrandid (3.234) kuju:

d x  Л. . S0 tn0 CU0x— —  = CL 4------ - = f
d<f
, / (3.237)

d f

d t X . 5e*aeC

Saadud võrrandisüsteemi lahendamiseks asendame esmalt 1. 
ja 3. võrrandi ekvivalentse vcrrandipaariga

A . ( x ^ c t )  = ± (  (1
* r  e £ v f - ^ r

millest järgneb

x +- c t  =  +  ^ - )  ( e  * " 1 )

« М - З Г

e E y / f - ^ i
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Et (p algväärtuse 9\ voime veel määrata vabalt, 
saadud valemite lihtsustamiseks

tka> = UoXTo c
Siis saame:

% + c ±  = /e r_ e *•) ,
^  \// —  ц У с *

% - 0 t =  Е° ^ с У Г - к л / с Ь г-<» r -«.j

Siit

X = 3 m «c V / - « ž / c ^  ̂  _  c , , 
l/ Г -  M.VC* ’

t  =  h n s S j / ^  u ° * / c l  (  s U  sh -- )

kuna 2. võrrand (3*237) annab:

Ц -  Ц °У _______  (CD —  u>„\
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Seega on ülesanne lahendatud. Valemid (3.236) ja (2.238) - 
(З.24 1) määravad osakese koordinaadid ja vastavad aja ja 
omaaja väärtused parameetri <f kaudu. Elimineerides <p 
valemitest (3*239) ja (3*241), saame ka osakese trajektoo
ri võrrandi. Ilmselt on trajektooriks aheljoon. Erijuhul 
U0x —O on 9oa ~o ja kõik valemid saavad lihtsama kuju.

2) Homogeenne staatiline magnetväli. Kui E —O * siis 
saavad võrrandid (3*230) ja (3.231) kuju:

4

}Jl -  uV cz ' e°c I
J L ( — L_____ /
dt'y/1-uVC*-1 J (3.242)

Teisest võrrandist järgneb, et kiirus jaab absoluutväär
tuselt muutumatuks:

U- — U0 —  COtr.it.

ja mass samuti:
Уп. = =  Const.

\Jt -  Ut/c 1
Seetõttu saab esimene võrrand (3.242) kuju: 

d u  e r* .

d t = l J ^ ( U X H > - (3-243)
Võttes magnetvälja suuna y-teijeks, saame siit komponenti
de jaoks: , _ä u K _ _  efiuz .

dt SohTLC ' I

d u z =  eH u* [ (3.2Д4)
d t  Ectnc '
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ja

О . (3.245)dt
Viimasest võrrandist järgneb:

(3-246)

kusjuures algkoordinaat on voetud võrdseks nulliga*
Lahendades võrrandisüsteemi (3*244), leiame:

UX = Uox Gostõt — UolSincjt 
и ъ = иог CoSCüt +  UnSihAot } (3.247)

kus
eti

<*> = ~r -  - (3.248)t0»nc
Integreerides teist korda, saame:

X —x c =  s in u t  +• Cosajt ,

г-г =!bisUujt-Jj£Lcos«t, }
(3.249)

kus integreerimise konstandid avalduvad kui
x üa
\  - Cõ ’

ZC = СО

(eeldusel, et koordinaatide algväärtused X0 , 20 on võrd
sed nulliga).

Valemitest (3.246) ja (3.249) on näha, et osakese 
trajektooriks on kruvijoon, mille teljeks on y-teljega 
paralleelne punkti ( yL̂  y ) läbiv sirgjoon, raadiuseks 
on
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R = (3-250)
гИ

ja sammuks

/ t =  -Х— '-°fc u ‘* . (3.25, )
гК

Osake liigub seda joont mõõda konstantse nurkkiirusega со 

Kui U«^ = 0 , saab kruvijoone samm nulliks ja trajektoor 
muutub ringjooneks, mille raadius on

o £o*icu0 £oOö
~~ён— = I h  ' °'252)

kus on osakese impulsi absoluutväärtus.
Osakese omaaeg on kiiruse konstantsuse tottu võrdeli

ne ajaga:
^ . (3.253)

Mitterelativistlikul piirjuhul on trajektoor samuti 
kruvijoone (vst. ringjoone) kujuline, kuid osakese nurk- 
kiirus on kiirusest sõltumatu:

_  ett
' (3-254)' 

See järgneb võrrandist (3.243), mille mitterelativistliku 
kuju saame, asendades massi seisumassiga.

3) Kolmanda erijuhuna vaatleme liikumist väljas, mis 
koosneb teineteisega ristiolevast staatilisest homogeen
sest elektriväljast ja staatilisest homogeensest magnet- 
väljast. Votame elektrivälja suuna x-teljeks ja magnet- 
välja suuna y-teljeks. Liikumise diferentsiaalvõrrandid 
(3.230) ja (3.2 3 1) saavad siis kuju:
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d { т 0иж____  ̂__ zE_ _ e.Kut
ett l ]/i~ u V c г / £° SoC ’

°L I — m °u*- ) = о  
eit V УУ - ux/cx' 
d / _ J 2 V Ü L _ ) _ 
d t \ y i - u V c ll £eC

—  ( Ъ1°сг ) = tE u *
' ]/l- 80

Integreerides need võrrandid, saame

ux______ eEt __  eHz +
У 1—и г/С * e°Mö ]/l-u£/c*-

__u£ —  = — Uo*~ - - ,
V / - u V c 1 \ / f -  1 

иг _ tHx. Upž
v/y-uVf1 ~ f„^c yV-u^/c2-

i _ e£x f 1 
^/l-uVc*- ^ o C l V 7 - w®/c*

Edasi on kohane sisse tuua omaaeg T . Teise 
(З.256) võime kirjutada kujul:

(3.255)

(3.256)

võrrandi
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ЧУ- _ Ugy______
d *  ~ У/1- u f /c 1

ja siit:
UvuT

У =  ~ 7 " -7 (3.257)
y i - u f /c *

(kõigi koordinaatide algväärtused võtame võrdseks nulli
ga). Ülejäänud kolm võrrandit (3.256) saavad kuju:

d:* eEt
dx £о>ъ*с y/i—u š/cx

äz e,Hx
-h

u oi

dT y/j-uf/C*-

d± _ eEx j____
dv £о»ьсг ^1-u?/c*

(3.258)

J

See on konstantsete kordajatega lineaarsete võrrandite 
süsteem )C}Z , t  kui omaaja z  funktsioonide jaoks. Eli
mineerides 2 ja £ , saame %. jaoks võrrandi:
d*x егГ£г- Н Ч .. _ г(£-тгН) 
dr* sj-mic’- Uto+y/j— u f/c * ’

* (3.259)

Edasi tuleb vahet teha kolme juhu vahel.
a) Olgu £ = K . Siis saab võrrand (3.259) kuju:

kus
CIT* £phr0 i/l-UŽ/c*'

(3. 260 )

(3- 261)
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■ Ш

Selle võrrandi lahend on 
Uoi

X =
иож T (3.262)

~]/i — U£/C 1 VV-^/C*-
Asetades saadud lahendi teise ja kolmandasse võrrandisse 
(3.258) ja integreerides, leiame:

г =
6 Sô rio C\/i - uj’/c K 

eAuox'r1________ +  ___

Y i-  Uo /cx V l - “ cx/ c *■
u„2r

(3.263)

ja
f е м у

6 e ž * š c xy/i- u£ /c*  

eAuCK T« . т:-f-
2- £o m  c с г yV _ uj-/c «■ -  Ц,Ус1

(3.264)
Valemid (3.257) ja (3.262) - (З.264) määravadki osa- 

кеве liikumise trajektoori vaadeldaval juhul. Nende liht
sustamiseks defineerime dimensioonitud muutujad:

I _ e/^x
£о*ЪоСг *

_  eAy
С Eo^o Cl
r - е^ я

Q. _  €/\t
^  £o^ec *
e = _lAr_ .

£o>n0C

(3.265)
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Siis on

,  = V / - « . v c T  ~ ^ ' e  ’ (3' 266>

ja

*= - 7 - = ^ = г = [ { - 0 - £ * ) 9 3 +  - т г в ‘ + в ]  ■, 
V i  - uf/c*-L ® c 2C J (3,267)

On kasulik tähele panna, et

„ г ft-£*)*■
r ~ c~ ~ л /; ' (3.268)L Vl-už/cx

Joonisel 48 on näitena toodud trajektoor juhul, kui =
n "•» _ M U-1 7= 0 mng -j—  - j- ja •

b) Olgu nüud E > H  . Siis saame võrrandist (3.259)
järgmise algtingimuei rahuldava lahendi:

x  = C« —  cA<pe) } (3.269)

kus

C,m.c.‘[ c Yc =
t(Ex- H x)y/l-ui/cl

(3 .2 7 0 )
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11
9* on omaajaga lineaarselt seotud dimensioonitu para
meeter:

V 3 ^ ^ — (9-%)
(3.271)

X =
«Vf‘-я *

Joonis 48.

on selle algväärtus, mille määrab valem

tk(f0 = (3.272)

ülejäänud muutujate jaoks saame (3.257) ja (3.258) pohjal 
järgmised valemid:

(3.273)
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X = C,(f-9.) + - M = r i (skv -sL% ) - (3 274)

ja

t = M L  (<?-<)>') +  -- ^4=.-= (ikcf-sktf.) ,

kus

ja

c .y /E ^- H x (3.275)

Г = ---.. ... . (3.276)
e y /E ^ - H 1 i /l - u f /c *

_ E . / n . c * ^  - «j
L 3 ~ e (E2*- И г)^/г l /l- Llf/C 3- (3.277)

Joonisel 49 on kujutatud trajektoor juhul, kui Uê = 0 »

â r f  • M i u h u l H  = 0
saavad valemid (3.269), (3.271) - (3.273) ja (3.275) ident
seks valemitega (3.236) ja (3.238) - (3.241), nagu peabki 
olema. Lisaks aga saab valem (3.274) kuju:

z =  -(<?-<>>.),
e£ ^j-už/c*-

mis on täiesti analoogiline valemiga (3.241). Seal oli 
meil U0l =0 ja seetõttu ka 2 = 0 » Siin aga on 
kuid yz-teljestiku sobiva pöörde abil saab muidugi teha 
UOJ — О , kusjuures valem (2.41) jääb jõusse.

c) Vaatleme lõpuks kolmandat juhtu: E < H • Võr
randi (3.259) lahendiks on nüüd

X = C, (coS<p - cos<f0) , (3.278)



kusjuures
L —

e ̂ /H«-£* ’ (3.279)

С - 1 “ «  
■̂ rLsin(p0< о , (3 .280)

< о
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Ja

Л EH j-
1 « r - f ' j y T ü j / ?

(3.281)

Valemitest (3.257) ja (3.258) saame ka teiste muutujate 
jaoks vastavad avaldised:

У = Сз.(? ~ Vo) t (3.282)

г  = С, (9 -  9.) + -— = =  Г*«? -л««) (3-283)

ja

kus

С = ---- £°^-?.C u °^ (3.285)

ja

- ^»п0сг/Е~^--г^г;
3~ e(H*-—E*-)3 / i ' (3.28b)

f 3Joonisel 50 on naidatud trajektoor 7—  = —  ning sama alg-Г! J
kiiruse puhul nagu eelmistes näidetes, s. o. 4 ,̂  = 0 ,
6/°* _ 4_ Uqz _  J_
С Э * с ~ 9

Erijuhul £~=:0 taanduvad valemid (3.278), (3.279) ja
(3.382) - (3.384) valemiteks (3.246), (3.249) ja (3.253), 
kusjuures — co t .
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Relativistliku liikumise viimase näitena vaatleme 
käesolevas paragrahvis laetud osakese liikumist teise lae
tud osakese tsentraalsummeetrilises staatilises elektrival-

Joonis 50.
jas (elektrostaatiline Kepleri probleem). Seejuures loeme 
teise osakese massi lõpmatuks, nii et teda voib pidada
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liikumatuks. Piirdume juhuga, kus osakeste laengud on vas- 
tasmärgilised.

Tähistades
л (e,ej

> (3.287)

kus ja on osakeste laengud, saame liikumise võr
randi kujul:

ä ( /ПдЦ  ̂_ _  A-z

dt ( ^ - u * / ct/ ”
(3.288)

kus m o on liikuva osakese seisumass, z tema kohavek- 
tor alguspunktiga välja tsentris ja

U = (3.289)«t
osakese kiirus.

Võrrandi (3.288) integreerimiseks korrutame ta esiti 
skalaarselt kiirusega U , mis annab: 

ä. / лц,сг \ а d

Integreerides saame:

kus on osakese koguenergia, mis on seisu-, kineetili
se ja potentsiaalse--energia summa.

Edasi, korrutades võrrandit (3.288) vektoriliselt ko- 
havektoriga ^ , leiame:

(**%£■)(<-£) + (**s>=° 

ehk
16 - 121 -



-* du
d s*  u dtX U) = ------ - £ ( T X U j  .
dt ct0 ~ W )  (3,291)

Vottes (ъ?и ) -tasandis polaarkoordinaadid 1y<p , leia-

гх и =
me:
ä ! t e

ott ’ ’

kus g* on selle tasandiga ristiolev uhikvektor. Seega 
saab võrrand (3.29 1) kuju:

„г. dg? Z i —
dt 1 ^

Integreerides saame

Г* «V _  /:----- U\ x

ehk
- A _  л *

dt ~ V 1 ' bn0

‘ et? ~ °i~ ’ (3. 292)
kus 2Г on osakese omaaeg ja tema jääva impulssmo- 
mendi

X  = z *ib

absoluutväärtus.
Et

siis
“ S r / r f t v t

kust
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(3.293)

Siit ja valemist (3.290) saame

1 +  JL ( * L I V  21(*£\г-  (А + Еъ)х
' d v !  c*-\cLv 1 *  m elc 4 l ' (3.294)

Nuüd tuleb lahendada võrranditest (3.292) ja (3.294) koos
nev süsteem. Elimineerides , saame

dZ

dx _ + У ( Е г- ^ с*) 1 г -f-гАЕт. - (g £ zc*-/4V  
dv "ч е т  .

* * (3.295)
Siit ja võrrandist (3.292) saame ka trajektoori diferent
siaal võrrandi :

оLcdxdcp —
^ y f( E z-tKicV-tx- b Z ftC i- U lcx- A l)

(3.296)
Enne kui asuda selle võrrandi lahendamisele, teeme kind
laks võimalikud energia £" väärtused sõltuvalt suurus- 
sest fy ja /  , Et ruutjuure all peab olema mittenega- 
tiivne suurus, siis

(E + 4  + у л ^ ? + н^с*КЕ + 4 -

Arvestades, et (3.290) põhjal

E + X > ° .

leiame siit:
А

E  >  -  ■ <3-297)
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Selle võrratuse konkretiseerimine sõltub juba /\ ja £  

suurusvahekorrast, millest ka lahendi kuju oleneb.
Asume võrrandi (3.296) lahendamisele. Teeme esmalt 

asenduse
£ =  -L (3.298)X *

mis annab

di W(£ - *ntc') +  ZAE4 -
-j— = =<= — -----------j------------------ • (3.299)
d<f <£c

Edasi on otstarbekas juure kaotamiseks ule minna teist
järku võrrandile. Arvutades ---  , leiame:

dtp*

dH /л Аг \ s _ AE  (з.зоо)
I T  f £ xcJ  JLV  '

Edasi tuleb vaadelda eraldi kolme võimalikku juhtu.
1) Olgu esmalt

Xc >A  (з.зоо)

Tähistame

= (3.302)

Siis on võrrandi (3.300) üldlahend järgmise kujuga:

£ =  C, Costo(f> -+• Cxsif\co<f> + —  ^  ~ C0* .
оCccjX

Esimest järku võrrandi (3.299) tõttu on konstantide Ct 
ja Сг vahel olemas seos

c ; + £  =‘1 _ E ^ —hxpC^co9-

d£XC XU)*
Tähistades

C.
- 124 -
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leiame:

ccco)2 <£cco*
Int egre erimi skons t and i %  valik on meelevaldne, sõltudes

/» _polaartelje asukohast. Valime Y0 — . Siis saame lõpli
kult:

T  _  <£cojz _______
E ] / i  — Cül — E 2' - C 4c0x CoSCõCf (3.303)

Vorratuse (3.297) põhjal võib kergesti veenduda, et vaa
deldaval juhul on

г ч <^c/f“ to1 j / o£lc l 1 h.i/>f» ч u. \
----- * + y - ^ - + » ^ c >  M «c "  (3.304)

2) Olgu nüüd
/ . C - A . (3.305)

Siis võrranditest (3.299) ja (3.300) saame

Z - Z<^C z  ̂ (3.306)

Seesama valem tuleb vaija ka eelmisest lahendist (3.303), 
kui teeme seal d>-*0 . Vorratuse (3.297) põhjal on

£ » - ^  + /Ц£г-* + «.'f > 0 • (3.307)

3) Olgu lõpuks
JLc</\. (3.308)

Sel juhul tahistame:
/4 "  _ 1 (3 .309)

<£гс ь
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ning leiame:
T __________ <£cw*___________

]/£x + ̂ c * w ^  cKwf -Eyji+w* (З.ЗЮ)
Võrratus (3.297) annab nüüd:

C ^ Xc y/1-hvf* , 4--------- ^  +  ^/-^T~+'*oC >  oo . (3e311)

Niisiis on nüüd, erinevalt eelmistest juhtudest, võimalik 
ka negatiivne energia, "̂<Г О . Ent sel juhul peab "Z 

olema tõkestatud, nagu järgneb valemitest (3.290) või 
(3.311). Seetõttu võtsimegi valemis (З.ЗЮ) nimetaja esi
meses liikmes ruutjuure positiivsena, kuigi ka vastasmär- 
gi korral rahuldaks see lahend võrrandeid (3.299) ja 
(3.300); kuid sel juhul oleks Z tõkestamatu.

Nüüd vaatleme lähemalt saadud lahenditega määratud 
trajektoori kuju olenevust energiast.

1) Kui Z c  > А  , siis on lahendiks valem (3.303). See 
on sarnane mitterelativistliku valemiga; erinevus on ainult 
selles, et <p asemel on koosinuse argumendiks ь><р . See
tõttu me võime liigitada trajektoorid "elliptilisteks", 
"paraboolseteks" ja "hüpoboolseteks". Kui hi0Cxb)£E<tnecl, 
siis on orbiit "elliptiline". See tähendab eelkõige seda, 
et 'z on tõkestatud alt ja ülalt. Ajavahemik, mis möö
dub tiirleva osakese kahe järjestikuse suurima eemaldu- 
muse vahel, vastab polaamurga <f> muutusele -- . See
ga erineb trajektoor tõelisest ellipsist selle poolest, 
et tema telg pöörleb nurkkiirusega i^i et maini-
tud ajavahemiku jooksul osutub ta nihkunuks nurga 2-/1 —6)
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võrra. Mida vahem erineb w 1-st, seda aeglasem on see 
Pöörlemine ja seda vähem erineb tegelik trajektoor ellip
sist. Kuid kui to on kullalt väike, on trajektoori ku
ju tegelikult ellipsist hoopis erinev. Joonisel 51 on näi-

/

Joonis 51.

tena toodud trajektoor ui = ofi ja Е=о,^5'^^г’ korral. Tra
jektoori võrrand on sel juhul

z _  £  __________________ >
#n.„C 7 — ОД5"C o i 0€<p 

Erijuhul E  = /n0c*w on trajektooriks ringjoon raadiu
sega £ o/tb-оС . - Kui E = , siis on trajek
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toor "paraboolne": 
X = <£u>

ЧС -/l-eo1 (i -  CoSiotjp)

Erinevalt tõelisest paraboolist ei ole trajektoori harud
lõpmatuses paralleelsed, vaid moodustavad omavahel nurga
I-'7*(j-cj)  ̂Joonisel 52 on näidatud niisugune "parabool" 

а

cj = о 6 korral. Tema võrrand on 
ЭЛ_______ 1г =

20/л„С 1 -  CoSO^Cf

Kui £ > /*ц,сг » siis on trajektoor "hüperboolne". Aga 
ka siin võib tegelik trajektoor tunduvalt erineda hüper
boolist. Osakese kaugus tsentrist on minimaalne siis,
kui cp = —  , kuna ' со
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4 Yl-to*
~ TT CLXCCOS
" V i - ^ o C ^ Y E 1

ja

" " v'/-w :c’U y f
juures saab x lõpmatuks. Võib juhtuda, et need mõlemad 
suunad langevad ühte. See juhtub siis, kui 

E _ ü>cos3t(1- oi)

Joonisel 53 on näidatud üks niisugune "hüperbool", kui 
i» ^ 1 =  <f / ^ ^ £ =VS2«.

Selle joone võrrand on

Joonis 53.



2) «fc = A • Trajektoori võrrand on (3.306). Ka siin 
võime eristada kolm juhtu. Kui 0< £ < #л0C% » e^ s on va~ 
lemi nimetajas teine liige positiivne. Seega x ̂  *
kus

T  _  ^jCc E
£* (3.312)

Osake liigub koonduvat või hajuvat spiraali mõõdaj kui al
gul on spiraal hajuv, siia muutub ta peale Ъ-Т-та* saabu
mist koonduvaks. Seega jõuab osake igal juhul aja mõõdudes 
tsentrile kuitahes lähedale. Joonisel 54 on näidatud niisu
gune spiraal E =0,2m,c* korral. - Kui E~ff\,c , вц 8 on 
trajektoori võrrand järgmise kujuga:

1 = - Ц - i  • (3.313)c<px

Nuüd on 1  tõkestamata. Seega liigub osake kas hajuvat 
spiraali mõõda lõpmatusse või koonduvat spiraali mõõda 
tsentri poole. Vt. joon. 55. - Kolmandal juhul E > *ncC*. 
Siin on ”t samuti tõkestamata ja trajektooriks on jäl
le lõpmatusse minev spiraal (joon. 5 6, kus on võetud 
E = S ).

3) j£c<A • Kui E < 0  » siis on (З.ЗЮ) põhjal

V ^ %-*-ŷ oC',W X + ^ f i + £iw* ' (3.314)

kus

7
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Joonie 54.



•fc w  ̂ 
a,"0* =  V e  V  m  +  V  £ V  (3.315)

Trajektoori kuju näitab sel juhul joonis 57, kus on võetud 
£F = — >nec*ja w -0,?S • ~ Kui f = 0 » siis

T = - г ^ >  )c W ?  l (3.316)
*r SS - ~W  .* /̂ 0C

Joonie 55.

Trajektoor WßO,15 korral on näha joonisel 58. - Kui 
0< £■<*■»»„c* , siis

7 -  - Е л / 1 -hWb)
у/E x+  m exc**iv*• cA.w y -  f  y/l+ iv1

kus
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Joonis 56.

Joonis 57«
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A w 1

Trajektoor

(3.318)-  Ey/1+w*

E - ̂ m »c » w ~ korral vt. joon. 59. -

Joonie 59*

Koigil kolmel juhul on T  tõkestatud ja trajektooril on 
väärtuseni 'l = Tt̂eix hajuva ja seejärel koonduva spiraali



kuju, samaselt nagu X c  =A ning juhul. -
Kui aga £ s yoi E > *»усг « siis on z tõkestamatu.
Joonisel 60 on näidatud trajektoor £ в ж вс* ning 
juhul ja Joonisel 61 E = — ning w =0,75" juhul.

Joonis 60.

о 0

Joonis 61.
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1. Näidata, et mitterelativistlikul piirjuhul taandu
vad valemid (3.236), (3.239) - (3.241) vastavateks klassi
kalisteks valemiteks.

L a h e n d u s  . Valemitest (3.239) - (3.241) järg

Ü l e s a n d e d .

neb:

Et liikumine oleks mitterelativistlik, peab olema
3a • Siis võib valemites (3.236), (3.238) - (3.241)
asendada

ja ka

Siis peale Cp elimineerimist saame: 
t  =  t ,

*. = um t + -|^i ,

mida oligi tarvis näidata.
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2. Laetud osakese liikumist tsentraalsümmeetrilises 
elektrostaatilisee valjas me vaatlesime eeldusel, et sel
le osakese seisumass on nullist erinev. Ainult sel eeldu
sel on liikumise diferentsiaalvõrrandi kuju (3.288). Näi
data, et võrrandid (3.299) ja (3.300) kehtivad siiski ka 
tnt=0 korral.

L a h e n d u s  . Laetud osakesi, mille seisumass on 
null, pole tegelikult olemas. Kaalukad teoreetilised seisu
kohad kõnelevad samuti selliste osakeste olemasolu võimalu
se vastu. Seega on antud ülesandes tegemist puhtal kujul 
hüpoteetilise osakesega. Sellele vaatamata oleme õigusta
tud vaatama, kuidas peaks ta liikuma antud jõuväljas.

(3.288) asemel on liikumise diferentsiaalvõrrand järg
mise kujuga:

d(vn.<L) A 't

d t  ~ г 3 ’ (3.320)
kus ы. on osakese tegelik (kineetiline) mass (ta muutub 
ajas) ja с on kiirus:

C = —  , * (3.321)
cLt

mille absoluutväärtus on universaalne konstant с •
Korrutades võrrandi (3.320) skalaarselt kiirusega с , 

leiame:
f n c d c  c zdy*. =  A d ,



£ on siin jälle koguenergia, mis võrdub kineetilise 
ja potentsiaalse — ~  energia summaga.

Korrutades võrrandi (3.320) vektoriliselt kohavek- 
toriga T ja arvestades valemit (3.321), leiame:

r>uz) = 0.
Integreerides poiaarkoordinaatidea, saame

- £  , (3.323)out
kus £  on impulesmomendi

Z  = 'Tx m Z  (3.324)

absoluutväärtus.
Elimineerides valemitest (*3.322) ja (3.323) massi/n., 

leiame:

(3.325)
dcf _ Jüc.*-_____
cLt i-(f\ -hE't)

Avaldades polaarkoordinaatides kiiruse ruudu:

(-žf) + z*(z£)=cX>
leiame siit ja eelmisest valemist:

= dL Z A E ‘t - —A 7-)

d t  A + E t. (3.327)

Siit ja valemist (3.325) saame

d-ъ ^  ' I t/ e 7" i z + 2 A E z  - ( £ xc * - A V  

dtp

Lõpuks, asendades nagu varem T = ~ , leiame:

(3.328)



(3.330)

Heed kaks valemit ühtivadki tõesti valemitega (3*299) (koi 
seal teha #no = 0 ) ja (3*300)*

3. Uurida võrrandite (3*329) ja (3*330) lahendeid. 
L a h e n d u s .  1) Kui £  с > A  t eiie on lahen

diks

kus u> on defineeritud endiselt valemiga (3*302). Slit on 
naha, et liikumine on eel juhul alati "hüperboolne". -
2) Kui X c  -A . eiis E y O  korral on

mis kujutab lõpmatusse minevat spiraali. Kui aga E * C  * 

siis annab võrrand (3*329) vahetult

s* o* osake liigub sel juhul ringjoont mõõda. - 3) Koi
€tc<A » siis E*° fco**1*01 on

JLccj z
E (V *  —  Cüz — CoSCOtf) (3.331)

(3*332)

TL = C oust.. (3*333)

rt = £ c w Y i e i (3*334)
ck.w<p +  ^ i + W 2- 

kus vt on defineeritud nagu varem valemiga (3*309) ja



kaksikmargis kehtib ülemine märk E >0 korral ja alumine 
£<0 korral. Kui aga E = 0 , siis valem (3.334) ei keh

ti, vaid siis saame võrrandist (3*329)s

—  = ^  w g (3-335)
cL<j?

ja siit
г = г e ±w-y

° b (3.336)

Seega on trajektooriks B ^ O  korral lõpmatusse minev spi
raal, kuna E<0 korral on

^  _ £ c (^ 1 + w * -  -  1)

*  “ m ------- •

4. Laetud osake liigub teise, liikumatu laetud osake
se väljas "elliptiliselt". Leida tiirlemise periood T  , 
s. o. ajavahemik kahe järjestikuse "periheeli" läbimise va
hel.

L a h e n d u s  . Valemitest (3.290), (3.292) ja 
(3.303) leiame:

dt — Vf — oJг vV*-coz cosuxp /

(3.337)
kus >n0СгсО ̂  £Г < to0C* ja

/ = — . (3 . 338)
Integreerides aelle võrrandi, saame 
t  =  - «

t o . Сf e i *  I v p *  — ,1 +  X ‘

(3.339)
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х . Л & Щ (3.340)
И ^ _  v/yi_coi 2

"Periheelis" on CoScxf = (Zk +1)K , kus /i on täisarv. Võt
tes seega valemites (3.339) ja (3.340) rajadeks - ~  < i££г Я2. 4 2.  ̂2.
ja—  oo< X < oo, leiame;

zxj£y/j —  сог
0-341}

See valem kehtib ka ringikujulise orbiidi juhul, mil j  - со
ja

"Z. - ----------- ,
>c л/1 — со

olgugi et "periheeli" mõiste kaotab sel juhul mõtte. Siis 
tähendab T  aega, mis kulub — ~ pikkuse kaare läbimi-<*>
seks. Nurkkiirus on sel juhul võrdne 

Z7T _ (1-CJ4

&>~r~ £u>

ja joonkiirus

U  - ~=F~ = C V / - - ^  . (3.342)w 7 "

See on kooskõlas energia valemiga (3.290), mis annab 
jaoks samasuguse avaldise, kui seal võtame

„ jC cq_______
f\= jtc. yjl-co3- , E  = hrx0C 2-u) ja ^ c ^ / i - c õ 3-

Et ule minna valemis (3.341) mitterelativistlikule 
piirjuhule, tuleb asendada
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Г- -Z . А _  _  ,-а. РfcsnipC^-l--- —------—  =  *«-оС t C  ,
кие

Р - »"»Ц* Л  (3.343)
2 г

on mitterelativistlik energia ja

У ' - “ г =  •See annab:
-г- тгАу/***
' ~ V ž ( - t y /l А

5. Sama ülesanne nagu eelmine, kuid periood tuleb 
avaldada osakese omaajas.

L a h e n d u s  . Valemitest (3.292) ja (3.303) leia
me:

C[T =  __________ £<oHd<f

Ы,0С*-(/\//- oo1 —  y/y^—cõ*- Cosco<f)b

(3.345)

Integreerides saame
2.ДГ

f- v/*-*>* X ] (3.346)

kus x on määratud endiselt valemiga (3.340). Võttes ra
jad -  oo < X  < o° leiame:

-j- _  y/j-oo*

~~ fb-oC*' ( l - J * ) 3/4 (3.347)
Võrreldes seda tulemust valemiga (3*341), näeme, et oma- 
aeg on /l̂ c = / ~1 korda inertsiaalsüeteemi ajast väiksem. 
Ringikujulise orbiidi erijuhul on see suhe vordne 0)“f ,
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nagu valemi (3.342))põhjal olema peabki.
6. Laetud osake liigub teise, liikumatu laetud osake

se väljas nii, et e£c = A (vt. valem (3.305)) ja £< . 
Võttes liikumise alguseks punkti, kus osake on maksimaalsel 
kaugusel tsentrist (vt. valem (3.3 12)), leida aeg t ja 
omaaeg x polaarnurga <p funktsioonidena.

L a h e n d u s  . Valemitest (3.290), (3.292) ja 
(3.306) leiame diferentsiaalvõrrandid:

kus i LHriHnuHu cuuiDci ■■ ' . Integreerides saame
° h. r4

(3.348)

(3.349)

+  / У * " / * ?
1-/Z+ / 3'9’Z J

(3.350)

/V'j-r i <p -J

(3.351)

Kui asetame siia rajad <p < oo » s ü 3» tähistades vas 
tavad t ja Zr väärtused indeksiga о » leiame:
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t = ---- ^ , (3.352)
e Г " ^ Ь(1 - У Ч 3'*

____rrjCy
To - ^ С Ч 1 " Г ) ^  ' (3‘353)

TTende suuruste tähendus on ilmselt see, et t K. tQ voi 
vaetavalt *C<T0 puhul kestab liikumine koonduvat spi
raali möoda edasi, kuid t > t9 ja T  >T0 puhul enam 
liikumist ei ole. Mis toimub just hetkel või oma
aja hetkel т:=гг0 , selle kohta mingit kindlat järeldust 
tuletada ei saa.

Märgime, et suhe
^  E
t0 ~ * = W  0.354)

on võrdne analoogilise suhtega tiirlemise perioodi jaoks 
"elliptilise" liikumise juhul (vt. eelmine ülesanne).

7. Laetud osake liigub teise, liikumatu laetud osake
se väljas nii, et ĉ c < A (vt. valem (3.308)) ja F < m ec,,) 
nii et osake jääb oma liikumises lõplikule kaugusele tsent
rist. Arvutada nagu eelmises ülesandes t ja t polaar- 
nurga <f> funktsioonidena ja leida ka osakese tsentrisse 
langemise aeg t0 ja omaaeg X0

L a h e n d u s  . Vajalikud diferentsiaalvõrrandid 
saab tuletada valemitest (3.290), (3.292) ja (З.ЗЮ). Nad 
on niisugused:

dt = -̂'W * . c.kwq> —  / ^
>*oCb ? (3.355)
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ja

r*0c*-(^/r2- +«3'cAw f  - f y /i + w * )x 7 (3 356)

kus w ja f on endise tähendusega (valemid (3.309) ja
(3.338). Integreerimisel tuleb eristada kolm juhtu: /j|< 1 ,

— 1 ja К = — f * Alghetkeks valime nagu eelmises üles
andes hetke, mil osake on maksimaalsel kaugusel tsentrist.

1) Esimesel juhul on ““ /Keca’-̂ ^ *nec4 . Siis on 
integraalid järgmise kujuga:
t -  -------------------ГТУГ Ä X c to c ^ X  +

+  X\//z+ * x ‘J ~ t ] (3.357)

tr = ------- ----- — Г У 'Jl-fW*- OL'bctcCtxX -h
m ec * ( i - / 4 ’b L' V

ja

kus 1 -h X~*~ J ’
(3.358)

Asetades rajad О ^<p < ®° , leiame:

t.= ^  r„,r +  «xccosf- Щ ^ ) ]
T ^ c - ( 1 - H L /  * - / *  1 V 7 ^ /J

(3.360) 

ja
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Г  - + M ± J t i a a c c o $ f -  - £ & Ц ) ] .
° ^ c H t - / 4 L V f = F  1 ^ Z VA)

Erijuhul E = О saame

Г  =

7C£>Jl4-Y/i 

X hvoC1 (3.362)

2) Teisel juhul on E  < — ь-\0с* . Siis saame järg
mised integraalid:

<= ш . с * У -1)v* [- V ^ - A ^ x - Z V ^  T ^ ]

(3.363)

ja

ly',C l (r*- lF * +  Alth-X —
(3.364)

kus

=  / - r i l + w *  -  ^  v g  ( 3. 365)
У ^ 1  +  */*- +  y/f*-+w *- *

Asetades rajad, leiame:
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t. = --- ^ ---- r-fw - ^ l ± ^ A i c h ( -  l ? 1* * ? , )]
fn0Cl(y^-1)L f VrL-1 yftb+,}*cc*13.366)

ja

1 r  - £  Г- W  - J h llt Z lA v c k /- 11
° *г'оСг(х*'-1)'' V i'b-yi V j b+ * x -I

(3.367)

3) Kolmandal juhul on f = — m ec* . Siis leiame:

1 *  = — ^
2/ftipC

(3.368)
ja
t = ___ = £ " ! --------- fik^ .  - x . o J ^ - 1  .

XtY^,C*‘ (i  + W z) 1 Z 3 1 J (3.369)
Siit ч

£■ =  w *  + 3)
3 m 0cz(  1-hWx) (3.370)

ja
г  = 3*v0 C*-(1-i-w4 (3.371)

Seega on kõik nõutud suurused arvutatud. Lisaks arvu- 
r„tame veel suhte f . Esimesel kahel juhul avaldub see 

kujul: __
- ^  =  - t k ( * + r ) ,

° (3.372)

kus esimesel juhul
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■£ЬГ = / ,
____  ____  (3.373)

CLICCOi ~ 1 (■---ЫЛ±2!± \
V f + ^  1 v W w * /

ja teisel juhul

i k r =  /• -
,_____ „ ,_____ (3.374)

- j f f + y » . A TeA / -
w  » y / ^ + w * /  '

Kolmandal juhul on
T0 W*

(3.375)to 2w*+3
Olgu märgitud, et valemitega (3.373) ja (3.374) definee
ritud suurused A on reaalsed, sest parematel pooltel

õ

seisavad 1-st väiksemad arvud. Selles veendume järgmiselt. 
Teise valemi (3.373) voime ümber kirjutada kujul:

_  wVj-y*
=  -------- i m ž L ------  , X 40

ахеЫл( ~ т ^ )

wy/f-/» Wy//-/1
tk^- i-------------------------- /У_1+" я —  O O .

V/V/+WV I » V/f
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Seega igal juhul
w  V/-/*

а д  ̂  l/l------- I Z / v W
(3.376)

Parema poole teine tegur ilmselt kasvab argumendi
Ifl J l+  wzkasvades, mis omakorda fikseeritud у puhul kasvab w  

kasvades (voi /=0 korral jääb muutumatuks). Sellest 
järgneb, et kui asendame valemis (3.376) у/—* oo , saa
me veel tugevama vorratuse:

Vf-/*
«efautehk ____ l ///

* ' * *  = -  < 1 , 
a-icsth. (yjl-tf*')

mida oligi tarvis näidata. Analoogiliselt on teine valem 
(3.374) esitatav kujul

„ Axtk )
•/-/. Д  = -1-_______ i ItfNl-hW3- /

" /// w V / M  (3.377)
/^1V ' ^  __ _

Parema poole teine tegur kasvab argumendi ̂  }/T+ ** kae~ 
vades, ja see omakorda kasvab fikseeritud j juures, kui 
kaevab w . Siit järgneb, et

у/уь-1
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ehk

« . a  <  A llb M E H l <  1

mida oligi vaja näidata. Et ^  on ka reaalne, see on ilm
ne (sest esimesel juhul on l/f < i ja teisel juhul

U I> 1 >• _
A  aLopuks vaatame, millistel eeldustel on suhe 'Г" voi- 

malikult väike. Olgu väärtus fikseeritud. Siis on —
u

kõigil juhtudel seda väiksem, mida väiksem on w . See 
järgneb valemitest (3.375) - (3.377). Eeldades, et w on

'C
väga väike, arendame ~  avaldised ritta, piirdudes kõige

оmadalamat jarku liikmetega w suhtes. Tulemused on nii
sugused:

- ^ - = ^  . / > oN>
Tro _  Z w  
t 5t 7 J — О
1,0 (3.378)
Г0
i : = - i 7 w < 0 -

Järelikult on seda vaiksem, mida vaiksem on energia.
л

^>0 juures kehtiv — £ väärtus jf on kooskõlas eelmi- 
ses ülesandes leitud vaartusega (vt. valem (3.354)), na
gu peabki olema, sest seal oli w = 0  ja siin on w-*o .

8. Osake seisumassiga asetseb staatilises homo
geenses väljas, mida kirjeldab ruumisarnane vektor S .

9

See väli mõjub osakesesse jõuga
3r= g ( c*S^+ u ^ ^ S j  (3.375,
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kus ^ on invariantne konstant ja U^ on osakese kiirus. 
Leida osakese integraalne liikumisvorrand ja omaaeg.

L a h e n d u s  . Liikumise diferentsiaalvõrrandid 
saame üldisest valemist

T
Ы.Т

kujul:

d / m0u \ _  $-L(cZ— Uz) 5• + u( uS —cS9)J 
dt l yj-uvc*' "  yj-uVc*

Õa
d / n,.c , =  +CUŠ)
d t ' }/l — ui/c*' W  —  «  V'cz

kus on komponendid. Et väljavektor on ruumi- 
samane, valime inertsiaalsüsteemi, kus Se = ^  . Siis 
saavad eelmised võrrandid kuju:

d l  tn." и X 9t(c*-u*)S -hu-u$] 
dt l vi

d l Ж̂ с | 
dt ' y/f-и i/c*-' V l-uYc*

Korrutades teise võrrandi ü. -ga ja lahutades esimesest,
Сsaame

fžT- ( i-  -ü?) ?/У* -  ~7T~ ( 7 c A *At hxQ 1 C *  /  * (3.380)

Et väli on homogeenne, valime 5 suuna x-teljeks. Siis
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Ы Г ~  ^  с * Ь
cfoy - n
ete 1 [ (3.381)
gfož _ 
ett “ 0 *

Kahest viimasest võrrandist järgneb:

}
(3.382)

— ̂ 0 3

ehk, kui valime z-telje algkiirusega risti, siis U t = 0 , 

о. o. liikumine toimub xy-tasandis.
Integreerides esimest võrrandit (3.388), leiame:

■ (3.383)

kus t„ on defineeritud valemiga
/С

V i - ujr ’ (3.384)
c-*-

Veelkordne integreerimine annab

(3.385)
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(3.386)

Siin on koordinaatide X, ̂  algväärtused võetud võrdeeks 
nulliga.

Omaaja leidmiseks lahtume diferentsiaalvõrrandist 
dv = cCt д/У- u V c *  ,

ehk (3.382) ja (3.383) põhjal

£ 18. Relativistlik reaktiivne 
liikumine.

Reaktiivee liikumisega kõige laiemas tahenduses on

(3.387)

Integreerides leiame:

r = Ä {«cW fsk (%  -  « fa *( £ £ £ ) } .

(3.388)

tegemist juhul, kui keha seisumass konstantne ei ole. Dü
naamika põhivõrrand

saab sel juhul kuju:

dr *
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Korrutades kiirusega , saame

T u  - r x dfn° (3.390)>  /* - c etc

Siit nähtub, et muutuva seisumassi juhul on alati olemas 
nullist erinev neljamõõtmeline joud.

Alljärgnevalt tuletame mõned pohivalemid, mis seovad 
neljamõõtmelist jõudu reaktiivse liikumise juhul kolmemõõt
meliste suurustega.

Et kolmemõõtmeline jõuvektor on igal juhul defineeri
tud valemiga

dt '
siis kehtivad ka reaktiivse liikumise puhul seosed

T  - J  --- (3.391)
* y/i-иУ/с*-

ja
___ tc____  ctyК

* cCt (З.З92)
(vt. (З.146) ja (3.147)); sellevastu valemid (3.148) ja 
(3.149) ei kehti, sest nende tuletamisel eeldasime seieu- 
massi muutumatust. See tähendab muuseas seda, et nelja- 
mõõtmeline jõud ei tarvitse reaktiivse liikumise korral 
olla ruumisarnane (vrd. §15 2. ülesanne). Ta võib olla 
ka ajasamane või ka isotroopne (allpool veendume selles 
lähemalt). Hei jamõõtmelise jõu ajasamasus tähendab nii
suguse inertsiaaleusteemi olemasolu, milles kolm esimest 
komponenti on võrdsed nulliga (vt. ̂  13 9. ülesanne). Va
lemi (З.З9 1) järgi on siis ka kolmemõõtmeline jõuvektor



▼ordne nulliga, kuid siiski ei ole liikumine relativist
likus mõttes jõuvaba* Ohe sellise näitega oli meil juba 
tegemist § 16 3* ülesandes*

Valemi (3*148) asemel kehtib reaktiivse liikumise ju
hul valem (3*390), millest ssmal viisil nagu valemi (3*149) 
tuletamisel saame

lT u /c И*.T  - ------1---  -L. i r J?**0
** ät * (3*393)

See valem on valemi (3*149) üldistus* Siit ja valemist 
(3*392) leiame t

Ä  =  C * ^ -  _  . (3.394)

Seesama seos, mis on valemi (3*150) üldistuseks, tuleb 
vaija ka jõu У  avaldisest:

mis annabt

-r =  “ Т Й Г  ; (3.395)

selle korrutamisel kiirusega и. saame

; (3*396)

e t  * * *  -  - *

_^hi_____ 1______^  grt-
У у - а У с 4 cx(l— aVcV*A ' (3*397)

у
siis, elimineerides mõlemast viimasest valemist U  — ^  * 
saamegi (3*394). Märgime, et valem (3*396) on ekvivalent
ne valemiga (3.394); kolmanda ekvivalentse kuju saame
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Сблelimineeri de б' mõlemast — 77— :
—  Uu

U  с(и> Г>Ьо ti. —гг

Y i- u V c *  *  (1 - и * /с * )ъ/* * (3,398) 
Valemi (3.394) võime tuletada veel ühel viieil (vrd. $15). 
Et

•_ p  =  c* (>*.'-ъ } )  ,

siis
—» c6> j / d >vt_ c(hta »

f‘ d t = c ( , n - Z ± - ^ ^ c r ) -
cfö —*

Asendades vasakul poolel yb*= m.Zt* Õa ̂  = -7~ ning ja
gades läbi mas3iga to. , saamegi (3.394).

Lõpuks tuletame valemi neljamõõtmelise jõu absoluut
väärtuse ruudu jaoks. Valemitest (3.391) ja (3.393) järg
neb:

y*-7žr/cJ* г ^ г  ч
а >**■ /- u V c 1 ' dt  /  •

(3.393)

Et on invariant, võime avaldada seda keha (hetkeli
se) paigaloleku inertsiaalsüsteemis. Kui kolmemõõtmelise 
jõu tähistame selles süsteemis , siis eelmisest va
lemist saame

C3.400)

Oleme tuletanud hulga valemeid, mis järelduvad dü
naamika pohivõrrandist. Alljärgnevalt uurime reaktiivset 
liikumist lähemalt, kusjuures vaatleme ainult puhast reak-
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tiiveet liikumist, s. c. niisugust, mille puhul kehasse 
ei mõju Talisjõud, Taid mõjub ainult seisumassi muutumi
sest tingitud jõud. Sel juhul tuleb arvestada ilmsel ku
jul massi ja impulsi jäävuse seadusi. Need seadused keh
tivad kull ka välisjõudude olemasolu korral, kuid ainult 
kaasa arvestades nende jõudude allikate massi ja impuls
si; kui aga, vastavalt välisjõu mõistele, nimetatud alli
kad jäävad impulsi ja massi bilansis arvestamata, siis ei 
ole vaadeldava süsteemi mass ega impulss jäävad.

Kõige lihtsam on impulsi ja massi jäävust arvestada 
keha hetkelise paigaloleku inertsiaalsüsteemis. Siis on 
mass võrdne seisumassiga, impulss võrdne nulliga, aja 
diferentsiaal ett võrdne omaaja diferentsiaaliga oLT ; 
mass muutub omaaja ühikus võrra ja impulss

~dr ^ ° U ) ~ *’• ~dtc ~ *^eOL
võrra, kus on kiirus hetkelise paigaloleku süstee
mis (s. o. u '= 0  } ja

oi = (3.401)

on kiirendus samas süsteemis. Valemid (3*393) ja (3*335) 
saavad siis kuju:

T  = m 0Ä, (3*402)

T -  ic • (3*403)•« dT

Impulsi ja massi jaavuse pohjal peab tekkima valjaspool 
vaadeldavat keha selle omaaja ühiku kohta impulss — /n0Ct
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Ja m a s s -- . See tahendab, et keha peab endast eralda-
dX

ma massi koos impulsiga* Kui keha omaaja ühiku kohta eraldub 
temast kiirusega V  mass , siis

dv* w= -Jdf,(V)dr J r ' "  (3.404)

ja

/n0Ä  =  —Jvdp-lV) • (3.405)

Siin tähendavad V  ja dfi(V) kiiruet ja massi vaadeldara 
keha hetkelise paigaloleku inertsiaalsüsteemis.

Kirjutame võrrandid (3.404) ja (3.405) sobivate tä
histuste abil lihtsamal kujul ümber* Tähistame

jdjuififls /л , (3.406)
s. о* /л on summaarne mass, mis eraldub kehast, omades mis
tahes kiirust, keha omaaja ühiku kohta. Edasi olgu

y\vdfi(V) = VK , (3.407)

s. o* \JK on eralduva massi keskmine kiirus* Nuüd saavad 
võrrandid (3*404) ja (3*405) järgmise kujui

<***• _  (3.408)
eit ~ r

ja

. (3.409)

Viimasest võrrandist saame seose ka vektorite а  ja V* ab
soluutväärtuste vahelt

=  /Л| . (3.410)
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Siin me kirjutame |H , sest /к võib olla ka negatiiv
ne ja isegi vordne nulliga. Juba võib olla nega- 
tiime. Hegatiivne Ац ( V) või yu tahendab seda, et ke
ha ei eralda mitte massi väljapoole, vaid, vastupidi, võ
tab väljastpoolt massi juurde. Juhul Ц = 0 suurus l£ on 
määramatu öcui J*Vdf*. (\T) 3 0) või lõpmatu (kui 
Esimesel juhul (3.409) põhjal a =  О • teisel juhul а Ф О ; 
ent mõlemal juhul -jr- = о .

Siinkohal juhime tahelepanu ka sellele, et eralduva 
massi keskmine kiirus IT on absoluutväärtuselt valgu
se kiirusest kindlasti väiksem ainult sel juhul, kui kõik 
massid dp(\r) on uhe ja sama märgiga. Et /1Л/ ̂  С , siis 
on (3.407) põhjal sel juhul ka /l^/^С . Kui aga massid 
dju(\f) °n erinevate märkidega, siis \j võib olla ka 
suurem kui с ja уц = О korral võib, nagu äsja nägime, 
olla isegi lõpmatu. Seega on nimetus "keskmine kiirus" 
sel juhul üsna tinglik.

Vaatame veel, kuidas sõltub neljamõõtmelise jõu ab
soluutväärtuse ruut sellest "keskmisest kiirusest". Ase
tades valemi (3.400) paremale poolele asemele (3.402)
ja (3.409) põhjal _ _ ja -^-2 asemele (3.408) põhjal
p- , leiame:

£ЗГ • (3.411)

Siit nähtub, et kui kõik dft(V) on samamargilised, siis
j£ 3̂  ̂  O, s. o. jõud on kindlasti ajasarnane, või =0
korral isotroopne vektor. Kui aga d/*(U) on erinevate
märkidega, siis jõud võib olla ka ruumiearnane (kuid voib 
olla ka ajasamane või isotroopne).
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Poõrdume nüüd tagasi võrrandite (3*408) - (3.4 iO) 
juurde. Viimasele neist anname veel lihtsama kuju, defi
neerides suuruse

X — 77~ » (3.412)
к

kua + kehtib jjl ja - /*•<£? korral. Siis saane

/u = ^ m 0 ■ (3.413)
Ж I j/Seega sõltub seisumass ainult «■ ja UK suhtest, mit

te aga kummastki suurusest eraldi.
Võrrandisüsteem (3.408), (3.413) sisaldab kolm suu

rust, * i „ , mis kõik on omaaja funktsioonid. Kui üke 
neist on ette antud, siis määravad need võrrandid ülejää
nud kaks. Juhul kui on antud, saame ja /  nen
dest võrranditest vahetult. Vaatleme ülejäänud kaht juhtu.

1) Kui antud on / , siis, elimineerides võrrandi
test yu , leiame:

-7^7 =-/<**•• (3.414)
Integreerides saame

l
ex.p(— J/dv) t (3.415)

о
kus >лво on seisumassi algväärtus. Edasi (3.413) annab

P  - t J J f * * )  • (3.416)
0

2) Kui on antud д» , siis võrrandist (3.409) saame 
r

*4, = — jp-oiT f (3.417)
0

kuna võrrand (3.413) annab



**.„ (3.418)
о

Nendest ülesannetest hoopis eraldi seisab keha lii
kumise integraalse võrrandi leidmise ülesanne. Selleks 
piisab täielikult kiirenduse ct tundmisest (koos alg- 
tingimustega). Seega on just kiirendus see suurus, mis 
j kaudu seob keha liikumise kinemaatilisi integraalseid 
karakteristikuid tema seisumassiga.

Reaktiivselt liikuva keha integraalse liikumisvõr- 
randi leidmise ülesanne on puhtkinemaatiline ega ole see
tõttu iseloomulik just reaktiivsele liikumisele. Täpselt 
samalaadne oleks see ülesanne ka mistahes mittereaktiiv- 
se liikumise puhul, kui on vaid ette antud kiirendus het
kelise paigaloleku inertsiaalsüsteemis omaaja funktsioo
nina. Mis meid siin aga eriti huvitab, on liikumise in- 
tegraalsete karakteristikute seos seisumassiga. Selleks 
on meil valemid (3.415) või (3.417) - (3.418) juba olemas.

Asume nüüd küsimuse juurde detailsemalt. Koige es
malt paneme kirja diferentsiaalvõrrandi kiiruse £  jaoks. 

duKiirenduse —-—  avaldamiseks kasutame kiirenduse teisen-
due vai emit (3.164). Seal tuleb votta ^  -+~ u.r — О Iß — —
ja n' = . Siis saame 

ott

( 1 - ■ 0.419)

Et siin kiirendus Л on hetkelise paigaloleku süsteemis 
antud omaaja funktsioonina, vaatleme ka и omaaja funkt
sioonina. Kuna

21 - 161 -



siis
£  =  ^ 1Z T w [ Z - ° § ß ( 1 - }/i-uVc4l. (э. 4ао)

See võrrand maarab U.(V) . Kui selle lahend on kaes, tu
leb lahendada diferentsiaalvõrrandid

dt  1 (3.421)

dx и (3.422)
dv

mis annavad Ъ.(Т) ja "t(V) .Sel viisil saame kohavek- 
tori Ъ ja kiiruse U ajalise olenevuse parameetrili
ses kujus, kus parameetriks on X • Elimineerides •£■ ,

võrrandi (3.420) lahendamine on üldjuhul siiski üsna 
keerukas. Seetõttu piirdume alljärgnevalt vaid lihtsamate 
erijuhtudega.

Esimese juhuna vaatleme sirgjoonelist liikumist, eel
dades, et kiirendus a. on muutumatu sihiga ning sama on 
ka algkiiruse siht. Siis saame võrrandi (3.420) kujul

Siin on kasulik sisse tuua parameeter 9* samal viisil

saame ka otsese ajalise olenevuse 'lit) ja U(t)

du

dV
(3.423)

nagu tegime §-s 17 hüperboolse liikumise puhul:
tk(D - Ü  .

^  С (3.424)

Siis saab võrrand (3.423) kuju:

\
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Tuues selle seose abil võrranditesse (3.431) ja (3.422) 
asemele ^ , leiame:

-  C- L
dcp = 2Г T7 (3.426)

ja
C* .

olff> ~  ~CL*h-V > (3.427)
kus X  on liikuva keha koordinaat. Integreerides saa
me >

r - %  = (3.428)
О

kus

(3.429)

ja U„ on algkiirus. Edasi, 
рг г

^ = ~tJOLC*Z) ̂  (3.430)

ja
X - Сjsk(<f>0+-£-Jadr)dT . (3.431)

Valemid (3.430) ja (3.431) annavad reaktiivse liikumise 
probleemi taieliku lahenduse vaadeldaval juhul. Kui näi
teks CL = const., siis

t  = — [ s k ( - h  <p \ -sk<p0 7 •)a  L ' С r o j , I (3.432)

* *§ rl* (& +*>)-•**]. J
Need on hüperboolse liikumise valemid, nagu peabki olema
O. konstantsuse tõttu.
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Vaatleme teist juhtu«. Olgu nüüd ot absoluutväärtuselt 
ja suunalt konstantne, kuid liikumine on koverjooneline, sest 
algkiiruse siht erineb «  omast. Võrrandi (3.420) integree
rimiseks teeme temast esmalt kaks võrrandit, korrutades te
da skalaarselt u -ga ja a. -ga. Arvestades ci konstantsust, 
saame:

S '  <& > =  1« 1-

Kasutades jälle asendust (3.424), leiame siit:

A. (ZZ) = -2— -----------& > L  .

etc cA(j>
(3.434)

Neid võrrandeid võib veelgi lihtsustada, tuues sisse vekto
rite U ja Й vahelise nurga oc . Siis сш. = CLUCOSOC =
— accosoiihtp ja võrrandid saavad kuju:

=-3.e»j=., , dr С I
_ q .žõxof j (3.435)

dz С J

Selle võrrandisüsteemi lahendamiseks elimineerime oc . Siis 
saame у  jaoks võrrandi:

Selle võrrandi lahendame järgmiselt. Et



= Zl  -  ± ä - f ( * £ ) 4dT* dTXdr> dt ct<p l <JV I ~ г dtf L 1 d v ' J ,dtp > c/с/ ~ z dtf 
siis

(& г + 4 * £ ^ = # г‘ -
Integreerides leiame:

( g r  = C c t h ' - £ - 7 £ j  , (3.437)

kus С on integreerimiskonstant. Selle väärtuse leiame alg- 
tingimustest järgmiselt. Esimesest võrrandist (3.435) järg
neb:

(_££) = -£-c*sa lc*r/o с о >

leus indeks 0 tähistab algväärtusi. Seega

с,»« = 'Cett.l- £ ---- ----- .
гSiit

C = ?T (1 “  Г Лн1оГ-) (3.438)

Nuüd saab võrrand (3.437) kuju:
С •SA-'З' <̂9=*
* -  l/f - i  ’ (3-439) 

kus juure mark on esimese võrrandi (3*435) põhjal sama mis 
Cos of oma.Integreerimise hõlbustamiseks toome sisse tähis
tused:

ja

Siis

7 =  (3.440)

she = tfck^coso^. (3.441)
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d r  =,±-C
“  ±y/*jxckx£ - 1  ' (3*442)

Integreerides leiame:

= . (3.443,
z ?

Edasi tuleb leida <* (V) . Selleks kasutame võrrandeid 
(3.435), mis annavad:

j g _  +  . =  Q  (3.444)
5/ujp 'tcbh.oL

Integreerimine annab:

itKcx =  Зсп-ot,, ~tk_-—■ (3.445)z ^
Siit valemi (3.443) abil leiame:

=  . 0.446)

Lõpuks tuleb leida võrranditest (3.421) ja (3.422) ka t  

ja Z . Võttes suuna x-teljeks ja (c i -tasandi
xy-tasandiks, näeme, et liikumine toimubki selles tasan
dis. Võrrand (3.421) saab (3.443) põhjal kuju: 

d t _ * 6 )  t 1-# г
d z  ч*

kuna (3.422) asemele saame võrrandid 
dx. .= С $kCf>C*>Sctt -j

d(t_ IK-Qt

(3.447)

(3.448)
-£= с зА<рл.dx

ehk (3.443) ja (3.446) põhjal



Integreerides võrrandid (3.447) ja (3.449), leiame;

*- = ' ^ [ с к (^сГ  + в) ~ < * в ] . (3.450)

c ^ H S Ls k ( ^  + 9 )  -  ik e ]
3 “ 71 c ' ? l ’ (3.451)

t = ̂ T Ls k < - ^  -  ^ e ]  + — ^ 1>L ■ (3.452)

Kiiruse absoluutväärtuse saame valemist (3.443) (silmas pi
dades seost (3.424)) kujul:

kusjuures

= ------тЛ ~—------  , (3.454)
ск( ' ^ ± + ö ) + 1 - ? г

kuna kiiruse komponendid avalduvad valemitest (3.449) ja
(3.454) järgmiselt:

1 ‘ 4 - Ч ^ + е )

+ 1 - } *

u»_ V i ' 1! 7- Lc^ (^ z ^ + в)-*' 1]

(3.455)
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Seega on meil lahendus vaadeldava juhu jaoks, s. o. kons
tantse kiirenduse <X korral, taielikult käes* Eelmise 
erijuhu konstantse kiirenduse puhuks saame siit tehes <xo =
= 0. Siis on 7 - / , 0 = <P„ , 2 = 0  ning valemid (3.450) 
ja (3.452) saavad identseks valemitega (3.432).

Väärib märkimist veel valemitest (3.451) ja (3.452) 
järelduv seos

^ = si«.ote. ( t  +-T) . (3.456)

Esitatud kahe juhuga me piirdume. Kui peale kiirenduse 
on antud ka 1/ või , siis määravad valemid (3.415)
või (3.417) omaaja funktsioonina ka seisumassi, mida võib 
siis siduda ka liikumise teiste integraalsete karakteristi
kutega (nagu kiirus, aeg või läbitud tee pikkus). Alljärgne
valt vaatleme teiste ülesannete seas ka mõningaid sellesse 
liiki kuuluvaid.

Ü l e s a n d e d .

1. Näidata, et etteantud QL(T) korral on suhe -^s—
t ^  Oo

dp.(tf}>0 juhul 1/.=с juures suurim n i n g j u h u l  väikseim.
L a h e n d u s  . Valemitest (3.411) ja (3.415) järg

neb:

Ih. Г a  civ
r*oо -  -  J  VL ’ (3.457)

kus kaksikmärk vastab kaksikmärgile võrratuses t*% О • 
Kui а (7Г) on ette antud, siis on integraal väikseima väär
tusega IT— С puhul, seega tõesti tn  on ^  > О juhul 
3uurima ja /< < О juhul väikseima vaartusega.



2. Eeldades sirgjoonelise reaktiivse liikumise juhul 
aa const, ja = const, ja võttes algkiiruse võrdseks 
nulliga, leida läbitud tee pikkuse, aja ja kiiruse sõltu
vus seisumassist.

L a h e n d u s  . Kirjutame valemi (3.457) ümber

kujul! ПZ = z ± : .
a  ^  (3.458)

Asetades selle avaldise valemitesse (3.432), kus tuleb 
võtta 4*̂ — 0 t leiame:

ik irK
* = T S  ZC~ ( ^ r ^ r  <3.459)

К  u*
* = * ^ [ ( т £ г ) с - ( т £ т ) ~ с ] . (3.460)

Et samadest valemitest (3.432) järgneb

~  = tk  ̂ (3.461)

sus
2ЛГ*

I Лгu . r-Sr) c - 1 (3.462)

Kaksikmärk vastab siin jälle kaksikmärgile vorratuses 
/< £ О . Et / 0  0 korral on >  f ja /м<0 korral

< "/. siis on ka -t ja valemites (3.460) ja7 С

(3.462), vaatamata seal seisvale kaksikmärgile, alati po
sitiivsed.

Kui 1/ = с , siis lihtsustuvad valemid X  , £ ja 
jaoks:
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(3,463)

fhQg
hu

f (3.464)

с (3.465)

3. Liikumatust kiirgusallikast lähtub paralleelne 
kiirtekimp, mis langeb kehale, neeldub selles täielikult 
ja paneb ta reaktiivselt liikuma. Keha seisumassi algväär
tus on Ьгвв . Ta asetseb alghetkel kiirgusallika juures ja 
tema algkiirus on null, nii et liikumine on sirgjooneline. 
Eeldades, et keha kiirendus a  hetkelise paigaloleku süs
teemis on konstantne, leida kaugus x  * millele liigub 
keha ajaga ± , samuti omaaeg x » keha kiirus u hetkel 
± , seisumassi väärtus *по sel hetkel ja kiirgusallika 
töötamise kestus T  , mis on vajalik liikumiseks kuni 
hetkeni t  , allika hetkeline võimsus p  ja keskmine 
võimsus p  .

L a h e n d u s .  Et liikumine on hüperboolne, või
me kasutada juba varem tuletatud valemeid (3.432), mis an
navad :
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ja

v - ž u w i - (3>467)

LÕppkiirus on U. — -̂rjr s. о.etc

~  . (3.468)
vT ?W

Seisumassi väärtuse hetkel leiame valemist (3.415),
kus tuleb võtta

/ = - F
Seega 

ehk
«*<• <■ . Ot<-,

(3.469)

(3.470)

Et leida kiirgusallika tõotamise kestus, mis vastab het
kele t  , tuleb arvestada, et tõotamise lõpphetkel 7"väl
jasaadetud kiirgus peab jõudma keha juurde hetkel t  ; 
seega

c ( t - T )

Siit leiame

С t  / i ■ 
а

ehk, ümberpöördult,
T = * ~ i t ( S 1+-S8 ± - 1) (3*471)

, _ T  f  1 - a . T / Z c )
1-cCT/c (3.472)

Keskmise võimsuse saame jagades töötamise ajaga T  kogu
massi, mis lähtub selle aja vältel allikast. Et keha lõpp-
mass on
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Их —
V 1-иЧс*■

ehk (3.468) ja (3.470) põhjal

-  = + ¥ )  , 

ja et kogu kiirguse mass neeldub kehas, siis

(3.473)

p = J2LZJZIÄ (3.474)

ehk

+ 0.475)

Lihtsama avaldise saame P jaoks T  või U funktsiooni
na. Valemite (3.468) ja (3.472) abil leiame:

- _  Q^oo 1 -  aT/zc '3.476)
С (1-аТ У а)г

ja

5 f  1 + u 'C. J 1 + U./C. ) (3.477)
P = i r ( f - « / c  f V f - ^ c /  •

Lõpuks tuleb leida hetkeline võimsvis aja T funktsiooni
na. Omaaja ühikus kehale kiirusega с langev mass võrdub

M A CL Ыhetkelise paigaloleku süsteemis valemi (3.4Ю) pohjal — —̂ • 
Sama mass kiirgusallika paigaloleku süsteemis on võrdne see
ga

ayn° / 1+u/c
с У  1 - U . / C .

(siin tuleb kasutada neljamõõtmelise impulsi teisendusvale- 
mit). Siit järgneb, et

• (3.478)“/C dT
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Arvestades valemeid (3.467), (3.468), (3.470) ja (3.471), 
leiame:

p _ Д К .  1 (3.479)
С * d -аТ/С)'

Sellest valemist võime uuesti arvutada keskmise vcumsuse:

r
P  = — fP (T )c L T  =  -g ^ L s s . 1- - ? T/ Zc ?

J c (1 -a.T/c)x
О

kooskõlas teisel teel leitud avaldisega (3.476),

4. Sama ülesanne, selle vahega, et kiired peegelduvad 
kehalt tagasi paralleelse kimbuna täielikult.

L a h e n d u s  . Valemid (3.466) - (3.468) jäävad 
muutumata, sest liikumine on endiselt hüperboolne. Nüüd on 
aga if-oo ja % — 0 • Seetõttu (3.469) ja (3.470) asemele 
saame

у (3.480)

в. o. seisumass on konstantne. Endiseks jaavad ilmselt ka 
valemid (3.471) ja (3.472). Keskmise võimsuse valem (3.474) 
aga siin jälle ei kehti. Mass, mida kiirgusallikas välja 
saadab, liigub keha hetkelise paigaloleku süsteemis enne 
peegeldumist kiirusega С ja pärast peegeldumist liigub 
seesama mass kiirusega — с » Korrutades seda massi tegu
riga » saame langeva massi väärtuse kiirgusalli-

ka süsteemis, ning korrutades teguriga , saame

peegeldunud massi väärtuse kiirgusallika süsteemis. Seda 
võib järeldada impulsi teisendusvalemist. Järelikult muun
dub langevast massist ainult murdosa
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1 + u/c i+u/c.
-liikuva keha massiks. Siit järgneb, et kiirgusallikast vai
jasaadetav mass, mis on vajalik kehale kiiruse u andmi
seks, võrdub

J u и
I±0Z£l.cI^ = i*g» |W “/cMu _ m.. / Jj+LL/e. . \ 

г J c(1-uVc*)*'*~ 2. (V 1-u / c  ~ 1) ,
(3.481)

sest

Bl= ■
Keskmine võimsus vordub eelle massi ja aja 7" jagatisega:

ehk, valemite (3*468) ja (3.471) põhjal,

(3.482)

Avaldades P 7“ kaudu, saame
1

1 —olT/c.
—  ал» -У
P = ■ - -  (3.483)

ning a. kaudu:

p __ а>чоо / -/-f- U-/C. (3*484)r 2c V  1 —u/c
Hetkelise võimsuse arvutamiseks tuleb arvestada, et omaaja 
ühikus kehale kiirusega С langev mass ei ole võrdne (het
kelise paigaloleku süsteemis) mitte , vaid, nagu jarg-
neb valemist (3.405), ainult ——- . Seetõttu tuleb ka va-• /»c
lemisse (3.478) juurde tegur _i_ . Peale selle on seal2



p = ^  7T- W  ' (3*485)
mis on kooskõlas ka keskmise võimsuse avaldisega (3.483).

5. Sama ülesanne, kuid kehale langev kiirgus peegeldub 
oealiselt, konstantse peegeldumiskoefitsiendiga ^ .

L a h e n d u s  . Valemid (3.466) - (3.468) ja (3.47i
- (3.472) on endiselt jõus. Valemist (3.407) leiame:

у = C(1 + D (3.486)
с i— x

ja valemist (3.412):
v- « 1-т.

A+T ' (3.487)

Seega on seisumass (3.415) põhjal võrdne

ms hveP, Niiviisi saame

t p t ) (3-488)
ehk

Mo = (3-489)

ehk
1-г

К - *  / 1 + u / c x (3.490),no — moo ( 1 _ U/C I

Keskmise võimsuse arvutame analoogiliselt nagu eelmises 
ülesandes. Samal viisil nagu seal leiame, et kiirgusalli
ka inertsiaalsüsteemis neeldub kehas temale langevast kiir
guse massist murdosa:

у - i . - L ^ e
1+U/c. •

Et keha mass on (3.490) põhjal võrdne



siis tuleb kehale kiiruse и  andmiseks kiirgusallikast val- 
ia saata mase

alu
u/c.)*** (1— u/c) t+ъ

(3.492)

Siit

ehk

p~$pl:(& £ )  ’" - ' J

0 - . - Г 4
2£

ehk

О  -  Ül££ f ------ -̂----g-----j ] .
r  г т  L ( 1- аТ/ с) &  1J

(3.494)

Lopuka arvutame hetkelise võimsuse. Analoogiliselt eelmi
sele ülesandele tuleb võtta selleks valem (3.478), lisades 
juurde 
Seega
juurde teguri -i ja võttes щ  jaoks valemi (3.489).I ~t~ К " о

P _ a ^eo________ i ______
ГИ-г)с (, _ aT/c)m  ' C3.495)

See valem on kooskõlas valemiga (3.494). Voime samuti ker
gesti veenduda selles, et eelmises kahes ülesandes leitud 
valemid on viimati tuletatud valemite erikujudeks, mis keh
tivad 'Z-O ja korral.
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RELATIVISTLIK ELEKTRODÜNAAMIKA.

Relativistlik elektrodünaamika vaakuumis on sisult 
identne Maxwell-Lorentzi elektrodünaamikaga. Erinevus on 
vaid esitusviisis. Maxwell-Lorentzi võrrandite süsteem on 
invariantne Lorentzi teisenduste suhtes, seega on ta koos
kõlas relatiivsusprintsiibiga. Järelikult lähevad need võr
randid üle muutumatult klassikalisest füüsikast relatiiv
susteooriasse. Selle poolest erinevad nad mehhaanika põhi- 
võrranditest. Klassikalise Newtoni mehhaanika põhivõrran
did ei ole invariantsed Lorentzi teisenduste euhtes, mis
tõttu relativistlik mehhaanika läheb klassikalisest sisu
liselt lahku.

Kuigi Maxwell-Lorentzi võrrandid on relativistlikult 
invariantsed, ei paista see omadus nende tavalises (kolme
mõõtmelises) kujus vahetult silma. Nad ei ole selles kujus 
i l m s e l t  invariantsed. Neile saab aga anda nelja- 
mõõtmelise, ilmselt invariantse ehk kovariantse kuju. Re
lativistlikuks elektrodünaamikaks nimetataksegi elektrodü
naamika niisugust kovariantset esitust.



§ 19. Maxwell-Lorentzi võrrandite süsteemi 
neljamõõtmeline kuju.

Kovariantses formuleeringus kirjeldavad elektromagneti
list välja kaks teineteisega seostatud suurust. Üks on nel-
jamõõtmeline vektor Ц , mida nimetatakse n e l j a -r
m õ õ t m e l i s e k s  p o t e n t s i a a l i k s  ehk
lihtsalt p o t e n t s i a a l i k s ,  ja teine on anti-
siimmeetriline teist järku tensor , mida nimetatakser v
e l e k t r o m a g n e t i l i s e  v ä l j a  t e n s o -  
r i к в ehk lühidalt v ä l j a t e n s o r i k s .  Nel- 
jamõõtmelise potentsiaali komponentideks on skalaame potent
siaal ja kolmemõõtmelise vektorpotentsiaali komponendid. Val- 
jatensori komponentideks on elektri- ja magnetvektori kom
ponendid.

Nende suuruste defineerimisel lähtume Maxwell-Lorentzi 
võrrandite süsteemist, mis koosneb teatavasti kahest võrran
dite paarist:

ja

n _ 1 ЭЕ . Pu Т-оГ К - c + c

divE — f>

c -dt

(4.1)

}oUvH = 0 .  J

Teise paari võrrandid rahulduvad identselt, kui £ ja 
avaldada potentsiaalide Д  ja cp kaudu:
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F ~ * ЭЛ £ -- г- — ---Q'x.admc at Э'гаЫ9 ,  ̂ (4 .3 )
/? = .

Kui potentsiaalid allutada n o r m e e r i m i s t i n -  
g i m u s e l e

diy/A+J-*£ = o (4.4)С ЭГ >

saavad 1. paari võrrandid (4.1) lainevorrandite kuju:

(4.5)
—  ^ — __ ' 1 ~Cl ~ C ' I

_LÜ£ = _ p Jc‘ at* ° • j

Potentsiaalid on valemitega (4.3) defineeritud g r a d i - 
e n t t e i s e n d u s e

a '= A ,A = A  > I

f - r - t - g  I
(4.6)

'bt

täpsusega, kusjuures skalaarne funktsioon on muidu mee
levaldne, kuid peab rahuldama homogeenset lainevorrandit

(4.7)

selleks et gradientteisendusel säiliks normeerimistingimus.
Nuüd tuleb kõigile neile võrrandeile anda neljamõõtme- 

line kovariantne kuju. Selleks paneme tähele, et kui normee- 
rimistingimus (4.4) kehtib kõigis inertsiaalsüsteemides, siis 
on suurus

invariant. Et aga operaator - , mille komponentideks
-Э 3 ____ X/“on —  ja 'b(ict) » 011 vektoriline (vt. (3.1 3)), siis moo-
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dustavad suurused f{K , L<p samuti neljamootmelise vektori 
(vt. 1. ülesanne §-s 13). See neljamõõtmeline vektor ongi 
neljamõõtmeline potentsiaal:

= (A, t<?) - (4,8)
Seega saab normeerimistingimus järgmise kovariantse kuju:

divU = О ' (4*9)
ehk Л

ЭЦ/. n (4.10)Эхл - u ■
Nüüd nähtub gradientteisendusest (4.6), et 4* on invari
ant, sest need valemid saab esitada kujul:

= Ur  + (4.11)
ehk

uL = u. + 2 L  .V  - *> ' (4.12)
Lainevõrrandi (4.7) neljamõõtmeline kuju on

О i>=0 (4.13)
ehk

aw = 0, (4.14.)

sest teatavasti on d’Alembert'i operaator

^  с1 эь*
identne neljamõõtmelise Laplace’i operaatoriga (vt. (3.19)).

Lainevorrandite (4.5) vasakutel pooltel seisab sa
muti d’Alembert*i operaator. Need võib see^a mõlemad ules 
kirjutada О U.̂  . Sellest järgneb, et vooluvcktor pu koos 
suurusega icp moodustab neljamõõtmelise vektori. Seda
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vektorit nimetatakse n e l j a m õ õ t m e l i s e k s  
v o o l u t i h e d u s e k s  ehk n e 1 j a m õ õ t - 
m e l i s e k s  v o o l u v e k t o r i k s  ehk ka lü
hidalt v o o l u t i h e d u s e k s  voi v o o l u 
v e k t o r i k s  . Tähistame vooluvektori / , nii et

j л = ( P “ > icp) . (4.15)

Siis saame lainevõrranditele (4.5) järgmise kovariantse 
kuju:

^  = “ ~c УW (4.16)

ehk

Э ^ .Л = _  ±  j v4.17)
Э Х ГЭ Х ,  С J  Г

Vaatame nuüd, kuidas saab defineerida väljatensorit. 
Selleks kombineerime võrrandid (4.Ю) ja (4.17). Asenda
des esimeses /<-*•»' ja võttes tuletise järgi, saa
me:

= o .
Э Х д 'Э Х ,

Lahutades sellest võrrandi (4.17), leiame:
'b / Ъ(1у \ __ -f .
2xv ( Эх» / — c"^

Tähistades

'to t U — Ф  (4.10)M ’ fA*
ehk

— <ф (4.1е»)

kirjutame selle tulemuse ümber kujju:
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= h r (4.20)

ehk

(4.21)

AntieuTnmeetrD line tensor ^/uv ongi väljatensor. Veen
dume, et tema komponentideks on tõesti elektri- ja magnet- 
vektori komponendid. Selleks kirjutame ümber valemid (4.3) 
järgmiselt (arvestades (4.8)):

к ,  =

7>XV

~dU3 ъиг
'ЪХг

ъ и . п>и3
ЭХ, ъ х ,

'bUi "bU<U _

3 '

Siit on näha, et ja on xotUf, komponendid, ja
nimelt, arvestades tähistust (4.18),

Ф  =

0 Нг - H,  - i E ,

- K x 0 H Ä -i£„

-H x О -tf, 

i£x t£2 О /

( 4 . 2 2 )

Ühtlasi veendume kergesti, et võrrand (4.20) või (4.21) 
on Maxwell-Lorentzi võrrandite 1, paari (4.1) neljamõõt-

-  , mL
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meline kovariantne kuju. Toepoolest, komponendid
avalduvad (4.22) põhjal kui

f
ja

LdUvE
1 • puTeisest küljest,' vektori — JM komponendid ongi just i-—С

ja tp ; seega võrrand (4.21) on toesti sisult identne 
võrrandite paariga (4.1).

Viimasena jäi üle võrrandite paar (4.2). Sellele ko- 
variantse kuju andmiseks kirjutame ümber need võrrandid, 
asendades (4.22) järgi väljavektorite £ komponendid 
tensori komponentidega:

^  _

Э х 3 >

~Ъфзч , _ 0
Э Х 3 ЭХ, ~ »

+  +  3 ± h  _  0'ÖX1 ЭХ; ЭХ* “ >

^ ^ 3  , Ъфы л
- + ъ 7 Г  + -— = ° -

Nüüd võib kõigi nende nelja võrrandi vasakuid pooli vaadel
da neljamõõtmeline 3. järku tensori

+  ЪФу. + 1»P,^
^ ?>Xv

komponentidena. Järelikult sisaldab konvariantne võrrand



endas mõlemad võrrandid (4.2). Kuid lisaks sisaldab ta 
triviaalseid sarnasusi, arvult 40, nimelt kui vähemalt 
kaks indeksit Asv.,6 hulgast on ühesugused. Nende indek
site erinevate väärtuste kombinatsioonide arv on aga 24, 
ja et võrrand (4.23) ei muutu indeksite permuteerimisel, 
on erinevate indeksitega sõltumatute võrrandite arv 4. 
Need 4 võrrandit ongi sisult identsed võrranditega (4.2). 
Et vabaneda triviaalsetest samasustest, kirjutame (4.23) 
asemele pseudovektorilise võrrandi

6 =  0 (4.24)2>XT u >
millel triviaalseid komponente ei ole, vaid indeksi л 
väärtused 1,2,3 annavad esimese ja väärtus 4 teise võr
randi (4.2).

Sellega on Maxwell-Lorentzi võrrandite üleviimine 
kovariantsesse kujju jõudnud lõpule. Teeme kokkuvõtte.

Maxwell-Lorentzi võrrandite süsteem on

l x ,  ~  С Jh- > 

e = о .

(4.25)

Väljatensor avaldub potentsiaali Ц kaudu järg-Г* * /
miselt:

ф  =
t”  э х у ' (4.26)

mille labi teine võrrand (4.25) rahuldub identselt, sest
avaldises
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„ -  -a
* y e z 'Эх.а'йхт

on kumbki liige võrdne nulliga; esimene võrrand aga saab 
kuju:

2 l ä ^ -  = - ± j  ,

(4.27)

eeldusel, et potentsiaal rahuldab normeerimistingimust
Ж
7>X,

Gradientteisendus

=  0  . (4.28)

/ , ,  'Ыр
/* ~~ M эх > (4.29)

eeldades, et *p rahuldab võrrandit

е т 7 = ° >  (4-30)
jätab väljatensori muutumatuks (liikmed, mia sisaldavad 
^ asetamisel asemele valemisse (4.26) koon

duvad). Samuti jäävad muutumatuks gradientteisendusel nor- 
meerimistingimus ja lainevõrrand.

Teatavasti on Maxwell-Lorentzi võrrandite 1. paari 
järelduseks pidevuse võrrand

ckv(/ou) -f ̂ -  = 0. (4.31)
Neljamõõtmelise kuju saame sellele, võttes divergentsi 
esimesest võrrandist (4.25):

ЪгФм„ 1 4>j„

Vasak pool on siin võrdne nulliga, eest Ф  on antisüm-
'2>г »meetriline, kuna operaator ~ on sümmeetriline /ч 

ja v suhtes. Seega
= 0

(4.32)
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ehk
d iv i = О . (4.33)

See ongi pidevuse võrrandi kovariantne kuju, mille sisuli
ne identsus võrrandiga (4.3 1) nahtub ka komponentide 
tähendusest (4.15) järgi.

Ü l e s a n d e d .

1. Tuletada teisendusvalemid elektri- ja magnetvekto- 
ri komponentide jaoks.

L a h e n d u s  • Vaatleme esmalt lihtsamat erijuhtu,wkus teine inertsiaalsusteem liigub esimese suhtes paralleel
sete telgedega x-telje suunas. Sel juhul kehtib Lorentzi 
teisendusmaatriks (2.17). Rakendame tensori teisendusvale- 
mit (3.2) kujul

— ^  , (4.34)

millega arvutus taandub kolme maatriksi läbikorrutamiseles
f 0 к - k

-и: 0 H* -ie;

"i -H' 0 - iE4
о 1

/ 1 0 0 Lp l o  Нг -Н,-1ЕЯ\ 1 0 0 - iß
V i-p x V i-px Vf=p Vm »1

0 1 0 0 - н го h^ - leA о 1 0 о

0 0 1 0 Hy-Hx 0 - i e j 0 0 А о

I - ip о 0 . 1 J L£j 0 J iß Л . /
\ V1-P' Vi-pV Vi-fi* U и

VFp-'
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Sel Tiisli leiame:

E* = T/ r r p . ■ 

Hl = И, ,

U ' = H* ± £ E i

H» v i ^  ’

(4.35)

H ' =
_ Hi  — ß
V1-P- J

Analoogiliselt arvutarne ka üldise Lorentzi teisenduse pu
hul. Eeldame ikkagi, et mõlema inerteiaalsüsteemi ruumili
sed teljed on vastavalt paralleelsed (maatriks (2*30)). Te
gelikult ei soltu tulemus sellest eeldusest, kui kirjutame 
valemid vektorkujus. Mõnevõrra komplitseeritum arvutus an
nab järgmise tulemuse:

-r, £ — i yi ?'pi-p+p*H
Vi=F

-,=  н  -  x i_
(4.36)

V*-/3

mida võib teisiti kirjutada ka nii:
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?'= -  №■ * &*£>) + Щ ;
(4.37)

Võrdlus Galilei teisenduse alusel tuletatud valemitega
(1.14) näitab, et korral, arvestades valemites
(4.37) ainult esimest järku liikmeid p suhtes, taan- 
duvadki nad valemiteks (1*14).

2. Veenduda otseselt valemite (4.34) voi (4.37) jär
gi, et ja /{teisendamine samade valemite järgi, 
kuid vastassuunalise kiirusega ß ß  , annab tagasi 
E ja К

3. Tuletada teisendusvalemid potentsiaalide /\ ja 
<p jaoks.

L a h e n d u s  « Juhul kui Lorentzi teisenduse 
maatriks on (2.17), saame teisendusvalemi

alusel järgmised teisendusvalemid Л ja <p jaoks:
Ä f A%-ß<p



üldjuhulise teisenduse (2.30) Duhul aga leiame:

? '= ?~ P A
(4.39)

V1-/3*• '
4. Veenduda otseselt valemite (4.39) järgi, et A ‘ ja 

9 ' teisendamine samade valemite järgi, kuid vastassuunali
se kiirusega, annab tagasi fy ja <p

5. Tuletada väijavektorite £ ja К teisendusvale- 
mid (4.37), lähtudes potentsiaalide teisendusvalemitest 
(4.39) ^"g rakendades valemeid (4.3)»

L a h e n d u s  . Elektrivektori £ ' avaldis, mil
lest tuleb lähtuda, on

E = ~ c ^ 7  -  (4.40)

ja magnetvektori ^  oma

hi' ̂ ' to t 'A ' . (4.41)
Siin tuleb A ja cp’ asendada valemitest (4.39), tule
tiste operaatorid uues süsteemis aga avaldada tuletiste 
operaatorite kaudu vanas süsteemis. Kõigepealt, arvesta
des, et operaatorid а'г.лЫ Moodustavad neljamoot- 
melisa vektoroperaatori, ning rakendades sellele teisen- 
dusmaatriksit (2.30), leiame:

Э ^  (4.42) 
' VV-/S*

' = f T ad+ ^ ( - ^ i  + T T ^ T - f ?
(4.43)
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Rootori operaatori teisendamiseks paneme tähele, et

= su, vt ,

kus y- on meelevaldne kolmemõõtmeline vektor Ja *-ut on 
täielikult antisummeetriline kolmemõõtmeline pseudotensor. 
Seega saame rootori teieendusvalemi gradiendi teisendusva- 
lemist (4*4 1) kujalt
T.ot‘= t + j- (— L =  -1)рх + - t l M  .

(4.44)

Suud jaab asetada valemitesse (4*40) ja (4*41) A ja <p' 
avaldised valemitest (4.39) Ja ja 'tot* aval-
dised valemitest (4*42) - (4.44). Saame eemalt järgmised 
valemid:

£'= _  n x ,u i+ i Z t  [£ + 1_ / 1 f 1 ?? -  f i r  1 _

- b —  t I i t F - W r — T f c t i l S Z



Peale vastavaid teisendusi ja lihtsustusi saamegi siit 
nüemid (4.37).

Juhul kui tegemist on erikujulise Lorentzi teisen
dusega (2.17), on arvutus tunduvalt lihtsam, mistõttu me 
seda juhtu siin lähemalt ei vaatle.

6. Haidata, et kui väljavektorid Et К on mingis 
inertsiaalsusteemis absoluutväärtuselt võrdsed, siis on 
nad ka kõikides inertsiaalsusteemides absoluutväärtuselt 
võrdsed.

L a h e n d u s .  Et ruumiline põore (või ka peegel
dus) vektorite absoluutväärtus! ei mõjuta, piisab, kui näi
tame absoluutväärtuste võrdsuse invariantsust Lorentzi eri- 
kujuliee teisenduse (2.17) puhul. Kasutades valemeid (4.35), 
мате

Е,г = E * + pXKb~ Р г (Е*+ HZ) -  (Еь.Нг-Е,Н»)
1 - p *

Ja
u n _  H1 + P г£ г- Р г (Е ?+  H i) -  Zß(£ ,Нг - f,нг )

Siit järgneb:
E ,г -  Н'г -  Е 1 - Н г , 

e« о. kui Е = И , siis ка Е'=Н.'»
7. Bäidata, et kui väljavektorid £* on mingis 

inerteiaalsusteemis teineteisega risti, siis on nad ka 
mistahes teises inerteiaalsusteemis teineteisega risti.

L a h e n d u s  . Sama põhjendusega nagu eelmises 
ülesandes võime piirduda lihtsama Lorentzi teisendusega 
(2.17). Valemid (4.35) annavad



£'/?'= Е ,  и ,  +  - Cy z H h liH ä L ttM ± (h

Siit järgneb, et kui f ja К on rieti, s. о» EH * 0» 
siis ka Е'Н.' = 0. Viimane võrdus tahendab üldiselt seda, 
et £ ja /7' on risti. Erandiks on juht, kus E =0 või 

H =0 . Kuid ka sel juhul võib e ' ja К lugeda tei
neteisega rietiolevaks, sest nullvektori suund on meele
valdne.

8. Näidata, et suurus H  - £* on invariant ja suu-
rue EH on pseudoinvariant.

—»i -»j „ 
L a h e n d u s  » H —E invariant sus järgneb vale

mist

=  2 . ^ - 0  , (4.45)

mis on kergesti arvutatav (4*22) põhjal. Teise väite tões
tamiseks arvu tame suhtes duaalse pseudotensori^yCvt.
ülesanne 5 £ -st 13)* „ • r  г и 3 у 0 -tt* Нк

1Ег О - iE % Н?

- i E #  i E K О К* . (4.46) 

L- H ,  - н »  о I

Korrutades tensori pseudotensoriga , saame pseu-
doinvariandit

c<̂ v ^ v  = Y €/«v<fT  ̂ (4.47)

mida oligi vaja näidata.

Ц/ =  l g  Ф  —2, 7er
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Tõestatud lausest järelduvad ka kahe eelmise ülesande 
väited.

9« Tuletada valem

= (Е Ч 1 + (Н 'Г  - г (Е хн Г =
U.48)

L a h e n d a s .  Invariandi -̂ Ф^Ф ,̂ гФ Ф̂ т̂ aval
damiseks väljavektorite kaudu kirjutame (4.47) põhjal 
võrduse:

S»«a V-f- %  = ~  (£*>%.

Esitades tensori eyu.vpe determinandi kujul valemi
(3.44) järgi ja summeerides nelja indeksi järgi, saame:
Яф ф ф Ф - 16Ф Ф Ф  Ф  - —  6Ч(£Н)Х0 âtß Ъ р ^ “/5̂ «Л у/9 v/<

Siit (4.45) pohjal
Л ф  ф ф ф  = 2 ,(£Н)1+(Н*-£')г.Z «Р у/и

Et aga
(ЕН)г = ЕгН г-  (ЕХН)г} 

saamegi pärast seda asendust valemi (4.48).
10. Näidata, et ̂ komponendid

moodustavad neljamõõtmelise vektori.
L a h e n d u s  . Need komponendid on vektoriU ---£-y 2>Xy

omad.
11. Näidata, et komponendid

A * K  + b f'ia 4 A -T 2 * « < * < r , i ( Ü  + -y c U v A )
moodustavad neljamõõtmelise vektori.
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L a h e n d u s  . Heed komponendid kuuluvad vekto—

rile Т Т ^ <и*и ' ) -
12. Häidata, et kui väljavektorid ^  ei ole ab

soluutväärtuselt võrdsed ning ühtlasi teineteisega risti, 
siis leidub lõpmata palju inertsiaalsüsteeme, milles £ 
ja К on paralleelsed.

L a h e n d u s  • Tõestatava lause eelduseks on see, 
et invariant /{ - f  ̂ ja pseudoinvariant EH ei ole mõ
lemad võrdsed nulliga. Juhul kui väljavektorid antud inert- 
siaaleüeteemis ei ole juba teineteisega paralleelsed, võta
me nende ühise tasandi yz-tasandiks ja ristkorrutise £ хЯ 
suuna x-telje suunake; kui aga E = 0 või И.—0 , siis 
võib väljavektoreid vaadelda juba paralleelsetena (mõle
mad korraga ei saa nulliga võrdsed olla eelduse põhjal). 
SeegaEx — H x = 0 , Läheme üle süsteemi, mis liigub x-telje 
suunas. Talemite (4.35) põhjal on ka seal = 0 •
Selleks et väljavektorid uues süsteemis oleksid paralleel
sed, peab olema

ehk, (4.35) põhjal

St ristkorrutis on Uiru8e ß suunaline, siis
võime selle võrrandi kirjutada ka kujul

(1+ß*)(ExH) =  (Е1 + Н г)р 
ja siit leiame:

1+ ß* Ег+Нг
ß ~ ЕНЫк f ’
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kus on £ ja ft vaheline nurk. Bdaei
( J  + ß )* __ Ег + H ' + ZEHü*'/'
\1-ß I Eb+ H z -z£Hsi>i f  

See võrdu^ määrab ß väärtuse, mille puhul uues süsteemis 
on väljavektorid paralleelsed. Siit saame:

у/Ег+ ft1 + 2EHsiK+ — \/Егч-Иг — ZEHsih-fQ —  ---- - -■ --- — ---- - ■■ — **?■- - ■ ■■ fä jg)
}/e *-+ + ZEH SiK^ + i/ e * + Hl — ZEH. Stn.̂

kust nähtub, et p < У kõigil juhtudel peale ainsa juhu, 
kus ß — 1 . Selleks juhuks on E ~ К ning = 90®. Aga 
just see juht on eeldusega elimineeritud. Seega leidub 
tõesti inertsiaaleüsteem, milles väljavektorid on paral-

уleeleed.
Vottes nüüd selles inertsiaalsüsteemis väijavektori- 

te ühise suuna x-telje suunake ja minnes üle mistahes kol
mandasse süsteemi, mis liigub eelmise suhtes x-telje suu
nas, leiame valemite (4.35) järgi, et ka seal on väljavek- 
torid mõlemad paralleelsed, sest neil on ainult x-komponen- 
did nullist erinevad. Seega on niisuguseid süsteeme lõpnata 
palju.

•• —* *"♦ мм а13. Vaijavektorid E,H on absoluutväärtuselt võrdsed 
ja moodustavad teineteisega mingis inertsiaalsüsteemis nur
ga f . Kui suur on nurk *t*' väljavektorite vahel teises 
inertsiaalsüsteemis, mis liigub esimese suhtes kiirusega

- - v(E xH ) 9

L a h e n d u s .  Võttes kiiruse i/ suuna x-telje 
suunaks ja rakendades teisendusvalemeid (4.35)» leiame:
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I r'v iT'i ! E * H . \ ( i + f l 4
' ' =  ---------- 1-/9 =

ja
р/ __ V Е г + Э-ß  lE x ft l

V i- f i*

n '=  VH*-+ß*-EK -  Zß /Гх/Г/ 
V/^£I

Siit, arvestades ka, et E —hi ja ^ »
U * W b - + T * *  ,
/ + /3* —  ZßSinfi

ehk, tähistades

t k 6  = } 
ikO '=  Si*.+\ 
t k *  = ß  ,

leiame:

(4.50)

(4.51)

(4.52)9' = ö -г<*.

$ 20. Lorentzi jõud.

Lorentzi jõuks nimetatakse jõudu, mis mõjub elektro
magnetilises väljas liikuvasse laengusse. Kui laeng on 
ruumtihedueega f> , siis avaldub temasBe mõjuva jõu ti
hedus ^  järgmiselt:

f  =~r~ (E  + ~ ( u * R ) )  (4.53)

кие Ц o*1 laengu kiirus. Kui aga on tegemist diskreetse
punktlaenguga e, , siis avaldub temasse mõjuv jõud vale
mina



Me реайв nuüd esitama need valemid kovariantsee kujus. Et 
valemi (4.53) paremal poolel seisavad väljatugevuste korru- 
tieed laengu- ja voolutihedusega, siis peab seal kovariant- 
ees esituses seisma väljatensori ja vooluvektori korrutis. 
Et see korrutis peab olema vektor, võib see olla ainult 
ф yjy , s. o. uhe indeksite paari järgi koondatud kor
rutis. Arvestades valemeid (4.15) ja (4.22)»leiame, et 
<fyvjv kolm esimest komponenti moodustavad kolmemõõtmeli
se vektori

K )  + cp £ 

ja neljas komponent on LpuE » Et 

puE = Zof“- >
siis

~ ( f  > с )  . (4.55)
Punktlaengu korral tuleb vooluvektori asemele võtta laen
gu nel jamõõtmeline kiirusvektor и . Arvestades vale-
mit (3.69), leiame:

e ^  (  T  L J’u / c  \
£.t % * u * -  ( TJZi > V /- Ui 7^7/ ' (4.56)

Viimases valemis paremal seisab valemite (3.146) ja 
(3.149) põhjal nel jamõõtmeline jõud . Seega ongi
meil käes valemi (4.54) kovariantne kuju:

J  -  _JL_ ф  и■> £0C v • (4.57)
Siit nähtub ühtlasi, et laeng € on invariant. Valemis

У  ( Е  +  . (4.54)
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(4«55) eelleraetu seisab paremal poolel neljamootmeline 
rektor, mis vaetab kolmemõõtmelisele joutihedueele Ja mi
da nimetame vastaralt neljamõõtmeliseke joutiheduseks f' H

¥ ■ )  ■ <«•« 

Seega omandab ralem (4*53) järgmise korariantse kuju:

/L = —  Ф i (4*59]e0c v*-*yv ’

Vaatleme lõpuks seost jõu ja jõutiheduee rahel. Kolme
mõõtmelised rektorid d T  ja on seotud ruumielemendi 
kaudu nii:

d T  ^ f o ( V i (4<60)

kus d T  on ruumielemendis cL\J olevasse laengusse mõjuv
jõud. Heljamõõtmelised rektorid U T  ja r  pearad olemaм Ih
seotud inrariantse ruumielemendi kaudu. Kuidas seda defi
neerida? neljamõõtmelises aegruumis oleme rarem defineeri- 
nud neljamõõtmelise ruumielemendi, mis on pseudoinraria&t 
ja mida rõib avaldada kujul

d &  = LcdVott 
(rt. ralem (3.22)). Araldades

d * =  ____ ______
W - u V c *  ' 

kus d~ on omaaja diferentsiaal, saame:

djQ  =  - Lcäv- ^ .  . 
V7— w v c 1

(4.61)

Et c/T on invariant, siis
-  • tv (4.62)
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on pseudoinvariant. Et и - О  korral d l / = d l/ t siis 
tahendab d I/ laenguelemendi ruumala inerteiaalsüsteemis, 
milles see element on liikumatu, kas või hetkeliselt. dV  

on sama elemendi ruumala mingis teises inertsiaalsüstee
mis, milles ta liigub kiirusega u. . Tuleb rõhutada, et 
dtf on see ruumielement, mille täidavad antud laenguele
mendi kõik punktid ühel ja samal hetkel. On selge, et va
lem (4.62) väljendab ruumala olenevust kiirusest, mida 
▼õib siduda pikkuste lühenemisega (vt. valem (2.93)).

Hiisiis, dV0 on peeudoinvariant. Seega on f ollT / 
invariantne ruumielement, mida meil oligi vaja. Korruta
des sellega jõutihedust , saame jõu c/jT , sest

Sellele seosele vastab ka seos valemite (4.59) ja (4.57) 
▼ahel. Korrutades (4#59) invariantse ruumielemendiga 
jdl£l ja arvestades, et

Minnes piirile ;  -+Q , kusjuures p Ml// —► e , ja

ja siit (4.60) põhjal

(4.63)

j y l äVol -  P u * ld l f l (4.64)

leiame:

asendades d'T —♦ ЗГ . saamegi punktlaengusse mõjuva jõuM /4
valemi (4.57).



Valemist (4.64) nähtub -reel, et laengutihedus ei ole 
invariant. Invariant on p l^ V l # gt

p ld V I =
siis on ka

/°о = Р//-*^Г (4.65)

invariant. See suurue on ilmselt laengutihedus (hetkeli
se) paigaloleku süsteemis. Suuruse £  invariantsus nah
tub ka voolu-js kiirusvektori vahelisest seosest, sest
(4.15) ja (З.69) järgi on

ehk

/ — О CL (4.66)Jf< s* •

ü l e s a n d e d .

1. Osake laenguga e ja eeieumassiga m„ liigub 
kiirusega U väljas g £[ . Leida tema kiirendus £ - 

L a h e n d u s  . Jou ja kiirenduse vahelise seose 
(3.160) põhjal leiame:

(4.67)

2. Eaks osakest laengutega + g ja — g hakkavad lii- 
kuma võrdsete kiirustega и kaugusel et teineteisest. 
Seejuures on u. neid ühendava sirgjoonega risti. Kui 
suur peab olema seal lisaks laengute väljale väline homo
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geenne magnetväli К , mille suund on kiiruste tasandiga 
risti, et osakesed liiguksid kiirenduseta?

L a h e n d u s  • Votame osakeste liikumise suuna 
x-teljeke Ja suuname y-telje negatiivse laengu juurest po
sitiivse laengu poole. Sü b  eksisteerib laengutega kaasa- 
liikuvas süsteemis Coulombi seaduse pohjal elektriväli

E ' = ->  47Caz
(positiivse laengu asukohas). Süsteemis, milles laengud 
liiguvad kiirusega ^  » vastab sellele valemite (4.35) 
järgi elektriväli

(4.68)
9 У1-Ц.ЧС*-

ja magnetväli

H = -
ьи/Ч кса1-
Vi - uVcz

Votame lisaks välise homogeense z-telje suunalise magnet- 
välja Ц . Siis

Ц - H -  *и/чттса£ (4 69)
2 Yl-U*/c* _

Teisendades ja tagasi paigaloleku süsteemi,
peame saama E'~0 (sest liikumatutesse laengutesse mõ
jub ainult elektriväli). Niisiis,

С/ЧКа3- _  J£// e u V 4fLC^ax _  n

Siit leiame:
и -  _  fcC

Virala (4.7Ö)
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See tulemue on kooskõlas ka valemiga (4«67). Et oleks 
a  <= О , peab olema (arvestades, et uE = О )

Е , - ± Н г = 0  .

Asetades siia ja Н.г asemele avaldised valemitest
(4.68) ja (4.69)» saamegi uuesti valemi (4.70).

§ 21. Doppleri efekt ja aberratsioon.

Doppleri efekt ja aberratsioon on nähtused, milles 
avaldub elektromagnetilise laine sageduse ja levimissuu- 
na olenevus inerteiaalsüsteemist. Vaatleme vaakuumis le
vivat monokromaatilist tasalainet, mida võime avaldada 
valemiga

// l(KT-att)
u  = Uo e , (4.71)

kus a on kohavektor, ■£ aeg, * lainevektor, ^  sa
gedus, U. vaija kirjeldav suurus (potentsiaal või val- 
jatensor), selle amplituud. Lainevektori absoluutväär
tuse (lainearvu) K ja sageduse vahel kehtib tuntud 
seos:

u>=ctc. (4.72)

üleminekul teise inerteiaalsüsteemi teisenevad ££ ja 
U0 ühesugusel viisil (sest mõlemad on sama liiki suuru
sed). Sellest järgneb, et eksponentsiaaltegur peab olema 
invariant, s. o.

- c o t  =ins/. (4.73)
Arvestades, et (^L ct) on neljamõõtmelise kohavektori kom-
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ponendid, järeldame, et ic kooe suurusega = iie moo
dustab samuti neljamõõtmelise rektori (vt. 1. ülesanne §-s 
13). Vektorit (ic\йс) nimetatakse neljsmõõtmeliseks laine-
vektoriks к

V  - "c) (4.74)

Ilmselt on K„ isotroopne vektor. Tasalaine valemi (4.71) 
võime nüüd kirjutada kujul

и. = и о е с*'<х,‘ . (4.75)
üleminekul antud inertsiaalsüsteemist teise inertsi-

aalsüsteemi teisenevad vektori к komponendid üldise 
valemi järgi

* , ,

kus £  on Lorentzi teisenduse maatriks. Eeldades, et 
teine süsteem liigub esimese suhtes x-telje suunas, s. o. 
võttes JL valemi (2.17) kujul, leiame:

i-/ _ ~ ß *ö/c 
* “ V t -  /j*

(4.76)

к ' = *ca

За

60 y —
oo — vk. (4.77)

Feed ongi aberratsiooni ja Doppleri efekti valemid. All
järgnevalt teisendame neid ja teeme vajalikud järeldused.

/
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Tähistame laine vektori suunakoosinused ,
nii et

со
k* = T~ CoS^« > ]

£4 — Со5А*г » i

Ki = -r coV*

(4.78)

•• /ja analoogiliselt teises süsteemis :KX = coj/«̂ 'jne. Ja
gades valemid (4.76) läbi valemiga (4.77), saame suuna- 
koosinuste teisendusvalemid:

=  - s s x a z s . ,

1-ßCoS/*,

/ - /5 CoS/*t

cos/xi^y 1 - ß *
1 - р « » к 7

(4.79)

Valemi (4.77) võib aga ümber kirjutada kujju 

tof 1 -ß c o sf< ,)
V i - ß l

(4.30)

Peatume selle viimase valemi juures lähemalt.
w  ja tähendavad seal kaht sagedust, mis kuulu

vad mõlemad ühele ja samale elektromagnetilisele lainele, 
kuid erinevates inertsiaalsüsteemides. Mõlemad süsteemid 
on täiesti meelevaldsed. Valem (4.80) ei sisalda ühtki 
suurust, mis iseloomustaks laineallikat, s. o. keha, mis
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seda lainet kiirgab. On aga selge, et kiirgava keha seisu
kohalt ei ole koik inertsiaalsüsteemid samaväärsed, vaid 
eelis kuulub süsteemile, milles kiirgav keha on liikumatu 
(siin me esialgu eeldame, et kiirgav keha on inertsiaalne). 
Seetõttu on otstarbekohane esitada Doppleri efekti valem 
kujul, kus üheks inertsiaalsüsteemiks oleks kiirgava keha 
paigaloleku süsteem.

Sagedust, mis on vaadeldav kiirgava keha paigaloleku 
süsteemis, nimetatakse o m a s a g e d u s e k s .  Tä
histame seda . S*ee suurus on invariant, sest rela- 
tiiveueprintsiibi põhjal peab ta olema ühesugune sõltuma
tult sellest, millises nimelt inertsiaalsüsteemis on kiir
gusallikas liikumatu. On samuti selge, et omasagedus ei 
sõltu suunast. Mistahes teises inertsiaalsüsteemis, milles 
kiirgusallikas liigub, erineb vaadeldav sagedus üldiselt 
omasagedusest ja sõltub ka suunast.

Olgu nüüd valemis (4*80) со1 — u)0 . See tähendab, et 
kiirus /3 on kiirgava keha kiirus süsteemis, milles vaa
deldav sagedus on o) . Bfurk tähendas valemis (4ЛЭ0) 
lainevektori ja x-telje vahelist nurka, x-telg oli aga 
võetud kiiruse ß suunas. Et see on kiirgava keha kii
rus, siis on ka nurk /«., nüüd lainevektori ja kiirgava 
keha kiiruse vaheliseks nurgaks, x-telje suuna valik ei 
ole enam oluline. Seetõttu asendame ja kirjuta
me valemi (4.80) ümber kujul

,, _  V l-/*z
1 — ßCoSfi (4.81)

See ongi lõplik valem Doppleri efekti jaoks.



See valem on kehtiт mitte ainult inertaiaalae kiirgus
allika puhul, nagu me esialgu eeldasime. Aai seisneb sel
les, et ka mitteinertaiaalaelt liikur allikas on alati min
gis inertsiaalsüsteemis hetkelieelt liikumatu. Kiirgus, mi
da ta sel hetkel kiirgab, on ilmaelt selles hetkelise pai
galoleku suateemia võrdne omasagedusega. Seetõttu kehtib 
ka valem (4.81); tuleb ainult silmas pidada, et ß ei tä
henda mitte kiirgusallika kiirust vaatlemise hetkel, vaid 
kiirgamise hetkel.

Hiisamuti ei tarvitse vaatleja olla inerteiaalne. Kui 
vaatleja liigub nagu allikaaki mitteinertsiaalselt, siis 
tähendab p valemis (4.81) kiirust, millega liikus kiir
gav keha kiirgamise hetkel süsteemis, milles vaatleja on 
vaatlemise hetkel liikumatu. Et kiirguse levimine allikast 
vaatlejani nõuab aega, tulebki mitteinertaiaalse liikumise 
puhul eristada kiirgemise ja vaatlemise hetke. ^  on nii
samuti nurk, mille moodustab kiirgava keha kiirus kiirgami
se hetkel süsteemis, milles vaatleja on vaatlemise hetkel 
liikumatu, selles süsteemis samal hetkel vaadeldava laine- 
vektoriga.

Hüüd uurime vaadeldava sageduse olenevust kiire suu
nast kiirgusallika kiiruse suhtes, s. o. nurgast ^  • Kui 
Ц ** 0° või /< e 180®, siis annab valem (4.81)

kus ülemine märk vastab juhule {* = 0° ja alumine juhule 
/< и 180°. Seda efekti nimetatakse Doppleri p i k i -  
e f e k t i k s  (ehk l o n g i t u d i n a a l s e k s
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efektiks). ^ » o° korral läheneb kiirgav keha otsejoones 
vaatlejale, ^ = 180° korral aga eemaldub. Ligikaudu, p «  1 
korral,

a) - cj0 ( 1  +  19) . ,
(4.83)

See valem on identne Doppleri efekti mitterelativietliku 
valemiga (sama täpsuse puhul)«

Teise erijuhuna vaatleme = 90°. Siis annab valem
(4.81)

ш = ь)о . (4,84)

Seda efekti nimetatakse Doppleri r i s t e f e k t i k s  
(ehk t r a n s v e r e a a l s e k s  efektiks), p <&1 
korral on see efekt väga väike (2. järku ß suhtea, eri
nevalt 1. järku pikiefektiet), kuid suuremate p väär
tuste korral võib ta olla ka kullalt suur. Mitterelativist- 
lik teooria ristefekti üldse ei anna. Huvitav on, et rist- 
efekti võib tõlgendada aja aeglustumise efektina liikuvas 
kehas. Kui keha kiirgab teatava sagedusega elektromagneti
list lainet, siis toimub selles kehas sama sagedusega pe
rioodiline protsess. Kui keha on liikumatu, siis sagedus 
on u)0 , aga kui keha liigub kiirusega v  , siis on 
protsess aeglustunud. Omaeagedusele u>9 vastab omaperlood 

T0 — "rp , mis on uhe täisvõnke keetus omaajaa. Aga tei-
О

ses inertsiaalsüsteemis, milles keha liigub, kestab täis- 
võnge

T  = ToV1-/3*
millele vastabki sagedus
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" = 4p- = ч  y/i-?*-.
Pikiefekt võib olle kas positiivne [ь> >ь>0) v°i ne

gatiivne (со < bJ„) , ristefekt on aga alati negatiivne. Üld
juhul võib Doppleri efekti vaadelda piki- ja rietefekti 
kombinatsioonina. Kui Л  > 90°, s. o. kui kiirgusallikas 
eemaldub vaatlejast, siis on efekt alati negatiivne, sest 
negatiivsele pikiefektile liitub sama margiga ristefekt.
See järgneb ka otseselt valemist (4.81). Kui aga /u< 90°, 
siis vaiksemate kiiruste juures on efekt positiivne, kuid 
kui kiirus on kullalt suur, siis muutub ta negatiivseks 
(ristefekt kaalub ule). See on nii isegi kuitahes väi
kese /м korral, kui ainult 0°. Positiivne efekt 
sõltumatult kiiruse väärtusest esineb ainult p =0° juu
res. Toepoolest, võttes valemis (4.81) < &J0 , leiame 
selle tingimusena võrratuse

1 — f3 cosp. > -y/t-pi . (4.85)

Fikseerides ^ , saame siit

P > -7~ ,е° У  • (4.86)1 ~f- CoS */*
Et selle võrratuse parem pool on 0° korral 1-st väik
sem, saab alati valida niisuguse /9 , et w  < cje . Kui, 
sellevastu, fikseerime valemis (4.85) /3 , siis leiame:

/ч > fltccoj 
ehk ^

/ч > Z a z c t a ^ ^ J ^ - ß  . (4.87)

Selle võrratuse vasak pool kahaneb monotoonselt ß kas-
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vades О-at 1-ni# See tahendab, et aida suurem on kiirgus
allika kiirus, seda väiksem* ^  juures toimub üleminek 
positiiTselt Doppleri efektilt negatiivsele. Asendades 
rõrratuses (4.87) võrratusmärgi võrdusmärgiga, leiame, et

+ n  4 l i - P  
te^ i r = V ^ / 9  (4-88)

korral on (jj — .
Doppleri efektil on palju rakendusi füüsikas, kuid 

elln ae neid ei vaatle. Astronoomias võimaldab Doppleri 
efekt mõõta taevakehade radiaalkiirusi, kusjuures enamas
ti on küllaldane lineaarne lahendus (4.83). Täpset rela
tivistlikku valemit (4*82) või (4.81) läheb vaja ainult 
väga suurte kiiruste puhul, mida leitakse ekstragalakti- 
listel objektidel.

Siirdume nüüd aberratsioonivalemite (4*79) juurde. 
Aberratsioon on vaadeldav ainult siis, kui vaatleja lii
gub mitteinerteiaalselt. Kiirgusallika liikumine vaatle
ja suhtes ei etenda siin mingit osa, vald oluline on 
vaatleja üleminek ühest inertsiaalsüsteemist teise. Täh
tede aastane aberratsioon ongi tingitud Haakera tiirle
misest Päikese ümber. Kui c o S f } Coipb, Co$/k 3 on tähelt 
tuleva kiirguse suunakoosinused Päikesega seotud inert- 
siaalsüeteemis, siis näeb Maakeral olev vaatleja kiir
gust tulevat suunas, mille määravad valemites (4.79) 
suunakoosinused ooS/л', Со5/*.'г , Coifi^ t kusjuures ß tä
hendab Maakera kiirust Päikese suhtes. Aberratsiooninur- 
gaks <x nimetatakse tähe näiv nihe taevavõlvil, mis on
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põhjustatud aberratsioonist* Koi rõtame Maakera kiiruse 
suuna x-telje suunaks ja agr—tasandi rotame labi tahe, siie 
Лз = /41 - 90« nin« ос - /*;-Л* * • Piirdudes line
aarse lähendusega ß suhtes (sest ß » 10 Ъ »  leismes

Sinot ss ct = ß sih./u- , (4.89)

kus /и =» 180® — ^  on nurk Maakera orbitaalkiiruse ja 
tähe poole minera sirgjoone rahel. Taht naib nihkunuzia <x 
▼õrre Maakera liikumise suunas (joon. 62). Aasta raitel

* *

joonistab täht taerarõlrile ellipsi, mille suure pooltel- 
je pikkus on p ehi 20,5".

ü l e s a n d e d .

1. Tuletada aberratsiooniralemid, kasutamata tasa- 
laine faasi XcT — oot invariant sus e eeldust, raid nõu
des ainult, et faasi räärtused, mis on teineteisega min
gis inertsiaalsüsteemis rõrdsed, on ka mistahes teises 
inertsiaalsüsteemis rõrdsed.

-  210  -



L a h e n d u s  • Olgu mingis ine rt ei a&leüe teenis 
faas hetkel "tf punktis % võrdne faasiga hetkel 
punktis , •• ••

K.'Zi —U>ti =s /< Xx — Cotz

ehk
^ (*4 ~ •

Eelduse järgi kehtib see võrdus ka mistahes teises inert* 
siaalsusteemis. TÕtame süsteemi, mis liigub x-telje suu
nas kiirusega v  • Avaldades x  Ja ^  eelmises 
▼õrduses Lorentsi teisenduste põhjal Ja kaudu,
saame: *

(К к -Т Г г Н х 'г -х !)  +  + K ( J ' - z i)  =

Võttes txr = £/ , saame võrrandi

Ж l/cj
* , / /* / / /t 

------ T 7 f = = ----- ^  * , < £ - & )  + = 0  . 
V i —/*

See on tasandi võrrand, mille mistahes kahe punkti koha- 
vektorid on ja ^  ja mille normaali komponendid on

* c*~  > ^  •
Vf-/3* *

Bt selle tasandi kõikides punktides on faasi väärtus ühe
aegselt sama, siis on ta laine frondiks teises inerteiaal-
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süsteemis. Tähistades lainefrondil ühiknormaali komponendid 
, leiame (arvestades, et <*>—*£- ):

saamegi aberratsioonivalemid (4.79)*
Märgime, et see meetod ei võimalda tuletada sageduse 

ega lainevektori komponentide teisendusvalemeid. Selleks 
on juba vaja faasi invariantsuse eeldust.

liigub kiirusega V =ßc enda normaali suunas. Leida peegel- 
dumisnurk $  ja peegeldunud valguse sagedus со •

L a h e n d u s  • Votame peegli normaali z-teljeks 
(joon. 63). Langev kiir moodustab siis x-teljega nurga 
TC—do ja peegeldunud kiir nurga #  . Teisendame need 
nurgad esimese valemi (4.79) abil peegli paigaloleku süs
teemi. Et selles süsteemis peegeldumisnurk võrdub lange— 
misnurgaga, siis, tähistades nad leiame:

2. Taatleja suhtes liikumatu valgusallika valgus, mil
le omasagedus on <*>e , langeb nurga all peeglile, mis



U n 9  =  -  ■ U 9 1 )1 + ZßCosbo+ß* 14.91)
Teisiti, tähistades

)
^  = iAu* , 

а>1Э'=Ы.ф0 ,
C o i& = tk < f' ,  J (4*92)

saame

Peegeldunud valguse sage
duse leidmiseks arvestame, et 
peegli paigaloleku süsteemis 
liigub valgusallikas x-telje 
negatiivses suunas kiirusega 
v  , mis moodustab langeva 

kiirega nurga ; järeli
kult on langeva kiire sagedus 
selles süsteemis (4*81) poh- 

Joonis 63. jal võrdne
со'-

1-/scos$’

Et peegel on liikumatu, siis on peegeldunud kiire sage
dus sama. Teisendame selle tagasi valgusallika paigalole
ku süsteemi. Hüüd tuleb rakendada valemit (4*80). со ase
mele tuleb sinna panna со' , из' asemele otsitav со , 
yS asendada —  ß  -ga ja ^  asemele võtta У  • Niivii
si leiame:
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blod+flCoi*1)
1 -/вCOS fr'

Asendades siin cosž' eraldisega cos^ kaudu valemiet 
(4*90), leiame leplikult:

ш m j d L + & f * * - + * 4  У  (4.94,

Keed tulemused kehtirad muidugi ka siis, kui peegel liigub 
rastupidises suunass s. o. ei lahene valgusallikale, raid 
eemaldub sellest. Siis tuleb ainult /3 lugeda negatiiv- 
seks.

3. Tuletada Doppleri efekti ja aberratsioonivalemid 
korpuskulaarsest aspektist lahtudes, s. o. raadeldes kiir-« 
gust footonite roona.

L a h e n d u s .  ?ootoni neljamõõtmelise impulsi 
kojrponendid on

/>„ = ( kic, i*«/e , , u .95)
kus £ on Planoki konstant

£ = 1toS4  1o~*4 £ .s. (4.96)
feisendades need komponendid Lorentzi maatriksi abil, saa
megi samad ralemid (4.76) ja (4.77), sest footoni impulss 
on rõrdeline neljamõõtmelise lainevektoriga (vt. (4.74)):

u -97>
Aberratsiooniralemid reib tuletada reelgi teisiti, ka

sutamata lainevektori rõi footoni impulsi mõistet, raid ra
kendades ralguse kiirusele kiiruste liitmise ralemit. Sel 
teel saame
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C* - Z-- cZTT '1 c*

Jagades need valemid läbi kiiruse absoluutväärtusega С '= с , 
saamegi aberratsioonivalemid (4*79).

4. Tasalaines lainevektoriga jc on elektri- ja mag- 
netvektor risti teineteisega ja lainevektoriga ja on abso
luutväärtuselt võrdsed:

-=r =fc - E H  ’

Tuletada aberratsioonivalemid väljavektorite teisendami
se teel.

L a h e n d u s .  Rakendame väljavektorite komponen
tide teisendusvalemid (4-35). Et

£'/*'= E x( 1+ß V (E* + -  Zfl f £  X H)x
1-P*- ~

(E'x H'I = ~ZPEZ + ß(E*+HZ) +(1+ß4(EKHU
* f-ув*



siis

ii') _ ^ (£* E*~h H%)
V i- f t*  *

a-hß^cosp ., - z ß - h  >
eosд.; =

1 —ZßCoi ̂  -hß*-~ ß^(E* +-HŽ)

£»*/*i=1//-/3»' Р Ч Е Ч - К Ч
1-Z ßC oii

Nende valemite lihtsustamiseka paneme tähele, et ühiкvek
torid—  ,-^L ja on kõik üksteisega risti. Jareli- 

£ Hkult võiksid nad olla Cartesiuse koordinaadistiku telgede- 
suunalisteke ühikvektoriteks. Teisendusmaatriks, mis maa- 
rab ülemineku senisest koordinaadistikust sellesse süstee
mi, on

i k Ii
E E E
tk üt J±k
E E E

Cosp, c*sp3
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Maatriksi ortogonaalsuee tottu kehtivad seosed

Elimineerides nende seoste abil eelmistest valemitest 

suurused

ja taandades seejärel nende paremad pooled teguriga

i  — ßcoi/b-i , saamegi aberratsiooni valemid (4.79).

5. Tuletada aberratsioonivalemid ja Doppleri efekti 

valemid üldkujulise Lorentzi teisenduse (2.30) juhul, s.o. 

inertsiaaleusteemide liikumise juhul meelevaldselt suuna

tud kiirusega, kuid samasuunaliste ruumiliste telgedega.

L a h e n d u s .  Teisendades lainevektori maatrik

si (2.30) abil, leiame:

E Ž + H *  £„ Е ч +  H* 
Е ь ’ E x

-*/ —r 
fc = fc +

(4.98)

(4.99)
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Tahlscadea *. ja ß Tähelise nurga /* ja jagadea 

läbi Jt ' absoluutväärtusega *cf » saamegi nõutud aber- 

ratsioonivalemid:

л/1- ß  *■ +/*, (eos/* • f -  1) 
ecsnJ =  - -------------:-------------------------,

i -  p cosp

c o in ^ l-ß *-+ ß ^ (c o sf<-----д------ 1) (4.100)
cosf<'t = ------------ ----------2------- >

4 1-/3C0S/*

c v S h i^ i- ß '+ ß *  (e>V*— P- - 1 )  
cas/*' =  ---------------------------------------—---------------

1 — ß  CoSfuk

Doppleri efekti valemi saaste vahetult valemist (4.99)

cj' =  °° ( 1—ß<U3lM)
V l- p * ' (4.101)

kust <*>' = b)B korral tuleb välja (4.81).

Täienduseks märgime, et valem (4.98) kehtib sõltu

matult mõlema inertsiaalsüsteemi telgede paralleelsuse 

eeldusest, sest see valem on vektorkujus. Kimetatud eel

dus on oluline ainult valemite (4.100) puhul« Aga ka need 

võime üles kirjutada vektorkujus. Selleks tuleb suunakon- 

sinused asendada vektoriga

£  =  -zr , (4.102)

s.o.. laine levimise suunalise ühikvektoriga. Siis saame:

r?v _  + ß  —
“ ~ p c o ^ ------------ • ^ - 1P3)
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See valem, nagu ка (4*98), ei noua, et mõlema inertsiaal- 

süsteemi ruumilised teljed olekeid paralleeleed.

Tuletame veel teisendusvaleioi nurga /ц. jaoks* Sel

leks korrutame (4*103) skalaarselt kiirusesuunallee ühik- 

Tektoriga ß/ß . Siis saamet

Cos/*' = (4*104)
1 — ß  COŜ L

Sama valemi saame teisiti, pöörates valemi (4.102). öhelt 

poolt otseselt

i  —  ß  *

teiselt poolt, vaadeldes üleminekut teisest inertsiaal- 

süsteemist tagasi esimesse, saame:

^  _  U ' d + ß  C o S jK ’)

V t-p i
Järelikult

_  1 + ß c o s s * ’

1—ßcoS/* Yi-ß*- ’

ja siit saame jälle (4.104)* See tulemus on auidugi sama

kujuline esimese valemiga (4*79), sest ka seal tähendab 

/n nurka kiire suuna ja kiiruse P suuna vahel. Ainus 

erinevus on see, et seal me võtsime ß  suuna x-teljeks, 

siin aga telgede valik oluline ei ole.

6. Tuletada aberratsioonivalemid üldkujuiise Lorentzi 

teisenduse (2*30) juhul väljavektorite teisendamise teel.

L a h e n d u s  . Hagu 4. ülesandes,on ka siin väl

javektorid teineteisega ja lainevektoriga risti ja abso-



1uutväärtuselt võrdsed. See omadus on muide invariantne

(vt. 8. ülesanne §-s 19). Niisiis, £хА £=£г*1 *

/Ц on jälle nurk ß  ja *<> vahel, siis

_  _  E p .E  -h H ß -K  
p = ß c o s^ *b  + ----- -p r-----

ehk

E f l E + H p H  =  E*- (ß  -  • (4.105)

Korrutades seda võrdust skalaarselt kiirusega ß , saame: 

( E p ) ' - - h ( H p ) x =  . (4.106)

Nüüd rakendame teisendusvalemeid (4.36). Arvutades
Г
c  leiame:

£■/*_ f  xd +  ß 4 ~  ( £ ß ) г -  ( H ß COi>N

*-/зг

ehk (4.106) põhjal 

, - / 2
E -  ---- y i p  i * (4.107)

Edasi arvutame Е 'х .  h  '  • Valemitest (4.36) leiame pärast 

mõningaid lihtsaid teisendusi:

E ** = { V^fexH) + (ZxH)p-p-
___  (4 . 108)

-  {ё ^ Н ')р  + \ /Г^ (р Е .Е  ч-рН Н) +  - ~ ~ ~ pX[ фЕ)г+(рН)х]р }.

Asendades siin E X H  -  , H K= E X ja kasutades vii

mase kahe liikme jaoks valemeid (4.105) ja (4.106), leia

me:
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£ ' x K  =  К, +  (co jf. - 1 ) р ]

,_/,i (4.109)

Jagades viimase valemi valemiga (4.107) , leiame:

_  V V - / ? *  £  -J-(CoS/Ц - y j / T

i — ßCosp *

mis langeb ühte valemiga (4.103).

- 7. Näidata, et jagatis =̂j- , kus £  on monokro- 

maatilise tasalaine elektrivektori absoluutväärtus ja со 

laine sagedus, on invariantne Lorentzi teisenduste suh

tes.

L a h e n d u s  . See järeldub otseselt valemitest 

(4.101) ja (4.107).

8. Korpuekulaarses aspektis kujutab elektromagnetili

ne tasalaine footonite" voogu. Laine intensiivsus on võrde

line footonite voo tihedusega N , s. o. footonite arvu

ga, mis läbivad ajaühikus nende liikumise suunaga ristiole- 

va pinnaühiku. Näidata, et suurus f//o) on invariant.

L a h e n d u s .  Tasalaine intensiivsus avaldub tea

tavasti valemiga

1 =  cEJ
Z £о (4.110)

kus £■ on elektrivektori amplituud. Et ühe footoni ener

gia on tiu) , siis l = N k c j ja siit

Eelmises ülesandes leidsime, et on invariant. Jareli-
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Ы  и

kult *£j* on samuti invariant, mida oligi tarvis näidata. 

Arvestades sageduse teisendusvalemit (4.101), võime sells 

põhjal footonite t o o  tiheduse jaoks üles kirjutada järgmi

se teisendusvalemi:

kus уц on nurk (esimeses inertsiaalsüsteemis) kiiruse 

s '  ja lainevektori (s. о. footonite liikumise suuna) va

hel. Arusaadavalt on see valem pööratav, sest kui f * ' on 

nurk kiiruse —p ja footonite liikumise suuna vahel tei

sse inertsiaalsüsteemis, siis on valemite (4*98) ja (4*99) 

põhjal

/ _  ß  COSf<
~ (4.113)

Elimineerides siit ja valemist (4*112) °°s/ * . , saame:

1 - ю р . " ,

mis tähendabki seda, et valemis (4.112) on mõlemad inert- 

siaalsüsteemid samaväärsed.

Kui aga võtame ühe inertsiaalsüsteemina kahest selle, 

milles kiirgusallikas on liikumatu, siis saab valem (4*112) 

kuju:

»/_ М»
1 - ß c Z jк ' (4*114)

kus on footonite roo tihedus kiirgusallika paigaloleku 

süsteemis, Ы aga footonite t o o  tihedus süsteemis, kus 

kiirgusallikas liigub kiirusega /3 suunas, mis moodustab 

footonite liikumissuunaga nurga yt* *
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9» Haidata, et paralleelselt liikuvate footonite kim

bu ristlõige on invariantne Lorentzi teisenduste suhtes* 

ühtlasi nai data, et valemis (4*112) esinev tegur — 

on tingitud ainult footonite arvu muutumisest ajas, e. o. 

koi ajavahemik kahe teatavat pinda läbiva footoni vahel 

eaimeses inertsiaalsüsteemis on A t ja teises inertsiaal- 

eusteemis A t ' , siis

A i '=  -У Г ^  a t
l —pCoSf*

L a h e n d u s .  Liikugu footonid 1. inertsiaalsüs- 

teemis vaetavalt võrrandile

x  =  %, +  c C t - t „ )  , (4.115)

kae %, on punkt, mida kiirusega с l ü k u v  foot on läbib 

hetkel t a • Kiirus с olgu kõikidel footonitel uks ja 

eana, kuna t m ja ъф on parameetrid, mille väärtused ise

loomustavad üksikuid footoneid. Eeldame, et

c \ = o 7 (4.116)

s. o. et punktid %, moodustavad footonite liikumissuunaga 

ristioleva pinna.

Läheme üle nüüd teise inerteiaalsüsteemi, mis liigub 

esimese suhtes kiirusega ß  • Hurk ß  ja С vahel 

olgu /ц :

ßc =  ßc cosp . (4.117)

Lorentzi teisenduste põhjal (vt. 2.30)) on
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- Р * - ? ( - я Ы ~ 1)  P ct_  , (4.118)

7 =1+----р vrp ’ I

t '=
V1~PX

Asetades siia 'Z asemele eraldise (4.115), saame

у g  , ^ ё ( - у 7 = т - ' )  ß c t
ß* V/-/9 *

+  ( t - t . ) i ? +  .еа& .( * Ь * г й £ . ]  , 

t ' -  t ~ 4 ^  - ß ^ h  ( t - t a)

Elimineerides nendest valemitest t  , leiame:

г'= %, -  Ilo P ( ■ Ръ> с

(4.119)

Z3 * C ( 1 - ß C o S ^ )

с —  CCos/*  а —V i-ß ^ ) ß  
-  t --------- — --- £ ----------  +  c 'V

°  1—ßCoSp. *

(4 . 120)

kus

-  /----Г . Г ( f  V  l —p x)  CoiM-
Г'-С Vt-/>*+L ß -i]cfi (4>121)

1 -ß c o i/ *
on footonite kiirus 2. inertsiaalsüsteemis (rt. ka kiirus

te liitmise ralem (2.126)).

Vorrand (4.120) on footonite liikumise võrrand tei

ses inertsiaalsüsteemis. Anname sellele võrrandile järg

mise kuju:

- 224 -



samaselt võrrandiga (4.1 1 5 ). '**>' ja t '  on siin footo

nite kimbu parameetrid 2. inerteiaalsusteemis, kusjuures 

nõuame, et

C  ^  =  ° '  (4.123)

Et leida ja t '  , võrrutame avaldised (4.120)

ja (4.12 2):

71 _  P  ( v 7 ^ Ž f ~ 1)  fi'C  c _

/3* C ( l- f tc o s^ )

-  _  C CoSf< (1 -  y / f= ^ l)  ß

- t 0---------- 5— £ ------------=  Z ' - c ' t J  .
■/ —  /3 co$ f t  °

(4.124)

Korrutades seda võrdust skalaarselt vektoriga £■' ja ar

vestades tingimusi (4.116 ) ja (4.123), leiame, et koik qT 

ja sisaldavad liikmed kaovad, ja tulemuseks on

г '= Z' + Z'Ct'-t:) (4 .1 2 2 )

seos: I/1—лз.
* • =  1 - p L ^  ■ (4.125)

Elimineerides siit ja valemist (4.124) » leiame aval-
гг/

dise ka jaoks:

7 ' =  7  ' - t  u t '  , (4.126)c-o —  coo ’ o >

kus

7 / _  -*• _  С 1 - v v - p * )  +
00 ~  T° ß * - (  1 — p o o s p )  C d - ß C o i f i )

Ja

(4 .1 2 7 )
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и =  ( Co$r * - ß ) ( ß C  -ßC C a SA *.)-ßC SLnz/ < V l- ß ±  (4e128)

Võib kergeati otaese arvutuse teel veenduda, et

c 'x j0 =  C 'U = 0 , (4.129)

nii et kehtib ka (4.123), nagu olema peabki. Peale selle 

leiame:

То? =  T ?  (4.130)

Ja

#y -
(4.131)

Valemist (4.130) järgneb, et footonite kimbu rist

lõige mõlemas süsteemis on ühesugune. Tõepoolest, kui t 0 

on fikseeritud ja \  omab teatava hulga väärtusi vasta

valt risti footonite liikumissuunaga valitud pinnaelemen- 

dile, mida footonid läbivad hetköl t 0 » siis teises inert- 

siaalsüsteemis läbivad needsamad footonid hetkel t '  pin- 

naelemendi, mille punktid on määratud vektori väär

tustega. See pizmaelement on samuti risti footonite liiku

missuunaga (vt. (4.129)), ta on seega footonite kimbu rist

lõige, ja see on (4.130) põhjal võrdne (arvestades ka, et 

l£ valemis (4.126) ei sõltu ^  -st) kimbu ristlõikega 

esimeses süsteemis. Seda oligi vaja näidata. Teiseks, kui 

kimbu fikseeritud ristlõike läbivad footonid 1. süsteemis 

ajavahemike tagant, siis 2. süsteemis valemi (4.125)

põhjal läbivad nad kimbu ristlõike ajavahemike AtJ tagant, 

kusjuures
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1 -  pcosr-
(4.132)

See ongi teine väide, mida oli vaja tõestada. Mõlemad 

tõestatud väited annavad koos jälle valemi (4.112).

Lisaks näeme, et footonite kimp, mille eeldasime

1. inertsiaaleüsteemis liikumatuna, ei jää 2. inertsi- 

aalsüsteemis paigale, vaid liigub iseendaga ristiolevae 

suunas kiirusega ц . Valemi (4.131) kohaselt võib eee 
^ * 

kiirus ületada valguse kiirust c . See näitab, et ee- 

da kiirust signaali kiirusena kasutada ei saa. Toepoolest: 

see ei ole mitte mingi keha kiirus ega footonite kiirus 

(eest footonid liiguvad kiirusega с' ); vaid see on 

selle koha nihkumise kiirus, mida footonid läbivad liiku

des üksteise järel.

10. Vaatleme nuud tasalaine või paralleelse footoni

te kimbu asemel meelevaldset kiirguevälja. Olgu dN foo

tonite arv, mis liiguvad ajaühikus läbi liikumissuunaga 

ristioleva pinnaühiku ruuminurgaelemandis dQ . Leida 

valem dN teisendamiseks teise inertsiaalsüsteemi, mis 

liigub esimese suhtes kiirusega ß  •

L a h e n d u s .  Olgu jälle ^  nurk p ja foo

tonite liikumissuuna vahel. Et dN on võrdeline dS2 -K®» 

tuleb leida eemalt teisendusvalem viimase jaoks. Voteme po- 

laarteljeks p . Siis on p  teine polaamurk. Esimese 

aberratsioonivalemi (4.79) põhjal on

cc sm. ' -  — —
^  1 — /3 C o S /*

C o S A L  - / 3
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Sin./A.'cito.' =  — ---- ^ ^ — —  • Sirx.f< d f* . .
( i - / * 00*/*-) (4.133)

Esimene polaamurk üleminekul teise süsteemi ei muutu, 

sest kui suuname polaarteljega ristiolevas tasandis tel

jed nii, et see nurk oleks 9 0° siis jääb ta 90°-seks ka 

teises süsteemis (see järgneb ülejäänud aberratsiooniva

lemitest (4.79)). Hiisiis, valemist (4.133) saame:

d Q ' =  -  f~'8 —  - dSi. . (4.134)
( i  -ß O o l f< )* -

Korrutades nüüd selle valemi valemiga (4.112), leiame:

Siit

d U '=  V /- ^ --— dN . (4.135)
1 -ß C O S fL

Siit võime teha veel ühe järelduse. Korrutades vale

mi (4.134) Doppleri efekti valemiga (4.80) (kus tuleb 

asendada ft -> ̂  ), saame

kco'ctM' =Aojo(fi/} 

s.o. kiirguse intensiivsus ruuminurgaelemendis on invari- 

antne suurus. See tulemus ei sõltu sagedusest ja seepärast 

kirjutame üldisemalt nii:

ä V ^ ä l , (4.136)

kus I on mistahes sagedusega kiirguse intensiivsus ruu

minurgaelemendis.

Vaatleme nüüd kiirgavat keha, mis seda kiirgusvälja 

tekitab. Integreerides (4.136) üle kõikide suundade, saa

me:

r = i .
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ehk, kuna keha kiirgab energiat oma massi arvel,

~ -  =  tw. (4.137)

See tulemus on kooskõlas massi ja aja teisendusvalemitega. 

Keha paigaloleku süsteemis on ajaks selle keha omaaeg ja 

massiks on seisumass . Mingis teises süsteemis

a it = dxr
ja V i~ ,3*

järelikult

_  /»lorn .---—  ;
V i-/J*

£ 22. Elektromagnetilise välja energia 

ja impulss.

Vastastikuse mõju olemasolust laengute ja elektromag

netilise välja vahel võib järeldada, et energia (mass) ja 

impulss on olemas mitte ainult laengutel, vald ka väl

jal. Ilma selleta kaotaksid kehtivuse energia ja impulsi 

jäävuse seadused. Välja energiat ja impulssi ja nende lii

kumist kirjeldab e n e r g i a - i m p u l s s t e n -  

s о r 7 ^ v , mis avaldub väljatensori Ф^у kaudu järg

miselt:

T0 ' (4.138)

Sellest avaldisest on näha, et T^v on sümmeetriline ten

sor. Seega on tal 10 sõltumatut komponenti. Tensori 

tähendus energia-impulsstensorina järeldub valemist
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c(iv7^v =  — /5* (4.139)

kus on laengusse mõjuva jõu tihedus. Selle valemi tu

letamiseks arvutame divTpu, :

d U T  =  -l-fci =  ±  ( 2 * ^ 2 .  ф  ) =“ajtv 6e V 3xv r ya "эх» v*« г эх^ <̂гг/
-  -  ±  У а Ь *  ф + Л . -  ( 2 ^ 1  ф +  ЪФ м сф  ^Ф етф  )

So 'ЪХу, h<3 ZZo  I Y* ^ x v S-* эх,.

Valemite (4.21) ja (4.59) põhjal võrdub parema poole esi- 

nene liige . Seega jääb näidata, et teine liige on

võrdne nulliga. Selleks kirjutame seal seisva sulgavaldi-
*

se umber järgmiselt:

2 ± Щ ф  +  ? ± * « - ф  + ^ 2 ? ф х =  
v*

__ /  Ъфву j j

{  Ъ  Xv ~ЪХа Э х л  У™ »'« •

Valem (4.23) näitab, et see avaldis tõesti võrdub nulliga. 

Hiisiis, valem (4.139) on tõestatud.

Sellele diferentsiaalsele seosele vastab ka integraal

ile seos. Võtame aegruumis piirkonna 52 , mis on piiratud 

kinnise huperpinnaga 21 • Integreerides (4.139) üle Q  ja 

teisendades vasakpoolse integraali valemi (3.34) järgi pind- 

integraaliks, saame;

=  j f r * *  • (4.140)

Z  Ä
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Selle seose tõlgendamiseks valime mingi inertsiaalsüs- 

teemi ja votame aegruumielemendi

J S l =

nii, et vektorid , d x '* ' ,  dx.'„3', d  x { ' ‘ oleksid paral-

leelsed koordinaattelgedega. Siis

c/Q. =  LcciMdt

(vt. (3.22)). Piirkonna valime silindri kujul, mille

telg on selles inertsiaalsüsteemis paralleelne ajateljega 

ja põhjadeks on kolmemõõtmelise ruumi piirkond V  kahel 

hetkel, t = £ f ja t  = . Eeldame samuti, et ajavahemiku 

£ —  vältel piirkonnas V olevad laengud, sealt ei 

lahku ega uusi laenguid sinna väljastpoolt juurde ei tule.

Ueil eeldustel, võttes integraalis J f r d S i Z4 “ 1»2 »3 

ning arvestades valemit (4.58), leiame:

( fd Q  =  ic  ff d lT d t  =  ic  [ f e i t  -  ic  С PCtx) - P ( ^ ) J  ;
J T J T J (4.141)

analoogiliselt, ^ -  4 korral,

J f t ld S 2 =  - j f u d V d t  =  — [ E ( t z) — E ( t i ) ]  .
(4.142)

Siin P ja E  on vaadeldavas piirkonnas V  olevate 

laengute summaarne impulss ja energia. Valemi (4.140) va

sakul poolel olev integraal saab ssmadel eeldustel f*. — к • 

■ 1, 2, 3 korral kuju:
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§TKrJZ, = (fT.,<dtr)x- ( f T " J V )+ i c [  fe jS .d t ,
t. (4.143)

kus d$g on kahemõõtmelise l t  ümbritseva pinna element. 

Esimesed kaks liiget on saadud integreerides üle silindri 

52 põhjade ja viimane on saadud integreerides üle silind

ri külgpinna. Põhjadel on d £  ajatelje suunaline ning ab

soluutväärtuselt võrdne põhja hüperpinnaelemendiga (ruumi- 

elemendiga) dtt , kuna külgpinnal on e/Zv ajateljega 

risti ning absoluutväärtuselt võrdne LcäSt d.t . Analoogi

liselt, ^  = 4 korral saame:

T̂,vd2v +icf 'fa edSedt.
(4.144)

Hüüd võime (4.141) - (4,144) põhjal ümber kirjutada 

valemi (4.140) järgmiste seoste kujul:

L p. d * L t ,  -  i p« =

= - { ' ' [ f a d Se]dt
*1

ja

[ e  + J<-T*jdir] _ [s + f(-T*,)dv]
cz tr N

tf

(4.145)

(4.146)
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Et fit ja £  on laengute impulss ja energia, siis tuleb

ka suurusi J dl/ ja j ( —T^ )d Ü  tõlgendada kui impuls

si ja energiat. Uimelt on suurus

‘W l f 0“ '  (4.147)

valja impulss ja

(4.148)

valja impulsi tihedus; suurus

(4.149)

on valja energia ja

w = _ 7 ; v (4.150)

on valja energia tihedus. NÜud tähendavad seoste (4.145) 

ja (4.146) vasakud pooled välja ja laengute summaarse im

pulsi ja energia juurdekasvu ajas . Impulsi ja 

energia jäävuseks on vaja, et paremad pooled tähendaksid 

impulsi ja energia juurdevoolu vaadeldavasse ruumiossa 

väljastpoolt läbi välispinna. Järelikult on kolmemõõtme

line tensor ~Ч.г impulsivoo tensor ja kolmemõõtmeline 

vektor

с _  сТче
^ e ' L -  (4.151)

energiavoo vektor (Poynting-Umovi vektor). Kasutades neid 

tähistusi ja võttes t^— t, asemele diferentsiaali d t , 

võime valemid (4.145) ja (4.156) ümber kirjutada kujul:

(PK < - 6 . ) = - § T KeJ S l

ja
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± ( E + W )  =  - f Š J S  . U . 1 5 3 )

Lõpuks arvutame suurused w  cf > S  valjatenso-

ri komponentide, s. o. elektri- ja magnetvektori komponen

tide kaudu. Arvestades valemeid (4.22) ja (4.138), leiame:

X. t-o

5  = c y =  S - f E x k )  (4.155)

( E  Ек Ее~~Нк Не] г (4.156)

kus <5^ on kolmemõõtmeline uhiktensor.

ü l e s a n d e d .

1. Lahtudes neljamõõtmelise tensori teisendusvalemist, 

tuletame teisendusvalemid impulsivoo tensori ~Гк£ , Poyn- 

ting-Umovi vektori 5  ja vaija energia tiheduse w  jaoks. 

L a h e n d u s  . Rakendades üldist teisendusvalemit

T ' -  f  T
ehk maatrikskujus

T'=JLTJtT
ja võttes Lorentzi maatriksi üldkujus (2.30), leiame pärast 

vastavaid arvutusi:
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TJ. f -Г т ф  -  v ž r J A *  гф

. /  / „ l *  Р *~Ъ гРе  . ß xw  т . 

+  [ t f T ß - 1)  — p i—  +  

-h ^  ~̂ C* ' ~*~ (  1— — 1 ) — 1 ( ß i ^  . ca \ 
+  ß i  ( y j l ^ z  }  v T Z ^ r l  с + СР^Щ,

(4.157)

Г ' _ 1 Г С , ß* ßi (_____t_________i ) 4- V«3" ___Ц'ЬУ __ 

”" Vi—/3* * P* ' Vi-fi* '___________ Vi-ßb

, _ 7 -  u  _  v* T « e V e iA { ___f_____ f ) l
/«Чс y . i ( y f- ^ r  7Л/ »

(4.158)

*  ~ v r ^ ä * 1 <** "  ' V ( ^

W/9« 77«/9» _  ß « T Kt P i f l i  / 1 — l ) l
” cy-jZ^T С с/}* lV l - / 3 *  /j 1

(4.159)



w -h ß i T iKß x  —ß j  + cg j) (4.160)

W ~  1 — ß z 
Vaatleme saadud valemite mitterelativistlikke piirku-

jusid. Kui f i d  » siis, piirdudes 1. järku liikmetega

ß suhtes ja arvestades ka valemeid (4.154) - (4.156),

leiame:

ß i J i n
(4.161)

(4.162)

_  'S«/»« (4. 163)q . —  a .  —  1 _
«7* 7* с с

w ' =  vv -  c/3t-^4
(4.164)

Võrdleme valemeid (4.162) ja (4.164) §-s 2 saadud mitte- 

relativietlike valemitega (1.34) ja (1.37). Valemid (4.162) 

ja (1.37) on antud täpsuse juures teineteisega kooskõlas, 

sest valemis (1.37) esinev liige > mida valemis

(4.162) ei ole, on ß suhtes 2. järku (siin tuleb tähe

le panna, et JL- ). Valemid (4.164) ja (1.34) lähevad 

aga lahku; esimese võime kirjutada kujul

lir>_ w Z-v S . (4.165)
сг ’

kuna teises puudub viimases liikmes tegur 2 . Siit või

me teha järelduse, et mitterelativistliku teooria vale

mid ei ole mitte alati 1. järku lähenduses ß suhtes 

vastavate relativistlike valemite piirkujuks. Antud ju-
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hui saakeime kooskõlas relativistlike ja mitterelativist- 

like valemite vahel ainult O-ndat järku lähenduses ß  

suhtes. Siis oleks w  = ja S '= S  niihästi relativist- 

Яке kui ka mitterelativistlike seoste kohaselt. Kuid see 

lahendus on triviaalne, sest inertsiaalsüsteemide suhteli

ne kiirus siin üldse ei esine, seega ei saa teisendamisest 

õieti juttugi olla.

2. Eelmises ülesandes tuletatud teisendusvalemite abil 

näidata, et taaalaine väljas kehtiv seos

5  =  c w  (4.166)

on invariantne Lorentzi teisenduste suhtes.

L a h e n d u s  . Tähistades nagu eelmises paragrah

vis kiiruste с Ja v  vahelise nurga ^  ja silmas 

pidades valemeid (4.105), (4.106), (4.155), (4.156) ja

(4.166), leiame tasalaine korral valemitele (4.158) ja

(4.160) järgmise kuju:

27 _  1 - ß C o s h  Г , ( U>5^ '  ß  *  1) S P  J

Vt^T* L J
(4.167)

ja

w ,= w r f - / (4.168) 
i - ß *

Märgime, et need valemid on kooskõlas valemitega (4.107) ja 

(4.109).

Edasi võtame valguse kiiruse teisendusvalemi. Selle 

saan« üldisest valemist (2.126), vottes seal ll aseme

le С Seega
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? ' =  --------Z -  (4.169)
1—poosp.

(see valem on identne teisel viisil saadud valemiga (4*121)). 

Valemitest (4.167) - (4.169) järgnebki, et

s ;= c V ,  (4.170)

mida oligi tarvis näidata.

Siin tekib nüüd üks näiline vastuolu. Mitterelativist- 

likul piirjuhul (1.järku täpsusega ß  suhtes) peab JLnva- 

riantsus ilmselt säilima, sest kui kolme suuruse, S  , w ,  с 

teisendusvalemid votame 1. järku täpsusega, siis kehtib sa

ma täpsusega ka nende suuruste vaheline seos. Arvestades 

aga, et algusest peale mitterelativistlikus teoorias, mil

le arendasime § -s 2, ei ole energiatiheduse teisen- 

dusvalem identne relativistliku teisendusvalemi piirkuju- 

ga, ei saa seal ka seos 5* =  c W  olla enam invariantne. Ome

ti leidsime, et ta on invariantne (vt. valem (1.41)). Mil

les on asi?

Et küsimusse selgust tuua, vaatame relativistlike tei- 

sendusvalemite piirkujusid /3 «  1 korral. Valemitest

(4.167) ja (4.168) 1. järku täpsusega ß  suhtes saame:

s'= (1-ßcos^.)S-Sfl (4.171)
w -  w ( 1 -  ZßGoip.) t (4.172)

С '= С ( 1-hßCoS/u) -  V  .  (4.173)

Siit järgneb muidugi jälle, et S  '  — c 'w u § -s 2 oli



meil sama täpsusega (vt. 1.39), (1.40) ja (1.42 )):

S '  -  ( 1-/3cos/<)S - S p  , (4.174)

W 1 — W ( 1  — ßcosp< J (4.175)

-»/ —* c —  с —  v  . (4.176)

Ka siit järgneb, et 5 ,=  c*'u,/; ühtlasi näeme, miks see nii 

on. Energiatiheduse teisendusvalemid (4.172) ja (4.175) lä

hevad teineteisest lahku, kuid seda lahkuminekut kompensee

rib erinevus valemite (4.173) ja (4.176) ' vahel.

Siit voime teha veel ühe järelduse. Relativistliku kii

ruste liitmise valemi mitterelativistlikuks piirkujuks ei 

ole mitte alati mitterelativistlik kiiruste liitmise valem. 

Kui üheks liidetavaks kiiruseks on valguse kiirus, siis ei 

ole see nii. Teoorias, mis algusest peale ehitatakse üles 

mitterelativistlikuna, kehtib muidugi ka mitterelativist

lik kiiruste liitmise valem kujul (4.176). Kui aga minnak

se mitterelativistlikule piirjuhule üle relatiivsusteoori

ast, siis see valem enam ei kehti, vaid kehtib valem

(4.173).

Märgime veel, et relativistliku aberratsioonivalemi

ecSf. ' =
1 — ßOoif*. (4.177)

mitterelativistlik piirkuju

cos/ч' -  cos/4 — (4.178)

on niisugusel kujul tuletatav kiiruste liitmise valemist 

sõltumatult sellest, kas voetakse selleks valem (4.173)



voi (4.176). Toepoolest, korrutades need valemid skalaar- 

selt kiirusega p , leiame esimesel juhul

Cosh '  -  -p  ( —p s O t ^ j  

ja teisel juhul

j ?  (COS/* - p )  .

Ent esimesel juhul kehtib 1. järku täpsusega võrdus C' =<;;

teisel juhul aga

- § 7 = 1 + -  pCobfi .

Järelikult ongi mõlemal juhul lõpptulemuseks valem (4.178).

3. Kiirguse rõhk pinnale, millele kiirgus langeb ris

ti, võrdub

f  =  ( 1 +  R ) c f  , (4.179)

—V
kus R  on peegeldumiskoefitsient ja Of. langeva kiirgu

se impulsi tihedus. Toepoolest, ajaühikus peegeldub kiir

gus, mis täidab silindri ühikulise põhjaga ja kõrgusega 

С . Selle kiirguse impulss on cxj . Peale peegeldu

mist tekib vastassuunalise impulsiga kiirgus, mis täidab 

sama suure silindri ja milles impulsi tihedus on — Rg* . 

Seega on kiirguse impulsi muutus ajaühikus võrdne (/-/- R.) . 

Selle impulsi saab impulsi jääVuse seaduse põhjal peegeldav 

pind.

Kui suur on kiirguse rõhk juhul, kui pind liigub oma 

normaali suunas kiirusega ял ?

L a h e n d u s .  Votame pinna normaali x-telje po

sitiivseks suunaks. Langev laine levib siis x-telje nega

tiivses suunas ja peegeldunud laine positiivses suunas. Kui
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elektrivektori suuna votame y-teljeka (eeldades, et laine 

on lineaarselt polariseeritud), aiis on magnetvektori suu

naks langevas laines z—telje negatiivne ja peegeldunud lai

nes positiivne suund. Olgu väljavektorite amplituudiks lan

gevas laines E  .

Teisendades langeva laine väljavektorid valemite 

(4.35) järgi pinna paigaloleku süsteemi, leiame:

Et amplituudne peegeldumiskoefitsient on , leiame

peegeldunud laine väljavektorite jaoks avaldised (samas 

süsteemis, kuo peegeldav pind on liikumatu):

Щ  =  f f -  =  .

%
Teisendame need tagasi algsüsteemi, Valemite (4*35) põh

jal, võttes nendes nüüd /3 asemele —  ß  , leiame;

E j  =  E y / R  ’Tzja’ '

Siit järgneb, et peegeldunud laines on impulsi tiheduse 

x-komponent võrdne

г* -  у  I i - р  /

(teised komponendid on muidugi võrdsed nulliga), kuna lan

gevas laines

Et ajaühikus langeb pinnale kiirgus silindrist kõrgusega 

СП+ß) , peegeldub aga silindrisse kõrgusega , siis
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kus £  tähendab jälle langeva laine impulsi tihedust.

§ 23. Elektromagnetilise välja kiirgamine 

laengute poolt.

Käesolevas paragrahvis vaatleme kiirendusega liikuva 

punktlaengu välja. Teatavasti määravad punktlaengu g väl

ja Lienard-Wiecherti potentsiaalid järgmiselt:

А(̂ ) = ̂  7^Ш ) Ц  * (4-181>

kus

Н Я ^ ~ ~ S u . L i  
C~ c

(4 . 182)

R. , (4.183)

on väljapunkti kohavektor, 7^ laengu kohavektor, u. 

laengu kiirus. Suurused ^  ja и  voetakse potentsiaa

lide avaldistee (4.181) ja (4.182) hetkel ■£---.
-*• -* c 

Vai jatugevuste £ } H. avaldised võib tuletada potent

siaalide valemitest tuntud seoste (4.3) põhjal. See arvu

tus on võrdlemisi komplitseeritud, tingituna ajalise sõl

tuvuse keerukusest: ajaline argument ei ole avaldisega 

R.~t ~~ antud mitte ilmutatud kujul, sest ß  sõltub siin 

ka sellestsamast argumendist.

Toome sisse esmalt sobivad tähistused. Olgu

ja

t  — — ---t  (4.184)
С с<>

= S . (4.185)
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Siis saavad Lienard-Wiecherti potentsiaalid kuju:

О

= w H .
ja väljavektorid avalduvad järgmiselt:

(4.186)

£  =  —  (
e / g^xds 

s* Ш Щ  .
(4.187)

Arvutuse läbiviimiseks on vaja seega avaldada tuletised 

g tA d s » * t o t u  ja ^  . Seejuures tuleb ar

vestada, et 5 ja a  olenevad väljapunkti kohavekto- 

rist Z  ja välja ajast "t eelkõige kaudselt, aje te 

kaudu; peale selle oleneb 5 x  -st ka otseselt. See

tõttu avalduvad otsitavad tuletised järgmiselt:

Ъл= J'aou/ s -h —  f.'i.axito ,

Ц  _  b t0 
at b t0 v t

To tu  =  axaictt X  —  —  
*  e 'öt*

'b u
-dt

'Эи -dtp 
? t 0 D t

(4.188)

кив s tähendab ^xac/s konstantse t 0 juures.
—  —  Э 5

Seega tuleb arvutada nuud tuletised — ■
о tn 2 t
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dU
y iA d t 0 ja . Mis puutub tuletisesse ,

siis ei ole seda vaja arvutada, vaid see on lihtsalt laen

gu kiirendus, mida edaspidi tühistame u. ‘

'bu _  ^
~ д Г =  U  ’ (4.189)

Valemist (4.184) leiame:

a it —  ~~dR. =  d ta . (4.190)
С

Et

siis

ehk

tottu

R  = / ( % , - ? ) '  ,

i n R d Z —R d Ž  
< « . = ---- - ------

c tZ  =  u e lt9

—  Kd-C
R.

Asetades valemisse (4.190), saame: 

d t r

Siit, arvestades ka (4.185), leiame:

~*t0 _  % (4.191)

ъ± ~ s ?

J l
csbOLattÄ =  -7 • (4.19 2)

Edasi arvutame tuletised — -  ja t jx^d s • Valem 

(4.185) annab:
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ja

~3s R u  « l R it
S*. =  7 T + ~ + ~

a x s id  s — -- — ---—
' e. R  С

(4.193)

(4.194)

Asetades saadud avaldised (4.191) - (4.194) valeaitesoe

(4.188), saame:

R и / fiu ) к

(4.195)

I 0 t 5  =  - £ * 5  ,cs

Эц _  ß g  

at ~ s

Nuiid jääb asetada need valemid £  ja f-t avaldistesse
%

(4.187). Peale kõiki lihtsustusi leiame:

£  =  —  '  g g - { - d - £ ) ( * + ¥ ) + ž л * * « * * ¥ > * % ] }

4* («>-— ) (д.19й)

ja

К = £ х я
(4.197)
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Nendes valemites nagu ka potentsiaalide valemites on kõi

kide suuruste ( /I, u  ja u. ) ajaliseks argumendiks

Vaatleme saadud tulemusi lähemalt. Valemist (4.196) 

nähtub, et väli koosneb kahest osast. Oks osa on kiiren-

se esimese astmega. Esimene osa on ühtlaselt liikuva osa

kese korral identne sellega kaasaliikuvas süsteemis osake

se elektrostaatilise väljaga. Mitteühtlaselt liikuva osa

kese korral kujutab see osa teatavat staatilise välja ül

distust. Teine osa aga moodustab osakese poolt kiiratava 

välja. Sellele vastab energia voog, mis on suunatud osa

kesest eemale. Kui R on küllalt suur, muutub esimene 

("staatiline”) osa teise osa kõrval kaduvväikeseks. Seda 

piirkonda nimetatakse laengu välja kiirgus- ehk lainetsoo- 

niks. Väijatugevuste valemid saavad selles tsoonis lihtsa

ma kuju. VÕttes alguspunktiks laengu asukoha (s. o. tehes 

70 = О ), nii et ^  — г , leiame:

dusest sõltumatu ja on pöördvõrdeline kauguse ruuduga. 

Teine osa sõltub kiirendusest ja on pöördvõrdeline kaugu-

c

(4.198)

Nüüd arvutame energiavoo kiirRustsoonis 

Poynting-Umovi vektori valemis fc — -----  , :
гх £

leiame:

Asendades
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v t  ' ~

ehk E r  ~ о tõttu

? a  c f i ?
e0t * (4.199)

Asetades siia E  avaldise valemist (4.198), leiame:

-» г 7* . ^ x d Z x i t ) , ,  _■
$ = gzx z  [ m  + c ]

1б7г1еХ)с 3 (4 *

(4.200)

Integraalse kiirguse arvutamisel tuleb silmas pidada, et 

Poynting-Umovi vektori argumendiks on aeg t  , millest 

valemi (4.200) paremal poolel esinevad suurused ^ ^  

ja u sõltuvad aja

kaudu (vt. valem (4.184)), kusjuures valemite (4.185) ja 

(4.191) järgi

d t ~  ( 1 ~  d to • (4.2 0 1)
M —г M

Seega avaldub aja cft valtel pinnaelementi labiv ener

gia etf kaudu järgmiselt:
P

S d S o it =  (1 -  -~ - ) S < J 5 c ( i9 . (4.202)

Siit järgneb, et laeng kiirgab ajaühiku kohta energiat

> (4.203)

kus integraal on voetud ule kerapinna raadiusega t . 

Asetades siia 5 avaldise valemist (4.200), saame:



7 .X (u X u )  f ’btZ^z
I -  ^  ff + - J z l n d  . « . - » .^  , 

IGTT*-̂ 3 J J (j T-u)*
о о I 7 C X  /

(4.204)

kus ^ ja ^  on polaamurgad.

Selle integraali arvutamiseks võtame kiiruse Л suu

na polaarteljeke ja ( u t u.) - tasandi algasimuudiks (ip=o)* 

Kui 6 on и ja и vaheline nurk, siis avaldub inte

graal järgmiselt:

X ZJT

О О

-f- 2 CoS9 Sitx frccSxT ( ~  —  cos^jcosf -hsin^e ( l —-jr'Casd‘)*’ +

+  COS l ö  S iff-S ' ]  i ih . &  c£ 3 “ c l  ij> ,■

Integreerides leiame: 

r _  е*/сГ/ж
С тг e r- 3 , s

U VSl/

€7С £^ с 3 ( j  _  JiTj 3 (4.205)

ehk

2  ____e _ 1 ' ci

б?Г£-с3 3 * (4.206)
c5

Selle valemi võime tuletada ka teisiti, lähtudes valemist 

(4.137), s. o. arvestades, et ajaühikus kiiratav energia J
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on invariants suurus. Kiirgava laengu hetkelise paigal

oleku süsteemis saab valem (4.200) kuju

с ez r  ( z  х и ' ) г  
S  =  ■ <4-207) 

kus Ц ' tähendab kiirendust selles süsteemis. Võttes 

suuna polaarteljeks, leiame siit kergesti ka integraal- 

se kiirguse:

/ =
6 ЯГ̂С3 ' (4.208)

J invariantsuse tottu määrab see valem integraalse 

kiirguse ka mistahes teises inertsiaalsüsteemis, kus 

ц . Kiirendus u ' tuleb nüüd ainult avaldada kii

renduse ц kaudu selles teises süsteemis. Selleks kasu

tame valemit (3.164). Vottes seal cc —* U , c z '—* u '  ja 

y3 —» Ü- , leiame:

Siit

, . и Ц  ,>/« -(4-209)
[ I  сг I

( и х  и)*-
1 * 1* ---- с*

( i - ž )

-»г I л. ' ' с *
и I -  ----Г-- ТТГГз * (4.210)

Asetades selle avaldise valemisse (4.208), saamegi uuesti 

(4.20b).

Kui и «  С , kehtib valeni (4.206) praktiliselt küllal

dase täpsusega kujul e 2-/«/*

f ~  6fTtoC3 ’ (4.211)

mi8 langeb ühte valemiga (4.208).
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Ü l e s a n d e d .

1• Anda Lianard-Wiecherti potentsiaalide avaldistele 

(4.181) Ja (4.182) relativistlikult kovariantne kuju.

L a h e n d u s . ^  ja sõltuvad kahest maail-

mapunktist: ('L) t ) (väljapunkt) ja (laengu maa-

ilmapunkt). Et ^  % 3a =. c ( t —t 0)* s ü 0 moodusta

vad komponendidf £  —ifc) neljamSStmelise vektori. Tähis
tame

X/t =  (R >  ~ lR -) * (4.212)

Selle vektori skalaarne korrutis laengu neljemootmeliee 

kiirusega

и  =  . U  )
■м  I —  1 /<  » » /

Y '  С *  У '  с *■

(4.213)

on

T u -  C( R i~ ^  <4-214)
^  Y f T g  •

Järelikult avaldub hilinev neljamoõtmeline potentsiaal

=  ( A , J järgmiselt:

j j  =  “v
Ч К ' Х и  (4.215)

ЛЛ

Taiendavalt märgime, et suuruse

* t Z l 
Vär-Uf

invariantsuses voib veenduda ka otseselt, rakendades vas

tavaid teisendusvalemeid suurustele Ц ja а . Vale

mid (2.33 ) annavad:
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Siit ja kiiruse teisendusvalemitest (2.126) ja (2.128) saa

megi: _  _

*> 4^ _ **4^
Vl~*X  v'z-fr

2. Veenduda, et punktlaengu hilinevad potentsiaalid ra

huldavad normeerimistingimust.

L a h e n d u s  . Asetades normeerimistingimusesse

d iv Ä

A  Ja <jp avaldised (4.186), saame

d ix s u ------ -------------

Siin

divu. — U^XJXoC t 0 .

Seega peab olema

t - s c s Ä - f g - o .

» . Э5
Asetades siia • J^cuJs ja avaldised vale-

miteet (4.192) ja (4.195), veendume, et see vordus toesti 

kehtib identselt.

3. Vaba laetud osake laenguga e Ja seisumassiga Ла0 

asetseb monokromaatilise lineaarselt polariseeritud elekt

romagnetilise tasalaine väljas, mille elektri- Ja magnetvek-



tori amplituud on Л  . Leida osakese liikumise võrrandid 

ja osakese poolt kiiratava kiirgase intensiivsus J  .

L a h e n d u s  . Suuname x-telje elektrivektori ja 

y-telje magnetvektori järgi. Laine levimise suunaks on siis 

z-telg. Osake asetsegu alghetkel alguspunktis ja tema alg- 

kiirus olgu null. Liikumise diferentsiaalvõrrandid on

d / M e  (Л x
d t * V l-u V c * -

±I
f

d t I

±( m0 ч г  j
d t I V l- u V c * - '

(4.216)

to
kus u. on osaicese Kiirus, со laine sagedus ja K. =  —  lai- 

nearv. Nendest võrranditest saame tuntud viisil veel ühe võr

randi:

(4.217)

-JJ-/— 7 = = = l  =  t ^ A « i  ( u > t -
d t I ] / i- u W c x l

Integreerime eemalt teise võrrandi (4.216): 

u) = ° >  )

^  = О . J  (4.218)

Liikumine toimub seega xz-tasandis. Kolmandast võrrandist 

(4.216) ja võrrandist (4.217) järgneb:

(4.219)

mille integreerimine annab seose:



ehk

цх _ 2rU2 f  j _U 2 .
Сг С I 1 С I ■

blimineerides selle seose abil võrrandist (4 *̂ 17) 

saame:

d  ( ) -------------------e A  */j 
---= = -----------—  =  -----— CoS(U>t~K*\ cjj-

✓3 » ( < - ? - ) *  £-m ”c

(

<

ehk

tottu

c ü ( 1 - ~ ) d t  =  t o d i  -  K d 2

с ) eA Yz

Integreerides leiame:

i/ / - £ *

kus

— -— = otsin (ujt — Kif)

c =  - = - eA
V-2. £o<J^.C

U 2
Avaldades valemist ( 4 . 2 2 5 )  —  , saam i 

Uf  _

С “ Y +ac*-SLh.*-(b>t-KZ)
Siit valemite (4.220) ja (4.221) põhjal

v *- £ - 1 + cx г SLrt̂ Ccot — K.2) 

-  2 5 3  -

:4.221)

“ к ,

( 4 . 2 2 2 )

( 4 . 2 2 3 )

( 4 . 2 2 4 )

( 4 . 2 2 5 )

(4 .226)

( 4 . 2 2 7 )

(4.228)

4 .220 )



_____°^ yž Sin(eot—lc i)
c j  +  c t*-sitiz (£d t-ic 2) ' (4.229)

Omaaja diferentsiaal d x avaldub valemite (4.223) ja 

(4*228) pohjal järgmiselt:

d.z = -Ld(ut-Ki) t

kust

7- _ / ?
Г “ c" • (4.230)

Lõpuks leiame osakese koordinaadid X  ja z • Selleks 

tuleb integreerida võrrandid (4.227) ja (4.229). Arvesta

des uuesti (4.223), leiame:

сСг

'
dx -  OĈ~2'- Sirr- (uit —*2) f

ja siit

г - - -^-Sin2(c3t-K*) ,

*- =  —  C o s(c o t-tc ^ )] .

ja

I
(4.231)

Arvestades (4.230) võime need avaldised kirjutada ka ku

jul:
oc2= (ooT —sinuv c o s u t )  j
a K

X =  ( W -  COS СОV )  .

I  (4.232)

Seega on meil integraalsed liikumisvorrandid kaes, olgu

gi et X  ja 2 ei ole valemites (4.232) lõpuni ilmu

tatud.
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Praktiliselt kehtib alati võrratus оi « 1  . Seetõttu 

võime küllaldase täpsusega võtta ja T  -  t  Teine

valem (4.232) saab aga kuju:

x = _2-ocv* x€at
*  ~Ž~ (4.233)

ning (4.229) põhjal —  «  f . Osake võngub seega line

aarselt langeva laine elektrivektori sihis. Kiirguse in

tensiivsuse leidmiseks rakendame valemit (4.211). Et

X  =  Of Cüc -J2, Co Scot 

siis, keskmistades ajas« saame:

T  =
~  G fUEo C

Arvestades <* definitsiooni (4.226) ja seda, et lan

geva laine intensiivsus -on

j  _  cAz
L ° ~  Z l о ' (4.234)

saame: *

^  ~  6ЯГ (4.235)

Defineerides osakese (näiteks elektroni) niinimetatud 

klassikalise raadiuse

7°= ’ (4.236)

leiame lõplikult:

T S i r r i  j
I = — 3---lo- (4.237)

See on Thomson! klassikaline valem vaba laetud osakese 

poolt hajutatud valguse intensiivsuse jaoke.
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4. Laetud osake laenguga £ ja seisumassiga 

tiirleb ringjoont moöda homogeenses magnetväljas ^  . 

Osakese Impulss on ^ Kui paxju energiat kiirgab see 

osake ajaühikus?

L a h e n d u s  . Selles ülesandes on kiirus ja kii

rendus teineteisega r.i3ti, kusjuures j  Щ  = U.O) * kus со on 

tiirlemise nurkkiirus. Seega, võttes valemis (4.205) 0 = 

= 90°, leiame;

е гсо*-иг
/ = и *

б!СЧ с > ( 1 ~ Т т )

Et aga orbiidi raadius on võrdne

Ä =  JL=££.
eH

ja nurkkiirus on со = -Ü , siis
R

7 Н .г
и *-.*

б7Г£^ргС * ( 1 "  ~£z) 

Lo puks, kuna

>n0 U
/> =

/ f T S -  ’r сг

е‘,^ 1ь г
* --- - (4.238)

£ 24. Variatsiconiprj.ntsi.ip elektrodünaamikas.

Väijavõrrandite tuletamiseks variatsiooniprintsiibi 

alusel mõjuintegraalist tuleb eelkõige arvestada, et mõ- 

juintegraal peab olema invariantne suurus. r,uidu ei oleks



võrrandite kuju igas inertsiaalsusteeais uheeugune. Moju- 

integraal on integraal lagranziaani tihedusest Sie inva

riant ее aegruumilise piirkonna*

5 — J a с/q  -  ie j ]AdVcCt (4.239)

kue lagranziaani tihedus Л sõltub valjasuurusteet kui 

üldistatud koordinaatidest ja nende esimestest tuletistest 

aegruumi koordinaatide järgi kui üldistatud kiirustest. Вэа- 

le eelle sõltub A  ka laengute koordinaatidest ja kii

rustest.

Et 5 on invariant, peab ka Д olema invariant. 

Lagrange1-Euleri võrrandite üldine kuju, mis saadakse mõ- 

juintegraali varieerimisel,

& S = o .

on

—  2 A  -  0  , (4.240)

эх* 9 Ц :  Jcf
kus on koordinaat, s. o. väljafunktsioon. Need võr

randid ongi väljavõrranditeks. Et väljavõrrandid on li

neaarsed, siis on ilmne, et lagranziaani tihedus peab 

olema ruutfunkteioon vaijasuuruetest ja nende tuletis

test. On aga olemae üksainus välja invariant, mie seda 

nõuet rahuldab. See on

I =  = 2-fK-  О  (4.241)

(vt. ülesanne 8 §-s 13). Seega peab A  olema selle 

invariandiga võrdeline.

Kui väli on laenguvaba, siis ei ole võrdeteguri

väärtus oluline, sest väljavõrrandid on homogeensed.
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Kui aga vali on vastastikuses mõjustus es laengutega* tuleb 

õigete väijavõrrandite saamiseks võtta võrdeteguriks ~  , 

Seega on välja lagranfciaani tiheduseks

= “ ^ Ф Д У . ( 4 . 2 4 2 )

On otstarbekohane vaadelda põhilise väljafunktsiooni- 

na väljateneori asemel potentsiaali . Siis saa

me eelmise valemi kujul:

А _ •/ / Ъ Ч у  ъ и ^ х / ъ и ,,  ъ и ^ ,\
*« ii чеИэхА ъ х * / \ ъ х м ъ х у ,) •

л  л  ( 4 . 2 4 3 )

üldjuhul koosneb lagranziaani tihedus kolmest liikmest:

Л  =  A v - f ;  Л i  +  Л 1ае „ 9и < /  ,  ( 4 . 2 4 4  )

kus Д. on interaktsiooni lagranziaani tihedus, mis 

peab olema välja ja laengute koordinaatidest lineaarselt 

sõltuv invariant. Ainsa sellise invariandina tuleb kõne 

alla vooluvektori ja potentsiaali skalaarne korrutis j a U a t 

millega /[L peab ilmselt olema võrdeline. Võrdeteguriks 

on . Seega on lagranziaani summaarne tihedus võrdne

A  -  i  (  b U* V  эЦу __ ЪИм \ ,

Л -  Л  * * / ■  ( 4 . 2 4 5 )

■/® laeny*.

kus esialgu puudub veel konkreetne avaldis viimase liikme 

jaoks. Ent seda ei ole väljavõrrandite tuletamiseks ka 

vaja, sest see liige ei sõltu väljasuurusest U v
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ValjavÕrrandi tuletamiseks lagranziaani tihedusest 

arvutarne tuletised:

M L  " B.C Jo 
da 

Э А  ±  f d U t  __ 7>UV ) f

Ъ  d * e  > 6o ax •
^Xt"

Asetades need avaldised võrrandisse (4.240), kus tuleb 

teha *f-*-Ua t leiame:

тгг=  - u-246>
mis ühtibki võrrandiga (4.21).

Vaatleme veel laengute liikumist variatsiooniprint- 

eiibi alusel. On otstarbekohane vaadelda selleks laenguid 

diskreetsete osakestena. Sel juhul tuleb mõjuintegraali 

vastavates liikmetes,

M hU*da
ja

J^Latnyud

asendada integreerimine ule kolmemõõtmelise ruumi piir

konna summeerimisega ule osakeste. Et

ja ,
kus p on laengutihedus ja u0 laengu kiirus, siis

Kinnes üle diskreetsetele osakestele tuleb asendada

J p d V  ^ e ' 4 (
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kus e'*> on k-nda osakese laeng. Seega

Jja Uad Q  - + i c € (K>u'*' U'aK,^ / l-  u f« l */c *d t

ehk

j j ' U ,  ein  -► icj z  e u f*,A ftu-  c < r'*> )M

(4.247)

Indeks #c potentsiaali juures tähendab tema väärtust 

k-nda osakese asukohas. Analoogiliselt

-  U j z £ ' " u . t
(4.248)

kus J ? 'K} on k-nda osakese lagranziaan:

" ' f - "
õige liikumisvõrrandi saamiseks tuleb võtta

o£(K) =  —  tn iK>c*- — и Гк,л/ с 1 . (4.249)

Seega on diskreetsete osakeste korral kogu mõjuintegraal 

järgmise kujuga:

5 = + bjElsrt**** - -
-  to'*'с г т/1-и<«>*/с* ] d t  t

(4.250)

kusjuures integrand teises liikmes on osakestest sõltuv 

lagranziaani osa:
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-М~'с y r ^ i y f t j

(4.251)*

k-nda osakese liikumisvorrandiks on eellele oeale vaetav 

Lagrange'-Euleri võrrand:

<* ^  ъе
<rt •juw  э?'«> —  0 » 

kus on k-nda osakese kohavektor, ehk

ä - a x a d ^ X  - у ъ л * ' * }£  = 0 ,  (4.252)
Ol

kus tähendab gradienti kiiruste ruumis. Arvutades

leismei

M Jr, . ______
6oC y y _ u 4/c

(indeksi * jätame ära) ja 

e
EoC

Seega

f f - e *  M . a  
^ E.C Vy-uVc* v

$4.0.а <£ =  -1. ( u jx a c iÄ  +  “ X -b>tA ~  cf xaLct<p)

в с/Д c//>' £
+ - i £ c ( u? w d A +«txwtA-c/ w ?; = o

ja

" L  =  | £ * - 2 * w a

tottu

- JL_ /—  —  Cqy-CLctcp -h U X . lo t  А)  
d+ ” foC V Э<Гd t

Asendades siin
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F  -  1 ЪА 

к  = Tot д f

saamegi osakese tuntud liikumisvõrrandi:

-^ T=  i;  ( Ё  + £ ( “ * & ) )  • (4.253)

Lõpuks vaatame, milliae kuju saab mojuintegraal laen

gute pideva jaotuse korral. Ilmselt saab interaktsiooni kir

jeldav liige tagasi oraa algkuju

b ^ u‘dS2 . 

kuna viimases liikmes tuleb seisumass ж*** asendada sei

sumassi tiheduse f*a ja ruumielemendi dV korrutisega 

p 0dlf ning summeerimiselt üle minna integreerimisele. Sei- 

sumaesi tihedus aga invariant ei ole, sest dV ei ole in

variant. Sellevastu on korrutis д . / P S  invariant, mis 

tahendab nimelt seisumassi tihedust selles inertsiaalsüs

teemis, milles vaadeldav massielement on liikumatu - teis

te sõnadega, seisumassi seisutihedi-ist. Tähistame seda/*<>«»:

Л»о=Ло y / l - u . x / c\ (4.254)

Tõepoolest, et

on invariant, siis ka

/Ч0 d l /  =  d lf  л/ 1 - ~  = /< d l /
и*- ° V ' с r»°avo

on invariant, kusjuures
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on ruumielement paigaloleku süsteemis. Siit näemegi, 

д<со on tõesti seisumassi seisutihedus.

Nüüd saab mõjuintegraal järgmise kuju:

^  +  — f * o o C b ] ä ^  ( 4

ja lagranziaani tihedus on

A  =  + b j * u ° - /u" e * - (4 

kus kolm liiget vastavad kolmele liikmele valemis (4

et

.255)

. 256)
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