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Sissejuhatus

Kéesolevas t60s vaatleme norgalt singulaarse tuumaga Fredholmi integraalvorrandit
1

u(x) = JL(x,y)|x—y|_au(y)dy+ f(x), 0<x<1,0<ac<l, (1)
0

kus funktsioonid L ja f'on antud ning u on otsitav.
Eeldame, et L :[01]x[0]] > R = (—o0,0) ja f:[01] - R on m korda pidevalt
diferentseeruvad ning vastaval homogeensel vorrandil

1

u(x) = J.L(X, y)|x - y|_au(y)dy, 0<x<1,
0

on olemas vaid triviaalne lahend u = 0.
Sellisel juhul on vorrand (1) tiheselt lahenduv, tema lahend u(x) on pidev 16igus [0,1]

ning m korda pidevalt diferentseeruv vahemikus (0,1), kuid u(x) tuletised u'(x), ...,

u™ (x) véivad olla tokestamata, kui x — 0 v&i x —> 1.

Toodes [1], [8], [9] on uuritud splainidega kollokatsioonimeetodi koonduvust ja
koonduvuskiirust vorrandi (1) lahendamiseks mitmesuguste vorkude korral. Osutub,
et kasutades erikujulisi, 16igu [0,1] otspunktide O ja 1 juures jarjest ttihedama sdolmede
kontsentratsiooniga vorke, saab konstrueerida kuitahes korget jérku tipsusega tiikiti
poliinomiaalseid ldhendeid vorrandi (1) lahendile wu(x) (vt teoreem 3.1).
Vorgupunktide liiga suur tihedus integreerimisloigu [0,1] otspunktide juures voib
kaasa tuua aga raskused meetodi praktilisel realiseerimisel arvutil, sest punktide 0 ja
1 juures olevate osaldikude pikkused on liiga vdiksed vorreldes teiste osaldikudega.
Seetdttu on kiesolevas to0s kasutatud vorrandi (1) lahendamiseks modifitseeritud
kollokatsioonimeetodit, mis voimaldab leida integraalvirrandi korget jarku tapsusega
lahislahendeid {ihtlase voi peaaegu iihtlase vorgu korral. Me tugineme téodes [3], [5],
[6] algselt Volterra integraalvorrandite lahendamiseks viljatootatud metoodikale ja
lahenemisviisile korgemat jérku algoritmide konstrueerimiseks.

Nimetatud metoodika kohaselt teisendame ldhtevorrandi kdigepealt sobiva muutujate

vahetuse abil kujule, mille lahend on ldhtevorrandi lahendist tunduvalt siledam.



Seejérel lahendame siledama lahendiga vorrandi kollokatsioonimeetodiga iihtlase voi
peaaegu iihtlase vorgu korral (vt peatiikk 4).

Magistritod pdhitulemused on esitatud teoreemides 5.1. ja 5.2. Teoreemis 5.1. on
saadud tulemused ldhislahendi koondumise kohta vorrandi tidpseks lahendiks ning
teoreemis 5.2. hinnatud viga. Saadud koondumishinnangud niitavad, et td0s
kirjeldatud modifitseeritud kollokatsioonimeetod lubab vdrrandi (1) lahendamiseks
kasutada tunduvalt vihem ebaiihtlast vorku kui peatiikis 3 kirjeldatud klassikaline
kollokatsioonimeetod.

Magistritdd koosneb kuuest peatiikist. Esimene neist sisaldab abitulemusi, teises on
esitatud tingimused pdhivorrandile. Kolmandas peatiikis on kirjeldatud
kollokatsioonimeetodit. Neljas ja viies peatiikk on vastavalt piihendatud
modifitseeritud kollokatsioonimeetodi kirjeldamisele ja hinnangute saamisele.
Viimases peatiikis on toodud konkreetse testiilesande lahendamisel saadud arvulised
tulemused ning nende analiiiis. Lisades on juurde lisatud testiilesande lahendamiseks

vajaminevad Mathcad programmide tekstid.



1. P6himoisted ja abitulemused

Selles peatiikis toome sisse pdhimdisted ning esitame liihidalt viited, mida jérgnevas

kasutame.
1.1 Moisteid ja tulemusi funktsionaalanaliiiisist

Kirjutisega If tdhistame kdigi naturaalarvude hulka: I = {1, 2, 3, ...}.
Kirjutisega [E. tdhistame koigi reaalarvude hulka: [E. = (—o0, ).

Olgu X ja Y Banachi ruumid. Siimboliga L(X,Y) tdhistame pidevate linecaarsete

operaatorite hulka ruumist X ruumi Y. Hulk L(X,Y) on Banachi ruum normiga

sup ||Ax

x‘Sl

”A”L(X,Y) = , Ae L(X,Y).

xelX,

Kirjutisega C|[a, b] tdhistame kdigi 16igul [a, b] pidevate funktsioonide hulka. Hulk

Cla, b] on Banachi ruum normiga

, xe(Cla,b].

||x|| = max |x(t)
ast<b

Kirjutisega C™(X) tdhistame koigi hulgal X < IR" méadratud m korda pidevalt
diferentseeruvate funktsioonide hulka, C°(X) = C(X).

Kirjutisega L (a,b) tihistame koigi 16igul [a, b] mddtuvate funktsioonide x hulka.
Hulk L (a,b)on Banachi ruum normiga

x| = inf sup |x(t) <o, xeL¥(a,b).
H(E)=0te[a,b]E

Definitsioon 1.1. Hulka K meetrilises ruumis nimetatakse suhteliselt kompaktseks,

kui igast hulga K elementidest moodustatud jadast saab eraldada koonduva osajada.

Definitsioon 1.2. Olgu X, Y normeeritud ruumid ja K c X mittetiihi hulk. Operaatorit

A: K — Y nimetatakse kompaktseks, kui ta hulga K iga tokestatud osahulga teisendab

suhteliselt kompaktseks hulgaks ruumis Y.



Definitsioon 1.3. Hulka £ — X nimetatakse pohihulgaks normeeritud ruumis X, kui

L(E) = X (st hulga E lineaarne kate on koikjal tihe).

Definitsioon 1.4. Oeldakse, et operaatorite jada A,: X — Y koondub punktiviisi

ehk kdikjal ruumis X, kui iga x € X korral jada 4,x koonduv ruumis Y.

Teoreem 1.1. (vt [4], lk 135) Olgu X ja Y Banachi ruumid ning £ pohihulk ruumis X.
Jada 4, € L(X,Y) koondub kdikjal ruumis X parajasti siis, kui on tédidetud
jargmised tingimused:

1) IM eIk,

An”SM,Vne]N,

2) dlim4,x Vxe E.
n

Teoreem 1.2. (vt [4], lk 141-142) Olgu X Banachi ruum ja operaator 4 € L(X, X)

selline, et ||A|| <1. Siis operaatoril / — A4 on olemas podrdoperaator

(I - A)_1 € L(X, X) jakehtib hinnang

o-ar<

C-[4

Teoreem 1.3. (vt [4], Ik 223) Olgu X Banachi ruum ja operaator 4 € L(X, X)

kompaktne. Vorrand x = Ax + y on iga y € X korral lahenduv parajasti siis, kui
homogeensel vorrandil x = Ax on ainult triviaalne lahend. Sel juhul on vdrrand

x =Ax +yigay € X korral iiheselt lahenduv.

Teoreem 1.4. (vt [3], Ik 23) Olgu E, ja E; mingid Banachi ruumid, mille korral

Ey c Ey ja leidub konstant C > 0 nii, et ||x|| E, < C||x|| E, iga x € £ puhul. Olgu
T € L(E}, Ey) kompaktne ja Py € L(Ey, E|) (Ne¥)sellised, et

||PNx—x||E] —>0,kui N - o, Vx € E.
Siis

|7 = PyTl (g, £,y = 0> kui N = o0



1.2 Poliinomiaalsete splainide ruum

Olgu 16igul [0,1] antud vork
Ay = {xo,xl,...,XZN 0=xp <x; <..<Xxy = 1}, N e Il
Olgu m > 0 mingi tdisarv ja tdhistagu m, koigi poliinoomide hulka, mille jark on
vidiksem vOi vOrdne arvuga m. Defineerime vorguga A N seotud m jéarku
poliinomiaalsete splainide ruumid S ,(n_l) (A N) ja s ’(nO) (A N) jargmiselt:
5,5;1) (AN): {v : V|[xl>pxi] € Tyl = 1,...,2N},

s (AN)z {» e Clo]: My ] € Tl = 1,...,2N}.

i—15%;

Siin v|[x ] on funktsiooni v :[0,]] - R kitsend Idigule [x;_;,x;]c[0,1],

i—1o%;
i=1,..,2N.
Mirgime, et funktsioon v € S,S;l) (A N) voib olla katkev vorgu A, sisepunktides

X1y o0y X2N-1-



2. Tingimused pohivorrandile ja lahendi siledus

Vaatleme lineaarset teist liiki integraalvorrandit kujul
1
u(x) = [ K(x, yu()dy + f(x), 0<x<1, (2.1)
0

kus f: [-1, 1] = IE. on mingi pidev funktsioon. Tuuma K kohta eeldame, et
K(x,y):L(x,y)|x—y|_a, X#Yy, (22)

kus 0 < a < 1 ja L on pidev funktsioon piirkonnas [0,1] % [0,1].
Olgu C™'[0,1] (m € N, v € E, v < I) koigi selliste funktsioonide
u € C[0,1] ~ C™(0,1) hulk, mis iga x € (0,1) korral rahuldavad tingimust
1, j<l-v
‘u(j)(x)‘sc l+lnpx), j=1-v ¢, j=1..,m (2.3)
p) T, 1y

kus ¢ on mingi positiivne konstant ja

px)=min{x, | —x}, 0<x<1. (2.4)
Vorrandi (2.1) lahendi sileduse kohta kehtib jargmine tulemus, vt [8], [9].

Teoreem 2.1. Olgu tdidetud jargmised eeldused:

1) tuum K omab kuju (2.2), kus 0 < a < 1 ja kordaja L(x, y) on m (m = 1) korda
pidevalt diferentseeruv piirkonnas [0,1] x [0,1];

2) feC™"[01],veE, v

1
3) vorrandile (2.1) vastaval homogeensel vorrandil u(x) = I K(x, y)u(y)dy leidub
0

vaid triviaalne lahend u = 0.
Siisu € C"™“[0,1], stu € C[0,1] » C™(0,1) ning iga x € (0,1) korral kehtib hinnang
(2.3), kus v=a.



3. Splain-kollokatsioonimeetod

3.1 Kollokatsioonimeetodi jaoks kasutatav vork

Vorrandi (2.1) ligikaudseks lahendamiseks kasutame splain-kollokatsioonimeetodit.

Olgu 16igul [0,1] antud vork
Ay = {0, Xpsn Xay 10=xg <X <..<Xoy =1}, Ne N, r>1, (3.1)

s0lmedega

xl' :l(ij N i:O,...,N;
2\N (3.2)

.xN_H' :l—xN_l', 121,,N

Paneme tihele, et kui » = 1, siis vork (3.1) on ihtlane; kui » > 1, siis vorgu (3.1)
s0lmed (3.2) paiknevad tihedamalt 16igu [0,1] otspunktide O ja 1 iimbruses.
Valime 16igus [0,1] m parameetrit #1, ..., 5, nii, et

0<n < ..<nm<l (3.3)
ja defineerime kollokatsioonipunktid

tip=xitn,(xi+1—x)), p=1,...,m; i=1,.., 2N, (3.4)

kusx; (i = 1, ..., 2N) on vorgu (3.1) punktid (3.2). Parameetreid (3.3) nimetatakse

kollokatsiooniparameetriteks.

3.2 Kollokatsioonimeetodi kirjeldus

Kirjutame uuesti vilja vorrandi (2.1):
1
u(x) = [ K(e yu(ndy+ f(), 0<x<1.
0

Selle vorrandi lahendi u 1dhislahendit v otsime splainina ruumist S ,(n__lg (ArN), m>1,

r>1, Ne I, kus vork A’y on kujul (3.1). Funktsiooni v € S,(n__lg( VN) leidmiseks



asetame ta algvdrrandisse (2.1) otsitava funktsiooni u kohale ja nduame, et vorrand
oleks rahuldatud kollokatsioonipunktides (3.4):

1
v(tl-p)=IK(tlp,y)v(y)dy+f(tlp), p=1,...m, i=1,..2N. (3.5)
0

Sellist meetodit vorrandi (2.1) ligikaudseks lahendamiseks nimetatakse splain-

kollokatsioonimeetodiks (sageli ka tiikiti poliinomiaalseks kollokatsioonimeetodiks).

3.3 Kollokatsioonimeetodi koondumine

Toodes [1], [8], [9] on uuritud, millal tingimused (3.5) méadravad iiheselt suuruse
Ve Sr(n__l% (ArN) ning kui suure vea me sellise ligikaudse lahendamisega teeme.
Esitame tulemuse kollokatsioonimeetodi koondumise kohta jargmise teoreemina (vt
[81, [9D.

Teoreem 3.1. Olgu tdidetud teoreemi 2.1. eeldused ning olgu kasutusel seosega (3.4)
madratud kollokatsioonipunktid {tip }

Siis leidub selline naturaalarv Ny, et N > N, korral méiédravad tingimused (3.5) tiheselt

otsitava funktsiooni v € § 751__1% (AVN) ning kehtib hinnang

N_r(l_a)a 1<r< 1
sup |u(x) - v(x)| <c , N2N, (3.6)

0<x<1 m
-m rz
N,

kus ¢ on mingi positiivne konstant, mis ei soltu suurusest V.

Mirkus 3.1. Kui #; =0 ja 5, = 1 (vt tingimusi (3.3)), siis meetodi (3.5) abil leitud

suurus v kuulub tegelikult siledamate splainide ruumi S r(nozl (ArN )

Mirkus 3.2. Teoreemist 3.1. jareldub, et iihtlase vorgu korral (» = 1) ei soltu meetodi
(3.5) tdpsusaste suurusest m ja on vaid jarku O( N ~(-a) ):

sup |u(x) - v(x)| <eN 9 NN,

0<x<1

10



Kui aga vorgu A’y parameeter  on kiillalt suur, r > , saame splainide jérgu

m — 1 suurendamise teel konstrueerida kuitahes korget jarku tdpsusega vorrandi (2.1)

lahendi u 13hislahendi v:

sup |u(x) - v(x)| <cN™", N2N,y.

0<x<l1
Suurte r véirtuste kasutamine toob aga kaasa vdrgu A’y sdlmede (3.2) jarjest

suurema kontsentratsiooni 1digu [0,1] otspunktide juures ning raskused meetodi (3.5)
praktilisel realiseerimisel. Seetdttu pakub huvi vilja tootada selliseid
kollokatsioonimeetodi ~ modifitseeritud  algoritme, mis voOimaldavad leida
integraalvorrandi korget jarku tdpsusega ldhislahendeid iihtlase voi peaaegu iihtlase
vorgu korral.

Toodes [3], [5], [6] on sellist iilesannet késitletud Volterra tiilipi vorrandite korral.
Jargnevas tuginemegi nendes t00des viljatootatud metoodikale teisendades
lahtevorrandi kdigepealt sobiva muutujate vahetuse abil kujule, mille lahend on
lahtevorrandi lahendist tunduvalt siledam. Seejdrel lahendame siledama lahendiga

vorrandi kollokatsioonimeetodiga iihtlase v0i peaaegu iihtlase vorgu korral.

11



4. Modifitseeritud kollokatsioonimeetod

Selles peatiikis vaatleme modifitseeritud kollokatsioonimeetodit vorrandi (2.1)

lahendamiseks.
4.1 Isedrasust norgendav teisendus

Modifitseeritud kollokatsioonimeetod tugineb ideele teisendada vorrand (2.1) kujule,
mille lahendi tuletistel ei ole enam integreerimisldigu [0,1] otspunktide O ja 1 ldhedal
isedrasusi vOi on need ldhtevOrrandi lahendi tuletiste isedrasustest tunduvalt

ndrgemad. Selleks kasutame teisendust ¢, mis on defineeritud jargmiselt:
t
(o(t):bn“r(l—r)]"_ldr, 0<t<lI. (4.1)

Siin » on mingi fikseeritud naturaalarv ja konstant b, on selline, et ¢(1)=1:

1

jr(l o)]'d

b:

n

Osutub, et

Tdepoolest, ositi integreerides saame:

[z(1 —r)]n_ldr S _ljr"(l )" 2dr,
" 0

o'—,»—‘

integreerides vorduse paremal pool olevat integraali taas ositi, saame:

1 1

J.T"(l—r)"_zdr =n—_2J.r"+l(1 — )" 3dr,
n+l1

0 0

jatkates ositi integreerimist »n — 1 korda, saame, et

12



1 1
N L S (n-D-(n-=2)-..-1 2n-2 5 _
.([[T(l 7)) dr_n-(n+1)-...-(2n—2).([r dr =

~ n=1)-(n=2)-..-1 -0
Cn-(n+1)-..-2n-2)-Q2n-1) Qn-D!°

Niisiis, erinevate n véirtuste korral saame erinevad teisendused ¢. Néiteks
o(t) =t kuin=1;
Q(t) =3¢ =20, kuin=2;
o(t) =6 — 15 + 107, kui n = 3.

Jargnevad joonised illustreerivad, kuidas kiitub teisendus ¢(?) 16igul [0,1] erinevate

n vaartuste korral.

t 0.5T
0, : : : : |
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
0 t 1
Joonisl (n =1)
AT
3—2f 05T
0, : : : : |
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
0 t 1

Joonis2 (n = 2)

13



60— 15t 108 05T

o
ol
)
ol
E
ol
&
ol
o]

0 t 1

Joonis3 (n = 3)

Vordusest (4.1) jareldub, et @ on pidev funktsioon 1digul [0,1],
?(0)=0,p(1)=1 ning0< @) <1,kui 0 <z<1.

Kuna
o () =b,lt1-n]"", 0<r<1,
siis
P (0)=¢ (1)=0
ja

0 (1)>0, 0<t<1.
Seega @ on kasvav pidev funktsioon 16igus [0,1], mis teisendab 15igu [0,1] 15iguks
[0,1]. Siit jareldub omakorda, et ka ¢ poordfunktsioon @' : [0,1] - [0,1] on pidev
ning rahuldab tingimusi

9 (0)=0, o7 ()=1. (4.2)

Lemma 4.1. Olgu antud funktsioon u € C ™* [0, 1], me 7, 0 < a < 1 ning olgu

u,(t) = u((p(t)), 0 <t <1, kus ¢on teisendus (4.1).

14



Siis u,, € C[O,l] NC"(0,]) jaiga0<¢t<1lning j € {1,..., m} korral kehtib hinnang
‘ (1)(0‘ <c{ N j=n(-a)| 4.3)
p()" =0, s j>n(l- a)
kus p(f) = min{z, 1 — ¢} ja ¢ on mingi positiivne konstant.
Tdestus. Lemma eeldustest saame, et u, € C[O,l] ja u, € C"(0,]). Jarjestikuse

diferentseerimise teel leiame j jarku (1 <; < m) tuletise funktsioonist u,,(¢) = u(go(t))

(vt, nditeks, [6]):

. k.
)i L) o1 W) |’
u(pj (t) = Z W (o (t))[ } l: I J (4.4)

kyyk; €Ny
k, +2k +.. +]k =j

kus 0 <t <1, Ily = {0} U I, k = ky + ...+k;. Teisendame valemi (4.4) paremal
poolel olevas summas iga liiget eraldi. Kuna go(j ) (#)=0, kui j > n, siis piisab

vaadelda vaid juhtu, kus 1 < j < min{m, n}

Vaatleme koigepealt juhtu, kus 0 <¢ < % Sel korral p(f) = ¢ ning vorduse (4.1)
alusel saame hinnangud

@(t) = cot”, 0<ts%, (4.5)

‘go(i)(t)‘ﬁgot”_i, 0<t£%, 0 <i < minfm, n}, (4.6)

kus ¢ ja ¢y on mingid positiivsed konstandid.

Vorratuste (2.3), (4.5), (4.6) ja vorduste
k=k + ...+kj, ki + 2k + +]k,=]

tottu saame hinnangu

u® (o)) (0] [co(f ) (z)f‘

S C . 5
Hert=o-i s - e

<ctn(l a-k)+(n-Dk +..+(n—j)k; <

15



kus 0 <t < % Seegaiga t € (0, l} ja 1< j < min{m, n} korral

[\

(4.7)

u((pj) (t)‘ < c{l’ J<n(- Of)}

p(O)" O i = a)
Vaatleme niitid juhtu, kus %S t <1. Sel korral p(f) = 1 — t ning seosest (4.1)

jarelduvad vorratused

<t<l, (4.8)

() 2 (- 1)", %

<t<1, 0<i<min{m,n}, (4.9)

POl aa-o"", 2

kus ¢; ja ¢; on mingid positiivsed konstandid. Analoogiliselt juhuga 0 < ¢ S%

saame seoste (2.3), (4.4), (4.8) ja (4.9) baasil tuletada hinnangu

. 1, < n(l— @)
() ()| < { - : 4.10
‘uw ‘ Ua—om =07 s (410

kus te{%,l] ja 1< Smin{m,n}. Vorratus (4.3) on niiid vahetu jareldus
vorratustest (4.7) ja (4.10).
[]

4.2 Modifitseeritud kollokatsioonimeetodi kirjeldus

Teeme ldahtevorrandis
1
u(x) = J.|x WYL )y + (), 0<x<1, O<a<l, 4.11)
0

muutujate vahetuse

x=0@), y=0), 0st,s<1, (4.12)

kus ¢ on teisendus (4.1). Kuna dy = ¢'(s)ds ja kehtivad seosed (4.2), siis saame

vorrandi (4.11) teisendada kujule
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1
(1) =jK¢(t,s)u¢(s)ds+f¢(z), 0<t<1, (4.13)
0

kus
K y(t.5) =|p®) — o(s)|” @ L(p(®), p(s)@'(s), 0<t,s<1, t#s (4.14)
ja
Jo() =f(p@), 0<t<1 (4.15)
on antud suurused ning u,, on otsitav:
u,(t) =u(p(r)), 0<t<1. (4.16)

Vorrandi (4.13) ldhislahendit v otsime poliinomiaalsete splainide ruumist S }51__1% (AVN ),

kus Ay on vork {(3.1), (3.2)}. Funktsiooni v leiame kollokatsioonimeetodil
jargmistest tingimustest:

ve sy ). m N e, (4.17)

1
W(tiy) :J.Kw(tlp,s)v(s)ds+f¢(tl~p), i=1,..2N,p=1,...m,  (4.18)
0

kus {tip} on miidratud valemiga (3.4). Olles leidnud tingimusi {(4.17), (4.18)}

rahuldava funktsiooni v (v = w(t; ¢, N, m, r, n1, ..., 1m), 0 <t <1), defineerime

vorrandi (4.11) lahendi u 1&hislahendi uy jargmiselt:
_ -1
uN(x):v((o l(x)), 0<x<l1, veS’(n_%(ArN). (4.19)

Mirgime, et funktsiooni v praktiliseks leidmiseks tingimustest (4.17) ja (4.18) vOime

v esitada kujul

2N m
W) = YD i), 0<i<1,

Jj=lg=1

kus {c on otsitavad kordajad ja

jq}
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T =t
t, —ty te Xi 1,X; .
W jq () = k=1 Jjg ~Cjk [f 1 f] ,q=1,...m; j=1,...,2N.
k#q
0, mujal

Tingimused (4.18) kujutavad niiiid lineaarset algebralist vorrandisiisteemi kordajate
i¢jq = v(t )} leidmiseks:

2N m

Cl'p = ZZal-quch +f(0(tlp)’ pP= 1, eam;i= 1, ...,2N, (420)
J=1g=1

kus

X

J
ipig = Kg)(tip’s)y/jq (s)ds,

X

(4.21)

j-1

i=1,..,2N; p=1,...,m; j=1,..,2N;q=1, ..., m;

Jargnevas huvitab meid meetodi (4.13) — (4.19) koonduvus ja vea u — uy hinnangud.
Selleks uurime kdigepealt vorrandi (4.13) lahenduvust. Kirjutame vorrandi (4.13)

tiles operaatorkujul

up =Tyt + (4.22)
kus 7}, on tuuma (4.14) abil méératud integraaloperaator:

1

(r,=)e) = j Ko(t,5)=(s)ds, 0<1<1.
0

Lemma 4.2. Olgu K, tuum (4.14), kus L € (([0,1]x[0,1]), 0 < a <1 ja ¢ on
teisendus (4.1). Siis 7, on lineaarne kompaktne operaator ruumist L*(0,]) ruumi

C[0,1] (jarelikult T, o on kompaktne ka ruumist £ (0,1) ruumi L (0,1) ja ruumist
C[0,1] ruumi C[0,1]).

Tdestus. Operaatori T, lineaarsus on ilmne. Néitame, et T, on kompaktne kui

operaator ruumist £ (0,1) ruumi C[0,1]. Siis on tdesed ka lemma iilejisinud viited,
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sest C[O,l] < L7(0,1). Lemma eeldustest jireldub, et tuum K, (t,s) on pidev, kui

0<t,s<1,t=s.

Naitame, et

‘K¢(Z,S)‘Sc|t—s|_a, 0<t,s<1,t#5s. (4.23)
Kuna 0 < a < I, siis tuum K, (,s) on ndrgalt singulaarne ning lemma véited
kehtivad (vt, nditeks, [2]), 1k 910).
Vaatleme koigepealt juhtu, kus 0 < ¢, s < % Siis

lp(t) — p(s)| = colt s|(t”‘1 + s”‘l), 0<ts< % (4.24)

kus ¢y > 0 on mingi konstant.

Tdepoolest, olgus <t, 0 <t,s < 5 (t < s korral on tdestus téiesti analoogiline). Siis

definitsiooni (4.1) pdhjal voime kirjutada

o(t) — p(s) = bnjr”_l(l —o)" lar > %’(t" - s”).

N

Jarelikult

(Y
o) - p(s) b{l (f” oo

(t - s)(t”‘1 + s”‘l) - n(l ) Sjll . (Sj”l} n(l- G)(l + @”‘1)’

t t

kus
®=§emu

Olgu

bl1-0")
n(1- o) +0"!)
Tmselt A(©)> 0, kui 0< O <1.

h(®) = ,0<O@<1.
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Kuna

lim A(®) = b—” >0,
0-1 2

b
siis defineerides /(1) = 7”, saame et #(®)> 0, kui 0 < ® < 1. Jarelikult ka
inf h(®)>0
0<(0,1]

ning vorratus (4.23) kehtib. Seostest (4.8), (4.14) ja (4.24) jareldub vdrratus (4.23),

. 1
kuiO<t,s<—,t#s:
2
_ _ Sy - - D= -
‘K¢(t,s)‘ﬁc|t—s| a(t" L 1) s" lSc|t—s| @ g(n=Dl-a) Scl|t—s| .

Vaatleme niitid juhtu, kus % <t,s < 1. Sel korral saab analoogiliselt vOrratuse (4.24)
toestusega niidata, et

lp() — p(s)| = 1t ~ s||_(1 —" -9, <<, (4.25)

N | =

kus ¢; > 0 on mingi konstant. Seostest (4.9) ja (4.25) jareldub hinnang (4.23), kui

1 ) )
ESt,s<1,t;tS.VaatlemelépukSJuhtu,kus0£t<%,%<s£lV610£s<%,

% <t <1. Siis leiduvad konstandid ¢, > c¢; >0, et

cl|t — s| < |go(t) — go(s)| < |t — s|
ning hinnang (4.23) kehtib ka sel korral.
[

Teoreemist 1.4. ja lemmast 4.2. jireldub, et vorrand (4.22) (vdrrand (4.13)) on
iheselt lahenduv iga vabaliikme f), € L”(0,1) korral parajasti siis, kui vastaval

homogeensel vorrandil w, = T,u, on olemas vaid triviaalne lahend u, =0.

2
Seejuures u,, € clo.1], kui £ e Clo,1].
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Osutub, et kui vOrrandil
1
u(x) = le — ) “L(x,yu(y)dy, 0<x<l, O<a<l, (4.26)
0
on olemas ruumis C[0,1] vaid triviaalne lahend u = 0, siis ka vorrandil up =Tpuy
on olemas vaid triviaalne lahend u,, = 0. See jareldub seosest (4.16) ning asjaolust,

et teisendus ¢ on iihene ja pidevalt pooratav 16igul [0,1]. Formuleerime tulemuse

jargmise lemmana.

Lemma 4.3. Olgu tdidetud lemma 4.2. eeldused. Eeldame lisaks et f € C[O,l] ja
vorrandil (4.26) on olemas vaid triviaalne lahend u# = 0. Siis vorrand (4.13) on

iheselt lahenduv ja tema lahend u, € Clo,].
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5. Modifitseeritud kollokatsioonimeetodi

koonduvus

Jargnevas peatiikis uurime modifitseeritud kollokatsioonimeetodi koonduvust.

5.1 Tiikiti poliinomiaalne interpolatsioon

Olgu antud vork A’y (vt (3.1) ja (3.2)) ja interpolatsioonipunktid {z;,} (vt (3.4)).
Toome sisse operaatori Py, mis igale funktsioonile u € C[0,1] seab vastavusse

splaini Pyu € S}S;_l% (ArN) nii, et Pyu interpoleerib funktsiooni u sdlmedes {tip }:

(Pyvu)(tip) = u(tip), i=1, ...,2N, p=1, ..., m. (5.1)
Igal osaldigul [x;.1, x;] (i= 1, ..., 2N) saame Pyu esitada kujul
(Pyu)t) =D u,)[ | k_telxm,x], i=1,...,2N. (5.2)
p=1 k=1 lip ik
k#p

Lemma 5.1. (vt [8]) Olgu A’y ja {t,}vastavalt vork {(3.1), (3.2)} ja

interpolatsioonipunktide hulk (3.4). Olgu Py : C[O,l] - S}S;_l% (A'y) defineeritud

seosega (5.2).

Siis Py € L(Cxi1, x1], Clxir, xi]) (i=1, ..., 2N) ja Py € L(C[0, 1], L7(0,1)) ning
||PN||L(C[xi—15xi]7c[xi—15xi]) <ci= 1, ...N;Ne IN, (53)

||PN||L(C[0,1],L*(0,1))Sc’ Ne N, (5.4)

kus ¢ on mingi positiivne konstant, mis ei soltu suurusest V.

Lemma 5.2. Olgu u (1) = u( (1)), kus u € C"™%[0,1], £ € [0,1], m € 1T, 0 < < 1

ning @ on teisendus (4.1) mingi n € I korral. Olgu Py eespool defineeritud

operaator, mis on seotud vorguga A’y sdlmede {t;,} valikul seostes (5.1).
P N p
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Siis kehtib hinnang

u, (1) - (PNu¢, Xt)‘ < cglmemr), (5.5)

sup
0<r<1

kus ¢ on mingi positiivne konstant, mis ei sdltu suurusest N ning

—rn(1-
N7 a)’m>n(1—a), 1<r<—2
n(l - a)
(m,a,n,r) -m m
& =N ", m>n(l-«a), r= 5.6
N (I-a) n(l—a) (5.6)
N7, m<n(l-a), r=>1

Téestus. Olgu u e C™%[01], siis lemma 4.1 pdhjal u,  C[0,]]nC™(0,]).

Hindame vahet u, - Pyu ,:

sup ‘u(p(t) — (PNu(p )(t)‘ = max max ‘u¢(t) — (PNu¢ )(t)‘. (5.7)

0<<l i=1,.,2N x,_, <t<x,

Votame suvalise splaini w € S}E;_l% (AVN) Siis igas osaldigus [xi1, x;] (i =1, ..., 2N)
on w llimalt (m — 1)-astme poliinoom.

Kuna tingimused (5.1) médravad iiheselt dra (m — 1)-astme poliinoomi (vt [7]), siis
(Pyw)t) = w(t), kui ¢ € [x.1, x;] (i = 1, ..., 2N). Sel juhul vdime iga ¢ € [x.1, x]
korral kirjutada
(1) = (Pt KO) = 11y (£) = w(t) + w(t) = (Pyue, k) =
= 1y (1) = w(t) + (Pyw)t) = (Pyug 1) =
= ugy (£) = w(t) + (Py (w = u,, )}0).

Vorduse (5.7) ja lemma 5.1. pohjal jéreldub siit, et

Osgl?;l‘u(ﬂ () - (PNu¢ )(t)‘ < i:?:.a.léN(l + ||PN || Ll x L Clx,x ) inrlréa;EXi‘ugp () - w(t)‘ <

<c¢ max max ‘u(p (1) — w(t)
i=1,...,2N x, | <t<x;,

; (5.8)

kus konstant ¢ ei soltu suurusest N. Fikseerime edaspidi w e 5151__1% (AVN ) jargmiselt:
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! . (m 1)
uq)('XZ) (t—xi)+...+T§)'))(t l')m_l, (59)

Xi1 Sthl-,i=1,...,N;

w(t) = u(p(xi) +

uly (X;_1) ul" D (x;_p) .
w(t) = up(X;—y) + ———— ol I (- + —E%;;:%§fLOU“xr4) g (5.10)

Xi1 SZSXi,i:N+ 1, ,2N

Seejuures poliinoomi (5.9) korral

t

1 -1, (m)

u, (1) = w(t) = I(r—r)m u™ (2)dr, x_ <1< x;,

v (m —1)! v ’ ’ (5.11)
i=1,....N;

ning poliinoomi (5.10) korral

t

Uy (6) = (1) = — I(z—r)’"‘lug,m)(r)dr,xi_lsth,-,

(m—l)!x (5.12)

i-1
i=N, ..., 2N.

Tuginedes lemmale 4.1, saame hinnata viga u, — w.
Seostest (4.3), (5.8), (5.11), (5.12) ning x; —x;_; < eN7! (i=1, ..., 2N) jéareldub, et
juhul m < n(1 — «) seos (5.5) kehtib:

sup‘ Uy () ~ (PNu )(t)‘<c max (x; —x;_)" <N~ ™.
0<r<1 =1,...2N

Jérgnevas oletame, et m > n(l — ). Hindame suurust (5.11). Olgu kdigepealt i = 1.

Et0<¢t<7<x korral 0 <7 —¢<r,siis

max‘ Uug (1) - w(t)‘<c max J.(r )" Lpn(=a)=mg, <
0<t<x,

< c¢ max j(r — t)m_l(z- _t)n(l—a)—m dr < clxln(l—a) <
0<t<x,
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Olguniiidi =2, ..., N. Siis

X;
max ‘uw(t) - w(t)‘ <c¢ max I(r —pymlpl=a)=mg, <
X, St<x; X, StLx;

1

X;
<c max ("d-a)-m I(z‘ ~n™lar <
X, St<x;
t

. r[n(l—a)—m] TRt "
<oy —x)" <6 (%j [ﬁl <
Nl"

SC3N—rn(1—a)(l._l)r[n(l—(x)—m]l-(r—l)m SC4N—rn(1—a)l-rn(l—a)—m <

yomd-e) oM
n(l - )

m
_ v
N7 n(l - a)

Kuna samasuguse hinnangu saime ka i = 1 korral, siis vea (5.11) hinnanguks
m > n(l — ) korral kujuneb
N0 g T
n(l-a)
r = m |
N, ~ (- a)

Smax  max |, (1) -w()|<c (5.13)

Stimmeetria tottu saame m > n(l — ) korral téiesti analoogilise hinnangu ka vea

(5.12) jaoks:
N g T
n(l - a)
r = m
N7, " (- )

max max ‘u(p(t) - w(t)‘ <c (5.14)

i=N+L..,2N x,_ <t<x;,

Vdrratustest (5.8), (5.13) ja (5.14) jareldub, et hinnang (5.5) kehtib ka m > n(1 — @)
korral. ]
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5.2 Modifitseeritud kollokatsioonimeetodi

koonduvus

Selles punktis uurime meetodi (4.12) — (4.19) abil leitud vorrandi (4.11) lahendi

lahislahendite koonduvust ja koonduvuse kiirust.
Teoreem 5.1. Olgu tdidetud jirgmised tingimused:
) K(x,y)=x—y“Lx,y), 0<a<l, Lec(0l]x[01]);

2) feclol];

1
3) vorrandil u(x) = jK (x, y)u(y)dy on olemas vaid triviaalne lahend u = 0;
0

t
4) o) = bnj [z0 - )] 'dz, n €I, ning b, on konstant kujul (4.2);
0

5) kasutusel on interpolatsioonipunktidz;, = x; 1 +7,(x; —x;—1), p = 1, ..., m;

i=1, ..., N, kus {xi} on vdrgu A’y punktid (3.2) ning parameetrid {np}

rahuldavad tingimusi (3.3).

Siis vorrand (2.1) on iiheselt lahenduv ja tema lahend u € C[O,l]. Leidub selline
naturaalarv Ny, et tingimused (4.12) — (4.19) méédravad iga N > N, korral iiheselt
lahendi u lahendi uy ning leiab aset koondumine

sup |uy (x) —u(x)| = 0,kui N — 0. (5.15)

0<x<1

Tdestus. Vorrandit (4.13) vaatleme operaatorvdrrandina (4.22) ruumis L (0,1).
Lemma 4.2. pdhjal on T, lineaarne kompaktne operaator ruumist L*(0,1) ruumi
L7 (0,1). Eeldusest 3 jireldub, et homogeensel vdrrandil ugp =Tpyu, on olemas vaid

triviaalne lahend u, = 0. Teoreemi (1.3) pohjal on vérrand (4.22) theselt lahenduv

ja tema lahend u,, = (I -7y )_1 /o kuulub ruumi L”(0,1). Siin / on iihikoperaator ja
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(I-T)"' er(r°(0,1),L°(0,1)). Kuna fpeclol], 1,e L(L°° (0.1), c[o,l]) ja
up =Tpugy + [y, siis uy, € clo,1].
Kollokatsioonitingimused (4.18) on samavédrsed operaatorvorrandiga

V=PNT¢V+PNf¢)’ (516)

kus Py on seosega (5.1) defineeritud operaator.
Jargnevas nditame, et kiillalt suurte N viirtuste korral on vorrand (5.16) tiheselt

lahenduv.

Valime mingi funktsiooni u € C"" [0,1]. Siis (vt [7])

max |u(t) — (PNu)(t)| < L max
X, <t<x, m! 0<r<1

u™ (t)‘ max |¢ — 1| Jt — 5] <
x; <t

<clx; —x;i_ )" <eqgN"",i=1,...,2N,

kus ¢ on mingi positiivne konstant, mis ei soltu suurusest N. Siit jareldub, et iga

u e C™[0,1] korral leiab aset koondumine ||u _PN”||L°° — 0, kut N > . Et

C™[0.,1] on tihe ruumis C[0,1] ja operaatorite Py normide jada | n

|P N ||L(C[O,1],L°°(O,1)) °

iihtlaselt tokestatud suuruse N suhtes (vt (5.4)), siis teoreemil.l. pdhjal saame, et

||u—PNu||Lw(01) —>0,kui N >0 Vue C[O,l]. (5.17)

Véttes £y = C[0,1]ja E; = L*(0,1), saame teoreemi 1.4. tdttu koonduvuse

HTq, - PNTq,H (o on) 0,kui N - 0.

Valime niiiid nii suure Ny, et N > Ny korral kehtib vorratus

|Py T, - <1

T I-T ‘1H
¢H L(z7 (0.1),L" (0,1))H( o) L(L” (0.1).L7 (0.1))

Esitame operaatori I — PyT;, kujul

1-pPyT, = |1 =(pyT, -1, Y1 -7, ) [1-T,).

Kui N > N, siis teoreemi 1.2. pohjal leidub poordoperaator
-1
- (eyr, — 1 Y -1, ') e L= 0. 22 om)
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ja kehtib hinnang

17!

(I—(PNT(p 1, \r-1,") <

L(z (0.0),L7 (0.1))

1
<

1-—

PyT, - T, =T IH
N1y ¢H|_(L°°(O,l),L°O(O,1))H( C”y L (L7 (0.1, (0.1))

Seega, kui N > Ny, siis on ka operaator [ — PyT;, pidevalt pdératav ruumis

L7(0,]) ja poordeoperaatorite (I - PyT, )_1normid on Thtlaselt tokestatud

protsessis N — o

fr=rao )

<c, N =Ny,
L7 (0,1),L7(0.1)) 0 (5.18)

kus ¢ on mingi positiivne konstant, mis soltu suurusest N.

Niisiis, N =N korral on vorrandil (5.16) olemas {hene lahend
v:(l —PNT(p)_lPN f(p e L7(0,]). Vorrandi (5.16) abil on lihtne niha, et

Ve Slsq__l% (ArN ) Veelgi enam, kui u, on vorrandi (4.22) lahend ja v on vorrandi
(5.16) lahend, siis
(1 = PyT, Ny —v) = upy — PyTpu, — v+ PyT,v =
=uy = Py(uy — f) = (PNTpv+ Py fy) + PNT,v =y, — Pyug,,
millest jareldub, et
up —v == PyT, )y = Pyuy)s N = No.

Vorratuse (5.18) tottu saame siit hinnangu

sup \u¢,(t) —~ v(t)\ <c sup \uq,(t) - (PNM¢)(t) , N2 Ny, (5.19)
0<t<1

0<£<1

kus ¢ on mingi positiivne konstant, mis ei soltu suurusest N. Koondumine (5.15) on

niilid vahetuks jarelduseks lemmast 4.3. ning seostest (5.17), (5.19) ja (5.20):

sup [u(x) = uy ()] = sup [ug, (1) = (1) (5.20)
<1

0<x<1 0<¢

]
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Teoreem 5.2. Olgu tdidetud teoreemi 5.1. eeldused. Téiendavalt eeldame, et
Lec™([o1]x[o1]), fec™ [0]l],me I, veR, v<a.

Siis leidub naturaalarv Ny nii, et iga N > Ny korral kehtib hinnang

sup |u(x) - uN(x)| < cej(\',”’a’n’r), N 2 Ny, (5.21)

0<x<1
kus u on vorrandi (2.1) lahend, uy on meetodi (4.12) — (4.19) abil leitud lahendi u
lhislahend, g](\;"’a’"’r) on defineeritud vordusega (5.6) ja ¢ on mingi positiivne

konstant, mis ei sOltu suurusest V.

Toestus. Teoreemi 2.1. podhjal u € Cm’a[O,l]. Hinnang (5.21) jareldub niiiid
lemmast 5.2. ja seostest (5.19) ning (5.20).

[
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6. Arvulised tulemused

Antud peatiikis toome &ra arvulised tulemused teoreemide 3.1 ja 5.2. teoreetiliste

hinnangute kontrollimiseks. Jargnevalt vaatleme integraalvorrandi (2.1)
1
u(x) = [ KGe yudy+ f(0), 0<x<l,
0

lahendamist lineaarsplain — kollokatsioonimeetodil (kirjeldatud punktis 3.2) ja

modifitseeritud kollokatsioonimeetodil (kirjeldatud punktis 4.2).

6.1 Testiillesanne

Vaatleme integraalvdrrandit (2.1), kus

1

K(x,y)= , 0<x,y<1,
x-y
(6.1)
f(x) = x—%—\/l—x—xln(1+\/1—x)+xglx, 0<x<l1.

Ulesandel (6.1) olemas tipne lahend u(x) = Jx.

Antud iilesande lahendame kasutades nii klassikalist lineaarsplain-kollokatsiooni-

meetodit kui ka muutujate vahetust (4.1)
t
p(t) = an[T(l —o)" dr, 0<1<1,
0

1 _ (2n-1)!
[(n =)

b, =
[z(1 - T)]n_l dr

O Ly —

juhtudel » = 2 ja n = 3. Juhul » = 1 reaalset muutujate vahetust ei toimu. Tulemused
on esitatud vastavalt tabelites 1, 2, 3, 4 ning 5, 6, 7, 8.
Ulesande lahendamiseks on koostatud programmid (vt peatiikki Lisad) paketi

Mathcad abil.
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6.2 Arvuliste tulemuste analtiiis

Ulesande (6.1) lahendamiseks koostatud programmides leitakse lihislahend

programmi lahislahend abil. Teoreetiline hinnang (3.6)
N—r(l—a), 1<r< m
sup |u(x) - v(x)| <c I-a , N>N,

m
0<x<1 N_m 7 2
> l-a

on programmis maxviga realiseeritud jargmiselt:

sup |u(x) - v(x)| ~

0<x<1

~ max  max
i=0,..,2N-1 j=0,...,9

b

J J
“(xi + E(xm - xi)j - V(xi + m (Xj41 — xi)j

kusx; (i=0, ..., 2N-1) on vorgu (3.1) punktid (3.2).

Jargnevates tabelites esitame erinevate kollokatsiooniparameetrite korral leitud

maxviga y
/2

hinnangud veerus maxviga, veerus suhe on toodud jagatis: , veerus N

maxviga y

on toodud osaldikude arv.
Saavutamaks vOrrandi lahendamisel maksimaalset tépsust, muudame vorgu

ebaiihtlusparameetrit » (vt (3.2)).

r=1 r=2
N maxviga | suhe | maxviga | suhe
4 0.148865 0.105898

8 0.101623 | 1.46 | 0.050694 | 2.09
16 0.071014 | 1.43 | 0.024999 | 2.03
32 0.05001 1.42 | 0.012457 | 2.01
64 0.035316 | 1.42 | 0.006226 2
128 | 0.024961 | 1.41 | 0.003115 2

Tabel 1 (77, =10.17ja ,=10.8)
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r=73 r=4
N maxviga | suhe | maxviga | suhe
4 0.081755 0.101335
8 0.026355 | 3.1 | 0.02109%4 4.8
16 0.009037 | 2.92 | 0.00508 4.15
32 0.003166 | 2.85 | 0.001276 | 3.98
64 0.001116 | 2.84 | 0.000326 | 3.92
128 | 0.000394 | 2.83 | 0.000083 | 3.91
Tabel 2 (7, =10.17 ja 7, =10.8)
r=1 r=>2
N maxviga | suhe | maxviga | suhe
4 0.167249 0.116527
8 0.113063 | 1.48 | 0.055024 | 2.12
16 0.078264 | 1.44 | 0.027036 | 2.04
32 0.054677 | 1.43 | 0.013468 | 2.01
64 0.03838 | 1.42 | 0.006718 2
128 | 0.027014 | 1.42 | 0.003357 2
Tabel 3 (7, = 3-43 jan, = 3+\/§)
6 6
r=73 r=4
N maxviga suhe maxviga | suhe
4 0.093032 0.141484
8 0.028182 33 0.023694 | 5.97
16 0.009562 2.95 0.005367 | 4.42
32 0.003371 2.84 0.001279 4.2
64 0.001196 2.82 0.000343 | 3.73
128 | 0.000427 2.8 0.000093 | 3.68
Tabel 4 (n, = 3 _6\/5 jan, = 3 +6\/§)
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Praegusel juhul, kui a = 0.5 ja m = 2, saab hinnang (3.6) kuju

r
-5 1<r<4

sup |u(x)—v(x)| <elN 2, , N2>N,. (6.2)
0<x<l N2 r>4

Seega:

* kui r = 1, siis hinnangu (6.2) pohjal peaks maxviga tabelite 1 ja 3 teises veerus
vihenema ligikaudu V2 ~ 1414 korda, st vastav suhe tabelite 1 ja 3 kolmandas
veerus peaks olema ligikaudu 1.41;

* kui r = 2, siis hinnangu (6.2) pdhjal peaks maxviga tabelite 1 ja 3 neljandas
veerus viahenema ligikaudu 2 korda, st vastav suhe tabelite 1 ja 3 viimases veerus
peaks olema ligikaudu 2;

* kui r = 3, siis hinnangu (6.2) pohjal peaks maxviga tabelite 2 ja 4 teises veerus

3
vihenema ligikaudu 22 ~ 2.828 korda, st vastav suhe tabelite 2 ja 4 kolmandas

veerus peaks olema ligikaudu 2.82;

* kui r = 4, siis hinnangu (6.2) pdhjal peaks maxviga tabelite 2 ja 4 neljandas
veerus vihenema ligikaudu 22 =4 korda, st vastav suhe tabeli 2 ja 4 viimases
veerus peaks olema ligikaudu 4.

Tabelitest 1, 2, 3, ja 4 ndeme, et arvulised tulemused on kiillaltki heas kooskdlas

teoreetilise hinnanguga (6.2).

Jargnevas kasutame iilesande (6.1) lahendamiseks muutujavahetust (4.1) juhtudel
n =2 jan =3, véljaarvutatult on teisendus ¢:

o(t) =374 =20, kuin=2;

o(t) =6 — 15 + 107, kui n = 3.

Saadud tulemuste kontrollimiseks kasutame hinnanguid (5.20) ja (5.21):

sup |u(x) - uN(x)| = sup ‘u(/,(t) —v(t)
0<x<1 0<z<1

5

sup |u(x) - uN(x)| < cg](\;"’a’"’r), N =2 Ny,
0<x<1
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. . o e . . ~ . m,o.n,r
kus ¢ on mingi positiivne konstant, mis ei soltu suurusest N ning g](v’ ) on

defineeritud vordusega (5.6).
Ulesande lahendamiseks on paketis Mathcad koostatud programmides muudetud
tuuma K, vabaliikme f ja tdpse lahendi u avaldisi. Vastav ldhislahend leitakse

programmi lahislahend abil. Teoreetiline hinnang (5.21) on realiseeritud jairgmiselt:

sup |u(x) —u N(x)| = Osupl‘u(p () - v(t)‘ ~

0<x<1

2

uq,(xl- o (i - x»] - v[x,- o (i = x»]

kusx; (i=0, ..., 2N-1) on vorgu (3.1) punktid (3.2).

Sarnaselt eespool toodud tabelitele, esitame ka jargnevates tabelites leitud hinnangu

maxviga y
: S V5
veerus maxviga, veerus suhe on toodud jagatis: - .
maxviga y
Saavutamaks vorrandi lahendamisel maksimaalset tdpsust, muudame ka niiiid vorgu

ebaiihtlusparameetrit (vt (3.2)).

o(t) =3¢ -2

r=1 r=2 r=73
N maxviga suhe maxviga | suhe | maxviga suhe
4 1 0.0126122 0.0305249 0.0472396

& | 0.0026314 | 4.71 | 0.0059102 | 5.12 | 0.0140461 3.36
16 | 0.0006662 | 3.66 | 0.0014104 | 4.03 | 0.0031054 4.52
32 | 0.0001681 3.8 0.0003716 | 4.02 | 0.0008072 3.85
64 | 0.0000435 | 3.96 | 0.0001012 | 3.97 | 0.0002002 4.03
128 | 0.0000112 | 3.93 | 0.0000266 | 3.8 | 0.0000511 3.92

Tabel 5(7,=0.17 ja n,=0.8)
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o(t) =38 -2
r=1 r=2 r=73

N maxviga suhe maxviga | suhe maxviga suhe
4 1 0.0113451 0.036157 0.0490648

8 | 0.0033024 | 3.44 | 0.0072485 | 4.99 | 0.0158299 3.1
16 | 0.0008734 | 3.78 | 0.0019991 | 3.63 | 0.003935 4.02
32 | 0.0002571 3.4 0.0005647 | 3.54 | 0.0011735 3.55
64 | 0.0000783 | 3.28 0.000116 | 4.87 | 0.0002586 4.54
128 | 0.0000289 | 2.71 | 0.0000428 | 2.71 | 0.0000644 4.01

Tabel 6 (s =233 ja p, =353
6 6
o(t) =6 — 15 + 107
r=1 r= ; r=2

N maxviga | suhe | maxviga suhe | maxviga suhe

4 0.0288827 0.0317259 0.0575495

8 0.0121648 | 2.37 | 0.006371 | 4.98 | 0.011647 4.94
16 | 0.0047236 | 2.58 | 0.0016625 | 3.83 | 0.0029145 4
32 | 0.0017355 | 2.72 | 0.0004373 | 3.8 | 0.0007717 3.78
64 | 0.0006266 | 2.77 | 0.0001136 | 3.85 | 0.0002054 3.76
128 | 0.0002248 | 2.79 | 0.0000272 | 4.17 | 0.0000519 3.95

Tabel 7 (7,=0.17 ja n,=0.8)
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o(t) =6 — 15 + 107

4
r=1 r=—= r=2
3
N maxviga | suhe | maxviga suhe | maxviga suhe
4 0.0349487 0.0384072 0.0591779

8 0.0146648 | 2.38 | 0.007905 | 4.86 | 0.0148791 3.98
16 | 0.0056539 | 2.59 | 0.002083 3.8 0.003233 4.6
32 | 0.0020767 | 2.72 | 0.0005249 | 3.97 | 0.000825 3.92
64 | 0.0007448 | 2.79 | 0.0001272 | 4.13 | 0.0002052 4.02
128 | 0.0002653 | 2.81 | 0.0000411 3.1 0.0000624 3.29

~3 . 3+43

Tabe|8(771=3 < jan, = <

)

Praegusel juhul, kui a = 0.5, m = 2 ning n =2 vdi n = 3, saab hinnang (5.21) kuju

—rn

N 2 n<4, 1£r<i
n

sup |u(x)—uN(x)|Sc , N> Nj. (6.3)

0<x<1

Seega:

* kuin=2jar=1, siis hinnangu (6.3) pdhjal peaks maxviga tabelite 5 ja 6 teises
veerus viahenema ligikaudu 2 korda, st vastav suhe tabelite 5 ja 6 kolmandas veerus
peaks olema ligikaudu 2;

* kui n =2 ja r =2, siis hinnangu (6.3) pohjal peaks maxviga tabelite 5 ja 6
neljandas veerus vihenema ligikaudu 4 korda, st vastav suhe tabelite 5 ja 6 viiendas
veerus peaks olema ligikaudu 4;

* kuin=2ja r =23, siis hinnangu (6.3) pdhjal peaks maxviga tabelite 5 ja 6
kuuendas veerus vahenema ligikaudu 4 korda, st vastav suhe tabelite 5 ja 6 viimases

veerus peaks olema ligikaudu 4;
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* kuin=3ja r=1,siis hinnangu (6.3) pdhjal peaks maxviga tabelite 7 ja 8 teises
3
veerus vihenema ligikaudu 22 ~ 2.828 korda, st vastav suhe tabelite 7 ja 8

kolmandas veerus peaks olema ligikaudu 2.83;
* kuin=3ja r= %, siis hinnangu (6.3) pdhjal peaks maxviga tabelite 7 ja 8

neljandas veerus vihenema ligikaudu 4 korda, st vastav suhe tabelite 7 ja 8 viiendas
veerus peaks olema ligikaudu 4;
* kuin =3 ja r =2, siis hinnangu (6.3) pdhjal peaks maxviga tabelite 7 ja 8
kuuendas veerus vihenema ligikaudu 4 korda, st vastav suhe tabelite 7 ja 8 viimases
veerus peaks olema ligikaudu 4.
Tabelitest 5, 6, 7 ja 8 ndeme, et arvulised tulemused on enam-vihem heas kooskdlas

teoreetilise hinnanguga (6.3).
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Summary

In this work we consider a Fredholm integral equation of the second kind in the form

1
u(x) zjK(x,y)u(y)dy+f(x), 0<x<1. (2.1)
0

Functions K and fare given and u is unknown.

For K we assume, that
K(x:y):L(x:y)|x_y|_a9 X#+Yy, (22)

where 0 < oo < 1 and L e C([0,1]x[0,1]). We also assume that f € C ™" [0,1],
(m € N, v e IE, v < 1I). Then equation (2.1) is uniquely solvable and its solution

u e C[0,11n C™(0,1) (see chapter 2).

In (2.1) we change the variables
x=¢l), y=¢(s), 0<t,s<]1,

where @ is given by (4.1), and reach to a modified equation in the form

1
u, (0) ='[K¢(t,s)u¢(s)ds+f¢(t), 0<r<l, (4.13)
0

where K, and f,, are given by (4.14) and (4.15). The singularities of the derivatives

of the solution u,, are milder or disappear at all.

To find an approximation of the equation (2.1) we solve equation (4.13). We use

piecewise polynomial collocation method (see chapter 4) to find an approximate
solution v € S’S;_lg (AFN) (space of polynomial splines of degree m — 1), m, N €1, of

the equation (4.13). Approximate solution of the equation (2.1) we define as

uy(x)= v(¢_1(x)), 0<x<1.

Basic results are given in theorems 5.1 and 5.2. It follows from these, that using
equation (4.13) we may use much more regular mesh in collocation method to obtain
optimal convergence results. It’s very useful in practical computing. In chapter 6 we

carry out some numerical examples using the general theory.
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Lisad

Programmide kitjeldused

Jargmises punktis on toodud paketis Mathcad kirjutatud programmid, mida
kasutatakse integraalvOrrandi lahendamiseks lineaarsplain — kollokatsioonimeetodil
nii muutujate vahetuse korral kui ka ilma.

Kdigepealt arvutatakse programmiga V6rk vorgu punktid, mis lisaks suurusele N
soltuvad ka suurusest », mis viib vorgu punktid 1digu otspunktide juures tihedamalt
kokku. Seejdrel sdltuvalt vorgust kollokatsioonipunktid, mis sdltuvad suurustest 77,
ja 12, seda teeb programm kollokatsioon. Tuum K, vabaliige f ja tipne lahend u
tuleks iga lilesande jaoks eraldi fikseerida. Avaldis B médrab lineaarbaassplaini
esituse. Programm cij_kordajad arvutab vorrandisiisteemi (4.20) kordajate a;,jq
maatriksi, kasutades seoses (4.21) toodud valemit, programm vabaliige arvutab sama
siisteemi vabaliitkmete veeru. Kasutades Mathcadi funktsiooni I[solve, saame
vorrandisiisteemi (4.20) lahendid cij. Lahislahend ja tdpne lahend arvutatakse
vastavalt programmide lahislahend ja tapne abil. Tdpse lahendi ja ldhislahendi
maksimaalset erinevust uurib lisasdlmedes m programm maxviga. Kasutaja saab
koikides programmide valida osaldikude arvu, kollokatsiooniparameetreid ning

vOrgu ebaiihtlusparameetrit 7.
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Mathcadi programmid

vtk (I 1) = | for je0.

SNT
171

oo =

for 121 N

Eyj e 1 — N

H

kollokatsi-:}cln(N,r,ﬂ 1,1 2]' = |z vitk(I 1)
tor jen. 2N -1
tj,n‘(—Kj+T'|1-[Xj+1—Xj)

b1+ ﬂz-[Xj.H - Xj)

. .
BOGs,H = 1% BIgie,n = — 0
t,1—t,0 H1—t,0
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cii_kordajad(M r.n1,m2) = |z« wék(N, 1)
te— ko]lokatsioon[N,r,T]l,T] 2;‘
for keo 2 -1
for len. 1
for 1202 -1
for jen. 1
m+2k+1

née 24+ ]

Hit+1
'mt(i,j,s,t:lej K(ti,1,5) B(i,j,s,t) ds
E

A n o (m = 0,1 —ink(i, ,5,1),—int(i, §,5,1)

vabalige (N r 11 m2) = |t kollokatsioon(M r 11,12
for i€0. 2N -1

Fai< flti o)

Fo.ist < £(t,1)

i, r,n1,12) = |F < vabalige(} r,n1,12)
A ¢ cij_kordajad(1N r n1.12)
lzolve(d F)

42



lahislahend(m M r n1,1n2) = |x < vérk(N 1)

C e cifld ron1,q2)

t ko]lokatsioon(N,r,ﬂ 1 ,T]E:'
for 1e0.. 2.1 —1

for ke, . m—-1

1 T H

Itk 5+ ko
m

T el Cg.i-BD(i,zm.iJrk,t) + Cain -Bl[i,zm.prk,t)

tapnie(m W 1) = |z vtk (I 1)
for 1e0. 2N -1
for ked. . m—-1

( %41~ Xi]
Emirk e u| m+ ke
m

maxviga'im,r,ﬂl,ﬂ?) = |for ken.. s
IV & 2!
un < lahislahend(m M.r 11,12)
14— tapne(m , M, 1)
—_—
Vg 5 max(|un—u|)

k+1

S i— 2
M<D><—2-s
M<1>%§.r

it
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suhted(m,r,ﬂ 1 ,T]E) = |mv < ma}ﬂﬁga(m,r,ﬂ 1 ,n2)<1>

for 120..4

mvy
5

M1i4 g
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