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Настоящая конференция посвящается 75-летию со дня рож

дения прфессора Г.Кангро. 
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пендиатом Совнаркома ЭССР в Челябинском институте механиза

ции сельского хозяйства и в Московском госуниверситете. С 

ноября 1944 года до конца жизни он работал в Тартуском гос

университете, доцент (1946), доктор физико-математических 

наук (1948), профессор (1951), заведующий кафедрой математи

ческого анализа (1959-1975), член-корреспондент АН ЭССР 

(1961), заслуженный деятель науки ЭССР (1965). 

Г.Кангро был научным руководителем более 20 аспиран

тов, которые защитили диссертации по алгебре, теории сумми

руемости, методам вычисления, рядам Фурье, теории приближе
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АБСТРАКТНАЯ ; ХАРАКТЕРИСТИКА ГРУППОИДОВ БИНАРНЫХ ОТЮШЕНИй 

С ОБОБЩЕННЫМИ КОМПОЗИЦИЯМИ 

Д.А.Бредихин 

Множество бинарных отношении, замкнутое относительно не

которой совокупности операций над ними, образует алгебру, на

зываемую алгеброй отношений. При этом обычно предполагается, 

что операции задаются с помощью формул языка 1-   порядка [_!"]. 

Среди таких операций над отношениями важную для приложений 

роль играют так называемые обобщенные композиции£2 задавае

мые с помощью формул, содержащих лишь кванторы существования 

и операцию конъюнкции. Каждая обобщенная композиция может быть 

описана с помощью ориентированного графа с упорядоченной парой 

выделенных вершин, ребра которого помечены отношениями, являю

щимися аргументами соответствующей обобщенной композиции £3]. 
Например, граф^—с парой выделенных вершин (а., ̂ оп
ределяет произведение бинарных отношвш/&<эср-%&,&)1(ЗС-Х°-,с)6-Р 

и (С, (jj . д.алее нами рассматриваются бинарные обобщенные 
композиции, то есть композиции, задаваемые графами, содержа

щими два ребра. 

Существует 71 (с точностью до двойственных) обобщенная 

бинарная композиция, не сводящаяся к нольарной и унарной. 

1шассификацию бинарных композиций удобно проводить по виду 

задающего их графа и способу выбора выделенных вершин. Для 

каждого неориентированного графа и двух его вершин О-и в 

можно определить серию обобщенных бинарных композиций, по

лучаемых посредством ориентации ребер графа и упорядочением 

вершин et и 6 • Все операции из этой серии могут быть выра
жены друг через друга с помощью унарной операции обращения 

бинарных отношений^*-j(a,ß)|(£,a)frpj. Ниже приводится описание 

указанных серий обобщенных композиций для графов, выделенные 

вершины которых не являются изолированными. Слева приводится 

неориентированный граф с выделенными вершинам (отмечены круж

ками), задающий данную серию, далее перечисляются ориентиро

ванные графы с упорядоченной парой выделенных вершин (0-,€) , 

определяющие все бинарные композиции из этой серии (для петель 

ориентация ребер не играет роли). Для серий 1-6 (X = % и соот

ветствующая вершина обведена кружком. 
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В том случае, если одна из выделенных вершин является 

изолированной, то такая композиция может быть получена из со

ответствующей композиции серии 1-6 посредством добавления 

этой изолированной вершины и заданием порядна на выдзленных 

вершинах. Таким образом, каждая композиция из серии 1-6 инду

цирует две композиции типа А и типа В с изолированной вершиной. 

Например, композиция 6.1 индуцирует композиции 6.IA 
®6 

Оц. 

и 6.IB •<—Щ—г- . Случай двух изолированных вершин приво
дит к нульарной операции. 

Пусть Ср- множество бинарных отношений, замкнутое отно

сительно некоторой обобщенной бинарной композиции * , тогда 

* J- группойд бинарных отношений. Возникает естественная 

задача отыскания абстрантой характеристики указанных группой-

дов. 

Ассоциативными являются следующие бинарные композиции: 

1.1, I.IA, I.IB, 6.1, 6.IA, 6.IB, 6.2, 6.2А, 6.2В, 7.1, 8.1, 

8.2, 9.1, 10.I, II.I, II.2, 12.I, 13.I, 13.2. Среди них ранее 

рассматривались композиции: 12.I - умножение бинарных отноше

ний, характеризуемое тождеством ассоциативности; ЮЛ - пере-



сечение отношений, характеризуемое тождествами полурешетки и 

13Л (13.2) - операция рестриктивного умножения 1-   (2-го) 

рода характеризуемая тождествами Хг=х ; 

(зс/^эе; ) £1]. 
Операции 1Л, 1ЛА, 1ЛВ, 6Л, 6ЛА, 6ЛВ, 6.2, 6.2А, 

6.2В характеризуются тоздествами'х^^Х' хгу - ; операция 

I I . I  ( I I . 2 )  -  т о ж д е с т в а м и х ^ г х ^ х у г ' у с г  ( ) .  

а операции 7.1, 8.1, Ö..2, 9.1 - следующим условием 
= , где О - ноль полугруппы. 

Охарактеризован ряд неассоциативных бинарных компози

ций. Ниже приводятся некоторые из полученных характеристик. 

6.3: (xg2)?*Х(ч*г)-, (ху f = * fr (х у )i = (*• У % 

5.1, э.2:(хфх = ху; (ху) г=х^; 9e\j*--у*эеа, Хг(^2) = 

= = ̂ Гчгг; 

2.1, 2.2: (tg žj2 = 5c j; (x^) = x^; 
(^2jxä  = х а

г; 6x axx 3
a

s; * X ё 3  

Ю . 2 : ( х . у ) г - ( х г ) у }  х . Ц 1 ) = Щ х ) ;  х ц * ) ' - х ц ; ( х у ) у = х ^  

(»4XHW*2Xa*̂  
Описаны все подмногообразия многообразия, характери

зующего операцию 10.2. Они образуют пятиэлементную немоду

лярную решетку. 

Литература 
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О ХАРАКТЕРАХ ЧАСТИЧНО УПОРЯДОЧЕННЫХ ШОЖЕСТВ 

Е. Гутман 

1. Алгебра инцидентности. Цусть Р - локально конечное 

частично упорядоченное множество, К - поле, функция 

для которой из того, что вытекает о называет

ся функцией, инцидентности. Относительно операций, определён

ных правилами 

fffjfx,*)» f  ПРИ > 
(  О  ,  в  противном случае, 

(j+p<*>y>=-f(*QО 
(Л4) =*fc*,v>f 

множество функций инцидентности Iff-* образует ассоциативную 

алгебру с нейтральным относительно умножения элементом 

£(*•$)- , где S^ - функция Кроннекера, СП, 
2. Арифметические функции. Под арифметической функцией 

мы будем понимать произвольное отображение с/> подмножества 

множества Wo неотрицательных целых чисел в £ . Линейные опе
рации на множестве арифметических функций определяются "пото

чечно", а для их умножения рассмотрим следующие пять возмож

ных способов его определения; 

Умножение Коши: («fyH*1") = УО-Ю.< 

Умножение Дирихле: г«Р*)0'> = Y С n/k) , £41, 
Унитарное умножение: C<ft)C »о = > срг»т yf/yy 

Умножение Люка: 
НЛП '  

где р - фиксированное простое число, а (.к/ - биномиальный 

коэффициент. 

Конволготивное умножение по базисной последовательности: 

(ЧУ/с»? - > tfCb) % гДе 6 - базисная no
ttiv 

следовательность, т.е., бинарное отношение на множестве N 

удовлетворяющее трём условиям: 
а) ( Ц7, п ) € ® СП, ГГ7} «S-e,  
б) (h, Tš>(cr>,k)&e 

в) VvitlfJ- С1,г0^в.» СБ]. 

В случае умножений Коши и Люка vj - N» , в остальных слу
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чаях W/ -М , Легко проверить, что все пять способов определе

ния умножения превращают множество арифметических функций в 

ассоциативно-коммутативную алгебру. 

Ка множестве W зададим отношение < , где для умножения 

Коши А - естественный порядок; Для умножения Дирихле 4 -

отношение делимости; для унитарного умножения nn <sn <="-*> 

"Лги") = О ; для умножения Люка 

для конволютивного умножения по базисной последовательности 

<? Сшп, "/т ) с в ) . Во всех пяти случаях отно

шение < превращает W в локально конечное частично упорядо

ченное множество. Определим функцию инцидентности Ъ-W^lNo 

для умножений Коши и Люка X Cwi,*>")=. , в остальных слу

чаях Ttvn, vo> - ri/ r n  .  
Т е о р е м а  I .  Ф у н к ц и и  и н ц и д е н т н о с т и  - f  ( п р и  л ю б о м  

определении W и 4 ), для которых из тс**ч,»о 

следует /fvi, wo прообразуют коммутативную подалгебру 

Ir(,vW в алгебре инцидентности ICw") , изоморфную соответ

ствующей алгебре арифметических функций. При этом, изоморфизм 

устанавливается следующим образом: каждой •/<£• ItCw} ставит

ся в соответствие арифметическая функция еЦ , для которой 

Л4СЬ) = , где »<!• 

Вводимое ниже понятие характера- обобщает изложенную втео

реме I конструкцию. 

3. Определение характера. Цусть Р - частично упорядочен

ное множество, Т;Р2-ИМй _ функция инцидентности, удовлетво

ряющая следующим условиям: 

1) тех, Х5 = г с%,%) при всех 

2) если , то lc*i<0 

3) если € и - X с *, ^ т о  

4) для каждого iSt£Cx,äi найдётся такой , что 

тсх,^о> 

5) если = * С , то между отрезками и 

[*х,Уг3 можно установить такое взаимно однозначное соответ

ствие W , что г От, при всех fri; 

6) если для некоторых х< »г^^42г. имеет место 

равенство Zcr,, АЛ то ^ ̂ Г<гЧУг>тогда и 

только тогда, когда ^ 

функцию t , удовлетворяющую условиям 1)-6), будем назы
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вать характером множества Р . 

Характер V будет называться полным, если для любых te и 

«г"- , принадлежащих множеству его значений, найдутся такие Of, 
что tc*,v)-=k, гс*~,у) = т. 

4. Существование характера. Частично упорядоченное ло

кально конечное множество называется локально самодвойствен

ным, если каждый его отрезок является самодвойственным, С2] . 

Т е о р е м а  2 .  Ч а с т и ч н о  у п о р я д о ч е н н о е  м н о ж е с т в о ,  о б 

ладающее характером,локально конечно и локально самодвойст

венно. 

Т е о р е м а  3 .  Л о к а л ь н о  к о н е ч н а я  л о к а л ь н о  с а м о д в о й 

ственная дистрибутивная решётка с наименьшим элементом обла

дает характером. 

Открытым остаётся вопрос о достатоцночти условий, сфорцу-

лированных в теореме 2. 

5. Изоморфизм характеров. Характеры и называются 

изоморфными, если существует автоморфизм 71 множества Р 

такой, что при любых *«,у«.,#»/у* & Р равенства 
и ^ zacлсх^уггу^)) равносильны. Множество Р назы

вается однохарактерным, если оно обладает единственным, с 

точностью до изоморфизма характером. Примерами таких множеств 

могут служить цель и решётка "Пентагон", СЗ] . Было бы любо

пытно в терминах частично упорядоченных множеств выразить 

критерий однохарактерности, конечнохарактерности, k-харак

терности. 

о. Арифметические функции (общий подход). Рассмотрим в 

I СР7 подмножество TrCP^ функций инцидентности f , для кото
рых из Tlx,,у.) - следует f (к,, у,у - i . 

Т е о р е м а  4 .  П о д м н о ж е с т в о  I t  C P ) -  к о м м у т а т и в н а я  

подалгебра в HPJ. 

Пусть W - множество значений характера Т и <f: YJ-» к -
арифметическая функция. Определим функцию инцидентности 

по правилу: для всякого v.eW из ъсьу; следует 

Легко видеть, что отображение 9-» есть 

биекция между множеством арифметических функций и алгеброй 

It CP") . Полагая г fcfj?, , мы поставим в соответствие алгеб

ре ixtPJ некоторую алгебру арифметических функций. Заметим, 

что эта конструкция обобщает конструкцию теоремы I. 
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Пусть ArCPs- алгебра арифметических фикций, изоморфная 
алгебре It С PJ • 

Т е о р е м а  5 .  Е с л и  х а р а к т е р ы  £ <  и  и з о м о р н ы ,  т о  

изоморфны алгебры At, (р) и Л-схСР) 

Определим на W бинарную операцию по правилу: к *• w = ^ у 
если найдутся , для которых XСх,Ю-1г}г(й,^^п),Т(х^) - 'о-. 

Л е м м а ,  О п е р а ц и я  * -  п р е в р а щ а е т  W  в  к о м м у т а т и в н у ю  

полугруппу о 

Полный характер я назовём целостным, если из 

следует tn t-ix- к. 
Т е о р е м а 6. Алгебра (Р) является областью це

лостности тогда и только тогда, когда характер V - целост-

Hbli-i в 

Т е о р е м а  7 . ,  А л г е б р а  А является областью с од

нозначным разложением на неприводимые множители тогда и толь

ко тогда, когда таким же. свойством обладает полугруппа (W, «О. 

Литература 
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РЕШЕНИЕ ОДНОЙ ПРОБЛЕНЫ фОСТЕРА 

К.Каарли 

В своей статье [1] А.ф.Пиксли сформулировал проблему, 

которая по его словам принадлежит А.фостеру. Она гласит так: 

является ли категоричной каждая функционально полная алгеб

ра, которая не имеет нетривиальных подалгебр? Отметим, что 

конечная (универсальная) алгебра А = (jt; Л называется .фун

кционально полной, если все функции Лп —» jt полиномиальны, 

и категоричной, если VarA состоит только из подпрямых сте

пеней алгебры А . 

В настоящей работе эта проблема решается отрицательно. 

Для этого на множестве jt = la,i>,c) определяются операции 

f,g,2i следующим образом: 

( d ( x , y ,  z )  , если а  - Ь  f{x,y,x, и) ' = f 
la , если и f b . 

(с , если X - b fb , если х - с h(x) = f 
а , если X / b , 1.a , если х i с . 

Здесь <3(х, у, z) - дискриминатор, т.е. тернарная функция, 

принимающая значение z при х - у к. х при х / у . 
Получаемая алгебра А является Функционально полной, 

поскольку дискриминатор на ней полиномиален. Легко прове

рить, что (а) - единственная собственная подалгебра в А , 

а { (Ь, с) , (a, a) ,(a,b) , (а, с) , {Ь, а) , (с, а) ] является подалгеб

рой в А2 . Однако, последняя подалгебра отображается гомо

морфно на двухэлементную алгебру, которая не может быть под-

прямой степенью алгебры А . Отметим, что если г - ядро 
этого гомоморфизма, то одним из .r-классов будет {(Ь, с) J 

Кроме того доказывается, что функционально полная ал

гебра, вообще не имееющая собственных подалгебр, является 

категоричной. На самом деле такая алгебра даже квазипрималь-

на, т.е. дискриминатор является на ней термальной функцией. 
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О ЧИСЛАХ СШЕПИНГА И ЛАХА 

У.Кальюлайд 

Для конечного множества $ , 151= П, рассматривается 
множество всевозможных функций f: S—>Х Всякая 

такая функция 4 задает на S некоторую эквивалентность 

Ке.% - ядро функции 4. Обратно, всякая эквивалентность 

на VL служит ядром некоторой функции / ; S -* X , причем 

число функций с данным ядром равно убывающему субфакто

риалу (х\(т) ? где через п Ст) обозначено число клеток раз

биения, соответствующего на -S эквивалентности "л. Пусть 

Пу, - решетка всех эквивалентностей на S. Имеем равенство 

Žžnn С*)пСт> = Х • (1) 

Так как (I) верю для бесконечно многих натуральных х , оно 

является равенством двух многочленов из <Q[*3. Основываясь на 
(I) и пользуясь методами линейной алгебры, К.Рота в 1964 г. 

вывел ряд свойств чисел ß„ = IПп j ̂  показывающих, в частнос
ти, что 8* - это п-ое число Белла; подробнее об этом см. 

в  [ 4 ] .  
В докладе автора на У Всесоюзном семинаре по комбина-

торноцу анализу (МГУ, январь 1980) было предложено использо

вать тот же подход и для чисел Стерлинга; см. также fl ]. 

Частично это было реализовано (для вывода основных свойств 

чисел Стирлинга второго рода) в [2], а более полно в [4], 
где с такой точки зрения (но фактически уже с привлечением 

подходящего отношения порадка на клетках разбиения S ) рас
сматривались также числа Стирлинга первого рода. С тех пор 

автору стали известны работы [5] и [3], показывающие, что 

указанная линия мысли заслуживает большего внимания. Здесь 

приводится новое комбинаторное обоснование некоторых тож

деств для чисел Стирлинга и Лаха, иллюстрирующее указанный 

вьяе синтез идей,Пойа и Рота. 

Кюгочлены р иСж)= (х)и , и = 0,1, 1 , - .  образуют 
базис векторного пространства многочленов (Z?C*J и поэтому 

формулы LK ( f>u(x)) = S~U)K fU'0,1, г,... однозначно опре

д е л я ю т  с е р и ю  л и н е й н ы х  ф у н к ц и о н а л о в  L K  ;  ф  ,  к  - О »  1 , 1 .  
Теперь, из (I) для чисел 
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О(ък) =• I {  7Г € /Г~!п I п(т)= к} j (2) 

имеем следующее "странное" определение: 

S(n,x)= > 4 =L K (x h )  с з )  
CrerUM*)-*} 

Основываясь на (3), в Г4] выводятся все основные соотношения 

для чисел SC«,О Стирлинга второго рода. Там же показано,что 

этот подход неплохо работает и при комбинаторном обосновании 

более сложных тождеств, связанных с числами как напр. 

Пусть IX - множество всех разбиений множества П , на 

клетках которых предполагается заданным структура цикла. С 

одной стороны, на функцию  ̂: (П —> X > / X / = х , можно смот
реть как на размещение Im 1=^1 различимых и упорядоченных 

объектов по X различимым и неупорядоченным ячейкам; их чис

ло известно и равно ХСп)=  ̂ х(х+4)- (.х+п -1), С другой 

стороны, на функцию /п —» X можно смотреть как на компо

зицию п -А- Ш X где - биекция, - произволь

ная функция из Ш в X. Рассматривая <7С •= £е?/"вместе с 
той структурой на которая возникает из циклового строе

ния биекции :̂Ю —> in ? приходим к соотношению 

х"° =2И- хп1г>. (4) 

Введение чисел =/{тге / ь(тг)=к ̂ 1 позволяет (4) 

записать в привычной форме = Jü с(п,^)хк , Последнее 

является X-полиномиальным тождеством, а поэтому остается 

верным при замене X —> - х , что приводит к -21 -бО>, к) к\ :  

где 6Chf к.)± с. С", *.), Применение к последнему соот

ношению линейных функционалов L* '• Q["•]—> (Q , /-< (х") - Ь<и 

и = о, 4, Z,... , дает соотношения L'„ ((*)>,) Это 

"странное" определение чисел 4(ь,к) может служить основой 

для вывода свойств этих чисел в частности, рекур

рентного соотношения Л ( ю - 1 0  к )  =  4 C n , n - ' f )  —  а 4 ( п , к \ 0 н о  вместе 
с -i(n.O) = О, -5(4, 1)= 1 показывает, что имеем здесь дело с 

числами Стирлинга первого рода. Заметим, что подобным не об-
оазом определение с(_h, к) - tfK ( x(h') .может служить основой 
.утя вывода свойств чисел с (п, к ) : см. также L4 j. 



Используя линейные функционалы LK, можно доказуемому рекур

рентному соотношению для чисел -6 (п,к) придать вид 

L ' x  ( ( Х - ( С * ) »  ) - n L ' K  ( ( x ) h  ) ,  

Оказывается, аналогичное соотношение верно для любого ;оЫ)(%} 

Li 0>-h)/>PO) =  ̂ -7 Ct>Cx))~hLk  ( f>(x)X 

Последнее соотношение достаточно проверять для базисной пос

ледовательности { х" I и = о, 1, Zr- J пространства €?l'x] , 
Tiro делается непосредственно и дает положительный результат. 

Пусть П̂ ~ множество всех разбиений Ю , на клетках 

которых предполагается заданным структура цепи. На каждую 

функцию Г) —> X" у IX I - * ? можно смотреть тогда, как 
на отображение из /П в Х?на всех прообразах {~1(y.)JyeXy 

которого задана структура цепи; общее число таких функций 

равно х(Ч С другой стороны, функцию т —*• X можно мыс

лить как пару ( Т} } состоящую из некоторого т & П* я 

инъекции —? X ; число таких пар равно 21  ̂(х)  ̂

Приходим к соотношению 

n'w - ZU <x)hfir, . es) 
r« п* 

Применение к этому соотношению линейных функционалов 

f . *(Q[x]> L- K  ((х)ц ) — <5u lк ? и = О, 4; Z. j . . . у дает 

/  "  ( t w )  =  > >  1  = = •  L ( . n ? x ) .  * 6 )  
* ' i-re пхI*(*)•*} 

Обычно числа Li п., к) возникаю« как коэффициенты разложения 
базисных полиномов ~ 

оператора Дагерра L  •  *  ~  J e  [ 2 ] ,  стр. 
iii. "Странное" их определение (6) позволяет вывести все их 

•войства, в частности, рекуррентное соотношение 

1  Г 1 ,  k . )  - 1 ,  ( h  , к ~  1 ) т  С И  + * )  L ( H , K )  ,  • ;  7 }  

готорое вместе с /_ (О, О J = -? и /_ (п, О) - О при и >о 
-оказывает, что L(h,t-) — это числа Ji&xa, для которых 

зерно Lln,*) - --j ( "Г/ ] см. [Z], 
iart пример, укажем вывод для (.7). С помощью '.6) соот

ношению (7) можно придать вид 



U'K C(x+Kj *<»>) - L'i, (V-y+fW)Ll (xMl (8) 

Оказывается, (8) верно для любого р (*) € Qlx] : 

LUC*")#*))* L^C рС*))+Ык) L' K  (&». ( 9 )  

Достаточно (9) проверить для базисной последовательности 

{ (*)« I и-0,4, Z ) 3 пространства 

Lk ((X4-/\)Y*)ü )  = Li-,  ((*)«) + L»+K) -k ((Х)и), 

что с помощью представления х+п ̂  (х-1*)-+- (л +LL) приводит 

к (непосредственной) проверке (щи « = < j и -= к- 1j или цфк? 

К-1 ) соотношения 

\ и + 1  + (п + и)<Ги ) К  = £^< t U  + (*+*)&,« r  (10) 

Оказывается, (10) верно, что доказывает и (8), а вместе с 

тем и (7). 

Было бы интересно этот подход распространить и на слу

чай, когда на <П рассматриваются разбиения, на клетках 

которых предполагается заданным структура произвольного де

рева. 
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ЧИСЛА ФИБОНАЧЧИ ВНШНЕПДАНАРНЫХ ГРАФОВ 

У.Калыыайд, Т.Пикжмаа 

Рассмотрим простой граф G  -  G C  'Л Е ) с множеством 

в е р ш и н  V  и  р е б е р  Е  .  С о г л а с н о  £ 3 ^  ч и с л о  Ф и б о 

наччи графа G определяется как число {(G) 
всех таких подмножеств S С V 9 что никакие две вершины из 

3 не соединены ребром из Е.- Такие подмножества назовем 

допустимыми. Например, индукцией по п. легко 

убедиться,> что для любой n-вериинной цепи Ri имеем 

р И С* )•=/.„ для эле»юнтарного чик

ла Сп ; здесь и Ln — г?-ое число Фибоначчи и Люк̂  

соответственно. В вводной части доклада уточняются и допол

няются результаты работы Г31. 

Далее, рассматривается класс максимальных вневнепланар-

ных графов; см. ГГ], стр. 131. Пленарный граф называется 
внешнепланарным, если его можно уложить на 

плоскости так, что все его вершины принадлежали бы одной 

грани. Внешнепланарный граф называется максимальным, если 

к нему нельзя добавить ни одного ребра, не нарувив свойства 

вневнепланарности. Согласно основной теореме работы [2 ] ,  
число Фибоначчи /̂ -вершинного ( и ̂  3) максимального внев-

непланарного графа не превышает F~n + I и эта оценка наи

лучшая. Однако, в доказательстве этой теоремы автор допус

кает неточность, утверждая, что •£( %-j u{v3)*f(R-i).Напри
мер, при п - ? имеем 

Укажем путь преодоления этого дефекта. 

Второе утверждение отмеченной теоремы доказывается 

следующим образом. Пусть имеется граф G ( V',. £) и набор 
"новых" верошн & V. Обозначим через G*-G(VttÊ  

граф, где V ^ V U - I Y , 4 * 1  И  Е J  Ъ )  I  
4 < J š  t  , Vi  6 V J,  Легко понять, что 

4CG*) ~ $(&) — ""/• Это наблюдение позволяет 

найти число Фибоначчи "веера" Wn. (см. рис. I): f(W h) = 

— +1 - 1 ~ К ~t~ 1 , Так как веер W„ является 

максимальным вневнепланарным графом, то формула F̂  + i 

доказывает требуемое. 
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Доказательство первого ут

верждения проведем индукцией по п. , 

Пусть G - максимальный внешне 

пленарный граф с п. вершинами, Е 

таком графе существует вершина 

с локальной степенью 2; см. flj; 

Рис. . стр. 132.Выделим два классе, до

пустимых подмножеств множества 

верши? V'CGJ 

I) те допустимые подмножества которые содержа': 

г?' J; 

II) допустимые подмножестза У("ь.',не содержащие т . 

Пусть U и ̂  ~ соседние к 1"г вершины графа О. Удаляя кя 

С;) вервдаш « и ЪУ } которые не содержатся в допустимы«: 

тодмна&есгва;: I класса, получим (п-Я.) -вершинный внешнепя*-
нарный граф &и,ю- , который имеет изолированную вершину г>, 

« содержгг цеш> /"«_-> - Рассмотрим а множестве веоша 
VCP»-* С {i»'} ) только те допустимые подмножества, кот<- • 
рые содерилт "V* , «х число обозначим fCH-ч оЧ'"!). Имеем 

$ С РЛ-з U i.v.y .) ~ l i в-D i " r n~z , 

Ввиду тогоу что графы GK)Ur н Р„„ч имеют оди

наковые множества вершин и E(Gtt,br)s Е С Рп-Зи J , «о 

<? £ С 'гп-з ) •= р;,_, , 
Далее, рассмотрим допустимые подмножества из VCG) 

класса II» Удалим из G вершину "У", полученный граф ооо 

значим Gv-„ Так как V имеет локальную степень 2, то оч 
является максимальным внешнепланарным графом и , согласи' 

предположению индукции -£'( Gv) g F„_. Резюмируй 

полученное, имеем 

4(G) Š %• CG»,-!*") + F( G/гг)^ HN__„ i-  [К f-„ < f?  

что и требовалось , 

Далее, доказана 

Теорема, Для данного п -вершинного максимального внеш-

непланарного графа Q обозначим через G (я-м)-вершинный 

максимальный внешнепланарный граф, полученный из G присое

динением к G новой вершины, а через G - (л-2)-вершинныЯ 
внежкегагакариый граф, полученный иг 0 при отбрасывания 
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двух его вершин. Тогда имеет место соотношение 

{(G) =• fCG4) - f CG -) 

Из этой теоремы вытекает 

Следствие. Число Фибоначчи п -вершинного максимально

го внешнепланарного графа Мп (см. рис. 2) является мини

мальным среди чисел Фибоначчи 

для п-вершинных максималь

ных внзшнепланарных графов. 

Этим решается задача, 

поставленная в [2]. При дока
зательстве этих результатов 

используется рекурсивная 

конструкция максимальных 

внвшегианарных графов, описанная в [4], стр. 76. 
Ё заключительной части доклада первым из авторов обсуж

даются поведение Фибоначчи плоских графов и связь рассматри

ваемой темы с вопросом о числе антицепей частично упорядо

ченного множества, 

Рис. 2 

п - 1  
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УНИТАРНЫЕ ПРЕДСТАВЛЕНИЯ КВАНТОВОЙ АЛГЕБРЫ 

Ж ТОКОВ НА ОКРУЖНОСТИ 

И.В.Микитюк, А.К.Прикарпатский 

Настоящая работа посвящена изучению унитарных представ

лений алгебры Ли токов на окружности, имегацей важные прило

жения в статистической физике [I] , [2] и теории вполне интег

рируемых динамических систем [3]. Центральное расширение ̂  

алгебры Ли токов на окружности описывается следугацим обра

зом. Базис в пространстве Of- состоит из векторов Z.£, G^ 

( г er ̂  ), С и S , для которых выполнены следующие ком

мутационные соотношения: 

U i . L . l - C i - p L ^ + f r i ' - ' U S ^ .  0 С ,  

Еt-i ,£j 1 = -j , CI) 

[QiGj'J- г fj',0̂ 1 ? 

т.е. ^ является полупрямой суммой алгебры Вирасоро и ком

мутативной алгебры, порожденной G{,i<£ З', ёз . Элементы 

С и Ь принадлежат центру алгебры Ли ^ . Очевидно, 

Cß. - 4t Ф ̂  Ф -Vb , где ^ порождается LQiGQ , С и S , 
а 'Я к ^ порождаются с г < О и t с i > О 

соответственно. Алгебра Ли Of- обладает естественной граду

ировкой cU-G L[ - - i , de^ С = cfccj S - 0. 

Модуль Верма "VCA") , где A - $ ,^)е , по 

определению индуцирован одномерным представлением алгебры 

с в пространстве СЪг : Lj_ к>0, Сч{ ̂ О, <- > О, 

, S0v--> ü , С»С'; St->s . Это градуированный модуль с 
О w 

dun, (А) -ф(п): - Yi р(0 р (W-L ) , где р<Л"> - число раз-
v-0 

биений числа с, И- «г р(0) - / . Как легко понять, мо
дуль Верма устроен следующим образом. Вазис в V(A) со

ставляют векторы 

LGv.--
где ц>, iaV- i-v; >0, ̂  >^i>- •• >- > 0 . Действие ^ в 
VIA") устроено так: C,G 0 >S действуют умножением на 
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С,^,3 соответственно, действие вычисляется из 

соотношений СI). Отметим, что оператор L Q  ограничен снизу: 

Л/^(А) - собственное подпространство L0 с собственным 

значением (А + /г)5 п. ег А7. 

Нас будут интересовать представления алгебры Ли Of- со 

старшим вектором, для которых пространство представления 

W (А ) порождается старшим вектором uü , причем L- со -
- - 0( I >0 } 1_ 0иС = fyllÜ t  6l0UJ - Cuü -C(JÜ )  SuJ - StO. 
С у щ е с т в у е т  е д и н с т в е н н ы й  ^ - г о м о м о р ф и з м  V ( A ) — > W ( A )  
переводящий tr в w , Фактор-модуль модуля V(A) по мак

симально^ собственному подмодулю обозначается 1(A) . Не
нулевой однородный элемент oo е- V(A) называется особым 

вектором, если L^uj - j - О, i >0, 

Рассмотрим однородную компоненту степени - и, модуля 

V ( А ) .  В е к т о р ы  L G v  в и д а  ( 2  )  с  г ^ г + -  + +  ^  ^  -

ее базис. Применив к LGv оператор (л L.. 1_{д г 

где {;>-•>. v> 0, i;+ ig.+ •+1'к, V • + =vu по

лучим элемент пространства Cv, т.е. число. Проведя такую 

процедуру со всеми элементами базиса (.2} в "V^(A) , получим 

матрицу (А). Справедлив аналог предложения 3.14 в [4"]: 

Предложение I. Матрица (А), и, е /V/ является сим

метрической (определяемая этой матрицей квадратичная форма 

называется формой Шаповалова). Максимальный собственный под

модуль eg. -модуля V(A) является объединением U Кея. М̂ (\) 

и порождается особыми векторами модуля"V"(A). V>e/W 

Замечание. Как следует из соотношений (I"), элементы 

матрицы (А) - это полиномы переменных с, S. 

Для приложений важно изучение унитарных представлений 

алгебры Ли Oj- (со с старшим вектором) в гильбертовом прост

ранстве, т.е. таких представлений, для которых выполнены 

условия эрмитовости: 

L t -L - t ,  G *  - -  G - ; ,  i c  г .  

Нетрудно видеть, что необходимым и достаточным условием 

унитарности простого 0^ -модуля L (А) есть положительная 

полуопределенность матрицы M^(A) для всех неА/ , необ

ходимым условием - неотрицательность чисел C/ta , S и 
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вещественность ̂  . Ив соотношений (I) следу#*, что -сте

пень элемента (полшома) матршр (А) строго больше, 
чем ta-степень элементов (2.{; я дм любих 4ф(л.}? 

/ г. . Матрица dLüĉ Q̂ Q̂ ... .) при S> О и достаточ

но больших ta положительно определена, поэтому такова и 

матрица (.А) при ̂ .->Ло1 S > О . Таким образом, значе

ши А - (.с t (̂ ) S ) , для которое представление алгебры Ли 

Oj- унитарно, могут быть получены изучением нуле* определи

теля матрицы AVOb Мл(сД,а sy ф(л-ра) 

Теорема I. dit M^Cc^aS)* ̂  П 

PS-4«-, Р><ус* 
где НМ"- Ирj£V (с,^, = [^Cp-S-^8- + (8-cXpV+f - Z) + 

+ <.рг-^гИсг-о(гб-с) + 2й^г/з1, vc = vccvo>0. 

Наше доказательство формулы определителя oLetM^U) сле

дует общей линии доказательств подобных форцул для алгебры 

Вирасоро [5^ и ее суперсимметрическмх расширений - суперал

гебр Рамона и Неве-Шварца Оно основано на конструкции 

семейства конкретных фоковоких представлений алгебры Ли ^. 

Следуя методу работы ^6], из теоремы I получим 

Предложение 2. Для унитарности О}.-модуля L (сЛ > ^ i<3 ^ 

необходимо выполнение одного из условий: i) ?> > 0 ( с 1Й , 

Q-C(m) = 3.-6/т(т+0,А = Нр (̂е,д,<>), где р,<£, we А? 

И vn>p>,cy ; 2) с>/2 , S'>0,^eR) ta^ 

c^O,c>, {} &v>,0 ; 4) s-0, g-0, C--CC^H-- i-6М(тн), 

ta-Hp )ĉ Cc+^,C,0)j rfle p.^vn < Условия 

2), 3), 4)являются также и достаточными. 
Из теоремы I и общих результатов работы [7], нетрудно 

получить формулу характеров модулей LССЛ>^,^ ) со значени

ями из пункта I)предложения 2: 

eta L(e (S\ a Tl (tin L, x(c, t>,Q,S) 2 й" = 

~ .-г. + 

- П 2: p,cv - Ъ  -J 

где l-A 

X £"п(т+1).+- tCpimi-o ± Cf^m ) 
' г> > 
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Для этого достаточно заметить, что многочлены (cfi) 

и dstМ^( с+1, Ä,  0 /  i  ), где М к  (с, А) - матрица формы Шапо
валова для алгебр! Вирасоро, имеют одинаковые наборы непри

водимых делителей в кольце /к 

Отметим, что при фиксированных S> 0( cj /£> точки 

у (c(m)j , S)} еоть тал называемые »first intereec-

на кривых CCj Hp,о (c,g,s))G: [6J. Можно пока

зать, что матрица МК (С, К, О, О) положительно полуопреде

лена тогда и только тогда, когда тарова и матрица Мн (с; А) 

Тогда достаточность условий 3) и 4) предложения 2 следует 

из результатов работы [в]. 
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КОНЕЧНО ИНЪЕКГИВНЫЕ ПОЛИГОНЫ 

П.Нормак 

Пуеть S- моноид. Левый S-полигон gA называется 

конечно инъективным, если для любых конечно порожденного 

S -полигона сУ , мономорфизма р ; и гомоморфизма 

о< .* gX—А существует гомоморфизм р: 5У—>-£Д такой, 

что = . Последнее понятие введено j.Ahsanон. Полигон 

SA называется квазиинъективным, если для любого мономорфиз

ма JJ : jX—и гомоморфизма c<:sX—существует эндо

морфизм В : jA~*~SA такой, что . "Полигон называется 

слабо инъективным, если он иньективен относительно вложений 

левых идеалов моноида 5 в моноид S . Полигон является аб

солютно чистым, если он иньективен относительно вложений ко

нечно порожденных 5-полигонов в конечно связанные S -по

лигоны ([lj). Из последнего следует, что абсолютно чистые 

полигоны являются обобщением конечно инъективных полигонов. 

Называем моновд $ нётеровым, если он обладает условием мак

симальности для левых идеалов. Инъективную оболочку полигона 

SA обозначим через EfA). 
Теорема I. Следующие свойства левого S -полигона j А 

эквивалентны: 

1) Для любого полигона «jß и конечного множества 

{ а,; - . .; существует гомоморфизм <* : 5& —*$А 

т а к о й ,  ч т о .  =  ö i  ,  C s >  4 , ,  П .  
2) Для любого конечного множества ; .. .; Ол,} *= SA 

существует гомоморфизм с< : £ (А) ~>^А такой, что ы (О4) •=. 
L « I,..., . 

3)$А - конечно иньективен. 

Следствие I. Любой конечно порожденный конечно инъектив-

ный S -полигон является инъективным. 

Следствие 2. Все 5 -полигоны являготея конечно инъектив-

ными тогда и только тогда, когда все конечно порожденные $-

полигоны инъективны. 

Из результатов работы следует, что если все $-по-
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лигоны конечно инъективны, то моноид S регулярен, самоинъ-

ективен и все его левые идеалы линейно упорядочены по отно

шению включения. 

Теорема 2. Следующие свойства моноида S эквивалентны: 

1) Любой конечно инъективный S -полигон иньективен; 
2) Любой конечно инъективный S -полигон слабо иньек

тивен; 

3) Любой конечно инъективный 5  -полигон квазиинъекти-
вен; 

4) Любой абсолютно чистый S -полигон слабо иньективен; 

5) S - нётеров моновд. 
Следствие. Все абсолютно чистые S -полигоны являются 

инъективными тогда и только тогда, когда они конечно инъек

тивны и моноцц S нётеров. 
Примечание. Вопрос о том, когда все абсолютно чистые , 

слабо инъективные или квазиинъективные S -полигоны явля

ются конечно инъективными, наиболее сложный. Известно толь

ко, что если все квазиинъективные S-полигоны конечно инъ

ективны (абсолютно чисты), то моноид S не является группой 
и любые его два левых идеала имеют непустое пересечение. 
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О СУММИШМОСТИ ЭНДОМОРФИЗМОВ ГЕУШШ 

П.ЦууовИЕ 

Цувть G - некоторая группа и х., ̂  - ее эндоморфиз -

мы. Эндоморфизмы 5. и ij называются ортогональнши, евли 

г: Эндоморфизмы X Е <j называются сушшруемк

ий, если отображение х,+̂  , определяемое равенство» 

, также является эндоморфизмом груп

пы G . В работе [I] показано, что если х:,̂  - идемпотеят-

яыб и ортогональные элементы полугруппы WxL& всех эндо -

морфизмоБ группы S то вопрос о том, являются Д X г ̂  

суммируема®, решается полностью умножением в полугрупп® 

W<L5i • При этом значение суммы определено одно

значно свойствами полугруппы WL& . В настоящей заметке 

укажем еще один случай, при котором суша х+̂  двух эле

ментов полугруппы Wd.!k определяется умножением в полу

группе Wik . 

Приведем сначала некоторые обозначении и всоомогатель-

нне результаты. Вели х. - идампотент полугруппы W*LGt 3 

то &-» и X. действует тоадественно на эле

ментах подгруппы . Для :с, еЛлАХ* обозначим 

Ä { ъ & j x.i - ~ \ 

Sera при. этом - идемпотенты, то 

Jt twA-Si I с клхъ , С-ЗмЛ̂ , 

В таком случае %. из полностью определен своим 

действием на . 

В теоремах I а 2, а также в следствиях I и 2, предпола

гается, что - некоторые сушируемые и ортогональные 

вдвмпотенты аадугрушш WUi Toina 

(\ \ (j3l*,3L X ̂ »«ЧЛД ) 5 
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(см. [I], стр. 79 , 83). Через ^ÜV) обозначим центр подгруп

пы А, группы <д . Если tfcWS, то через t* обозначим об

раз эндоморфизма i при изоморфизме полугрупп bvvAGt и 

W<lk' . 

Теорема I. Пусть u, t Q^U. Тогда для справедливости 

включения Jwvu-C необходимо и достаточно существова

ние такого что 

Если такое vr^ существует, то оно определено однозначно. 

Доказательство. Предположим, что u, t О^Лх^и 3*^ с 

с £(3*^). Укажем эндоморфизм 4^tK&C=c+^i удовлетворяю

щий равенствам (I). Как отмечено, достаточно указать дейст

вие эндоморфизма ur^ на элементах подгруппы 

OL • ICLLO , OLFC^WSL , 

t WL, - l , 1 fe • 

В силу !Wu_ с tiiw^ отображение u^_ определяет эндомор

физм группы Gi , принадлежащий в Справедливость 

равенств (I) очевидна. 

Наоборот, предположим для существование эн

доморфизма ы^б. удовлетворяющего равенствам (I). 

Покажем включение -1rvvU_ С 
Пусть ULC.3IVV.X_ И . Так как Х. и TJ действуют 

соответственно на элементах подгрупп Jtwx. и J<w.u тож

дественно, то в силу равенств (I) имеем 

 ̂ , (2) 

- ü.U.ŵ <p = о-ц. j 

<tX. = 0_(j(_Ŵ O - О-СЧ,.3  ̂, 
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:V S  U- 1-", '» °  ^ >'Wi i ' .  V (Г) .'irtvM-

•t"' *A.^u) " i> ' ц • • ü-Uvy i U. 4 . ,  

4.'*rt •= 4-1 l.<W) . (3) 

•is равенства вытекав» равояояао 

откуда а салу паваиств (2) к (3) шеек: 

L I.U.U,) - U * ь • «с' i<uu,') "=- ft-> W - («u».'), 

т„в„ i. i jbj jJ&tii-k Ввиду oa li указанного набора пле

мени® a, a U а wo означав®, -что справедливо включение 

1-*«. с с£0«л)» однозначность эндоморфизма следует те

перь из равенств (2) а (3). Теорема доказана. 

Гаорема 2, Зсяи 3*vu.,V.v-c '?о 

u. * У - ^ > ' 4) 

где эндоморфизмы группы- & , указанные в форб^ли-

ровке теоремы I» 

Доказательство. Предположш, что выношены посылка тео

ремы 2 и показам равенство (4). для этого достаточно дока
зать. что эндоморфизмы кс+у- Я atŵ vâ ij грушш & дейст

вуют одинаково на элементах подгруппы J*ol группы St „ 
Отметим, что при и. ü> euenj, для сщраведивя 

равенства (2) и (3) (аналогичные рввевсхва имен* место а 

для ). Поэтому при 0Lfê M.x в салу ош̂ аив-еЗа̂ ииев* 

<*Л*.м^\рв ^ 

=• (sU-Ц̂ У lLot*0«p)̂  =(J<L-̂ eur>V(ctiO)̂  = 

- OwV 1а*4 - ̂OULV.V UV)-

 . . iL+v = xvr̂ vTo-̂ . Теорема доказана. 

Следствие I» Пусть ооаугрушш всех эндоморфизмов груш 

Q* и Ь* изоморфны и u.fê bUtij). Готда из включения 

Jkn. с следует включение \и.1с?_(̂ ')и наоборот. 
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Доказательство. Предположим, что полугруппа всех эндо

морфизмов групп 6. И изоморфны-

tevvcx. gt '== (5 ) 

Ввиду изоморфизма (5) и следствия 1,12 из [I], идемпотенты 

XT и ^ полугруппы WLG'.'V также ортогональны й сум

мируемы, причем Теперь утверждение следст-

вия вытекает сразу из теошмы I, Следствие доказано. 

Из теоремы 2 и следствия I вытекает: 

Следствие 2, Бели полугруппы всех эндоморфизмов групп 

&. и Ь* изоморфны и u, V а Qb̂ ,y> • -Vu ,;W с 2,(3^) • 
ТО ( М- U-1 А ^ U_v t v-*\ 

Доказанные выше утверждения дают возможность перенести 

некоторые результаты из теории колец эндоморфизмов абелевых 

групп на полугруппы эндоморфизмов абелевых групп. Например, 

можно доказать, что из изоморфизма полугрупп всех эндомор

физмов двух периодических абелевых групп следует изоморфизм 

самих этих групп (для колец эндоморфизмов периодических абе

левых групп аналогичный результат доказан ранее Бэром и Кап-

ланским [2J, стр. 265-267}. 
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два оярдашия X -радикала поликолырщов 

Э.Реди 

Рассматриваются поликольцоиды, введенные автором в ИЗ]. 

Гомоморфизмы и идеалы поликольцоидов определены там же, а 
конгруэнции поликольцоидов и факторполикольцоиды определены 

в [4]. В дальнейшем предполагаем, что основной полиграф и 

сигнатура Л фиксированы. Поликольцоиды обозначаем через 

А, В, , а запись A-ä В означает, что поликольцоид 

А является левым идеалом поликольцоида ß . 

Пусть X обозначает класс поикольцоидов, замкнутый от

носительно гомоморфных образов. Поэтому класс X содержит 

и поликольцоид О, состояций из одноэлементных il.-алгебр. 

Кроме того требуется, что О  < ä  А для каждого А е X .  

Определение I. Назовем X-радикалом поликольцоидов 

функцию j-, сопоставляющую каждое поликольцоиду Л1 неко

торый его идеал -ff/%), если удовлетворяются следующие требо

вания: 

PI. Если ф:Д-^В является эпиморфизмом, то 

<f (-f(ЯП s f(ß); 

р2. f (л / -f (а)) = ю; 

РЗ. Если А s X, то Cs Л A f(D = С £ с 
Р4. Если Д £ К, то i (-f (/?)) = { (А). 

Поликольцоиды, удовлетворяющие условию f(А ) = А , называ

ются f -радикальными, а те поликольцоиды Л, для которых 

$(а) = о , называются j-полупростыми. 
Если Ж есть класс всех поликольцоидов (над заданными 

полиграфом и сигнатурой), то X-радикал является радикалом 

в смысле Куроша ГЦ. 

Предложение I. Если функция f, сопоставляющая каждому 

поликольцоиду некоторый его идеал, удовлетворяет PI и Р2, 

то для любого поликольцоида ^ образ f (ft) является наи

меньшим среди идеалов в А , фактор-поликольцоиды по кото

рым j -полупросты. 
Поскольку почти-кольца - частный вид поликольцоидов, 

то лемма 2.1 из Г2] является частным случаем предложения I. 

Будем теперь считать, что класс X поликольцоидов обра
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зует категорию, в которой морфизмами являются гомоморфизмы 

поликольцоидов (может быть не все) и выполнены два условия: 

1° для гомоморфизмов ос:Д-»В, ß: &-* £, удовлетво
ряющих условию ЗСцл ос с Хел /3, существует некоторый 

гомоморфизм f: ß С такой, что =  ß ;  

2° для каждого А полную решетку образуют конгруенции 

{Хел oo I OL : А -> В (В & ЗС)\ 
Определение 2. Назовем Ж-радикалом поликольцоидов 

функцию <р, сопоставляющую каждому поликольцоиду А некото

рую его конгруенцию у (А), если выполнены следующие требо

вания: I. Если ф : А -* В является эпиморфизмом, та 

цз ( <?ih)) Q (? (В): 
£ .  $ >  ( А  / p i l k ) )  -  О  (т.е. является нулевой конгруен-

цйей. Поликольцоиды А с условием 9 (A) = 0 называются 

с -полупростыми, а те А, для которых 9 (А) =4 (т.е. является 

единичной конгруенцией), называются у-радикальными. 

Предложение 2. Класс всех ^-полупростых поликоль

цоидов является замкнутым относительно подпрямых произведе

ний. Всякий подпрямо замкнутый класс поликольцоидов является 

классом всех р-полупростых поликольцоидов для определенной 

функций 9 . 

Обратим внимание на то, что предложение 2 является ана

логом предложения I Штреккера С51 для универсальных алгебр. 
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ОБ ЭКСТРЕМУМАХ ПЕРМАНЕНТЫ 

А.Ряммер 

Перманенты являются объектом математического исследова

ния как в линейной алгебры так и в комбинаторике. За послед 

ние 30 лет бьш накоплен большой материал по самым разным 

вопросам о перманентах. В первую очередь, это относится я 

оценкам сверху и снизу перманентов матриц разнообразных клас

сов 1в частности, для (0, -I) -матриц, для неотрицательных 

матриц, для дважды стохастических матриц, а также матриц из 

ряда подклассов названных классов;. 

Пусть i) - пяп. -матрица с вещественными эле

ментами. Перманент матрицы X определяется по формуле 

\ у V -

р^-х а •— ^-tau)^2erci) '  ••• ^nscn) 

где сумма берется по всем перестановкам символов 

Если указанную сумму брать только по всем четным перестанов

кам, получим четный перманент 

X - лкгб0 ̂tir ' fr)' *'•' , 

если же суммировать по всем нечетным перестановкам, получим 

нечетный перманент. Из этих определений следует, что имеют 

место формула 

р*. X - ptn? X + Р^ X и cUt X =тгХ - /**" -X, 

Доказаны следующие свойства четного перманента. 

СВОЙСТВО I, Если Р и Q. - матрицы перестановки О 
одинаковой четностью, то реяУ X - PXü , 

Пусть Qti„ множество всех возрастающих последователь
ностей натуральных, «шсвлг Q i - n  = { (  j  у $ n j \  

Свойство 2. Если /5 с G , то 

рея.* К - > (' рм.' х(« /js). pefXt«ffj+р** Х(<* I?) 'PVŽ % ["• Iß j i *• 

,-y>;V=.V ' 
где £ =. *,+ ...+ei* ,£=?*+•' f p,t „ а к-любое натуральное 

число 

Если д и du« матрицы, то для вычисления четного 

перманента матрицы x -t-b* имеем следующую формул.у. 
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Свойство 3. Верна формула ( 

i > м ' ( х у ) -ž" ̂  jplßlj 
tvö <ч {*6(vf,rt , 

äta г£к 

ni, л "j 
cvs'^^fc+'f' 

Матрица с неотрицательными ввщвс̂ евйннши элементами 

н а з ы в а е т с я  д в а ж д ы  с т о х а с т и ч е с к о й ,  е с л и  ~  j * у  

для всех Но известной »/«орем© Г„Биркгофа(['1] ,атр. 

47 ) каждая дважды стохастическая матрица является выпуклой 

комбинацией матриц перестановок. Матрица называется датно 

дважды стохастической̂ если она цредставииа в виде выпуклой 

комбинации четных матриц перестановок Множество всех таких 

матриц обозначим 12/̂ и, Матрицу А& -(2а„ назовем миними

зирующей, если jm.* A -Mn-fpenf'X jK̂  Ди,}, Поиск шнюязирущей 

матрицы можно начинать при п«3( ибо если п»1 или n = Z9 
то единственной четной двшды стохастической матрицей будет 

единичная матрица. Используя ниже следующую теорему 2,пока

зывается, что в случае л » 3 шюек Л'̂ з. Здесь — 3x3 
шорнца, все элементы которой равны ~И} „ 

Доказаны некоторые теорет о шшимизируящей матрице и 

классе чётно бистохастических матриц. 

Георема I. Минимизирующая чётно биетохастическая матри

ца вполне неразложима. 

Георема 2. Beer в чётно бистохаспгоеской иипимипирующей 

в случае i+j = 2Lк имеет место рел* A C^lf) — f***?A, а 
в случае £~ty'верно pV-'ACtlj) - ре*?А, 
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О РАЗЛОЖЕНИИ ОДНОРОДНЫХ ПРОСТРАНСТВ 

С ПОЛУПРОШМИ ГРУППАМИ 

А.Фляйшер 

Изучаются односвкэные однородные пространства G/H С ПО-
лупростами группами Ли G н Н. На всяком таком пространстве 

естественно возникает редуктивная структура ([3]), т.е. для 

соответствующих алгебр im Cj к h имеет место прямое разложе

ние g=ft+m, для которого (AdM)mcm. Следуя [4] , фиксирован

ное редуктивное оснащение т можно превратить в неассоциа-

тивнуг. антикоммутативную алгебру, полагая для к,у*т, прока-

ведение xä = [x,y]m, где [х^]^ - проекция [x,d] на подпрос
транство iru 

Известно CClj), что на полупростой g можно определить 

невырожденную форму Киллинга К, ограничение которой на к, в 

силу полупростоты h% также невырождено. Введем в рассмотре

ние отображения 
Ä ( U )  :  ,  У  « Г " ,  У  j  ,  

L (X) : т — т. , У~ХУ> 

для х,уbnv.Uth. Взяв в качестве т ортогональное дополнение 

к ft относительно формы Киллинга, получаем редуктивное разло« 

жение ср £i+ тЛ [2 J), пригем форма В- К ограничение К на т) 

невырождена на т, и отображения ffi(u) и L(X) являются й-косо-

симметрическими. Из тождеств алгебры Ли ^ следует, что под

пространство ' , 
m. c =  i £ ( u ) X  = 0  

является подалгеброй Ли алгебры т и потому ha-h+ma будет 

подалгеброй Ли в д. Невырожденность формы В на т0позволяет о-

осуществить ра&ксгение m=m0+n., где tv ортогонально т0 относи

тельно 6. Дальнейшее разложение связано с подпространством 

т,^ — { У £ п I L (V) У - с v Vc- шд jfр  

которое, как нетрудно показать, будет не только подалгеброй 

в т, но и act •&. -инвариантным подпространством с невырожден

ным ограничением В. Его ортогональное дополнение mz январи*, 

антао относительно L(m-i) и что дает возмож

ность сделать следующее заключение-

Теорема I. Пусть g - полупростая алгебра Ли и А - ее по-
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лупростая подалгебра. Твгда 

1) пара (дД) является редукттной с разложением дЛ+пъ, 

где т, - ортогональное дополнение к к относительно формы Кил
линга К алгебры ̂ ; 

2) алгебра т. разложима в прямую сумку а с< ft.-инвариантных 

подпространств rrb=mli»n!1+mi,удовлетворяющих соояюнеииям 
, т,угь л-0 , т 0  т г  <= m-z. }  

m^niicrru-i, т., nvz. 
3) подпространства ft,0=A.+m» и ̂ =к*гпа*тл является под

алгебрами 1н в g и пары и iq.h) рвдуктнвиы. 

Если (&,Н) - глобализация пары СдЛ) « где Ĝ H-связные 

группы Ли с соответствующими алгебрами g и к, то имеет мес
то разложение 

G/h = &/но 
х G/H, , 

сомножители которого, по теореме I, также редуктивны. Заме» 

тям, что в силу коммутационных соотношений теоремы I, ото 

разложение отлично от традиционного разложения де Рама Рома

новых естественно редуктивиых однородных пространств ([I]), 

Б случае простоты g и полупростоты к указанное разло
жение становится невозможным ввиду следующей теоремы. 

Теорема 2. Пусть  ̂- простая алгебра Ли и к - ее полу
простая подалгебра. Тогда пара {.у,к) редуктивня, причем для 

фиксированного радостного оснащения т, имеем либо mz=0 

либо алгебра т, проста. 

Литература 

1. Кобаяси Ш., Номидзу К. Основы дифференциальной геометрии. 

М.: Наука, 1961. 

2. Фляйиер А. Об одаом классе редуктиных пространств // 
Тр. Геом. семинара. 1974. Т.бГС. 267-276. 

3. Sagle A. On anticomautative algebras and homogeneous spa
ces// J.Hath, and Mech., 1967. N16. P. 1381-1393. 

4. Nomizu К. Invariant affine connections on homogeneous 
spaces // Amer. Math. J., 1954. V.76. jr. 33-65. 

Тартуский государственный университет 
Лаборатория прикладной математики 

5 

33 



)Б ИЗОМОРФИЗМЕ СПЛЕТШИЙ МОНОИДОВ С КАТЕГОРИЯМИ 

В. Фляйшер 

Конструкция сплетения мл 1Дов с категория« была вве

дена автором в [I ] с целью , -смотрения с единой точки зре

ния как обычного сплетения моноидов [4], так и полугрупп 

эндоморфизмов полигонов, разложмк в копроизведшие подпо-

.1игонов с 2j. 

lycTb X - произвольная малая категория с множеством 

объектов JE = Ofe и множеством морфизмов М = -^оч %. Для 

произвольных х,^е X через -Кf-зс,^^ будем обозначать 

множество морфиамов из объекта ж в объект ^ . В дальней

шем, ,бозначая произведение морфизмо-в о<. р> считает«, чир 

ькачале применяетсячюрфизм £ . Для произвольного xel 
положим К fx) - Пусть S-произвольный моноид и 

есть левый S-полигон. Через F(3E,JU) будем обоз

начать совокупность всех таких отображений $ • Эс -» М } что 
для любого хб X j-i'x")«? JUfx). В множестве S * FfOE.JU) 

рассмотрим подмножество 

OL j ъе S , f £ Ffe.-W) , ffx")e JUfj 

На множестве Gl определим умножение следующим образом: для 

любых , (̂ >g) Ol 

'v-n^g) 

где(-ft ̂  Vac1) - • g(x") ддя любого хе 'S . Шюжество öl 

относительно введенной операции умножения является полу

группой» называемой сплетением моноида 3 с категорией Tt и 

обозначаемой (S wi, X), 

Б работе С I ] рассматривались условия изоморфизма двух 

сплетений моноидов с категориями. В частности, там была до

казана (теорема 2) теорема об определяемом« категории в 

классе сплетений категорий с моноидами, т.е. изоморфизм сп

летений (S tos. ЗО » (Т пл. <£) влечет изоморфизм категорий 'Ж ̂  
* 2- . При этом предполагалось» что мнояества объектов рас

сматриваема категарий, как полигоны, удовлетворяют опреде

ленным условиям допустимости. Категория X называется до
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пустимой для моноида S , если 3t » 0П1 является допустимые: 

S-полигоном [4.3, т.е. 

1) i3l > л i 

2) если -6«.«•х дня любого «• 2t , то * «1 • 

3) для каждого at Э£ сушествует единственный элемент 

-ieü такой, что ^-ас для любого JJtSE, 

4) для любых ,а,|е Э£ (ce+ip найдется "ttS такой, 

что tx ̂ а 1 *•£ . 
Ь настоящем сообщении мы рассматриваем изоморфизм спле

тений моноидов с категориями, значительно ослабляя требова-

ниё допустимости исходных категорий. Именно, в дальнейшем 

мы будем предполагать, что множества объектов рассматривае

мых категорий, как полигоны над соответствующими моноидами, 

удовлетворяют лишь условию 3) из определения допустимости. 

Ясно, что в этом случае теорема об определяемое«. катего« 

рий уже неверна , о чем свидетельствует аналогичная ситуа

ция для сплетений моноидов [3]. 

Для того, чтобы сформулировать полученный результат, 

опишем конструкцию сплетения двух малых категорий, одна из 

которых является категорией множеств, .эта конструкция яв

ляется частным елучаем сплетения двух произвольных малы,, 

категорий, введенного Ч.Уэлшем в работе [51. 

Пусть £ - некоторая малая категория множеств и 51 -

произвольная малая категория. Пусть для каждого А *=• 0£ ?. 

задано отображение fA •А - OS а . Определим новую категорию 

называемую сплетением категорий £ и St и обозначаемую нами 

(£ dt). Объектами категории (t u-'ъ Ж) являются элемента 

вида (А ,^д) , где A t 0££ ( а морфизмами ИЕ JU ( (A-,vV> 

(В , ц>в)) элементы вида (ы, $) , где t JU (А, В) , а 

^ : а -» juoi ;£ такое отображение, что f (а) t- ju ( fa(co 

Чь ) для любого at Д . Композиция морфизмов катего

рии fc тi)xl определяется еледупцим образом: для любых 

MilА,НЧ"> , (Р^) - JU,'(&,na ), (C,vv 

где (g^ ,-f) (<T) - для любо г-.1 at А 

Теорема I. Для произвольных моноидов £ и т у малыл 
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категорий 'ЭС и at из изоморфизма сплетений 

(sotfttc) а (ткис^о 

вытекает существование малой категории множеств £ такой,что, 

с точностью до симметрии, категории ЗС и (£ют.Х) изоморф
ны, причем (А} п «f (6) = ф , V %(К) = } ^ _ инъ-

ективно для любых А,е> € Ot £ . 
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LOOQIKAPROGRAMMI MDJIMAALHE SEMAHTIKA 

J.Henno 

Mõned kasutamistingimused (näit. töö reaalajas [4]) esi

tavad loogilise tuletamise süsteemidele erinõudeds 

- programmist P valemi В tuletatavuse PHB kindlakstege

mine peab toimuma võimalikult kiiresti; 

- süsteem peab oskama sooritada ka metaarutlusi: "mis 

järeldub valemist В ?", "millest järeldub В ?", s. t. suut

ma leida minimaalsed valemid А, С sellised, et P t— В-» A, 

Ph- С—» В (ja jälle võimalikult kiiresti). 

On selge, et sellistes süsteemides ei rahulda tõestuse 

(tuletuskäigu) otsimise algoritmid "teoreemist aksioomide 
suunas" (tagurpidi laine), mida kasutatakse näiteks Prologis. 

3t ülaltoodud küsimustele võimalikult kiiresti vastata, peab 

süsteem eelnevalt välja arvutama mingi kõigi tuletatavate 
valemite hulga karakteristiku, mis võimaldab nendele küsi
mustele kiiresti vastata (eeltöötlus on sellistes süsteemi
des tavaliselt lubatud). Selliseks kõigi tuletatavate lau

sete hulga (st. programmi poolt määratud teooria) minimaal
seks karakteristikuks võib olla programmi minimaalne seman
tika. 

Olgu programm P esimest järku predikaatloogika kvanto-

rlteta lauset* (literaalide disjunktsioonide) lõplik hulk. 
Programmi P minimaalne deklaratiivne semantika on selline 
minimaalne lausete hulk sem(P)»{B, РЬ— в}, et 

1) ükski lause В € sem(P) ei ole tautoloogia; 
2) iga В, PH В jaoks leidub A fe sem(P) ja selline subs-

titutsioon Q et ВЭ * А. 

Kui programm P koosneb ainult lausearvutuse lausetest, 

on sem(P) programmi lausete konjunktsiooniga määratud funkt
siooni lühendatud (konjunktiivne) normaalkuju. 

Lihtne on naha, et sem(P) on programmi P täpne karakte
ristik, s.t. ta on prõgrammiga üheselt mäaratud ja program
mide P1, P2 Jaoks 

( 3B) lP,1 k-B & P2tfB) aem(P1) ^ sem(P2). 
Peale selle 
1. sea(eem(P)) - sem(P); 
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2, PI ̂  И (s.t. (УЗ)(Р1В Р2»-2) Bits ,1а ai

nult ail0ä žul 98щ(?1) вэт(Р2), 

1'о or a eru. Kui. programm Я kooaneb lausearvutuse lause

test, on hulk sem(?) lõplik ,1a selle võib arvutada ajag^ 

0(nJ) , 

Kiire ulgorite. hulga aem(P) arvutamiseks lauaearvutust 

juhul on realiseeritud sustasmis 1KTELLA tanaloo^il.1 • 

aed algoritmid 0n esitatud töödes [*f] [з] )» Algoritm 

põhineb hulkade Po, P i ,,, ., P<\ (n - muutujate arv) .lärjeat.i 

kusel arvutamisel, кил 

PO aaadakae hulgast V tautoloogiate ara Ja tmiaega; 
- P(i+1) saadakse hui^sast Pl selllate muutuja ai abil 

sooritatud resolutsioonide tulemuste lleamieel., mis ei ole 

tautoloogiad (aeda on v'jiaalilt kontrollida aime resolutsioo-

nl sooritamist) koos saadud hulga mialaiaeerimiaaga (в.*» 

eemaldataks« koii: laused £, mille jaoks leidub .juba tuleta

tud lause A nil., et BS А. 
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о расширений замкну-ш максшалшх вдеалов 

центра локально псевдовшушх алгебр 

Ü. Абель 

Г, Пусть А - топологическая алгебра (т.э. линейное то

кологическое пространство, над К' гак над С , «еторое являет

ся ассоциативной алгеброй с раздельно непрерывным умножением 

злекентов), mf (a) ( т, (а) и т {А) ) - множество всех замк
нутых максимальных регулярных (соответственно правых и дву

сторонних) идеалов алгебры к и l*xd А ® /7 f М : М е /и (А . 

Топологическая алгебра А называется 

а) локально псевяовыпуклой аьгеброй. если ее топология 

определена системой f р*.: и ъ.ОС j непрерывных ^-однородных 
полунорм при О < <4 для всех яе öf (например, локально 
выпуклые алгебры, локально ограниченные алгебры и многие 

другие (ей.[51 5 е. 157)). В частности, когда ^ - р ДЛА 
каздого е &Г , то А называется локально р-псевдовыпук.-

лой алгеброй, а когда j^(axV) 4 длк каздых <ieÕ1 к 
a,a's А , то - локально /П-псевдовыпуклой алгеброй; 

(>) поглощенно псевдавыпуклой алгеброй, если она локаль

но п се вд о выпук ла и для каждых ы. е CK к а с А найдутся 'гакке 

положительные числа к ЫН,а) , чаю рДао'Н Mfv,a>p^(a) 

и <- Nk&)fbJ&) для acex «teöf (-например,, поглощенно вы
пуклые алгебры (см. L&1, с. j41), локально frt-выпуклые алгеб
ры, локально /п-псевдовыпуклые (в частности локально ограни

ченные) алгебры и другие); 

su алгеброй Фреше, если ома полна у, иетризувма: 
г) алгеброй с непрерывным обратным (квааиооратным) , 

.  н у  м — а х  I  ' " • i l l  м м — т ч и  

а ели множество ооратимых (соо^вотс^венко, квазиоОратных.) 
элементов алгеоры А омфыто к обращение (соответственна, 
нвазнобращение > злекентов непрерывно в топологии алгебры А 

й) нормальной алгеброй, вели кавдый замкнутый регуляр
ный двусторонний идеал алгебры-' А содержится в некотором 
замкнутом максимальном регулярном, двустороннем идеале этой 
алгебры (например, Q. -алгебры, коммутативные отделимые ло

кально m-iр-псевдовыпуклые) алгебры (в частности коммутаткв-

мые р-банаховы алгебры и кошутативнке отделимые локально 
ru-выпуклые алгебры (см. ̂ 41, с. 231-232)); 
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е) вполне регулярные алгебры. если в ядерно-оболочной то

пологии т(а) является отделимым пространствам и калщый идеал 

М«я9(a) имеет окрестность, ядро которой есть регулярный идеал 
алгебры А; 

ё) топологически сильно полупростой алгеброй, если 
ted А = {вд!> , где еА - нулевой элемент алгебры Д . 

Элемент а топологической £-алгебры А называется огра

ниченным. если найдется такое число А Е- С \ {OI, что множест
во {(а/Л)"': п с n j ограничено в алгебре А-

В  книге[ V I  , с. 85, приведены условия для того, чтобы 
каждый максимальный регулярный идеал центра банаховой С-ал

гебры А содержался в некотором максимальном (следовательно к 

замкнутом) идеале алгебры А . Целью данной заметки является 

описание тех классов локально псевдовыпуклых алгебр, в кото

рых справедлив аналогичный результат, 

2, Используя теорему 3.3 из статьи LI]имеем 

Теорема I. Пусть А - топологическая €-алгебра с едини

цей и Р - ее замкнутый примитивный идеал. Если выполнено од

но из следующих условий: 

(а) А является локально псевдовыпуклой алгеброй, вее 

элементы которой ограничены, 

(б) А является локально псевдовыпуклой алгеброй с не

прерывным обратным; 

(в) А является поглощенно псевдовыпуклой алгеброй 

или 

( г )  А является локально псевдовыпуклой алгеброй Фреиб) 
то центр факторалгебры А /Р топологически изоморфен полю С . 

Следствие. Пусть А - топологическая С-алгебра с едини

цей ,Z - подалгебра центра алгебры А , содержащая единицу ал

гебры А, и пусть М® (A) L/ fii (а) vm (а) , Если выполнено 
одно из условий (а) - (г), то М Ože /n(Z}., 

Б случае банаховых алгебр теорема I доказана в [бЗ , с. 

1021, и следствие доказано в [31 , с. 195-196 (см. также И, 

с. 467). 

По следствию отображение М  —»М П  Z отображает т ( А )  в 

т (Z) . Следующая теорема характеризует те классы локально 

псевдовыпуклых алгебр, для которых рассматриваемое отображе

ние является сюрьективным. 

40 



Теорема 2. Пусть А - топологически сильно полупростая 

нормальная отделимая £-алгебра и 2 - вполне регулярная под
алгебра центра алгебры А. Если выполнено одно из следующих 

условий: 

( а ' )  А  является локально псевдовыпуклой алгеброй с еди
ницей, все элементы которой ограничены, и Н содержит единицу 
алгебры а з 

(б')А является локально псевдовыпуклой алгеброй с неп

рерывным квазиобратныы, 

(в) или (г), то калщый идеал МernCZ) содержится в таком 

идеале М.е.т(А ) , что М = ЛЛ П 2., 
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РАСПРЕДЕЛЕНИЯ ПОЛИНОМИАЛЬНЫХ ФУНКЦИОНАЛОВ И 

ОСЦИЛЛИРУЮЩИЕ ИНТЕГРАЛЫ 

З.И. Богачев 

Пусть < - оепарабельное банахово пространство, ч -

мера на < , бесконечно дифференцируемая в смысле С.В.Фомина 

ао подпространству D плотному в X, причем сама мера м л 

асе ее частные производные по направлениям из D обладают 

моментами всех порядков. Полиномом на X будем называть 

функцию Р вида ?сх) = а0 г Z* Р„ (х ... >о, где Р. - непре-

оывные ii-линейные функции. 

Теорема I. Пусть для всякого к пространство X пред-

зтавимо в виде прямой суммы замкнутых подпространств , 

--.,Х причем для каждого к.$и. множество 0ПХк плотно 

в Хк , Рсх}= РСтг.х)1- , .. •*" p(irnx.i, где - естественная 

проекция на Хк. Р не постоянен на Хч. Тогда функция 

распределения случайной величины Р на СХ, щ) бесконечно 

дифференцируема, а плотность распределения этой случайной 

величины принадлежит пространству SCR" 1). 

Следствие I. Если выполнены условия теоремы I, то 

функция t 5 ехр |»v(oU) принадлежит пространству 

5(R1). В частности, она убывает на бесконедаости быстрее 

любой степени. 

Следствие 2. Заключение теоремы I справедливо, если 

X - сю,il, ?Сх) =• где 0̂  - многочлен на R4. 

отличный от константы, ß - гауссовская мера на С [0,1]. при
чем для каждого и в С 10, 'Л существуют и. функций с 
непересекающимися носителям, лежащих в множестве допусти

мых сдвигов меры , то есть в образе корреляционного 

оператора меры ;ч . Указанному условию удовлетворяют меры, 

соответствующие процессам дробнаго броуновского движения,» 

частности, мера Биьера. 

Теорема 2. Пусть Р - однородный полином, обращающийся 

в нуль лишь в нуле. Тсгда справедливо заключение теоремы I. 
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Будем говорить, что множество нулей t, полиномиального 

отображения из X в банахово пространстве У имеет беско

нечную коразмерность, если для каждого к найдется такое 

-мерное линейное подпространство L п с К , что множестве 

"2. конечно или пусто при всех х £ X. 

Теорема 5. Пусть мере м имеет компактный носитель К 
множество нулей производной полиноме Р имеет бесконечную 

коразмерность, причем подпространства lp могут быть вы

браны в D , а критические точки Р на К fK L невы-
рождены Тогда справедливо заключение теоремы 1 и следст

вия I. 

Московский государственный университет 
Кафедра теории функций и функционального анализа 
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WCG -ПРОСТРАНСТВА ПОС1ВДВАТИШОСТЕЙ 

И. Боос, Т. letrep 

1. Пяиппьно »тухлое пространство называется WCS-лросТ"-

рамством, ее» оно содержит абсолютно выпуклое слабо ком

пактное подмножество, линейная оболочка которого всюду плот

на. WCG -пространствами являются, например, сепарабельные 

пространства #реше, а также рефлексивные банаховые прост

ранства. К сожалению, WC6-свойство не наследуется замк

нутыми подпространствами. Этим обстоятельством обусловлено 

определение в [ 4 ] следующего понятия: локально выпуклое 

пространство, топологически изоморфное подпространству не

которого \л/С6-пространства, называется ^ibWCG-прост

ранством. Оказывается, что многие утверждения о сепарабель-

ных пространствах сохраняют силу и в случае subVJCG -прост

ранств. Например, следующая теорема о замкнутом графике об

общает теорвцу, доказанную Кальтоном L53 в случае сепара-

бельного В„ - полного локально выпуклого пространства F. 

Теорема I. Пусть Е - пространство 1!акки. Сопряженное 

пространство Е1 является ^СЕ',Е )- секвенциально полным 

тогда и только тогда, когда кадцый замкнутый линейный опе

ратор Т: Е-» F непрерывен при произвольном 8 - полном 

%ajJo WCG -пространстве F. 
В случае банахова WCG-пространства Г это утверждение 

доказал Марквина Г61. 

2. Пусть X - пространство Фреие, топология tx которого 

задана последовательностью полунорм , vnelN. Через wlX) 

обозначим множество всех последовательностей х= (хк) с 

хке X, к £ IN 1 а через Ц>(Х) подмножество всех элементов 

X£U()0 с хк * О только для конечного числа индексов ке1Ы. 

Пространство Фреше Е: = ЕСХ) , где Е с CJ(X); называется 

F К -пространством, если операторы тгк: Е ->Х с ттк(х) :-хк> 

k. & IN непрерывны. В частности, в векторном пространстве 

с(Х) всех сходяцихся в X последовательностей полунормы 

X1 * nelN определяют FK-топологию. 

Пусть, далее, У - пространство Фреше, а Д= (Апк) -
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матрица непрерывных линейных операторов из X в У, т.е. 

А„ке КХ,У) , Рассмотри преобразование с 

Ч*.'- =  (х к1 , к € IN . il) 

Если для каадого х е Е(Х) А-ОО существует и принадлежит 

F СУ), где Е и F - некоторые FK-пространства, то 

преобразованием (1) определяется непрерывны* линейный опе

ратор А • = Е" F. 

Поде сумшруемости 

С А —  С А  ( X 1 )  i * £ c o ( X )  !  

натрии А является FK-пространстюм {111) .  Отметим сле
дующее важное для нас свойство поля суммируемости . 

Теорема 2. Если X - sxofc WCG -пространство *pene, а 

У - замкнутое подпространство некоторого WC 6-прост

ранства Фреше, то сд является i^xfeWCG-пространством 

Фреие. 

Для FK-пространства Е с Е (X) обозначим через 

WE подмножество таких элементов Xfe Е , при которых 

U, хл, 0,0,X UCE.E')), 

Вместо WcA будем писать WA . 

Векторное пространство ž: = iCX), где Z с W (X), 

будем называть солиднш, если (f к ) е. 1 для всех 

хь 2 и ограниченных числовых последовательностей (£к). 

Теорема 3. Пусть Е - FK-пространство, a ~L - солид

ное пространство последовательностей, содержащие ^ (X). 

Если С
А(Х) ̂(Х), то 

G с с д  Сд с. V/ A  , (2) 

где &: = 6СХ): - 2 nWE, 

В случае X = У = IK теорема 3 остается верной, если в 

ней заменить сл произвольным сепарабельным FK-прост-

ранством (см.[33). Ниже показывается (см. теорема 5), что 

если X и У те же,что и в теореме 2, то в теореме 3 Сд 

можно заменить произвольным suAWCfc- F К -пространством 
f*-= fix). 

Отметим еще, что теорема 3 справедлива при более широ

ком классе пространств Ъ (ср.[3]). 
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3. Пусть Е - некоторое FK-пространство с Е 3 (X 

Обозначив 

е^!= е^х'ч »= \ ф г ~  t^) бw(.k') : lk̂ ckt • 

г .. сходится для всех х е Е 2 

Тогда Е и Е составляют дуальную пару с билинейной формой 

N ^ X ? • — к Ц| к С. X к ; 

При помощи теоремы 1 доказываете? 

Теорема 4. Следующие утвервдения равносильны, 

1) Е является <Г С Е , Е )-секвенциально полные 
2 j если F-'-FCV -некоторое ijujo W С о -пространства 

а А - Н F - оператор, определенный преобразованием 
(I), замкнутый в топологиях tlE.E*) ;i Th то д 
непрерывен в этих топологиях, 

З1 если WC fr» Fk-пространствс f • - f< X ) включает 

с , то вложение непрерывно в топология". 1 (Е,£^J к 

4) если uajq К/С6-f̂ -пространство F : - FСX i вкличае? 
fc , то F с U,/^. 

В случае X--У = IK к сепарабельного FK-пространства F 

эта теорема доказана Бенпотом и Кальтоном Г. 2]. 

Из теорем 2,3 и 4 вытекает наша основная 

Теорема 5, Пусть X - <5 -пространство Фреше, 

а Е . г. и G те же, что и в теореме 3. Тогда верны следую

щие равносильные утверждения. 

Ii r,fi является <?4G!', G (-секвенциально полным, 

2) для каадого stüoWCii- FK-пространства p=F(X) 

верна импликация 
g с f' => & с , 

3) если У - замкнутое подпространство некоторого WC&-

пространства Фреше и /\„к£ L (Х^У), и,Kfe INI, то верна 

импликация ( 2 )  
4) для кавдой матрицу А = (fMK ) с fc X , и.,к fc in вер

н а  и м п л и к а ц и я  ( 2 ) ,  

4 
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ВЛОЖЕНИЕ РЕШЕТОЧНЫХ КОНУСОВ В 

УПОРЯДОЧЕННЫЕ ВЕКТОРНЫЕ ПРОСТРАНСТВА 

А.И.Векслеъ 

Под конусом понимается коммутативная полугрупп« / 

tc сокращением) с нулем © „в которой определено умноже
ние не неотрицательные числа, причем i) ACoc+tp = Хх- +лц , 

Aä + UX; 3)CA/iJX -A(/DJ ; 4) 0 - Л  = ©; 
5"И. X - X . Конус называется решеточным, если он одно вое--

менно является решеткой с наименьшим элементом (J) , причем 

б)-х>^ =» -зс-ю,>у+-о. и x>l(.,x>o=» xx >хч -

Заметим^ что в отличие, например, от £l] и [2j мы не 
требуем от решеточного конуса свойства трансляции супремума; 

CL+- С'эс V ̂  J = Col+xJV Ссс+ ̂  ) . 

Пусть % - линейная оболочка X , т.е. совокупность 

всех пар { х, у ) с естественными линейными операциями к 

отождествлением, причем С X, lj ) £ О означает X г* у . 
Тогда TL является упорядоченным векторнш пространством 

(УВП), в которое X естественным образом вкладывается d 

виде воспроизводящего конуса, причем Л с 

Приводятся примеры, когда У не является векторной 

решеткой (BP). 

Теорема I. Для того, чтобы ^ была BP, в которую а 

вкладывается в виде подрешетки, необходимо и достаточно^ 

чтобы в X выполнялось сзойство трансляции супремума и 

соответстветствуицее свойство трансляции инфицума (кстати, 

ати свойства никак не связаны друг с другом). 

Близкий результат имеется в [2] . В общем случае 

оказывается, что "£ может быть BP, хотя Л и не вклады

вается в % в качестве подрешетки. 

ЕЗудем говорить, что в X выполнено свойство финаль

ной трансляции супремума (СФГС), если 

Vx \/^ 3ß Vol (CL1-& + DZ) V(a.+g+y)). 

Аналогично определяется свойство финальной трансляции 

инфимума (СФТИ). 

Теорема 2. Цусть в X выполнено СФГС или СФТИ. Тогда 
1 -BP. 
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Следствие I. Пусть ~ УВП, одновременно являющееся 

нормированные пространством с нормой, полумонотонной на ко 

кусе Xi , Если существует телесный (т„е, с внутренней 
точкой/1 воспроизводящий решеточный конус X с , то 2 

является ВГ, 

л называется сильно архкмедовма« если 

ovx+tx-bfuj + o: »гб n ) л: ̂  у . 

л; архимедово тогда и только тогда, КОГДА X сильно 

архимедоь» 

Следствие 2. Если X сильно архимедовый конечномер

ный решеточный конус, то Ъ - ЕР. 
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О СЛЯИРОВАНИИ ОРТОГОНАЛЬНЫ! РОДОВ ШССЙЧЕСКаШ МЕТОДАМИ 

В.Ф.Галошкин 

Пусть f - произвольная (Ж в. «Рассматри

ваются ряды Z.cKfi(x) , (ск)е tj /коротко .ряда из L /, 

%(*) - £ С,Л*.М -Средние Чезаро (С,<*) „Эйлера (Е,^) и Ко

роля обознаваются соответственно О^(х), » В^(*) . 
Извесяш следующие классические результаты СЛЕячмажа и 

А.Зипиунла [l| .Для любого рада аз t? сдраведаиви соотноше

ния: 

1/ Если oL> 1,то 

t* Г S*f> «£ (*) - $,(«)] = О 
«.-*« l2̂ ld<,rh4 j 

2/ Если ,d ? i ,то 

 ̂[ С (4 - о 
д -> ео -1 

п.в. 

гив. 

3/ Если 0<«i< 1 ,то из суттщшзст ряда п.в» на мно

жестве Е с X методе* 1 Cs i) вытекает его суммир

уемость методом (С,oi.) к той же суше, а обратно. 
Последнее утверждение моает быть усилено. 

Теорема!, Для любого d> 0 а любого рада из справед

ливы соотношения I/ а 2/ . 

Доказательство теоремы I опирается на одно новое "макси

мальное" неравенство. г 

Следствие 1. Для любого рада из L существуют множе

ствоQc X нулевой меры а измеримые функции Ffc)и Н(х) 

/ со значениями в R / »такие,что для любого <&> 0 и хеХч£-

Itm. — F(x) у Ь*к (х) = Н(х) . 
rt-^oo п.-*оч 

Аналогичные результаты получены для методов суммирования 

Эйлера и Бореля.Как показала О.А.Зиза £2} »справедливы та
кие утверздения. 
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Для любого рада из l* : 

4/ (lm, г S«.p - s„af-x) l =  0  п.в, 

lhv*<(;+1f 4 

5/ Если рад суммируем п.в» на множестве Е £ X методом 
Бореля,то он сушируем п.в. на этом множестве и любш 

методом (Е,^) ,и обратно. 

Получены оледугацие утверждения»дополняющие свойства 4/ и 5/. 

Теорема 2.Для любого ряда из l : 

6/ при любш <j^ О 

Jr» ^(*)]в0.П|В, 
OO *"* 

7/ «. Г 

L Д"1т. - V О п.в. «.-•oo<- kWv*+£) 

Метод доказательства теоремы 2 отличается от метода рабо-

w и • ,* 
Следствие 2.Для любого ряда из L существуют множество 

(г нулевой меры и измеримые функции RV) и Н {*) / со зна

чениями в r / такие,что для любого с^> 0 и х> xs g-

ьп с(*)= i«n_ в>(*)~ 
П.-* ос "Х-* 0е 

£ EJOO- К В*М = ц (*>' 
и.-»оо 4 а -»-оо 
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«УНКЦИИ И КРАТНЫЕ ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИЕ РЯДЫ, СОПРЯЖЕННЫЕ 

ОТНОСИТЕЛЬНО КОНУСА 

Б.И. Голубов 

Цусть Г -конус в Rw с вершиной в начале координат, 

т . е .  и з  о с е  Г  с л е д у е т , ч т о  е  Г  д а  в с е х  Х > о , »  
Обозначш через ok г замыкание выпуклой оболочки сАГ 

конуса Г  . Конус f  называется острым, если существует 

такая опорная плоскость к oli Г » которая имеет с с kr 
единственную общую точку о • Множество всех точек ос в r" 
каждая из которых удовлетворяет неравенству при 

всех у. 6 Г «называется сопряженным конусом к конусу Г  и 

обозначается через f  * . Очевидно,что сопряженный конус Г *  
является замкнутым и выпуклым мюжзством, причем (Г*)*= с1лГ • 

Рассмотрим функцию /(х)е//7^.гДв f ы  = £- jt j  j t]  ̂  
и будем считать ее 2.JT -периодической по каждому аргументу 

Xi ••••»Xv . Разложим эту функцию в рад *урье 

4(*)~21 (ме с п й с  (пя=и" ш £пьх к)п/ 
n e z "  

а. 

где У М -целочисленная решетка в , а -f-fvi) коэф
фициенты Фурье функции £ . Считая конус f острым, 

составим ряды , , 

X ?Ме ш х  

ner*U(-r*) 

*-XL LVCr*(yü-l/3/ 

ner*ut-r*) Г  ' / 3 /  

где /С(д (oC) -характеристическая функция жожества 

О, » . . "Р" и Х.в&)=0 при 

X 4 Q * *>ял /З/ назовем сопряженным к ряду /2/ относительно 

конуса Г  •  
В Д*- существуют лишь два нецустых открытых конуса: 

R+ — ( О, *- "О и Hi = C-oo, 0)} причем(к£)*= ß * . 
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Б одномерном случае при ' Г - ряд /2/ совпадает с 

рядом Фурье Ц / ,  а ряд /3/ преврашается в обычный сопряжен
ный ряд к ряду Фурье /I/. 

3 случае n ž2. РЯДЫ /I/ и /2/ могут не совпадать друг 

п. другом. Тогда возникают следующие вопросы. 

1. Является ли ряд /2/ рядом Фурье-Лебега,т.е. существу

ет ли функция 'fr £ L (Т") ,№Я К0Т0Р°Й РОД /2/ явля

ется рядом Фурье? 

2. Если ответ на вопрос I отрицателен,то нельзя ли все-
таки единственным образом сопоставить ряду /2/ некоторую из

меримую функцию? Например, не является ли ряд /2/ суммируе

мым почти всюду /п.в./ на f* методом Абеля-Пуассона, свя

занным с конусом Г .точнее существует ли п.в. на'/"'"' ко

нечный предел _ А i/lOC-Кп, $)( 

/4/ 

л L 

I  (х)= f t *  21, 
тг ner*u(-r*) 

% е г  

ихи хотя бы предел 

3^0 

П р. р, . П1пх.-1(п.л)1 
f  ( z ) *  bin f(n)e ? / ы  

r $€:Г (ё.Г пег*и(-г*) 

При этом запись f'tZ. Г означает,что конус Г комак-

тен в открытом конусе Г ,т.е. рх. Г'С. /ОЪ Г »где 

ръг- {асе г, 1x1=1/, а р' -замыкание конуса г' . 
3. Если предел /4/ или /5/ существует п.в. на rJlM ,то 

возникает оператор Ар- (Т"̂ ) £~> (Т") .пере
водящий функции из пространства h (Т ы) в Фунид™ про

странства $(Т**}/пространство измеримых конечных п.в. на 

грИ и (gJT -периодических функций/. Является ли этот 

оператор оператором слабого типа (-t̂ i) ,т.е. справедли

во л неравенство 

т е з  { х :  х е Т ^  / . f r f x ) l > A { ^  C l  1  К т " )  
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для всех функций ^6 L  ( Т  )  .чисел Д> О  * некото

рой постоянной „ с = с (n) г j? 
4. Если ^(т*) при некотором ±< f>< oo ,то 

будет ли ряд /2/ рядом $урье некоторой Функции ^ €jJ>(T#)<? 
/В силу равенства Парсеваля ответ на этот вопрос положителен 
для р = £ /. 

5. Если ответ на вопрос 4 положителен /а это так,по край
ней мере, для р = 2. /,то будет ли оператор Д г ; ̂  ^ р 

оператором сильного типа (' р р) ,т.е. справедливо ли неравен

ство 

II fr S С 1!^11РСГ") Скр*") К! 
с некоторой постоянной С = С Г ) ? /Для р = £ не
равенство /6/ справедливо с постоянной С = 1 »что следует 

из равенства Парсеваля/. с 

6. Обозначим через L  ' ^ ( ' T N  )  f  1  ̂  Р  <  ̂  )  подпро

странство Функций из I P (т л') « имеющих ряды Фурье вида 
/2/. Верно ли.что из условия L%[TN) 1i-< Р< <*> / вы
текает, что ряд /3/ является рядом Фурье некоторой функции 

(Т") ? /В случае /V = 1 и Г • Я + ответ 

п оложителен и дается теоремой М.Риеса il] ,с.564/. Кроме того, 
ответ положителен и при N^/2,-, Р = £ .что легко следует 
из равенства Парсеваля. 

?. Если ответ на вопрос 6 при л/ ̂  £ положителен» то 

возникает оператор /Гг, : J,Pr (Т*)-* ьГ'г(Т") (±<Р<°°), 

Имеет ли этот оператор сильный тип (р , р j » . . выполняет
ся ли неравенстве 

l l h h n r " )  / 7 '  
р ^ 

для. функций ^ 6 l  р (т ы  } и постоянной С ~ с- ( р? г  ) ? 
Неравенство /7/ в одномерном случав при Г = ^ и 

1< |> < ею имеет место согласно упомянутой выве теореме U. 

Рисса, а при fl 2 и р = £ оно вытекает из равенства 

Парсеваля. 
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8. Пусть L<H < oo /. Будет ли ряд /3/ 

рядом Фурье некоторой функции £ t/CT") одномер

ном случав при f = {{ * , а также при /V>/£ , р = 2 
ответ положителен/. Если ответ положителен,то справедливо 

ли неравенство /7/ для всех функций ^&^(ТЫУ'!•<?<'*>/* 
Известно,что ответы на вопросы 6,7 и 8 положительны в 

случае л/^2.если f « j х ; X 6 RV, луч, 

порожденный ненулевым вектором оС £ /см. [ 2 ] ,с.104/. 
9. Если ^ с f то существует ли п.в. sa 71w 

конечный предел 

Mm ZL-i[Zr.M-lr.4tb>Sa*'J? 
$+0 nez" 
te r t 

/Можно этот предел рассматривать при условии % € Г <£ Г  
или для функций $eLP(T") ä i< Р ̂ 4X1 /• Отметимvчто 
в одномерном случае ответ положителен /см. £ 3] ,с.402/. 

10. Если ответ на вопрос 9 положителен,то возникает опе

ратор Д г s lj (Ты) 3(TA/i» ̂ «еет ли он слабый тип 

(1, 1) ? В случае /V = 1 ответ положителен /см. [i] »с. 

573/. ~ 

11. Если ответ на вопрос 9 положителен^ рб L (ТМК 

то будет ли ряд /3/ рядом $урье функции J r̂ ? Для H-i 

положительный ответ на этот вопрос дается теоремой В. И. 

Смирнова /см. [I] ,с.583/. 
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ПЕРЕСТАНОВКИ РЯДОВ В ПРОСТРАНСТВАХ 

БАНАХА, UOCJiivlHME ДОСТИШЗШ 

В.Ы.Кадш:, 1и.И.Каде1:, 

В начале ГЭьь года в издательстве Тартусского унивесюк-
тета вьпала нала книга "Перестановки рядов в пространства;: 
Банаха1'. Последний ее параграф был посвящен обзору нерешен -
ных задач. Эти задачи, в значительной степени связанные 
друг с другом, были известны в течение многих лет, и наы 
казалось, что их решения появятся очень не скоро. Однако, л 
самое последнее время появились новые, еще не опубликован
ные результаты, закрывающие существенную часть проблематика 
из упомянутого обзора (терминология та же, что и в книге): 

А. (М.И.Кадец, К.Возьняковски). Существует ряд в гильбе
ртовом пространстве с областью сзгмм, состоящей из двух то
чек. Этим решаются задачи 6.4.1, 6.4.2, 6,4.3,. 6.4.6, 6.4.7. 

Б, (В.М.Кадец). Существует ряд в гильбертовом простран
стве с нелинейной слабой областью сумм. Этим решена задача 
6.4.0. 

Несмотря на эти продвижения, в теории перестановок рядов 
осталось еще немало открытых вопросов. Наиболее важными на 
наш взгляд являются следующие. 

Вопрос I. Любое ли сепарабельное- подмножество банахова 
пространства может служить областью суш ряда в этом прост
ранстве? Частные случаи: конечные и счетные множества. Осо
бенно интересен парадоксальный случай: все пространство без 
одной точки. 

Вопрос 2. (Задача 6.4.4). Должна ли область сумм рада в 
ядерном пространстве Фреше быть замкнутым линейным множест
вом? Частный случай: пространство аналитических в открытой 
области функций с топологией сходимости на компактах. 

Вопрос 3. (см. стр.32) Каково значение константы Штейница 

евклидова пространства? 

Харьковский инженерно-строительный институт 

Харьковский институт инженеров коммунального строительства 
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КРАТКИЙ ОБЗОР О СУММАХ БАЛЛЕ ПУССЕНА 

А. Кивинукгс 

Шарль де JIa Балле Пуссен (1866-1962) - бельгийски'/ 
математик [29] известен прежде всехо доказательствами того, 
что число простых чисел, меньших х, асимптотически равно x/tm.% 

В теорий приближений он рассматривал метод суммирования 
рядов Фурье (šk  j =(5fc_*f + + + ...+ sj , 
которые теперь называются суммами Балле Пуссена (короче VP-
суммы) . Эти суммы замечательны тем, что они регуляризируют 
частные суммы Фурье, они ограничены в совокупности как опе
раторы при Йдл *пп/ц>0, полиномы степени < и.-»« для них явля
ются неподвижными точками и они имеют порядок приближения 
порядка наилучшего £27,28,38,40]. Эти свойства гарантируют 
их широкое применение: I) в оценке констант Лебега [23 (гл.8), 
18 J; 2) в изучении свойств лакунарных рядов [4]; 3) в те
ории абсолютно!! суммируемости С37]; 4) в сильной суммируе
мости [33,34] ; 5) в теории мультипликаторов [35]; G) в 
задачах совместного приближения функций и их производных [9], 
7) в изучении пространств Бесова Cl5'] ; 8) в аппроксимации 
в комплексной области [26', 33'1. В некоторых задачах VP-
суммы являются экстремальными [2,3,17,22,31,40]; изучены их 
специальные свойства С?, 13,14,15,21,43] . Имеются различные 
модификации \/Р-сумм - для функций многих переменных [1,16, 
20,20,27,39], в рациональной аппроксимации [19], в прибли
жении в банаховом пространстве [9,32,36] , в разложении по 
ортогональным полиномам [5,8,11,12,16,24,30,41], в прибли
жении на ccf-.epe [6], в пространстве Харда [42]. VP-суммы 
имеют много обобщений [10,25,27,28,32,35,33,41]. Библиогра
фия из-за -нехватки места не полна, приведены только осно-
вопологающие журнальные статьи и самые поздние результаты, 
откуда можно и найти дальнейшие ссылки. 
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О ПОЧТИ КОММУТАТИВНОСТИ БАНАХОВЫХ АЛГЕБР 

А. Кокк 

. ус.ть А - комплексная банахова алгебра с единицей а., , 
fiowA — множество всех нетривиальных гомоморфизмов (ли
нейных мультипликативных функционалов) на А , ßcutA - ра
дикал Джекобсона алгебры А и 

каАА — { Л Ьж/\ : А } 
(если множество Ксж*.А пусто, то считаем, что tc^A—А ). 
Пусть А* - прямое произведение fb эксемпляров А ( ^ е Л/ ), 
Л- = < сьА ?  СОд,,. - •, 0.'n,)a-AW и <а> - замкнутая подалгебра ал
гебры A t порожденная подмножеством • ,&п,\ • ^ереэ 
(УЛ (õ.) будем обозначать совместный спектр набора элементов 
5, - (а/, о,', .... £t„\, т.е. множество таких (<&,, .«6,.... Л_\е 3-) j / л/# я i  f / r\ i 
^ для которых при всех «ч, справедливо 

/V Л/ 

е (aj - «ьс€а^с ф -еа или £, ̂  (сих - сcl- ^ . 
с=4 п ^ 

Говорят, что совместный спектр о» Л обладает свойством 
проекции, если для всех пг^П/ ( лг(П/<=.А/ ), элементов 

лп-еа и е 

<г'5*А^%,Л ;Ь).. существуют^ ... j такие, что 

'-/ ^м., f t) ' " /fn.-!*}* 6*af( , %,)). 

Если алгебра А коммутативна, то, согласно теореме Гель-
фанда-Мазура, для всех (L = (сц^ a^) ̂ А"' ( f ) 
справедливо равенство 

ö,A(ä) =UA(%\A(a.2i)r-.;A(o-r^);A <sta^A}. ii) 

Значитгомоморфизм А. с &owc <"(LV продолжается до гомомор
физма тогда и только тогда, когда 

U('af)( Л(аД...у А (aj) с <ГЛ(а-). (2) 

Нетрудно проверить! что это утверждение справедливо и в слу
чае, когда алгебра А почти коммутативна (т.е. в случае, 
когда Факторалгебра А/ßcu>M коммутативна). В общем случае 
каждый гомоморфизм Ле Лот <<L> , удовлетворяющий усло
вию (2), продолжается до такого функционала А , что для 
всех оо еА и t e<(L> либо Л(СъЬ) - Ttici) AAt) , либо 
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A.(feit) - A(^) (CM_ f ьЗ ). Возникает вопрос: при каких 
условиях любой гомоморфизм А «г-Иол*- ( OL = ( CL^. / Ct^ ̂  

удовлетворяющий условию (2), продолжается до Де 

« Ком. А ? Ответ на этот вопрос дает следующая теорема. 

Теорема. Пусть А - комплексная банахова алгебра с еди

ницей. Тогда следующие утверждения равносильна: 

1) для всех Q. = (а..j., ,аЛ) ( tv ^ Д/ ) справедливо (I); 

2 )  совместный спектр б'Л обладает свойством проекции; 

3) если ß - замкнутая подалгебра алгебры Д , eß и 

Л в Логч, ß такой, что для всех cx. = (ai( iv <s У ) 

справедливо (2), то Л продолжается до ^ е. кем.-Л} 

А) если ß - замкнутая коммутативная подалгебра алгебры 

А такая, что , то каждый гомоморфизм Л из грани

цы Шилова Г ( & )  алгебры ß продолжается до ~Ä ^ -Кош. А 
ь) houda = tcum ; 
6) алгебра А почти коммутативна. 

Эквивалентность условий 2) и 6) показана ранее в Г2,3J , 

а условий 4) и б) в [4]. Известны и иные условия, равносиль

ные условию 6) (см., например, [I, 6Д ). 
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СТАТИСТИЧЕСКИ СХОДЯЩИЕСЯ ЛООТДОВАТЕЛШОСТИ 

Б НОРМИРОВАННЫХ ПРОСТРАНСТВАХ 

Э. Кольк 

Понятие статистически сходящейся числовой последователь

ности было введено в IS5I году Фастом [3] и затем исследова

но в работах [5,6,7]. 

Пусть X - нормированное пространство, 4(Х) - множест
во всех последовательностей из X , а пг(Х) и С(Х) - мно
жества , соответственно, всех ограниченных и сходящихся пос

ледовательностей из Л(Х). Для бесконечной числовой матри

цы А = (tf-nK) и последовательности к = (х^) £ 4(Х) введем 

обозначения 

АПХ : -Лкапкхк у Сд(Х): ={хе4(У): 3$mnAax —. 

Матричное преобразование Ах=(Апх;) называется регулярным, 

если с(.Х)ССд(X) и йлчдх = Илт^хк для всех x=(xR)e С(Х). 

Известно, что преобразование Сили матрица) А является ре

гулярным в банаховом пространстве X тогда, и только тогда, 

когда (f2j, стр. 125J 

i° &<%апк=0 (ке in ); 

2 ^от.1_1>_калк=1 • 
з° 

Простейзам примером регулярного матричного преобразо

вания является метод суммирования ари^жетических средних, 

определенный матрицей С1=CChJt>, где Chk=1/n при к&п. и 
спк=0 при к>п. \ 

Рассмотри! подмножества к тожества IN = Н, i, - - - j, 
упорядоченные по возрастанию. Пусть ~)С^: - (Х^ где 

=1 при Ltk и ^«^-0 при с . йслй существует 

Xk то число St,K) называется асимптотической 

плотностью множества К. Числовая последовательность (|к) 

называется статистически сходящейся к |с, если для любого 

£>0 имеем о()~0) где 
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Следуя [4], введем обобщение асимптотической плотности, 
заменив матрицу С произвольной регулярной матрицей А-
= (а№'> с неотрицательными элементами Если для 
существует -Шпд к), то число с^(к) будем назы
вать А-плотностыо множества к. Обозначим через Ар со
вокупность всех множеств kc|\j, имеющих Д-плотность., В 
силу регулярности А имеем для всех при
чем все конечные множества имеют нулевую А-плотность.1 Вы
полнены также следующие утверждения; 

1) к^ддз к,ок^ 

2) ксддс^лд^ $ <^ck^kz)=^k)-^kz;; 

3) <^ск1)=^^г)=о =7* од с и  K z ) = о ,  

4) c^ck)=^k>i ̂ ^l^nig=i. 

Пусть m:=mt!^) и ?д :-Сд(К)- В теории суммируемости 
известна следующая теорема Брудно[I]: для любой регулярной 
матрицы А найдется регулярная треугольная матрица 8 = ^ПК> 
(т.е. Лпк=о при к>п ) со свойством СдПт -с^ПгП/ причеы 
lu>\ß* ~ 1лт^х для всех хе(д/7т. Так как /К^ет, то лю
бая А -плотность может быть определена с помощью треуголь
ной регулярной матрицы. 

Понятие А-плотности позволяет дать следующие обобще

ния статистической сходимости и статистической последова

тельности Коши ([5], стр. 303) в нормированном пространстве 
X . Последовательность (*к)£4(Х) называется А-статис

тически сходящейся к элементу х0е Х; коротко -лЬхЫчп^х^-
= х0, если c^cLž)=ü для любого s>0, где 

Последовательность (хК) € -i(X) называется А-статистичес-

кой последовательностью Коши, если для любого 8>0 найдет

ся номер N = N(1) такой, что < (̂Lt /у)=0, где 

ц,/\г=£к: 
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Лемма. Для бесконечной матрицы tyk •) элементов нор
мированного пространства X следующие утверждения равно

сильны: 

а) для любого L>0 существует такой номер Ai=/V(t.) , 
что 

б) найдется /<Цк,-|сМ такое, что ^(к)=1 и для лю-
бого z>0 существуют М=Л)(£) и i-i0U) со свойством 

и^с,мч<£ 

В частном случае хк-*•' условие а) означает, что 
(*у) является А-статистической последовательностью Коли, 
Поэтому из леммы выводим, что (х^) является А-статисти
ческой последовательностью Коши в нормированном пространстве 
X' тогда и только тогда, когда она содержит такую подпосле
довательность Коши (хк,) „ что 6д({к[1) = 1. Далее, так 
как в случае *jki=)(k~*o УтвеРВДение эквивалентно усло
вию = >с0 , то из леммы вытекает также, что 
последовательность (хк) сходится А-статистически к эле
менту Хд в точности тогда, когда найдется сходящаяся к х0 

подпоследовательность (х^.) такая, что = i. На 
основе сказанного верна 

Теорема I. В банаховом пространстве X множества всех 

А-статистически сходящихся последовательностей и А-ста-
тистических последовательностей Коши совпадают. При этом 

oi>t&*пдхк = Хр тогда и только тогда, когда найдется под

последовательность 6<к.) такая, что -йт^.-х в X и 

Для числовых последовательностей теорема I доказана ра

нее в [6 ,5]  при А - С Л .  

Теорема 2. Пусть X - банахово пространство и & = -

комплексная матрица. Матричное преобразование ß отображает 

все ограниченные А-статистически сходящиеся в X последо

вательности в сходящиеся в X последовательности тогда и 

только тогда, когда для выполнено условие 3° 
и 

4° 3 &т.а 
= : 
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b° -j ~  ̂

6° , > .kfe|(i^- ̂ [=0 (с5дс/ч) = 0), 

Гай хаи в частой случае ß-A условия теоремы 2 выпол
нены . то зерно 

;Следа'П4ке^ В банаховом пространство все ограниченные А. 
садистически сходящиеся последовательности суммируемы мето
дом л . 

Для числовых последовательностей при А = С5 следствие 
было доказано н [7]. 
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МАТЕМАТИЧЕСКИЕ ВОДОК» ЯШК «Л1ШМнСл С' 

1ШВДНШ ПИНКИ Ш НРШЩкЙа; 1^Ф;-.ЦР 

C.JIeMfi: >4 , У ,Н»,).ЬЮЛЦ#1/ 

Задача вакуумного нанесения тонкой Пйелк» ч& б^ьтв 
mwpxHocMf пре де та сужестяайннй инт-яр.-'.. йаир. я рабс
тв [l j приводятся данные об опенке толщины iwviutit, но т 

описан характер источшаа, форм» подложки, отсутствует тео
ретическое обоснование метода. Здесь рассматриваются некото
рые математические вопросы, связанные с покрытием цилиндра 
тонкой пленкой из косинусного источника в форме узкой ленты. 

I. В случае сим • зтрично расположенного источника нахож
дение поверхностной плотности массы в указанной вше 

задаче приводит к вычислению интеграла вида 

^ Zr^f ft ~ G>'K} G , 
-*о U 

(I) 

С а  d t  
'-О. ['(*+ +(l-eff' к вычисляется элементарно. 

Заменами переменных (I) сводится к вычислению 

С 6  ( £ - ( < r - H ) - - f ) l r i '  - i f !  /  W  / о \  
J  —  ,  j (dncmrt) у — cvicbuvJclv- ( 2 )  
a u-  v* -i!ч<г(г+0г*-1 "  * 

где m = 1 )f= р причем Ц3 - некоторые 

положительные параметры (джины отрезков). Нам неизвестно, 

доцускает ли (2) сведшие к конечному табличному интегриро

ванию. В случае длинной ленты-источника (а-* оо) получаем 

f  - и. г" ^бом -hifa-rt-hw 4  л л , п , 
* ~ a r J  №  +  '  

Полагая здесь = 4<r(f-+l) = &z (€i+0 } ir-(U<ijэ 

интеграл в (3) принимает вид 

г* 4-l(4-v lh4-i-ir f , 

Оказывается, (4) допускает конечное интегрирование (с прив
лечением эллиптических интегралов Дежакдьа второго и третье-



о ТЕПДЩЕВОМ БАЗИСЕ В ТЕОРИИ ПРОСТРАНСТВ ДВОЙНЫХ 

ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТЕЙ И ТЕОРИИ РЯДОВ ФУРЬЕ 

И. Лепассон 

Мы обобщаем результаты, полученные Бунтинасом Cl,21, на 
двойные последовательности и на двойные рады Фурье. 

Пусть Е - локально выпуклое пространство двойных пос

ледовательностей с хаусдорфовой топологией, 

U - пространство всех двойных последовательностей х= 

T = (twst) - регулярная матрица, где «w , ts л , 

•t * ж ^хк> 

хЕ = Ixip , 

ст - ix e bj •- 3 ) 5r, 
к 

и-j- z ix t to : ^ ^ )l < °°i, 

ETg - A x fc U '• (tmKx ) ограничена в ei, 

Е Т к  = { x fc E : -fc^x  = x в  E i  ;  

1,4 «vi.t* 

i x e w  :  х с т  С  c T $  i  < ^ o = { x € £ 0 ' .  X m T C C T l ,  

q^e = {хц t xec^ .(jjfee s •• 

Имеет место следующая 

Теорема I. Если Ст~ Сст)тк. и £ является F К-прост
ранством, то: 

Е ̂  Ега У ^ tyo' ^ ~Егк • 
Итак, имеет место 

Следствие. Если С т -  ( с т ) г к  и Е является fx -прост

ранством, то 

е = ег,<^&= ̂ 'е ;е^£гв<^е^-£. 

Пусть с" - пространство lfl" -периодических (функции 

двух переменных, имещих частные производные всех порядков^ 

с полунормами 
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*глк.(г;-лил 
I OÜS" 

o i i f  к 
a D -  п р о с т р а н с т в о  в с е х  т а к и х  р а с п р е д е л е н и й  н а  С ° ° ,  ч т о  

D з ьЧ-г.И; ,ттЗ . Если F с D является F-пространством, 
' Л. 

то пространство Е всех последовательностей £ коэффициен

тов Фурье распределении ^ из Е является F-пространством 

при рП(С(|) = рП(сф . ^ая^свертки двух распределений ^ 

и g имеем ^ ^ У4 = I ' 3 ' 

Введем обозначения 
а 

oy=[{e.d ' /-(акхj;aiki.ui — a«.« )r^ty}  ; 

^fe=fy е ° —akl ,  f  £<}<>}}  

e r ^ [ ^ e ; / ^ e r k j ;  

er f t i*  d '-here} .  
Б силу этого, из теоремы I следует 

Теорема 2. Если ст = (С г ) г к  и Е является FX-прост-

ранством, то 

е =ЕГк^£ =**» £ *""• £=Етк& е  ̂; 

Е ^ • Е или ЕсЕти4»е=<^*Е. 
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ОПЕРАТОРЫ ЗАМЫКАНИЯ, МЕРЫ НЕКОШАКГНЭСТИ И 

НИГТОДВИЙНШ ТОЧКИ ОТОБРАЖЕНИЙ 

А. Лиепинып 

Следуя flj , оператором замыкания на непустом мно

жестве x назовём отображение <^5" рх рх ( jpx -
множество всех подмножеств множества X ), если для любых 

•Aj 8 <zPX выполнено:' 1) Л с= ß =ф ̂ 5 (^0 <= 
2) ̂  ; 3) <=5 (cs(*+)j ~ • Скатам, что 

1) оператор замыкания <=»5 алгебраичен, если для любого 
тл-<е: р>х и для любого е <=§(>?) существует такое 

конечное , что —к- <s- •=§ (~/=i)j 
2) -Ле:РХ <^5 -замкнуто, если у4 =*S (yt)j 

3) _Х ^5-компактно, если пересечение любого*семей

ства непустых сУ-замкнутых подмножеств множества X 

непусто.* центрированного 

Отметим, что оператор замкнутой выпуклой оболочки под

множества линейного топологического пространства, который 

не является оператором топологического замшсания, в то же 

время - оператор замыкания в смысле вышеприведённого опре

деления. 

Пусть У - непустое множество с определённым на нем 

частичным порядком ^ . 

Следуя Q2J, мерой некомпактности на множестве X с 

оператором замыкания <5 назовем отображение j*t . РХ^> 

если _уч(^=5(Л)) =y*(>4j для любого Л-s Р>Х . Скажем, 

что мера некомпактности yi S -полуаддитивна, если для 

любой последовательности л? подмножеств множес

тва Xя Для любого при условии, что 

Теорема. Пусть X" - топологическое пространство и 

~7~ - алгебраический оператор замыкания на , причем 

топологическое замыкание любого ~7~-замкнутого подмножес
тва пространства X 7~-замкнуто. 

Пусть T(l4J для любого -

д> -полуаддитивная мера некомпактности относительно опера
тора замыкания <=5Г на X и отображение ' X>—* X 

ДЛЯ ЛЮООГО с^ЛК 
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непрерывно. 

Предположим, что: 

1) X -компактно; 

2) для любого ^-замкнутого, инвариантного относи

тельно уС , содержащего более одной точки подмножества 

^4 пространства существует такое непустое 

что j*t (>4о) <_/* 

3) уч _jv С7^) для любого 

Тогда ̂  имеет неподвижную точку. 

Доказательство. Пользуясь ^5" -компактностью про

странства (условие i), построим согласно аксиоме Цорна 

минимальное нецустое, -замкнутое, инвариантное относи

тельно j/-' множество /V в X • Допустим, что /V содер
жит более одной точки. Тогда в силу условия 2 существует 

такое непустое гт/0 cr/V , что 

ПуСТЬ -- ̂  -л ДЛЯ Любого ~<£Г/0/ 

•Л ^ Л0 и( су -Ал) /Ч- = А • Множество AS0 в силу 
построения непусто. Так как для любого /г с/г множества 

Т^замкнуты и cz , то вследствие ал

гебра ичности оператора замыкания 7 множество 7*4- V -

-замкнуто. Следовательно, А/„ cS"-замкнуто. Кроме того, 

А/, инвариантно относительно > Это вытекает из не

прерывности отображения ̂  , так как множество -А- инва
риантно относительнов силу построения. Таким образом, 

А/0 =• /V , ибо /V минимально. Одновременно, 
_yv (А?0J в силу условия 3 и 5 -полуадцитивнос-

ти мера некомпактности . Заклшаем, что А/ состоит 

ив одной точки, которая является неподвижной точкой ото

бражения . 
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О СОХРАНЕНИИ КЛАССОБ ФУНКЦИЙ 

С. Липпус 

Пусть Jt и V - два класса z r-периодических интегрируе-

иых функций. Будем говорить, .что последовательность комп

лексных чисел является множителем из класса -К в 

класс у , и писать (л, у ) , если для кавдой { из X с 
рядом Фурье 

l— ск ^ t 

ряд 

является рядом фурье некоторой функции из у . 

Пусть - некоторый модуль непрерывности. Через 

будем обозначать класс тех it -периодических непрерыв

ных функций, для модуля непрерывности которых справедлива 

оценка 

o(f,£)c = с 5-» о+ ) 

Хорошо известно / С13, стр. 176/, что для того, чтобы 

/Ute,о или при необходимо 

и достаточно, чтобы ядро множителя 

AUI *-  Т .  е . " * * "  ( I )  

являлось рядом фурье-Стилтьеса или, что то же самое, чтобы 

для средних Балле Пуссена порядка ».-2« ряда /I/ 
in 

гг.лы = -^77 y- stau) 
Ч~ и 
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где 

s„au) = L  

выполнялось условие 

И «хи А Я l <• OiA ) . 

В 1959 А.Зигмунд /[2]/ доказал, что при ш5)-. <j4(o«< *) 
< с~, ) в то* и только в том случав, когда форма яьно 

проинтегрированное ядро множителя 

*т~" ' ̂  ̂ с..* лс 
• 2_ -zt ä 

принадлежит классу Зигцунда в интегральной метрике l» , 
т.е. û-й л j£с* -1,1 * jft- -t.) - j-jf(•) «. - ас s) 

i«.US 

В настоящей работе находим необходимые и достаточные 

условия для принадлежности л к С i ) для более широ

кого набора модулей непрерывности. 

Теорема I. Пусть модуль непрерывности удовлетво

ряет условию 

£ •" 
\ dt о! ,п = <о<юС<Г.)) Cä"-»o<.) (2) 
' - г  4  ̂  

Тогда ле в том и только в том случае» когда 
•<- — i. ̂  

Теорема Тусть последовательность Я > i какова, 

тто -г. ~ ю л ;е является рядом Фурье-Стилтьеса. Тогда 

существует модуль непрерывности «и) не удовлетворяющая 

условию /2/. я Функция такая, что . 

Пусть модуль непрерывности ^ такой, что -»<*>• 
с о - с о Определи« последовательность чисел 

по индукции 
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'  1  l  - >< £ )  ^ c o ( ^ ) i  г > • 

Рассмотрим последоватеяьаость ддекеов Ыс^).- [и.] да 

«v- с' /<5* 1 

Теорема 3. Пусть «)^)щкево убюает, т.е. <*х£)/V7 

моно т о н н о  в о в р а с т а е т  п р и  о -  То г д а  Я « с с и , с ы )  

в том и только в той a(jraae, когда 

II 1ГИ Л - Ч, Л I " 0(4) Ск^«°) «.•Л «. L 

Учитывая, что ^/cL, = Qcii тогда и тодька тогдя, 

когда «кюжяется ус»—с /2/, и что J?t i_r в том и только 

в том сяут»е, «яда *4, А - Ч-Л*." &<«> при и/~- вы, и.*»-'«» 

уввдш, то ав TunjiMMi 3 отчасти следует теорема I. 

1. ZygBund А. Тт-lgTTwetrlc series. Tol. 1// Cambridge: 
Cambridge HuiwUy Рте ee, 1959. 

2. Zygimind i. On the preserration of elassee of functions 
7/ 2 .  MsUku Usch.« 1959, 6, So.6, 889-895. 

Инета^у^кибернв^та^АН ЭОСР 
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ДДРО ПОЛУНИРНШЮГО ПОСЩОВАТЕДЬНОСТНОГО 

метода. сушрования 

Л. Лооне 

Пусть rw - пространство ограниченных последовательностей 

с обычной нормой. Пусть r0e/R и iL (Г0) —некоторая ле
вая окрестность точки Z0 . Пусть для любой te 11-(£0) оп
ределена матриц АС^)-(<ЬгкШ) у причем 

<*о vrel6_(t0). 

Значит, для любого t: е u~ ( £"0 ) матрица а гс) является 
оператором из пь в М/. 

Определение I« Говорят, что последовательность &-С$к.) 

сушируема полунепрерывным последоватвльностным методом 

суммирования (АСс)) (короче — -сушируема) к числу 
си если равномерно относительно rv существует предел 

tuhv (X) ̂ д — CL. 

Множество всех ос(Х) -суммируемых последовательностей обоз

начается через Cs*Lcc) • 
Если O/nlcCc)- auk cc) vhj &thl то <*,cc) -суммируемость 

является суммируемостью полунепрерывным методом суширования. 

Пусть W - множество всевозможных последовательностей 

точек из И- (~с0) которые сходятся к "£0 т.е. 

w ъ , с м , б  

Каждый элемент к>-=(Си) из множества W определяет последова-
тельностный метод суммирования (А*,) с Alz™). Пусть 
К**— множество, определяшее ядро для этого -метода 

(АСЪп)) (см.Ш). 
Определение 2. Ядром полунепрерывного последовательност-

ного метода ( а сс)) (короче —- оас) -метода) называется 

ядро, определяемое множеством 

к=et60 u i kis- v&€ l  w  j .  

Тут символ " ctcjo " обозначает выпуклую замкнутую оболочку. 

iupj "̂|й/лл(р1 
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Пусть К* - множество, определявшее ядро КНоппа (см.Щ. 

Теорема I. Включение 

К(х)С К°('Х) V*erro (I) 

имеет место тогда и только тогда, когда 

1° |cw лир; i<uk &)1 -.0 v fc* о,; 

2° lirw 5Г aW; (с) - 4 равномерно относительно ги, 
t-^rtg- и 

3° Дло £с)| =4. 
г-̂ ,- л'' к 

Полунепрерывный »оее) -метод, для которого имеет место (I) 

называется яцерно-регул}фным. 

Теорема 2. Множеством сходящихся элементов по ядрус£(т>-
-метода является множество . 

Теорема 3. Ядром полунепрерывного метода суммирования 

(OskCt)) является ядро, определяемое множеством 

К - C&ZO {^Е>ъг(К°) '• VJij 
ГДе ß W ~ ( ÄwUt) С CL^(Xnv)-

Следствие 3.1. Полунепрерывный метод суммирования 

(а,ь.ш) является едерно-регулярным тогда и только тогда 

когда 
т° linu a-fc Ш-О Vk ~о, 1....} 

2° XI &К. tr>= 4., 
x -bt-ef k. 

3° 21 I «Че K)l = -i . 
X-?Co~ fc. 

Определение 3. Говорят, что последовательность x.=(fi) 

сильно суммируема к числу си полунепрерывным последователь-

ностным методом (Alz)) (короче - сильно Ы&)\ —суммируе

ма) , если равномерно относительно п/ существует предел 

lUo JET IevhbCc) I -= О. 
t-^ЧГ* ic 

Определение 4. Говорят, что множество А натуральных 

чисел является «со)-нулевым если 
linnj Ли/1/ ZZ ~ О. 
г-'се- к.еа 
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Sen ы-сс) иатод (А ct)) является lurjir г*ГР"ЧТ 
то г истиц Ос всех <Ш)-щжеавх. шюместв встьнуль-
хлшее (ср. [2]). 

Теорема 4. Пусть Лф МЕТОД (J4 cljj —регулярный. Тог
да ядро, определяемое жяжеством 

К ы т \  = ktef э и*, pa ]va*ol]t 

является ядром, которое определяет в *v сильную <jue) —г 

сумюфуемость • 
Здесь н 

где ^ — оператор выдехешш подпоследовательности, кото
рый "отбрасывает" все элементы последовательности, индексы 
которых входят в А (ср. Г?1). 

Теорема5. Цусть (Аго) • <&£>) - с ßft)= {б^сг)) — 
ядерно-регуляргае «tfrj - метода. Имдаи (еИсД-сунещуе-
мая последовательность является ipcrjj-iji—niji—iH тогда, и 
только -года, корда 

tü/yt/ 21. Ištii. i = о 
т **' keA 

для любого «cor; -нулевого мноиестма А . 
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-»рулевых шюяеств/Уч. зап. Тарчуск, ун-та, 1967.   770. 
С. 133-139. 

Тартуский государственный унюерситет 
Кафедра матеиатическо го анализа 

78 



WBHBPHAimn рстяшг икииств в простншспмх. 

escs &чюсашхво 

. авриорт'li—^ с 
всш сзрнспдрет такое число 

у: \\TxiW 4 с sup [£v*;,x'>f i« к)* 

iе" а» жdm TL • любых Х(, )(«_,». . , е L , йишвство веек та-
—ур Т-" °—- nji:. 1Л 
обре» ямуого поряджоао аграццщциго в ЦТ мжтества 
порфжово ограничен в L • Оидтя аналоя» с терминоло
гией, щрмной в fl], будем наамдпп оператор Т. 
универсально peey»pmtr если оператор ЦТ Ц * регулярен, 
каков бы нк. был изоморфизм Li' LT —• Щ . Множестве та-
яа операторов Ц бурш обозначать aouoiw G- L ( LT). 

Теорема I. Пусть i <- р.̂  5L « ~Г; 1_Г —* lT ~ коипак~ 
тный оператор. Следующие утверждения равносильны: 
1) оператор универсально регулярен; 
2) оператор LiT-TU регулярен для любого U £- Сд- L {(_Г) 
3) оператор UTVTU регулярен для яобого Ц е. О Lj Г LT) • 

4 >ТбГ\ (И.£ ) .  
Замечание. При %< р <сх. теорема I остается справед

ливой, если заменить п.4 утверждением • (<ц - тггг~ ' 

*> 

Следствие, Пусть \ с р < l£ ¥ i ! ̂ -*•! , - темпакт-
•шй оператор. Если орбита оператора Г_ "мала* в теш имы-

ле, что найдется оператор S : !_! Lü г удовлетворяв
ший условно: 

S- u t u ' s  г \  ( l p , l " )  дхя любого u €- аад 
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,0 TerUL'.l!). 
При P - 2. теорема I может быть уточнена следующим об

разом. 
Теорема 2. Пусть 1 - оператор в комплексном простран

стве L i U - множество унитарных операторов в Ür . Сле-
дугаие утверждения эквивалентны: 

1) оператор UTU регулярен при любом L4 fc LJ 

2) оператор U.T-TU регулярен при любом Ц, 

3) оператор ЦТ +TU регулярен при любом U еи 3 

4)T=jlE -V С где сС - скаляр, EL - тождест
венный оператор, С. - оператор Гильберта-Шмидта. 
Замечание. Импликация I) => 4) остается справедливой 

\ 2 ~  в пространстве ]_, , построенном с помоаыо не чисто атоми
ческой меры» если условие I) запенить условием: 

i') SUp 1 UTU" < oo п.в. для любого X £= и 

_ d 

любого Ц и. 
Близкий к этому результат содержится в работе ^2]. 
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ЗАДАЧА ДИРИХЛЕ. ПРИМЕНЕНИЕ МЕТОДА АБЕЛЯ-ПУАССОНА К ЕЕ РЕШЕНИЮ 

Е.В. Мартыненко, Е.В. Рабец 

Пусть Sc/J • ряд Фурье функции / *-f(r,i) - абелевы сред

ние для SC-PJ 1)- ядре Пуассона. Очевидно, что 

т{(г, £-эс)с£эс., 

т.е. абелевы средние ряда Sc/J совпадают с интегралом Пуас

сона от функции / 

Позволяя рассматривать пределы функций -£(r,t) при произ

вольном стремлении (г, i) к (*, tg) , метод Абеля-Пуассона явля

ется эффективным при решении различных краевых задач. 

Известно, что если /ft) непрерывна на единичной окружно

сти К, го существует гармоническая внутри К функция и er, £) , 
равномерна стремящаяся к /С*) при г-* f : ttfr; £) -
решение задачи Дирихле для уравнения Лапласа 

Л ,  г  -  г . *  У  sšš v. - r >  / j ч Ли = г ^ ̂  ŠF ° к 1 ' 

Оно имеет вид 

Ufr, t)- /fr-, £)=У~с, C-ß)s- t). 

Конкретные задачи математической физики, и в частности, 

краевые задачи, приведшие к изучению тригонометрических рядов, 

показали практическую недостаточность решения этих задач в 

рамках классического анализа, оперирующего лишь рядами, коэфф

ициенты которых стремятся к нулю. Рассмотрение произвольных 

тригонометрических рядов стало возможным лишь после работ 

В.И.Горбачук и М.Л.Горбачука £2] - [3], позволивших отождест
вить их с классом обобщенных периодических функций, причем 

все изучаемые в математической физике классы обобщенных функ

ций (распределений, ультрараопределений, гиперфункций и т.д.) 

вкладываются в пространство формальных тригонометрических ря

дов и полностью описываются поведением коэффициентов или част

ных аумм своих рядов Фурье. Таким образом, классические задачи 
математической физики, и в частности, задача Дирихле приобре
тав* естественную постановку имение в рамках формальных три
гонометрических рядов. 
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Так как гг. г, . аналитическая по х на К функция, 
то с вертка /* Pfr, t-pc) имеет смысл и в ток случае, когда /~ 
произвольная гиперфункция» и является гаркакичаской внутри К. 

Поскольку Pf,"^-яО^-г fft-x) С Л' - пространстве «пе
риодических распределений Шварца), то в силу непрерывности 

звертки в пространстве гиперфункций LL' /*Pfa t-x) -—*• у? 
Таким образом, задача Дирихле разрешима в классе гиперфункция« 
 . . для существует гармоническая внутри К функция 

t c ( r , t )  такая, чго 

В силу отмеченных выле̂ результатов [2]-[3] всякий тригв-

нометричес кий ряд z.изображает некоторую гиперфуию-
цию / , при этом "W/; t) - г 'х/е /*• Pf л. 

Итак, tl' * максимальный оаос, в котором задача Дирихле 
для уравнения Лапласа в круге однозначке разрешима. SS реве» 
ние дается формулой wr,t)=f*Pfr-,t-3c) , которая при £ , 
пробегающем &" , описываю, все гармонические внутри К функции. 

Следующий естественно возникавши вопрос - о разрешимости 
задачи Дирихле для единичного круга в произвольном банаховом 
пространстве В: LL<= &<=.ц' j в произвольном топологиче-г 
оком пространстве Г : и.<=т <=u'. Вопроси we не л имени 
интереса, nooкольку, как известно, она является разрвиимой в 
гильбертовых пространствах <=о> , Известны также 
условия, при которнх для любой функции ß из пространства 
Орлича /* ./ ^ Сем» CI1 ). 
Однако нетрудно показать, что в пространстве / задача Дне 
р и х л е  н е  р а з р е ш и м а ,  т . к .  с х о д и м о с т ь  к  f в  /  ° *  

может выполняться лишь в смысле и)"-сходимости, 
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МЕНЯЯ СЛВИРШАНШ и кнгшмй ншеешшсхяи 

А.АЛвленцов, В.Г.Панов 

Теория вуидриииаи рвптпдддхся радов к последователь

ностей регулярная •гм" йот гжавной в трудах профес

сора Кангро Г.Ф. Естественной областью приложений этой тео

рии явжяется улучшайте сходности последовательностей н ря

дов в баиаюмх шяя локально внцузиых пространствах, пост-

роепв сходвдпся хтерацкяогах процедур. Одному неоояда-

—ищу использованию рагуляршх матриц посвящено нале сооб-

ц6жвв« 

Пусть Jt - строго шщрввяаявое шахвство. Обозначим 

через JT (Л) класс бескошчввх матриц, определенных следую-

щт образом: марта (£•»,*) , А , msUl , щянад-

летп , если дка любого т е W найдется конечное ЧИ

СЛО ШЯШРЮ РВ8ХПШХ пдексов oi.,, oil,. - -, is $ , та-

ш, что 

£ _ Jjj- , если d-*-u --,<4~ 
"1 с . в дцумц. случаях. 

Овражелш в saaooe ПСЮ отношение частичного порядка. Бу

дем юсать As Ъ , еслн А= Ь ш, если дая каждого 

** £ N найдется влемент такой, что ot, 

dm<= *(.«*)<' • , N . 1да , рч. -индексы 

строк с номером m в матрицам А н ь , который соотве-
ствуют адементы отличные от нуля, 

Пусть X - произвольное топологическое пространство, 
У - ШТ., C(X,Vj •- пространство всех яепрернвнЕсг отоб

ражений из X в У 
Определение I. Будем говорить, что направленность 

1 4 oüri •£ Jt 113 С (X, V J сходится равномерно в среднем к не
которой функции I на X , если j 4 < сходится к i по
точечно и выполняется условие: дхя любой окрестности V в 

V и Для любого хе X найдется матрица А £ АС#) такая, 
что дая каждой матрицы £ ПС'> А и любо
го натурального m найдется такая окрестность О ж в X , 
это для всех к'е Оя -{*£*') - ?(*'' € V 
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Теорема I. Пусть направленность Jj из С (У, у) сходятся 
поточечно к некоторой функции | . Тогда дая непрерывности 

предельной функция необходимо • достаточно, чтобы сходимость 
j I * j к I была равномерной в среднем. 

Эта теорема бала доказана дхя случая У= <£ в работе 

Г 2J . Наиболее известиям условием непрерывности предельной 

функции является квазиравномерная сходимость [I] . Немного 

изменяя это условие можно значительно усилить теорему Арце-

ла. 

Пусть X - произвольное топологическое пространство, 

У - равномерное пространство, C(tf, У) - пространство не
прерывных отображений из X в У 

Определение 2. Направленность из С (х, у) ло
кально квазгравномерио сходится к отображению / , еслн 

она сходится к / поточечно н выполняется условие: дхя лю

бого окружения V в У , любого d<>e А н каздого хе X 

существует конечный набор индексов Ы\, о/г, -. • , cU Е ок

рестность Сх в X такие, что дхя любого х'е Ох 

\oi' С̂ «3i0е')7 I С*')) е vjГ) j «А|,о1г-,о?и{[ ~Ф 0-

Это определение переходит в обычное определение квази

равномерной сходимости, если X - компактно, а У = (С . 

Теорема 2. Пусть направленность \ tataeJf из С(Х,У) 
сходится поточечно к отображению | . Тогда | непрерывно 

в том и только в том случае, когда {•{*} сходится к / ло

кально квазиравномерно. 
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ОБ УЮОЖЕНИИ СХОДЯЩИХСЯ ПО МЕРЕ ФУНКЦИОНАДЫЫХ РВДОВ 

Т. Метсмяги 

Как известно, произведение Коши сходящихся числовых ря
дов сходится, если один ряд-сомножитель сходится абсолютно. 

Б настоящей работе мы покажем, что для сходимости по ме
ре это не так. Заодно мы найдем необходимые и достаточные 
условия для сходимости произведения Коши и прямоугольного 
произведения сходящихся по мере рядов. 

Рассмотрим последовательность измеримых и почти всвду на 
e=LaiVl конечных функций , которая сходится по 
ыере на G. . Справедлива 

TeopftM,> А. Для того, чтобы преобразование 

а л+ )  = iuc+) 

переводило каащую сходяцуюся по ыере последовательность 
(в последовательность измеримых и почти всвду ко
нечных функций (А «с , сходяцуюся по мере, необходимо и 
достаточно выполнение условий 

1° существует Ли™. 

2° существует Liu* У «з»м<. =<а, 
ОЦ ** w — o  

3° лоор 
^ 1 

4° существует натуральное число L такое, что число от

личных от нуля элементов любой строки матрицы мень

ше, чем L . 
Пусть 

x"« (i) 

сходящийся числовой ряд и 

ц у г цм  

произвольный сходящийся по мере ряд. 
Рассмотрим произведение Коши 
оо оо fr* 

22<wv(4) = ~у~ u. 
vv«0 
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этих рядов. Произведши» (3) является матрвяшш лреобразо-

(Л И-*. , О -4 к - ̂ I 

О , к 

ИЛИ Г 

„ \ uw-wl , , 
сдцк. — i 

L o ,  * > «  

форцула 6.11). 

Справедлива следоянш 

Теорема I. Произведение Коши рядов (I) и (2) сходится по 

мере тогда и только тогда, когда число ненулевых элементов в 

ряду (I) ограничено константой L „ 
Доказательство непосредственно вытекает ю «еореш А. 

Рассмотрим прямоугольное произведение рядов (I) и (2) 

х_"л-4) = z_ ̂  x_^l+14 ^). (4) 
u и = о 1^=0 с=о 

Преобразование U) является иатрюааш преобразованием с 

'q, к.<и, 

•2lum ̂ =vv 
с«о 

^ ö j tl>va , 
Справедлива следующая 

Теорема 2.Прд»оугольное произведшие радов (I) и (2) 

сходится по мере тогда и только тогда, когда ряд (i) сходит

ся. 

Доказательство непосредственно вытекает из теоремы ^ , 

Если же ряп 

(5) 

сходится по мере, то справедливы аналогичные утверзвдения, 
Теорема 3, Для того, чтоОы произведение Копш рядов (5-1 

и (2) сходилось по мере для любого рада (2), сходящегося по 
мере, необходимо и достаточно, чтооы число ненулевых членен 

в ряд;' чЬ) было ограничено константой L , 

Доказательство. Достаточность. Пусть в ряде С?) члены 

а<-<-Д+), . . , отличны от нуля. Рассмотрим частич

ные суммы 

CK у\ к. — 

86 



и„-«л)ц+> = 

еде п-?1^. Очевидно, 

тлл Vfc\ 1ЛлГ»1-ВI >oU*"-+<*i_\ i vwzo^"t; ju„_«,(» %_l±) I >Ы.Л + 

l-t : l-s"k , 

где li** £*=0-

Наобходиюеть следует из теореад I. 
Теорема 4. Дхя того, чтобы прямоугольное произведение ря-

дов (5) и (2)' сходилось па мере для любого ряда (2), необхо-
дин&.к достатотааи сходимость по мере ряда (5). 

Доказательства. Рассмотрит частичные суюш /иГиЬВг 4Ul1+)--
• \h*ü") пршэ.угольного произведения (ср. (4)). Ш гайкам,что 

4 г*ЛА I + r l'U.n l'H ̂ ] -V ШЛА \4"'. l\Ti»fcH{7/S^ 

•л- lMXd^k iWWfl >=t] пил Lb- UfcU)J>p]--&. -

Тан как , то достаточность доказана. 

Необходимость вытекает из теоремы 2. 
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НЕКОТОРЫЕ МЕТОДЫ ПОСТРОЕНИЯ ЛИСТИНГОВ И 
СТРОГО ЛОКАЛИЗУЕМЫХ ПРОСТРАНСТВ С МЕРОЙ 

А.Монаков-Рогозкин 

1. Пусть 7~=(Т,Т,\±) - пространство со счетно-аддитивной 
мерой,определенной на <5 -алгебре X подмножеств Т. Положим 
У£ф.)={Ее? •• р-Е=0} и пусть есть булева алгебра И/р с 
мерой. Обозначим через ЗГ:Х-*•<£(/•<•) сохраняющий меру канони
ческий гомоморфизм; мы полагаем также E-jt(E), Ее Z. Про
странство Т-(Т, Z,p-) называется пространством Магарам. если 
выполнены следующие условия: 

1) мера локально конечна.т.е. для любого Е с П  с  
ц . Е > 0  с у щ е с т в у е т  ß e Z  т а к о е , ч т о  ß c £  и  0 <  f x ß <  o o  ;  

2) <ßC Р-) - полная булева алгебра. 
Отметим, что полноты меры, в общем, не предполагается. 

Пространство Т с локально конечной мерой называется локали
зуемш.  если  и з  условий  ЕеТ  и  ЕЛFeZ для  всех  F eZ  с  
P. Fcoo следует,что Ее Z. Говорят,что 7"- СТРОГО локализу
емое пространство (с.л. пространство).если существует такое 
разбиение {7НLei множества Т на подмножества ~Ti с 
ч т о  Z - { E : E c z T ,  Е Л " 7 1  € 5 !  п р и  в с е х  L e i } ,  f x E  =  
= Ц.(ЕГ\Тс) для любого EeZ. 

Всякое с.л.пространство является локализуемш пространс
твом Магарам. Для локализуемого пространства с полной мерой 
строгая локализуемость равносильна существованию листинга 
этого пространства ([1],ГЗ]),т.е. такого булевского гомомор
физма что р(Т)=Т, р(@)=0 и 3T.°p=L< iß(H.y 

Со всяким пространством T=(T,Z, ц-) мы свяжем его по
полнение по мере T=(T,Ž,fi), а также его полную по мере ло
кализуемую модификацию (п.л.модификацию.Г4]) Т'=( 
т.е.наименьшее расширение Т до полного по мере локализуе
мого пространства. Если ZcТ , то через X=HfZ,Z2>/.i2) обоз
начается соответствующее подпространство У (см.[4]). 

Пусть У - непустое множество иос.:У-»Т есть отображение 

У в пространство 7= (ТД,[*). Положим Х=«.(У), S=ot (̂ х) и 

г?(а1(е))=цхе> Пространство <!У= (У.ЗГ,'?) будем назы

вать прообразом пространства !Г относительно отображения <х. 

2. Цусть т=(т , е , ц )  -  пространство Магарам и 61 - про
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странотво Стоуна бухевой алгебры (Вци),т.е.хауедорфово экс
тремально несвязное пространство с компшяяой топологией ж, 
алгебра СП открыто-замкнутых подмножеств которого изоморфна 
Йкр.). Изоморфизм Л:(В(ц)-*01 переносит меру ц на алгебру CK, 
а затек и на 6 -алгебру Q поджожеств Q., порожденную Ot и 
совокупностью Ма всех множеств первой категории в &. Такт 
образом,на полной булевой алгебре Ot существует существенно 
положительная локально конечная мера v=Atyt),T.e.пространство 
& является гиперстоуновмм,в частности, всякое множество из 
JU& нигде не плотно в О.. Топологическое пространство с мерой 
(Q,£>,v,«) мы будем называть пространством Стоуна простран
ства T=(T.ž, jj.). Изоморфизм cj:(B(h)-*R(v) сохраняет меру. 

3.Рассмотрим класс всех метрически изоморф
ных мевду собой,т.е. имеюцих одно и то же фиксированное про
странство Стоуйа CQ,Q,V,AE),пространств Катарам.Если Т~<гЖ, 
то будем писать Ш=Ш(Т). В классе Ш всегда шеются полные 
по мере с.л. пространства,таково,в частности,само пространс
тво (Q.,Q,v) с естественны! лифтингом р: Ot. В работе 
[43 Д.Фремлин построил пршер полного по мере локализуемого 
пространства Магарам,которое не является строго локализуемш, 
т.е. не имеет лифтинга. Поэтому возникает задача дать описа
ние всех с.л.пространств данного класса Ж и тесно' связан
ная с ней задача о построении всех пар (Т,,р), где 7еШ кр-
лифтинг пространства Т. Заметим,что операции пополнения по 
мере или образования п.л.модификации не выводят пространство 
7eXJl из класса W. Вели Z - массивное подмножество прост
ранства Т= (Т,2!,р) из класса Ш , то пространство X = 
= CZ,^Iz,p-2) принадлежит тому же классу Ж* 

Предложение I. Пусть есть прообраз прост
ранства T=(T,Z, fO относительно отображения of.: У-»Т. Если 

<х(У)- массивное множество в Т , то "J/e  t(7~). 

4.Приведем некоторые утверждения о строго локализуемых 
пространствах и лифтингах. 

Предложение 2. Пусть "Ž^CY.S,?) есть прообраз строго 
локализуемого пространства T=(T,ž, fO с рассеянной мерой 
относительно сюрьективного отображения <х: У -»Т. Тогда 
полно по мере тогда и только тогда, когда Т полно по мере, 
а отображение <х инъективно. 



Предложение 3. Всякий лифтинг пространства Магарам может 

быть, и притом, единственна« способом, распространен на п.л. 

модификацию этого пространства. 

Теорема I. Локализуемое пространство Магарам, в котором/ 

существует лифтинг, является строго локализуемш. 

Следствие. Если в пространстве Магарам существует лиф

тинг, то п.л. модификация этого пространства является с.л. 

пространством. 

Теорема 2. Пусть Т= - с.л.пространство. Тогда 

его пополнение Т , а также прообраз fy,ZJ, ̂) относи

тельно такого отображения <Х : Т , что ос С У) массивно в 

(Г » являются с.л.пространствами, причем Т, 'i/e Ul(T). 
5. Пусть T=(T ,Z , \u-) - с.л.пространство из класса Ш и 

Р - лифтинг этого пространства. Тогда ([23,Г31) существует 

отображение fp'-T-^GL со следующими свойствами: I) 4>р изме

римо; 2) Фр(Т) всюду плотно в 3) р(Е)~ VpV-AfE.)) для лю

бого Ee.'Z ; 4) для MeQ имеем vM~0 тогда и только то

гда, когда / х  ( 4 > p i (M) )=0 .  

Много полных по мере с.л.пространств с лифтингом можно 

получить,беря в качестве их всевозможные плотные в (Z подпро
странства Х=(Х,&х ,vx). Действительно,для всякого 

существует единственное А^СП такое,что \^((/ШХ)ДС)=0.Полагая 

p(G)=An X, мы получаем лифтинг пространства ЭТ. Далее, рас
сматривая прообразы этих пространств относительно сюръектив-

ных отображений <х •• Т -* X, а также пополнения этих прообразов 
по мере, получаем еще более обширный класс с.л. пространств. 

6. Существуют с.л. пространства, которые не описываются 

указаннши в предыдущем разделе способами. Рассмотрим более 

общую конструкцию. 

Будем говорить,что пространство Т= (Т,Ж, /-0 является 

слабым расширением пространства X, = (Т,2~0если Хос-^, 

И1 о̂ = 1"-о и для любого ££2" существует такое £0eZ0, что 
1л(еаео)=0. Частными случаями слабых_расширений пространства 
Магарам Т0 являются его пополнение Т0 и п.л.модификация Т0'. 

Предложение 4. Всякое слабое расширение пространства с 

мерой метрически изоморфно этому пространству. 

Для слабых расширений выполнен и аналог предложения 3. 

Теорема 3.Пусть Т-{Т,Е,у-) - полное по мере локализуе

те 



мое пространство Магарам и (6l,Q,v, if)-его пространство Стоу
на, Пространство т~ строго локализуемо тогда и только тогда, 
когда око является слабым расширением прообраза некоторого 

всюду плотного Б Э. подпространства д£=(Х., к̂,^) относительно 

некоторого сюоъективного отображения а:Т^Х. При этом формула 

P(E. !  =  OT- ' (ЛЕЕ)) ,  НЕГ,  ( I )  

определяет лифтинг р пространства Т . 

Из теоремы 3 и предложения 3 мы получаем отрицательный 

ответ на вопрос В.Л.Левина СII» всегда ли существует разде

ляющий лифтинг,т.е. такой,что отображение Ч*р:Т-»(3. инъек-

тивко (хотя бы для пространств с полной мерой). 

7. Опишем,в заключение,как построить все полные по мере 

слабые расширения произвольного пространства (Т,Z0,/<•<>). 
Теорема 4.Пусть Т0-(Т 0̂, 0̂)- пространство с мерой и УГ-

некоторый б -идеал подмножеств Т .такой,что УГ 0̂).Тогда 

система Z=Z(SL0,K) всех симметрических разностей A&N, где 

А&20, Ne К, есть б -алгебра, порожденная 2Т0 и Jt, а формула 
p.(/un)= 0̂a, aez0,n£tc, (2) 

определяет на Z таиую меру,что УС= Zff(p-). При этом простран

ство Т=(Т,2,ц.) является полным по мере слабьм расширением 

пространства Т~0 .Обратно,если Т=(Т.Г./-0 - полное по мере 

слабое расширение пространства Т0~(Т,2.0,^о) и то 

JE =^(20,žTC) и выполнено соотношение (2). 

Можно построить пример не локализуемого пространства Ма

гарам, в котором существует лифтинг. 
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ХАРАКТЕРИЗАЦИЯ СВОЙСТВ БАНАХА - САКСА В ТЕРМИНАХ 
РАСТЯГИВАЩИХ МВДМГСЙ И BE ПРИМНОНИЯ 

М.И.Островскхй 

В аналхзе важную рель играют теоремы о выделении хз по
следовательностей данного класса СХОДЯЩЕЕСЯ В ТОМ нлх ХКОМ 
смысле подпоследовательностей. Ряд теорем такога тхоа вознхк 
в связх со следующей теоремой С.Банаха к С.Сакса. 

Теорема I РИ . Из любой ограниченной последовательности 
В Lp (0,1) (i< р<оо) можно ввделхть подпоо-

t Л 00 Л т- к-
ледовательность 1ЭС„.. j-iwl, средние Чезаро -prZ-j^aV 

которой сходятся в сильной топологии. 
При доказательстве этой теоремы в [lj была использована 

специфика пространств L»p (1<р<<*>) , позволяющая огра
ничиться рассмотрением слабо сходящихся последовательностей. 

В связх с теоремой Банаха - Сакса бнлх введены н иссле
дованы следующие классы банаховых пространств (см., напри
мер, L2, глава II] ) : 

Говорят, что банахово пространство X обладает (слабым) 
свойством Банаха - Сакса, если из любой ограниченной (слабо 
сходящейся) последовательности в X можно выделить подпо
следовательность, средние Чезаро которой сходятся в сальной 
топологии. Будем записывать: Х€В$ (X е Wß$) . 

Оказалось удобным параллельно с этими свойствами рассма
тривать следующее (введенное Брюнелем и Сачестоном, см. 
[2, с. 39]) : 

Говорят, что банахово пространство X обладает знако
переменным свойством Банаха - Сакса, если из любой ограни
ченной последовательности в X можно выделить 
подпоследовательность • знакопеременные средние 

Чезаро ^ которой сходятся в сильной топо
логии. Будем записывать: X^AßS 

При исследовании этих свойств оказалось полезным следу
ющее утверждение, доказанное Брюнелем и Сачестоном. Через 
3^ будем обозначать линейное пространство, состоящее из 

финнтных последовательностей вещественных чисел. 
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Дредхожеиие Г2, с. б! . Пусть - ограниченная по-
следоммлмость в банаховом пространстве X , не содержа
щая футтдимиальннх подпоследовательностей. В пространстве 
IR* можно ввести такую норму LC*) , что дхя некото

рой подпоследовательности (x.J^h любого 
Ct= У € ^ имеет место 

Um II а 4 х^  +. . .+  c t K 3c^  И =  L ( cO ,  
1 к 

г да предах берется по всем возраставши наборам fLt<... < И-к , 
когда rt-i"*-00 

ш . 
Попоххенхе по норме L* называется растягивающей 

моделью (РМ) пространства X , построенной по ограниченной 
по еледовательности {3c|v}(̂ 1 . 

Слабое X знакопеременное свойства Банаха - Сакса допус
кает следующее описание в терминах РМ. 

Теорема 2 Г2] . Следующие утверждения эквивахентны: 
1) Х*АВ$  (xtwfcg) ; 
2) Дхя некоторого $ > 0 найдется РМ пространства X , 

построенная по ограниченной (слабо сходящейся к нулю) после
довательности, дхя которой L(a) >• S • 

3) Дхя любого 0 <£<1 найдется РМ пространства X . 
построенная по ограниченно! (слаба сходящейся к нулю) после
довательности, дхя которой 

( i -£ ) Z J c t . |  *  U a H  ( 4 + £ )  ZLj/ l a J .  

Теорема 3 Г2. с. 5о] , i) ЦХ е АВ$] f- X^WßS j Л 
A L X не содержит подпространств, изоморфных ] ; 

2 )  ИХ €  ЁХ €  АВ&З л  ГХ -  рефлексивно !<= £  
<=»CX'6'WBS3AtX- рефхекснвно 1. 

Теоремм 2 I 3 оказались существенными в исследованиях 
по свойствам Банаха - Сакса, проведенных автор«!. Опишем ос
новные результаты этих исследований [3 - 5] . 

I. Аналоги свойств Банаха - Сакса для общих регулярных 
матричных методов суширования. 

Пусть А - регулярный матричный метод суммирования, за-
дамАмц* матрицей [&] . Будем записывать 

(XcWB£A) , если в X из любой ограниченной 
(слабо сходящейся) последовательности можно выделить А -
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суммируемую подпоследовательность. Будем говорить, что X 
обладает свойством Шура (и записывать: Хе£СН) , если в 

X слабо сходящиеся последовательности сходятся сильно. 
Теорема 4 [3J (см., также, [?3). Если km. jü-i = 0 , 

то L X <= Bib A J ̂  С X € 1 и tXsW'BS^l w> 
<£$> СХб WB^3 , Если же UW seep ICl.— \ > 0 , то 

ГХ e bSA j<=> LcUm. X< °o] и CXe W^ŠAJ^LX-SCH]. 

Таким образом, замена метода Чезаро другими методами 

суммирования не приводит к выделению новых классов банахо

вых пространств. 

II. Задача трех пространств. 

Пусть X - банахово пространство, V - замкнутое под
пространство в X » X/Y - соответствующее фактор-прост-
ранство; <Р - некоторый подкласс банаховых пространств. 
Будем говорить, что для класса З5 задача трех пространств 

решается утвердительно (отрицательно) , если справедлива 

(несправедлива) импликация: 

[  Y e ? ]  л  C X / Y e S > ]  = >  П Х е У З .  
Теорема 5 СзЗ . Для АВ$ задача трех пространств ре

шается утвердительно. 

Из теорем 3 и 5 непосредственно вытекает, что для BS 

задача трех пространств решается утвердительно. Ьтот ре

зультат другим способом был получен в [8] . 

Теорема 6 [4] . Для WBS задача трех пространств 

решается отрицательно. 

В работе [эЗ исследовалась более общая задача трех 
пространств, в которой Y , X/V и X принадлежат не 
обязательно одному и тому же классу банаховых пространств. 

III. Сравнение слабого свойства Банаха - Сакса со свой
ством Ыазура. 

Говорят [10 ] , что банахово пространство X обладает 

свойством Мазура порядка р (р> i) (записывается: Xе 

( MdZ(p) ) , если для любой слабо сходящейся к нулю после

довательности {оСг^ в ^ найдется такой набор 
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, rM с •; oo 
i \ oc • • 

, j = i положительных чисел, что 

-г- '•'ИИ с . !• il ^ rYV(L> . -у, ,1 - ' 
. ow ~Л ; il оС, • X !'_ V, 
' 1 f I -»oo <j „ d ^ 

Это свойство оказалось полезным [10 j дая изоморфной 

классификация функциональных пространств Лоренца. 

Теорема 7 [б J . Если X £ М&2 CD) ПСИ каком-нибудь 

p>i , то XewBS • 
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ОБ (WiOfl ТЕСРЕМЕ Э. И П. СААБОВ 

Э. Оя 

Пусть X » У - бесконечюмерше банаховы пространства. 
Обозначим через X кх тензорное произведение, т.е. по
полнение алгебраического тенаорного произведения х 9 у  по 
кросс-норме а . Через е. обозначается инъектявная кросс-
норма, определяемая равенством 

Э. и П.Саабами [II установлено следующее достаточнее ус» 
ловие для того, чтобы X®^У содержало дополняемое «од-
пространство, изоморфное с0. 

Теорема I (см.113). Если одно из пространств Х*>м У со
держит подпространство, изоморфное с», то Хв^У содержит 
дополняемое подпространство, изоморфное с0. 

Если X или У содержит подпространство, изоморфное с,, 
то Х®*У также содержит подпространство, изоморфное с0 . 
В то же время, например, @г ®g tx имеет подпространство, 
изоморфное с0> несмотря на то, что Хх не имеет под
пространств , изоморфных с0. 

В случае, когда одно из пространств У или У обладает 
безусловным базисом, установлено следушее усиление теоремы 
I. 

Теорема 2. Пусть одно из пространств X или У обладает 
безусловным базисом. Если X ®£У содержит подпространство, 
изоморфное с0, то Х®£У содержит дополняемое подпрост
ранство , изоморфное с0. 

В [21 и [33 были изучены кросс-нормы Ег, 4 « о© 
(в [2] £г обозначена через ), из которых сов
падает с Е . Отметш, что теоремы I и 2 являются точшмк в 
том смысле, что они с кросс-нормы SmS^e но распространя
ются на остальные кросс-нормы Бг, 1$ г< оо. В самом деле, 
тензорные произведения ^$/Ь'*<ов» мв содержат Д0-
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полняемых подпространствL изоморфных с„, несмотря на то, 

что IL и поэтому также / ® „ I содержат под-
rv Of* 00 

пространство, изометрически изоморфное С0. Последнее 

утверждение вытекает из следующей теоремы. 

Теорема 3. Если X обладает ограниченно полным базисом, 
то X®g У» 4$г<оо, содержит дополняемое подпространство, 

изоморфное с0, тогда и только тогда, когда У содержит до

полняемое подпространство, изоморфное е0» 
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О НЕЭЙЕКТИВНОСТИ ИЙГЕГРАЛЬШХ РЕГУЛЯРНЫ ОПЕРАТОРОВ 
A.B. Ревенко 

Пусть S - направленное множество ; X - банахово про
странство ; и" - О"-алгебра подмножеств множества £ » со
держащая все одноэлементные подмножества и все подмножества 

Щ = i t t > а j (i е S ) ; комплексное банахово про

странство, состоящее из всех равномерны* на S пределов по

следовательностей функций вида х(5) = X". u-i %-Ei (5) (5 е 5 ; 

и,- £ X . ÜU; iii- ь (te/V); 0\ EinEj-ф (i *j)). Норма в про
с т р а н с т в е  ß  t ( S , ü - )  о п р е д е л я е т с я  р а в е н с т в о м  l l x i l ^  s u p  i i x i l )  i !  ,  

, e s  
Рассматривается линейный регулярный оператор А * опре

деленный на пространстве (5,<э ) равенством; (Ах) ({.) 

= Jx(i)cijut Cii S)t где - действительные меры ограни-
^ > 

ченной вариации , Ь) , определенные на <Г , йнтех'рал 

понижается а смысле Вохнера. 

Линейный регулярный оператор А неэффективен 

на пространстве (5,0*) , если для любого te 2 v(fjt,Ut)=0, 

in! inl (иЛьу- M-iüi ) > о и для любого ii S функции 
J R TU1 • 

монотонно убывают на множестве Ui • 
Сдздртрие Jj Действительная треугольная матрица A -ffönK)) 

неэффективна на множестве всех ограниченных банаховсзнащшпс 

последовательностей, если uil (апп. ~'3-п„а*) *0 и для любого л .  
K t N  п о с л е д о в а т е л ь н о с т ь .  { c t n , K . ] ^ l K  м о н о т о н н о  у б ы в а е т .  

Сд§дотви$_-£,- Действительная матраца А - (( & i к т п. •)) 
( 1;«тп --о (т> п >к)> ) неэффективна на множестве <всех 

ограниченных оанаховоэначных последовательностей, если 

ьп! (атптп.- amW О и для любого (т.п.) последова-
т,  / г  
тельность ! a,:smaS;»»-. мояаковво убывает; 

к  > г г  

Вопошкловградский государственный педагогический институт 
Нафодрз алгебры 
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МНОЖИТЕЛИ ОУММИРУЕУООТИ И АНАЛИЗ ФУРЬЕ 

Я. Сикк 

Первые результаты в теории тригонометрических рядов . 

которые связывают коэффициенты Фурье, а также (iSJ } 
мультипликаторы ( при р € £ j' oo] J с множителями сум

мируемости, были получены.ненецким математиком Г.Гёсом 

Его результаты были обобщены Тартуским математиком М.Тынно-

вьш на более широкий класс множителей суммируемости Г 6J. 
В конце 60-тых годов в работах Г.Кангро ^см. Г1,2j) бы

ли определены понятия пространств С и nv , а ^ также 
»«жители суммируемости со скоростью классов (A f В ), 
(A*\ 8Г) и другие. Образовалась теория суммируемости so 

скоростью, которая влияла и на дальнейшее развитие анализа 
Фурье. В 70-тых годах Я.Сикк [3,4] выработал методику ко
торая позволяет связывать шожйтели суммируемости со скоро
стью с мультипликаторами. Например, найдены были необходи
мые я достаточные условия для того, чтобы6 €(L ,Х), где X 
один из пространств W1,  Lp , VJ1" С , W"L ,/-£/> (^/^прирб (-jpt} 
или Vi1'Lip(*-,}>)• При этом решающим являлось понятие ~Г*~ -
конструктивного пространства Худ, как пространства всех 
тех тригонометрических рядов £(1^=2(0^ eas кос ) , 
для которых о' 

где +- 4К эсл. кХ ̂ , 
Шло доказано следующая основная дета: если «ела £к 

являются сожителями сумяруамости со скоростью класса 
(ек) является мультипликатором класса 

(Xx*.; "Хп^)' iieXamo эти результаты автора были обобщены 
С. Бароном на двойне ряда ГЬД . 

В настоящее аремя наш найден новый подход изучения ко
эффициентов Фурье и аультипликаторов. Этот подход основы
вается на понятиях рейт-пространств и К -цуяьтипликаягоров, 
определенных автором.К-мультипликатор ^мультипликатор 
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Кангро J является обобщением понятия множителей суммируе

мости со скорость®. Приведем здесь определение одного типа 

К -мультипликаторов. 
Определение. Пусть т(^) и рейт-пространства 

(см. £5] , определение) , А * (Л-л,* ) и ß = (1ц ) -методы 
суммирования. Последовательность Е-(£к )является К-муль

типликатором класса (Ат,(л) , 8 т. (ft-У) , если при каждом 

(X в.Л1С U.^ )£ пъ (&•) вытекает, что последовательность 

частичных сумм (ŽbK ^ ) 6 (/л,). 
Нами выработанная методика в том числе дает следующие 

результаты: Лр 

Теорема. Пусть 3 - метод сходимости,(с6L;t>e(j/»\ 

x=(v;,a 
гр Если £. является К -мультипликатором класса 

(W4 Эс ) то £ 6 (при -h ^ 

б) Если £. является К -мультипликатором класса 

(jnv {f)) oa) то l^y). 
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РЕЙТ-ПРОСТРАНСТВА В ТЕОРИИ СУММИРУЕМОСТИ 

Я.Сикк 

Пусть 0< t, Л/ =1,2,... . Кангро £lj 

назвал сходящуюся последовательность х,-=(^п,) с fan, Х-^Х. 

Я. -сходящейся, если существует конечный предел ß = 
Ltn-ßn, , где - X). Аналогично, сходящуюся по

следовательность ОС, он назвал Я. -ограниченной, если 

ßF^= 0(4) . Множество всех А,-сходящихся последовательно

стей он обозначал через С , а множество всех Л. -ограни

ченных последовательностей через rrv* . Изходя из пространств 

С- и пь нами рассматриваются найболее широкие классы 

последовательностей, которые мы называем рейт-пространства-

ми. 

Определение I. Пусть X, - О7 п*»1,2,..., а 

X - линейное пространство последовательностей. Пространс
тво всех тех последовательностей для которыхX 
(при /5Л= х )) называется Xt -рейт-пространством 

и обозначается через Xt (.**) . 

Подпространствами пространства X t (/С) являются прост
ранства Xc«,(X),Xl>>C и другие. 

Определение 2. Пространство всех тех последовательнос

тей х~ , для которых X . называется X -рейт-

пространством и обозначается через X (•*-) . 
Приведем некоторые примеры рейт-пространств. 

1. Если 0< Х= С, то Хсс ^ - )—  с  ,  а приХ~ 
в т* имеем Хс(^= т. . 

2. Цусть А'- /v=I,2,... . Если X = с , то Х(А^ 

является пространством всех таких последовательностей для 

к о т о р ы х  ( С '  р  

3. Пусть Ъ-(гС*), тогда является пространством 

всех таких последовательностей,для который £? , 
Для рейт-пространств мы определяем следующий матричный 

оператор: пусть где/^«,^ 0 , ^=1,2,... и 

пусть А - некоторый метод суммирования последовательнос

тей, переводящий X. в последовательность А oi . Если при 
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каждом X. fe Xc С'Ц) оказывается, что А* 6 ^ .,то 

иетод А определяет оператор А еС^-СД,^« У^ С^сс)).Анало

гичным образом определены нами ыатричные операторы классов 

(xcwc/o;, c x t c x ) : y c ^ ) )  и .  ( x ( b ) i  ̂ сса) ) .  
Оказывается, что изучение матричных операторов для ре-

,йт-пространств основывается на соответственных операторах 

( X '• у) и СХ • с) . Нами получены следущие резуль

таты. 

Теорема. Цусть где ® и /С — где 

j j-n.ф-  о  при rv =1,2,... . Цусть А— с~  метод сум
м и р о в а н и я  А ( £ , / с )  =  ( а ^ . • >  A  )  и  

А О ;/i) - ) , тогда 

1.Ac СXttyiyi/c)) тогда и только тогда, когда 
а(*г>)е(х: у ) .  

2. А € (X ; у ( / ь ) )  тогда и только тогда, когда 
A0W6(X:JO, 

3.Ае1Х(*0*У) тогда и только тогда, когда 
acx*4)€(xiyj/ 

4 .  А С СХсСМ ; у  с /*.)) тогда и только тогда, когда 
a t ä / l ) € ( a i y )  

Следствие. Метод (/чАз^льОа^тогда и только тогда , 
когда о 

<wf \ i < oo f 

JBjweperypa 
I. Кангро Г. Мшшвш i.уиищмчтгт для рядов -̂ограни-

тюшцпг методам Риса и Цеащао§7ч. зап. Тартуск. ун-та, 
3971. » 277. С. 130-154. 

Эеяякашя сельсвохозяйстяетая академия 
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НЙЯЙНЕШЫЕ ПСадОДШЕРЕНЩАЛЬНЫЕ ОПЕРАТОРЫ 

ß СУПШ1РОСТРАНСТВАХ 

О.Г. Смслянов 

I. Суперанализ. Используется подход, развитый в работах 

В.С.Владимирова и И.В.Воловича (см. СП). Всюду далее А -

A0®Kt - вещественная коммутативная .банахова супералгебра 
СКСА); если Т= Т0®Тг и 5 =• S0®Sl - топологические еу-

яермодули (СМ) над КСА Ai то (вещественным) суперпрост

ранством над парой СМ (Т, S) называется топологическое 

векторное пространство Т0 ©S^, аналогично определяется 

комплексное суперпространство; при этом роль А играет ее 

комплексификация АС. Если Е. и 6 - два вещественных су
перпространства над парами - (Т° 5°) и (Д \ S1) СМ, то 

отображение ̂  E-*G называется (А)-линейным, если оно 

является сужением на Е некоторого А-линейного отображе

ния модуляТ°®5° в модуль ТЛФ5\ при этом множество 

эсех линейных отображений из Е в G наделенное естествен

ной структурой суперпространства и подходящей топологией, 

обозначается символом Л IЬ, G У. Если t - некоторый ме

тод дифференцирования отображений топологических векторных 

лространств, то отображение ^ суперпространства Е в су

перпространство G называется т5 -дифференцируемым в точке 

хеЕ. если, рассматриваемое.как.отображение топологическо

го векторного пространства (ТВП) Е в ТВП G, оно обладает 

з  э т о й  т о ч к е  Х - п р о и з в о д н о й  ^  и  6  X  ( 6 ) .  

Далее предполагается, что все встречавшиеся производные 

отображений суперпространств - это производные по системе 

компактных множеств С21- Пример. Пусть А = АРфА1 - 2.^-
..•радуированное локально выпуклое пространство, Т = А ® А 0, 

3 = А ® А , ;  т о г д а  С Л 0 ®  А 0 ) ®  C A T ® ( с и м в о л  ®  

обозначает тензорное произведение, наделенное подходящей 

топологией и пополненное по ней). 

2. Гамидьтоновы систета,.Суперпространство называется 

свободным, если оно может быть получено так, как описано 

в последнем примере. Далее предполагается, что все супер-

просгранства являются свободными. Гамильтонова система -
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это набор где Е - суперпространство, называемое 
фазовым пространством системы, 3t;E**A - функция Гамильто
на, & - симплектическая структура, т.е. сужение на Е' * Е' 
А-билинейного отображения Ь-; ЕдХ А (ЕЛ=А®А, Е'=*(£, АД 
обладающего следующими свойствами: (I) сужение £ на А'0 * А'0 

представляет собой невырожденную антисимметричную вещест
венную билинейную форму; (2) сужение & на Д!, * являет
ся обычным скалярным произведением; (3) сужения \ на AÕ* Aj 
и на A I; ^ А0 равны нулю. Уравнение Гамильтона, соответст
вующее этой гамильтоновой системе, - это уравнение f C~t) — 

относительно функции |: R1—* Е*, здесь -
линейное отображение суперпространства Ег в Е, порожденное 
функцией k Пример. Пусть Н - комплексное гильбертого 
пространство, Мг - вещественное пространство, получаемое из 
Н сужением поля  скаляров  до  R 1 ,  &(х , ? )  = х ^ х  -
стандартная инволюция в Н, В - самосопряженный оператор 
в Н, комцутирующий с инволюцией, = I (Вх,г). Тогда 
для гамильтоновой системы (Н7,Ц3t) уравнением Гамильтона 
является обычное уравнение Шредингера. 

3. Псевдодифференциальные операторы (ПДО). Всюду далее 
- суперпространства, причем Q'=Р, P'=Q, Е = О* Р , fr -

каноническая симплектическая структура (на Е). Символом 
обозначается "супермера Фейнмана" на Е; так называется "су
перраспределение" на Е, определяемое как Ас -значный функ
ционал на суперпространстве Дс-значных функций на Е, являю
щихся преобразованиями Фурье супермер на Езадаваемый с 
помощью равенства Парсеваля своим преобразованием Фурье 
(ц, р) ж t <р,<р (определение супермеры^ введено в Ü31; там 
же определена и супермера Фейнмана). ЦДО 3fct в пространстве 
1И супермер на Q , обладающий "t-символом (X е [ 0,11) 3t, 
определяется - в естественных обозначениях - так: 

(3£ r v)(d<^= jj  е v(dL(j)$ e(U<£ t df>). 

ПДО в пространстве (некоторых) А-значных функций на Е , 
обладающий Г-символом определяется так: 

< t 1 ' p  4> e ( d ^ d f > ) .  
Наконец, если Q = Q1*Q.ij где и Q.t -два экземпляра 
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одного и того же оуперпространства, то пусть у, - тензорное 

произведение (пополненное по подходяцей топологии) прост

ранства Лс-значных функций на QL и пространства супер

мер на Q,z • его элементы ыожно отовдествить с (принимающи

ми значения в подходядем пространстве) функциями двух аргу

ментов: точки из Q., и множества из б*-алгебры борелевс-

ких подмножеств вещественного подпространства четной части 

суперпространства <3^; это вещественное подпространство яв

ляется каноническим образом четной составляющей ^-гра

дуированного локально выпуклого пространства, порождающего 

- как описано в п.1 - суперпространство у . При подходяща 

ограничениях суперпространство у можно считать двойствен

ным самому себе (относительно естественной А"-значной 

А.-билинейной функции на у* у ).лДЦ0 с Т-символом Ä в у 

определяется так: <И* w^,w2> = <Й.г(у,вуь), v,ev4>, wK»vKeyK. 
4. Квантование» ~-квантование (по Шредингеру) гамиль

тоновой системы G = (E,fr,30 - это гамильтонова система 

, Pr)j здесь Z-некоторое (супер)прост-

ранство tVc-значных функций на Gl, SÄ - некоторое (супер)-
пространство А-линейных отображений в Ас; послед

нее пространство естественно назвать пространством обобщен

ных супермер («распределений) на Qj - каноническая 

симплектическая стуктура на Saxlö) 

(ТбВД, ~ ПДО в Ж с t-символом . Соответст

вующее описанной гамильтоновой системе "уравнение Гамильто

на" линейно и фактически состоит из двух (линейных) урав

нений Шредингера - одного относительно функций со значения» 

ми в , и другого - относительно функций со значениями в 
Можно было бы также определить квантование гамильто

новой системы б как гамильтонову систему с фазовым прост

ранством у, 

5. Нелинейное и вторичное квантование. Мы сохраняем 

обозначения и предположения предыдущих пунктов. Пусть уч. -

натуральное число и &= Е*...х Е (и. сомножителей), к«6-»А. 

Набор W) естественно назвать гамильтоновой сис

темой, состоящей из к одинаковых подсистем (каждая из них 

описывается функцией Гамильтона 5R.) с взаимодействием,ко

1 4  
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торое описывается функцией К . Нелинейное квантование тай

кой системы - это гамильтонова система (SQx5_a, , Р£), 

где Р~ определяется так: 
kv ^ ь а 

Pt(v,vp) = - i  — t/w, <kt(v®...®v),lf®...®(^. 

"Уравнение Гамильтона" для нее - это нелинейная система 
уравнений Шредингера 

i v  -  Ж?»  + <  k~ ( y « . . . ® v ) ,  ( < f  ®. . . 0  • ) >  
^ л 

L vj> (•, t) = if + <Cv®... ® *lv^-гС 

Таким образом, описанное квантование приводит к гамильто

ниану с полиномиальной.нелинейностью четной степени; отме

тим в этой связи замечание в С 41 о том, что полевые модели 

с полиномиальной нелинейностью нечетной степени в гамильто

ниане не имеют физического смысла. Если теперь Q = QL, 

ic : Q^Q^Q^A, то нелинейное ^-квантование системы 

) - это гамильтонова система 

где - аналог (г из примера п.2, а ^определяется с 

помощью равенства P£ СW,,, Чг) = -I < Wj г vJz> — 

- <l/6<fcj.(ytev1®vl))Q1eP;levJi)> - If6 <^^(v,evi®v!i)> C^ev,®Уг» 

можно считать (супер)гильбертовым пространством С33). 

Таким образом, получен гамильтониан с полиномиальной нели

нейностью нечетной степени л=3, т.-2.У Втормчное 

квантование - это 'о-квантование гамильтоновой системы, 

полученной в результате соответствующего нелшейного кван

тования. 
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ВКЛЮЧЕНИЕ ПОЛЯ СИЛЬНОЙ СУШИРУЕМОСТИ В fK- ПРОСТРАНСТВЕ 

В. Соомер 

Пусть метод суммирования А определен бесконечной мат

рицей А = (Q-ьк), где ап< > Р. Последовательность 

называется А -суммируемой, если существует конечный предел 

А'/и 2 ,и сильно А -суммируемой (со степенью/' , где 
И 4С 

/>={рк), />* > о) К числу £ , если 

ä* = <?• 

Через обозначим поле суммируемости метода <4 (т.е. 

Сд - множество всех А-сумшруемых последовательностей), 

а через обозначим поле сильной суммируемости метода 

А. 
В статье [l"[ доказана 

Тоордци Т. Пусть //Д <<ю И £*п**0. 
Тогда foj'c С*. 

Оказывается, что при 0<р л  </ соотношение [сО с 

в общем не имеет место. 

Пусть р = [/>к) и 

т.е. W l f J x l C j Y ,  г д е  А  -  метод арифметических средних. 
Через /я обозначим пространство ограниченных последователь

ностей. В статье [3 ] доказана следующая 

Теорема 2. Цусть /if-пространство и <7 <"/5; <"•/, 
к- жз с-Х следует, что X^f». 

Еежж X- СЛг где А - метод арифметических средних, ю 

из теореш 2 вытекает, что при о </ включение 

не имеет место (налошим, что никакой регул-

яршЛ метод не суширует всех ограниченных последователь

ностей) . 

Известно (см. [2")), что если - регулярный матричный 

метод, то при £7<уЧс и ^к//°кимеет место включе-

^ На основе этого факта и теоремы 2 по

лучается следушая 

Теорема 3. Пусть У - /^-пространство и где 
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<?<«. #/>* *4. Тогда из X следует, что Х^*?. 

Рассмотрим теперь случай, где 1Сп> ркг оо . Имеет 

место 

Теорема 4. Пусть X - корегулярное /^-пространство и 

А - матричный метод типа <г0-> св . Тогда существует ог

раниченная последовательность Jс , что Jr € [Cj ] р} но л € X. 
Замечание. Отметим, что аналог теоремы 4 имеет место и 

тогда, когда вместо матричного метода А будем рассматри

вать последовательностный метод суммирования ы. , заданный 

последовательностью матриц <х -=.(Ас). (Такие методы изло

жены например в статье ̂ 1]). 
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ВЫПУКЛОСТЬ ОДНОГО СЕМЕЙСТВА 

ОБОБЩЕННЫХ МЕТОДОВ СУММИРОВАНИЯ НЁРЛУНДА 

А. Тали 

1. Цусть & - отделимое локально выпуклое пространство 

над полем комплексных чисел (Г (или IR ),топология которого 
определена семейством полунорм { [Ъ} • Пусть, далее, Ал-

методы суммирования последовательностей^Х= ( л̂), где ̂ €<5-

и оL - непрерывный параметр со значениями Ы. € 3 С . 

Предположим, что методы А^ заданы в виде преобразований 

последовательностей X в последовательности^ А^Х = (7]°^ ) , 

где §•. Обозначим поле суммирования метода А. символом 

сА^, поле суммирования к нулю $£ & - символом и поле 

ограниченности - символом luA^. Приведем понятие выпуклого 

семейства методов суммирования (см. [3] , определение 3). 

Определение А.   говорим, что семейство методов^яв

ляется выпуклш, если при любых и. < р> выполняются условия 

m,f\c тАр , cA^c cA^ (I) 

и справедлива импликация 

Х£ пгА^ ,Х£ С Ар ,oU ̂ <^1 хе сАу, . (2) 

Если условия (I) и (2) имеют место с заменой в них сим

вола С на С0 , то говорим, что семейство А^ нуль-выпукло. 

2. Предположим, далее, что методы А^и А д- при любых^ 

хе Х_ ,с1и<Ьо связаны соотношением (см., например, [23) 
el оччг i » / ,о, 

if чь fct£fe ' ,«1,1 
где - нижняя треугольняя числовая матрига сС1^"0^, 

причем число не зависит от & и П/ , а (- некото

рая числовая последовательность с ir^ Ф 0 . 

* Индекс П принимает значения О, I, 2, ... . 

^ Мы говорим, что X суммируема методом А^ к сумме 1 

если Ыпг -

^ В дальнейшем мы говорим и короче: семейство А^ . 

^ Символ X. обозначает здесь поле применения метода А . 
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Привода« теорему о нуль-выпуклости семейства А^, кото

рая доказывается аналогично теореме 4 работы [21 . 

Теорема I. Бели методы семейства связаны соотношени

ем (3), которое удовлетворяет при любыхобвЗс^Си <Te30 , lL  
условиям:^ ^ 

*° ' ^n+k> I* Чс при каадом П/ nk>0 , 

2° V >А I trf/ £ I# 1ч , ft4" ( И > О ) , 

з° = *&.,«•{< м-fc+о*4} co^fe^n,), 

4 °  ̂ > " 7 +  с 0 4 к < п ) ,  
то семейство А,^ является нуль-выпукльм. 

Сформулируем, далее, теорему о выпуклости (см. [3],тео

рема 2). 

Теорема А. Пусть линейные преобразования переводят 

каддую последовательность Х*= ) с постояннши членами 

в последовательности А^Х- = ), причем (im, ̂'д=<У[> 

где 0 _ некоторые числа. Если семейство нуль-выпук

ло, то оно и выпукло. 

Пусть, далее,Ч ̂  i - некоторое фиксированное число.При

ведем понятие сильной суммируемости (см. [4"] , с. 77). 

Определение Б. Пусть методы семейства А^ связаны соот

ношением (3). Последовательность X называется сильно Д^-

суммируемой в степени t (коротко С -суммируемой) ~к 

суше 4)€ & , если 

при каждой полунорме и сильно -ограниченной в 

степени t (коротко Е А^^^-ограниченной), если 

при калдой полунорме fl£r . 
Таким образом, мы-имеем семейство методов сильного сум

мирования Е^= С AeL+ilft • 
Понятия шшуклости и нуль-выпуклости семейства дает 

5 р.имяплями , К^цд-, обозначены положительные чис

ла, зависящие от oL или оС и б" соответственно. 
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нам определение А, если в нем заменить символ А^ на , 

Ар на и А у. на В*- (см. [53 , определение 3). 

Сформулируем теоремы о выпуклости (см. [53 , теорема I) 

и нуль-выпуклости для семейства . 

Теорема Б. Пусть линейные преобразования А^ переводят 

любую последовательность х'- С ̂  ) с постояннши членами 

в последовательности^) с1^= * О* О . 

Если семейство нуль-вжукло, то оно и выпукло. 

Теорема 2. Бели метода семейства связаны соотношени

ем (3) и при любых «с € Jot0,oo[ и беЛО, 1С выполнены усло
вия 1°-4° теоремы I, то семейство Вл= С является 

нуль-выпукла«. 

3. Рассмотри» числовую последовательность (Аа'^) , ко

торая формально определена степеннш рядом (см. [II ) 

где zg ft и e - основание натурального логарифма. 
Введем семейство обобщенных методов НёздувдаА^СМ,^,«^) 

с oL > otQ при помощи соотношения 

'Г1л= J^0 P'fc-*- Я-k- Н ) ^ 

0^,1^0 - фиксированные вещественные числа и - неко

торые числа, щи которшс R£**o. 
Заметим, что, в частности, когда р>0=0, методыМ, , (Ц) 

превращаются в обобщенные методы Нёрдучда ( N, Pti,,Õ,r,) ̂ си* 

[41, о. 76). В частности, когда А^^в и p,ft= AI*"0, где 

3»ь,^о - фиксированные вещественные числа, то методыО^|ц*ЗД 

является методами (С,<*,ft,,, которые введены в работе 

[I] . Если ßo-^O , то методы преврапрь-

ются в обобщенже методы Чезаро (С,аЦ если же еще и 

Д= 0 , то мы получаем методы Чеэаро (С,cc). ̂  
Нетрудно убедиться, что методы и 

при тп^гаг oL и Оааваавы соотношением 

(3) с <££>£= а£г£, 6£- R"Jj* » А,Д - числа Чезаро. 
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Непосредственно из теорем I и А следует 

Теорема 3. Если при любых oie 3ч,.oo L и «Гецо, I T 

выполнены условия: 

при каждом а и fe>0 , 

2° i i » ка)б- ks ( а > о ) , 

то семейство ( N, вьшукло. 

Следствие I. Семейство А^=СС,<1ф0̂ «ö^o) выпукло при 

^ ~уо * 
При помощи теоремы А и теоремы I работы [3]доказывается 

более общцй результат. 

Теорема 4. Семейство А*(С>°с,р>0,у-0)'п0) выпукло при 

Непосредственно из теорем 2 и Б следует теорема о вы

пуклости семейства "ВА= С Ал+„За= С N, |г^+"'Ло, cj,^ ^ . 

Теорема 5. Если методы А=(N, Cj,^ ) при любых«(. >оЦ 

и 6*€. J О, d С удовлетворяют условиям 1° и 2° теоремы 3, то 

семейство В^ГМ, выпукло. 

Следствие 2. Семейство методов САа+13 

выцукло при <*. > - у0. 
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О ТАУБЕРОВЫХ ТЕОРЕМАХ Г.КАНГРО 

И. Тамиерайд 

Болышз роль в развитии тауберовых теорем с остаточным 

членом сыграли теореш Г.Каигро о А^- суммируемости и - ог
раниченности Ы. ). Эти теореш позволяли рассматривать та
кие скорости Л , при которых метод А является С*^- консерватив
ным или /т*-консервативным, т.е. налагали на А условия, завися
щие лишь от метода суммирования А. Первыми тауберовнш теорема:."; 
с остаточным членом такого типа ялвляются теореш Г.Кангро (см.£зД) 
для метода Риеса P=(R , р ч  ). В статьях и И. Та мгле-
райд применял идею Г.Кангро для вывода тауберовых теорем с остат
ком для методов суммирования Чезаро С* , Гэльдера Н и 3-"лера-
-Кноппа Е ю. Г. Кангро выработал и метод вариации тауберовых 
условий иМ Р*- ограниченности в случае двухстороннего, а также 
для одностороннего тауберова условия. В случае двухстороннего та-
уберова условия он получил соответствующие результаты для 
суглмируемости. Г. Кангро [1} исследовал и вопрос ослабления тау
беровых условвий. Среди неопубяиковашшх глете риалов профессора 
Г.Кэнгтга есть одна лакунашая таубербва теопема с остатком (г::. 

[ ? ] * ) .  
Остались и некоторые гипотезы, т.е. пока не доказанные то-i-

пемы. 
Теорема I. Золи метол, З^лора-Кноппа Е ®  ( о  « О  

сохраняет А -сходимся-я и сумг.шруег.шя пос яедоватс л-
ностъ уловлетворлет таубсрояг.г условии 

то поелсяслателъиясяъ х является X - сходяя;е"ся. 
Теорема "Зсли метод Чеяг-- э) "яяярапяет X -яг;т~ 

линпяно'тя ' X -сходимостгЛ я ял• л: я я л :  Л,Г я 

, ah-rnt ; дк=/я7с ; о") 

л • я- А- 1  • 'v-ян^я":- Л - • - : :  Т 1 /  

ос с* • я"-.г-ллл-лл, 
п г и д $ и  =  с960 

дс я'-'! я;;: ' ju. • * ял -
, . т  к  

15 1 1 3  



Теорема 3. Если метод Эйлера-Кноппа Ejg Co<Jf4 4~) 

сохраняет Л -ограниченность ( А -сходимость) и после

довательности Л,т и- fx удовлетворяет условии (I), то из 

X -ограниченности ( Л -сходимости) последовательности х. 
методом Е. и из тауберова условия 

ги. a -<9го 

следует fx - ограниченность ( уи. -сходимость) после

довательности х . 
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О КЛАССАХ МУЛЬТИПЛИКАТОРОВ 

К. Тыннов 

Пусть •£) - пространство всех распределений на С-
тогда 4) . Вели XcŽ) И 0( является F -прост
ранством, тогда и к iMt 9 л, 7 

<1«, 1**1 

является Г -пространством определяя полунормы равенством 

р_(|°] = р-(^). Пространство 9с называется F/Снтространством, 
если 3(° является FK-пространством. Через Т - (.Ткк) 

обозначим треугольный регулярный метод суммирования рядов, 

для которой гкк*0 (см. [I]}. 

Введем обозначения: 

(I * я)(ос) » $ f (-x-t) fj О) & ') 

•f =• 

f * 3 £ c 4 ' »  
3l„ = 
TK 

3-ttb 
с. чих> 

сходится В $Jj 

ограничена в ЗЕ}"» 

^{)(0) сходится J 

ограничена ^ 

Имеет место (см.[2,3]) 

Теорема 1. Пусть X является FK-пространством и (С Т̂к.~ 

= 0,.. Тогда 

(а) Э£=ЭСТК (т^С^Х = Oi ] 

(б) X + С Т) =  * ̂  ^тк-

Используя теорему I докажем следующие соотношения между 

классами мультипликаторов. 

Теорема 2. Если являются /"/С-пространствами • 
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3£cj£t^ %ь , (Сг)Тк = ст., тогда 

(э£^) с 

Доказательство. Если ( + тогда в силу теоремы I 

ммеем 

f *%тк =  f * <Ч^г) С  (тГ *Сг) = ^Г/< • 

Следовательно, и f * %тк С ^гк • 
Теорема 3» Если С(, У являются /^-пространствами, (сгку 

= CTT3RTk , ̂  с 5 тогда 

(Э£ --(а' =(эс ->у г оу 

Доказательство. В силу теоремы 2 имеем 

(** •*) •: (5fr, •> %,)-& *%к) < ft -ус (х гг cm)™). 

Поскольку ( Утп;тк= Чтк , тогда утверждение доказано. 

Если I = С* - метод Чезаро порядка Ыъо, 

' и + °< - к \ / / а + < \ 

L пк "" V VT- - к j/ I п. J , 

тогда V- r) г к = " т и теоремы 1-3 верны для 

Аналогичные свойства мультипликаторов изучены в [3, 4] 
г- о г ' 1  

при методах ^ и l 
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ВКЛЮЧЕНИЕ МЕТОДОВ СУММИРОВАНИЯ В КЛАССЕ РЯДОВ ФУРЬЕ 

X. Тюрнпу 

Рассмотрим ряды Фурье функции 4 е е по ортонормирован-

ной на е -L^4D системе функций <= с /Ч^Л 

л-1/^=4, т.е. ряды вида 

С1) 

где 

Пусть А- Ылк4) и В=1(*тк) треугольные регулярные 

методы суммирования, определенные матрицами преобразования 

ряда в последовательность. 

Говорят, что ряд (I) для >|eLe является почти всюду 

(п.в.) на е А -суммируемым, если п.в. на е существует 

предел 

-low ^ ) • 

Говорят, что метод суммирования Ь включает метод сум

мирования А в классе рядов Фурье функций (A<£i3)7 
если из А-суммируемости ряда (I) для п.в. на е0се 

вытекает его Ь-суммируемость п.в. на . 

Если А £ Ь и Ь <£. А то говорят, что метода А и .13 

равносильны в классе радов Фурье функции | е Lp^ и обозна

чают A # ß -
В случае р=Я. (а, следовательно, также для р > 1 ) 

включение А <£ & хорошо исследовано во многих работах. 

Хороший обзор этих работ преведен в работе СЛ. Случай р<2 

мало исследован. Мы покажем, как исследование включения А^ 

<£ |Ъ можно свести к теории типа Шура в теории суммируемости 
в банаховых пространствах. Приведем нужные понятия. 

Пусть )f и У банаховые пространства. Обозначаем через 

банахов-о пространство всех ограниченных в после

довательностей (х>Л . Пусть С =(Cr,J) треугольная мат

рица непрерывных линейных операторов С nt из % в У . 

Пусть 
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-m-fc' 

Но 
< с^ (a |c>,^i ц>); 

где ^ * 

cmcaaf"-?) - 2_^'< w,l к=о v~a 

и И . В силу теоремы о достаточном числе 

функционалов в пространстве tfTt имеем, что наймутся та

кие с^к е сА[рЛл/^=Л и ||о^ц = 'Ц чтобы 

jc&o v*0 
Применяя еше раз теорему о достаточном числе функционалов в 

пространстве 2 Р
f  получаем, что найдется (9=С©Лес 

И ©ИМ такая, что 

сл,ь^) =,|£ & ̂  >|р • 

Итак; если *ш* у=° 

Cn,(A,ß, {,  h^£ ) , (4) 
то ГА1ЙЗр'Р'C^.ßip и, следовательно, Л<£-Ь. 

Обозначим через F С if, р} банаховое пространство всех 

последовательностей коэффициентов Фурье по системе <4> с нор

кой ÄU-f-l\ - Пусть для каждого натурального к 

aK®C<5t4vf/>b ГД® с ll^lls-t « Тогда 

(р(ЧИ))- Рассмотрим (»-дуальное пространство 

FPtcv, р) к пространству FC^tP-) (cM.Cöi стр. 12). Опре
делим для каждых m и к из /А/ линейные непрерывные опера

торы Смс из F(cp, у) в FPftp, р) равенством 

очк ̂  f "Ри 
(5) 

(. О , в остальных случаях. 

Тогда, если преобразование С 

^ = ilcw-ik, <б) 

U • кло 
задаваемое равенством 

VM 
^-схе«с га^з-,ч>->) v&/iV, 

принадлежит классу (£*" С F (^fi Я- (РР «>, Г))) j то 
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*1 

3" =£-ü
cml£*,c' (2) 

Если m) для кавдого (.x^ e £!"(%)•> то говор
ят, что преобразование (2) принадлежит классу (Г (Я, Г'U9). 

Точные условия для этого (теорема типа Щура.) были найдены в 

работе Кангро С21 (см. также 1.5]). 

Говорят, что ряд (I) для ^-е является п.в. на е. 

[А , ъ\-суммируемым, если п.в. на е 

где к. р 

и *=° v=o ' 

" f>kk - fbn(k*>1 • 
Обозначая через E" метод сходимости, имеем,очевидно, что 

(Ё.бЗр <fc В. Кроме того, если методы суммирования Ли 6 ре

гулярны, то А <£ .CAv 60р.Если мы покажем, что 

[а.йр-ке.юр, (3) 

то из цепочки соотношений 

А<ЕСЛ,63г *№,Ь}Г£В> 

вытекает вклшение А<&&- Так как 

б'леан^-^'м.е.,^) 4 * 

< ̂ '(е, fef-f, <•) (лл-и fj, 

где 

1 ' *-=0 v-о 

и AKV = < •> то для соотношения (3) достаточноэчтобы 
п.в. на е 

~CV\£ А, (Ь (^"3 =0-

В силу леммы 3 из [4~^ и леммы 3 из СЗ^ для последнего ра

венства достаточно,чтобы для каждых и г нашлись 

постоянная К{£>о и измеримое подмножество Т^се с 

у 4 - а - £. такие, что равномерно относительно всех 

разбиении отрезка е. на гили непересекапцихся 

и измеримых подмножеств ~тги~п с О в выпол

нялось неравенство " 
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уч , i 

( г .  

для каждых |е1-Ре и ^eLT
t с Н^и-НгЛ. Итак, имеет 

место неравенство (4) и, следовательно, А £6 Е итоге до

казана 

Теорема. А £ Ь, если преобразование С , определенное 
равенствами (5) и (6), принадлежит классу ( £°° ( F (. 
£*>[РР>(<-Р,РУ)) с "/*>+'/<=?-=-1. 

В случае р-2. имеем, что F(q>,e^)= • 

Кроме того, так как тогда 

,t=:0 v=0 

<i i b i i (X<- .  Х .А"Ч*+>Т лх/и->*  ž -МЧ"* 5  

4 <l = 0 v"0 v v"=l> 

4 lA'.v М1Ц 
у ' Y~-*V 

то из условия 
=cou) 

вытекает, что преобразование С принадлежит классу (•£о0((г)у 

и > следовательно  Aeg ,  .  
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об одном обобщении теорем стоуна-вейерштрасса И рисса-маркова 

В.П.Фёдорова 

Классическая теорема Стоуна-Вейерштрасса в решёточной форме, 

называемая также теоремой Крейыов-Какутани, утверждает, что если 

)( - бикомпактное хаусдорфово пространство, С(Х) - векторная 
решётка всех вещественных непрерывных функций на X , наделённая 

равномерной нормой, то всякая замкнутая векторная подрешёткаС(Х). 

содержащая константы и разделяющая точки из X • совпадает с С(Х)-
Хорошо известна также теорема Рисса-Маркова: если X - би

компактное хаусдорфово пространство, то сопряжённое к простран

ству С(Х) , наделённому равномерной нормой, линейно изоморфно 

пространству всех ограниченных регулярных борелевских мер на X 

при этом F& С (X) и мера [Ц связаны соотношением F(f)= 
Утверждение последней теоремы равносильно следующему: для 

всякого С (X) и всякой направленности (-f^) из С(Х) , убывая 
поточечно сходящейся к нулю, выполнено Р(^-"тО £l]. 

Если X - вполне регулярное небикомпактное пространство, 

Cg(X) - векторная решётка всех ограниченных непрерывных веществен

ных функций на X » наделённая равномерной нормой, то утвержде
ния обеих теорем не верны. Были предложены различные ослабления 

естественной нормированной топологии в Cg()(), позволившие полу
чить аналоги и обобщения теорем Стоуна-Вейерштрасса и Рисса-Мар-

кова. Отметим работы [4] , fö] , £7] . 

В нашем докладе рассматриваются обобщения теорем Стоуна-Вей

ерштрасса и Рисса-Маркова на локально выпуклые векторные решёт

ки, обладающие особым свойством отделимости множеств посредст

вом решёточных гомоморфизмов (свойством Хана-Банаха). Для JEBP 

со свойством Хана-Банаха эти обобщения эквивалентны друг-другу. 

Терминология, касающаяся векторных решёток, в основном за

имствована из книги Шефера £з] . Под решёточным гомоморфизмом 
на векторной решётке X понимается решёточный гомоморфизмв 

вещественную прямую. Идеал векторной решётки называется Также 

i -идеалом. Векторной решёткой функций на множестве X будем 

называть всякую векторную подрешётку Jt(X) векторной решётки 

всех вещественных функций на X с поточечными векторными опера

циями и поточечным упорядочением. Линейный функционал F на м 



называется Т -аддитивным, если для всякой направленности 

из <£(Х) , убывая поточечно сходящейся к нулю, F(h)-^0 • 
Определение I. Будем говорить, что ЛВР (#"; £) обладает 

свойством Хана-Банаха, если для всякой её замкнутой телесной 

додрешётхи (£ и точки G.£$\(2 существует непрерывный решёточный 
гомоморфизм <f на £ такой, что ftf(X)\̂ -l для всех (2 
и |(f(a)!>l . 

Множество (Ф> решёточных гомоморфизмов на векторной ре

шётке,^ будем называть достаточным, если для любого осФОиз 

X существует <р€ ^ таксй, что <-Р(&) 10 . Необходимым 

условием свойства Хана-Банаха t) является существование на 

(У, t) достаточного множества непрерывных решёточных гомомор
физмов, Обозначим через 1т топологию поточечной сходимости в 

*00.  
Определение 2. Пусть ü?00, t )  - ЛВР функции аа множестве 

X и iipb", Условимся говорить, что ь (ш\ t) выполнена теоре
ма Стоуна-Вейерштрасса, если всякая замкнутая векторная под-

решётка в OT),t) , 2г~ш10тная в совпадает с <*(Ю- Бу

дем говорить, что в (aPOQjt) выполнена теорема Рисса--Маркова, 

. если всякий функционал fk (if(x), t) является z -аддитивным. 
Определение 3. ЛВР (/(X), t) будем называть £-замкнутой, 

если в (m,t) всякий замкнутый максимальный с -идеал 2г -

замкнут, или, что то же, всякий t-непрерывный решёточный 

гомоморфизм на №(Х) является 1т -непрерывным. 

Теорема I. Для ЛВР (У(Х), t) , обладающей свойством Хана-

Банаха, следующие утверждения равносильны: 

1. в (m),t) выполнена теорема Стоуна-Вейерштрасса; 

2. в ( \i) выполнена теорема Рисса-шаркова; 

3. (m\t) - е -замкнута. 

Для функциональных ЛВР, фигурирующих в работах. [4] , [5] , 

1.7 3 , легко доказать свойство Хана-Банаха и @-замкнутость. 

Для ЛВР (Jfyi) условимся обозначать через S топологию в 

сходимости на каждом непперывном решёточном гомоморфизме. 

Теорема 2. Следующие утверждения для ЛВР (it, t) с достаточ

ным ьшожеством непрерывных решёточных гоыомораизмов равносиль

ны: 

I . ( t.) обладает свойством Хана-Банаха; 
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2". всякая векторная подрешётка в , плотная в (X,S) , 

плотна в Ш) (теорема Стоуна-Вейерштрасса); 

3°. всякая убывающая направленность f-j-^ из je . сходя

щаяся к нулю в топологии S , стремится к нулю в топологии t ; 
4°. для всякой направленности (jbt) > убывая сходящейся к 

нулю в топологии 3 и всякого /•€(t£, t)' выполнено F(fy-^0 

(теорема Рисса-Маркова). 

Для отделимого топологического М -пространства в смысле 

Лжеймсона £б] свойство Хана-Банаха доказано И. И, Iie репе чае а 

Г23. Каждое из следующих свойств ЛВР {$,£) , обладающей дос
таточным множеством непрерывных решёточных гомоморфизмов, вле

чет за собой свойство Хана-Банаха: а) борнологичность, б) по

лурефлексивность, в) - индуктивный предел относительно 

решёточных гомоморфизмов последовательности ЛВР со свойством 

Хана-Банаха, г) - проективный предел относительно решё

точных гомоморфизмовI семейства ЛВР со свойством Хана-Банаха. 

Приведём пример ЛВР, обладающей достаточным множеством 

непрерывных решёточных гомоморфизмов, но не обладающей свойс
твом Хана-Банаха. Пусть У(Х/ - векторная решётка ограничен
ных измеримых по Лебегу функции на t  щ - мера Лебеге ь 
}'. , р(Х)=]̂  1{1ам (х - ядре пред нормы р , 

Пусть, далее, z - слабейшая из локально выпуклых топологш». в 
. относительно которых непрерывна преднорыг р и все 

гомоморфизмы не ittX) , потюздённые точками из X • Тогдг. 
£.' - ЛВ? к {£ - замкнутый -/-идеал ь нек. божество 

непрерывных решеточных гомоморфизмов на является оо?-
единениеы. множества точечных гомоморфизмов с множеством гомс-

. мора/из мог. непоерывных по преднорме О . Но непрерывных по 
предяорме с гомоморфизмов (рф с не существует. Действитель
но. если (р - такой гомоморфизм, тс его сужение на Сса,/] л~~ 
лжно октг. непрерывным по щэедыорме с . Известно, что кажды* 
ненулевок решёточный гомоморфизм НЕ ~ точечный:, и как 
нетрудно уоедитьсь, не является нетэеоьшным относительно О , 
Таким обры Oi., непрерывные решёточные гомоморфизмы на <¥()() 
не что иное, как ?г -непоепывные. Кслк õu(^(X),t) обладала 
свойством.Хана-Банаха, той? было ок пересечением 2г-замкнутых 
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маипиця.тгт.ннт £ -идемов, и следовательно, было бы замкнуто 

в топологии поточечной сходимости. Однако, функция 6(x)-i 
не принадлежащая d? , является поточечным пределом направ

ленности функций из (2 , например, направленности характе

ристических функций конечных множеств. Итак, (У(Х)>^) не 

обладает свойством Хана-Банаха, но поскольку ^-непрерыв

ные решёточные гомоморфизмы разделяют точки из j£(X) , об
ладает достаточным множеством непрерывных решёточных гомо

морфизмов. 

Литература 

1. Александров А.Д. Аддитивные функции множества в абстракт
ных пространствах // Матем. сб., 1940. Т. 8 (50). С. 
307-348. 

2. Перепечай И.И. Теорема Хана-Банаха для решёточных много
образий в топологических М -пространствах // Вестник Ха
рьковского гос. ун-та, 1972. "Г83.   37. С. 48-62. 

3. Шефер X. Топологические векторные пространства ц М.: Мир, 
197 X. 

Buck R.G. Bounded continuous functions on a locally com
pact space// Michigan Math. J, 1958, V. 5. P. 95-104. 

5. Giles R. A generalization of the strict topoloev//Trans. 
Amer. Math. Soc. 1971, V. 161. P-. 467-474. 

6. Jameson G.J.O. Topological M-spaces// Math. Z. 1968, Bd. 
10^. S. 139—150. 

7» Sentilles S.D. Bounded continuous functions on a comple
tely regular space// Trans. Amer. Math. Soc. 1972. V. 
168. P. 311-336. 

Московский государственный педагогический институт 
Кафедра математического анализа 

124 



О СУЩЕСТВОВАНИИ РЕШЕНИЙ УРАВНЕНИЙ ШРЕДИНГЕРА 

С ПОЛИНОМИАЛЬНЫМИ ПОТЕНЦИАЛАМИ 

Е.Т. Шавгулидзе 

В работе получено представление решения задачи Коши для 

уравнения Шредингера с произвольными полиномиальными потен

циалами в виде континуального интеграла. Отметим, что такие 

представления решения уравнения Шредингера для потенциалов 

специального вида были получены во многих других работах. 

Рассматривается задача Коти для уравнения Шредингера 

= ilbtdx.d- ivix.) 

с начальным условием 

u.ix., о) = ccö^x ), 

где vcxt^ ) * X^efcKP^^ Ol) X P - од

нородные неотрицательные функции на R* порядка однороднос

ти tK > 0. Решение ищется в виде предела 

£.*. к  

U.(x, I )  -  2^+V I  J T  2 ,  HXP -ZP . J L 1 -
^ it fc-»ee s-» + 0 jj г p*< г г 

~ ac ( xc) cLx^,.. d-Xp.4 Ык-х), 

Доказывается, что если функция U.0 - аналитическая и ее 

аналитическое продолжение на С* имеет рост на бесконеч

ности медленнее, чем exp {||xlli"s- (0<£ <SL), то предел 

существует и представим в виде 

Iblf t М Л 
ttGc/t) * 1/(£тг) \ао(х+х(0)/\Гс )exp{L LC(*v Р^хСе)))/^] J* 

х + х 

ы 1 

где ц - мера Винера на отрезке [0,tl}̂ (tbexp (Lot^e*"1 -11), 

^ - произвольная финитная бесконечно дифференцируемая 

функция на R „ удовлетворяшая условию = 0 при ||Н< 

*5 CifcR*). 
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ОБ ОДНОЙ КАТЕГОРИИ ДЯЯ НЕЧЕТНОЙ ТОПОЛЭГИИ 

А.Шостак 

В 1965 году Заде ввел понятие нечеткого множества, а уже 

спустя два года была сделана первая попытка "привить" это по

нятие к "дереву" общей топологии. Эта попытка принадлежит Чан-

гу, предложившему первое определение нечеткого топологического 

пространства. Согласно Чангу [El, нечеткое (топологическое) 

пространство - это пара (Х,Т), где X - множество, а Т - се

мейство его нечетких подмножеств (т.е.Т = I , I = \.0,l3>, 
удовлетворяющее следующий аксиомам: (1с> 0,1е Т ; (2с) если 

U^feT, то \JKV<=Т и (Зс) если U-e Т VI, то VUi^T . Отображе

ние £ : Х-»Т , где (Х,Тх; и (Y,TV) - нечеткие пространства, на
зывается непрерывным, если для каздогс "V€ Tv • Кате
горию чанговских нечетких пространств и непрерывных отображе
н и й  о б о з н а ч и м  C F T C D  .  

Вскоре Гъген [3j о Opa тих внимание НЕ те, что многие кон

кретные свойства отрезка I зачастую оказываются несущественны

ми (а иногда к излишне обременительными в теории нечетких мно

жеств к ее приложения)-, и предложил более общее понятие l -не

четкого множества, а на его основе-понятие и -нечеткого тополо

гического пространства, где - полная дистрибутивная решет к» 

с минимальным !0 к максимальным £1- элементами. (В дальнейшая 

говоря с решетках, мы всегда будем иметь е виду нменнс гака* 

решетки.- , _ -нечеткое [топологическое; пространстве! - вте, сог

ласи: .с',, пара К,Т.:, где }* - множество, а Т - семейства вге 
'^-нечетких подмножеотЕ (т.е.Т-J , , удовлетворяющее акешешк. 

совершенно аналогичным аксиомак .ic -'Зс- определения Чант.. 

Такие пространства оудем называть чанговскимв и -нечеткими про

странствами и обозначать соответстцуицуг категорию DFT(b) v 

Теория чанговских L -нечетких пространств посещена оОаи/--

ная литература. При этом в подавляющем большинстве работ авгарк 

ограничиваются случаем, когда решетка L фиксирована. Накидавш

ем являются работы Родабауха I 51 к Хаттона 12], в которых рас

сматривается категория Fиаг чанговских и -нечетких пространств 

с различными L (см. также п. 5). 

Б Еб1. к др. нами было предложено иное определение не

четкого (топологического) пространства. Согласно С63, нечеткое 
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пространство - это пара (Х,Ю, где X - множество, I "*1 -

отображение удовлетворяицее аксиомам cd г(о)=<г ш=1-лг)стт 

^(йМ^для любых U,Ve 1хи (3) для кадцого семейст

ва tU^: U51c IX. Отображение X-Y, где СХЯх) и CY,^) - не

четкие пространства, называется непрерывным, если 

для каадого Ve 1^. Соответствующую категорию нечетких прост

ранств обозначаем FTCI) • Заменяя в духе Гогена отревок I на 
произвольную решетку L , можем по аналогии определить катего

рию F TCL4) L -нечетких пространств. 

В данной работе мы опишем новую категорию GFT (общая ка

тегория нечетких топологических пространств), и установим; ка

ким образом вышеупомянутые и некоторые другие известные кате

гории нечеткой топологии могут быть идентифицированы с соответ

ствующими подкатегориями категории G F Т . 
Категория GFT . Объектами категории 6FT служат трой

ни (X,Li,T), цце X - множество, L - решетка и - ото

бражение удовлет воряицее аксиомам (1) ̂ (0)=7(1)=1; 

*$f(U)AS*(V) для любых U.Ve Lx и (3) $(Ч Vj)> (Д) для калдого се

мейства lUj.-be3JcLx. Ыорфизмами из (X^Lj.^i) в (Х^.и^Дг,) 

объявляются пары (* ,f), где } : Lj. , причем ̂  

возрастает (т.е. s<t =*•для лю&пс s,t€ L«,)» ̂  сохраня
ет супремумы, инфимумы, 0 и 1, и^($_1(^Ы))>^(Ю для каждого 

Ne Ly . КЬмпоаиция морфизмов и 

(З.+ЖХ*^ )-»(XvL3 Д3) определяется равенств«! (g°$ : 

(XjfLi.Sl)—*(XwLbДа), а в качестве тозщественного берется 
морфизм (Cdx, Ld^): (X,L Д)—(X,L $). 

Категория &РТ имеет конечный объект (X.X.'i'i), где IXI = 1, 

2 -{0,1] и : 2iX-»lÜc 2.. Начальным объектом категории GFT 
являете» (0,'8, <Со), где Ц=Ш и i 0  : Ц . 

2. Ииипшгаъные структуры в GFT . Пусть X , Y - множества, 
L , & - решетки, Т : Кт-» К - нечеткая топология на Y ,^X-»Y , 
и ^ : К-* L - возрастающее отображение, сохраняющее sup , inj , О 

и 1. Слабейшую нечеткую топологию : Lx-» L , для которой (j-,^): 

(X.Lj^J-^CY^,^) непрерывно, т.е. является морфизмом, естествен

но назвать инициальной для 0$,»|). Единственность инициальной не

четкой топологии очевидна; ее существование обеспечивается сле-

дущим конструктивным описанием. Для калдого ле КЧ-КМОУ) поло

жим ̂ =lV:VeKTS?V)>A) И пусть } . Тогда фор

мулой T(U)~Vit^u4u) K+i у где UeLx ( определяется не
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четкая топология <t на (X,L) [71. Нетрудно заметить, что t яв

ляется искомой инициальной нечеткой топологией. 

Пусть теперь семейство объектов EFТ • 

Слабейшая нечеткая топология t на (X,L), для которой все 

($pfy):CX,L,*)-»(YpLr,<ty) (где^:Х-»Уг; явля

ются морфи8мами в GF Т, навывается инициальной для семейства 
^ с Г] . Воспользовавшись результатами из [7] нетрудно 

заметить, что , где - инициальная нечеткая то

пология ДЛЯ S 
3. Произведение в GF Т. Напомним сначала определенную 

Хаттоном [2 ] операцию произведения решеток. Пусть 1Ьг'^Г] 

- семейство- решеток. В качестве элементов решетки L -

берутся подмножества асПИ^'-^П такие, что 1) если "hea и 

S«t , то se a (для элементов s,t«ni^j- полагаём sžt тогда и 

только тогда, когда в Lj- для каадого ̂ еГ ) и 2) если 

bj-cL- и Ь=ПЬ^са , то и $>еа , где =2ирЬ^ для каадо

го yeF • Порядок на L определяется отношением вклшения. 
Определим отображение?* равенством 

пь+
г : sfsu (е ц) . * 

Пусть^ теперь 1СХу,Ц&):^бП - семейство нечетких про

странств (т.е. объектов БгТ ); положим Х=ПХ Г  и 

пусть <t - инициальная нечеткая топология i£ (Х,Ь) для семейс

тва ((pj-.if): (X,b)—(Xj.,bj.,^))jer где pj. rX-^X^ - отображе
ния проектирования, а L определены как и выше. С 

помощью [2. предложение 21 нетрудно показать, что (X,L,t) и 

является произведением семейства в EFT • 
Перейдем теперь к рассмотрению важнейших подкатегорий 

категории 6FT •  
4. Категории GFTCI/) и FTCÜ . Пусть L - некоторая фик

сированная решетка и GFT(U) - полная подкатегория категории 
GFT » объекты которой имеют вид (Х.Ь/П, где L » данная ре
шетка. Заметим, что GFT4L) не ивоморфна категории FT(L) 

(за исключением случая L = 2 - обе категории GPT (2) и FT(2) 
ивоморфны категории Тор топологических пространств). Более то

го, в GFTCU (в отличие от FT4L) ) отсутствует произведе

ние. 

Пусть отображение ^ : L,-* Lj фиксировано. Обозначим через 

GFT^M) П0ДкатвГ0РИ10 категории GFT(U) морфизмы которой 
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имеют вид для данного t| . Нетрудно заметить, что 

GFT4Ь, Ul|) изоморфна категории F Т (.U). 

5. Категория 6 С FT . Пусть &CFT - полная подкатегория 

категории GFT , объектами которой являются чанговские U -не

четкие пространства (для всевозможных L ). Легко заметить, что 

GCFT естественным образом изоморфна категории F ой г , опи

санной Родабаухом [51. Подкатегория GCFТСЦьА.) изоморфна кате

гории CFTÜ}. 
6. Категория G LF Т . Пусть G'uF Т - полная подкатегория 

категории GFT , объектами которой являются ламинированные 

L -нечеткие пространства (т.е. такие нечеткие пространства 

ÖOL/D, в которых 5"(е) =1 для каадой константы ееL ). Харак
терная особенность подкатегории GLFT состоит в том, что в 

ней все пары вида (c,f), где с : Х^Х - постоянное ото

бражение, являются морфизмами (и, следовательно, множество мор-

физров между любыми дчумя объектами непусто). Заметим, что 

подкатегория GLCFT=GUFTHGCFT , очевидно, изоморфна 

категории , рассмотренной в [53, а подкатегория GLCFTCI^ 

изоморфна категории всех ловеновских [4] нечетких пространств. 
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ПРОБЛЕМА. ЗАМЕНИМОСТИ ДЛЯ МЕТОДОВ 

СУММИРОВАНИЯ СО СКОРОСТЬЮ 

Э. Оримяз 

рассматриваются матричные метода суммирования А ~ 
длк которых поле обозначено через СА и А-сумма последо
вательности х - через бми-̂ х,, т.е. 

& Hf 

для всех X. е сд. Если &дзс; то метод Д называется кон

сервативны«. Консервативный метод .4 называется регуляр

ным, если 

&№,,д Jt ~ Cow, ^ при всех = (£к ) € С. 

Проблема заменимости з теории матричных методов сумми

рования берет начало из работы немецкого математика К.Цел-

лера [SJ» в которой он рассмотрел условия, при которых дан

ный консервативный метод А имеет равносильный регулярный 

метод В , т.9. с&- СА, На основе топологической структуры 
поля СА стало известным, что существование такого регул

ярного метода & зависит от того, как расположена последо

вательность & = (V, '-•} U • *' ) в пространстве . Из 

этого было получено, что заменимыми могут быть только нере

гулярные методы. Чтобы расширить проблему, вместо регуляр

ного В начали рассматривать мультипликативны! метод В 

(см. 13 J ), т.е. 

1ипь& йе..= <g ос при всех л, е с, 

В настоящее время заменимость определяется через множест

во {р , которое содержит все последовательности да с ко

нечным числом ненулевых элементов (конечные последователь

ности}» Метод а называется заменимым (см. [2]) , если СдЭ 
и существует такой метод В , для которого Cß= С-А и 

litnrx.=0 при всех JE eip. Из этого определения следует, 

что метод А является заменимым тогда и только тогда, ког
да существует такой метод ß-(&*.*), чт°С& = еА и 

- = 4- Ö ДЛЯ всех к , где e4=fo,. ,0,17о. ,). 
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Исследования заменимости (см, [2.-4]) основывались на од

ной теореме Целлера (сы,[SJ, теорема 5.3), позволяющей рас

сматривать каящый линейный непрерывный функционал £(&•) в 

еа как некоторую е> -сумму, т.е. ftx.) - Для BC0S 

jte Сл, где tB  о СА  (в определенном случае св  ~ С.А) • 
В последине годы своей жизни проф. Г'.Кангро изучал ме

тоды суммирования со скоростью. Он и поставил задачу рас

сматривать заменимость в этом случае. 
Пусть Л = , где 0<}infoo. Через с/ обозначим мно

жество всех последовательностей л = (Š«), для которое су
ществует предел =. где 0к(:ъ)~Л*-lit**.£.)г 

и через л А  подмножество п,%=. £х.е & : £ш t  х, =fb&)= О/, 
Последовательность х. называется <4 ̂  -суммируемой (сум

мируемой со скоростью Я ), если существует предел 
^  &) = $*(*)> 

где Р*6к<)-Л п - &«<*•*-). божество всех -сум
мируемых последовательностей обозначается через сА . Оно 
является PK- -пространством, в котором каждый линейный не
прерывный функционал j выражается формулой 

/сх>)=/с fac*-) + oz) + ы*л»а ot •+• > (i) 

где 2LlVj<oo и рад J>Z-6KŠu. сходится при всех осе е.* 
(см. [1р. 

Автору удалось доказать аналог упомянутой теоремы Цел
лера для А* -суммируемости. Следу ива я теорема будет опуб
ликована в блхж&Звем номере Ученых записок Тартуского госу
дарственного университета. 

Теорема, i) Для каждого функционала (I) найдется метод 
В , для которого с^эсд и = fix.) при всех Je.ес£, 

2) Если для / вайдется такое представление (4), где 
рфО, то метод & можно выбрать тшш образом, что с£= с*. 

На основе этой теоремы можно исследовать заменимость 
дхя методов суммирования для методов А*( Л-замеиимость), 

Учитывал определения заменимости (см. вше) и существо 
А * -с^ажмруемост*, мы можем дать рааше аяредвяенкя Л~ал~ 
мекяыостя, которые являются аналогами шптгя1ПУюи1Т1Г овр»-

17* 
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делений. 

Определение 1. Метод А , для которого с£ назы

ваем Л-заменимым, если существует метод В, для которого 

Са - и tctvbn ос - при всех эс е П*, 

Определение 2. Метод А , для которого эсА; называ

ем А -заменимым, если существует метод В , для которого 

Cg = с% и = О при всех X, ={ос.ес*: ß fr) = О]. 
Определение 3. Метод А , для которого Сд о ц> называем 

Л -заменимым, если существует метод ß , для которого =• 
= Сд и 0 при всех jt = <р. 

В докладе приводятся несколько фактов в связи с Л-за

менимостью. Сформулируем здесь два из них. 

I. Если ряд У.сь,,= ligt, сходится при всех 

а: - <£ Сд ; то метод 3=((л-** - лЛ;/ЛЛ ) Л-заменяет ме

тод А = (o'xjc) в смысле определений i и 3. 
II. Метод /4 = С^нм.) является Л-заменимым в смысле 

определения 3, если существует фактор-последовательность 

(•itc) (ряд сходится при всех хеСд) и число i> 
такие, что система 

= faĉ ) + * = 

л 

имеет решение (тп) € L . 
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UMKEHRSÄTZE FÜR RIESZ-VERFAHREN 

ZUR SUMMIERUNG VON DOPPELREIHEN 

S. Baron und H. Tietz 

Ist {Ид) eine Folge komplexer Zahlen, so sei Äxn:=xn~xn_^ 

für alle n. Ist {yR} eine weitere Folge komplexer Zahlen mit 

Уп^ ° für alle n, so bedeute xn=ft(yn) so viel wie £ | & (x
n/yn) i < 

Ist {*mn} eine Doppelfolge komplexer Zahlen, so sei 

Л х  : = x  -X .  , Д х  : = x  - x  ,  und Д  x  :  =  
m mn mn m-l,n n mn mn m,n-l mn mn 

Д (Д X ) = Д (Д X ). Ist {y } eine weitere Doppelfolge kom-
m n mn n m mn J m n  

plexer Zahlen mit у +o für alle m,n, so bedeute x =o(y _) , c л шп mn mn 
X  =  0  ( v  ) 
mn Jmn 

/ * = 
mn 

X /у -*• о 
mn Jmn 

für m,] 

X  =  0  ( y  )  
mn Jmn 

А  X  
mn 

0 0  

( 1 )  E 

^..(y ) und X =Й(у ) beziehentlich 
D mn mn mn 

X /у |<°°, 
mn •'mn 

:0(y ) und £|Д (x /у )|<°°.- Ist 
•'mn 1 mn mn •'mn ' 

k, l=o 

eine Doppelreihe mit komplexen Gliedern und der Teilsummenfolge 

{s„} mit mn ™ „ m,n 
s : = £ u, , , 
mn , , kl k, l=o 

so bedeute b-Zu, , = a so viel wie s -0(1) A S •+ а und bedeute 
к 1 mn mn 

a-Zu, , = 0  dasselbe wie s =fi(l) л s -»o.-Auch für jede auf 
kl mn mn 

(o,°°) X (o,°°) definierte Funktion f ist f(x,y) •* о für x,y + « im 

üblichen ("Pringsheimschen") Sinne gemeint, bedeutet f(x,y) =0(1) 

dasselbe wie sup| f (x, у) | <°° und f(x,y) = S2(1), daß für jede Wahl 

der Indexfolgen {x }, {y } und mit t :=f(x ,y ) gilt t =ß(l). 
m n mn m n mn 

Es seien p und q zwei nichtnegative reelle Zahlen, X = 

und м = {р^} zwei streng monoton gegen °° strebende Folgen nicht
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negativer Zahlen. Bei vorgegebener Doppelreihe (1) sei für alle 

x,y > о 

R(x,y) != -±- Z (х-Ч)Р(У-М1)Чик1 
y лк'у1<х'у 

und für alle m,n = o,l,... 

-« m, n 
R i= Z (Л ,,-A. )F(p ,,-tjV , . 
mn \p l|4 k- l-o m+1 k n+1 1 kl 

m+1 n+1 k<i-° 

Die Reihe (1) heißt beschränkt R-summierbar zum Wert c, kurz 

bR-Eukl=c, wenn gilt R(x,y) =0(1) л R(x,y) -»о für x,y-*«?; sie 

heißt beschränkt R*-summierbar zum Wert c, kurz bR*-Iu^ 1=c, 

wenn gilt Emr = 0(lj л R -» о für Die Reihe (1) heißt ab

solut R-summierbar zum Wert o, kurz aR-Zu^-^o, wenn gilt 

R(x,y) =ft(lt л R(x,y) •» о für х,у-*°°; sie heißt absolut R*-

summierbar zum Wert c, kurz aR*-Z.u, . = о, wenn gilt R =Si(li k l  3 mn 
A R  • *  с  f ü r  m , n - *  » .  

шг; 

Satz 1. a: Aus ЬР*-1и^1 = с iolgt b-LUj^= с , wenn für jedes 

r 6 p} und jedes sGll,...,q} die folgenden Bedingungen 

erfüllt sind: 

B r r" - n s n 
Z А. I u,, = c, ('"i.t 'i , I Z u„, = о, (и®, ) . 

, к , kl b m+1 , 1 Kl с n+1 
k=o l=c l=o k=o 

b) Aus aR*-ZUjtl = о folgt a-ZUj., = с , wenn für jedes rS{I,...,p 

und jedes s€ q: die folgenden Bedingunger. erfüllt sind; 

J- X'k..Z ckl"ß< "m+1; ' .£ Ukl *"ß < pn+l ' • k=c x=o 1=1 k=o 

Spezialfälle von Satz 1 finden sich bei Knopp [lj, 

S. 57E - 576 und Obrechkoff 12j, Satz 4. 

Satz 2 .  ai Aus bR'-Zu^-= с folgt b-Zu^, = ;, wenn die fol

genden Bedingungen erfüllt sind: 

n _ m _ 

лк ji^ki^b^k'' "i k^o
uki = °b(üui' • 

b) Aus aR*-Zufcl= о folgt а-1иц=о, wenn die folgenden 
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Bedingungen erfüllt sindi A^ = ß (^+1' » ^1=̂ 'wi+l 
n m 

z u = я (au.) . 
k=o k1 1 

Spezialfälle von Satz 2 finden sich bei Young [3], Nr. 17 

und Obrechkoff [2], Satz 5.- Da aus bR-Zu^ = о immer 

Ы1*-£и^= о und aus aR-Eu^^= a imraer aR*-£u^ = a folgt, darf in 

Satz 1 und Satz 2 jeweils R*' durch R ersetzt werden. 

Satz 3. Sind die Bedingungen liminf A^^/A > 1 und 

lim inf ц j/un 
: 1 erfüllt, so gilt: 

a) Aus bR-Eukl = о folgt b-£ukl = a. 

b) Aus aB-Zu^j = о folgt a-Eu^^ = a. 
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SCHMIDTSCHE UMKEHRBEDINGUNGEN FÜR 

POTENZREIHENVERFAHREN 

H. TIETZ 

Es sei fPnin=0 eine Folge nichtnegativer Zahlen mit pQ > 0, 

für welche die Reihe 

p(x) := L p xn 

n=0 
den Konvergenzradius 1 hat und Pn := pQ+. . . +pn -+ °° gilt. Die Folge 

s = {s n komplexer Zahlen heißt J -limitierbar zum Wert a n n=0 p 
(J -lim s =a), wenn die Reihe P N 

I \ г n 
p (x) := E.p s X 

n=0 

für 0<x<l konvergiert und lim p (x)/p(x) =o gilt. Die Folge s 
x-1- s 

heißt M -limitierbar zum Wert о (M -lim s =o), wenn p p n 
1 n 

^n := p- vEnPkSk •>0 n k=0 
gilt. Bekanntlich sind die Verfahren Jp und permanent, d.h., 

sie limitieren jedes s6c, dem Raum der konvergenten Folgen, zum 

Wert lim s , und aus M -lim s =o folgt stets J -lim s =o, aber 
n p n 3 p n 

nicht umgekehrt. Unter geeigneten zusätzlichen Bedingungen für 

die Folge s kann man jedoch von Mp-lim sn=0 a"f s
n
=0' von 

Jp-lim sn=о auf Mp-lim sn=о oder sogar von Jp-lim sn=о auf 

lim s = о zurückschließen. Eine solche Bedingung nennen wir, 
n 

falls einer der eben genannten Fälle vorliegt, eine Tauber-Be

dingung (TB) vom Mp-*c-Typ, vom Jp+Mp-Typ bzw. vom Jp<-c-Typ. 

Satz 1. Gilt pn+i/pn"*' 1 und für ein re[0,~) 

(l(r)) lim inf (sn - sm) >-r für Pn/Pm-1 (n > m -"•«>) 

bzw. (falls die sn komplex sind) 

(2 (r)) lim sup| sn - sm| S r//2 für Pn/Pm+1 <n>m->-»), 

so folgt aus M -lim s =o stets lim sup s • 
' p n n 

136 

о i r. 



Korollar 2. Gilt so ist (1(0)) bzw. (2(0)) 

eine TB vom M^+c-Typ. 

Satz 3. Gilt 

(3) ISP /Р •» 1 für 1 < n/m -» 1 (m •* °°) 
n m 

und für ein r€ fo,"») 

(4 (r) ) lim inf (s - s ) Ž -r für n/m -»• 1 
n m 

bzw. (falls die sR komplex sind) 

(5(r)) lim в иР-1® п~ вщ1 * r//J' für n/m-*-.l> 

so folgt ans M -lim s = a stets lim sup I s_ - о I £ r. p n ' n 

ЖвддЦаг_4_^ Gilt (3), se ist (4(0)) bzw. (5(0)) eine TB 

voa Ж^с-Тур. 

Safc» 5. Gilt *2n = 0'Pn' <1'r" bzw. (2(r)). 

so folgt aus pe(x)/p(x) »0(1) fir x •* 1- auch e^»0(l). 

Satz 6. Gilt (3), so ist (Kr)) bzw. (2(r)) eine TB vom 

wtyp. 

Korollar 7. Gilt (3) und (l(r)) bzw. (2(r)), so folgt aus 

J -Ii« s =o stets Iii sup|s -ol Sr. 
p n я 

Satz 8. Gilt (3), so ist (1(0)) bzw. (2(0)) eine TB voa 

J -»-c-Typ. p 

Satz 9. Gilt pn> 0 f*r alle n und (3), so ist 

P„(s - s .) = О (p ) bzw. * (s - ». .) = 0(p ) «ine TB vom 
n И II—i Li n n Я Л—1 n 

Jp+c-Typ. 

Spezialfälle zu Korollar 2 und 4 finden sich in [10] , Lemma 
3, [11], Theorem 4, [15], t»na 3 und [6], Theorem 6.1» zu Sats 5 
in [1], Sätze 6 und 7, [7], Theoren 1 und [14], Satz 2; su Sats б 
in [8], Satz 5 und [20], Satz 4; zu Korollar 7 in [I], Sätze б und 
7, [8] , Satz 6,[20], Satz 5 und [14], Satz 2} zu Satz 8 in [17)> 
Spezialfälle von Theorem X und Theorem XI, [13], S 3, [1(0, Theorem 
A, [11], Theorem 8, [12] , Theorem A, [7], Theorem 4, [15], [18], 
Theorem 2 und [6], Theorem 6.3; zu Satz 9 in [2] , Theorem 11, [3], 
[4], [5], [16], Theorems 1(A) und I (L) , [19], Ö.5] , [8], Korollar 1, 
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L6], Theorems 5.2 bis 5.4, 5.2* und 5.4*, [21], Satz 4.4 und 

[ 9 ], Theorem 2. 
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СБ ОДНОМ МАССЕ УРАЖЕНИЙ I РОДА ТИПА ВОЛЬТЕРРА 

А•С•Апарцин 

I. При построении интегральных моделей развивающихся 
систем 1Y1 приходится иметь дело с уравнениями вида 

•Ь 

 ̂Kcî ^cs^as = |сЬ), -fce[io,Т], (1) 

ctcto cpct) = cp°ct>, tejaxba] ̂ (2) 

где <p°ci) - известная "предыстория". 
По сравнению со стандартным уравнением Водьтерра I рода 

^Kcts^(Pc5)c5[s=|c-t), ie[t0,T] (3) 

наличие переменного нижнего предела в (I) требует специаль
ного исследования вопросов корректности (I), сходимости тех 
численных методов, которые разработаны для (3), их устойчи
вое га и т.д. 

Специфика (I) обуславливается свойствами функции 
ach)• Так, в предположении, что 

t  -ac f o>cL>0  V- f c e [ i 0 J ]  

и 4(t a)^Kc-b 0s)<Pcs)cls; аН) Ž О-ViefaJ], 

сцраведлив<а<оценка ( [г], см. мое JV] ) 

,1рН>*Сад таж№.|^1|Са,т]}СЛ^Т+>Р)' (
5) 

ф=тах |(Äfo|; A=fc'eaKfV=(N+
(iK.)K,e'1f'r 

te[ac-t^ta] 

k = m l n  |Kct,t)|>0; max I Kci,aefc)J; 

ie[toT] ie[to,T] 
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K,= max IKet,s>l; р=[(Т-Ы;']+1, 
aci^isit^t t ' 

обеспечивающая корректность (I) на паре С С , С*" ). 
Условие (4) является довооьво обременительным. 

Так, равенство 

act,) = te , (6) 

возводящее рассматривать (I) как естественное обобщение 
(3) (для (3) CLCi)= te ), цротиворечит (4). 
Именно случай (6) и изучается в настоящей работе. 

2. Пусть 

а/с-ьо) < 1 . 

Тогда найдется такое "fr* , что 

max aH)+ -z fefa) 
ie[tofjk=l,2^ikci,i)| tkcw^k K+i f L } 8) 

где числа Удовлетворяют рекуррентному соотнооенив 

£K+J= аик>, к=о, 1,2,...j о) 

Обозначим 

ф*= wax l<Pefc)l. 
° -ьеад 

Справедлива следующая 
TarniДМА. ЦусТЬ выполнены условия (6)-(9). 
Тогда 

Ф;<1«^' е
д а ' 0  и« 
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Долусейм, чго 

t  -  а с i ) ^ c t 5 > 0  V i e  [ t * T ] .  

Тогда на [t *Tj для решения (I) справедливо неравенство 
типа (5) с заменоЁфо на оценкуф0*аз (10), Ct не 
с£*= mi-пС do.. , 
Замечание. Есяе 0.Ct)=to> 50 LT С1 и ищ~1*= " ж 

(10) вытекае? стандартная оценка ршенгя уравнения (3: 
(см., .например, [4jJ. 

3. Применение квадратурннх методов ртит численного реше
ния (I) имеет свое специфику. Так, в случае (4) порядок 
сходимости по сравнение с (3) уменьшается на единицу за 
счет ашрексимацад интеграла на предыстории [ CL(to), t"0 

[3|. Оказывается, тот же аффект имеет.место и в случае (6)-
Для его устранения возможны различные подходы. Наконец, 
установление регуляризующего аффекта процедуры дис1фегиза-
ции для уравнения (I) проводится по ооычной схеме [4 j з 
использованием установленного факта корректности (I) ну 

паре ( с3с(<;), 
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о шщенш эквива.рйаншых жгоршх полей в бйсконечнсмейш 

простншств&х 

З.Й.Баланов 

Хорошо известна роль различных геометрических инвариан
тов (степень, вращение, число Лефнеца, индекс Дольда и др.) 
в таких важных задачах функционального анализа, как сущест
вование решений нелинейных уравнений, оценка их числа, исс
ледование их устойчивости и т;д. Давно замечено, что те или 
иные условия симметрии отображений позволяют эффективно вы
числять или оценивать такие геометрические инварианты. Оц-
ним из первых результатов в этом направлении была знаменитая 
теорема Бореука, утверждаются нечетность степени нечеткого 
отображении. Ниже приводится ряд утверждений, являющихся бе
сконечномерными аналогами, этой теории в случаях, более сло
жных ( чем нечетность) условий симметрии. 

Теорема I. Пусть £ - гильбертово пространство, lI2i c  £ 
- открытое подмножество и. пересечения dtfb с достаточно 
большими, конечномерными подпространствами являются связными 
жогообразиями. Пусть, далее, Сгш и & - пара изаиетричных 
действий конечной группы.£ на £ и АО, инвариантна отно
сительно QW. Пусть, наконец, #с2Л - замкнутое Сг -
подпространство и JiDi- N свободно. Тогда для- люёих эквива-
риаетных. вполне непрерывных векторных полей 

У'. 3JL —О J , звниваряштно гомотопных на JlS , 
справедлива формула: X(Ф, 3.JJL) —ft(ЩАП). (ICfl). 

Предположив j что <LCr* • 0iO)' конечна, можно ослабить 
условие гильбертовости Е до банаховости. Частный случай 
-тшведенной теоремы для циклических групп был доказан в 

лде, между прочим, усиливался (для гильбертовых про

странств) соответствующий результат Э.М.Мухамадиева-.|_2j 

устранение перестановочности ооразующих действий); ср. 

также /"31.. L, _i уу 

Следствие I.. Пусть в условиях теоремы 1 L? изомор-

taa компактной не вполне, несвязной группе. Тогда 
£<<£,злг) = гггу| d i f i )  

Теорема 2. Пусть Е - банахово пространство, -

открытое подмножество, причем Э/SL - то же, что и в те
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ореме I. Пусть Ц - конечная группа, линейно действующая 

на £ , причем ЭЛ> инвариантна относительно Сг . Пусть, 

далее, - замкнутое С~ - подпространство, (Hl)i 

(Hht)~ орбитные типы на дЛЬ N /V . Пусть, наконец, 

&: DiIh-^{E-õ} - пара многозначных уплотняющих отображе
ний с выпуклыми образами, коммутирующих с Сг , причем век
торные поля I- f и I эквивариантно гомотопны на 

Тогда существуют такие целые числа <я2 ci ^ , что 

У о Л эл; 9ai) = £ а :  

Случай: Э/ß - банахова сфера, £ действует на 
свободно, - рассматривался в L43, где, между прочим, усили
вался результат работы [5J. 

Оледущий результат получен автором совместно с А.Х.Ку-
шкулеем. 

Теорема 3. Дуста £ , Л}, д*& , & и С" - как и в 
теореме I , причем действие полусвободно и f'* 
Тогда для любого экдивариантного вполне непрерывного вектор
ного поля ф: ЗЛ2, —*{£ 0} справедлива формула 

£(<#>, ЭЛЪ)= « где 
К - некоторое целое число, & обладает следующими свойс

твами: (I) по модулю / (ri определен однозначно; (2) oi вза
имно просто с iC i l  ;  (3) ввкн £ * Q ( V ,  то d = i  .  

Следствие 2. Пусть в условиях теоремы 3 G изоморфна 
компактной не вполне несвяаиой группе. Тогда Ц(<Р,ж)к 
одновременно отличны от W- га. 

Частный случай теореий 3 и следствия 2 ( Q =Q ) 
приведен в[б]. 
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ВЫЧИСЛИТЕЛЬНЫЕ СХЕМЫ А-ЫЕТОДА РЕШЕНИЯ ИНТЕГРАЛЬНЫХ 
УРАВНЕНИЙ С ГОЛИНОМИАЛШЫМИ НЕЛИНЕЙНОСТЯМИ 

В.И. Биленхо 

В работе [i] предложен и глубоко исследован аппрокимаци-
онный метод (А-метод) приближения алгебраический многочле
нами решения задачи Коши для линейных обыкновенных дифферен
циальных уравнений (ОДУ") с многочленными коэффициентами. 

В дальнейшем это? метод был применен и хорошо зарекомен
довал себя при решении систем линейных ОДУ, краевых задач 
для линейных ОДУ, линейных дифференциальных уравнений з 
частных производных и др. (см. [2] и библиографию к ней). 

В данном сообщении на основании работ [1-4] рассмотрены 
вопросы построения и исследования на точность вычислительных 
схем А-метода решения интегральных уравнений с полиномиаль
ными нелинейностями вида 

X 

а(х)у(х)= f(xj + ̂  к 1я,{,у№))си t эеег-^&з 

Ai j« - постоянные коэффициенты, ас*) и - алгебраические 
многочлены степеней не выше соответственно «4 i 14 . 

Целесообразность разработки алгоритмов решения уравнений 
вида (1)-(2) на основе А-метода при наличии многочисленных 
алгоритмов решения более общих интегральных уравнений объяс
няется, во-первых, обоснованностью и хорошими вычислительны
ми характеристиками А-метода, ориентацией его на такие типы 
уравнений, а, во-вторых, спецификой и важностью этих уравне
ний. К ним, например, легко сводятся дифференциальные уравне
ния с полиномиальной правой частью вида 

( 2 )  

SzO 

где о-, О) и lx) - алгебраические многочлены. 
Общая схема построения приближенных полиномиальных реше-
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ННЁ уравнений вида (1)-(2) согласно А-иетоду состоит в пере
ходе к следующему приближенному уравнению вида 

щх)и(х )  = /<*)  + 5  <(* ,  ± }  
( 3 )  

о 

где i^oc) - решение этого уравнения, представляющее собой ал
гебраический многочлен одного из следующих видов 

(4) 

0\* 

 *)*£ß>K TK(x/i) }  TK('j : t C O $ k a . r C ( O S ( ' ) l  

к*с 
с неизвестными коэффициентами et«, (или О*)— невязка-
-многочлен степени М ввда 

^ Т к  (x/A,), (5) 
X=IL 

n.f , /•jtn.l + 'l), 

X« - неизвестные вспомогательные параметры. 
Приравнивая теперь в (3) коэффициенты при одинаковых сте

пенях X , получаем для определения неизвестных коэффициентов 
оСк (или бк;, к=о,'п и параметров*= некоторую 
систему из jy*i. нелинейного алгебраического уравнения. 

Справедливо следующее утверждение. 
Утверждение. Пусть число Ну о  ж, для уравнения (3) число 

tl такие, что в шаре SCj):mf;feY; = с б«ц^х 

(j if liv i f} существуют единственное решение задачи (1)-(2) и 
единственное решение уравнения (3) и пусть 

о-Сте) > о. 
Тогда при х«[-К Л| выполняются неравенства 
Ч«|ф- ^Wl!c * (1 + A<( l , f>)/ f c )  II Ic > 

II £(1+  

гдеА^Я^иАд^^)— постоянные, не зависящие от -»г , через 
CE-GijÄ] и £pL-4» ЛО обозначены, как обычно, пространства 
непрерывных и суммируемых с квадратом при чебышевском весе 
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p (?с/Л)х HaJ-J^JQ функций с нормами 
л 4« л4 м/& 

II. j] = «ИХ |.| II(ОII 3-_ ( JL6c)Ax в 

С хвЕУ1! ' Ц j Vi-öt/Л.)г. J 
- {v 

При некоторых дополнительных ограничениях (аналогичных 
условиям теоремы 2 из [4] ) доказаны следующие неравенства: 

rtjlx)- /*• ыс > /t^C^feöOxd 

ll̂ xj-
где Cy)d и величины наилучшего приближения ал
гебраическими многочленами функций соответственно из 
сы^-п и 

Изучены следующие три итерационные схемы численной реали
зации А-метода решения уравнения (1)-(2): 

« М ? * , > М = № +  [ * \ Х Л ,  + £̂ (х)>  
о  

cc(x)y*s |ф 

t-0 о lz0 j ' 

«(xjy-yfch 

• i(*bž *' 
ci о о 4s® e*° V 

где через УП(<Сх) и £^, v ^-х) обозначены соответственно мно
гочлены вида (4) и невязка вида (5) ка -у-м шаге итераций. 

Для первых двух из этих схем получены оценки вида 

- -^7г^) ft * (3cj ~h°c*j{+ ii fr*ml, 
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а для третьей вида 

 ̂{Q i d f J f i i y «  &  -  щ* ~ Я"-0 (x) "еЗТ 

где 0-1$с- L}b - постоянные, зависящие только от Sk и j>. 
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О НЕКОТОРЫХ ГИБРИДНЫХ МЕТОДАХ РЕИЕНИЯ 

НЕЛИНЕЙНЫХ УРАВНЕНИЙ 

О. Ваарманн 

Выбор подходящего (оптимального) алгоритма для решения 

систем нелинейных уравнении не является тривиальнои задачей. 

Ножет СЛУЧИТЬСЯ, что выбранный алгоритм эффективен на однок 

этапе решения (ПРИ одном начальном приближении), но может УС

ТУПИТЬ ДРУГОМУ на другом этапе (при другом начальном прибли

жении). Поэтому в последнее время предпочитают гибкий многс-

методный подход к решению задач. При таком подходе требуется 

высокая эффективность отдельного метода лишь на каком-то эja

ne расчетов или на каком-либо классе задач, в данном сообще

нии рассматривается нногометодный подход, который заключается 

в построении гибридных методов, т. е. методов, содержащих чиг-

ловые параметры, при Фиксировании НУЖНЫМ образом значении ix 

торых эти методы превращаются в известнее негибридные метод!,: 

Пусть требуется решить уравнение 

F(X 1  = V 
или найти минимум Функционал; 

» i x !  =  i / г  jF(X)  | р ,  

где дифференцируемый оператор F(£) : DCRn-»Effi 

Для решения уравнения (1) рассмотрим слгсу-лпи 

1° Вычисляем у, -у., - В„е(х, > или у - л. K;i: « 
К - . г К К к* 1, / 

к=0, 
где А. = В, [*=•• (X, ) '  " :  га. tFMx,.)!' -

kk kk 

- OF [F' (X ) 1 'F' (X ) [F' (X,.) ! ' 
К h ii. i. 

t 
и g(x, )  -  [F'(X,.)J ПРИ ЭТОМ А (ИЛИ в . )  не вычис 

К  Ь  К  К Г .  

ляется в явном виде, а вектор В. Fix. ) получается в резулг-
к к 

т 
тате произведения матриц IF'(х.) j и F' tx > поеледователъ-

к к 

но на вектор Ftx^i. 

г° ЕСЛИ ,(У К М) < ,( V, TÖ VI := V: • ^ ''° 
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о 
В противном случае => 7 

3 вычисляем в явном виде и rK+2 = x^j - Лц«. j ̂  j 

4° Если *<УК^> ! »(х^) . то Vg :» Va . =» 10" 

о 
В противном случае =» l . 

5° Вычисляем 

\*г ~~ г Ак+1 " Ah+iF* ( хк»г ) Ак+г 

ук+з =  *к«-г " AK«-aF ( xK»2 l  ' 

6 °  Е С Л И  • « т к о )  1  »(^g)  .  Т О  V 3  : =  V 3  *  1 0 °  

7° Вычисляем. 

V i  =  \  -  V<V  -  WV  •  
где 1-К или i=K+2. а т и п определяются из условия мини-

иума 

ф(т ,-п ,х )=min •<т,-п,х.)| чг*х.) =*<х -т*-<х )-•лВ g<х J) 
1  1  1  т ,  i f  1  1  1  1 1 1  

3° Если 9 < X i  +  1 )  !  • < * 1 )  .  Т О  = »  1 1 °  

В противном случае =* stop. 

9° Если условия окончания выполнены => stop. 

о 
В ПРОТИВНОМ случае К:=КМ * з 

о 
SO Если усвяоия окончания выполнены => stop. 

В противном случае К:=К*1 =* 5° 

11° Если условия окончания выполнены =» stop. 

л 
В противном случае К:=К+1 =» 3 

Замечание J. При необратимости F' ix) или в случае его 

т 
плохо--t-"-.коелоняости Л, можно заменить на д IF '  ( х  } ]\ где 

К К rt 

1< . <Ч\ i'. М. . D, . К, - Ь, <• *. I , А. >0. 
км ' ; !> 1 к к к к к 

Злнепа.чие «•'. £--ли начисление значений F(x) связано с 
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большими вычислительными затратами, то вместо процедуры 7 для 

определения т и •п целесообразно использовать процедуру из [зь 

где эти параметры определяются из условия минимальной ошибки 

и задача определения параметров сводится к решению системы 

линейных уравнений второго порядка. 

ПУСТЬ теперь 

\.1 "• хк • V(V - ч"р" • U! к к 

где pK""A
K
F(xj1

) и AR - некоторая аппроксимация для [f" (.;! 1, 

а параметры г и ̂  определяются из УСЛОВИЯ.минимума. 

рк 
В качестве р„ (или А^) можно использовать различные вы

ражения: 

-1 
а) = [F'fx^)) , т.е. решается точно уравнение FMx^Ip,. 

= -F(xK, 

6) -- CF'<®K)J.4 где 

x , если К=0 
К = о (4) 

V 1/2 ViF(V- К11 

в) На каждой итерашш для уравнения F' (х )р - -F(xu) вычис-
к л i» 

ляется приближенное ' уравнение, ПРИ КОТОРОМ выполняется 

условие 

»Vi - V ! c»F(Vfc • 

где с некоторое постоянное. Например, положим х^ 0 = кК и 

вычисляем По рекуррентной Формуле [2j 

"к. IM - хк. 1 - 2V(XK. l' - <V(XK, i» (5)  

пока не выполняется условие 

В качестве с можно положить 21 /lill n I, где- 1 мак-
Пйй Шал 

симальное (допустимое) число внутренних ит^-раний. 

HF' (X)« i Н. nR = III - CF' (iy jV (XK! !i. 

,XK,i*l ' V S CIIFlx->!l • 
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ПРИ практическом применении этого гибридного алгоритма 

следует сперва вычислять р, , и если <Hxv+р„) > 9<х„), то при-
_ • к к к к 
бегать к Формуле (3). 

Для решения задачи (2) применим метод 

vi • хк - v(v- • (б' 

где А^= H^1[F'. (eK)]T, HR= [F' <eK)]TF' <©к> + *KI и ak>o, а 

в определяется по Формуле (4) (см. также [Ш. 
к 

Если проектор ортогонального проектирования пространства 

Rm на область значений якобиана не зависит от х, то можно до

казать. что метод (б) сходится со скоростью сходимости i+ fZ  к  

решению нормального уравнения. 
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РИУЮИВМЩ вони гаю разевшшх задач 

Г. flwtwmnm 

I. Рассмотри уравненяе 
Аи,  = $> (1) 

где А - линейнн# непрервввнВ ооервтор аз гильбертова прост
ранства Н в гиьвертово пространство F, —ищи! замкнутув 
область значении ?Z(A)sF. Нулевое подпространство (ядро) 
JV#) оператора А считается конечномерна». Более того, его 
размерность l  = d im АГ(А)  считается известным. Само ЩА) 

может быть неизвестным ш кзвестннм лш приближенно. Далее, 
пусть о£<=Н - такое ^-мерное подпространство в И .что 

ви,МА))=1Р ж-Р^<А, (2) 

где и FjrcA)- ортонроекторк в Н , ироедтлруищке на <£ л. 

Л/соответственно. Внбор подпространства ät можно провес« 
наугад в надежде, что (2) будет ввтшвего, либо использовать 
в качестве с£ некоторое, быть может, довольно грубое прибли
жение к ЛГ(А). 

Пусть л̂> • te - некоторнВ бахас подпространства £. 
Введем /-мерный оператор 

Вц, = , и.еИ. О)-
К— л 

Ппавложение. Пусть выполнено jcaaam (2). Тоцце нрк m 
дом уравнена» 

А*А и, + ß и, = А*+ 2 (4.) 

однозначно разреаию, к его рдшвиш» удовлетворяет уравнениям 
А*А и, = A*f (5) 

ж 
ßu= г. (6) 

^пчяяятядтлтво. Обозначим через ^ базис 1Г(А). 

Уравненяе (5) разревию, его^общее решение дается форцулой 

и, = А+£ +  1 ^ ^ ;  ( 7 )  
' к —^ 

где - решение минимальной нормы задачи 
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Произвольнее nui iiniwimi Cg «ределжм так, чтобы вн-
валвалось у г пит (6 :̂ 

В Т. cKvK = 2- BAt£; 
к=1 J 

же (2) следует, что ооервтор В- В действует между f f (Ä )  

ж & взаяао одневвачио. Stax, существует ж единствен 
элемент и.еН, удовлетворяй*! (5) • (6). Сложив (5) к (6), 
убеждаемся, что этот же элемент и. удовлетворяет к уравнение 
(4). Если для иехоторого <re f-|_ имеем А*А v + Bv = О, 
то I  

IIAo-f + ŽT Н ̂ =0, 

т.е. v-eJf(Ä) ж ^ л Г~°- Отсада в силу (2) следует, что 
v=o. Поэтову постровигое ременже и. уравнения (4) единствен
но. Предлохенве доказано, 

Заметан, что само уравнение (1) разреннмо лнвь в обобщен
ном смысле, если осюОценнне решения (влв квазжре-
•енвя) задаются $орщулой (7). Переход от уравнения (1) к регу-
лярхзкрованвоцу уравнению (4) позволяет выделять то квазжре-
вевже, для которого ввполвево (6;. 

2. Оператор А*А + В самосопряжен в положительно опре
делен в И , поэтому для решения уравнения (4) можно применить 
метод Галеркжна (метод Ржтца). Цусть {- появая система 
элементов в Н, щжчем первые I элементов этой системы порох-
дают подпространство et, длв которого выполнено условие (2). 
Приближенное ревеню уравненхн (4) разыскиваем в виде 

">п= st ̂ .(f, ((8) 
J='1 * * 

коаффвциенты  ̂определим по методу Галеркнна из 
условий 

(ами.л+в«,п- А*$-г ,  «&")=0 

Это приводит к системе ураввениС 

*«)(*«> fc)}= ( - ? ;АЪ)+(* ,  fO 

11*4,~;п). (9) 
Система (9) однозначно разрп—m при всех а > Z. Бютрота 
сходимости метода Галеркина (8), (9) характеризуется нера
в е н с т в а м и  ( с м .  [ з ] )  
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Ци,~Рпи,§н <. Ци,п-1Ы-Рп btjjy , (Ю) 

где и, - решение уравнения (4), Рп  - ортопроектор в Н , 
проектирующий на линейную оболочку элементов • 
Константа с существенно зависит от G = Q(<š£, . 

В случае, когда элементы ,...; ортоиормированы, 

С = т.сих {4; ЦА{\}/rUn-[)fT-ei, р-}, 

гдеf-L~ t-K- f fHAu l j :  и еН }  из замкнутости 5?{А)  

следует, что /л>>О (см. например, [1]). 

3. Укажем еще один вариант метода Галеркина для уравне
ния (4) в случае г-О- предполагается, что (фК; ifc) = О 
для с**; t+2j . . Приближенное решение урав
нения (4) разыскиваем в виде 

zi fr%- (8») 

коэффициенты ,...} определим из системы 

.  'Wc)  f r  = (- f )  A  у  с )  

И для такого метода справедлива оценка (10). 

4. Малые возмущения ^ и А в уравнении (I) приводят к 
возмущениям того же порядка малости в решении задачи (4) и 
его галеркинских приближениях. Это обстоятельство позволяет 
рекомендовать описанные алгоритмы для решения интегральных 
уравнений ic= yCfu, +J£ не только при характеристических значе
ниях А , но и при А , близких к характеристическим значениям. 

5. Метод (8), (9) является галеркинским для уравнения 
(4). Для исходного уравнения (1) методы (8), (9) и (8»), (9») 
можно трактовать как некоторые модификации метода наименьших 
квадратов. Аналогично можно ввести и изучить метод наименьшей 
ошибки (об этом методе см. [2], [4]), основывающийся на дуаль
ной симметризации АА*х = $ уравнения (1). Некоторые дру
гие схемы регуляризации нормально разрешимых задач без пред
положения о конечномерности Я (А) и без знания I = gUm- ЩА) 

изучались в [1, 4}. 
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НВЙШЕ ЧИСЛЕНИЕ ЖЕОД СИЯВАННОГО ШЛА ДЛИ 
ИДДВДСВЯИ 1ИЯШ ЗАДАЧ 

Х.И. Пднк, О.В. Еяушк 

В работе приводится построеша, ксследоваже свойств и 
числвиная реализация нового класса импииг шслаишх методов 
решешя задачи Ноши для обыкновенных дифференциальных уравне
ний, в которых сочетаются свойства однооаганых и многошаговые 
методов, 

Для исследования задач» 

у ' - -  Я  У . )  J  у ( у = у а )  = УС ?  / I / 

ГД0 j r  з У В  }  X L  ]  *  R п  »  £ п  

предлагаются численные методы вида 

уач = ̂  ZLß» У»-* ,  + & , / 2 !  
• Г»'С •' 

которые являются точными на многочленах до степени к вклю
чительно при выполнении условий 

"iLßm * tfl ' ̂  .  / 3  , 

где 
(--ОL 2ZTА ^ + oi=  

ß o i•» 
m *  i  

~ 4 + £ > k -  ~ X n + £  ХЦ.  f  ~  j  

= , "-ГУ7* . + 

Если использовать рекуррентное соотношение 

&м'п ~ п ' sm + &m-i , п-л / 4 / 

то реиеже систеш уравнение / 3 / представится в виде: 
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ПС«-") 
•Ki 

K - J  

*-3 
e - /л "  4 
jWM ——— -

S ^ n c ^ - Ä - J  

A^f-

я-i-t • *-*• K-i-t 

&K-i П (^K-c ~Sm) 
m*L 

i  <- z z )  

к-г 

. в„,-& -J>- Ä  

?l" А 

А  =  1  - Л  - i *  
m=* 

*-г 

Предложенные методы исследовались на моделькк уравнениях 
/в том числе жестких /. Шчислительный эксперимент подтверида-
ет эффективность данного подхода к построешю методов. 

Львовский торгово-экономический институт 
Кафедра высшей математики 
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МНОГОШАГОШЕ ЧИСЛЕННЫЕ МЕТОДЫ ТРИ1ШОЙЕТРЙЧЕСКОП) 
ПОРЯДКА ДЛЯ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧИ КОПИ ДЛЯ ОБЫКНОВЕННЫХ 

ДШЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ 

О.В. Глушик 

Для решения задачи Коши для нормальной системы обыкно
венных дифференциальных уравнений / в том числе жестких / 
предлагается способ построения итерационных многошаговых 
численных методов произвольного порядка согласованности 
разностной и дифференциальной задач с переменным шагом интег
рирования, точных на системе базисных функций тригонометричес
кого вида. 

Предложенную методику проиллюстрируем на примере постро
ения метода первого порядка точности вида 

Упц. ~ У/i' * 'с^ц Уп-i + 4 / I / 

где ъ/10 , o/Jt , ßi - коэффициенты, подлежащие определению. 
В качестве базисных используем следующие функции 

У  ̂  С (C^cond jy  У-Л/пХ,  У=Со4Х.  / 2 /  

Исходя из требований точности метода на системе функций 
/ 2 /, получим: 
аj у = с О , У л- ~ У*-* ~С ' 

°4> + = I  , / 3 / 

б/ У  = 4'/г X , Ы ' = С О б Х >  У  п .  —  4 i ' n  X  п  t  

Уп .-ц  -  Ил ( х а  + ( i )  , -ca i (x*  +h)  > 

У/ t - l  — 4/ä (v/l > h l  = *a. ~ X a - L  •  

Тогда, подставив найденные значения в / I /, получим 

=  4 / 1  (  X i i + i )  =  i i n .  X n  c e i h .  * •  с о ь  4 / л Л  =  

= «6о  f  t i n  У* co l  h i  -  cos  X n  t i n .  h { )  + 

- ßih ( Coi x* CoJfh - 'tin. iin. h. J . 
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Приравнивая коэффициенты при ii п. У„_ и мУ, , получим 
следующую систему уравнений 

^ lo  + о(  t l  co ih .  -ß i k  i i n / i  =  саб  A  
/ . ' . / 4 / 

^~о(ц  i i n  k i+ ß t h  c o l k  =  t i n . f t  

в/ у = cot X t У' - -bin.* f У^- Cat *V f r coi(**• 

y L * ,  -  - * i n  ( X * .  + h )  ,  У*- ,  ?  (X* -b )  .  

* 

Подставив найденные значения, в / I /, получим 

<// ,* ,  -< {Xn .+h . )  -  соьХ л  Cetk  -  t /n  Х л  4 in  h .  = 

-о{ 1 вса4Х л  +о/ц (codxnca6k± +  * i n  Х л  41Л 6 i )  ~ 

-  fi l l  (  t i n  Х л  cobh .  + Ca t  t i n .  k  )  .  

Приравнивая коэффициенты при tin. хл it coß, ха , по
лучим следующую систему уравнений 

-о/ц tiah.t +ßik cot ft = tin.fi г' / 5 / 

°4о +0in coi kt -ßihtmk = сел ft 

Исходя из условий / 3 /, / 4 /, / 5 /, получаем условия 
точности метода / I / на системе базисных функций / 2 /в 
виде 

c/io °^ц ~ ^ ^ 

О <*^4 Co-S ̂  -ßiktink = coih f 

- °(ц tm kt *ßtk<wk - tin. ft.. ^ ® ^ 

P ешая систему уравнений / 6 /, получаем значения коэф
фициентов о о̂ , * ßx * входящих в формулу метода / I /, 

Используя предложенную методику, можно строить численше 
методы высших порядков точности. 

Научно-исследовательский институт информатики и 
управления Центрального Львовского производственного 
объединения "Электрон" 
Отдел В 130 
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ВОЛНООБРАЗНОЕ РЕШЕНИЕ ОБЫКНОВЕННОГО 
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО УРАШЕНИЯ 

Р. Кангро 

В работе [i] рассиатривапт эволюционное уравнение для 
нелинейных волн в активной среде: 

äffe + «•> If • °- а) 
Если искать волновые решения постоянной формы (т.е. ревекия 

Af-C-e) -^bL+Oi)), то уравнение (I) принимает вед 

аэ-" •+• $С*>) *• «gC«) = О. 

Цусть 

4С« )  SО, две*  10 ,  л ]  (а>0) .  

Функцию oeC'CR) называем волнообразной, если 
о  (Л) = l— t ) ,  

[<>'(£)] = - t, 

4 oö 

Теорема. Решение задачи Коши 
*»•'' + <|cv)=o, 

o ( o ) * o t  C a  >о) ,  4> ' (о )~0 

волнообразно тогда и только тогда, когда выполнены условия 

gC0) = 0. qCa) >0, £<%(*)<&*= О, 

f > о у*с а)-
X. 
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ОЦЕНКА ПОГРЕШОСТИ ИТЕШРОВАННОГО ВАРИАНТА 
МЕТОДА ЛАВРЕНТЬЕВА 

Т. Кихо 

В гильбертовом пространстве и рассмотрим операторное 
уравнение 

au.= i «> 

с линейным непрерывным самосопряженным неотричательным опе
ратором Ае^(и?Ц), имвшим незамкнутую область значений 
£(А)оН. Пусть свободный член ie32.(А) известен приближен
но, вместо него имеем ц-^slus , <г>о. Пусть точное 

решение уравнения (I) истокообразно представимо так, что 

исД «|лГ«Ц: ЛГ-tU-AV, о>о,«*е.М*{А,2.,...}. 

Приближенное решение и^еН этой некорректно поставленной за
дачи найдем m-шаговым итерированным вариантом метода Лав
рентьева (см. [I]) 

^ Н («*) 

u-o,* ~ и°; 

где ы= oii£} = -  малый положительный параметр, 

а и0 - некоторое априори известное приближение к решению 
уравнения (I). 

Справедлива оценка погрешности метода (2) 

Lni?. SU-p Su-aj j. с С™** с.~^А (3) 
«>о j ' 

и вопрос об оптимальной оценки погрешности и об оптимальном 
выборе параметра <* m-шагового итерированного варианта ме
тода Лаврентьева сводится к минимизации константа ст. Ответ 
на данной вопрос заключается в следующем. 

Теорема. Оптимальном на классе выбором парамет
ра ы = *с(0 = *<(£, -М является 

1бз 
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v о j ? 
и соответствующая ецу неудучиаемая погрешность 

sup ь-~' хл<^]гг^ г  (т+л) р т" (4) 

Если d>(A")=>to,e.},£•> о (Õ(Ä\ - спектр оператора А) , то в 
(4) прк достаточно малых <Г> о достигается знак равенства. 

Доказательство. Константа ст представима в ввде 

с « ьгд 1»\£ лир vpma,t,x), 
** d>o о<41л *»о 1 'г 

где функция 

(см. (I]). Есдк миниминимакс (5) достигается в точке 

( у ), то оптимальным выбором параметра «. является 

о«wi-U/j)*51 (см. tl]). Из выпуклости функции 

3 получаем 

с = õnf *укх>{ц> £^,fe,o), 
*• d>0 £><*<< 

Учитывая выражения ; 

станет ясным, что инфимум по t достигается при - ; 
т.е. при . Итак 4-ь * 

с~** id ^^гг,^ы*л) у 

где инфимум по d. достигается при dL#=M/w)"»s.. теорема до
казана. 

Замечание I. Если точное решение уравнения (I) принадле
жит классу и«.Ар?ч где р - произвольное вещественное чис

ло из полуотрезка (щ - число шагов метода (2)), то 
существует такой выбор параметра е* *«(() - <ч( 
в методе (2), что 

.sup ilu-ia.*!! (»»»•«-о* 0**а ^ 
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причем для p<m знак неравенства будет строгим. 

Замечание 2. Для каждого m = Л, 2.,... (число шагов метода 
(2)) существует число С;М)) при котором для 
каждого р<"р„ справедлива оценка 

SU.p Hu-uJ < ̂  (7) 

6ели параметр *  -  <x( s )  выбрать по формуле 

* (jj'*4. Таким образом, для малых ре (о, имеет 

место оценка (7), более точная чем (6). Тем самым оценка-(6) 
целесообразна только при р> . 

Замечание 3. Приведен некоторые значения константы 

C t«iZ,4«, С 3х2>,02, 

c4«3,j9, сию»98/25/ с^м991,05" 

X заметим, что при *п>А с^<гл. 

Замечание 4. Для обыкновенного метода Лаврентьева ич= 
=(*1*аУ^ (т.е. для метода (2) при «.-o.m-A ) этот резуль
тат уже известен: в £3] получен оценка (3) с c,=J? и соот
ветствующий оптимальный выбор параметра <* - \!£/<$Ранее в 
литературе встречалась оценка (3) с с,=2. (см. [2]). 
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О ВЫЧИСЛЕНИИ ОПТОДЛЬНЫХ РАЗБИЕНИЙ 
НОРМАЛЬНОГО РАСПРЕДЕЛЕНИЯ 

И. Кукк 

Рассматривается следующая задача: 

I I  $ l l y - x l t j f ( u , d )  Ж}  — -  шъ л  ,  m  

 ̂y-(zV.,x") 7 * xUx'̂ R" ' U) 

где 

*(*<•••>•**?*p{-t £ %) 

Vi(г>,-ff«*1lrxiMt*l>H <-?* -
Известно, что при решении этой задачи можно пользовать

ся т.н. алгоритмом Ллойда Ш: 

а) При ЗСц— построим 
У& X (*«)••• ХА ) , i • 

 ) Вычисляем 
х; /il i l] 

л н  [ l i '" '  IL)  5  ( 2 )  

где , 
l l=wfrd)oly, (3 )  

и уг* . 

> </'=4"-> i=/,K. (4) 

В докладе разработан способ вычисления интегралов 
(3-4) и сообщается о результатах решения задачи (I) в слу
чае гь=2. В литературе описаны решения задачи (I) при n=2 
лишь для dA=<Sj, и к=4 И. ^ 

Пусть задан многогранник Р" = d'iP"—\i4e.Rnl4ri{i^^dl\ 
П К I I = 4 ;  4  *  i i « I i } ,  м н о ж е с т в о  г р а н е й  к о т о р о г о  f . . ,  p g ~ "  
Каждая грань является в свою очередь многогранником в 
r'"' с репером (c"j', ß^J, где О""' = d;, vt, и ßf"1 база, 
векторы которой перпендикулярны вектору е-,, Аналогично, 
каждая грань р"Г 3  многогранника Р"~' = {у&р"~' 
 Š.il — 4; '/ е 55-4) является многогранником в некотором 
РГ' И т.д." 
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Дежа I. •и l. 

<^=-, j=ü. 

mm 2. ~  демю 2 

ty. 
Из лемм I и 2 следует, что для наошвдаая интегр&юв (3-4) 
достаточно найп интегралы типа i jf(pi)dy. 

Обозначив: 

s:»p", 

s;k,-..,4) -{««мф tчн 

u(jir-,^ ^ sk<4_dt) 

* i С * У,Я^&2»!2# >'" ̂ ' 

лдп а»-... лдгь а, { j f(f, l)(<*ч>-> а») , 

где 

<j*(a») =лд» &,$ [l^ttx , 

jt(a„a1)=/1f a*|^ji^f^ej+e')ctz -> 

, fn p. \ nrifl 2 T au-ом 5t-z(а,,...,а*-5(К<£и-<4<+̂ J-

Следствие. 

u(f*)df - нг£ £...£ £.(<*£,.. 

*ih* TÄfl' jg t i^pi iW-4l 
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На основе этого алгоритма составлена программа на язы
ке ФОРТРАН для определения локальных решений задачи (I) по 
задаваемш конфигурациям начальных точек. При п=2 и к=1,10 
в зависимости от отношения дисперсий 6J6X исследовано по
ведение локальных миницумов. Установлены конфигурации точек 
глобальных миницумов и соответствупцие значения целевой фун
кции. 
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АППРОКСШАЩЯ ЭКСТШШЫШХ ЗАДАЧ 

Р. ЛвПП' 

Рассматривается аппроксимация экстремальной задачи в 
функциональном щюстранотве с нелинейным целевым функциона
лом f и нелинейным операторным ограничение F : 

{ f(x.) I =¥* ( I )  

Здесь f: X -• R t p: X -* У, X, У - банаховы простран
ства, £ означает, что 2- *€* и* - выпуклый замк
нутый конус в пространстве У с вершиной в нуле. 

Задачи типа (I) встречаются в стохастическом программи
ровании с рекурсией £lj , в непрерывном програшцровании 
и в ортимальнам управлении с нелинейным^ ограничениями на 
управление и состояние. 

При приближенном р«вешш задачи (I) она заменяется пос
ледовательностью задач в других, более простых пространст
вах; 

f jzj iohfl «) 

где Х„ —*я, f h  : X„-* Ул, Х*,-банаховы 
пространства, ул $ ^ означает, что З.л-ул е К„я К* -
внпуклнй земкнутый конус в, пространстве ^ n € V, с верши
ной в нуле. 

Пусть в пространствах X и У наряду со сильной сходи
мостью введено и другая, 4v -сходимость. Пусть IV и 2 ба
наховы пространства такие, что либо W*** X" и jt**m У* ли
бо w-x* I 2*У* (напр., если X« то W •'/.*). 
Пусть имеются прследовательности пространств 
а  т а й к е  с в я з ы в а ю щ и е  л и н е й н ы е  о п е р а т о р ы  : X Хп 

у*. г*. 

со свойствами: 1/ц,х|̂ |:^до|̂ |и| |ДО|-» ||wl 

|£*||-*||гу, hx>-K« tx>, <£* -><*.*>. 
Пусть выполнены следующие условия: 
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I) последовательности пространств 
дискретно аппроксимируют пространства X , J/ . W и Ž. , 
соответственно, и выполнены условия согласованности апп
роксимации; 

2) конусы К , Кл - выпуклы, iV . Wn -замкнуты с вер
шиной в  нуле ,  Cnt К Ф К-Н+ 0  ,  Л* с.  К* 

где К.* , - сопря
жённый конус конусу К , , соответственно; 

3) операторы f , f n  дифференцируемы по Фреше с w , 
-непрерывной производной F'M, К Ы и выпуклы от

носительно конуса К. и Кп , соответственно; 
4) llfapfr)- о, п еЛ/, УхеХ, 

if£(1< с0*£, l l f i l h i * - f y i f j x . t -+0  , п 6а / ,  ухех; 
5) пара функционалов -полунепрерывна свер

ху и W Р* -полунепрерывна снизу, ß , выпуклы и диффе
ренцируемы по Фреше, причем f'(*)€W, f£f/bX}€W*,rteN; 

6) существует vj <Р*-компактная последовательность ре
шений задач (2). 

Теорема. Пусть выполнены условия I) -_S). Пусть задачи 

(I) и (2) разрешимы при всех пеМ Пусть X у Хд, - множе

ства решений задач (I) и (2), соответственно. Тогда 

<-*£*. t«v ;  

и «л/й0*— lchbvbt'jp ^н. с x, 
где L^h\.ou/> означает дискретный &МЛ 

последовательности множеств в смысле Куратозскаго. 
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К ЧИСЛЕННОМУ РШЕНИЮ СИНГУЛЯРНЫХ 
ИНТЕГРАЛЬНЫХ УРАВНШИЙ НА КУСОЧНО-
-ШАДКОЙ ЛИНИИ ИНТЕГРИРОВАНИЯ 

А. Ф. Матвеев 

Z. Будем придерживаться определений и обозначений 
монограЗви [jj . Рассмотрим едций случай сингулярного 
интегрального уравнение ССИУ) с ядром Коши 

(K,w,u)(-6 0) + (fc,IY\(i 0 j.)w 1M.) = -f (-to) , (1) 

(м(*о\ = a^vfc-60)+- f 

«.<- i ±~t 0  > 

й у , з )  =  s  t ) - ± v c L i .  y  v ^ c ,  ,  

Z 
w< = — , 

Oi'Ci)- ёв ) 

1 (i )- каноническая функция СИУ CI), b - произвольная 
кусочно-гладкая линия, <at(f0J, &(ta), /V) (-60/t), -f(£0 j -
- известие функции, определенные на L , uli ) -искомая 
функция. Будем предполагать, что <Я(<0)и ё(*о) могут иметь 
разрывы, но долины щишадлежать классу и0 на ^ , 
М )- функция класса Н 0 , $(фо) -класса Н , 
всвду на L cty*)- &%о)Ф0. 

Любую функцию ёС^о) класса ^ о на -С можно 
представить в виде 

fe°) •> (2) 
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где (фо ) -многочлен степени bj >r 0, a 
- ограниченная на L функция, которая в конечном числе 
точек линии l может обращаться в ноль. Бели ё<(6о ) 
не обращается в ноль на Д , то приближенное решение 
СИУ (1) может быть построено по схеме предложенной в нашей 
заметке [2] . Ниже мы будем рассматривать случай, когда 

(*о) равняется нулю в конечном числе точек линии L . 
Обозначим через 

, v s - \  ( у )  к 

5 К=о V=< k=-mv 

су 

рациональную функцию, определенную на L , которую будем 
называть обобщенным полиномом порядка *** — w0+m (т=г:т^ . 

2. По заданному индексу СИУ (I) , фиксированным 
числам Cj, £ L , V - •(, S , целым числам и = nn 0+ т, , м = 
= 2Tm"i , ** о > t"4 + Vae\ построим на L две сетки 
iatw =1 н СеГоц-эе.= ~£oij-' 'J 
с попарно различными узлами отличными от нулей функции €(*0J. 

Цусть и. 

П С*-**) _ 
р  и \  -  ,  i  к  е  
п т • т '  s '  7  

П Ct-си 
V=A 

обобщенный полином порядка и = m 0+щ, . Приближенное 
решение W ) СИУ (1) будем искать в виде обобщенного 
интерполяционного полинома Лагранжа 

и-

Ч » ) =  2 Z  ( з )  
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p«. 

В нашей заметке £з] установлено, что ( W о̂, 
= ̂ o 0̂-aejw(-fc0 ) • гДе e»,o-xj>n(*o)- обобщенный 
полином степени и - эе. , который выписывается в явном ви
де черев 6(*о) и моменты w, (*о ) . Для введем 
в рассмотрение функции 

£>к^°\ = ~ 

" 7Ü4 , 

ь к(^=Sw^g#) mio^e^d i ,  

l i 

i*i-i 

l M= ZI <Vto ,  ̂*V= 

V =0 

и числа 

t t с 
xii-и, - —j ß* qk) .  (£ к ) 

^7L • 

<  ̂ эе > о 

0 > $ о 
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3. Летод коллокаций. Неизвестные значения U^it*) в 
СЗ) будем находить из систеш 

u„tm[ *+• 
«•*•> "to j 

+feKt-to^] = ̂ 0  ̂, i = ^h-ж. , (4) 

tu 

sw" tku h.tt^a k. n.=^(ae^c v  ̂  v j  

-fco-, e ^h-эс , , S ~ 
о 

Если *l (&.) = С, то последние 1 % 1 уравнений в системе (4), 
являющиеся тождеством, рассматривать не надо. В (4) при 
Эе < О введены регуляризирующие фактор! Ливанова «L к 5 

к — о , vse. t - а ^ 

4. Метод механических квадратур. Бели вычисления 
вызывают' затруднения, то их" можно' вычислять с помощью квадра
турных формул. Применим, например, квадратурную формулу ин
терполяционного вида, построенную по узлам йгп . Тогда за
меняя в (4) fetc ) на приходим к сис
теме метода квадратур, 

Предложенные вычислительные схемы имеют интерполяцион
ную степень точности,их обоснование сводится к хорошо изучен
ной задаче обоснования этих схем для уравнения фредголъма [45~j, 
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МСДЕДЬ ЗШШЕШОГО аШССРОРАЗЕЩЩОГО 
ЛАЗЕРА» УЧЕШВАВДАЯ ПРОЙМЬ ЭЛЕКТРОДОВ 

п. Нийдла, Р. Соркина, 3. Tame 

Физические процессы, которые лежат в основе математи
ческой модели, описывают электроразрядный ХеС(-лазер серии 
ЭЛИ (подробнее см. [I]). Целью математического моделирования 
является прогнозирование выходных параметров эксшерннх ла
зеров и оптимизация их рабочих характеристик ну тем оптималь
ного выбора входных параметров. Решение таких проблем чисто 
экспериментально крайне трудно из-за большого числа парамет
ров, ВЛИН1ЩИХ на импульс генерации. Поэтому высок интерес к 
математическому моделированию процесса и к проведению соот
ветствующих численных расчетов с помощью ЭИ4. 

Математической моделью кинетических, процессов газового 
разрнда является система обыкновенных дифференциальных урав
нений вида 

L ;=< J J !,-*=< J J j,"!4-1 J J 

где искомые функции - концентрации компонентов плазма, а 
коэффициенты к- (к:^ и к - константы скоростей соот
ветствующих реакций. В конкретней модели было учтено 14 ком
понентов смеси, с учетом 3-  законов сохранения п. = II. 
Константы скоростей реакций с участием электронов определя
лись свертыванием сечений реакций с функцией распределения 
электронов по энергиям j! L2], другие константы скоростей 
реакций считались постоянными, функция распределения электро
нов по энергиям вычислялась в кадднй момент времени как реше
ние квазистационарного уравнения Больцмана [2, 3,4]. 

В проведенных раннее исследованиях [I» 2, 3, 5 ] предпо
лагалась пространственная однородность разряда. Поскольку 
электрода представляют собой цилиндрические поверхности, то 
напряженность электрического пала внутри межзлектродного 
промежутка изменяется как в направлении от анода к катоду 
(продольное распределение), так и в перпендикулярном ему се— 
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чении в центре межалектродного промежутка (поперечное- распре
делен»). При заданной составе газовой смеси из уравнения 
Болъцмана следует, что функция распределения электронов по 
анергиям £ , а следовательно и соответствующие коэффициенты 
системы (I) определяются напряженность!» электрического поля. 

Учет продольного распределения напряженности электрическо 
го ноля требует одновременного решения уравнения Цуассона, 
что очень усложнит модель. Поэтому мы рассматривали распределе 
вне напряженности электрического поля, а следовательно и реше
ний системы (I) в поперечном направлении. 

Джя этого разрядный промежуток был разбит на 30 каналов 
перпендикулярных к электродам. Напряженность поля определя
лась в каждом канале (точнее - в центре каждого канала), 
вследствие чего разряд моделировался в каждом канале отдельно 
При этом учитывалась опшетрия процесса относительно центра 
электродов. 

В итоге мы получили как бн 15 разных задач исследования 
разряда, связанных между собой линь ценью накачки. Отметим, 
что совокупность моделей каналов имеет и обратную связь на 
эту цепь через изменяющееся сопротивление разрядного проме
жутка. 

С математической точки зрения оистема кинетических уравне
ний (I), а также оистема уравнений описывающая электрическую 
цепь питания лазера являются жесткими, причем система (I) 
ещё ж существенно нелинейна. На требуемом отрезке интегриро
вания (от нуля до 200 наносекунд) все компоненты решений, ко
торые определяются начальными значениями нужного порядка(в 
основном нул^, доотжгают своих экстремумов, причем в разные 
моменты времени. Найденные максимальные значения достигают 
порядка I014 •* 10*5, а значения производных 1022 - 1о25. 

Все это затрудняет интегрирование систем модели, хотя ме
тоды д" жестких систем давдо известны и продолжают разви
ваться. Мы использовали метод Гира [7] , реализованный в 
стандартной програше DIFSU& (61. 

Расчеты были проверены для рабочей смеси Н«/Х«/ HCl = 

= 920/10/1 (общее давление 2,2 атм, зарядное напряжение 
23 кВ). Некоторые из полученных в расчете пространственно
-временных распределений компонентов плазмы сравниваются 
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с экспериментальными, тем самым проверяется адекватность мо
дели. 
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О РЕШЕНИИ ЗАДАЧИ ИЗГИБА УПРУГОПЛАСТИЧЕСКОЙ 
ПОЛОГОЙ ОБОЛОЧКИ МЕТОДОМ ШТРАФА 

Г.М. Оленев 

В данном докладе рассматривается задача упругопластиче-
ского изгиба статически нагруженной тонкой пологой оболочки 
яри применении закона пластичности Ганки.Подход,используе
мый для исследования этой задачи, является обобщением на 
случай пологой оболочки метода, применённого в [2] к реше
нию задачи изгиба упругопластической пластинки. 

Рассмотрим упругопластическую пологую оболочку посто
янной толщины ft/ , срединная поверхность: которой задаётся 
уравнением |(<ь) = 0, где Ф = (ац, х2)е £ = [0,а] *[0, 50 7 

(а, 1г > 0) - проекция на IR2 срединной поверхности оболочки, 
а f ,<и(ъ) = = tonAt (здесь и далее через ^обо
значается частная производная функции по ). Ограни
чимся случаем оболочки с жёсткой заделкой краёв по всему 
контуру. 

Аналогично [l] (стр. 245-246) показывается, что нахож
дение действительного поля напряжений оболочки сводится 
к решению задачи 

найти 6". s КПМ : U(<r0) = ггиль aCd) . (I) 
СеКПМ 

Здесь К= {f>e Н = F(6) 4 0 почти всюду на •%}" 
выпуклое замкнутое множество в гильбертовом пространстве 

н = {с = {6ц} : 6-г 6ц , 0 , в^€ ц(%)} 

со скалярным произведением 

(&^) н = j o^dxda^ , 

причём F(C0 - функция текучести Мизеса или Треска, 52-
•множество точек (st,, • принадлежащих оболочке; 

М = {ff€ н : [  £oljb(u)ola;cla5a= [  pjU.cdx , Vae V } -

« 
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множество статически допустимых напряжений, причём 

е«= е2а~ еад~ о 

компоненты деформации с учётом гипотез Кирхгофа-Лява (v, = 

^2i= f,22 i Ü4i-0), где вектор перемещений u~ 

=6^^,^принадлежит гильбертову пространству 
О /Л О /л") © frt\ 

V = W 2 * W 2 * V / 2  с о  с к а л я р н ы м  п р о и з в е д е н и е м  

ä 
|Vj 6 !_2(5?) - компоненты внешней нагрузки; 

Э(в) = j J a^kl ffij 6^, dbdxb -
äj^ 

квадратичный функционал, где a^t € ~ коэффициенты 

упругости, причём а^-а^-сц^ и ъ0ц$ч, 

V ц , с0= con&t > 0. Везде здесь и далее индексы л , р при

нимают значения I, 2, индексы i, , j , и , t - значения I, 2, 3? 

а по повторягацимся индексам производится суммирование. 

Отметим, что при КПМ 4 0 задача Шимеет единствен

ное решение. 

Наряду с задачей (I) рассмотрим задачу 

найти ffÄeM: (б^) = mitv (6) (2) 
~ Г Г ffeM ' 

где ̂ (б1)« 3(6)+(V2yu,)H6'- Pel4, а Р- оператор проектирования Н 
на К . 

Как показано в [2], задача (2) имеет единственное реше

ние при любом JU, > 0 • 
Опишем теперь способ построения 6„ пш ас>0. Для этого 

рассмотрим систему уравнений 

j 6у(ир)еу(*1)еШхь+ j fi.i|iCkb= о , V̂ eVj û eV, (3) 

где ?л{йц) определяется из соотношений 
«  I  

= а1г1бк[(а^)+ 0/л)(6(а^-Рб(ар)^. . (4) 

для того, чтобы показать, что задача (3) - (4) имеет 

единственное решение при любом jL>0 , а 6^ , опре
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деляемое по и.^, из (4), - решение задачи (2).достаточно,сле
дуя [2], доказать, что форма jе^С^)при любом 
fj.> 0 порождает непрерывный сильно монотонный оператор, 
действующий из V в V* . Доказательство этого факта опи
рается на справедливость неравенств 

ßlu-ly 4 Cla|*, VoeVj с, C-eoaet>0. (5) 

В докладе показьюается, что неравенства (5) имеют место, 
при этом.используются неравенство Коши-Буняковского.формула 
интегрирования по частям, а Taiese тот факт, что выражение 

где ae W^ä) , а Г - граница 
области £ , экв^алентно норме пространства W^CSJ), ебли 
te LwCr) , *(•»)> 0 и *пль {fleeГ: Заметам, что при 
доказательстве (5) важную роль играет способ выбора скалщь 
ного произведения в V . 

Отметим также, что согласно [2] 6н.~*$о »ГД® б"0~ решение 
(I), если МПК* 0 , я 6ц, при fi-»-0 'стремится к элементу, 
минимизирующему 3(6) на множестве элементов из М , бли
жайших к К (это множество непусто, выпукло и замкнуто), 
если МПК = 0 . 
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ТЕОРЕМА СУЩЕСТВОВАНИЯ ДЛЯ УРАВНЕНИЯ 
НЕСТАЦИОНАРНОЙ НЕЛИНЕЙНОЙ ШЛЬТРАЦИИ 

ГАЗА 

М.Ф.Павлова, М.Р.Тимербаев 

В работе рассматривается следующая нелинейная нестацио
нарная задача 

^ *елчо,т],(» 

<ч р  = о., (2) 

(здесь -О- - ограниченная область пространства R , 
Г - ее граница). 

Задача <1) - (2) возникает, например, при математичес
ком описании процессов фильтрации газа, движении вод в от
крытых руслах и др. [l, 2]. 

Предполагается, что оператор 

ju = 
1=1 1 

является непрерывным ограниченным монотонным коэрцитивным 
оператором, действующим из 

Функциям* : Я удовлетворяет следуюдам условиям: 
1) - монотонно возрастающая функция, ¥(о)— О , 

г ,  M j f - e ,  «  f ( f ) f  i  +  ̂  ,  
i ц ? € .  ßj 

£ W'wirft *e aljv+ c5, 5  

здесь C0,Ct положительные (неотрицательные) 
постоянные. 
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3) существуют постоянные Х^С',К^ >с> , £5 
такие, что 

[<Мр|Пч"ф i e,IJ| r i+' y. 

Определение. Функцию u £ Lp (о,Т- (Д")4) П 

L^fC^T:, назовем обобщенным решением задачи 

(1) - (2), если е Lpl (о,т- W^CaS) , 

U^x, 0^ = 0 почти всвду и для любой функции V € 

Lp (0,Т- имеет место равенство 

0 о о 

Доказана следующая 

Теорема. Пусть оператор J и функция ^ удовлетворя

ют указанным выше условиям, для параметров <1 , j* , £, и Tj 

справедливы соотношения 

cl > ; 

lp с 

Тогда задача (1) - (2) имеет обобщенное решение из 

Lp (о,т- vSj^V-o.^ С\ U- (0,T-, 
при любом ^.€ Lp' (О,Т; Vs/j/i 

Доказательство этой теоремы проводилось с помощью мето

да полудискретизации аналогично £з~] , где было доказано су
ществование решения задачи (1) - (2) из Lp (0,Т-} У\<ри){-0-У) 

С (СЦТ-, (-О.4)") при более сильных ограничениях на £ 

и : предполагалось, что % € Li (0,Т- . 

а Ц> , f'-роие условий 1) - 3), удовлетворяет неравенству 
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f'ff) > e If I"1"'' • 
Некоторое усовершенствование техники предельного перехо

да позволило установить существование обобщенного решения за

дачи (1) - (2) при более естественных ограничениях на ^ и 

более слабых условиях на Ч* . 

В заключение отметим, что вопрос существования решения 

задачи (1) - (2) в случае, когда 

' I ' " ! ,  

и = 

рассматривался также в £4]. В этой работе как и в |~3j , 

предполагалось, что ^ € ^ C°'Tj • 
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о тажнии СЛАБО ОСОБОГО ИНТЕГРАЛЬНОГО 
УРАВНЕНИЯ С РАЗРЫВНОМ КОЭФФИЦИЕНТОМ 

А. Педас 

I. Рассмотрим уравнение 
о 

гск) * $ (I) 
О 

Введём следующие условия: 
(с) о. € (С°>&]ЧЫ}), о< di < & , причём 

oli,'4) или могут иметь при 4 =cf разрыв первогс 
рода; 

(ü) *иС4([-&>]ЧоО , причём при -6-4 i <о 

и о <-t 4 ß справедлива оценка 

|* jw| , 0<p<z. (2) 

( « * )  ^  €  С  С  °>  п  С а ( (<> ,& )  м®^ )  , причём при 

pii (0<^5<2) справедливы оценки 

If 1%)\к««А 
а при ^ =1 справедливы оценки 

(ftf)Uc^t[/«Ut|  + |f lklb<*U+lk ,  i  е (о, *)\ 

i'1 + ii-al"1 • ce-t)-1], 

Заметим, что из (2) вытекают неравенства 

|*l4)uchwt-(кг^чо с f i t l), 

l * t t ) U  4 i . )  C A -  * ) •  

Условие (iii) будет выполнено, например, дня 

Зададим сетку точек отрезка [o,ß] такую, что 

о =4 с  ... 8- t  € •( >  (з) 

^ н huL* >0 при п.—» oo. (4) 

Обозначим 

~ ĵ',n - 1, . , »X . (5) 

Приближённое решение уравнения (I) будем искать в виде кусоч
но-постоянной функции 
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vjv = z wju), 

где 1 при 4 6 и <fi«)=o при t 

<^t<) = l ПРИ * С С^-Ь *РИ -t < С^-1,*Д 

^ = а,,,., h.. Неизвестные коэффициенты uj определим из 
системы уравнений 

чг - x (\ a(4i-,4)ae6r*)<as)u4- + fkj, ь-t,... (6) 

Теорема I. Цусть выполнены условия {£)-(*«* ) и (3)-(5), 
Цусть уравнение (I) имеет единственное решение uWJ. 

Тогда система уравнений (6) имеет при достаточно больших 
к единственное решение (u.Aj,..} ип). Справедлива оценка 

кслх i ^ cftwjt- £* ̂ (7) 

где 
Я*. при о< jSCi, 

при р- 4-, 

kZ'P при ±<^2. 

2. Перепишем уравнение (I) в виде 

v(fj ac(t-i) [*.(*)-«•(*)] + 
о 

+ *tt)j'aMae«-i)c(4 + ?ß) 
(9) 

о 
и применим метод механических квадратур с формулой средних 
прямоугольников: 

ft 
•К = 21 A^i ,4j) ае(*; -44) [u4- - и • ] + 

+ -uj ) а(4;.ь)эс(4с-4)ж> + ffo), ,..ц. (10) 

Здесь 

Теорема 2. Пусть выполнены условия (*)-("*) и (3)-(5). 
Пусть уравнение (I) имеет единственное решение и(<)_ 

Тогда система уравнений (10) имеет при достаточно боль
ших ta единственное решение (u-t}... t u.K ) и справедлива 
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оценка (7), (8). 

3. Если а (^,4) или ~д&а}4)/Ъ4 имеют несколько точек 
разрыва *>-dK , 0<dK<ir, ...,к0 (ср. (£•), (Ui)), то 
включая их в сетку (ср. (3)), теореш I и 2 сохраняют сипу. 

4. Аналог теоремы I для многонерного слабо особого ин
тегрального уравнения имеется в [l\. Утверждения теоремы 2 
при более жестких условиях гладкости на а.(£,4) и эеСё) до
казаны в [2]. ср. также £з]. 
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о методе шш уравнения гелькгольца 

в стрАпащироветюк океане без поглоцймя 

С.И.Пискарёв 

Рассиотриы в банаховом пространстве Б задачу 

= au(t), u.(e)ra e, и«-шii< 0 0> (i) 

с оператором - А, порождающим аналитическую полугруппу, име
ющим компактную резольвенту и вещественный спектр ( А ), 
который не пересекается с нулем и существуют хеб(А) , >><0, 
Дискретизация задачи (I) приводит к задачам в конечномерных 
пространствах 

,Ü,(o)--P„uS,tu(o}= ,i»0, (2) 

uZtt) =Ä„U.ft), ЫоХкЫЛ, 13) 

где операторы An®^n = Aix > а корень из оператора \J по
нимается как корень оператора с Re<5 (А^)<0 , т.е., напри
мер. '«• 4*^1 • с м- [I] • х  

Задача (£) со специально подобранными А решается как 
начальная задача методом конечных разностей либо по неявной 
схеме, либо с известными условиями устойчивости на шаг диск
ретизации в случае явных методов. Погрешность решения в дан
ном случае контролируема. 

Задача СЗ) cRe<J(Ä»O>0 также легко решается следую
щим образом: сначала методом конечных разностей решается 
начальная задача 

^h(-k)=-äa(-t), ̂ (р) =cth-p4v*, 

а затем используется хорошо известна* связь , 

^)=^=?S0 (-*%<*)<*~Уг «-*(«) • 

которп- p-vv» зу-зтс-; ьекотороГ квадратурно? формуло". Погреш

24* 187 



ность при такой методике решения задачи (3) также контроли
руема. Таким образок, задача (I) решается методами, для ко
торых легко указать оценки скорости сходимости. 

_В данной работе приводится алгоритм нахождения операто
ров An. и Я*, с указанными свойствами: J?e<s(Ä^<o, > 0. 

А именно, организуется процедура близкая в идейном пла
не ^2-3] . 
Зо-первых, рекурентно вычисляется Rh = ^ 

х . „ ,  * + 1 * .  x n * — r f t , k — •  < « > '  
*hjic +• ltv _ _ 

Зо-вторых, операторы An и находятся по формулам 

p«i" j(rh.ah. + ih),ah.= (lh-pt,)an(xh"fv), ац.= phan.pn. 

Итерационную процедуру (4) следует проводить для норми
рованной матрицы А^. . Метод (4) имеет первый порадок. 
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о ПРИНЦИПЕ НЕВЯЗКИ В СЛУЧАЕ НЕТОЧНО ЗАДАННОЮ ОПЕРАТОРА 

Т. Раус 

Рассматривается принцип невязки при решении некорректно 
составленных задач в случае неточно заданного оператора. Из
вестно (си. [I]),что итерационные метода с остановом по прин
ципу невязки оптимальна по порядку на всех классах истоко-
представимш решений. Погрешность методов для индивидуального 
решения изучался в [2]. Здесь мы представим некоторые новые 
оценки погрешности в духе работы [21. 

Рассмотрим уравнение 

a u « | „  i  €  r  (а\ а )  

где А е ä(U,F) - линейный непрерывный оператор из гиль
бертова пространства Н в гилыЗертого пространство F; до
пускается незамкнутость области значений R(A) я, F. Пред
полагается, что вместо f задано fieF такое, что 
IIсГ, а вместо А имеем оператор А? такой, что 
И А , - A I U ? .  

Рассмотрим следующие методы решения уравнения (I). 

1. явим* отйрягргпнвнй метод. -Зададим начальное прибли
жение ü„eH, постоянную f», р € (о, i/ II fill1) и последо
вательно вычислим 

u„ = uw -  у l,st. . . . ;(2) 

2. НйятипД итерационный метод. Зададим u0 е Н и посто
янную 4>0, Вычислим последовательно и„ из уравнений 

+ A* A, u„ = 1- А\ fa, ... (з) 

Момент останова итераций определим по принципу невязки. 
Под и> понимаем ближайщее к и0 решение уравнения (I). 

Правило П I. Зададим число fe т 1, Если 

ila^üe-^ö i &(сг+ *11**1), 

то положим п - 0. В противном случае выберем наименьшее 
число 0 70 при котором выполняется неравенство 

U A i U n - f d H  -  ß ^ c b -  ^ l / u *  Л ) .  
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Выбор параметра по правшу П I в случае jtye--Mi <5 и 

IIA,- ai14 всегда гарантирован, но поскольку нужно знать 
оценжу нормы решения ц» , то практическая реализация затруд
нена. Поэтому зададим ещё правило, где и* заменяется через 
uh. 

Правило П 2. Такое же, как правило П I с заменой Uu* II 
на Uu* II. 

Дадим теперь оценки погрешности приближенного решения. 

Теорема I. Цусть llj<r - |ll t £, 1/А,-All t •?. и параметр 
«- W<T,o) выбран по правилу П I. Тогда для методов I и 2 

имеет место (щенка 

Iu„«tv-U,l -4 cd)  - мг<г,,), (4) 

где 

млгч)-* s v jr *4 hu„-0i»(|+-у»(^сг+ 
j, 4 h»o 

4 <г+ ч iu» e 

t 2 

cd.) = { 6+2, "*** dmw1] 
eiut, • i- > 

y. (4 4 ̂  

y- - у» = fJT для метода I, j-, - VäTfi  ̂ j» = £c/CP 
для метода 2 (4С - решение уравнения е* = 4 + 2- , &са 
й 0,6386) и элемент и» определявтся^соответственно форму
лами (2) и (3), где вместо f<r будет -f. 

Таким образом, погрешность приближенного решения оченн-
вается через наименьшую по п погрешность метода при фикси
рованном решении и* с даннш уровнем погрешности начальных 
данных. В силу оценки (4) можно сказать, что выбор параметра 
по принципу невязки оптимальный по порядку (с порядком с Ш) 
для итерацтонных методов. Для метода I наименьшее значение 
коэффициента с (6) - 3,20 (если С = 1,20) и для метода 2 с(&>. 
я 3,25 (если I = 1,25). Отметим, что в случае непрерывного 
спектра оператора Аг оценку (4) можно несколько улучшить 
(см. £2]). 

Теорема 2. Цусть llk-flu<f. МА7-АЦ .-и, * q и 

параметр о - выбран по правилу П 2. Тогда для мето
дов I и 2 имеет место оценка 
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Ilutiw..,}-ч» И ^ с Л)-* 
тле 

cd) ~ may { max Tcffi), crt)] (i+ffžri)сЛ)] 
fc 4 £ 4 d ' 

£e = hia> $ a/&, i — с 

4« 4 (i + с(&) 3"6C4)), M(J,y)/llu»lf i i, 

H С<f,•!) к С Cfe) определены в теорема I. 
Нетрудно заметить, что в случае s-*0, г-»0 инеем 

Т (df ц) -» Ö и, следовательно, с (4) -» с (в). Вслж тбГ .,)» i 
то для метода I наименьшее значение с (ft) = 7,04 (С = 1,20), 
а для метода 2 с (&) = 7,07 (4 = 1,25). 
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ИНТЕГРАЛЬНОЕ ПРВДСТШЕШЕ ОБОБЩЕННЫХ РИПЕШЙ 
ОДНОГО КЛАССА СИНГУЛЯРНЫХ СИСТЕМ ОБШНОВЕННЫХ 

ДИМЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ 

$.3. Рафиков 

Рассматривается класс систем 

fA(s)u-) = bcs)u. + , s •* c£-*iz (I) 

удовлетворяющих условиям: 
а) элементы матриц А,Е> размерности /г*/г явля

ются мультипликаторами в пространстве Z> (образ Фурье 
пространства 2) бесконечно-дифференцируемых финитных 
функций); 

в) c/et А яpes) JCS) , где р - полином степени 
•€ , функции Q , О"* есть цультиоликаторы в пространстве 
Z; 1 7 

+ 

с) матрица 3-А есть матричный полином стелена 
не вше 'Р-/ , где матрица А* <- произведение функции 

у~1 на присоединенную к а матрацу. 
фи построении интегрального представления обобщенных 

реаенай данного класса састем применяется умножение обоб -
ценных фунвдй [i] . Согласно реэужьтатам работы [2, с.248], 
в классах L* * F [ J определяются операторы 

4 fi of/] , (2) 

. (3) 

x-1 
x >y. 

Здесь обобщенные функции Q. * —1 , XeC , 
я* г(*) 

х4о,-1,... ; g~ k'•ai) ks e k >, . 
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Через /7. обозначается кольцо функций ySf-S) вида 

/П X. к-
- 2—* S J(-£n S) J Р CS) , 
/--о s 

где m< oo , X^eC f kj - целые неотрицательные 
числа, функции уо аналитичны в кольце t<f&i <00 

и в бесконечности имеют разве лишь полюсы. Функции ß>ePr 

ставятся в соответствие операторы В Cß): 1,* -~-L* , 

т  > •  к: 
ь± cjз; « z. is) y  h±cpj) (4) 

s = o  
00 к 

Здесь операторы Н± Ср.) = а к̂ S, » гДе 

к=-бо 1  

CL., - коэффициенты рядов Лорана функций р 
л ̂ у d Лемма. Кольца , образованные операторами lj±cj3J» 

уЗ £ Рг , изоморфны кольцу 
Известно, что элементы фундаментальной матрицы <ф = . ) 

системы г-^ 

2^' = B(S) А*CS) КГ 

и матрицы ^ ~ С У9- -) принадлежат кольцу 
J 

Этим матрицам ставятся в соответствие операторы 

ф±*(ъ±«р^» :  (l * )п  -+- (ь*) л  , 

(5 t(V>u>) • CL*f — CL*)" . 
1 - £  

Аналогично матрице ZCS)  , где ТCS)  -  полином, 
соответствуют операторы Z"CS)j . 

Цусть полином pCS)  т C s - cü ) f >  e s )  . Тогда 
справедливо представление 
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i-j 3( S )  A vs) - ,4; (?cs) / С 

где О ~ матричный полином степени не выше /-2 .С-
яостоянная матрица. 

Теорема. Пусть выполнены условия а), з) ,  с) , вектор 

feCZ'f . Тогда общее решение системы (I) в прост
ранстве С,Z'j'1 выражается формулами 

at ~ £ -£ 
t-l s а v , v = pcs) + игф + /2cs)_ иг_ + 

-е е ~^~2 l 
12- i c, ; 

"Г~7 к - о 

*>* = Ф; С J Ф~±
1[ Ф± i Q-p fs)'f tl t 

1  • *- f  *  k*o  
oo 

^ Z. j. ^ 
k* 0 /  

k+1£cz(c) 
d г ± n 

Здесь в е к т о р ы  f+£(L ) такие, что 

• GCC) - спектрматрицы С , векторы , 

с/„ , d+ - произвольные постоянные. к 
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РЕГУЛЯРЙЗОВАННЫЕ ИТЕРАЦИОННЫЕ: МЕТОДУ 

С ОБОБЩЕННЫМ ОТНОШЕНИЕМ РЕЛЕЯ 

Т. Саан 

Рассмотрим проблему собственных значений и собственных 

векторов для произвольной комплексной матрицы Т порядка а . 

Для отыскания собственного значения 'л и соответствующих ему 
правого и левого собственных векторов используем следующий 

итерационный метод. Сначала выбираем единичные векторы ж и 

tu , ) *0. Затем для fc = 0,4,2,.-• повторим следу

ющие шаги: 

(I) ВЫЧИСЛИМ О • 

(II) решим уравнения 

ч- (т-

где dk>0 и 
к-*» 

(III) формируем о*.. = И • 
1 vv»4| g um, i ) 

(IV) если (<>«,. -0 j то выбираем другие начальные векто
ры tfo и лл. и начнём итерационный процесс с начала. 

Отметим, что вероятность случая о равна нулю и 

в практической реализации нет необходимости дая проведения 

шага (1У). 

Обозначим И (Т" ^ . Они являются 

хорошими вычислимыми мерами точности для собственных пар {лд^ 
и {л> 'ii , где 7i собственное значение матрицы Т , а х и ^ 

соответствующие ему собственные векторы (соответственно пра

вый и ЛЕВЫЙ). 

Теорема I. Пусть последовательности и {.Ц такие, 

что о;—>х и и*—при t -»х> , где ихц = ц^и = 4 t Тх. = Ах, 

Т * ̂  -- . Выбираем такую последовательность i что 

Ь Гх̂ ?̂ - 0 (дая случая 3 ь*.  ̂о ). 
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I. Если T"*x - Лх ( то 

ii.14/ - 00<\М (л»Л/ —. = сол/vt lii*- —Jj= СаолЛ. 

2. Если корневое подпространство состоит только из 
собственных векторов, то 

(л,<чI ^ 9"^ . оол/st ц^. - * cowyt l*** . ̂  ̂, = ссмк. 

3. Если максимальная дайна корневой цепочки подпространст
ва *Сх) равняется , то 

iv v<\ <4.-4 11Л, - м--< , л-1 & \x-<j4.l 4  ~ - ^ »m ~ ^ 1м * tt 

Из теоремы вытекает, что для нормальных матриц (т.е.Т*Т= 

=тт*), в том числе и для эрмитовых матриц (т.е. т*=т), схо
димость будет пятого порядка, так как для них всегда матрицы 
т И T« имеют одинаковые собственные векторы. Отметим ещё, 
что для нормальных матриц системы на шаге (II) совпадают. 
Итак при выборе л- м» достаточно решить одну систему и так 
как («V«, ̂ ,) = • i, то отпадает шаг (1У) и в теорети
ческом плане. Подробнее этот метод для эрмитовых матриц иссле
дован ь работе [2]. 

Модифицируем итерационный метод (1)-(1У). Выбираем еди
ничные векторы л. и п. , (»>.,«. ) ФО. Затем для 
повторим следующие шаги: 

(i) = (I); 

(и ) если t нечетный , то вычислим 

, где 

Л- cv. V"«' • *м" иг..,» . 

(ii*. ) = (II); 

(*) = (hi); 

(«) = (1У). 

Если в этом методе пропускаем шаг (« ), то метод точно совпа
дает с методом (1)-(1У). При практической реализации метода 



(L)-(<r)  на ЭВМ число операций почти не увеличивается по срав
нению с методом (1)-(1У), но повышается сходимость для слу
чая, когда содержит не только собственные векторы. 

Теорема 2. Цусть последовательности и {Vr дая 

метода (0-(<0 такие, что —»• * и при t—» , где 
= i  t  тх-Лх , т*^ = л^. Выбираем такую последователь

ность Ict-Jj , что = 0 (для слУчая 3 

«м~1(ч.г = 0 

1. Если T*x=-äx , то 

& • « ' *  '  ! £ « S h s T " " " 1 -

2. Если корневое подпространство кСх) состоит только из 
собственных векторов, то 

(лдч - сом*, ti-гч, = СОЛ/* tc*. - tov^-
vu. ix-(jj1 ' miiwi 

3. Если содержит и не собственные векторы, то 

(л/Ч/ « oo*v* * totvvt {лчч. - озл/А. 
i л- ot\l > v.-»« »mrtfvll ' *.-»» ivikjwl 

Методы обратной итерации с обобщенными отношениями Релея ис
следованы в работах III, [3], [4]. 
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МЕТОД* РЕШЕНИЯ ВЕКТОНЮ-МАТРИЧНЫХ 

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ: 

Р.В. Слоневский 

Во многих прикладных технических задачах, связанных с 

обработкой информации и оптимальным управлением многомерны

ми системами, их состояние характеризуется А-мерным векто

ром x(t) , где аргумент t - время. 

При анализе и синтезе такого рода систем приходится од

новременно интегрировать две задачи Коши для векторного не

линейного дифференциального уравнения 

j ,  х ( 0 ) - х о >  j c e / ? "  
/I/ 

и для матричного дифференциального уравнения относительно 

симметрической матрицы (/М размерности л/ * W 

7y-ry+ у7 7'-укт+3, /2/ 

где-f(x,t) - известная вектор-функция размерности # , 7-{ĝ /~ 

матрица Якоби правой части системы /I/, /? ) - известная ма
трица размерности /VOr/V , в Ш - задаваемая симмтрическая ма
трица размерности N * /V , 

В тех случаях, когда система /I/ является жесткой, при

менение для решения указанных задач Коши известных классиче

ских численных методов является мало эффективным. Явные ли

нейные численные методы /методы Р^нге-Кутты, методы Ддамса-

Башфорта/ обладают ограниченной областью устойчивости и до

пускают только сравнительно небольшой шаг интегрирования.Не

явные численные методы требуют значительных вычислительных 

затрат для их реализации с помощью итерационных процедур. Эти 

затраты особенно ощутимы при интегрировании матричного урав

нения /2/, которое в данном случае преобразуется в векторную 

систему Сл/ф/)ы/р. 
В работе рассматриваются дробно-рациональные численные 

методы отдельно для решения векторного уравнения /I/ и специ

альные непосредственно применяемые к матричному уравнению /2/ 

без его преобразования. Эти метода являются явными по исполь-

198 



-•уемой информации и линейно-неявными по способу их реализа

ции. Структура дробно-рациональных методов для эешения век-

^ошого уравнения ill определяется соотношением 

lpj 
где An+i - приближение р -го порядка вектор-функции реше
ния в сеточном узле tn+, , <х& и - численные параметра 
значения которых при соответственном их выборе обеспечивают 
ß - или h -устойчивость метода фиксированного порядка ръ 

/? - шаг интегрирования в п -том сеточном узле; -
численное значение матрицы Лкоби системы в сеточном узле ?п, 
'Ts n -одношаговая или многошаговая аппроксимация 5 -той 
частной суммы ряда Тейлора относительно сеточного узла tn . 
Приводятся новые методики построения одношаговых и многоша
говых явных расчетных формул для определения значений Тм, п 
(к-tp.) .Структура одношаговых и многошаговых Формул являет
ся общей 

п - x/7 fsj h кn-j 

p-t s-a 

/4/ 

cm j р., ^ ̂ г п 7  > 
где '^п-/ • ~ . An-J J , /5/ 

cmi J 

A n -j  -  найденное ранее значение приближения ю-го поряд
ка точности решения в сеточном узле tn.y .В одношаговых 
аормулах кроме /4/,/5/ используются дополнительно формулы 
определения значений • исходя, из информации в сеточном 
узле t, 7  

7 £m7 т/ кг—* 
X - X + 7 к /7— / * /7 < j (ff) il ' p.j ' fjy < mj i <*"• /6/ 

Используя описанную методику, построены конкретные одноша-
говые и многошаговые численные методы 1-6 порядков точ
ности. Рассматриваются вопросы практической достаточно эко
номной по количеству вычислений реализации этих методов. 

Ддя решения матричного уравнения /2/ используется отде
льная специальная структура дробно-рациональных приближений 
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 - п, 

где Ур+1 - треугольная матрица приближенного решения урав
нения /2/ в сеточном узле tn+i ; Дп~ <?п" ; 7*,п - тре
угольная матрица аппроксимации тейлоровского приближения к-
го порядка решения матричного уравнения /2/. 

Для описания реализации вычислений учитывающей симметрич
ность матрицы- решения введем обозначения 

Q n-E-<y pha a.(Jrr+)-/rr*T/i T. / 8 /  

// Тогда значение матрицы Ур-tt определяется из системы уравне
ний 

QZ(QHyZ')=Wp, 

l2  ph p   ̂

С целью уменьшения количества вычислений проведем ^^-факто
ризацию матрицы Qn=lnUn и последовательно решаем 2р сис
тем линейных алгебраических матричных уравнений с треугольны
ми матрицами Ln и Un . Правел часть Wp системы /9/ соглас
но /10/ определяется последовательной реализацией вложенных 
однотипных операций (АТ+) из /8/.Для выполнения этой опера
ции составлена специальная подпрограмма, которая использует 
свойство симметричности матрицы определяемой заданной опера
цией. Очевидно, что для систем вида /2/ большой размерности 
целесообразно применять методы невысоких порядков р . 

Для совместного решения уравнений /I/ и /2/ необходимо 
на каждом шаге определения решений в очередном сеточном узле 
tpH использовать методы вида /3/ и типа /7/. Необходимость 
определения в методах /3/ значений матрицы Якоби системы /I/ 
в данном случае не приводит к дополнительным вычислениям. 

Львовский политехнический институт 
Кафедра прикладной математики 
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структура одаого класса численных методов 
исследования жестких систем задач химкинешни 

О.Р.Слоневский 

Рассматриваются три метода численного решения систем же

стких нелинейных дифференциальных уравнений вида 

а'= у,(т~*  «*+»& 

* Мги Уг])*„.* Um (Мпос * у, (l/Lo • aiw й) +_• ут (Мило+- -+ !/лтт%)); 

уг ' у>мво+ я>(м** миу̂ *уг(м»*ü(/tiuу,+ 

&«WZ~y. UC+iCg,} *yt(/C*y,(jC*iCy)* 

у,(0)=у,о 

г7 bkb,+l>8i*£k 

(i) 

на отрезке I ОМ с помсицью рациональных выражений 

iL - .p. 
•  { 2 )  

(3)  

где itni - значение приближающей функции в точке 

x/htcloi-zkj 
Si , i-0,3 rr) _ мерные векторы, 
Ci , i-Qb /7? */77 - мерные матрицы, 

f) - шаг интегрирования функции ( h - %*+i~Хп ). 

Рациональное приближение дает возможность решать задачу 

численного интегрирования явными устойчивыми методами, в то 
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время как полиномиальное устойчивое приближение (по теореме 
Далквиста) возможно только неявными методами порядка согласо
ванности не выше второго. 

Расчетные формулы для Ol получены из соображений по
рядка согласованности 

Со Уп, _ 

Д « С*9я'*С>$л , _ 

& г + &У" 1 (4) 

СьЪп* СгУо . 
€ *• 

Подставив эти выражения в (2) и (3) можно убедиться, что вы
ражение (2) дает второй, а выражение (3) - третий порядок со
гласованности, т.е. погрешность между Этими выражениями и 
разложением функции в ряд Тейлора составляет соответственно 

с>(№) и о(^) . 
Матрица Со для простоты задаются как единичная матрица, 

т.е. Со ~Tf>7 • 
Рассмотрим отдельно выражение (2). Здесь рассчетные фор

мулы для С/ и Сг следующие: 

ci-fyv, 

^ 

Выражение (5) выбрано из соображений / - устойадвости, 
а (6) - из соображений более точного приближения. 

В одном методе матрица D удовлетворяет условию 
y'-'vy, (?) 

во втором 
у^'ру. (8) 

Условие (8) требует более сложных вычислений, зато дово
дит порядок согласованности до 3. 

Для выражения (3) расчетные форцулы для С, , Сг , Сз 
следующие : 
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cr-i d, 

С..ШЮ, 
(10) 

ci-~jT,(ß+2  + tiv + l>), 
  (ii) 

где D - удовлетворяет условию (8). 
Порядок согласованности равен 4, метод /- устойчив. 
Метод третьего порядка согласованности испробован на кон

кретных задачах химкинетики. Полученные результаты оценены 
вше, нежели результаты работы программы S7IFF . реали
зующей метод Гира. 

Метод реализован в программе Бейсик в версиях для СМ-4 и 
ДВК-3 с автоматическим выбором шага по заданной относительной 
погрешности, что реализовано по схеме Рунге. Нахождение 
сводится к решению системы линейных уравнений. С этой целью 
используется модифицированный метод Гаусса - if?- факто
ризация. 
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о сходимости процесса квазилинеарйзации 

ПРИ ПРИНИЖЕННОМ РЕШЕНИИ ЛИНЕЙНЫХ СИСТЕМ 

Р.В.Слоневский, Т.М.Яремко, В.Н.Вовк 

Рассматривается задача Коши для автономной системы нели
нейных обыкновенных дифференциальных уравнений 

y '  =  F ( y ) ,  У С Х 0 ) = У 0  ,  y e R s .  / 1 /  

Для эффективного решения жестких задач вида /I/ необходимо, 
чтобы неявный численный метод обладал свойствами fl - шш 
жесткой устойчивости. Проведен анализ имеющихся результатов 
по этощ вопросу, на основании которого предлагается для ре
шения задачи /I/ использовать процесс квазилинеаризации, сво
дящий ее к последовательности систем линейных дифференциаль
ных уравнений. Жесткость задачи при этом сохраняется и для 
решения линейных задач строятся дробно-рациональные методы, 
обладающие требуешиш типами устойчивости [.1 ] . Таким обра
зом, задача /I/ представляется в виде 

У' = 3(Упн,т)У +  ^(Уп+^ (т.) _^Ут1 >т.) Упн.т ,  ̂  

где J - матрица Якоби системы /I/. 
Решение системы /2/ определяет ni+1 приближение Уг*и,т 

на отрезке [ЗСП.,ХП.+^ точного решения У^, нелинейной 
системы /I/. Если точно решать /2/, то скорость сходимости 
итерационного процесса квазилинеаризации определяется в виде 

II -У»! II < г  II У*н.т- У w Цг. М 
где Ц, - некоторая константа не зависящая от »г . При ре
шении /2/ необходимо оценить близость последовательности 
приближенных решений Упи.т к Ул+ц при Ш-* о° . 

Допустим, что можно достичь оценки 

ИУпи.т-Ук-м.тН*«* ,  Vm** /4/. 
с помощью выбора метода соответствующего порядка или шага . 
При реализации на ЭВМ контролируем выполнение условия 
НУ*« mills' и необходимо для За+\ определить оцен
ку 

li Уп-Н,7П, ~ Уп+1 И ^ . 1^1 
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Следовательно, если выполняются условия /3/,/4/, необ
ходимо согласовать выбор величины б" с заданными значе
ниями £ и оС . 

Исследование поставленной задачи привело к следующим ре
зультатам. 

Теорема I. Если выполняются условия /3/,/4/ и 
OicLiZ , о/б/ 

то для достаточно большого Тп справедливы оценки 

ii уп-и.т ~ ii ^ » 1^1 

4m 
= ll уп-й,т+< -уц-н,т ii ^ • /8/ 

Теорема 2. Если выполнены условия /б/ и Дт>оС , 
то для достаточно больших Ш асимптотически справедливы 
следующие двусторонние оценки 

*( Ам-ЛУД«« II s  2(А„+А) /9/ 

Из /6/ и /9/ следует, что условие II?»« ,ш~Уа4ч|| * £ 
достигается, если 

Теоретические результаты подтверждены экспериментальны
ми испытаниями с помощью созданного на этой основе программ
ного модуля 3) R К LT A . 
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О ГЛАДКОСТИ РЕШЕНИЯ ДВУМЕРНОГО ИНТЕГРАЛЬНОГО 

УРАВНЕНИЯ С ЛОГАРИФМИЧЕСКИМ ЯДРОМ 

У. Эмыус 

Рассматривается линейное интегральное уравнение 

GcCx) cx(x,%) ь* 1х-^1 и.(.у)иЦ -+• -РСх), 

где 52 - двумерное открытое ограниченное множество с кусоч

но гладкой границей a Si. Предполагается, что •feCi(Ä), 

ае Сл (Si * J2). Из общей теории многомерных слабо сингу

лярных интегральных уравнений вытекает, что решение этого 

уравнения ч-с*; и его первые производные непрерывны aa Š?. 
Вторые производные в общем случае могут иметь возле границы 

логарифмические особенности. 3 данной работе изучается на

личие этих особенностей. 

Пусть 3teS2 приближается ;-с некоторой точке у* на гра

нице. Предполагаем, что з некоторой окрестности у* граница 

гладкая и удовлетворяет условию 

где М>о, o < r * s i ,  у л у ' ̂принадлежат этой окрестности, 
а О (^) - угол между касательной з точке у и осью у, . 
Тогда - чепрерывная ограниченная функция яа<а. 

Если эс приближается к угловой точке такой, что з 

обоих односторонних окрестностях у» граница гладкая и удов

летворяет вышеупомянутому условию, то 

= (—о'и-су,,) а(у,,у») (и)/со(- о«u)»)- |£n(je-y*ll5 с=42, 
а*; 

- о-Сх) + u-Coj«) С^-их,) y»ll 

Где и> = («л,, «Oi) и м'—(ьо* , ь>1) пределы единичных внутрен

них нормалей при приближении к ч* вдоль границы соответствен

но в положительном и отрицательным направлениях, а <>г и -о -

непрерывные ограниченные функции на Й. 

Тартуский государственный университет 
Кафедра вычислительной математики 
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ОБ ОПРЕДЕЛЕНИИ ФУНКЦИИ ПОЛЗУЧЕСТИ В МОДЕЛИ РАСПРОСТРАНЕНИЯ 

ВОЛН СО СФЕРЫ 

Я. Янно 

Рассматривается обратим задача для огфеделения функции 
ползучести в модели распространения радиальных волн со сфе
ры в наследственной среде: 

O£tioo ;  ! 
,  > i  И) 
d [ i . 0 ) =  U i l - r - / o ) = o j  U C a , - i h % t i ) i  o ± i « K  , j 

Ш. Z ~t + { ) WQ! — f-t j f Ol-~t( Of , J 
Б постановке задачи заданы функции (перемещения на 
сфере и на расстоянии R от центра сферы) и требуется опреде
лить функцию ползучести L> 

Обратная задача il) сведена последовательному решению 
следующих интегральны;: уравнений 

"? ; Sd+i 0  Чс-š-r)Yp<r)ofr j  U i , =  

[cite (*• 

oix < ое 
u* ... _ _  

(ъ 

1гц«; ±^ { + ;  - ^ ^ ^ ^ ^  f  ц ,  *  ц  ( . j . )  +  

+ И,<*Н йч,<НЧмА+<)) + 
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•«<«*-£, (rt 
-свертка. 

Для регуляризации линейного уравнения I рода (2) мож
но использовать предложенный в [i] метод. 

Доказано, что при ЩбС lo, 0 0) решение нелинейного 
уравнения П рода (3) существует и единственно в классе 
с iojoo). Оно устойчиво относительно 0)^ в метрике 
ССо,т], Т<°°-

После дискретизации уравнения (3) ("£б С ОД]) заменой 
интегралов квадратурньми формулами получается нелинейная 
система уравнений? 

(i(fy 4j...,b>4)*o y  4*l*n, (4) 
л* ? i 

где U4* - дискретные приближения (i). Функции li ли
нейны относительно аргумента с наивысшим индексом £2j и 
поэтому последовательное вычисление fij* из системы (4) прос
то. 
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