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Sissejuhatus

Prantsuse matemaatiku A. Grothendiecki aproksimatsiooniomaduse-alastest siis-
temaatilistest uuringutest (1950-ndatest aastatest) alates on vélja toodud terve
rida erinevaid aproksimatsiooniomadusi (tokestatud, kommutatiivne tokestatud,
kompaktne jne.) Aproksimatsiooniomadus on sellest ajast peale osutunud oluli-
seks uurimisobjektiks ja toovahendiks Banachi ruumide teoorias (vt. nditeks P.
Casazza hiljutist tilevaateartiklit [2]).

Austraalia matemaatik G. Willis nditas oma 1992. aastal avaldatud artiklis
[28], et meetrilisest kompaktsest aproksimatsiooniomadusest ei jareldu aproksi-
matsiooniomadus: nimelt eksisteerib Banachi ruum W, millel on meetriline kom-
paktne aproksimatsiooniomadus, kuid ei ole aproksimatsiooniomadust. Kdesole-
va magistritoo iiks pohitulemus on see, et Willise poolt konstrueeritud meetriline
kompaktne aproksimeeriv pere ruumis W on kommuteeruv (vt. teoreem &1]). Nii-
siis oleme Willise védidet tugevdanud: kommuteeruvast meetrilisest kompaktsest
aproksimatsiooniomadusest ei jareldu aproksimatsiooniomadus.

Oma 1988. aasta artiklis [[10] néaitasid prantsuse matemaatik G. Godefroy ja
iisraeli matemaatik P. D. Saphar, kuidas separaabli Banachi ruumi geomeetrili-
ne struktuur, konkreetsemalt, M-ideaaliks olemine oma teises kaasruumis, vOi-
maldab kommuteeruva aproksimatsiooniomaduse ,,tosta“ Banachi ruumist tema
kaasruumi. Kdesoleva t66 teine pohitulemus (vt. teoreem on Godefroy ja
Saphari tulemuse {iildistus mitteseparaablile juhule; tildistatud on ka ruumi M-
ideaaliks olemine oma teises kaasruumis.

G. Godefroy ja P. D. Saphar naitasid artiklis [10] ka, kuidas juhul, kui Banachi
ruumi (esimesel voi teisel) kaasruumil on Radon-Nikodymi omadus, saame kaas-
ruumi (kompaktse) aproksimeeriva pere olemasolul jareldada, et nii ruumil kui
ka selle kaasruumil on meetriline (kompaktne) aproksimeeriv pere. Seda kasu-
tades saame magistritoo kolmanda pohitulemusena teoreemi 83| iihe rakenduse
(vt. teoreem [I06)), mille kohaselt teoreemi eeldustel on nii vaadeldaval ruu-
mil kui ka selle kaasruumil meetriline (kompaktne) aproksimatsiooniomadus.

Kaesolev magistrito6 koosneb neljast peatiikist.



Esimeses peatiikis vaatame labi vajalikud eelteadmised topoloogilistest vek-
torruumidest (Minkowski funktsionaal), médduteooriast (Bochneri integraal)
ning Banachi ruumide teooriast (aproksimatsiooniomadus). Ulikooli p&hikur-
susse kuuluvad moisted ja tulemused loeme lugejale tuntuks ning kasutame
edaspidises ilma tdiendavate viideteta. Funktsionaalanaliiiisi-alast pohivara voib
lugeja leida naiteks opikust [24] voi raamatutest [20], [14] ja [7]].

Teises peatiikis on tiksikasjalikult lahti kirjutatud tdestus G. Willise konstruee-
ritud ruumi kohta (vt. artikkel [28]), millel ei ole aproksimatsiooniomadust, on
aga kommuteeruv meetriline kompaktne aproksimatsiooniomadus.

Kolmandas peatiikis vaadeldakse Godefroy ja Saphari poolt 1988. aastal aval-
datud (vt. artikkel [[10]) teoreemi ildistuseks vajalikke moisteid ja -tulemusi
ning toestatakse nimetatud teoreemi tildistus.

Neljandas peatiikis tuuakse sisse kolmanda peatiiki pohiteoreemi rakenduste
andmiseks vajalikud moisted ja tulemused ning tehakse konealusest Godefroy-
Saphari teoreemi iildistusest mitmesuguseid jareldusi.

T60s kasutatakse jargmisi tildiselt levinud téhistusi.

Arvjada (r,) C R korral tdhistagu r, " r jar, \, r asjaolu, et r, — r ning
vastavalt 7, < ry,41 VOi 1, > 1,41 igan € IN korral.

Olgu X vektorruum {ile korpuse K, kus K = R v6i K = C. Kui A on ruumis X
tegutsev lineaarne operaator, siis tihistame vastavalt ruumi X kujutise operaatori
A korral ja operaatori A tuuma jargnevalt:

ranA = {Ax € X : x € X}, kerA = {x e X : Ax =0}.
Vektorruumi X suvalise alamhulga Y lineaarset katet tdhistame
n
spanY = Z@k]/k :neN, GeK yeY, k=1,...,n;,
k=1

kumerat katet tihistame

n n
convY = {Z/\kyk neN, Ay eK, y €Y, k=1,...,n, ZAkzl}
k=1 k=1

ning absoluutselt kumerat katet tdhistame

absconvY =
n n
=Y Myr:neN, eKyeeY,k=1,...,n ) |A]<1p.
k=1 k=1

4



Kui X on normeeritud ruum, siis siimbolitega Bx ja Sx tdhistame vastavalt
ruumi X kinnist {ihikkera ning tihiksfaéri, st.

Bx ={xe X : ||x|]| <1}, Sx ={xeX: |x||=1}.

Normeeritud ruumi X suvalise hulga Y korral viime sisse jargmised kirjapilti
lihtsustavad tahistused:

spanY = spany, convY = convY, absconv Y = absconv Y.

Ruumi X normi topoloogiast erineva topoloogia kasutamisel kirjutame topoloo-
gia tdhise vahetult sulundi margi kdrvale, néiteks span® Y jne.

Olgu X ja Y normeeritud ruumid tle korpuse K. Pidevate lineaarsete ope-
raatorite A : X — Y normeeritud ruumi tdhistame tavaparaselt £(X,Y) ning
kompaktsete lineaarsete operaatorite ruumi (X, Y). Olukorras X = Y kirjuta-
me lithemalt vastavalt £(X) ja K(X).

Normeeritud ruumi X alamhulga Y C X annullaatoriks nimetame hulka
Yt={x"cX*: x*(y) =0y €Y}

Banachi ruumi X loomulikku sisestust oma teise kaasruumi X** tdhistame j.
Teatavasti on jx : X — jx(X) isomeetriline isomorfism; kirjanduses on tavali-
ne samastada ruumi X element x ruumi X** elemendiga jxx. Kdesolevas t60s
kirjutame vajadusel jx siiski ilmutatult vélja.



PEATUKK 1

Vajalikud eelteadmised

1.1. Minkowski funktsionaal kui norm

Sellesse jaotisesse koondame edaspidi vajaminevad tulemused Minkowskil]
funktsionaali kohta. Etteruttavalt mainime, et pohiline, mida edasises ldheb va-
ja, on asjaolu, et absoluutselt kumera kompaktse hulga Minkowski funktsionaal
on norm, kusjuures ruum selle normi suhtes on Banachifl ruum.

Jaotises tugineme loengukonspektile [[17]], magistritoole [21]] ning raamatule
[20].

Definitsioon 1. Vektorruumi X alamhulka U nimetatakse neelavaks, kui iga ele-
mendi x € X korral leidub selline arv é > 0, et

| < 6= puxel.

Definitsioon 2. Vektorruumi X alamhulka U nimetatakse tasakaalus hulgaks,
kui

Al <1=AUCU.

Lause 3. Tasakaalus hulk U vektorruumis X on neelav parajasti siis, kui iga x € X
korral leidub selline arv 6 > 0, et dx € U.

TOESTUS. Olgu U tasakaalus hulk vektorruumis X. Oletame, et X on neelav ning
fikseerime suvalise x € X. Sel juhul leidub arv § > 0 nii, et kui |p| < J, siis
pux € U. Muuhulgas siis ka dx € U.

IHermann Minkowski (1864-1909), saksa matemaatik.
2Stefan Banach (1892-1945), poola matemaatik.



Olgu niitid tasakaalus hulk U selline, et iga x € X korral leidub arv § > 0 nii,
et 0x € U. Fikseerime suvalise € K, kus |u| < é. Siis

yx:%éxegllcu,

kuna ’%’ = % < 1 ning U on tasakaalus. Oleme saanud, et U on neelav, nagu
soovitud. O

Definitsioon 4. Vektorruumi X alamhulka U nimetatakse kumeraks, kui mista-
hes elementide x,y € U korral kehtib implikatsioon

Ae0,1] = Ax+(1—A)y € U.

Geomeetriliselt tdhendab hulga U kumerus asjaolu, et koos iga oma kahe
punktiga x ja y sisaldab U ka neid punkte ithendava sirgloigu

{Ax+(1—=A)y : A €][0,1]}.

Definitsioon 5. Vektorruumi X alamhulka U nimetatakse absoluutselt kumeraks,
kui U on kumer ja tasakaalus.

Lause 6. Vektorruumi X alamhulk U on absoluutselt kumer parajasti siis, kui
Ax+uy € U iga elementide paari x,y € U ja arvude A,y € K korral, mis
rahuldavad tingimust |A| + |u| < 1.

TOEsTUS. Olgu U tasakaalus kumer hulk. Fikseerime vabalt elemendid x,y € U

jaarvud A, p € K selliselt, et |A| + [u] < 1. Kui iiks arvudest A ja u on vordne

nulliga, siis jareldub Ax + puy € U tdnu sellele, et U on tasakaalus. Kui aga mo-
A

lemad arvud A ja u on nullist erinevad, siis —x, iy € U tanu sellele, et U on

AL [l
tasakaalus. Lisaks kehtib vordus

AL
A+ Tl AT+ I
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millest hulga U kumeruse tottu

Al A I

1
—(Ax + - x4+ —vy e U.
AT T ) = R Rl AT AT+ Tl 1l

Niitid seetottu, et U on tasakaalus ning |A| + |¢| < 1, saame

Ax+uy € (|A+|u))U C U.



Teiselt poolt, kui iga x,y € U ja A, u € K korral, kus |A| + |u| < 1, kehtib
Ax + uy € U, siis ka mistahes A € [0,1] korral |A| +|1 — A| = 1, mis tdhendab, et
Ax+ (1 —A)y € U. Jarelikult U on kumer. Valides niitid # = 0 ja suvalise sellise
arvu A, et |A| < 1, kehtib mistahes x € U korral Ax = Ax + yx € U. Seega U on
tasakaalus. O

Jareldus 7. Vektorruumi X alamhulk U on absoluutselt kumer parajasti siis, kui
U = absconv U.

TOESTUS. Eeldame, et hulk U on absoluutselt kumer ning nditame, et kehtib
vordus U = absconv U.

Sisalduvuse U C absconv U kehtivus on ilmne. Sisalduvuse absconvU C U
nditamiseks paneme koigepealt tdhele, et mistahes arvu A € K, |A] < 1, ja
elemendi x € U korral kehtib sisalduvus Ax € AU C U hulga U tasakaalus
oleku tottu.

Fikseerime niitid arvu n € IN, n > 1, ning eeldame, et mistahes ele-

n—1
mentide x1,...,x,_1 € U ja arvude Ay,...,A,—1 € K, Y [A| < 1, jaoks
k_

n—1
kehtib Z Ax; € U. Fikseerime vabalt elemendid xq,...,x, € U ning arvud
k=1
n—1
M, ..., Ay € K selliselt, et Z Akl < 1. Juhul, kui ) [A]| = 0, siis
k=1 k=1
n
Z Mexpe = Apxp €U
k=1
n—1
seetdttu, et U on tasakaalus hulk. Kui aga ) _ [A¢| > 0, siis
k=1
A )\k

x, €U

D

n
Agx k_
1|A|Z T B T L A

induktsiooni eelduse, lause [l ning hulga U absoluutse kumeruse tottu — seetarvis
pidasime silmas vorratusi

n—1
A.
SN Il
YA X A
ning
_ n—1
A

Z Z]:l__1l| k| <
k=1 |/\| :1 |/\i|




Matemaatilise induktsiooni printsiibi pdhjal saame niitid vajaliku viite mistahes
naturaalarvu n jaoks, st. sisalduvuse absconv U C U.

Teiselt poolt, kui U = absconv U, siis on lause [@l pohjal hulk U muidugi abso-
luutselt kumer. O

Lause 8. Iga absoluutselt kumer mittetiihi hulk U vektorruumis X on neelav alam-
ruumis span U C X.

TOESTUS. Olgu U mistahes absoluutselt kumer mittetiithi hulk vektorruumis
X. Veendume, et hulk U on neelav ruumis span U. Valime mistahes elemendi
y € spanU. Kuna hulk U on tasakaalus, siis lause 3] pohjal piisab néidata, et
leidub arv § > O nii, et dy € U. Kuiy = 0, siis dy = 0 € U koguni mistahes § > 0
korral, sest {0} = OU C U hulga U tasakaalus oleku t6ttu. Olgu y # 0, siis

n n
y= Z/\kxk, /\keK,xkEU,Z]/\k|>O,n€1N.

k=1 k=1
Tahistame
1
0= ——,
Yo Al

siis
n

Ak
oy = —x € U,
v =L Y AR

k=1
sest
n n
Z Z n|/\k| <1
= k=1 ~i=1 |)‘i’
ning U on absoluutselt kumer (vt. jareldus [7). O

Jareldus 9. Normeeritud ruumi X tihikkera Bx on neelav ruumis X.

TOESTUS. Fikseerime vabalt elemendid x,y € Bx ning arvud A, u € K selliselt,
et |A| +|p| < 1. Siis

[Ax + pyl| < ALl + [elllyll < [A[+|pf <1
mistottu Ax + uy € Bx ning lause |6 pohjal on Bx on absoluutselt kumer, seega
lause [ pohjal neelav ruumis span By.
Kuna mlstahes X € X korral on kaks voimalust: x = 0 € Bx voi x # 0, millest

x = ||x|| - =, kus ——x € By, siis X = span By. O



Definitsioon 10. Olgu U neelav alamhulk vektorruumis X. Funktsionaali
pu : X — R, mis on mddratud vordusega

pu(x) =inf{A >0 : x € AU}

nimetatakse hulga U Minkowski funktsionaaliks.
Minkowski funktsionaali definitsioon on korrektne, sest neelava hulga U kor-

ral on garanteeritud sellise arvu § > 0 leidumine, et x € U, seega x € SU'

Lause 11. Olgu X vektorruum. Kui neelavate hulkade A, B C X korral A C B, siis
pa(x) =2 pp(x), xeX

TOESTUS. Olgu x € X. Kuna
{A>0:x€AA} C{A>0: x€AB},

siis
pa(x) =inf{A >0 : x € AA} > inf{A >0 : x € AB} = pp(x).

O

Lause 12. Olgu (X, || - ||) normeeritud ruum ning U ruumi X kinnine tokestatud
absoluutselt kumer mittetiihi alamhulk. Siis (spanlU, py) on normeeritud ruum,
kusjuures U on ruumi (span U, py;) kinnine iihikkera.

TOESsTUS. Hulk U on vektorruumis span U neelav (vt. lause ning kumer ja
tasakaalus (vt. definitsioon [B]). On hésti teada (vt. naiteks [24], lk. 107), et nii-
suguse hulga Minkowski funktsionaal on poolnorm. Seega on p;; poolnorm. N&i-
tame, et py; on tegelikult norm. Kuna 0 € AU igasuguse A > 0 korral, sest neelav
hulk sisaldab nullelementi, siis py;(0) = inf{A : A > 0} = 0. Teiselt poolt, kehti-
gu py(x) = 0. Hulga U tokestatuse tottu leidub arv M > 0 selliselt, et ||x|| < M
iga x € U korral. Fikseerime vabalt arvu ¢ > 0. Kuna py;(x) = 0, siis leidub arv

A>0,A< % nii, et x € AU. Niilid aga

||x||<AM<ﬁM:e,

mistottu ||x|| = 0.

Veendume, et U on ruumi (span U, py;) kinnine {ihikkera. Fikseerime elemen-
di x € span U ning nditame, et py;(x) < 1 parajasti juhul, kui x € U.

Mérgime koigepealt, et {z € spanU : py(z) < 1} C U. Téepoolest, kui
pu(z) < 1, siis saame leida arvu A € (0,1) nii, et z € AU. Kuid AU C U, sest
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hulk U on tasakaalus. Tingimusest py;(x) < 1 saame, et suvalise arvu u € (0,1)
korral

pu(px) = upu(x) <p <1,

seega ux € U. Kuna ux — x, kui 4y — 1—, siis x € U = U, sest hulk U on
kinnine.

Teiselt poolt, olgu x € U suvaline element. Kuna 1x = x € U, siis kehtib
vorratus py(x) < 1. O

Teoreem 13. Olgu (X, || - ||) Banachi ruum ning U ruumi X kompaktne absoluut-
selt kumer mittetiihi alamhulk. Siis (span U, py;) on Banachi ruum, kusjuures U
on ruumis (span U, py) kinnine iihikkera.

TOESTUS. Kdigepealt mérgime, et (span U, py;) on lause [[2 pdhjal normeeritud
ruum, kusjuures U on ruumi (span U, py;) kinnine iihikkera.

Veendumaks, et spanU on Banachi ruum, tuleb kontrollida, et temas iga
Cauchy jada koondub. (Kasutame selleks raamatus [20], k. 331, toodud tehni-
kat.) Oletame vastuvditeliselt, et leidub Cauchy jada (y;) C span U, mis normi

pu suhtes ei koondu. Teadupdrast on iga Cauchy jada tokestatud; olgu siis arv
¢ > 0 selline, et py;(yx) < ¢, k € IN. Niitid ka jada liikmetega 7, = % e u,
k € IN, on Cauchy jada, mis normi py; suhtes ei koondu.

Osutub, et (77;) on Cauchy jada ka ruumis (X, | - ||). Téepoolest, kuna U on
tokestatud hulk, siis U C MBx mingi arvu M > 0 korral. Cauchy jadaks olemine
ruumis (span U, py;) annab, et mistahes arvu e > 0 korral leidub indeks ky € IN
selliselt, et

&
> e — 1 —.
k,l/ko:>PU(}/k yl)< M

Seega kui k, I > ko, siis leidub arv A > 0, A < % mille korral

&
U, — 1f AU C —U B.
Ye— Y1 € CM C eby

Ruumi X tdielikkuse ja hulga U kinnisuse tottu leidub niitid element 7 € U nii,
et ||k — 7| 2 0. Téhistades wy = 7j; — ¥, k € IN, saame sellise Cauchy jada (wy)
ruumis (spanU, py), et ||wy|] 2 0. Kuna py(wy) /4 0 (vastasel korral oleks jada
(V) ruumis (span U, pyr) koonduv jada), siis peab leiduma osajada (wy,) C (wy)
ning arv ¢ > 0 nii, et

Pu(wkn) >0, n € IN.
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Tahistades
wkﬂ

W, = 5 n €N,

saame normi | - || suhtes hd&buva Cauchy jada (@,) ruumis span U, sest
i, i, 1, _ _ _ 1 _
W — W = < ((Te = 7) = Toy = 7)) = 5 (T — o)

ning Cauchy jada (f;) osajada (f,) on samuti Cauchy jada. Olgu siis nyp € IN
indeks, mille korral

m,n = ng = pu(@m — Wy) <

N =

1
Siis alumise raja definitsiooni pohjal kehtib eeldusel n > n( ja mingi arvu A,, < >
korral sisalduvus

1
ano - wn G Anu C Eu.

Kuna U on kinnine ja ||@, || — 0, siis saame
n

1
D Upy — 0 = Wy, — 1irrlnu7n = 1irrln(u7n0 —Wy) € EU'

Seega py(y,) < 5 < 1, mis on aga véimatu, kuna

N[ =

_ Wiy, 1 o
pu (@n) = pu ( 5 ) = 5Pu (wkno> z5=1

1.2. Bochneri integraal

Jaotise pohieesmargiks on tuua sisse Bochneri] integraal ning selle edaspidises
vajaminevad omadused. Oma késitluses tugineme raamatutele [5] ja [26].
Olgu selles jaotises X Banachi ruum ja Q) = (Q, 2, 1) 16pliku Lebesgue’i moo6-
duga ruum, st. Q) on hulk, 2 on hulga () alamhulkade c-algebraja u : 2 — [0, o)
on téielik o-aditiivne mo6t. Eeldame seejuures, et () € 2 ja seega u(Q)) < oo.

3Salomon Bochner (1899-1982), poola matemaatik.
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Lebesgue’i integraaliteooria pohimaisted ja tulemused loeme tuntuks (vt. néi-
teks [30]). Kirjutis ,,funktsioon on integreeruv* tihendagu selles jaotises ja edas-
pidi, et ,funktsioon on Lebesgue’i mottes integreeruv®. Muuhulgas kasutame me
alljargnevat Lebesgue’i domineeritud koonduvuse teoreemi.

Teoreem 14 (Lebesgue’i domineeritud koonduvuse teoreem). Olgu u-moéotuvad
funktsioonid f, : QO — R, n € N, ja funktsioon f : ) — R sellised, et

D fu — f p-peaaegu koikjal;

2) leidub integreeruv funktsioon g : (3 — R selliselt, et |f,| < g u-peaaegu kéikjal,
n € IN.

Siis on funktsioon f integreeruv, kusjuures

/Qfdﬂ = ,}gr;o/gfndﬂ-

Definitsioon 15. Oeldakse, et f : Q — X on lihtne funktsioon, kui funktsioonil f
on 16plik arv erinevaid vaartusi.

Teisisonu, funktsiooni f nimetatakse lihtsaks, kui leidub hulga Q) tiikeldus n
paarikaupa l6ikumatuks alamhulgaks Ejy, ..., E,; ning elemendid x4,...,x, € X
selliselt, et f(w) = x4, kui w € E, k = 1,...,n. Seetdttu voib iga lihtsa funkt-
siooni f anda tema kanoonilise esitusena

n
f = ZXEkxk/
k=1

kus xr on hulga E karakteristlik funktsioon.

Definitsioon 16. Oeldakse, et f : () — X on u-moétuv lihtne funktsioon, kui f
n

on niisugune lihtne funktsioon, mille kanoonilises esituses f = Z XE Xi koik

k=1
hulgad Ei, k =1,...,n, on y-mootuvad.

Definitsioon 17. Oeldakse, et funktsioon f : Q) — X on p-mdétuv, kui eksisteerib
u-modtuvate lihtsate funktsioonide jada (f;) nii, et lirgn lfn — f|| = 0 y-peaaegu
kéikjall.

Lemma 18. Olgu f : Q) — X u-mootuv funktsioon. Siis funktsioon ||f|| : Q@ — R
on samuti u-mootuy.

“Selles jaotises ning peatiikis P tahistab funktsioonide f : O — X korral kirjutis | f|| funkt-
siooni, mis on defineeritud eeskirjaga || f||(w) = || f(w)||, w € Q.
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TOESTUS. Olgu f : 3 — X y-mootuv funktsioon, st. leidugu py-moodtuvate liht-
sate funktsioonide jada (f,) selliselt, et lirrln \lfn — f|| = 0 p-peaaegu koikjal. Siis

Hm ||| fu]l — If||| = O samuti u-peaaegu koikjal, kusjuures || f,||, n € IN, on u-
n

mootuvad lihtsad funktsioonid, kuivord kanoonilise esituse f,, = Z XE;X; korral

j=1
k
1full = Xl =2 xgllxl.
j=1
Jérelikult on funktsioon || f|| y-modtuv. O

Definitsioon 19. Olgu f : () — X y-mo6o6tuv lihtne funktsioon, mille kanooniline
esitus on

n
f= 2 xe
k=1

Funktsiooni f Bochneri integraal iile u-moo6tuva alamhulga E C Q) defineeritakse
jargmise summana ruumis X:

[ fan =Y. uEn B
E k=1

Lemma 20. Olgu f : O — X u-mootuy lihtne funktsioon. Siis

| Ly < [t

mistahes p-mooétuva alamhulga E C Q) korral.

n
TOESTUS. Olgu f = Z X£, X funktsiooni f kanooniline esitus. Sel juhul

L

n
Z |xellp(Ex NE) =

/E o
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Definitsioon 21. Oeldakse, et u-mo6tuv funktsioon f : Q) — X on Bochneri
mottes integreeruv, kui leidub y-mootuvate lihtsate funktsioonide jada (f,) nii,
et

lim [ fu = fllde = 0.
Sellisel juhul on iga E € 2 korral defineeritud funktsiooni f Bochneri integraal
/ f du vordusega
E

[ fau=1im [ fuap. (1)

Definitsioon 2Tl on korrektne, sest piirvaartus (I.I) eksisteerib ja ei s6ltu jada
(fn) valikust. Toepoolest, olgu ( f,,) suvaline u-mdotuvate lihtsate funktsioonide

jada, kusjuures lim/ | fu — fll dp = 0. Siis
nJo

0< [ lfa = flldn < [ 1fs = Flld

millest lirgn/ lfn — fl dp = 0, ning
E

H[Efmd"‘/gf”dﬂH = H/E< ~ fu) dyH J = fulldn <

< [ U= FI1F = full =
= [ fllans [ 1f = falldn 20,

mis tdhendab, et ( / fn dy) on ruumis X Cauchy jada, jarelikult koonduv jada.
E

n

Seega piirvaartus (L.I) eksisteerib.

Néitamaks, et piirvaédrtus (1) ei soltu jada (f,) valikust, valime jadad (f,)
ja (gn) selliselt, et

tim [ g = fllan =0, lim [ llgs— flldu =0 1.2
Toestame, et
lim [ fdp = Jim / m (1.3)
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Selleks fikseerime arvu ¢ > 0 ning vorduste pohjal leiame indeksi N € IN
nii, et

S
>N = / n_nd </ n d / _nd < 3
L M= gulldp < [ llfo = flldp+ [ 1If = gnlldp <3

n>N = H/Efndy—lim /EfpdptH<

P—}OO

/Izgndﬂ—;ijgo/lgquﬂ“ <

Me saame juhul n > N, et

~

n=N =

Wlm Wlm

+

I / d —/ d
P Efp H Ef H
/Efndﬂ—/EgndV

I / d—/ dull <
Jim [ gqdp— | gn u”

S S
< 2o [ Ma—galldu+5 <

lim/fpdy—lim/quyH <
E E

p—)OO 6]—>00

+ +

+

Oleme niisiis ndaidanud, et kehtib vordus (L3]).
Siit jareldub, et definitsioon 21l on korrektne.

Lause 22. Olgu A € K suvaline arv. Kui funktsioonid f ja g on Bochneri méttes
integreeruvad, siis ka funktsioon f + Ag on Bochneri mottes integreeruv, kusjuures
kehtib vordus

/E(f+?\g)dﬁ :/Efdw/\/Egdu

mistahes E € 2 korral.
TOESTUS. Kehtigu vordused

1'/ o — flldu =0, 1'/ »—glldu =0,
im | fu = flldp im | llgn —glldp

kus (f,) ja (gn) on u-mootuvate lihtsate funktsioonide jadad. Sel juhul ka
(fu + Agn) on p-modtuvate lihtsate funktsioonide jada ning

S ICh+Aga) = (F +2g) e <
< [ = Pl AL [ g = glldn >0,

16



Lopuks, olgu
n n
fn = ZXE;:er 8n = ZXE;:%’?
k=1 k=1

(iihise tiikelduse {E} : k = 1,...,n} eeldamine ei kitsenda iildisust, sest kahe
suvalise tiikelduse korral saame vaadelda nende tiikkide paarikaupa iihisosasid,
mis moodustavad ka tiikkelduse) funktsioonide f, ja g, kanoonilised esitused,
n € IN. Siis on

n
Y Xep (X +Ayg)
k=1

funktsiooni f, + Ag, kanooniline esitus. Jarelikult

n

[F+agyan = tim [ (f+Agi)dp =lim ) p(Ef N E)(xf +Avf) =
k=1

= 11m2;4 E} NE)x} +Ahrrln2y E} NE)y} =

k=1
= /fdy+/\/gdy

suvalise E € 2 jaoks. O

Kontrollimaks, kas etteantud y#-mo6otuv funktsioon on Bochneri méttes integ-
reeruv, saab kasutada jargmist kriteeriumit.

Lause 23 (Bochner). Kui f : () — X on u-mootuv funktsioon, siis f on Bochneri
méttes integreeruv parajasti siis, kui || f|| on integreeruv.

TOEsTUS. Olgu p-moéotuv funktsioon f : (3 — X Bochneri méttes integreeruv.
Lemma [I8 pohjal on || f]| : O — [0, 00) samuti y-modtuv funktsioon. Olgu (f,,)

p-modtuvate lihtsate funktsioonide jada, mille korral kehtib lim / | fu—f|l = 0.
nJo

Kuna funktsioonid || f1|| ja || f1 — f|| on integreeruvad ning kehtib hinnang

A< 11f = Al + 1Al

siis on funktsioon || f|| integreeruv.

Vastupidi, olgu || f|| integreeruv, ning olgu (f,) y-mdoodtuvate lihtsate funkt-
sioonide jada, mis koondub p-peaaegu koikjal funktsiooniks f (vt. definitsioon
[I7). Fikseerime ¢ > 0 ning tdhistame

gwmz{ﬁW%thww<u+mwmw

0 mujal.
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Funktsioonid g, on p-moédtuvad lihtsad funktsioonid (peame silmas, et hulk
{w e O ||fu(w)] — 1+ f(w)|| < 0}, n € N, on funktsioonide ||f]| ja
| fn]| u-mootuvuse téttu p-moodtuv), kusjuures ||g, — f|| — 0 u-peaaegu koikjal.

Toepoolest, iga w € () korral, mille jaoks kehtib koondumine ||(f, — f)(w)|| — 0
n

ning samas || f(w)|| > 0, leidub selline ng, et kui n > ny, siis

(@) = I f (@) < [ ful)I] = IF @)l < 1(fu = @) <8l f(@)]]

Seega ¢n(w) = fu(w), kui n > ngp, ning jarelikult eeldusel n > ny kehtib koon-
dumine

1(gn = (@) = [(fu = )(@)][ 0.

Lisaks sellele

1gn = fII < llgnll + I £ < 2+ O)II fII,

kusjuures (2 +6)|| f|| on integreeruv, mistottu Lebesgue’i tokestatud koonduvuse
teoreemi (vt. teoreem [I4) kohaselt kehtib / llgn — | du — 0. O
O n

Jareldus 24. Kui f : () — X on Bochneri mottes integreeruv funktsioon, siis

H/nfd”H < [ Iflian

TOESTUS. Olgu (f,) p-mootuvate lihtsate funktsioonide jada integreeruvuse de-
finitsioonist 21 Siis kehtib

Sl =171 d < [ 1= Flldn—o,

kusjuures lemma 20 pohjal

ol - e oo -
< 1i£n/0||fn||du:/ﬂ||f|ldﬁ-

'

O

Naitame veel, et pideva lineaarse operaatoriga voib minna Bochneri integraali
margi alla.
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Lause 25. Olgu f : O — X Bochneri mottes integreeruv funktsioon. Kui
T € L(X,Y), siis funktsioon Tf : Q) — Y on Bochneri moéttes integreeruv ning
kehtib vordus

/Qdey:T</Qfdy).

TOESTUS. Olgu (f;) u-moodtuvate lihtsate funktsioonide jada, mis koondub u-
peaaegu koikjal funktsiooniks f, kusjuures li;n / fudy = / fdu. Siis on (Tf)
Q Q

samuti y-mootuvate lihtsate funktsioonide jada, kusjuures
ITfn = TFI < ITIfn = fII -0

p-peaaegu koikjal. Seega on funktsioon T f y-mootuv. Lisaks sellele kehtivad ope-
raatori T lineaarsuse tottu vordused

/QTfndsz</andy>, neN.

Kuna funktsioon ||Tf, — Tf|| on integreeruv iga n € IN korral (kasutasime hin-
nangut ||Tf, — Tf|| < ||T||||fx — f|| ja funktsiooni || f,, — f|| integreeruvust) ja

ST = el dn < [ ITHf = flldi = ITI [ 15 = flldu—o,
siis Tf on Bochneri mottes integreeruv ning
/Qdey - lirrln/QTfndyzlirrlnT</andy> -

_ T(lirrln/ﬂfndy):T</Qfdy).

1.3. Banachi ruumide aproksimatsiooniomadused

Selles jaotises toome sisse klassikalised aproksimatsiooniomadused. Oma kasit-
luses tugineme peaasjalikult Casazza] iilevaateartiklile [2].

Definitsioon 26. Oeldakse, et Banachi ruumil X on aproksimatsiooniomadus
(kompaktne aproksimatsiooniomadus), kui mistahes kompaktse hulga K C X

SPeter G. Casazza (1944), ameerika matemaatik.
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ja mistahes arvu ¢ > 0 jaoks leidub pidev 16plikumdotmeline operaator
(kompaktne operaator) T nii, et ||x — Tx|| < ¢, kus x € K on suvaline element.

Kui leidub arv A > 1 nii, et operaatorit T saab valida selliselt, et || T|| < A,
siis 6eldakse, et ruumil X on A-tokestatud (kompaktne) aproksimatsiooniomadus.
Kui tokke vaartust rohutada ei soovita, 6eldakse lihtsalt tokestatud (kompaktne)
aproksimatsiooniomadus.

Kui A = 1, siis 0eldakse, et ruumil X on meetriline (kompaktne) aproksimat-
siooniomadus.

Saab ndidata (tokestatud aproksimatsiooniomaduse juhul on detailne tdestus
toodud néiteks bakalaureuset6os [I31]] ning tokestatud kompaktse aproksimat-
siooniomaduse korral on tdestus analoogiline), et kehtib

Teoreem 27. Olgu X Banachi ruum ning A > 1. Jdrgmised tingimused on sama-
vddrsed.

(i) Ruumil X on A-tokestatud (kompaktne) aproksimatsiooniomadus.

(ii) Leidub pidevate loplikumootmeliste operaatorite (kompaktsete operaatorite)
pere (T,) nii, et | Ty|| < A ning Tyx — x iga x € X korral.
14

Separaabli Banachi ruumi X korral on voimalik tGestada teoreemi27] jadaline
variant.

Kuivord teoreemi viites esinev samavaarne tingimus () sisuliselt defi-
neerib ruumi X tokestatud (kompaktse) aproksimatsiooniomaduse, on kasulik
jargmine
Definitsioon 28. Olgu X Banachi ruum. Pidevate 16plikumodtmeliste operaato-
rite (Kompaktsete operaatorite) peret (T,) nimetatakse (kompaktseks) aproksi-
meerivaks pereks, kui ta koondub punktiviisi ithikoperaatoriks, st. Tvx7 X iga

x € X korral. Kui operaatorite T, normid on {lalt tokestatud arvuga A > 1
voi A = 1, nimetatakse vastavat operaatorite peret A-tokestatud voi meetriliseks
(kompaktseks) aproksimeerivaks pereks.

Separaabli ruumi X korral on voimalik teoreemi [27] jadalisele analoogile tu-
ginedes definitsioon 28 kirjutada timber jadalisele kujule. Sel juhul raagitakse
aproksimeerivast jadast.

Definitsioon 29. Olgu X Banachi ruum. Oeldakse, et ruumi X (kompaktne)
aproksimeeriv pere (T,) on pingul, kui selle kaasoperaatorite pere koondub ka
punktiviisi iihikoperaatoriks, st. T x* — x* iga x* € X* korral.

v

Jargmine teoreem on tdestatud nditeks raamatus [5], k. 247.

Teoreem 30 (Grothendieckﬁ). Olgu X Banachi ruum, mille kaasruum X* on

6 Alexander Grothendieck (1928), prantsuse matemaatik.
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separaabel. Siis ruumil X* on aproksimatsiooniomadus parajasti siis, kui ruumil
X* on meetriline aproksimatsiooniomadus.

Jargnev on klassikaline tulemus aproksimatsiooniomaduste valdkonnast.
Toestuse voib leida naiteks raamatust [5], 1k. 244.

Teoreem 31 (Grothendieck). Kui Banachi ruumi X kaasruumil X* on meetriline
aproksimatsiooniomadus, siis ka ruumil X on meetriline aproksimatsiooniomadus.

Definitsioon 32. Oeldakse, et Banachi ruumil X on A-kommuteeruv tokes-
tatud (kompaktne) aproksimatsiooniomadus, kui ruumil X leidub pidevate
16plikumodtmeliste operaatorite (kompaktsete operaatorite) pere (T, ) nii, et

(i) limsup ||Ty| < A,
v

(i) Tyx — xiga x € X korral,
v
(iii) T, T, = T, T, iga v ja pu korral.

Vastavat operaatorite peret (T,) nimetatakse A-kommuteeruvaks tokestatud
(kompaktseks) aproksimeerivaks pereks.

Oeldakse, et Banachi ruumil X on kommuteeruv tokestatud (kompaktne)
aproksimatsiooniomadus, kui ruumil X on A-kommuteeruv tokestatud (kom-
paktne) aproksimatsiooniomadus mingi A > 1 korral. Oeldakse, et Banachi
ruumil X on kommuteeruv meetriline (kompaktne) aproksimatsiooniomadus, kui
ruumil X on 1-kommuteeruv tokestatud (kompaktne) aproksimatsiooniomadus.
Vastava operaatorite pere kohta oeldakse siis kommuteeruv tokestatud (kompakt-
ne) aproksimeeriv pere ning kommuteeruv meetriline (kompaktne) aproksimeeriv
pere.

Separaabli ruumi X korral on véimalik definitsioon 32] kirjutada timber jada-
lisele kujule.

Eestikeelse terminoloogia juurutamise huvides paneme tabelis [[.1] kirja iild-
levinud ingliskeelsed terminid aproksimatsiooniomaduste kohta koos eestikeel-
sete vastete ning lithenditega.

Jargnev teoreem on toestatud Casazza ja Kaltoni] 1990. a. artiklis [3].

Teoreem 33 (Casazza, Kalton). Kui X on separaabel Banachi ruum, millel on
meetriline aproksimatsiooniomadus, siis ruumil X on kommuteeruv meetriline ap-
roksimatsiooniomadus.

7Nigel John Kalton (1946), ameerika matemaatik.
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(44

Eesti keeles

Inglise keeles

Lihend

kompaktne aproksimatsiooniomadus compact approximation property CAP
aproksimatsiooniomadus approximation property AP
tokestatud kompaktne aproksimatsiooniomadus bounded compact approximation property BCAP
tokestatud aproksimatsiooniomadus bounded approximation property BAP
meetriline kompaktne aproksimatsiooniomadus metric compact approximation property MCAP
meetriline aproksimatsiooniomadus metric approximation property MAP
kommuteeruv tokestatud aproksimatsiooniomadus commuting bounded approximation property CBAP
kommuteeruv meetriline aproksimatsiooniomadus commuting metric approximation property CMAP
aproksimeeriv pere / jada approximation of the identity Al
kompaktne aproksimeeriv pere / jada compact approximation of the identity CAI
meetriline kompaktne aproksimeeriv pere / jada metric compact approximation of the identity MCAI
meetriline aproksimeeriv pere / jada metric approximation of the identity MAI

Tabel 1.1: Aproksimatsiooniomadustega seonduvad nimetused ja lithendid



Prantsuse matemaatiku Grothendiecki aproksimatsiooniomaduse-alastest siis-
temaatilistest uuringutest (1950-ndatest aastatest) alates oli lahtiseks kiisimu-
seks, kas igal Banachi ruumil on aproksimatsiooniomadus. Naiteks koigil klas-
sikalistel jadaruumidel co, ¢, £, (1 < p < oo) ning funktsiooniruumidel Cla, b],
Ly(a,b) (1 < p < o0) on aproksimatsiooniomadus.

Seega ei ole imekspandav, et jargnev teoreem osutus verstapostiks aproksi-
matsiooniomaduste teoorias, tulemuse toestas Enflo 1972. aastal (vt. 1973. aas-
tal avaldatud artiklit [6]). Ka Willise ruumi konstrueerimisel (vt. peatiikk 2)) on
Enflo teoreem lahtepunktiks.

Teoreem 34 (Enflo). Leidub Banachi ruum, millel ei ole aproksimatsioonioma-
dust.

Juba kiimmekonna aasta jirel leiti ilma aproksimatsiooniomaduseta Banachi
ruume mitmeid, muuhulgas alamruumidena ruumides cg, £y, 1 < p < 2 voi
2 < p (vt. nditeks Casazza tilevaateartiklit [2]).

Kompaktsete aproksimatsiooniomaduste vallas pole suudetud tdestada ega
timber liikata mitmeid aproksimatsiooniomaduste vallas kehtivaid (klassikalisi)
tulemusi, muuhulgas ka teoreeme B0l ja

Tapsemalt, iildisel (ja ka separaablil) juhul on lahtiseks probleemiks, kas sel-
lest, et kaasruumil X* on kompaktne aproksimatsiooniomadus, jareldub, et ruu-
mil X* on ka meetriline kompaktne aproksimatsiooniomadus.

Samuti pole selge, kas sellest, et (separaablil) ruumil X on meetriline
kompaktne aproksimatsiooniomadus, jareldub, et ruumil X on ka kommuteeruv
meetriline kompaktne aproksimatsiooniomadus.

Samas, Godefroy-Saphari teoreem artiklist [I0] (vt. teoreem [IOT]) on ndide
tulemusest, mida onnestub pidevate 16plikum&otmeliste operaatorite juhult {il-
distada kompaktsetele operaatoritele (vt. teoreem [B3)).

8Per Enflo (1944), rootsi matemaatik.
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PEATUKK 2

Willise ruum

Kiesolevas peatiikis esitame tiksikasjalikult lahtikirjutatud tdestuse tosiasjale, et
leidub Banachi ruum, millel on meetriline kompaktne aproksimatsiooniomadus,
aga millel ei ole aproksimatsiooniomadust. Nimetatud tulemuse avaldas willid]
1991. aastal artiklis [28]. Lisaks toestame selles peatiikis ka, et Willise poolt
konstrueeritud aproksimeeriva pere lilkmed kommuteeruvad. Seega on Willise
ruumil koguni kommuteeruv meetriline kompaktne aproksimatsiooniomadus.

2.1. Willise ruumi konstrueerimine

Selle jaotise eesmaérgiks on konstrueerida Willise ruum W, millel ei ole aproksi-
matsiooniomadust, on aga kommuteeruv meetriline kompaktne aproksimatsioo-
niomadus.

Olgu X mistahes selline Banachi ruum iile korpuse K, millel ei ole aproksimat-
siooniomadust (vt. teoreem [34)). Valime suvaliselt jada (x;) C X, mis rahuldab
noudeid ||xg|| < 1ja |[xg]| N\, 0. (Selline jada kindlasti leidub, niiteks voime
valida x € X, x # 0, ning seejarel

x
= A
Igat € (0,1) korral tdhistame U; = absconv { “;Ck“t t ke ]N}.
k

1George Alver Willis (1954), austraalia matemaatik.

24



Lemma 35. Hulk U; on kompaktne, kusjuures mistahes arvu ¢ > 0 korral leidub
hulgal U; loplik e-vork, mis avaldub kujul

K= iq-i:1<ik<l<
= Ml '
kus {q; : 1 <j < K} C By on arvust ¢ séltuv arvude 16plik hulk.

TOESTUS. Fikseerime vabalt ¢ > 0 ning néitame, et hulgal U; leidub ndutav 16plik
e-vork. Koondumise xj -2 0 tottu leidub indeks N € IN selliselt, et

Uhikkera Bx on kompaktne, seega leidub tal 16plik %-v()rk. Niisiis leidub
selline hulk {ql,...,qK}, et mistahes A € By korral saame leida ¢; nii, et
Loplike lineaarkombinatsioonide hulk

N
X .
= qi 01 < 1 <K
{k_Zl Tl

on ilmselt 16plik.

Iga elemendi x € Ut korral saame sulundipunkti kirjelduse kohaselt leida
elemendi x’ ZAkH " kus Z Al < 1, nii, et [x — 2] < % Uldisust

kitsendamata voime eeldada, et n > N (vajadusel kirjutame juurde sobiva arvu
nulliga vordseid kordajaid)

Tahistame x”/ = Z Ap—s kaH . Me saame
/ " - Xk <
Hx - X || = k_%:_‘_l)\kuxk”t gk_§+1|)\k| <
£ & £ & 3
< g'k%: |/\k|<§'Z|/\k|<§-
—N+1 k=1
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Elemendi x’ kordajatele Aq,...,AN leiame ldhendid g;,,...,q;, selliselt, et
M —qi] < 7 N iga 1 < k < N korral. Téhistades

1 — %Q' Xk
ST R

k=1

kehtib x" € K ning

2" = 2™| < Z [ Z

Kokkuvottes
_ M < o 1 "o e
o =3 < =+ 2 =+ 2 =2 < S E =
Hausdorffi teoreemi kasutades jareldame siit, et U; on kompaktne. O

MARKUS. Hulga U; kompaktsust saab Mazuri teoreemi (vt. nditeks [29]], 1k.

451, teoreem 6 ja selle tdestus) pohjal ndidata ka vahetult, kasutades asjaolu, et
hulk

U keNjui)

on kompaktne.
Lemma 36. Hulk U; on absoluutselt kumer.

TOESTUS. Kuna absoluutselt kumera hulga sulund on absoluutselt kumer, siis U;
on absoluutselt kumer. O

Lemma 37. Kui s < t < 1, siis Us C U; C By.

TOESTUS. Olgu s < t. Sisalduvuse Us; C U; néditamiseks piisab sulundi mono-
toonsuse tottu toestada sisalduvus

absconv { ke ]N} C absconv { ke IN} 2.1)

X X
lcill* il

Sisalduvuse (2.1) tGestamiseks piisab omakorda naidata, et

Xk ¢ absconv { % . keN , k € N.
[BAR [BAlk

See on ilmne, sest
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kusjuures ||x||' =% € (0,1] vbrratuste ||xi|| < 1 ning t —s > 0 tottu.

Sisalduvuse U; C By néitamiseks méargime, et ‘ﬁ < 1, millest
k
X
£+ € By. Niiiid
[ k|
U; = absconv { ||;Ck||t t ke IN} C absconv Bx = By.
k
O
Téhistame

Y; = span U;
ning defineerime normi ruumis Y; Minkowski funktsionaali abil:
Ixll; = pu,(x) =inf{A >0 : x € AU},

kus x € Y;. Teoreemi [[3] kohaselt on (Y3, ||-[|;) Banachi ruum, kusjuures U; on
ruumi (Y3, ||-||,) kinnine {ihikkera.
Kuna juhul s < t on iihikkerade vahel sisalduvus U; C U; C By, siis ka

Ys C Y; C X, sest iga nullist erineva y € Y; korral _ € Us C Uy C By. Lause

Iyl
[ITl abil jareldub siit ka ahelvorratus ’

Iyl < llyll: <yl

iga y € Y; korral.

Lemma 38. Olgu L; : Yy — X loomulik sisestus. Siis L; on kompaktne operaator;
kusjuures ||L¢|| < 1.

TOESTUS. Operaator L; on kompaktne, sest L; (U;) = U; on ruumis X kompakt-
ne, seega suhteliselt kompaktne.

Lemmas saadud sisalduvusest U; C Bx jareldub
|Lt]| = sup || Lex[| < sup [[x]| = 1.
xely XEBX

O

Jaotise 16puni toimub niiiid vahemikust (0,1) ruumi X kujutavate funktsioo-
nide ruumi konstrueerimine. Iga vahemiku (s,t) C (0,1) ja elemendi y € Y
jaoks olgu yx(s ) : (0,1) — X selline funktsioon, kus

, T E(st),
YX (1) = { g ré¢ ES/ fg-
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Tahistame
W = span {yx(s,t) 0<s<t<lye YS}.

n
Kui f € W, siis f = ) ykX(s, 1) Ding igar € (0,1) korral
k=1

Sy e (5 tr)
Uiy ) = { 0, ré& (5k tr) } €Y X

Kuna Y; on liitmise suhtes kinnine, siis f(r) € Y,. Defineerime kujutuse
|- : W — R vérdusega

7= [ 0F, .

kus f € W.

Uldisust kitsendamata voime sisalduvuse Ys C Y}, kui s < t (vt. lemma 37,
pohjal eeldada, et f € VW on kujul

n
f=Y YXsur) O<si<hi<sa<bh<...<sp<i <1,
k=1
Yk €Y, k=1,...,n

Lemma 39. Ruum (W, || - ||) on normeeritud ruum.
TOESTUS. Norm || - || on korrektselt defineeritud, sest vdime avaldada mistahes
n

f=) YkX(s1,) € VV korral
k=1

LA, = 3 | |-
k=1

Implikatsiooni

s <t = lyelly < llyells

pohjal on funktsioon &y, (r) = ||y||, vahemikus (s, tx) monotoonselt kahanev,
k =1,...,n, jarelikult (Riemanni mottes, seega ka Lebesgue’i mottes) integree-
ruv. Niisiis eksisteerib ka integraal

1 noorty
LA ar =Y [ v, dr.
0 k=1"5k
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Vordus || f|| = 0 kehtib parajasti siis, kui punktihulga {r : || f(r)||, > 0} moot
on (. See tdhendab, et f = 0 u-peaaegu koikjal. Integraali omaduste ja kuju-
tuse || -|||, normiks olemise tdttu on homogeensus ja kolmnurga vorratus vahetult
kontrollitavad. O

Tahistame niiiid tdhega W ruumi W tiieldi. Ruumi W nimetame edaspidises
ka Willise ruumiks.

Artiklis [28] on téestatud ruumi W kohta jargmine teoreem.
Teoreem 40. Ruumil W ei ole aproksimatsiooniomadust.

2.2. Willise ruumi kommuteeruv kompaktne aproksimatsioo-
niomadus

Selles jaotises on meie eesmargiks toestada jargmine teoreem HIl Artiklis [28]
on toestatud see teoreem ilma véiteta, et ruumi W meetriline kompaktne aprok-
simeeriv jada on kommuteeruwv.

Teoreem 41. Ruumil W on kommuteeruv kompaktne meetriline aproksimatsioo-
niomadus.

Alustame sellest, et iga r € (—1,1) korral defineerime nihkeoperaatori
Sy : W — W jargnevalt. Suvalise (s, t) C (0,1) jay € Y korral defineerime

Sr (]/X(s,t)) = YX (s+r,t4+7)"

Edasi laiendame lineaarsust kasutades operaatori S, ruumile WV (koigile liideta-
vatele anname nihke). Tulemusena saame lineaarse operaatori S, : W — W,
kusjuures Sy = Iy .

Lemma 42. Olgu r € [0,1). Siis S, € L(W), kusjuures ||S,|| < 1.

TOEsTUS. Olgu f € W. Siis || (S f)(9)[, < [[£(9)][,> sest vorratuse vasakul pool

normi all seisev funktsioon kujutab endast paremal pool normi all seisva funkt-
siooni nihet vaadelduna vahemikus (0, 1). Seega

I5efll = [ WH@, da < [ UF@l, da =11

Jarelikult S, € L(W) ja ||S/| < 1. O
Lemma B2 pohjal on S,, r € [0,1), pidev operaator, mistdttu saame operaa-

tori S, jatkata ka ruumile W. Tdhistame operaatori S, pidevat jatku ruumile W

samuti S,. Seega S, € L(W) ja ||S;|| < 1, kusjuures Sg = Iy.

Lause 43. Funktsioon ¢(r) = S,f, r € [0,1), on normi jdrgi pidev mistahes fiksee-

ritud f € W korral. Muuhulgas ||S,f — f|| — 0, kui r — 0+, ja f € W.
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TOESTUS. Néitame, et ¢ on paremalt pidev (vasakult pidevus toestatakse ana-
loogiliselt). Fikseerime ¢ > 0 ja r € [0,1); meil on vaja néidata, et leidub § > 0,
mille korral kehtib implikatsioon

0<r —r<é=|S/f—Sf| <e
Leiame fy € W selliselt, et || f — fol| < g Sel juhul vorratuse

1S f = SefIl < ISk lllf = foll + 1S fo = Sefoll + IS+ II1.f = foll

ning lemmas B2 saadud vorratuste ||S,|| < 1, ||S,/|| < 1 tottu piisab leida 6 > 0
selliselt, et kehtiks implikatsioon

0<r —r<é=|Syfo— S foll <§. (2.2)

Kirjutame fy = Zyk)( (sty)> KUS 0 < sp <t < 1,y € Y5, k = 1,...,n. Voime

eeldada, et fo # 0, vastasel korral on tdestatav védide ilmne.
Hindame

IS5 = Sefoll = [ (Sefo) (6) — (Sefo) (o)l o =

= /0 Z yk (41!t +7") (P) = X(sp+7,b+7) (P)) dp <

Y
11| n
= / Z X (tg+r, ttr") (P) _X(sk+r,sk+r’)(10)) dp <
0 Jllk=1 0
1 n
< / 2 ( ‘ka(sk+r,sk+r’)(p)w +
0 k=1 o

’ ”’ykx<fk+r,tk+rf>(p)H)p) dp =

n g+’ ti+r’!
= 2 (7 el o [ el ) <
k= Sktr tk+r

1

n
< 0= Y (lyelly + el ) =
k=1
n
= 2(F —r Z Iy, -
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Tahistanud

€
- 6x i,

saame seega implikatsiooni (2.2)). O

Kui operaatorid S,, r € (0,1), oleksid kompaktsed, siis lause &3] pShjal moo-
dustaksid nad ruumis W meetrilise kompaktse aproksimeeriva pere.

Operaator S;, r € (0,1), pole aga kompaktne. Téepoolest, tdhistame
Bw_, = {Sr_lf : f S Bw} .

Hulk By _, on tokestatud, kuna lemmaBZ2 pohjal on S,, seegaka 5. ! = S_, pidev
(kasutasime S,, r € (0,1), bijektiivsust ja Banachi teoreemi p66rdoperaatorist),
mistteu [|S, ' f]| < (IS, I £l < 1S ]| iga f € Bw korral.

Et hulk By _, on tokestatud, ruum W on l0pmatumodtmeline ning kehtib vor-
dus S,(Bw_,) = By, siis vastuviiteline oletus operaatori S, kompaktsusest ta-
hendaks iihikkera Byy suhtelist kompaktsust, mis on véimatu, sest ruum W ei ole
16plikumootmeline.

Moodustamaks kompaktseid operaatoreid ruumil W, mis aproksimeeriksid
tthikoperaatorit, defineerime iga n korral operaatori T),, : W — W seosega

(A =n [ flaydr,  qe©1), few. 23)

Lemma 3] pohjal on funktsioon ¢(r) = S, f normi jérgi pidev, seega on funkt-
sioon IS, f|| integreeruv. Lause 23] pohjal eksisteerib niitid ka Bochneri integraal
. Lisaks sellele on operaator Tn Bochneri integraali lineaarsuse (vt. lause
tottu lineaarne ning jarelduse 24 pohjal kehtib vorratus

_ /01
['n (/ P @I, dr)
= o [F ([ usn@i, aa)

= [Visflar<n [ If1dr=f)

1
n

ITufll = |n [" Sefar (s f)@)ar|| dg <

q

N
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(kasutasime, et vorratuse |[(S-f)(q)[l, < [If(q)[l, ja funktsiooni || f(g)]|, integ-
reeruvuse tottu piirkonnas {(r,q) : 7,9 € (0,1)} on funktsioon ||(S,f)(q)
integreeruv samas piirkonnas (0,1) x (0,1)), millest jareldub, et

Il

T, € L(W), ||Tu|<1, neN.

Lause 44. Operaatorid T,,, n € IN, on kompaktsed.

Lause [44] toestus kasutab alljargnevaid abitulemusi.
Lemma 45. Kui normeeritud ruumi X tdield on X, siis kehtib By = By.
TOESTUS. Fikseerime arvu € > 0 suvaliselt ning olgu x € Bx, x # 0 (juhul x =0
on ilmne, et x € By). Siis X = X tdttu leidub x’ € X selliselt, et ||x — x'|| < £

2
Kui ||x’|| < 1, on lemma tdestatud. Vastasel korral normeerime

/

x//:x—EB_;\g.
||
Niiiid
1< % < e+ = ¥l < 1+ 5
ning
1 €
0<1-— 1— =2,
/I FI A T
jarelikult
1 £
1———| < —2—,
‘ Ix/[[] ~1+5
mille abil
e Py P g G P
2 2|
€
€ 2 ( €>_
- (1+2) ==
< 2+1+% +2 &
Seega By = By. O

Jargneva lemma B7] tdestamiseks vajame Fréchet’-Kolmogorovi teoreemi (vt.
naiteks [29], 1k. 324-325).

Teoreem 46 (Fréchet’-Kolmogorovi teoreem). Alamhulk K C L1(0,1) on suhteli-
selt kompaktne parajasti siis, kui on tdidetud jdargmised tingimused:
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1
1) sup [ [g(q)| dg < oo,
gck /0

1
2) Pn&/ |g(t+q) — g(q)| dq = 0 iihtlaselt funktsioonide ¢ € K korral,
—0.J0

Lemma 47. Olgu n € IN. Operaator A : L1(0,1) — L1(0,1), mis on defineeritud
vordusega

Af= £+ (mxop)

on kompaktne operaator ruumil L1(0,1).
TOESTUS. Olgu s € (0,1). Meil piisab néidata, et hulk

K= {f*?((o,s) : f € BLl(O,l)}
on suhteliselt kompaktne, sest siis on ka
ABp o1 =1 {f*?((o,%) 1 fe BLl(O,l)}

suhteliselt kompaktne. Selleks kontrollime iile Fréchet’-Kolmogorovi teoreemi
(vt. teoreem 46) tingimuste tdidetuse, kusjuures tuletame meelde, et

(f*?((o,s)) (q) = /Osf(q —r)dr.

Me saame hinnangu

1 s 1 s
sup /f(q—r)dr dg <  sup (/ If(q—r)ldr) dq =
fEBLi01) 0 1/0 fEBL01) 0 0
1 q
= sup (" Irwian) dy <
feBri0) 0 q=s

1
< sup 1dg <
feBri0) 0
< L

Fikseerime niiiid arvu ¢ > 0. Vaja on leida arv § > 0 selliselt, et kui |t| < ¢,
siis mistahes f € By (o) korral

/

dg < e.

/Osf(t+q—r)dr—/osf(q—r)dr
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Vaatleme juhtu t > 0. (Juhtu ¢t < 0 kasitleme analoogiliselt.) Me saame

(t+q—r dr—/ flg—r)dr| dg =
qg—r dr—/f —r)dr =
q—r dr—/ flg—r)dr <

/(/ —”W) dq+/1</t!f( —r)ldr> _
<[ ([ a=mar) ar [ ([ 1ra=nian) ar <
</_0t (/0 |f(u)|du) d”/s_t (/0 |f(u)|du) dr <

<t+t=2t

(kasutasime Fubini-Tonelli teoreemi, et integreerimisjarjekorda vahetada), mis-
~ .. : €
tottu piisab valida ¢ = 5
Fréchet-Kolmogorovi teoreemi (vt. teoreem pohjal on hulk K suhteliselt
kompaktne, mis tdhendab, et A on kompaktne operaator.

LAUSE 4] TOESTUS. Olgu n € IN; nditame, et operaator T, on kompaktne.
Selleks toestame, et T, (B ) on suhteliselt kompaktne.

Téahistame

oA
:{Z yl;((sm):sl<t1<sz<t2<...<sp<tp,

P
yiEUSi,izl,...,p, Z’/\l| <1}

i=1
ning niitame, et Byy = B. Siis piisaks sisalduvuse
T, (Bw) = Tu(B) C Ty(B)

tottu lause toestuseks ndidata, et T, (B) on suhteliselt kompaktne.
Uhelt poolt kehtib vérratuse
1
)

PooA

p A
Lo Yiksun)

Z flsiyix(si,fz’)

i=1"1

dr <

r
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Poo|A| gt

< Y7 [Vl dr <
i tz_sz Si

A

By, [ ar <

Si

~
—_

M‘m [

~.
Il
—_
-

[\1@
?

~.
I
—_

tottu sisalduvus B C Byy.
Naitame, et teiselt poolt By,, C B. Sel juhul saaksime lemma (43 abil, et

szm:%CEC%:Bw,
millest Byy = B, nagu tarvis.
p
Fikseerime f = Zyi?((szvti) € By, kus vahemikud (s;, t;) € (0,1),i =1,...,p,

i=1
on paarikaupa l6ikumatud. Siis kehtib tingimus

P ti 1
Y [ vl ar = [, ar = £ <1,
i=1"%

Néitame, et kehtib f € B. Fikseerime selleks suvaliselt arvu € > 0, kusjuures
eeldame, et ¢ < 1 — ||f]|. JArgneva arutelu viime 14bi iga indeksii = 1,...,p
korral. Funktsiooni «y,(r) = ||y;||, Riemanni méttes integreeruvust kasutades
leiame vahemiku (s;, t;) jaoks sellise arvu A;, et vahemiku (s;, t;) iga alajaotuse
korral, kus maksimaalne alajaotuse pikkus ei iileta arvu A;, erineb integraal

ti
pii= [ il dr

. .. .. . & e e
vastava alajaotuse Darboux’ iilemsummast viahem kui arvu — vorra. Niisiis ka

vahemiku (s;, t;) tihtlase jaotuse s;; = s; +jA;, j = 0,..., p;, kus vbime eeldada
Si0 = Si> Sip; = ti, ti]' =81 (] =1,.. .,pi), korral kehtib

Pi .
0< Y lyilly, &5 = i < =,
i=1 P

kusjuures

Pi oty
= [l o
]:]_ Sij
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Téhistame A;; = ”|3/i”|sl-]- A, siis

tij tii A
A dr :/ ~
/Si} Iyl dr= | "%,

]

Yi

Me saame, et

P Pi /\ij yi
Z Z 51]/ 1] Z Z le 51]/ 1] ZyZX (siti) —

i=1j=1 tij — sij |||]/l|||51] i=1j=1

Samas, f € B, kuna kehtivad tingimused

M myzmsq
ja
ii%‘jl = ZZ llyills,, 8 < Z (M: ) =

i=1j=1 i= 1]

> [“ il dree=fl+e <1
i=1"%i

Néitamaks niitid, et hulgal T,,(B) = {T,.f : f € B} leidub mistahes arvu
e > 0 korral 16plik e-vork, piisab néidata, et hulgal

T (yx
C:{M:O<s<t<1;yeus}

t—s

leidub mistahes arvu € > 0 korral 16plik e-vork.
Toepoolest, fikseerime arvu € > 0 ning elemendi

p A
f - Z 5. Jik(sity) €B,
i=1 tl Sl
kus 0 <51 <ty < s <t <...<sp <t <Ly €Us,i=1..,p,
P ( iYiX (st J)
Y [Ai] < 1. Valime elementidele lahendid f;,i =1, ..., p, hulga

i=1 i Si
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e - .. .. ~
C ;—Vorgust. (Kuivord Us, on tasakaalus, siis A;y; € Us, tingimuse |A;| < 1 tottu.)

Niid

P P T (AiYiX (s, )
-] g Gmen) ]
i=1 i=1 ! l
p T )Ll iXSi,l'
< Z n(t-y_s(. t)>_fi <
i=1 i o
< pi=e¢
P p ’

nagu soovitud.

Artiklis [28] on pohjendatud, et nditamaks hulga C suhtelist kompaktsust,
piisab ndidata, et hulk

Ty (xm?((s,t)>
D := s 0<s<t<l,meN
(t = s)||xml|

on suhteliselt kompaktne. Niisiis on lause tdestuse 16petamiseks jadnud niidata,

et hulgal D leidub mistahes arvu ¢ > 0 korral 16plik e-vork.
Iga kahe arvu s ja t korral, kus s < t, kehtib x,, € Y; iga m korral ning

1
T, (xm)((s,t)) = n/o ermx(s,t) dr = x,h,
kus
1
h(q) = n/O X(s+r,t+r)(q) dr =
1
= 1 [ Xenlg—r)dr =

= n /0 1X(s,t)(q_r)X(O,%)(r) ar
= (X(s,t) * (”X(Of%)» (4)-

Tdestame, et viimane vordus laieneb funktsioonidelt x(;,), 0 < s <t < 1,
koigile funktsioonidele f € L1(0,1), st. kehtib vordus

Tu(xmf) = xm (f* (”X(O,%)» , feLi(0,1). (2.4)
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Fikseerime suvalise f € L1(0,1). Siis leidub lihtsate funktsioonide

Pk
fe = ;aik?((sik,tik)/ 0<spp <t Sspp < S SSp ke < fpk <1
1=
1
jada selliselt, et / \fe(q) — f(q)|dq - 0. On selge, et
0

Pk
Xmfr = Z AikXmX (s b) € Vs k € N.
i=1

Kuna
1
sfi=xnfll = [N = xnN) @)l g = 25)

Pk rtik

= ikXm — mll, 49 =
X [ et = f@yunlly da
Pk pt;

= Y [ law— @)l dg <
i=1"Sik
Pk ot

< Y [ fla)ldg =
i=1" Sik
1

= | e = F@) a0,

siis x,,f € W = W. Lisaks sellele kehtib integraali ja operaatori T, lineaarsuse
tottu vordus (2.4) funktsioonide fi, k € IN, korral, seega

Tt fi) = o (fix (nx(01)) ) -

Fikseerime suvalise ¢ > 0 ja pdhjendame, et leidub indeks kg € IN nii, et eeldusel
k > ko kehtivad hinnangud

I TaCenfid) = TaCen )l < 5 (2.6)
ja

[ (A (nx0.)) =0 (£ % (m20y) )| < 5 @7)
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Toepoolest,

1T (o fe) = TuGenmf) | < I Tallllonfic = 2] < 3,

kui valida koondumises indeks k; € IN selliselt, et kui k > kq, siis
| mfi — xmfll <

Saame

o (fex (mx (o)) =2 (£ (mx01)) || =
1
:/\ (=) ”( >))<q>

s
2Tl

:b—‘

1
kui valida koondumises / | fr(u) — f(u)|du 2 0 indeks k, € IN selliselt, et kui
0

1 3
> ii - —.
k> ko, sis [ |few) = () du < o
Jaab tahistada kg = max(kq,k»).
Pidades silmas hinnanguid 2.6) ja (2.7), saame hinnangu

| Tatenf) =2 (£ 5 (nx(0,1)) )| < 1T i f) = TuComfi) | +
| T i) =2 (fro * (m02)) )|+
o (i (nx(0.1) ) =00 (f “(nxo)))]| <

& &
<z+0+z =g
2 2~ ¢

niisiis oleme téestanud eeskirja ([2.4).
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Téhistame Af = f * (”X(01)>- Siis lemma (@7 abil saame sisalduvu-
X(st)

se —— Br,(01) tottu, et iga fikseeritud indeksi m € IN korral hulk

ﬁfl (BLl(O,l)) C W on suhteliselt kompaktne (peame siin silmas seda, et
m

fikseeritud arvu € > 0 puhul on vorratust

meHsAf_meHSAfl - /|Af Af1)(q

dg <

< /O ((Af — Af)(q)] ||xm||q—5dq<
1 1
S e o 1Af = AR (@) dg

kasutades hulga A (BLl(O,l)) mistahes e-vorgu H korral hul

[ |°
Xm

WA (BL1(01 ) || i,|| -vork). Jarelikult on ka hulk

Ezz{Tn(me(S’t)):0<s<t<1}=

(t = s)[lcml®
_ {H;:“S (f(_”; (n)(( ))) L0<s<t< 1} C

Xm

C WA (BLl(O,l)) ’

suhteliselt kompaktne. Niisiis leidub hulgal E mistahes arvu ¢ > 0 korral 16plik
e-vork.

SIH

Kuna
Xm
— e U,
[ E—
ning

’(X(s,t)*X(o,%)> (f)’ = /1X(s,t)(7’—Q)X(O,%)(q)dq' -

I
\
=
&

I

\\
|
S =

=
—

)

—~
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kusjuures ’(X(s,t) *X(0 1)> (r)’ =0,kuir ¢ (s,t+ %), siis

N

T (o) | = em (o = (m01))) | =
= [ lall,
t+1

S "/ "l (= 5) dr =
S

(X(s,t) *X(o,%)) (V)‘ dr <

1
260 |7 — J|0m]|*
= n(t—s =
T el
1
2 ][* — {20 ||
= n(t—s
S Y o T
n(t —s)||xm|*
[ | [
n 2
Fikseerime suvalise arvu ¢ > 0. Kui kehtib ||x,|| < e~ %, siis In | xm] < _?n
ning seetottu
T, (x X ) _ 5
NGOV I Gl E71| <& (2.8)
(E=s)llxmll* || = (& =s)llxml* [Inflxnl] 2

Kuna ||x,|] — 0, kui m — oo, siis kehtib saadud hinnang kdigi piisavalt suurte
naturaalarvude m korral. Naitame, et seelédbi leidub hulgal D 16plik e-vork.

Toepoolest, fikseerime arvu € > 0 ning olgu M € IN selline, et

2n

m>=M=|xn| <e *.
Olgu K1, ..., Ky hulkade

Ty (xm)((s’t))

L i 0<s<t<ly, m=1,...,M,
(£ = 5)|[xmlf*

16plikud e-vorgud. Sel juhul on hinnangu pohjal

M
K=JKnu{0}

m=1
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hulga D loplik e-vork.
Oleme téestanud, et operaatorid T,, n € IN, on kompaktsed operaatorid ruu-
mil W. O

TEOREEMI EI] TOESTUS. Kuna operaatorid S, aproksimeerivad iithikoperaatorit
protsessis ¥ — 0+ (vt. lause 3)), siis fikseerinud arvu € > 0, leiame arvu r¢, mille
korral kehtib implikatsioon

O<r<re=|Sf—f] <e

1
Jarelikult kui " < 1¢, siis ka

1 1
nl"s dr—n/” dr
| sef N

/j(srf—f) dr
— n/ol

q
[ (v, ar) an-

= o [F ([ 0o @i, o) dr =

1

1 1
= n/” IS+ f — £ drén/”sdr:s
0 0

(vorratuse [[(S,f — f)(9)ll, < 2|1f(9)ll, ja funktsiooni [|f(g)]|, integreeruvuse
tottu piirkonnas {(r,¢q) : r,q € (0,1)} on funktsioon [|(S,f — f)(q)|l, integree-
ruv samas piirkonnas (0,1) x (0,1)). Niisiis ||T,.f — f]| 70 protsessis n — ©o
suvalise f € W korral.

Lause 4] pohjal on operaatorid T,, n € IN, kompaktsed. Oleme toestanud, et
ruumil W on meetriline kompaktne aproksimatsiooniomadus.

ITuf = fII =

= n

dg <

| (sef = Py ar

N

Veendume lopuks, et
TnTw = T Ty, m,n € N. (2.9)

Kasutades operaatorite T, pidevust, piisab vorduse (2.9) kehtivuseks toestada
vordus

TnTmf — Tanf, f & W,
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iga m,n € IN korral. Niilid pidades silmas ruumi W definitsiooni ja operaatorite
T, lineaarsust, piisab ndidata, et operaatorid T,, kommuteeruvad koigi elementi-
de yx (s, kus 0 <s <t <1jay €Y, korral. Teadupérast

Ys; = spanabsconv { t ke ]N}

X
lcill*

mis tdhendab, et jélle operaatorite T, pidevust ja lineaarsust kasutades piisab
naidata operaatorite T, kommuteeruvust elementidel x;x (s ), kus 0 <s <t <1
jak € IN. Teemegi seda.

Koigepealt saame vorduse (2.4) pohjal

T (T (x#xen) ) = T (3 (o0 #mx(a))) =

= (60 *mx(02)) *mx(01))

Seega piisab veenduda vorduse

(x(s, ) ”X(o,%)> *MMX (o,

kehtivuses.
Me saame iga g € (0,1) korral

((rion * mx(og)) = mx o)) @ =
_m/ X(st) * X (0 ))(q—u)?((ol)(u)duz

o [ ([ oy (g = 1) = 000 @) ) (g 1 (1)t =
o U (04) 0)

1 1
= mn [ (/0 Ko (0= (1 +0)) do

Kuna lahtine hulk
{(wo) € R 2 xo(q— (u+0) =1} =
= {(u,v) ER?:s<qg— (u+0) <t}

N~
[
=

on Lebesgue’i méttes moodtuy, siis on funktsioon x(;s)(q — (- +-)) integreeruv.
Jarelikult Fubini-Tonelli teoreemi kohaselt

/OW </0_ Xisn (9= (”+U))dv> du =
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_ /0E (/jm,t)(q - (u+v))du> do.

Niisiis on vordus (2.10) toestatud.
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PEATUKK 3

Godefroy-Saphari teoreemi uldistus

Alljargnev teoreem B3] mis on kiesoleva magistritoo iiks pohitulemusi, tildistab
Godefroyﬂ ja Sapharlﬂ 1988. aastal ilmunud artiklis [[10] avaldatud teoreemi (vt.
teoreem [[0T] jaotisest &.3]), mis vdidab, et kui separaablil Banachi ruumil, mis on
M-ideaal oma teises kaasruumis, leidub A-kommuteeruv tokestatud aproksimee-
riv jada, kus A < 2, siis see jada on pingul.

Teoreemis on eeldustes M-ideaaliks olemise asemel iildisem omadus
M(a, B, c)-vorratus, kus max |B|+c¢ > 1 (vt. nditeks artiklit [23]), tingimus
A < 2 asendub tingimusega A < max |B| + ¢, 16plikumo6tmeliste operaatorite
jada asemel vaadeldakse kompaktsete operaatorite peret ning seeldbi kehtib
tulemus suvalises, mitte ainult separaablis Banachi ruumis.

Maérgime, et erijuhul, kui X on separaabel reaalne Banachi ruum, mis on M-
ideaal oma teises kaasruumis ning kompaktsete operaatorite pere (T, ) asemel on
pidevate 16plikumdotmeliste operaatorite jada (T}, ), tdestasid teoreemi Godefroy
ja Saphar 1988. aastal ilmunud artiklis [[10]. Alternatiivne toestus nimetatud
erijuhul on avaldatud Godefroy 2001. a. artiklis [8] (vt. bakalaureusetoo [27],
lk. 23-28).

Jaotistes B.1] kuni 3.4 toome sisse Godefroy ja Saphari 1988. aastal avaldatud
teoreemi [I0T] iildistamiseks vajalikud moisted ja tulemused. Peatiikk on kirjuta-
tud pohiliselt artiklile [23]], raamatule [[15]] ning artiklile [T]] tuginedes.

Siin ja edaspidi olgu B C K kompaktne hulk ning 4, ¢ > 0 fikseeritud reaalar-
vud. Tahistame

max |B| = max {|b| : b € B}

1Gilles Godefroy (1953), prantsuse matemaatik.
2Pierre David Saphar (1934), lisraeli matemaatik.
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(hulga B kompaktsuse ja mooduli pidevuse tottu maksimumi realiseeriv element
b € B alati leidub).

3.1. Banachi ruumi omadus M*(a, B, c)

Definitsioon 48. Olgu X Banachi ruum. Oeldakse, et ruumil X on omadus (M*),
kui

limsup ||x* + x} || = limsup ||y* + x} ||
v 1%

mistahes x*,y* € X*, ||x*|| = ||y*||, ning mistahes x-ndrgalt nulliks koonduva
tokestatud pere (x;) korral.

Omaduse (M™) jadalise variandi t6i sisse Kalton 1993. a. artiklis [[16], eralda-
des seal vilja ruumi X terminites vdljendatava omaduse, mis kirjeldab selliseid
separaableid ruume X, kus /C(X) on M-ideaal ruumis £(X).

Definitsioon 49. Olgu X Banachi ruum. Oeldakse, et ruumil X on omadus
(wM™), kui

limsup ||2x* — x} || = limsup ||x} ||
v v
mistahes x-norgalt elemendiks x* koonduva tokestatud pere (x; ) korral.
Omaduse (wM®*) t6i sisse Limal 1995. a. artiklis [18].

Definitsioon 50. Olgu X kompleksne Banachi ruum. Oeldakse, et ruumil X on
kompleksne omadus (wM"*), kui

limsup ||x;, + bx™|| < limsup ||x} || Vbe{beC: |b+1] =1}
v v
mistahes x-norgalt elemendiks x* koonduva tokestatud pere (x; ) korral.
Kompleksse omaduse (wM”™) toi sisse Oja 1999. a. artiklis [22]].
Artiklis [22] leiavad omadused (M*) ja (wM™) iildistamist jirgmiselt.

Definitsioon 51. Olgu X Banachi ruum. Oeldakse, et ruumil X on omadus
M*(a, B, c), kui

limsup ||ax;, + bx™ + cy™|| < limsup ||x; | Vb e B
v v

mistahes x*, y* € X*, ||y*|| < ||x¥||, ning mistahes x-norgalt elemendiks x* koon-
duva tokestatud pere (x;) C X* korral.

3 Asvald Lima (1942), norra matemaatik.
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Omadused (M*) ja (wM™) on erijuhud omadusest M*(a, B, ¢).

Lause 52. Olgu X Banachi ruum. Ruumil X on omadus (M*) parajasti siis, kui

ruumil X on omadus M*(1,{—1},1).

Lause 53. Olgu X Banachi ruum. Ruumil X on omadus (wM™) parajasti siis, kui

ruumil X on omadus M*(1,{—2},0).

Lause 54. Olgu X kompleksne Banachi ruum. Ruumil X on kompleksne omadus

(wM™) parajasti siis, kui ruumil X on omadus M* (1,{b € C : |[b+1| =1},0).

Lause 55. Olgu X Banachi ruum, millel on omadus (M"*). Siis ruumil X on omadus

M*(1,{be XK : |b+1| <1-—c},c) mistahes ¢ € [0,1] korral.

Lause 56. Olgu X Banachi ruum, millel on omadus (M*). Siis ruumil X on omadus

(wM™). Juhul, kui X on kompleksne ruum, siis on ruumil X ka kompleksne omadus
Lausete [52] kuni [56] iiksikasjalikult lahtikirjutatud tdestused voib lugeja leida

bakalaureusetoost [127].

Lause 58 parineb artiklist [23], selle tdestuses kasutame Alaoglu teoreemi (vt.
141, 1k. 45).
Teoreem 57 (Alaogluﬂ). Olgu X Banachi ruum. Siis kaasruumi X* kinnine iihik-
kera By on x-norgas topoloogias kompaktne.
Lause 58. Olgu X Banachi ruum, millel on omadus M*(a, B, c). Olgu Y ruumi X
kinnine alamruum. Siis on ruumil Y omadus M*(a, B, c).
TOESTUS. Oletame vastuviiteliselt, et ruumi X kinnisel alamruumil Y ei ole
omadust M*(a, B,c). Siis leidub b € B ja funktsionaalid y*,w* € Y* nii, et
|lw*|| < [ly*||, ning tdkestatud pere (y;), o selliselt, et y; — y* *-ndrgalt ruumis

v

Y*, kusjuures

limsup |[ay; +by* +cw*|| > limsup ||y, ||
veN ven

s . .o oo e . * *
Ulemise piirvdértuse omaduse kohaselt leiame pere (y)),q; Osapere (y”)yezm

nii, et

o+ s > i ]

4Leonidas Alaoglu (1914), kreeka matemaatik.
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Hahn-Banachi teoreemi abil leiame funktsionaalidele y,, ja w* normi séilita-
vad jétkud x, ja z* ruumile X*. Alaoglu teoreemi (vt. teoreem [57) kohaselt lei-

*

Z
x-ndrgalt ruumis X*. Nditame, et x* on funktsionaali y* jatk:

dub pere (x ) osapere (X)), ning funktsionaal x* € X* selliselt, et x} PP x*
€

*

¥ (y) =limx; (y) =limyz (y) =y"(y) Yy €Y.

Kasutame niiiid seda, et ruumil X on omadus M* (4, B, ¢):

}ng‘% | (ax +bx* +cz*) |||

N

lim Ha *+ byt +cw*
Pt Yu+0y

N
N

limsup ||ax} + bx™ + cz*||
AeL

limsup ||x} || =
AL

lim sup [|y; [| =
reg

N

*

Yu

lim ’
ueM
Saadud vastuolu pohjendab, et ruumil Y on omadus M*(a, B, c).

Lause parineb artiklist [23], selle tdestuses kasutame raamatust [[14]], 1k.
31, parinevat jargmist fakti.
Lause 59. Olgu X Banachi ruum ja Y ruumi X kinnine alamruum. Siis (X/Y)*
on isomeetriliselt isomorfne ruumiga Y+ C X*.
TOESTUS. Vaatleme kujutust § : Y- — (X/Y)*, mis on defineeritud vérdusega

(Ox")(x+Y) = x*(x), xex+Y.

Definitsioon on korrektne, sest x* € Y, mis annab, et x*(x;) = x*(x;) alati,
kui x1,x, € x+Y. Veendumaks, et § on pealekujutus, fikseerime f € (X/Y)*
suvaliselt ning defineerime x* € X* voérdusega x*(x) = f(x +Y). Siis x* € Y+
ning (6x*)(x+Y) = x*(x) = f(x +Y). On kerge vahetult kontrollida, et § on
lineaarne. Veendumaks, et § on isomeetria, kirjutame

[6x*]l = sup [(6x")(x+Y)[ = sup |x"(x)| = [|x*].

[lx+Y||<1 || x| <1

Ahelvorduse keskmise vorduse pohjenduseks vt. nditeks [24], 1k. 145. O

Lause 60. Olgu X Banachi ruum, millel on omadus M*(a, B, c). Olgu Y ruumi X
kinnine alamruum. Siis on ruumil X/Y omadus M*(a, B, c).
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TOESTUS. Oletame vastuvaiteliselt, et ruumil X/Y ei ole omadust M*(a, B, ¢).
Siis leidub b € B ja funktsionaalid y*, w* € (X/Y)* C X* (kasutades lauset 59,
kehtib viimane sisalduvus isomeetria tdpsuseni) nii, et ||w*|| < ||y*||, ning tokes-
tatud pere (v;), o selliselt, et v} > y* =-norgalt (lause [59 tdestuses kirjeldatud

isomeetrilist isomorfismi 4 kasutades saame
(7)) @) =y + V) oy (x+Y) = (57" ) (x),  xeX,

mis tdhendab, et x-nérk koondumine y; — y* leiab aset ruumi X* méttes), kus-
v
juures

limsup ||ay,, + by™ + cw™|| > limsup ||y, || .

veN veN
i . .o e oo . * *
Ulemise piirvdédrtuse omaduse kohaselt leiame pere (y),q; Osapere (yy)yem
nii, et
lim Ha*+b*+cw* >lim’ ol -
ueM yy 4 uem yy

Seevastu, kuna ruumil X on omadus M*(a, B, ¢), siis

*

i s oo+ 507 < g
yg})}T ay, +by" +cw yg})}T Y
Saadud vastuolu pdhjendab, et ruumil X/Y on omadus M*(a, B, c). O

3.2. Banachi ruumi M(a, B, c)-vorratus

Olgu X Banachi ruum. Operaatorit wx = jx: (jx)* : X™** — X™** nimetatakse
ruumi X*** loomulikuks ehk kanooniliseks projektoriks (ruumile X™*).

Definitsioon 61. Banachi ruumi X nimetatakse M-ideaaliks oma teises kaas-
ruumis, kui ruumi X*** iga elemendi x*** korral

Naiteks raamatus [[15], 1k. 105, on téestatud, et Banachi ruum ¢y on M-ideaal
oma teises kaasruumis.

Uldistame M-ideaali definitsiooni nii, et ta oleks kooskélas jaotises 3.1 toodud
omaduse (M") iildistamisega omaduseks M*(a, B, ¢).
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Definitsioon 62. Olgu X Banachi ruum. Utleme, et ruum X rahuldab M(a, B, c)-
vorratust, kui vorratus

|lax™* + brryx x™ || + ¢ ||7rxx™ || < ||| Vbe B

kehtib iga x*** € X™** korral.
Artiklis [23]] on toodud &dra jairgmine lause.

Lause 63. Olgu X Banachi ruum. Kui ruumil X on omadus M*(a, B, ¢), siis ruum
X rahuldab M(a, B, c)-vérratust.

Uksikasjaliku tdestuse lausele leiab lugeja bakalaureusetoost [27]. See
tdestus on analoogiline raamatus [15], 1k. 298, toodud tdestusega alljargnevale
lausele [64l Et lause [63] on iildisem, saame lause [64 siit juba jédreldusena.

Lause 64. Olgu X Banachi ruum, millel on omadus (M™). Siis X on M-ideaal oma
teises kaasruumis. O

Lausete [67] ning [69 tOestamiseks tsiteerime Gpikust [24], lk. 181, jargmise
tulemuse.

Lause 65. Olgu X ja Y Banachi ruumid ning A € L(X,Y) operaator. Kehtib vordus
A™jx = jyA.

Veel ldheb meil tarvis jargmist héstituntud tulemust (vt. néiteks [[7], k. 90,
il. 3.22), mille me téielikkuse huvides esitame koos toestusega.

Lause 66. Olgu X ja Y Banachi ruumid ning T € L(X,Y') operaator.

1) Kui T on isomeetria, siis T* on isomeetria.

2) Kui T on isomeetriline kujutus, siis T** on isomeetriline kujutus.

TOESTUS. Vaite[l]) toestuseks nditame, et kehtib vordus T(By ) = By. Toepoolest,
kuna T on isomeetria, siis T~! : Y — X on samuti isomeetria, sest ta on bijekt-
sioon (kuna T on bijektsioon) ning ||T~!(Tx)|| = ||x||, x € X. Niisiis mistahes

elemendi y € Y korral kehtib HT‘lyH = ||ly||, mis annabki vérduse T(Bx) = By.
Niitid saame vorduse

1Ty || = sup |y"(Tx)| = sup [y" ()| = [ly*ll,  y" Y

x€Bx YEBy
Et mistahes x* € X* korral véime defineerida y* = x*T~! € Y* ning
(T*y) (x) = y* (Tx) = x* (T—l(Tx)) =x'(x), «x€X
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siis on T* ka siirjektsioon. Jarelikult on T* isomeetria.

Viite ) toestuseks vaatleme kujutusﬁ To : X — ranT. Kujutus T on
isomeetria, jarelikult meie lause viidet [I) kaks korda rakendades saame, et
kujutus Tg* : X** — (ranT)™" on samuti isomeetria. Tahistame niiiid tihega
i:ranT — Y loomuliku sisestuse iy =y, y € ranT.

Pohjendame, et i** on isomeetriline kujutus. Selleks kasutame ka Hahn-
Banachi teoreemi. Mistahes y** € Y** korral saame, et

[y = sup [((7y™) ()| = sup [[y™ (x| =
x*GBX* x*eBx*
= sup [ly" (x7y)ll = sup [y @) = lly™I.
X*GBX* ]/*EBy*

mis tdhendab, et i** on isomeetriline kujutus.
On jadnud nentida, et T** = (iTp)** = i**T;* on isomeetriline kujutus. O

Lause 67. Olgu X Banachi ruum, mis rahuldab M(a, B, ¢)-vérratust. Olgu Y ruumi
X kinnine alamruum. Siis ruum Y rahuldab M(a, B, c)-vérratust.

TOESTUS. Olgu tiidetud lause eeldused. Me peame nditama, et loomulik projek-
tor 7ty rahuldab tingimust

lay™" +brryy

| +cl|myy™| < ly

iga y*™* € Y*** korral. Téhistame tdhega i : Y — X loomuliku sisestuse, mis on

defineeritud vordusega iy = y € X iga y € Y korral. Siis muuseas i* : X* — Y~,
Y™ — X oning i 0 XU — YL Samuti (FxT) (y) = x¥ (iy) = x* (v),
st. i*x™ = x*|y iga x* € X* korral.
Naitame, et kehtib 7ryi*** = i***7rx. Kasutades kaks korda lauset [65] saame
rrx o= ke (7x)7 = vt (x) = v (k)T =
= Jy- ()" = jy= (y) i7" = mryi™.

Lause [66 p6hjal on i** isomeetriline kujutus.

Fikseerime niitid vabalt y***

Sokok | kokk K%k

€ Y*** ning leiame funktsionaali x*** € X***
nii, et i**x = Y™ ja ||| < ||ly*F||. Selleks tdhistame stimboliga

$ok ok Skok Kk

z"* € (rani™)" funktsionaali, mis kiitub elementidega i**y** € rani™*, kus
y** € Y** on suvaline, jargnevalt:

okk [k Kok
z7

YT =yt ().

°Kirjanduses nimetatakse kujutust T : X — Y vaadelduna kujutusena T : X — Z, kus
ranT C Z, esialgse kujutuse T : X — Y astriktsiooniks (ingliskeelne termin on astriction).
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Siis |27 (Y™ ) < Hly™ ™ L = ly™ [ 17"y ™[], millest

*ok ok
[l

= sup (YY) <
i**y**EBrani**

ly

N

y

Sup
i**y**eBrani**

= ly

Jatkame funktsionaali z*** alamruumilt ran** normi siilitavalt ruumile X**
funktsionaaliks x*** € X***, Siis saame, et

ning
[l = M2 < My ™l
Nuid
||ﬂy***+b7'[yy***|| +C||7Tyy***|| — ||ai***x***+b7ryi***x***|| +
+c Hnyi***x***u —
— HZ*** (ax***)+i*** (bnxx***)H +

+c ||z***7'cxx***|| <

+e|mxa) <
< <
<yl

mis pohjendabki, et ruum Y rahuldab M(a, B, c)-vorratust (kasutasime, et

171 = ll#ll = sup [liy|| = sup [ly|| = D.
yEBy yE€By

Lause [67] dsjavaadeldud tdestus on analoogiline raamatus [[15], lk. 111, too-
dud tdestusega alljargnevale lausele Et lause [67 on tildisem, saame lause
siit juba jareldusena.

Lause 68. Olgu X Banachi ruum, mis on M-ideaal oma teises kaasruumis. Kui Y on
ruumi X kinnine alamruum, siis ka ruum Y on M-ideaal oma teises kaasruumis.

Lause 69. Olgu X Banachi ruum, mis rahuldab M(a, B, ¢)-véorratust. Olgu Y ruumi
X kinnine alamruum. Siis ruum X/Y rahuldab M(a, B, c)-vorratust.
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TOESTUS. Olgu tdidetud lause eeldused. Me peame nditama, et loomulik projek-
tor 7ty /y rahuldab tingimust

< [l

lax™* + broy jy x| +c|| Tty x
iga x™* € (X/Y)™" korral. Tahistame tdhega g : X — X/Y faktorkujutuse, mis
on defineeritud vordusega q(x) = x+Y, x € X. Siis muuseas g% : (X/Y)* — X",

Naitame, et kehtib xg™" = ¢""* 7ty ,/y. Kasutades kaks korda lauset 65, saa-
me

T rxyy = 0 iy Gxy)” = ixq” Gxsy)” = ix (xvg)” =

= jx- (77x)" = jx= (jx)" g™ = mxq™

Paneme tihele, et g* on isomeetriline kujutus. Téepoolest, mistahes funktsio-
naali z* € (X/Y)* korral

lg°z"[| = sup [(q72%) (x)| = sup |2" (qx)| = sup [|2"(x+Y)| = [|2"[],

[lxfl <1 [lxfl <1 l+Y| <1

kusjuures ahelvorduse eelviimase vorduse pohjenduseks vt. nditeks [24]], 1k. 145.
Niilid on lause 66 pohjal 4*** isomeetriline kujutus.
Olgu x™** € (X/Y)***, sel juhul kehtib

K%k

lax™ + brox jyx™ || + ¢ [[rx ™| = [lg7 (ax™ + brrx yx™)|| +
+C||q***7'f XY x***” —
— ||aq*** LR P q*** ***H+
+C||7T q*** ***H
< =
= ||X***||

mis pohjendabki, et ruum X/Y rahuldab M(a, B, ¢)-vorratust.

Lause [69 dsjavaadeldud tdestus on analoogiline raamatus [[15], lk. 112, too-
dud toestusega alljargnevale lausele Et lause [69 on iildisem, saame lause
siit juba jareldusena.

Lause 70. Olgu X Banachi ruum, mis on M-ideaal oma teises kaasruumis. Kui Y
on ruumi X kinnine alamruum, siis ka faktorruum X/Y on M-ideaal oma teises
kaasruumis.
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3.3. Banachi ruumi M(r,s)-vorratus

Selle jaotise pohimdiste on sisse toodud artiklis [[I]]. Olgu r, s € (0, 1] fikseeritud
reaalarvud.

Definitsioon 71. Utleme, et Banachi ruum X rahuldab M(r, s)-vérratust, kui tin-
gimus

kehtib iga x*** € X*** korral.

Jareldus 72. Olgu X Banachi ruum. Ruum X rahuldab M(1,1)-vorratust parajasti
siis, kui ruum X on M-ideaal oma teises kaasruumis.

TOESTUS. Rahuldagu ruum X M(1, 1)-vOrratust, siis

***H + ||x>|<>|<>k . 7TXX***|| < ||x***|| —

||7Txx

*ok ok

. n_Xx***H ,

S ™+ lx
mis tdhendab, et ruum X on M-ideaal oma teises kaasruumis.

Olgu ruum X M-ideaal oma teises kaasruumis. Siis on definitsiooni [/]] vorra-
tus (B.1) rahuldatud vordusena. O
Lause 73. Olgu X Banachi ruum. Ruum X rahuldab M(r,s)-vorratust parajasti
siis, kui ruum X rahuldab M(s, {—s}, r)-vorratust.

TOESTUS. Rahuldagu ruum X M(r, s)-vOrratust. See tdhendab, et ruumis X keh-
tib tingimus

***|

||Sx>|<>|<>k — STy |+r||7rxx***|| < Hx***H \v/x*** e X***,

mis langeb tapselt kokku M(s, { —s}, r)-vOrratuse definitsiooni néudega. O

Jareldus 74. Olgu X Banachi ruum ning Y ruumi X faktorruumi kinnine alam-
ruum. Kui ruum X rahuldab M(r,s)-vorratust, siis ka ruum Y rahuldab M(r,s)-
vorratust.

TOESTUS. TOestatava viite saame lausete jal69vahetu rakendamise tule-
musena. O
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3.4. Dixmier’ karakteristik

Banachi ruumi X kaasruumi X* alamruumi V karakteristiku moiste toi sisse Dix-
mieff oma 1948. aasta artiklis [4].

Definitsioon 75. Olgu X Banachi ruum ning V kaasruumi X* alamruum. Suurust
r(V) = max {r >0 : rBx C Ew*}

nimetatakse alamruumi V C X* Dixmier’ karakteristikuks ehk karakteristikuks.
Definitsioon [/5] on korrektne, see tdhendab, hulgas

{r >0 :rBxs C B_Vw*}

leidub suurim element. Sest kui r,Bx- C By igan € N korral, kus r,, / r, siis
ka rBx+ C By . Téepoolest, olgu r,Bx+ C By igan € N korral, kus r, / .
Fikseerime x* € X* selliselt, et ||x*|| < r. Tarvis on niidata, et x* € By" . Me

* . T
iga n € IN korral, sest H%x* < ry, n € IN. Kuna

rn -—w
saame, et —x* € By
r

n

2t (x) = x° (%) <

’—”—1‘ x*(x)| =0, xe€X,
v n

rn * ’(,U* * —w* ~ o . .o
—x" —x*. Et By on x-norgalt kinnine, siis
r n

siis leiab aset koondumine

x* € By .

Taielikkuse huvides anname Dixmier’ karakteristikule ka teise arvutuseeskir-
ja. Teoreemi [/7] toestus parineb samast artiklist [4] (vt. [4, teoreem 7]), kuid me
esitame ta monevorra kaasaegsemal kujul. Toestuses vajame ka Hahn-Banachi
teoreemi geomeetrilist versiooni (vt. nditeks [32], 1k. 172).

Teoreem 76 (Hahn-Banachi teoreemi geomeetriline versioon). Olgu X lokaalselt
kumer ruum, U kinnine absoluutselt kumer hulk ruumis X ning xo € X \ U. Siis
leidub f € X* selliselt, et

|f (x0)[ > sup | f(x)].

xel

Teoreem 77. Olgu X Banachi ruum ning V kaasruumi X* alamruum. Siis

r(V) = inf sup [x"(x)|.

XESx x*€By

®Jacques Dixmier (1924), prantsuse matemaatik.
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TOESTUS. Naitame, et insf sup |x*(x)| = r(V). Olgu (V) > 0 (kui r(V) = 0,
YEOX x*€By

kehtib viide triviaalselt) ning olgu xg € Sx valitud suvaliselt. Siis Hahn-Banachi

teoreemi jarelduse kohaselt leidub f € X* selliselt, et |[f|| = r(V) ning

f(xg) = r(V). Valime suvaliselt arvu € > 0 ja tdhistame
Uy = {x" € X"« [x"(x0) — f(x0)| < ¢},

st. U; on funktsionaali f +-nérk e-imbrus. Kuna r(V)Bx- C B—Vw*, siis f € B—Vw*
Sulundi definitsiooni kohaselt leidub x* € By selliselt, et x* € LI;? Osutub
niisiis, et oleme leidnud sellise x* € By, et |[x*(xg) —r(V)| < ¢, millest
|x*(x0)| = r(V) —e. Seega sup |x*(x)| > r(V) igasuguse x € Sx korral, st.

x*€By
inf sup [x*(x)| = r(V).
xeSx x*€By
Tahistame s = inf sup |x"(x)| ning nditame, et r(V) > s. Selleks piisab
XESx x*€By

niidata, et sBy- C By . Oletame vastuviiteliselt, et nii ei ole, siis leidub

funktsionaal f € X* selliselt, et || f|| = s, ent f ¢ By . Hahn-Banachi teoreemi
geomeetrilise versiooni (vt. teoreem pohjal leidub punkt x € X nii, et
|f(x)] > sup |x*(x)|. Funktsionaali ja supreemumi homogeensuse tottu

x* GWW*
voime iildisust kitsendamata eeldada, et ||x|| = 1. Siis aga

sup |x*(x)| =5 = [f(x)] > sup |x"(x)[ > sup [x"(x)],

* ok *
x*EBy By x*€By

mis on voimatu. Jaab {ile teha jareldus, et peab kehtima r(V') > s. O

Lause 78. Olgu X Banachi ruum ning V kaasruumi X* alamruum. Siis r(V) < 1,
kusjuures r(V') = 1 niipea, kui iga x € X korral

€]l = sup |x*(x)].

x*€By
TOESTUS. Kasutades teoreemi [/7/], saame lause eeldustel

r( ) XIGI-}SXxilelEVbC (x)| h xler}SXx*S;gj(* ’x (x)’ xlel’}SXHxH

Viite teises pooles antud eeldustel on ahelas vorratusmargi kohal vordus. O

Kirjeldame niitid Banachi ruumi kaasruumi koiki kinniseid maksimaalseid
parisalamruume.
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Lemma 79. Olgu X Banachi ruum ning V kaasruumi X* kinnine maksimaalne
pdrisalamruum. Siis leidub x** € Sy nii, et V = ker x™*.

TOESTUS. Olgu V' C X* kinnine maksimaalne périsalamruum. Jarelikult
leidub element xj € X* nii, et x; ¢ V. Kuna V on kinnine alamruum, siis
leidub Hahn-Banachi teoreemi jarelduse pohjal funktsionaal x;* € X** nii,
et XS*(XQ*: 1jaV C kerxy*. Sel juhul ||x;*|| # 0 ning vGime normeerida
X , . :
Xt = ﬁ. Niid [|x**|| = 1ja V C kerx**. Valides aga suvalise x* € X*\ V
X
0
nii, et x**(x*) = 0, oleme x™*(x;) # 0 tottu leidnud ruumi X* périsalamruumi
span (V U {x*}) 2 V, mis on V maksimaalsuse tdttu vdimatu. Jérelikult

V = ker x**. O

Artiklis [23] (vt. [23] 1k. 2817-2818]) on tdestatud lemma [B1], mida vajame
kdesoleva magistritoo iihe pohitulemuse — teoreemi [83] - toestamisel. Lemma
toestuse lahtikirjutamiseks tsiteerime koigepealt artiklist [[9] jargmist tulemust
(vt. [9], lause 2.3).

Lause 80. Olgu X Banachi ruum, a > 0 ja A € K. Jdrgmised tingimused on
samavddrsed:

(1) HIX — /\7Tx|| <a.
(2) Mistahes x** € X** korral eksisteerib pere (x,) C X, nii, et x, WLt ning
v

limsup ||x™* — Axy || < a|x
v

Lemma 81. Kui Banachi ruum X rahuldab M(a, B, c)-vorratust, kusjuures
max |B| + ¢ > 1, siis

r(V) < 1

— <1
= max |B| +c¢

iga kinnise pdrisalamruumi V C X* korral.
TOESTUS. Dixmier’ karakteristik on monotoonne, st. sisalduvusest V C W jarel-
dub vorratus r(V) < r(W). See vdide on ilmne karakteristiku definitsioonist, sest
By C By, kuiVCW.

Jarelikult piisab lemma védide tdestada ainult kinniste maksimaalsete pa-

risalamruumide jaoks, mille ildkuju on lemma pohjal V. = kerx™*, kus
x** C Sx+». Tahistame siis § = max |B| = bsgn b mingi b € B korral, kus

| x|
sgnx =< ' x #0,
0, x=0.
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Margime, et a > 0, sest kui a = 0, siis seetottu, et ruum X rahuldab M(a, B, ¢)-
vorratust, saaksime
B+c = (B+o)lnxl = sup (B+c)|lmxx™| =
x***EBX***
= sup  ([[brrxx™ || + ¢ || mxx™]) <
X***GBX***

< sup [T <,
X***GBX***

mis on vastuolus eeldusega f+¢ > 1.
Me saame vorratuse

||(a sgnb+ Brrx +crrx)x™ ||

< |sgnb|||(a+brx)x™ || +cl|txx
< ||x***|| W X***
S

ning seega, jaganud vorratuse 1dbi suurusega |a sgn b| = a, korrastanud vasakul
pool ning votnud supreemumi iile ||x***|| < 1, jouame vorratuseni

+C

1
Ix*** =+ < —
a

a sgnbﬂx

Lause B0 pohjal jareldub saadud vorratusest, et eksisteerib pere (x,) C By, mille

w* . .
korral x, — x** ruumis X** ning

ﬁ+c

< p (3.2)
a sgnb

lim sup
v

Niitid saame, jitkates nagu artiklis [9] oleva lause 2.7 toestuses, pidades sil-
mas vorratust (3.2]) ja asjaolu

xfeV=x"(x")=0,
et

(B+c)r(V) < asgnb- ‘B inf sup [x"(x,)| =
x*€By

b
= ainf sup |x <ﬁ+c )’—
Y x*eBy asgnb
= ainf sup |x™ (x*) +x" (‘B+C ))<
Y x*eBy a sgnb
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Bre
a sgnb

B+c
asgnb

. *x
< ainf |[|x™ +

v

AN

< alimsup ||x™ +

v

Xv|| &

< 1

mida oligi tarvis toestada. O

3.5. Godefroy-Saphari teoreemi lildistus ja selle toestus

Alljargnevas esitatud teoreemi [B3]toestus kasutab artikli [23] tehnikat, kusjuures
toestusskeem on analoogiline artiklis [10] tooduga.

Koigepealt toestame tdielikkuse huvides ihe tildtuntud fakti.

Lemma 82. Olgu X Banachi ruum ning T € K(X). Koondugu tokestatud pere
(x;) C X* %-norgalt elemendiks x; € X*. Siis leiab aset koondumine T*x;, — T*x}
v

ruumis X*.
TOESTUS. Schauderi teoreemi p&hjal on operaator T* kompaktne. Et x — x7,
v

siis pere (T"x;,) = (T"x;),cn koondub *-norgalt elemendiks T*x;. Téepoolest,
(T*x;) (x) = x;(Tx) — x5 (Tx) = (T*xg) (x) Vx € X.

Oletame vastuvditeliselt, et pere (T*x}) ei koondu elemendiks T*x. Siis lei-

dub € > 0 ja pere (T*x;) osapere (T*x;) o nii, et
e

HT*x; ~Txgl e Wpem. (3.3)

*

K
T* kompaktne), siis saame perest (T*xﬁ) valja eraldada koonduva osapere

Kuivord pere (x ) on tokestatud (sest pere (x;) on tokestatud ja operaator

(T*x}) ce- Tdpsemalt, leidub y* € X* nii, et T*ijy* ruumis X*. Sellest

jareldub, et T*x} wT>y*. Arvestades, et *-nork topoloogia on eralduv, saame
y* = T*x;. Niitid aga T"x} ~ T*xy ruumis X*, mis on vastuolus tingimusega
15.3). O

Teoreem 83. Rahuldagu Banachi ruum X M(a, B, ¢)-vorratust ning kehtigu vor-
ratus max |B| + ¢ > 1. Kui ruumil X leidub A-kommuteeruv tokestatud kompaktne
aproksimeeriv pere (T,), kusjuures A < max |B| + ¢, siis pere (T,) on pingul.
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TOESTUS. Olgu tdidetud teoreemi eeldused. Meil tuleb néidata, et
Tyx* — x* Vx* e X .
1%
Kuna T,x — x koigi elementide x € X korral, siis leiab aset koondumine
14
TFx* = x* ruumis X* kdigi x* € X* jaoks.
1%

Téhistame ruumi X* alamruumide T, (X*) poolt tekitatud kinnise alamruumi

V =span | T (X*).
v

Toestame koigepealt, et vajalik koondumine leiab aset ruumi V elementide
korral, see tihendab

Tyjo—v YoeV.
1%

Olgu antud suvaline v € V. Fikseerides vabalt arvu ¢ > 0, leiame elemendi
€ €
: T (X* lliselt, et ||x5 — < — < =. See tidhendab, et
Xy € spanLVJ (X)) selliselt, et ||[xg — ol 3 5 See tahendab, e
xp = T,x" mingi x* € X" ja indeksi y jaoks. Koondumisest T x" ©L jareldub
14
lemma B2l pohjal koondumine

Tyxg =T, T,x" = T, Tyx" - T,x" = xq,

kasutasime, et T, T, = (T, Ty)" = (T, T,)" = T,,T,. Siis aga

limsup ||Tyv —v|| < <limsup||Tj||) |l — x§|| +limsup || Ty x5 — xp|| +
14 1% 14
+[lxg — ol <

< A-%+O+§:s,

mis tdhendab, et limsup || T, v — v|| = 0 ning jarelikult T, v — v.
v 1%

Toestuse l6petamiseks piisab ndidata, et tegelikult V' = X*. Kui kehtiks
V # X*, siis lemma kohaselt rahuldaks ruumi V Dixmier’ karakteristik
vorratust

1
V) ———.
r(v) max |B| + ¢
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See pole aga voimalik. Téepoolest, kuna

0 < limsup ||Ty|| £ A < max|B| +c¢,
14

siis minnes iile osaperele (indeksitdhise v jitame loetavuse huvides muutmata),
saame

0 < 7:=lim||Ty| < max|B|+c.
v

Sel juhul aga kehtib koondumine

Tyx* w x* .
T T EBe G4

sest

Trx(x)  x*(x) (T7x —x*) ()] | [T = [Tl [ ()]

< +
h 1Ty | 1Ty ][ v

ITy]| T
Vx € X, x* € Bxs.
Ty T* *
Koondumisest (B.4) jareldub vorratuse H]%XH < H ng,H‘T “ < 1 tottu, et
14 1%
x* —w* *
— € By Vx* € Bxx.
T
Jérelikult #(V) > 1/7 ning seega
1
V > Pl
r(v) max |B| +c¢
mis lopetab soovitud vastuolu konstrueerimise. O
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PEATUKK 4

Jareldused Godefroy-Saphari teoreemi
uldistusest

Selle peatiiki pohiteoreemiks voib pidada teoreemi[I06); siiski on peatiiki iildees-
margiks pakkuda peatiiki 3] pohiteoreemile — teoreem B3] — voimalikult laialdasi
rakendusi.

Teoreemist 83| tehtavad jareldused jagunevad nelja liiki. Esiteks kasutame eri-
juhte teoreemi 83 eeldustest, voi siis piisavaid tingimusi, mis garanteerivad eel-
duste tdidetuse. Teiseks toome selles peatiikis sisse Radon-Nikodymi omaduse
moiste ning jareldame seda kasutades artiklite [23] ja [10] tulemuste pohjal
teoreemist B3 teoreemi Kolmas liik jareldusi vaatleb juhtumit, kus teoree-
mi eelduste tididetus kandub ruumilt Y iile ruumile X olukorras, kus nende
ruumide vahel leidub sobivate omadustega isomorfisme (tdpsemalt, ruumide X
ja 'Y vaheline Banach-Mazuri kaugus on piisavalt vaike). Neljas jarelduste liik on
seotud ideaalide ja ideaaliprojektoritega; siin kasutame suures ulatuses artiklis
[23] toestatud tulemusi.

4.1. Radon-Nikodymi omadus ja eksponeeritud punktid

Kéesolev jaotis tugineb PhelpsiE] raamatule [25]. Siin toome sisse moned mois-
ted ja tulemused Banachi ruumi ja tema kaasruumi geomeetriast, mida vajame
jaotises 4.4l Margime, et Phelps viib oma késitluse 14bi reaalses Banachi ruumis;
kasutamaks tema moisteid ja tulemusi meie juhtumil, vaatleme selles jaotises
funktsionaalide x* asemel sisuliselt reaalvairtustega funktsionaale Re x*.

Definitsioon 84. Olgu X Banachi ruum, A C X mittetiihi alamhulk ning arv

1Robert Ralph Phelps (1926), ameerika matemaatik.
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Rex*(x) = supRex"(a)
acA
Rex*(x) = supRex"(a) —ua
acA

Joonis 4.2: Illustreeriv kujutlus viilu S(x*, A, ) kohta

x > 0 ja funktsionaal x* € X* valitud suvaliselt. Hulga A viiluksd S(x*, A, «)
ruumis X nimetatakse hulka

S(x*,A,a) ={x € A : Rex"(x) > supRex"(a) —a}.
acA

Olgu A C X* mittetiihi alamhulk ning arv &« > 0 ja element x € X valitud
suvaliselt. Hulga A x-norgaks viiluks S(x, A, «) ruumis X* nimetatakse hulka

S(x,A,a) ={x* € A : Rex"(x) > sup Rea*(x) —a}.
ateA

Joonisel 4.2] on illustreerivalt kujutatud osa hulgast A koos tasemejoontega

Rex*(x) = supRex"(a) — « ja Rex*(x) = supRex*(a). Viilu S(x*, A, «) moo-
acA acA

dustavad parajasti hulga A need punktid x, mille korral suuruse Re x*(x) véartus

jaab toodud tasemejoonte vahele.

Definitsioon 85. Utleme, et Banachi ruumi X mittetithi alamhulk A on vii-
lutata\E, kui mistahes arvu ¢ > 0 korral leidub x* € X* ning a« > 0 nii, et
diam S(x*, A, ) < .

Utleme, et Banachi ruumi X kaasruumi X* mittetiihi alamhulk A on %-norgalt
viilutatav, kui mistahes arvu ¢ > 0 korral leidub x € X ning a« > 0 nii, et
diam S(x, A, a) < e.

2Vastav ingliskeelne termin on slice.
3Vastav ingliskeelne termin on dentable.
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Definitsioon 86. Oeldakse, et Banachi ruumi X mittetiihjal alamhulgal A on
RadonH-Nikod)?mlﬁ omadus, kui hulga A mistahes mittetiihi tokestatud alamhulk
on viilutatav.

Jargnevad kaks teoreemi esitame tdestuseta.

Teoreem 87. Banachi ruumi X kaasruumil X* on Radon-Nikodymi omadus pa-
rajasti siis, kui ruumi X* mistahes mittetiihi tékestatud alamhulk on *-nérgalt
viilutatav.

Teoreem 88. Banachi ruumi X kaasruumil X* on Radon-Nikodymi omadus para-
jasté siis, kui ruumi X mistahes separaabli alamruumi Y kaasruum Y™ on separaa-
bel.

Definitsioon 89. Olgu C Banachi ruumis X kinnine kumer hulk. Punkti x € C

nimetatakse tugevalt eksponeerituks, kui leidub funktsionaal x* € X*, x* # 0,

nii, et x € S(x*,C, ) iga & > 0 korral ning lil’l’(l) diam S(x*, C,a) = 0. Funktsio-
a—

naali x* nimetatakse tugevalt eksponeerivaks funktsionaaliks ning 6eldakse, et x*
eksponeerib tugevalt punkti x.

Olgu C C X* kinnine kumer hulk. Funktsionaali x* € C nimetatakse *-norgalt
tugevalt eksponeerituks, kui leidub punkt x € X, x # 0, nii, et x* € S(x,C, a) iga
« > 0 korral ning lin% diam S(x, C,a) = 0.

K—

Definitsioon 90. Olgu C C X kinnine kumer hulk. Punkti x € C nime-

tatakse eksponeerituks, kui leidub funktsionaal x* € X*, x* # 0, nii, et

Rex*(x) = supRex*(c) ning Rex*(y) < supRex™(c) igay € C, y # x, korral.
ceC ceC

Selliselt kirjeldatud funktsionaali x* nimetatakse eksponeerivaks funktsionaaliks

ning 6eldakse, et x* eksponeerib punkti x.

Olgu C C X* kinnine kumer hulk. Funktsionaali x* € C nimetatakse *-nérgalt

eksponeerituks, kui leidub punkt x € X, x # 0, nii, et Rex™(x) = sup Rec"(x)
c*eC
ning Rey*(x) < sup Rec*(x) igay* € C, y* # x* korral.
creC

Joonisel B.3] on illustreerivalt kujutatud osa hulgast C koos eksponeeri-
tud punktiga x € C ning eksponeeriva funktsionaali x* reaalosa vaartuste
tasemejoontega Re x*(x) ja Rex*(y), kus y # «x.

Kinnise kumera hulga C C X koigi (tugevalt) eksponeeritud punktide hulka
tdhistame vastavalt sexpC ja expC. Kinnise kumera hulga C C X* koigi

4Johann Radon (1887-1956), téehhi matemaatik.

>Otto Marcin Nikodym (1887-1974), poola matemaatik.

®Mbistevorgu tiielikkuse huvides mérgime, et tihti nimetatakse Banachi ruumi X, mille mis-
tahes separaabli alamruumi Y kaasruum Y* on separaabel, Asplundi ruumiks.
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x €exp C
Re x*(x) = supRe x™(c)
ceC

Rex'(y), y#x

Joonis 4.3: Illustreeriv kujutlus eksponeeritud punkti x kohta

x-norgalt (tugevalt) eksponeeritud funktsionaalide hulka tdhistame vastavalt
w*-sexp C ja w*-exp C.
Jargneva teoreemi votame tOestuseta.

Teoreem 91. Banachi ruumi X kaasruumil X* on Radon-Nikodymi omadus para-
jasti siis, kui iga *-norgalt kompaktse kumera alamhulga C C X* korral kehtib

C = conv" (w*-sexp C).

4.2. Radon-Nikodymi omadus ja M(a, B, c)-vorratus

Selle jaotise pohitulemus — teoreem — sisaldub artiklis [23 teoreem 4.1,
1°°=-1°, ja selle toestus]. Kdesolevas anname temale iiksikasjalikult lahtikirju-
tatud toestuse.
Lemma 92. Olgu X separaabel Banachi ruum. Siis leidub separaabel kinnine alam-
ruum V C X* selliselt, et || x| = sup |x*(x)| iga x € X korrall.

x*EBy

TOESTUS. Ruumi X separaablus tdhendab, et X = {x; : k € IN}. Téhistame

0 Q kuiK =R,
1 Q+iQ, kuiK = C.

Meie jaoks on oluline asjaolu, et 0=K ning et hulk © on loenduv.

Mistahes k € IN korral kasutame teoreemi piisavast arvust funktsionaalidest
ning leiame x; € X* selliselt, et x; € Sx+ ning x;(xx) = |[|x||. Me valime
V =span{x; : k € N}, siison V C X* kinnine alamruum, kusjuures

n
V= {qux; :neN, g€ Q,ke{l,...,n}}
k=1

’Kirjanduses deldakse sellise alamruumi V C X* kohta, kus ||x|| = sup |x*(x)| iga x € X
x*€By
jaoks, normeeriv alamruum (ingliskeelne termin on norming subspace).
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on selles koikjal tihe iilimalt loenduv hulk.

Veendumaks, et )V on iilimalt loenduv, avaldame ta iihe-elemendiliste hulkade
loenduva iihendina:

v=U U {Easl

neN g€ (k=1

Niitamaks, et V = V), fikseerime vabalt funktsionaali x* € V ja arvu ¢ > 0.

n
Siis leidub x5 = Y _ Zxxp € span{x} : k € N} selliselt, et
k=1
" = xll < 2
0 2
Niiiid on jaanud K = Q péhjal leida lahendid qr, k =1,...,n, selliselt, et

s

8k — qx| < , k=1,...,n.
2n||xg]]
Kokkuvottes
n
Y qxi eV
k=1
ning
n n n
X' ) aex|| <l =gl ) Gl — ) x| <
k=1 k=1 k=1
€ & .
< Sy la - adll <
k=1
nagu soovitud.
Veendume 16puks, et ||x|| = sup |x*(x)|. Fikseerime x € X. Sulundipunkti

x*€By
kirjelduse kohaselt saame mistahes arvu ¢ > 0 korral leida elemendi x; nii, et

lx — x¢|| < % Jarelikult

s
el <l = el + el < 5+ e ()| < 5+ sup |27 (x| <
2

x*€By

/AN N[ m

€ * *
< 5 sup ([0 ()]+ 27 (g — x)])
x*€By

66



< o+ sup [x*(x)] + sup ¥ (i — )| <
2 x*€By x*€By

A\

3
S g+ sup [x7(x)] + [l — ]
x*€By

€ 3
< —+sup [x(x)|+= =
2 ecpy, 2
= sup |[x"(x)|+e.

x*€By

Protsessis ¢ — 0+ saame ||x|| < sup |x*(x)|.

x*€By
Teiselt poolt ilmselt
x| = sup [x"(x)] > sup [x"(x)].
X*E€Byx x*€By
Kokkuvédttes ||x|| = sup |x"(x)|, nagu soovitud. O

x*€By
Teoreem 93. Kui Banachi ruum X rahuldab M(a, B, c)-vérratust, kusjuures
max |B| + ¢ > 1, siis kaasruumil X* on Radon-Nikodymi omadus ja

X* = span (w"-sexp Bx+).

TOESTUS. Oletame, et ruumis X* leidub kinnine péarisalamruum V nii, et iga
x € X normi saame arvutada kujul

|x|]| = sup [x*"(x)]. 4.1)

x*€By

Siis lause [Z8 pohjal (V') = 1. Teiselt poolt, lemma BT] pohjal kehtib meie eeldus-
tel (V) < 1, mis tdhendab, et sellist kinnist parisalamruumi V ei leidu. Seega
vV =X".

Ruumi X mistahes separaabli alamruumi Y kaasruum Y™ sisaldab lemma
pohjal niisugust separaablit kinnist alamruumi V, et ||y| = sup |y*(y)| iga

y*€By

y € Y korral. Jarelikult, pidades silmas kaesoleva toestuse esimest 16iku ning as-
jaolu, et lause [67] pohjal paranduvad meie teoreemi eeldused ka kinnisele alam-
ruumile, on ruumi X separaabli alamruumi Y kaasruum Y* vérdne alamruumiga
V, seega ise samuti separaabel. See aga tdhendab teoreemi [88] pohjal, et kaas-
ruumil X* on Radon-Nikodymi omadus.

Alaoglu teoreemi (vt. teoreem [57) pohjal teame, et iihikkera By on *-norgalt
kompaktne. Kasutame niitid teoreemi @1] ja saame, et

PPt
Bx+ = conv” (w*-sexp Bx+).
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Tahistame V = span (w”-sexp Bx+) ning nditame, et vordus &ID kehtib iga
x € X korral.
Fikseerime arvu ¢ > 0. Kdigepealt leiame funktsionaali x;j € Bx- selliselt, et

&
Il < 3(6)] + 5

Niiiid sisalduvust x; € conv" (w*-sexp Bx-) kasutades leiame funktsionaali
. € ~
x* € conv (w*-sexp Bx+) selliselt, et |x5(x) — x*(x)| < 5 Kokkuvottes

el < 1265 ()] + 5 < I () + [ () = X ()] + 5 < [ ()] e,
millest sisalduvuse

x* € conv (w*-sexp Bx+) C span (w*-sexp Bx+) C V
tottu

Jxll < sup |x*(x)] +e
x*€By

Jarelikult kehtib ahelvorratus

[x[| < sup [x*(x)[ < sup |x"(x)| = [[x]],
x*€By x*€Byx
millest jareldubki vordus @.1)).
Pidades silmas kdesoleva tOestuse algusosa, jadab ainsa voimalusena, et
VvV =X". 0
Jareldus 94. Olgu X Banachi ruum, mis rahuldab M(a, B, ¢)-vorratust, ning keh-
tigu max |B| + ¢ > 1. Kui ruumil X leidub meetriline (kompaktne) aproksimeeriv
pere, siis see pere on pingul.
TOESTUS. Olgu (T,) C L£(X) vastavalt 16plikumodtmeliste voi kompaktsete ope-
raatorite pere, mille korral T, x — x, kui x € X, ning sup ||T,|| < 1. Teoreemi
v v

pohjal

X* = span (w*-sexp Bx+),

seega piisab ndidata koondumine T, x* — x™ ainult k&igi x* € By- jaoks, mille
korral leidub x € X, x # 0, nii, et x* € S(x, Bx+, «) mistahes arvu « > 0 korral
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ja lim diam S(x, Bx+,«) = 0 (vt. definitsioon B9). Taoline element x rahuldab

a—0

mistahes arvu « > 0 korral tingimust

sup Re f(x) —Rex"(x) < a.
fGBX*

Fikseerime arvu ¢ > 0. Siis leidub selline arv a, > 0, et iga element
y* € S(x,Bx+,a.) rahuldab néuet ||y* — x*|| < e (kuna x* € S(x, Bx+, «)
igasuguse a > 0 korral ning hHB diam S (x, Bx+, «) = 0). Koondumise

a—

(Tyx")(x) = x*(Tyx) — 2" (x),

1%
tottu leidub indeks v, mille korral kehtib implikatsioon

v ve = |(Tix') () = ¥ (0)] < 5

Jarelikult eeldusel v = v, kehtib

sup Re f(x) —Re(T;x")(x) = ( sup Re f(x) — Rex*(x)) +
fEByx fEByx

+ (Rex™(x) —Re (Tyx")(x)) <

< "‘3 +Re (2% (x) — (TFx")(x)) <
< G- (T W) <
< &,

mis koos hinnanguga
1Ty < [TV < 1

tdhendab, et T, x* € S(x,Bx+, a.). Siit aga saame juba soovitud vorratuse
| Tyx™ — x| <e. O

4.3. Vahetud jareldused

Kuna nii omadus M*(a, B,¢) kui ka M(a, B, ¢)-vorratus paranduvad kinnistele
alamruumidele ja faktorruumidele (vt. laused B8, 60} [67] ja [69), siis kehtib teo-
reem ka ruumi X faktorruumi kinnise alamruumi jaoks. Jareldused kuni
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T00 on teoreemist B3] vahetult saadavad, kasutades dra M(a, B, ¢)-vOrratuse ning
omaduse M*(a, B, ¢) kohta saadud tulemusi jaotistest B.1] kuni B3]

Jareldus 95. Rahuldagu Banachi ruum X M(a, B, ¢)-vorratust ning kehtigu vor-
ratus max |B| + ¢ > 1. Kui ruumi X faktorruumi kinnisel alamruumil Y leidub
A-kommuteeruv tokestatud aproksimeeriv pere (T,), kusjuures A < max |B| +¢,
siis pere (T,) on pingul.
Jareldus 96. Olgu Banachi ruum X M-ideaal oma teises kaasruumis. Kui ruumi X
faktorruumi kinnisel alamruumil Y leidub A-kommuteeruv tokestatud kompaktne
aproksimeeriv pere (T, ), kusjuures A < 2, siis pere (T,) on pingul.
Jareldus 97. Rahuldagu Banachi ruum X M(r, s)-vérratust ning kehtigu vorratus
r+s > 1. Kui ruumi X faktorruumi kinnisel alamruumil Y leidub A-kommuteeruv
tokestatud kompaktne aproksimeeriv pere (T,), kusjuures A < r +s, siis pere (Ty)
on pingul.
Jareldus 98. Olgu Banachi ruumil X omadus M*(a, B,c) ning kehtigu vorra-
tus max |B| +c¢ > 1. Kui ruumi X faktorruumi kinnisel alamruumil Y leidub
A-kommuteeruv tokestatud kompaktne aproksimeeriv pere (T,), kusjuures
A < max |B| +¢, siis pere (T,) on pingul.
Jareldus 99. Olgu Banachi ruumil X omadus (M"). Kui ruumi X faktorruumi
kinnisel alamruumil Y leidub A-kommuteeruv tokestatud kompaktne aproksimeeriv
pere (T,), kusjuures A < 2, siis pere (T,) on pingul.
Jareldus 100. Olgu Banachi ruumil X omadus (wM™). Kui ruumi X faktorruumi
kinnisel alamruumil Y leidub A-kommuteeruv tokestatud kompaktne aproksimeeriv
pere (T,), kusjuures A < 2, siis pere (T,) on pingul.

See on sobiv koht originaalse 1988. a. artiklis [10] tdestatud Godefroy-
Saphari teoreemi esitamiseks, mille praegu saame juba jarelduse vahetu
jareldusena.

Teoreem 101 (Godefroy, Saphar). Olgu separaabel Banachi ruum X M-ideaal
oma teises kaasruumis. Kui ruumil X leidub A-kommuteeruv tokestatud aproksi-
meeriv jada (T,), kus A < 2, siis jada (Ty,) on pingul.

Cabello ja Nieto tildistasid oma 1998. a. artiklis [1]] Godefroy-Saphari teoree-
mi [[0T], vottes eeldustesse M-ideaali asemel M(r, s)-vorratuse. Meie kasitluses
on Cabello ja Nieto vaide vahetu jareldus jareldusest

Teoreem 102 (Cabello, Nieto). Rahuldagu separaabel Banachi ruum X M(r,s)-
vorratust ning kehtigu v +s > 1. Kui ruumil X leidub A-kommuteeruv tokestatud
aproksimeeriv jada (Ty), kus A < r +s, siis jada (T,) on pingul.

2001. a. iilevaateartiklis [8] esitas Godefroy teoreemi[[0Tlning jareldas sellest
teoreemi [[04] Jargnev teoreem on teoreemi [[04] tildistus.
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Teoreem 103. Olgu X separaabel Banachi ruum, mis rahuldab M(a, B, c)-
vorratust, ning kehtigu max|B| +c¢ > 1. Kui ruumil X on A-kommuteeruv
tokestatud aproksimatsiooniomadus, kus A < max |B| + ¢, siis nii ruumil X kui ka
kaasruumil X* on kommuteeruv meetriline aproksimatsiooniomadus.

TOHESTUS. Pidades meie eeldustel teoreemi toestusest silmas vordust

X* =span | T;(X*)
v

ning fakti, et kompaktsete operaatorite kujutisruum on separaabel, saab vahe-
tult kontrollida, et meie eeldustel on kaasruum X* separaabel (iiksikasjalikult
lahtikirjutatud toestuse voib leida nditeks bakalaureusetoost [27]). Jareldus
annab, et teoreemi eeldustest tulenev ruumi X A-kommuteeruv tokestatud ap-
roksimeerivjada (T,,) on pingul, seetottu on ruumil X* aproksimatsiooniomadus.
Teoreemi B0 kohaselt on kaasruumil X* meetriline aproksimatsiooniomadus. Ja-
relikult on teoreemi B1] pohjal ruumil X ka meetriline aproksimatsiooniomadus.
Toestuse 16petamiseks jadb rakendada Casazza-Kaltoni teoreemi (vt. teoreem
nii ruumi X kui ka kaasruumi X* korral. O

Teoreem 104 (Godefroy). Olgu separaabel Banachi ruum X M-ideaal oma teises
kaasruumis. Kui ruumil X on A-kommuteeruv tokestatud aproksimatsiooniomadus,
kus A < 2, siis on ruumil X kommuteeruv meetriline aproksimatsiooniomadus.

4.4. Radon-Nikodymi omadusega seotud jareldus

Teoreemi toestamiseks vajame artiklist [[10] jargmist tulemust (vt. [10} ja-
reldus 1.6 ja selle toestus]).

Teoreem 105. Olgu X selline Banachi ruum, et ruumil X* véi X** on Radon-

Nikodymi omadus. Kui ruumil X leidub loplikumootmeliste operaatorite (kompakt-

sete operaatorite) pere (T,) C L(X) selliselt, et T, x* — x* iga x* € X" korral, siis
1%

nii ruumil X* kui ka ruumil X leidub meetriline (kompaktne) aproksimeeriv pere.

Teoreem 106. Rahuldagu Banachi ruum X M(a, B, ¢)-vorratust ning kehtigu vor-
ratus max |B| + ¢ > 1. Kui ruumil X leidub A-kommuteeruy tokestatud (kompakt-
ne) aproksimeeriv pere, kusjuures A < max |B| + ¢, siis ruumil X on pingul meetri-
line (kompaktne) aproksimeeriv pere. Teoreemi eeldustel on seega nii ruumil X kui
ka X* meetriline (kompaktne) aproksimatsiooniomadus.

TOESTUS. Teoreemi B3] kohaselt on ruumil X pingul (kompaktne) aproksimee-
riv pere. Lisaks sellele on kaasruumil X* teoreemi pohjal Radon-Nikodymi
omadus. Toestuse l0petamiseks jadb rakendada teoreemi [[05 O
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4.5. Jareldused isomorfsete ruumide korral

Jargnev moiste on defineeritud néiteks raamatu [[19] sissejuhatuses lk. xi.
Definitsioon 107. Olgu X ja Y Banachi ruumid. Arvu

inf{HIH HI‘lH :Z:X—Yon isomorﬁsm}

nimetatakse nende ruumide vaheliseks Banach-Mazuri kauguseks ja téhista-
takse dpp(X,Y). Kui X ja Y ei ole omavahel isomorfsed, siis kirjutatakse
dpm(X,Y) = oo.

Jargnev jareldus on tildistus artiklis [8] toodud jareldusele

Jareldus 108. Olgu X separaabel Banachi ruum, mis rahuldab M(a,B,c)-
vorratust ning kehtigu vorratus max |B| + ¢ > 1. Kui leidub Banachi ruum Y, millel
on meetriline aproksimatsiooniomadus nii, et dgp(X,Y) < max |B| + ¢, siis on nii
ruumil X kui ka kaasruumil X* kommuteeruv meetriline aproksimatsiooniomadus.

TOESTUS. Piisab néidata, et ruumis X saame valida l6plikumootmeliste operaa-
torite jada (T, ), mis rahuldab teoreemi [I03 eeldusi.

Téhistame v = max |B| +c, siis v > 1. Eeldusest dpp(X,Y) < 7 saame, et
leidub selline isomorfism 7 : X — Y, mille korral

Izl ||z =7 -,

kus € > 0 on mingi arv.

Casazza-Kaltoni teoreemi (vt. teoreem pohjal voime valida ruumis Y 16p-
likumootmeliste operaatorite jada (S,) selliselt, et limsup ||S,|| < 1 mistahes

n
n korral, S,y — y mistahes y € Y korral ning S,,Sy = S¢S, mistahes n,k € IN
n
korral. Ulemise piirvddrtuse definitsiooni kohaselt leidub indeks N € IN nii, et

kuin > N, siis

&
[Snll < sup [|Sk[| <1+—.
k>n v

Valime ruumis X operaatorid T, = 7 “1Sy4nZ, n € N. Siis nad on 16pliku-
mootmelised (sest operaatorid S, on 1oplikumootmelised). Samuti
2
€

_ _ &
1Tl = |7 SwenZ]| < 27 WSl 121 < (v =) (145) =7 =%,

Tpx = (I—lsN+nI) x =T 1 (Snun(Tx)) = T~ 1(Tx) = x

n
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(kasutasime operaatori Z ! pidevust ja seda, et S,y —Y mistahes y € Y korral)
ning

T, Ty = (I_lstI) (I_ISN+kI> :I_lsN+nSN+kI:

= I 'SnuSnnZ = (I_15N+kz> (I_lstI) -
= T, T,

mistahes 7,k € IN korral (kasutasime seda, et S,,S; = S;S;, mistahes n,k € IN
korral). O

Erijuhul, kui ruum X on M-ideaal oma teises kaasruumis, tuleneb jareldusest
108 vahetult

Jareldus 109. Olgu X separaabel Banachi ruum, mis on M-ideaal oma teises kaas-
ruumis. Kui leidub Banachi ruum Y, millel on meetriline aproksimatsiooniomadus
nii, et dgy(X,Y) < 2, siis on ruumil X kommuteeruv meetriline aproksimatsioo-
niomadus.

4.6. Ideaalid ja ideaaliprojektorid

Jargides artikli [9] terminoloogiat, defineerime jairgmised moisted.

Definitsioon 110. Banachi ruumi X kinnist mittetriviaalset alamruumi Y nime-
tatakse ideaaliks, kui ruumil X* leidub projektor P selliselt, et || P|| = 1 ning

kerP =Yt ={x*c X*: x*"(y) =0 VycY}L

Projektorit P nimetatakse sel juhul ideaaliprojektoriks.

Definitsioon 111. Olgu X Banachi ruum ning Y ideaal ruumis X. Kui leidub
ideaaliprojektor P nii, et kehtib vordus

[Pt[| + [|lx* = Px*|| = [lx*] V" € X7,

siis 0eldakse, et Y on M-ideaal ruumis X.

M-ideaalide kohta saadud tulemusi voib lugeja leida naiteks raamatust [[15].
Moiste ,,M-ideaal oma teises kaasruumis“ on juba jaotise alguses eraldi defi-
neeritud ning iildistatud M(a, B, ¢)-vOrratuse mdisteks.

Definitsioon 112. Olgu X Banachi ruum ning Y ideaal ruumis X. Kui leidub
ideaaliprojektor P nii, et kehtib vordus

I1-2p| =1,
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siis 0eldakse, et Y on u-ideaal ruumis X. Kui kehtib vordus
II-(1+A)P| =1,

niipea, kui |A| = 1, siis 6eldakse, et Y on h-ideaal ruumis X.
Definitsioonist [[T2] on selge, et iga u-ideaal on iihtlasi ka h-ideaal ning need

moisted iihtivad reaalsete ruumide korral. Banachi ruumide u- ja h-ideaalide
kohta leiab tulemusi artiklist [9], tdiendavate viidete jaoks vt. artiklit [23]].

Definitsioon 113. Olgu X Banachi ruum ning Y ideaal ruumis X. Kui leidub
ideaaliprojektor P ja leiduvad reaalarvud r,s € (0, 1] selliselt, et kehtib vorratus

r||Px*|| +s||x™ — Px™|| < ||x*]] Vx* e X¥,

siis 0eldakse, et Y on M(r,s)-vorratust rahulday ideaal ruumis X.

M(r,s)-vorratust rahuldavate ideaalide kohta voib tulemusi leida artiklitest
(o, (2, p13i.

Bakalaureusetoos [11]] on detailselt toestatud fakt, et iga Banachi ruum
X = jx(X) on ideaal ruumis X**, kusjuures ideaaliprojektoriks on kanooniline
projektor 7ty = jx (jx)* @ X — X,

Votame Banachi ruumi X korral kasutusele tahise

Z(X) = span (K(X)U{Ix}).

Niiiid voime tsiteerida artiklist [23]] edaspidises vajaminevat kolme ideaalide-
ga seotud tulemust. (Toome siin ainult selle osa, mida edasises kasutame.)
Teoreem 114 (vt. [23, jéreldus 4.3, 1°<7°]). Olgu X Banachi ruum. Siis K(X)
on M-ideaal ruumis L(X) parajasti siis, kui mistahes operaatori S € B (x), kus
dimran S = 1, korral leidub pingul meetriline kompaktne aproksimeeriv pere (T)
selliselt, et

limsup ||Ix — T, +S|| < 1.
v

Teoreem 115 (vt. [23] jareldus 4.4, 1°<=4°]). Olgu X Banachi ruum ning ra-
huldagu arvud r,s € (0,1] vorratust r +s/2 > 1. Siis K(X) on M(r,s)-vorratust
rahulday ideaal ruumis Z(X) parajasti siis, kui mistahes operaatori S € B x), kus
dimran S = 1, korral leidub pingul meetriline kompaktne aproksimeeriv pere (T)
selliselt, et

limsup ||s(Ix — Ty) +7S|| < 1.
v
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Teoreem 116 (vt. [23] jareldus 4.5, 1°°<3°]). Olgu X Banachi ruum, kusjuures
hulga B C K korral max |B| > 1. Siis K(X) on ruumis £(X) ideaal ja ideaali-

projektor P rahuldab tingimust Hal c(x)y +bP H < 1 mistahes b € B korral ning

tdidetud on tingimus ||alx=+ + brrx|| < 1 mistahes b € B korral parajasti siis, kui
leidub pingul meetriline kompaktne aproksimeeriv pere (T,) selliselt, et

limsup |Jalx + T, || < 1 Vb € B.
14

4.7. Kompaktsete operaatorite ideaalidega seotud jéareldused

Selle jaotise jareldused saadakse teoreemidest [[T4HIT6 tuginedes all-
olevatele teoreemidele [[17 ja

Teoreem 117 (vt. [23) teoreem 3.5]). Olgu X Banachi ruum, kusjuures
max |B| + ¢ > 1. Jdrgmised vdited on samavddrsed:

1) ruumil X on meetriline (kompaktne) aproksimatsiooniomadus ning omadus
M*(a, B, c);

2) mistahes operaatori S € By (x) korral leidub pingul meetriline (kompaktne)
aproksimeeriv pere (T,) selliselt, et

limsup ||alx + bT, +¢S|| < 1 Vb € B;
14

3) mistahes operaatori S € By, kus dimran§ = 1, korral leidub pingul meet-
riline (kompaktne) aproksimeeriv pere (T,) selliselt, et

limsup ||alx +bT, +cS|| <1 Vb e B.

v

Teoreem 118. Olgu X Banachi ruum, millel on omadus M*(a,B,c), kehtigu
max |B|+¢ > 1jaolgu A € K selline, et 1 < A < max|B| + c. Kui ruumil X on
A-kommuteeruv tokestatud (kompaktne) aproksimatsiooniomadus, siis mistahes
operaatori S € By (x) korral leidub pingul meetriline (kompaktne) aproksimeeriv
pere (T,) ruumil X selliselt, et

limsup ||alx + bT, +cS|| <1 Vb e B.

v

TOESTUS. Eeldusest, et ruumil X on omadus M*(a, B, ¢), saame, et ruum X ra-
huldab M(a, B, ¢)-vorratust (vt. lause [63)). Edasi kasutame teoreemi [[06l ning
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saame, et ruumil X on meetriline (kompaktne) aproksimatsiooniomadus. Toes-
tuse lopetamiseks on jadnud kasutada teoreemi [TT7] O

Kasutame niiiid teoreemi [IT8 omaduse M*(a, B, ¢) erijuhtude korral.

Jareldus 119. Olgu X Banachi ruum, millel on omadus (M™) ning olgu A € K
selline, et 1 < A < 2. Kui ruumil X on A-kommuteeruv tokestatud kompaktne
aproksimatsiooniomadus, siis IC(X) on M-ideaal ruumis L(X).

TOESTUS. Teoreemi abil saame, et mistahes operaatori S € By (x) jaoks lei-
dub pingul meetriline kompaktne aproksimeeriv pere (T),) C X selliselt, et

limsup||Ix — T, +S|| < 1.
v

Jarelikult teoreemi [I17] pohjal leidub mistahes operaatori S € B L(X)> kus
dimran S = 1, jaoks pingul meetriline kompaktne aproksimeeriv pere (T,,) C X
selliselt, et

limsup||Ix — T, +S|| < 1.
v

Toestuse 10petamiseks on jadnud kasutada teoreemi [[14] O
Jareldus 120. Olgu X Banachi ruum, millel on omadus M* (s, {—s},r), kusjuu-
resr+s/2 > 1, r,s € (0,1], ning olgu A € K selline, et 1 < A < r+s. Kui
ruumil X on A-kommuteeruv tokestatud kompaktne aproksimatsiooniomadus, siis
K(X) C Z(X) on ideaal, mis rahuldab M(r,s)-vérratust.

TOESTUS. Teoreemi abil saame, et mistahes operaatori S € By (x) jaoks lei-
dub pingul meetriline kompaktne aproksimeeriv pere (T,) C X selliselt, et

limsup ||sIx —sT, +rS|| < 1.
v

Jarelikult teoreemi [I17] pohjal leidub mistahes operaatori S € B L(X)> kus

dimran S = 1, jaoks pingul meetriline kompaktne aproksimeeriv pere (T,,) C X
selliselt, et

limsup ||sIx —sT, +rS|| < 1.
v

Toestuse 1opetamiseks on jadnud kasutada teoreemi [IT5] O

Jareldus 121. Olgu X Banachi ruum, millel on omadus M*(1,B,0), kusjuures
max |B| > 1, ning olgu A € K selline, et 1 < A < max |B|. Kui ruumil X on A-
kommuteeruv tokestatud kompaktne aproksimatsiooniomadus, siis kC(X) on ideaal
ruumis L£(X) ja ideaaliprojektor P rahuldab tingimust ||al . xy- +bP| < 1 mistahes
b € B korral.
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TOESTUS. Teoreemi [I18 abil saame, et leidub pingul meetriline (kompaktne)
aproksimeeriv pere (T,) C X selliselt, et

limsup |Jalx + bTy || < 1 Vb € B.
14

Toestuse 16petamiseks on jdanud kasutada teoreemi O

Jareldus 122. Olgu X (kompleksne) Banachi ruum, millel on omadus (wM™)
(kompleksne omadus (wM™)) ning olgu A € K selline, et 1 < A < 2. Kui ruumil
X on A-kommuteeruv tokestatud kompaktne aproksimatsiooniomadus, siis K(X)
on u-ideaal (h-ideaal) ruumis L£(X).

TOESTUS. Peame silmas, et ruumil X on omadus (wM™) parajasti siis, kui tal
on omadus M*(1, {—2},0) (vt. lause 53]); komplekssel ruumil X on kompleksne
omadus (wM*) parajasti siis, kui tal on omadus M*(1,{b € C : [b+1]| = 1},0)
(vt. lause 54). Niiiid rakendame jareldust [[21] vastavalt hulkade

B={-2}
ning

B={beC:|b+1|=1}={—(1+A): [A| =1}

korral (mélemal juhul max |[B| =2 > 1). O
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The Commuting Approximation Property of
Banach Spaces
Indrek Zolk

Summary

The research on approximation properties has played an important role in the the-
ory of Banach spaces already from Grothendieck’s systematic studies initiated in
the 1950s. Several variants of approximation properties and relationships between
them have been found out since then.

This master thesis gives some results about approximation properties in Banach
spaces. The thesis consists of four chapters.

In the first chapter various prerequisites from topological vector spaces, measure
theory and theory of Banach spaces are pronounced, including Minkowski function-
als, Bochner-integrable functions, and approximation properties of Banach spaces.

The second chapter discusses the result by Willis from 1992: the compact ap-
proximation property does not imply the approximation property, thus serving as
an example of the techniques used in the field of approximation properties. What
is more, it is shown in the second chapter that Willis’s example of the compact
approximation of the identity is commuting, thus establishing the stronger claim:
the commuting compact approximation property does not imply the approximation
property.

The third chapter introduces several results and notions about the geometry of
Banach spaces, including the property M*(a, B,¢) and the M (a, B, ¢)-inequality.
The Godefroy-Saphar theorem discussed there demonstrates how the geometric
structure (being M-embedded) of a separable Banach space permits to lift com-
muting approximation properties from the space to its dual space. The main result
of the third chapter is a generalisation of the Godefroy-Saphar theorem, allowing
to drop the assumption on separability, using compact operators instead of finite
rank operators, and extending the notion “M-embedded Banach space” to “Banach
space satisfying the M (a, B, ¢)-inequality”.

The fourth chapter consists of several applications to the generalisation of the
Godefroy-Saphar theorem, discussing also some additional results and notions
(Radon-Nikodym property, concepts of (strongly) exposed points, and ideals in
Banach spaces) for that task. The main result of the fourth chapter is:

Theorem. Let X be a Banach space satisfying the M(a, B, ¢)-inequality with
max |B|+c¢ > 1 and let 1 < A < max|B|+c. If X has a A\-commuting bounded
(compact) approximation of the identity, then X has a shrinking metric (compact)
approzimation of the identity. In particular, both X and X™ have the metric
(compact) approzimation property.
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