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SAATEKS

Kaesolev Oppevahend sisaldab algosa erirelatiivsuste-
ooria kursusest, mis on ette ndhtud elektrodUnaamika pro-
gramis fllisikaoaakoana ilidpilastele 111 Oppeaastal . Rela-
tiivsusteooria pohiideede ja -mdistete taustal antakse raa-
matus relativistliku dunaamika ja kinemaatika Ulesehitus.
Seejuures on aine jarjestus tavalisega vorreldes teistsugu-
ne. Uks tihtsamaid lahtemdisteid on meil valguse messi mBis-
te, mida pohjendame algul klassikalise fllsika vahenditega.
Relatiivsusteooriasse viiduna voimaldab see mBiste vahetult
asuda relativistliku dinaamika pohijoonte arendamisele, il-
ma et selleks oleks vaja Lorentzi teisendusi vOi relativist-
likke kinemaatilisi efekte. Heed jaavad [I6ppu. Niisugune
Ulesehitus viimaldab tohusamalt avada relatiivsusteooria ala-
must ja ideelist sisu ning ilmekamalt esile tuua selle olu-
lisimaid tulenusi, Uhtlasi saavutatakse sel teel markimis-
vaame lihtsus, mie lubab osa esitatud materjalist kasutada
Opimaterjalina ka madalamatel tasemetel - Uldfilsika Uli-
koolikursuses (umbes 8d 1-8, 10, 14, 15, 17, 19, 20) ja
keskkooli I6puklassidee (umbes §d 1 -7, 14, 15, 17, 19),
ilma et seejuures kannataks rangus vOi sidusus.

HeljanO0tmelist formalismi ega relativistlikku elekt-
rodUnaamikat k&esolev algkursus ei sisalda. See kuulub re-
latiivsusteooria teistesse osadesse. LOpus me ainult juhime
tahelepanu stindnuste maailma nendele struktuuriomadustele,
mis ilmnevad relativistliku kinemaatika iseédrasustes. Heed
saavadki 1ahteks neljamO0tmelisele formalismile.

P. Kard



SISSEJUHATUS

Sissejuhatuseks piisab, kui Utleme paar s8na relatiiv-
susteooria Uhest radikaalseimast tulemusest, mida kavatseme
eelseisvas kursuses arvestada voimalikult varakult ning jar-
Jjekindlalt.

Hagu klassikalises fuusikas, nii on ka relatiivsusteoo-
rias suure tihtsusega jaavusseadused. Jéavate suuruste hulka
kuuluvad mass, impulss, energia, elektrilaeng ja rida teisi.
Had on jaavad nii klassikalises kui ka relativistlikus fuu-
sikas, ent nende moistete sisu ei ole mBlemal pool igakord
Just sama. Suurim erinevus puudutab massi ja energiat.

Klassikalises fillsikas on mass ja energia kaks olemu-
selt taiesti erinevat suurust. Mass on inertsuse m88t, val-
Jendades uhtlasi moningas mottes "‘ainehulka’. Energia on see-
vastu liikunise m88t. Liikumine on kas makroskoopiline tege-
lik liikumine, mille m83t on kineetiline energia, v8i ‘'‘var-
Jatud'" potentsiaalne liikumine, mille m88t on potentsiaalne
energia, Vv8i mikroskoopiline eiseliikumine (m88t siseenergia).
Massi ja energia vahel pole klassikalises fllsikas mingit
kindlat seost, nagu pole midagi Uhist ka aine ja [liikumise
vahel .

Relatiivsusteooria Uks tahtsamaid tulemusi on, vastupi-
di, massi ja energia p8himBttelise identsuse avastamine: nua
on energia ja energia on mass. Seda t8de nimetatakse harili-
kult massi Ja erer/da ekvivalentause seaduseks. Muuhulgas ta-
hendab see, et kaht sSltumatut massi ja energia jaavwuse sea—
dust relatiivsustecorias ei ole. M8lemaid asendab Uksainus
massl-energia jdavusseadus.



Massi ja energia ekvivalentsuse seadusele joudmiseks om
koige loomulikuB hakata teooriat Ules ehitama kaht mlistet
kasutamata. On olemas kaks mbeldavat teed: kas loobume algul
energia moistest ja votame loodavasse teooriasse ainult mas-
si moiste voi vastupidi. Seimesel Juhul peab varem voi hil-
jem selguma, et energia on mass, teisel juhul - et mass on
energia. Tegelikult osutub metoodiliselt palju efektiivse-
maks /esimene tee. Valimagi selle ja hakkame relatiivsusteoo-
riat Ules ehitama ilma energia miisteta.

Alustuseks teeme esmalt luhillevaate klassikalise meh-
haanika j&&vusseadustest.



«l.

m488, IMPULSS JA .
IT.1AATIT, TCTA — MiKKINcKs

Kaesolevas paragrahvis vaatleme klassikalise mehhaanika
tahtsamaid suurusi: massi, impulssi ja energiat, podrates
peatdhelepanu nende jaavusele.

Kagu juba eespool ¢eldud, on keha mass tema inertsuse
moot. See asjaolu avaldub Kklassikalise mehhaanika pShivSr-
randis. Newtoni 11 seaduse kohaselt

on kehale rakendatud jOud, . kiirendus, mille keha
selle jou mojul saab, ja w, on keha mass. Mida suurem on
mass, seda vaiksema kiirenduse saab sama jSu mbjul keha. See
téhendabki, et mass on inertsuse miot.

Mass on jadv. See tdhendab, et iga keha mass on tema
olekust soltumatu. Mass ei muutu ka voimalike keemiliste muu-
tuste korral. Kui keha jaguneb mitmeks tikiks, siis vordub
tikkide masside suma esialgse keha massiga, ja vastupidi:
mitme keha liitudes Uheks kehaks on viimase mass vOrdne lii-
tuvate kehade masside sumaga. Niisiis, mis tahes kehade su-
letud kogumi summaarme mass on jaav. Massi jaavuse seadus pd-
hineb arvukatel kogemustel, mis ei piirdu ainult mehhaanika-
ga, vaid kuuluvad kogu fulsika, keemia ja teiste loodustea-
duste alale.

Liikuva keha impulsiks nimetatakse tema massi ja kiiru-
se korrutist. Impulss on teatavas mottes liikumise mdot, mis-
tottu teda on varemalt sageli nimetatud ka liikumishulgaks.
Nagu kiirueki, on impulss vektor. VOttes Kiiruse tdhiseks
U ja impulsi tahiseks , VOime Kirjutada:
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~p-rna . .2

Newtoni 1l ja Ill seadusest jargneb, et kehade suletud kogu-
mi sumaarne impulss on jéav suurus, Uksikute kogumisse kuu-
luvate kehade impulss voib muutuda, kuid mis tahes keha im-
pulsi muutuse kompenseerivad teiste kehade impulsside muutu-
sed nii, et impulsside kogusumma jaab muutumatuks. Summa on
siin mbeldud muidugi vektoriaalses mottes.

Kassi ja impulsi jéawuse seadused kehtivad klassikali-
ses mehhaanikas piiranatult ning tiiesti Uldiselt. HOnevOrra
teisiti on lugu energia jdawsega. Mehhaanilise energiana
tunneme Kineetilist ja potentsiaalset energiat. Keha Kkinee-
tiline energia T avaldub valemina

T * Muyr |, (1.3)

potentsiaalne energia U sBltub keha asukohast potentsiaal-
ses (konservatiivses) jouvaljas (nait. raskusvaljas). Kui
muid joude peale konservatiivsete ei ole, siie on keha sum-
maarne mehhaaniline energia jdav:

T+U= const ()]

Samasuguse kujuga jadwuse valem kehtib ka mitme keha suletud
kogumi korral, kusjuures T on kdikide kehade Kkineetiliste
energiate suma ja U on potentsiaalsete energiate summa.

Ent alati pole kdikide joudude konservatiivsuse eeldus
taidetud. Sel korral pole mehhaaniline energia j&av.

EWsikas kehtib kall universaalne energia jadwuse sea-
dus. Mehhaanilise energia mittejadvus tahendab lihtsalt sel-
le muundumist teisteks energialiikideks. Arusaadavalt pole
sellise muundumise korral jéav omaette mingit kindlat Hiiki
energia, vaid j&dav on ainult igat liiki energiate suma.

Me nimetame mehhaanilisi protsesse, milles mehhaanili-
ne energia on jéiv, elastseteks, ja protsesse, milles mehhaa-
niline energia ei ole jddv, mitteelastseteks. Need nimetused
on parit peaniselt pdrketeooriast. Kahe keha pdrkumisel muun-
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dub alati osa nende mehhaanilisest energiast siseenergiaks
(kehad deformeeruvad ja soojenevad). Siis Geldakse, et pdr-
ge on suuremal v3i vahemal mddral mitteelastne. Ideaalsel
piirjuhul viime aga vaadelda porget taielikult elastsena,
aimelt siis, kui mehhaanilise energia kadu siseenergiaks on
vaga vaike, nii et seda ei ole praktiliselt mitet arvesta-
da. Sel juhul on kdik deformatsioonid mooduva iseloomu-
ga ja parast pdrget taastub taielikult kehade kuju ja si-
seolek.

Alljargnevalt vaatleme porkeprotsesse lahemalt. Vaa-
tare, mida vOimaldavad pdrkeprotsesside kulgemise ja tule-
muste kohta kindlaks teha j&awusseadused. On markimisvaar-
ne, et seda on killaltki palju. Arvestades ainult jaawus-
seadus!, saab pdrget kirjeldada Usna taielikult, ilma et
oleks vaja teada porke valtel kehade vahel mSjunud j6udude
kulgemise Uksikasju. Piirdume ainult kahe keha tsentraal-
sete otsepdrgetega, s. o. sellistega, mille puhul mdlema
keha kiirused on enne ja parast porget samasihilised. Eel-
dame ka, et valised konservatiivsed joud puuduvad,  seega
potentsiaalset energiat kehadel ei ole. Mehhaanilise ener-
giana tuleb arvestada ainult Kineetilist energiat.

Olgu kahe keha massid Hy ja , hende algkiiru-
sed Vi ja Vz ja I0ppkiirueed Ul ja Uz . Kiirust loeme
teatava« kindlas suunas (tavalise kombe kohaselt vasakult
paremale) positiivseks, vastassuunas negatiivseks.  Kogu-
mass Ml on

m* ml+ mz ; (1.5

algimpulsid téhistare pl , pz , I6ppimpulsid (1 , (%,
Jaava koguimpulsi p , hii et
p =pl+px = mtD),+r0rTr (1.6)

Ja
P=d +9be miui+tmzuz . 0.7
Olesanne seisneb I6ppkiiruste (VoI 16ppimpulsside) méara-



mises etteantud masside ja algkllruste (\0i algimpulsside)
Jargi, arvestades uhtlasi voimalikku mehhaanilise energia
kadu.-

Olgu energia enne pdrget T ja parast pdrget OtT"'

T = + mA~vl)

aT= : O.»

C tahendab siin Kineetilise energia murdosa, mis sailib
pOrkeprotsessis, kusjuures ilmselt ONMCEAM . Kui et » 1,
siis on porge elastne, kui @< 1, siis mitteelastne.

Defineerime veel jargmised suurused. Teise keha alg-
kiirus esimese svihtes olgu

V=VZ-V1 (L1wWd
Ja 19ppkiirus

Uu*uz- U, . (@K
MBlema keha taandatud massina defineerime suuruse

Asudes nuud Ulesande lahendamisele, arwitarme esmalt
valemitest (1.5) ja (1.8) suuruse 2mT . Arvestades iIm-
pulsi avaldist (1.6), leiame:

2rnT= mimb(vz-'0)x (1.13)
ehk (1.10) ja (1.12) pdhjal

Tsz11 + E2>7. 1.14
1 Zm 2 ¢ )

Analoogiliselt saame valemitest (1.5), (1.7), (1.9, (1.11)
ja (1.12) seose

«T = n L] (1.15)



leed seosed vBimaldavad madrata suhtelise kiiruse U . Kui
porge on elastre, siis saab valem (1.15) kuju

2 m 2 . (1.16)

selle kdrvutamine valemiga (1.14) annab otsekohe:
U==:vV . .17

Kui aga pdrge on mitteelastne, siis tuleb U avaldada otse
valemist (1.15). Arvestades seejuures ka avaldist (1.12),
leiame*

LOppkiiruste leidniseks jaib ainult moodustada vBrranditest
@7 ja (Q.11) sitsteem

0i9)
Uj-a, =u ,
kus U on juba tuntud. Selle sisteemi lahend on
n - P-rnzU
1 m *
t>+ miu *20)
r* m

Seega olemegi Ulesande tdielikult lahendanud. Uurime  nidd
lahendit lahemalt.

Xlastse porke korral kehtib valem (1.17)= Asetades va-
lemitesse (1.20) esmalt U* 7= Na- ning asendades p ja
m valemitest (1.5) ja (1.6), leiame: > * See
tihendab Oieti, et pdrget pole olnudki; kumbki keha saili-
tas oma Kkiilruse. See tulemus on triviaalne, kuid ta on koos-
kolas jéawusseadustega; seeparast el saanudki ta meie tule-
mustest valja jdada. Uittetriviaalse lahendi annab alumine
mark valemis (1.17), a. o. LL-—Vz-h'Or Sel juhul leiare:
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uy = Ji- - —2mF——v-
1 <+ Tr 1 my+n-r 1 >

(1.21)

u - _ -LL— h!'l-tn ¥
a m*rhj, m.” ~mx *

Heed valemid vOib esitada veel teisel kujul. Elimineerides
(1.6) abil esimesest valemist 1)r ja teisest V1 , saane™

un-vi+ zZPim , (2]
ur= -Viié-2p/m

VBime samuti kiiruste asemele parma valemitesse  impulsid.
Korrutades esimest valemit (1.22) /l.-ga ja teist m z-ga,
leiame :

47 % —/>« +

/2.4 2m % /m (1-23%)

leed valemid vOib kirjutada ka teisiti. Avaldades parema

poole esimesed liikmed kujul pi —p 1 ja Ja asenda-
des teistes litkmetee pssj31-hp2 ja rMallnrynr, leiame:

a =p + aftmpt-ft.p.) ,
R | + 1.29)

ri m,+mt
Siin nditavad paremate poolte teised liikmed Uhelt  kehalt
teisele lUlekantud impulssi. Ja veel: kui valemites (1.24)
asendame pl=mivl , &= tTxVb ja (1.12) pShjal/aA™/N=0"» ,
siis« arvestades (1.10), saare:

<7=6 +2mv ,

L ™ * (1_25)
vi=/ p-ami e

Siirdume mitteelastse pdrke juhule. Huud kehtib valem

(1.18). Me vOiksime asetada selle U avaldise valemitesse
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(1.20), saades niiviisi I0ppkiiruste avaldised ™y , /n2 »
VA * ja @ kaudu. Kuid see I6pptulemus osutuks kaunis
kohmakaks. Selle jargi pole ka vajadust, sest Ui ja Ut
voib mddrata valemitest (1.18) ja (1.20) kahes jargus: ar-
wutades esmalt t ja asetades leitud vaartuse valemitesse
(1-20) -TriYiaaleet juhtu siin ei ole; mdlemad mérgid jJuure
ees valemis (1.18) annavad mittetriviaalse tulemuse. Seega
méaravad jadvusseadused mitteelastse pdrke korral 18ppkii-
rused kaheselt.

Teeme veel méned jareldused. Valemist (1.18) nahtub, et
® ei voi olla kui tahes vaike. Minimaalne voimalik vaar-
tus on see, mille puhul L » O, s. O.

(1.26)

Sel juhul nimetatakse pdrget taielikult mitteelastseks. Et
suhteline kiirus U on null, on selge, et parast niisugust
porget liiguvad mblemad kehad koos nagu Uks keha Uhe ja sa-

ma Kilrusega:

Kehade summaarme kineetiline energia parast taielikult mit-
teelastset pdrget on

a -T:PVZm = .28

Oleme vaadelnud klassikalise mehhaanika jaavusseadusi .
Relatiivsusteoorias on mondagi teisiti, kuid massi ja im-
pulsi jdawuse seadused on ka relativistliku mehhaanika po-
hialus. Seejuures selgub, et Uksiku keha mass ei ole jaav -
ta sOltub keha kiirusest ja siseolekust. Aga suletud kogu-
mi summaarme mass on ikkagi jéav. Uis puutub energia mlis-
tesse, siis saab see relatiivsusteoorias hoopis uue  sisu:
nagu roéhutasime juba sissejuhatuses, osutub energia massiga
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ekvivalentseks suuruseks. Seetdttu pole energia moistet re-
latiivsusteoorias Oigupoolest vaja, vahemalt algul.

» 2.

KLASSIKALISE A N W 1 A
RELATHIVSUSPRINTSI

Relatilvsusprintsiip on Uks relatiivsustecoria pohi-
printsiipe. Ta pole seal siiski taiesti uudne, sest juba klas-
sikalises mehhaanikas kehtib analoogiline printsiip. Kaes-
olevas paragrahvis vaatlemegi klassikalise mehhaanika rela-
tiivsusprintsiipi.

See printsiip vaidab, et taustsiUsteemi inertsiaalne, s.o.
Uhtlane ja sirgjooneline liikumine ei avalda mingit mdju <el-
les sisteemis toimuvatele mehhaanilistele protsessidele. See-
tottu el saa Uhtki inertsiaalset taustsiisteemi pohimotteli-
selt teistele eelistada; nad kdik on mehhaanikanfthtuste Kir-
jJeldamisel samavédrsed. Taustslsteemi vOib esindada mingi
inertsiaalne (s. o. jouvaba) keha (taustkeha), kuld sellise
keha reaalne olemasolu pole tingimata vajalik: me vOime taust-
keha lihtsalt kujutleda. Taustkehaga (kas reaalse Vo1 kuju-
teldavaga) seotakse inertsiaalne koordinaatsisteem ehk luhi-
dalt inertslaalsisteem, mille taustal vaadeldakse koikide ke-
hade asukohti ja liikumisi. Relatiivsusprintsiibi pdhjal \v0Gib
iga inertsiaalsisteemi lugeda liikumatuks; mehhaaniliste ndh-
tuste kulg allub mis tahes inertsiaalsisteemis tipselt sama-
sugustele seadusparasustele, nagu igas teises inertsiaalsis-
teemis. Nahtuste kulus pole iUhtki tunnust, mis lubaks midagi
Jéareldada sUsteemi enda liikumise kohta. Midagi pole olemas,
mis sunniks Uht sUsteemi teistele eelistama. See téhendabki,
et nad kdik on mehhaanikandhtuste kirjeldamisel samavédrsed.

Seda klassikalist relatiivsusprintsiipi nimetatakse Ga-
Il lei-Newtonl relatlivsusprintsilbiks. Galilei oli esimene,
kes XVIl saj. algul sai selgesti aru inertsist kui kehade pd-
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Oiemadusest ja pohjendas sellele toetudes relatiivsusprint-
siibi. Loplikult Tllialetletud kuju saab see printsiip seo-
ses Yewtoni mehhaanika pbhiseadustega. Fimelt kehtivad need
seadused Uhesugusel kujul koikides inertsiaalslisteemides.
Selles avaldubki relatiivsusprinteiip. Unelegi inertsiaal-
susteemile el saa omistada mingit absoluutset liikumist.Nad
liiguvad Uksteise suhtes erinevate relatiivsete kiirustega,
aga Uhelgi pole vdimalik avastada absoluutset Kiirust "'ruu-
mi suhtes™.

Veendume lahemalt, et lewtoni mehhaanika p&hiseadused
on tdesti Uhesugused kdikides inertsiaal slisteemides, Eewto-
ni 1 seaduse jargi iga keha, millele ei mdju Ukski joud (VOi
millele mGjuvate joudude suma vordub nulliga), liigub Uht-
laselt ja sirgjooneliselt. Olgu mone sellise Keha Kiirus
mingis inertsiaalsisteemis U . Kui sedasama keha vaatleme
teise inertsiaalsisteemi taustal, mis eelmise suhtes liigb
kiirusega V , siis leiane tema kiirusena

Uu'=su-v . @.1)

Bt U jaVv on ajas muutumatud, siis on ka 1 ajas muu-
turatu, s. c, lewtoni | seadus kehtib ka teises inertsiaal-
slisteemis. Edasi, kui kehasse mGjub joud F , siis on tal
kiirendus @ , mis tdhendab kiiruse U muutu ajathiku koh-
ta. Ent valemis (2.1) on vV ikka ajas muutumatu, seega muu-
tub Ur ajalhikus sama palju nagu U , ehk, teiste sOnade-
0a, kiirendus on teises inertsiaalsisteemis sam:

a'*a . (2.2)
Et ka kehasse mGjuv jOud on sama:
r-rF , (r-3

jJargneb sellest, et joud esinevad Hewtoni 11l seaduse pdh-

jJal ainult kehade vastastikuste joududena, mis vOivad sOI-

tuda ainult kehade vastastikusest asetusest ja nende suhte-

listest Kkiirustest. Et aga mis tahes kahe keha vastastikune

asetus ja suhteline kiirus on kdikides inertsiaalsisteenides
- 14 -



Uhesugused,eiie on ka j8ud Uhesugused, B. 0. kehtib vaien
(2.3)* Kaes on samuti igas inertsiaalsisteemis Uhesugune:

m*=m. , Q.5

sest ta ei sOltu kiirusest, aga siirdel teise inertsiaal-
susteemi ainult kiirus muutubki. Seega kehtib lewtoni 11
seaduse valem

F—ma 2.5)

samasugusel kujul ka teises inertsiaalsisteenis:

(2.6)

LSpuks, valem (2.3) naitab, et ka 111 lewtoni seadus kehtib
Uhesugusel kujul kdikides inertsiaalsiisteemides.

Poordume seoses relatiivsusprintsiibiga veel kord jaa-
wusseaduste juurde. Impulsi ja energia jéddwuse seadused on
mehhaanika pbhiseaduste jareldus (rehhaaniline energia, tO-
si kill, alati jaav ei ole, kuid ka see on kooskblas meh-
haanikaseadustega). St aga mehhaanikaseadused on  kdikides
inertsiaalsisteemides Uhesugused, siis peavad ka jaavussea-
dused kehtima igas inertsiaalsisteemis. Veendume selles t&i-
endavalt impulsi ja energia telsendusvalemite abil. Veed on
valemid, mille jargi teisenevad impulss ja energia siirdel
Uhest inertaiaalsisteemist teise. Nende tuletamiseks avalda-
me mingisse kehade kogumisse kuuluva I-nda keha impulsi  ja
kineetilise energia kahes inertsiaalsisteenis:

@.n
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P/<<K-*1F (2.9)

T/-Db -fiu +tnlvXx2 . 2.10)

feed on Uksiku keha impulsi ja Kineetilise energia teisen-
dusvalemid. Summeerides 1 jJargi, saame kogumi  summaarse
impulsi jU ja sumaarse energia T teisendusvalemld:

p'=?-myv .

ja
T*T-/>v -hmWz , (212

kus m on kogumi summaarme mass. Heed valemid nditavad va-
hetult, et jadadwusseadused kehtivad igas inertslaalsisteenis,
kui nad kehtivad Uhes ainsaski. Toepoolest, kui p on ajas
konstantne (impulss on jdav), siis on ka p r ajas konstant-
ne (sest ka mass tn on jéav). Tapselt sanuti jareldub elast-
se protsessi korral T" jaaws J" * [ jam  jaswusest.

Kui aga protsess on esimeses inertsiaalslisteenis mitteelast-
ne, siis on ta mitteelastne ka teises. See nadhtub sellest,

et valemi (2.12) parema poole kaks viimast liiget kujutavad
igal juhul jaavaid suurusi; seega T vahenedes vaheneb ka
T feMargime veel, et suurus A,NM\F—pr on invariantne.
s. 0. koikides inertsiaalsisteenides Uhesugune. Toepoolest,

valemitest (2.11) ja (2.12) jargneb:

2mT,-jo,i* Q.mT-p* . (2.13)

» 9

7ALOUSI MISS
JA IMPULSS

Bespool me kasitlesime jadvusseadusi ainult kehade meh-
haanika vallas. Aga ka valgus allub teataval mddral mehhaa-
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nikaseadustele. Rangelt vottes pole mehhaanika Ilma valguse
mehhaanilisi omadusi arvestamata Uldse vOimalik. Aal seisab
selles, et kehad alati kiirgavad, peegeldavad ja neelavad
valgust (valguse all laiemas mottes tuleb slin mSlsta Uldse
Igasugust elektromagnetilist kiirgust). Seejuures avaldab
valgus kehadele mehhaanilist toimet. Eul me seda toimet el
arvestaks, siis el saaks me ka mehhaanikaseadusi pidada ran-
gelt kehtivaks,siis poleks meil ka jaavaid suurusi ega jéa-
wusseadusi. Tosi kill, valguse mehhaaniline toime on véga
nork, mistottu pikka aega seda tosiselt ei arvestatud. Sel-
le mdotmine eeldab véga tundlike mdbtevahendite olemasolu.
Aga pohimotteliselt on see vaga téhtis. Valguse mehhaanili-
ne toime ilmneb peamiselt valguse rohuna. Kui valgus langeb
mingis suunas kehale, osalt neeldudes kehas ja csalt talt
peegeldudes, siis mojub ta sellesse kehasse teatava jouga.
Ka siis, kui keha ise kiirgab valgust, mdjub temasse jOud
kiiratava valguse poolt.

Esmakordselt jareldas valguse rohu olemasolu teoreeti-
liselt 1864. aastal J. C. Maxwell, kes lahtus seejuures te-
ma enda loodud elektromagnetismi teooriast. Maxwell naitas,
et valguse rohk on vordeline valguse intensiivsusega. Nai-
teks paikesevalguse rohk taielikult neelavale ehk absoluut-
selt mustale pinnale on normaalse langemise korral  VvOrdne
4,6.10°6 N/m2 . Kui pind on taielikult peegeldav, siis on
rohk kaks korda suurem, Uldjuhul aga i+ R korda suurem (K
on peegelduraistegur).

Mitmeks aastakimneks jai valguse rohk puht—teoreetili-
seks ennustuseks, millel puudus eksperimentaalne kinnitus ja
mida kaugeltki mitte koik fllsikud ei tahthud tunnistada.Al-
les 1899. aastal naitas P. N. Lebedev valguse rohu olemas-
olu katseliselt. Katse kinnitas kdik teoreetilised ootused
nii kvalitatiivselt kui ka kvantitatiivselt. Sellega kadus
igasugune kahtlus, et valgus votab osa mehhaanilistest prot-
sessidest, olgugi et tavaliste intensiivsuste korral vaga
tagasihoidlikul mdaral. Vaatame, mida vOib see asjaolu ti-
hendada jadvusseaduste seisukohalt.
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Kui kehasse mojub jOud, hakkab ta liikuma ning omandab
teatava Impulsi. Kui seda joudu pShjustab teine keha, siis
mojub sellesse Newtoni 11l seaduse jargi vOrdvastupidine
jOud, mis paneb ta liikuma vastassuunas. Molema keha impuls-
side vektoriaalne summa on null kooskdlas impulsi  jadwvuse
seadusega. Aga mis siis, kui joudu ei pohjusta teine keha,
vaid kehale langev ja sellesneelduv valgus? Newtoni 111 sea
dust siis enam rakendada ei saa, sest pole motet radkida
neelduvale valgusele rakenduvast vOrdvastupidisest  jSust.
Seevastu peame primaarse tdhenduse omistama impulsi jaawvu-
sele. Kui keha sai impulsi, siis pidi valgusel olema enne
neeldumist sama suur impulss. Valgus, langedes kehale ja
neeldudes selles, annab talle oma impulsi Ule. Kui me val-
gusele impulssi ei omistaks, oleks impulsi tekkimine kehal
arusaamatu.

Niisiis, valgusel on olemas impulss. Mehhaanikast on
teada, et keha impulss avaldub tema massi ja kiiruse korru-
tisena. Tekib kisinus, kas samasugune seos kehtib ka valgu-
se puhul. Kas vOime omistada valgusele peale impulsi ka
massi? See naib kull Usna tdeparasena, aga kuidas vOiks se-
da tapsemalt pbhjendada? Parim pShjendus oleks kahtlemata
sam, mida kasutasime impulsi korral, s. o. j&awusseaduse
rakendamine. Kui valgus, neeldudes kehas, aimab talle Ule
oma impulsi, siis peab ta Ule andna ka oma massi, kui see
on tal olemas. Keha mass peab suurenema, mis peaks olema pd-
himotteliselt mdddetav. Kahjuks osutub arvatav massi juur-
dekasv liiga vaikeseks. Selle avastamine vOi modtmine Lebe-
devi katse tiiUpi katsetes ei tule vististi kone alla. Teeme
sellekohase arvutuse. Langegu musta keha 1 mp pinnale pai-
kesevalgus 1 sekundi valtel. Keha saab siis 4,6.10" N suu-
ruse jou mojul impulsi p = 4,6.10“" kg.m/s. Sama suur im-
pulss pidi seega olema valgusel. Me oletasime, et see VOr-
dub valguse massi }, ja kiiruse C Kkorrutisega, s. O.

p=AL . (3.1)
St Cnm 3.10Q /s, leiame, et mass on yl = 1,5.10_Q mg. See-
ga peaks musta keha mass suurenema valgustamisel paikeee-
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valgusega pinna iga ruutmeetri kohta 1,5.10'8 mg vorra se-
kundis. See on tlesti vaga vaike Juurdekasv. lIsegi kujutle-
des keha Ohukese kilena paksusega koigest 0,1 mm Ja vittes
tiheduseks 1 g/cmS, nii et kile mass on 100 g/n°, leiare, et
arvatav massi Juurdekasv moodustab kdigest 1,5.10“1" ole-
masolevast massist. S&drase vaikese lisa mddtmine ndib ole-
vat tiiesti lootusetu Uritus.

Seega peame - vahemait esiotsa - loobuma valguse massi
otsesest eksperimentaalsest kindlakstegemisest.Selle asemel
peamne otsima kaalukaid teoreetilisi argumente valguse massi
olemasolu kasuks. Kassi Jaawvuse seaduse asemel ldhtume mas-
si kui inertsuse mdodu mdistest. Pllame ndidata, et valgus
on inertne.

Selleks on kdige kohasem alljargnev mottekaik. Kujut-
leme keha massiga W , mille sees on vaakum-O0nsus. &6nsu-
se seinad kiirgavad valgust (s. o. Uldse elektromagnetkiir-
gust) kodikides suundades Uhtlaselt. Kingist seina punktist
teatud hetkel kiirgunud valgus langeb Iihikese aja Jarel
seinale teises kohas Ja neeldub seal. Eeldame, et neeldumi-
ne on taielik, s. o. et seinad on absoluutselt mustad. Sei-
nast kiirguv valgus avaldab seinale rohku, sanuti seinas
neelduv valgus. Kui keha on liikumatu, siis on nende rohku-
de resultant vordne nulliga, sest eelduse kohaselt kiirgub
valgus kdikides suundades uhtlaselt.”Vaatame aga niid olu-
korda, kus kehasse mGjub valisjoud F . See paneb keha lii-
kuma kiirendusega cI . Leiame ~ Jacl vahelise seose.Li-
saks valisJOule tuleb siin arvestada neelduva valguse poolt
mdjuvat resulteerivat JOudu. Selle arvutamiseks arutleme non-
da. Alghetkel, mil hakkab mdjuma Joud F , on keha alles
litkumatu. Vaatleme sel hetkel seintest kiirgunud valgust.
Kingi valguseosake, impulsiga dp , hakkab liikuma keha alg-
asendi suhtes kiirusega C , omandab aga lihikese ajaga/ib
keha suhtes Kkiiruse lisakomponendi — Cldt , sest TxAt on
kiirus, mille keha ise selle ajaga saab. Et valguseosakeee
impulss on alati tema kiiruse suwunaline, vastab kijruse 11-
sakomponendile — a At ka impulsi Iisakomponent——‘-g‘ACt alp

- 19 -



Olgu niud At see aeg, mis kulub valguseosakesel, et lan-
geda seinale kuskil teises kohas. Osake neeldub seilnas ja
annab talle Ule oma Impulsi. St llsalmpulsl Ulekande toimub
ajaga At , siis mojub seinale sel puhul joud— g”~&-. Ta-
histame dp/c~dfi* Lisaj0ud on siis —adfl . Niid integree-
rime Ule kdikide valguseosakeete. Tahistades

JA=J-" =/, G.2)

leiare, et Integraalne lisajOud on —"ayu . Silt Newtoni M
seaduse alusel jareldame, et

ma=F -a Mu (3.3,
ehk

F=(m+P)a . G5
See tulenus nditab, et meie O0nes keha kaitub nii, nagu deke
tal lisamass . Tema inertsuse m0t ei ole mitte m o,
vaid m+/i . Aga suurus L, kuulub ainult &6nsuses oleva-

le kiirgusele. Seega on kiirgus toesti inertne. Valem (3.2)
naitab, et valguse mass on kdigi valguseosakeste masside
summa ja et iga valguseosakese mass vordub tema impulsi ja
Kiliruse jagatisega.

Valemist (3*4) jareldub omakorda, et kil O0nes keha lii-
gub mingi kiirusega U , siis tema impullss on

/M= (m+/UjIT ; @G.5

siin esineb keha massina jalle kesta massi ja valguse massi
suma. Tuleb eriti tdhele panna, et valguse kiirusena esineb
selles valemis mitte C , vaid tt . See on ka arusaadav,
sest dbnsuses olev valgus liigub koos kehaga kui Uks tervik
jJust Kkiirusega U. . Iga Uksik valguseosake massiga dfi  lii-
gub OBnsuse suhtes kiirusega C ja tal on impulss Tdft.
Kui keha on liikumatu, siis on kdifd. nende elementaarimpuls-
side vektoriaalne summa vordne nulliga. Kui aga keha liigub
kiirusega 9 , siis on iga kiirguaeosakese Kiirus vordne
C+ U (kiirusele C lisandub tlekandekiirus 1T ); impulss
on dfi(~-Hjt) ja impulsside summa piU
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Poordume korraks reel tagaei massi jdawvuse juurde. Me
négime, et oteeee makroskooplliee eksperimendi abil on véhe
lootust saada Kinnitust oassi Jaawusele laiendatud kujul,
S. 0. kaasa arvestades Kiirguse massi. Seetdttu oleme sun-
nitud esialgu ainult postuleerima, et massi jadvuse seadus
kehtib rangelt ainult kehade ja Kkiirguse summaarse
massi Kohta. See postulaat ei ole vastuolus varasemate kat-
eeandmetega, kuigi nendee kiirguse massi ei arvestatud, sest
viimase vaiksuse tottu kehtib massi jadwus vaga suure tap-
susega ka ilma selleta. Rnt pdhimotteliselt on seaduse lai-
endamine elektromagnetilisele kiirgusele viaga tihtis. lagu
ndeme veidi hiljem, vdimaldab see lsna lihtsal viieil jouda
relatiivsusteooria pohitulemustele. Bt aga relatiivsusteoo-
ria jareldused on kooekdlae suure hulga eksperimentidega,
siis tuleb ka massi jadwuse Uldistatud seadust lugeda toe-
seks ning katseliselt pdhjendatuks, 6eldu kdrval olgu mai-
nitud, et mikroosakeste vaheliste protsesside puhul Kinni-
tavad seda seadust ka otsesed katsetulemused (vt. i 13).

Peame veel rohutama, et eespool antud valguse massi
miiste pdhjendus on klassikaline, s. o. mitterelativistlik.
See ilmneb seal, kus me rakendame valguse Kiirusele klassi-
kalist kiiruste liitmise valenit, mis relatiivsusteoorias el
kehti (vt. $ 5). Sellele vaatamata on meil &igus kasutada
valguse massi mdistet relatiivsusteooria Uleeehitaaleel.
Meie senine tulemus naitab lihtsalt niipalju, etvalgusemass
el ole ainult relativistlik mbiste, vaid ta on juba
klassikalises mehhaanikas paratamatu, kui tahetakse Kirjel-
dada valguse mehhaanilist toimet. Bt uut teooriat Ules ehi-
tada, peab seda arvestama, peab ldhtuma klassikalistest n8Sie-
teteat. Nii on see kehade massi korral, nii on ka valguse
massi korral. MOlemad mdisted tuleb relatiivsusteooriasse
viia klassikalisest teooriast. Mida uut tekib seejuures nen-
de miistete sisus, selgub alles uue teooria Ulesehitamise kai-
aus.

Lopuks tuleb meil vastata veel Uhele kisimusele. Selle
paragrahvi alguses (tlesime, et valguse rohk on  vordeline
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valguse intensiivsusega. Nimelt naitab Maxwelli teooria, et
taielikult neelava pinna puhul

P=1/C (3.6)
kus P on rohk ja 1 langeva valguse intensiivsus, s. o.
pinnalihikule ajalhikus langev energia. Seda valemit Kinni-
tab ka eksperiment. Teisest kiljest vOrdub rohk ajalhikus
langeva valguse impulsiga:

P=/UC . (3.7)
MSlemast valemist jérgneb:

7=/kCr . @G.9

Seega on valguse mass ja energia teineteisega VBrdelised.
See on oieti endastmSistetav, sest ka keha kineetiline
energia on vordeline tema massiga. Aga uUhes suhtes on val-
guse puhul asi teisiti: energia ei ole mittefKCx% (sama-
selt keha kineetilise energiaga), vaid sellest tépselt kaks
korda suurem.

Siit nédhtub, et valgusele ei saa tiiel maaral raken-
dada klassikalist mehhaanikat. Siin kohtume esmakordselt
relativistliku seosega. Nagu juba sissejuhatuses ja § 1 18-
pus markisime, saab energia moiste relatiivsusteoorias klas-
sikalisest hoopis erineva tdhenduse. Valguse massi ja im-
pulsi relativistlikud mSisted on kull Usna lahedased klas-
sikalistele, ent valgusel on ka oluliselt relativistlikke
omadusi, millel pole klassikalist analoogi .-

% 4.

XXTIR JA HTRITUUL.
MICHELSONI KATSE

Relatiiveusprintsiibi kohaselt ei saa thelegi  kehale
omistada absoluutset Kkiirust (s. o. Kiirust absoluutse ruu-
mi suhtes). Mis tahes kiirus on mddratav vaid Uhe v8i teise
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taustsisteemi suhtes, kusjuures kdik Inertslaalsed taustsis-
teemid on samavéarsed. Siirdel Uhest Inertslaalsisteemlst
teise teiseneb kiirus valemi (2.1) Jargi. Inertaiaalsistee-
mide samavaarsus tahendab, et kdik moeldavad selle valemi
jJargi mdaratavad kiirused on (hevlrra reaalsed, ainult et
igaiks neist on vaadeldav Uhes kindlas inertsiaalsiisteemis.

Huld tekib kisimus, kuldas on lugu valguse Kkiirusega
vaakumis? Eas allub ta samale teisendusvalemlle (2.1)? Naib,
et peaks alluma, sest miks peaks see kiirus kaituma teistest
erinevalt? Valguse kiirus on kull vaga swr, ent valem (2.1)
saadakse klassikalises kinemaatikas taiesti uldisena, ilmaet
kiirustele U ja U seataks mingeid kitsendusi. Niisiis,
tahistades valguse Kiiruse kui vektori <f-ga, Kkirjutame va-
lemi (2.1) eeskujul valguse kiiruse teisenduevalemi:

£ = ~Z~V . 4.0

Vaatame siit tulenevaid jareldusi. Ennekdike nditab see va-
lem, et valguse kiirus peab tldiselt sdltuma suunast. On NoaEr
dav ainult Uks inertsiaalsiusteem, allies valguse Kiirus \0iks
olla suunast soltumatu. Eeldame, et valemis (4*1) C  ongi
suunast soltumatu kiirus. llmselt ei ole siis C* suunast OI-
tumatu, vald on kdige vaiksem V  suunas, kdige suurem vas-
tupidises suunas ja on kdiksugu vahepealsete vaartustega teis-
tes suundades (vt. joon. 1).

Seega tekib omapara-
ne olukord: Uhest kiljest
kehtib mehhaanikas rela-
tiivsusprintsiip, teisest
kuljest mehhaanikas saa-
dud kiiruste littmise va-
lem, rakendatuna valguse-
le, tihistab sellesama re-
latiivsusprintsiibi. 1Im-
selt ei ole niid enam koik
inertsiaalsisteemid sama—
vaarsed, vaid see inert-

Joon. 1. slaalststeem, milles vai-
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%ljdee kiirue suunast si soltu, on teistega vorreldes eelista-

Klassikalises valguseteoorias arvati, et valgus on min-
gis keskkonnas leviv laineline ndhtus (samaselt helile, mis
levib lainena Ohus vBi mbnes teises keskkonnas). Keskkonna-
le, milles levib valgus, pandi nimeks eeter. Et valgus VSib
levida vaakumis, kus tavalist ainet ei ole, peab eeter olema
mingi eriline, universaalne, kogu maailmaruumi liikumatult
taitev aine. Eetriga seotud inertsiaalsUsteem ongi see eclis-
tatud inertsiaalststeem, milles valgus levib kdikides suun-
dades Uhesuguse kiirusega. Eeter on selles sitsteemis liikuma-
tu taustkeha. Seega vOim pidada eetrit absoluutse ruumi ke-
hastuseks. Relatiivsusprintsiip sailitab seejuures oma prak-
tilise kehtivuse mehhaanikas, kuid naib kehtetuks muutuvat
valgusnahtuste vallas.

Et Kaa tiirleb Paikese Umber, peab ta liikuma kindlas-
ti ka eetri suhtes. Piltlikult ¢eldi, et Uaal peab puhuma
“eetrituul" (samaselt sellele, nagu labi Ohu sBitvas lahti-
ses autos tajume twlt - Ohu vastuvoolu). Eetrituul  pidi
wsa moju avaldama selles, et Uaal mdddetud valguse Kiirus ji-
di sbltuma suunast.

Hiisugused on esialgsed teoreetilised kaalutlused, mis
lahtuvad valemist (4*1)* Tekib kisimus, kas katse kinnitab
neid. Esmakordselt plldis sellele kiusimusele vastust saada
A. Michelson 188l1. aastal, Oieti oli ta eetrltuule olemas-
olus veendunud ja tahtis teada, kui suur on Maa  absoluutne
kiirue. Katseriietaks oli tal tema enda leiutatud tundlik in-
terferomeeter.

Alljargnevalt esitare Michelsoni katse skeemi ja kokku-
votliku teooria. Interferomeetri pdhiosadeks on poollébipais-
tev tasaparalleelne plaat P (joon. 2) ja kaks tasapeeglit
Slja S2 - Heed kdik on jaigalt kinnitatud horisontaalsele
alusele, mis koosneb kahest jaigast taisnurga all dhendatud
harust (alus on joonisel nditamata). Peeglid on harudega,
seega ka teineteisega risti, aga plaat moodustab nendega 45°
nurgad. Kogu riieta viib poddrata vertikaaltelje Umber. Plaa-
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dile suunatakse valgusallikast L (Uhe haru suunas monokro-
maatiline valguskiir, mis osalt peegeldub plaadilt peegli
SNsuunas ja osalt labib plaadi peegli Sj suunas. Parast

Tl

Joon. 2.

peegeldumist langevad kiired uuesti plaadile ning osalise pee-
geldumise ja plaadi labimise jarel juhitakse kokku pikksilma
T suunas. Pikksilma vaateviljas tekib mdlema kiire interfe-
reenunise tulemusena interferentsipilt, milles tumedad trii-
bud perioodiliselt vahelduvad heledatega. Triipude asendid
s6ltuvad mblema kiire faasivahest (ehk kaiguvahest) K)Nr—£,),
kus () on sagedus ja ti , ta ajad, mida vajab Uks ja tai-
ne kiir plaadi ja vastava peegli vahelise kauguse labimiseks
ja tagasi.

Niid oletame, et esimene haru on just oletatava eetri-
tuule suunas. Siis on valguse kiirus piki seda haru thes suu-
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nas C—V ja vastassuunas C+V . Seega

fox -Ji A Li Zctj @ 2n

C-V + C+V ~ Cz-V i 9 N 2)
kus ti  on selle haru pikkus. Teine haru on eetrituulega
risti. Kui suur on valguse kiirus selles suunas? Joonise 3
abil leiare, et see on

cC’=yjcx-v 1 . “.3

Vastassuunaline kiirus on ilmselt sama. Seega

%tz @.5
Ve*-v* 7
kus on interferomeetri teise haru pikkus. Niud saame
faasivahe f  jaoks valemi

f = (2u>/c)[(,(L-v*/c)-*-1,(L-vVc*r') m (4.5

Mis juhtub, kui pdorame riista 90° vorra nii, et mSlemad ha-
rud vahetavad oma suunad? IlImselt muutub sel juhul faasiva-
he, sest muutuvad valguse Kiirused. Piki esimest haru saab
Kiiruseks ~Cl—tx ja piki teistC—V ja C+ V Seega
avaldub muutunud faasivahe f T jargniselt:
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f'tfav/dlitid-wec'r'-bd-vw)-*]. (4.6

Tahistades muutuse f r—f= A f , lelame:

Af = [(I-VVcy-"-a-'Oycid-t] . (4.7)
Faasivahe muutus téhendab, et muutuvad interferentstriipude
asendid - interferentsipilt tervikuna peab riista pdora-
misel nihkuma. Nihke suurus moodustab interferentsipildi
taisperioodist (s. 0. kahe ldhestikku asetseva tureda r8i
heleda triibu kaugusest) samasuguse murdosa, nagu Af moo-
dustab faasi taisperioodist, s. o. (X1 -st:

Uf/rx- u(”™ 199 [(1-vVc«l - a-vycy-i] . (4.8)
Toome sisse sagedusele 6) vaetava lainepikkuse
N = 2,7xc/icu . / (4.9)

Siis saab eelmine valem kuju

AF271 =2 Ik t*il[(i-Vyc*)-E(i-vyc*)-T] . (4.10)

Edasi eeldame, etTJNC (oleks see teisiti, siis oleks eet-
rituult vOimalik avastada hoopis kergesti ka ilma  Interfe-
romeetrita). Siis v8ime sulgudes oleva avaldise arendada
ritta
M-TJIVC*}-*— vvacz, (4.11)
nii et Ioplikult
Af/2X = + [ (4.12)

Interferomeetri tundlikkus seisnebki niud selles, et oodatav
efekt peab olema hasti margatav vaatamata Vx Cx vaiksusele.
Seda kompenseerib asjaolu, et teine tegur on  suur.
Lainepikkus on ju vaike (alla tuhandiku millddneetri), aga In-
terferomeetri harud VvBib teha m8ne meetri pikkusteks. Kasu-
tades korduvaid peegeldusi ning lastes valguskiirtel l&bida
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Uht ja Bawa kaugust edasi-tagasi mitu korda, VOib harude
efektiivset pikkust suurendada isegi ménekimne meetrini. VB-
tame naiteks tz m 2 m (nii oli see A. Michelsoni hili-
semates katsetes, mis ta sooritas koos S. W. Morley"ga 1837.
aastal). Lainepikkuseks valime X a 5,9.10m (haatriumi
kollane joon). Siis

N =3,7 O9. “4.13)

Haa absoluutse kiiruse kohta pole midagi kindlat ette tea-

da, aga ta ei saa olla vaiksem Maa orbitaalse liikumise kii-

rusest, mis vordub 30 kw/s; tapsemalt éeldes, kui ta ka oleks
Juhuslikult vaiksem, koguni ehk vOrdne nulliga (s- o.  kui

Paikese Kkiirus eetri suhtes oleks just vordvastupidine Maa

orbitaalse kiirusega), siis peaks ta poole aasta parast, mil

Kaa orbitaalse kiiruse suund muutub vastupidiseks, suurene-

ma kuni 60 kw/e. Seetdttu votame valemis (4.12) V. » 0 ks

ningVv/C m 10“4. Sel juhul oleks

Af/lzTT «0,37 . “.1%

Niisugune nihe oleks pidanud olema hasti margatav. Ometi ei
leitud midagi. Interferentsipilt jai interferomeetri podora-
misel muutumatult oma kohale.

A. Micheleon ei tahtnud uskuda oma silmi, niivord en-
dastmbistetavana nais talle, et katse annab jaatava tulemu-
se. Ta pluldis avastada katseseadmes vigu ja korraldas jar-
jest uusi katseid igal aastaajal, jop kord taiuslikumate va-
henditega. Ka mitmed teised uurijad tegid sedasama. Tulemus
oli ja jai eitavaks. Isegi meie paevil korratakse aeg-ajalt
Michelsoni katset, kuigi nild peetakse, vastupidi, endast-
miistetavaks eitavat tulenust. Eitav ta alati ongi olnud.
Eetrituult ei ole olemas.
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5 5.
RELATI IVSUSTEQORIA
POHIPOSTULAADID

Eetrituult ei ole olemas. Seda pole Onnestunud avasta-
da ei Michelsoni katses ega teisteski katsetes, kus on ka-
sutatud optilisi vOi elektrodtinaamilisi vahendeid. Kujune-
nud olukorrast leidis Oige valjapassu A. Einstein, luues
1905. aastal teooria, mis sai relatiivsusteooria nime. Sel-
le teooria aluseks on kaks postulaati. Esimene postulaat on
universaalne relatlivsusprintsiip. mille kehtivust ndutakse
nii mehhaanikas kui ka optikas ja elektrodinaamikas.  Koik
inertsiaalsisteemid on kdigi fulsikandhtuste Kirjeldamisel
taiesti samavédrsed; absoluutset paigalolekut ega absoluut-
set liikumist pole olemas; Uhtki liikmist ei saa vaadelda
olematu absoluutse ruumi taustal, vaid ainult relatiivse lii-
kumisena meelevaldselt valitud inertsiaalsisteemi taustal.
Siit jargneb kohe, et koos absoluutse ruumiga saab olema-
tuks ka eeter. Vastasel juhul vOiks liikumist eetri suhtes
kasitada absoluutse liikumisena ning eetrit absoluutse ruu-
mi kehastajana. Loobuda tuleb ka valguse kiiruse teisenda-
misest klassikalise valemi (4*1) jargi. Tekib paratamatuva-
Jadus votta selle asemele mingi uus tode*

Relatiivsusteooria teine pohipostulaat vaidabki, et
valguse kiirus on kdikides inertsiaalsisteemides Uhesugune
ja suunast sOltumatu. See vaide on kooskdlas  relatlivsus-
printsilbiga ja kdikide katsetulemustega. Ta on kull naili-
ses vastuolus '‘terve moistusega’’, aga tegelikult ilmneb sHr*
vastuolu ainult juurdunud kujutlusega, et aeg on absoluutne.
"Tervet moistust'’ imiteerib vaid harjunus. Ent toeliselt ei
nbua terve mdistus aja absoluutsust. Relatiivsusteooria techb-
ki otsustava samu ja tunnistab aja relatiivseks. Siis pole
ka midagi voimatut selles, et valguse kiirus ei allu klas-
sikalisele kiiruste liitmise reeglile.

Selgitare ldhemalt, kuldas on valguse Kiiruse konstant-
suse postulaat seotud aja relatiivsusega. Mingist antud
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inertsiaalsisteemie liikunatust punktist O (Joon. 4) Kiir-
gub valgus kahte vastassuunda. O-st vordsetel kaugustel ole-
vatesse punktidesse A ja B jouavad need valgussignaalid
samaaegselt (sest valguse kiirus ei sbltu suunast). Vaatle-
me sanu signaale teise inertsiaalslsteemi taustal. Valguse
levimist tuleb seal vaadelda arvates punktist 0", mis lii-
gub O suhtes (naditeks suunas A-st B poole), Uhtides kiir-
gamise hetkel O-ga. Joonisel on margitud 0~ asukoht hetkel,

A 0 (o} B
Joon. 4.

mil signaalid on joudnud punktidesse A ja B . Kas VOib
niid vaita, et signaalide kiirused on ka 0” suhtes vOrd-
sed? Absoluutse aja korral ei Wi, sest 0"A>0"B , seega
peaks vasakpoolse signaali kiirus olema suurem parempoolse
signaali Kkiirusest (tipselt kooskdlas valemiga (4.1))* Ent
me vBime tdlgendada vOrratust 0"A > 0"B teisiti: signaali-
de kiirused on ka 0" suhtes virdsed, aga nende joudmise
ajad punktidesse A ja B on erinevad. Parempoolne signaal
labis lihema tee, vasakpoolne pikema; seega joudis parempool-
ne signaal punkti B varem kui vasakpoolne punkti A. Me
ndeme, et aeg voolab 0"-ga seotud inertsiaalsisteemie teisi-
ti kui O-ga seotud inertsiaalsUsteemie: sUndwused, mis vii-
mases on samaaegsed, ei ole samaaegsed eelmises ega tarvitse
Uldse teisteski inertsiaalsisteemides olla samaaegsed. See-
jJuures ei saa Uhegi inertsiaalsisteemi aega pidada eelieta-
tult absoluutseks. Inertsiaalsisteemlde samavadrsusega eel-
datakse, et kdikide ajad on relatiivsed.

Aja relatiivsusest raagime pikemalt uuesti 8-des 16 ja
17.

Lopuks juhime veel kord tahelepanu asjaolule, et kuigi
8-s 3 antud valguse massi mdiste pdhjendus on  mitterelatl-
vistlik, ei ole alust seada valguse massi olemasolu relati-
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vistlikult seisukohalt kahtluse alla. On hésti teada, et va-
ga paljud klassikalise fuusika miisted lahevad tle relativ®
susteocoxiasse (tarbe korral nii- Vv0i teistsuguste  tipsus-
tustega) - Nende mdistete hulka kuulub ka valguse massi mdis-
te. See ei ole olenuselt relativistlik mbiste. Sel on om
koht juba Klassikalise fuUsika mdistete sUsteemis. 8-s 3
andsimegi talle mitterelativistliku pdhjenduse. See ei va-
lista selle miste relatiivsusteooriasse viimise viimalust.
Nuid oiigi meie Ulesandeks selgitada, mil viisil oleks see
voimalik. Seda teeme §-des 6-11.

5 6.

MASSI SOLTUWUS
KIIRUSEST

Klassikalises mehhaanikas keha mass Kkiirusest ei soltu.
Keha mass on lihtsalt vordne koikide kehas olevate aatomite
masside summaga, iga aatomi mass on aga taiesti kindel muutu-
matu suurus. Tosi kull, kui arvestada valguse massi, siis see
viimane vaide péris tdpselt enam ei kehti. Keha mass, nagu
nagime 8-s 3, peab valguse neelamisel suurenema. Et sel pu-
hul uusi aatomeid juurde ei teki ja et valguse neeldumine
toimubki ilmselt aatomites, siis oleme sunnitud jareldama, et
valguse neelamisel aatomi poolt peab viimase mass suurenema.
Siin on meil tegemist esmakordse vihjega sellele, et mass (&
hemalt Uksikute aatomite oma) ei olegi nii rangelt konstant-
ne suurus, nagu seda klassikalises mehhaanikas massi jadvu-
se seaduse raames tavaliselt eeldatakse. Niid peame moonma
vastupidist: just massi jadwuse Uldine seadus nduab, et va-
hemalt Uksikute aatomite mass peab olema teatavates - olgu*
gi Usha kitsastes - piirides muutlik. Aga massi sOltuvust
kiirusest siin veel ikkagi ei ole. Seega jaab esialgu pisima
klassikalise mehhaanika eeldus, et mass on kiirusest soltu-
martu.

Ent mele peame minema edasi, peare lahemalt ning tipse-
malt wurima, millistele jareldustele viivad massi ja impulsi
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Jaawuse seadused, kui neid rakendada valguse neeldumisele ke-
has. Alljargnevalt naitame, et relatiivsusteooria pdhipostu-
laadid (eriti valguse Kiiruse konstantsuse postulaat) onmas-
si ja impulsi jédwuse seadustega kooskdlas ainult siis, kui
keha mass sdltub teataval kindlal viisil tema Kiirusest.
Esmalt naitame, et mass ei saa olla kiirusest soltuma-
tu. Vaatleme liikumatut keha massiga M , millele langeb
valgus massiga jJa neeldub kehas. Olgu neeldumine  tiie-
lik. Valguse rohk paneb keha liikuma mingi kiirusega Vv =
Keha mass on niidd valguse neelamise tottu senisest  suurem;

olgu see - Massi ja impulsi jaadwse podhjal kehtivad seo-
sed

th +/u=m1l , 6.D)

~NC = rriiv . 6.2

Me vOime aga sama protsessi vaadelda inertsiaalsisteenls, mis
eelmise inertsiaalsisteemi suhtes liigub Kkiirusega Vv , s. o.
milles keha on liikumatu parast valguse neelamist. Enne nee-
lamist liigub keha ilmselt kiirusega V vastu valgusele,
mille kiirus on ikka C (see on iks relatiivsusteooria pd-
hipostulaate). Eeldades, et mass kiirusest ei sOltu, seega
keha mass enne ja parast valguse neelamist on ikka 171 ja ,
saame massi ja impulsi jadwuse valemid kujul

m+ A= AL , 6-3)

O<C=mv . (R

Seosed (6-1) ja (6.3) uhtivad ning annavad ; aga
seostest (6.2) ja (6.4) jargneb, et . Saime Umse vas-

tuolu.

Seega, VvoOttes valguse Kiiruse iUhesuguseks molemas irert-
siaalsUsteemis ja eeldades, et mass Kkiirusest ei sOltu, sa-
tume vastuollu nBudega, et massi ja impulsi jéawuse seadused
kehtiksid mdlemas inertsiaalsusteemis. Loobuda sellest ndu-
dest ei saa, sest siis tekib vastuolu relatiivsusprintsiibi-
ga. Margime, et kui vOtaksime teises inertsiaalsiisteenis val-
guse kiiruseks C asemele C—0 (klassikalise kiiruste
liitmise valemi jargi), siis vastuolu kaoks, sest siis saak-
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sire (6.4) asemele vorduse (. (C—V)=mV ; siit ja valemist
(6.2) jargneks m 1= /nty«, kooskdlas valemitega (6.0 ja (6.3b.

Tuleb valja, et vastuolu valtimiseks peaksime  loobuma
kas relatiivsusprintsiibist voi valguse kiiruse konstantsu-
sest. Uks ega teine tee pole relatiivsusteoorias vastuvde-
tav. 6nneks on olemas kolmas vBimalus: eeldada, et keha mass
soltub kiirusest.

Soltuvuse tuletamiseks paneme kdigepealt tdhele, et sel-
le Uldine kuju peab olema

m(v) = mof(V), (6.5)

kus tf(V) on teatav, esialgu tundmnatu, kiiruse funktsioon,
L0 on seisumass ja /L) on mass kiirusel VvV . Funktsioon
((v) peab rahuldama algtingimust

1(0) =1 , (6.6)
sest m(0)=mg. Valemi (6,5) pBhjendamiseks kujutleme  antud
keha koosnevana mingist arwst /1  Uhesugusest vaiksemest osa-
kehast. Ilmselt on iga osakeha seisumass M korda  véiksem
liitkeha seisumassist, ja ka kiirusel V.  on osakeha mass /1
korda véiksem liitkeha massist (sest ka liikudes koosneb liit-
keha ikka M Uhesugusest vaiksemast osakehast). Kui M on
liitkeha mass ja W osakeha mass, kehtib eelteldu pohjal

vOrdus
Mo/mo = h(v)/m(v) (6.7)
ehk
M(V)IMO= m(v)/mO0 . (6.8)
See vOrdus naitabki, et suhe , mille tihistasime -ga,

ei soltu kehast, vaid soltub ainult Kiirusest.

Nuid pdordume uuesti eespool vaadeldud protsessi  juur-
de, kus liikumatu keha seisumassiga /10 neelab temale lan-
geva valguse massiga L . Massi ja impulsi jdawuse seadused
avalduvad niid (6.1) ja (6.2) asemel jargmiselt:

mO+pi =m ,jf(v) , (6.9)
l«c = m,jl(V)V , (6.10)
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kus Mo on keha seisumass parast valguse neelamist.

Siinkohal teeme vahemarkuse. Me ei tea esialgu, kas on
mi0 tingimata 1U0 -st erinev vOi on vahest /TUo35" . Kindel
on ainult see, et keha mass peab vOrra suurenema, aga
kas ka seisumass muutub, jédb esialgu teadmata. Ent edasi-
ses mottekaigus pole see oluline.

Siirdume inertsiaalsisteemi, milles keha on liikumatu
parast valguse neelamist. Massi ja impulsi jadvuse seadused
kehtivad nuud kujul

Mo}f(V) = m1 , 6.1D

NC=mo (tW 6.2

(vrd. (6.3) ja (6.4)). Siin fil on valguse mass teises inert-

slaalsisteemis. Varemalt, kui me massi sOltuwust Kkiirusest

el arvestanud, pidi massi jadwuse pohjal olema  =—{fm. Nuud

see vOrdus vahest enam ei kehti. Seeparast Kirjutamegi va-

lemites (6.11) ja (6.12) W asemel f4T . Edasist mottekai-
ku see erinewus el hairi.

Nuid on (V) leidmine péaris lihtne. Elimineerides va-
lemitest (6.9) ja (6.10) fi ning valemitest (6.11) ja(6.12)
Ur, leiames

(1-v/Cc) , (6.13)

m*,= moJ(V)(1-hV/c) . (6.14)
Korrutades need valemid teineteisega l4bi ja taandades 081D
|, Saare:
#*(V)(1-Y ¥Cr)-1 . (6.15)
Siit
f(V) = (- VZCx)~* . (6.16)
Algtingimus (6.6) on ilmselt rahuldatud.
Niisiis, keha mass peab sOltuma kiirusest valemi
mcv) ~ mo(1-v Zc*)~T (6.17)
jJargi. Ainult sel eeldusel on massi ja impulsi jéawuse sea-
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dused kooskdlas relatiivsusteooria pohipostulaatidega.
Valemi (6.17) graafik on toodud joonisel 5.
Valem (6.17) on Uks pohilisemaid kogu relatiivsusteoo-
rias. Teeme sellest méned kohesed jareldused.

1. lga keha massi VOib esitada eeisumassi ja liikumi-
sest tingitud massiosa sumana; seda viimast nimetame

neetiliseks massiks ja tdhistame - Seega
m = /n04- mhiv (6.18)
kusjuures
= mO[(i-vV cl)'T _i] (6e19)

2. Keha kiirus ei voi Uletada valguse Kiirust ega saa-
da sellega VOrdseks, vaid on alati véaiksem valguse Kiirusest.
Toepoolest, vV = C korral oleks mass Iopmatu ja v>C Kkor-
ral koguni imaginaarme. See on aga fuUsikaliselt mittetu ja
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on vastuolus ka massi jadwvusega. Seega etendab valguse kii-
rus relatiivsusteoorias kiiruste Ulemt&8kke ehk piirkiiruse
osa.

3. Valem (6.17) kehtib ainult kehade, mitte aga vabalt
leviva valguse kohta. Valgus ei saa olla litkumatu, sest
tema kiirus on alati C . Kull aga kehtib valem (6.17) val-
guse kohta juhul, kui valgus on suletud 58nsusesse ja VSib
selles OBnsuses olla kui tervik liikumatu (vt. § 3). Edas-
pidi mStleme valguse all (kui just teisiti ¢6eldud ei  ole)
vabalt levivat valgust.

4. AvaldadesV /11 kaudu valemist (6.17), saame:
v=c - ml/imxv) . (6.20)

5. Keha relativistlik impulss, olles vbrdne massi  ja
kiiruse korrutisega, ei ole kiirusega vordeline nagu klas-
sikalises mehhaanikas. Impulss Jp avaldub valemina

- W 6.2D)
r yN-x/VCI
6. Avaldades viimasest valemist y5* kaudu 1 , leiame:

£ = — cT . 6.2)

7. Elimineerides valemitest (6.17) ja (6.21) Vv , saa-
me relativistliku seose keha massi ja impulsi vahel:

p* =z (Tr-T % )cs, ®.23)
kus fn tdhendab liikuva keha massi niCV) . See valem on V&
ga tahtis, sest seda ldheb vaja mdnedes esmajargulise kaa-
luga kisimustes.
8. Valguse puhul kehtib massi fi Ja impulsi Yy vahe-
line seos kujul flic . Siit jargneb, et valem 6-23)
kehtib ka valguse puhul, kui arvata valguse seisumass nul-
like. Valemid (6.17) Ja (6-21) aga valguse puhul ikkagi ei
kehti, sest nende paremad pooled saavad V —C ja MOs O
puhul mddramata kuju



9. Veendume, et valguse tdielikul neelamisel keha sei-
sumass muutub, s. o. kehtib vOrratus rmaprn~. Selleke ja-
gare teineteisega 1dbi valemid (6.13) ja (6.14). Tegur
taandub ja me saame:

Seega muundub neeldumisel algselt liikumatus kehas valguse
mass osalt keha seisumassiks (suurendades senist seisu-
massi), osalt aga kineetiliseks massiks (sest keha pérast
valguse neelamist liigub ning vahe No0)[(Y) — I7lo0 on suurem
kui mO0), Kui aga vaatleme seda protsessi keha 1goole-
ku seisuslsteemis, siis muundub valguse mass keha seisumas-
siks taielikult, kusjuures seisumassiks muundub ka keha alg-
ne kineetiline mass.

10. Et valguse kiirus on kdikides inertsiaalsisteemi-
des C , ei ole mbtet radkida valguse massi sOltuvusest
kiirusest. Ent see el tdhenda, et valguse mass oleks igas
Inertsiaalsisteenis Uhesugune. Naitame, et siirdel antud
inertsiaalststeenist teise, valguse levimise suunas Kiiru-
sega V  lilkuvasse siUsteemi, teiseneb valguse mass valemi

(6-2%)

Jargi. Selleks kasutame seoseid (6.10) ja (6.12). Jagades
viimase 18bi eelmisega, saame:

pVv/in = m0/mi0 . (6.26)

Arvestades (6.24), saamegi siit (6.25).

1. Tuletame ligikaudse valemi keha kineetilise massi
Jaoks junul, kui Vv . Vottes valemis (6.19) ligikaudu
F-VvVct)-Tssj+vvzCc* leiare:

TAn«*Ter>Yzel . ®.2)

Siit ndeme, et kineetiline mass osutub seliges 1&henduses vor-
deliseks mitterelativistliku kineetilise energiaga mov ¥3j =
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Nagu edaepidi (vt. § 15) selgub, pole see juhuslik asjaolu,
vaid selles peegeldub relativistliku energia moiste olemus.

Lopuks Utleme paar stna eespool saadud tulemuste kat-
selise kontrolli kohta. Nagu juba 8-s 3 markisime, on keha
massi muutus valguse neelamisel niivord vaike, et seda prak-
tiliselt md0ta el saa. Kiirus, mille keha vBib valguselt
saada, on ka vaga vaike, olgugi moodetav (P. N. Lebedevi kat-
sed) . Selliste véikeste kiiruste juures on Kineetiline mass
niivord vaike, et massi VvOib vabalt lugeda vordseks seisu-
massiga. lIsegi kiirustel suurusidrguga moni kn/s (taevake-
had ja kosmoselaevad) on massi relativistlik suurenemine
darmiselt vaike. Teisiti on lugu siis, kui asendame makro-
skoopilise keha mikroosakesega, naiteks aatomi vOi aatomi-
tuumaga. Nende massi muutumine valguse neelamisel on hasti
jJalgitav. Mikroosakesi tuleb kasutada ka valemi (6.17) eks-
perimentaalseks kontrolliks, milleks laheb vaja valguse kii-
rusega VOrreldavaid kiirusi. Tavalisi, makroskoopilisi kehi
niikaugele Kkiirendada tanapaeva tehniliste vahenditega ei
saa. Aga elektronidel ja teistel elerentaarosakestel on va-
lemi (6.17) kehtivust katseliselt korduvalt kontrollitud,
kusjuures kooskdla leiti olevat laitmatu.

7.

SAMISIHILISTE
KIIRUSTE LITTMINE

Et valguse kiirus on koikides inertsiaalsisteemides Uhe-
sugune, taéhendab muuhullgas seda, et ta ei allu klassikalise-
le kiiruste liitmise valenile (2.1). Siit tekib mote, etvii-
mane ei kehti relatiivsusteoorias ka teiste kiiruste puhul.
Veendume, et see on tdesti nii ja tuletane relativistliku
kiiruste liitmise valemi. Kaesolevas paragrahvis piirdume
esialgu lihtsama juhuga, kus liidetavad kiirused on samasi-
hilised. Uldjuhtu vaatleme jérgmises paragrahvis.

Kasutame sama meetodit, mille abil eelmises paragrah-
vis tuletasime massi sOltuvuse Kilrusest. Vaatlesime seal 10-
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kumatut keha, millele langeb valgus ja paneb ta liikuma, ise
neeldudes kehas. Nuld vStame valguse asemele mingi teise ke-
ha, mis liigub Kiirusega U ja liitub taielikult mitte-
elastsel porkel liikumatu kehaga tUhte ('neeldub™  selles).
USlemast kehast moodustunud sekundaarme keha liigub mingi
kiirusega vV . Analoogiliselt valenitele (6.9) ja (6.10)
vBime Kkirjapanna massi ja impulsi jadwust valjendavad seo-
sed jargmiselt:
MO+ m = 1Aio0)[(v), @D
JUU =M to/(V)V 7.2
kus m on pealelangeva keha mass (mnitte eeisumass, vald ko-
gumass, S. 0. seieumassi ja kineetilise massi summa), fA0 ja
on primaarse ja sekundaarse keha seisumassid ja”MVon
juba tuntud tegur (vt. valem (6.16)).
Siirdume sekundaarse keha paigaloleku siUsteemi, mis lii-
gub senise sUsteemi suhtes kiirusega V. . Seal kehtivad mas-
si ja Impulsi jéawse seadused kujul (wrd. (6.11) ja (6.12)

Mo/ft/j +m*® = M10 , @3
mru"= MOy (V)V , 7.9

kus tn" on pealelangeva keha mass ja UT tema kiirus uues
inertsiaalsisteeni s.

Elimineerides seostest (7.1) ja (7.2) fit ning seos-
test (7.3) ja (7. mr , saame:

Mo=Mn//(V)(1-VIU) , (7.5)

4-V/IW) . (7.6)

Korrutades need valemid teineteisega labi ja taandadesMeMw-
g, leiame:

y*(V) (1-V/U)(1 +V/U") =1 ()
ehk (6.16) pshjal
a-V/U)(1+V/U')=1-VWC*. (7.9)

Siit avaldamre Ur

o 1 WVICe * (7.9)
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See ongi relativistlik kiiruste liitmise valen. Teisiti Vib
seda nimetada kiiruse teisendusvalemiks. Kiirus U teiseneb
selle valemi Jargi kiiruseks Ur siirdel teise inertsiaalsis-
teemi, mis liigub samas suunas kiirusega V

Esitatud mottekaik ei ole siiski mitte tdiesti Uldine,
sest nagu ndhtub valemist (7.5), kehtib VvOrratus V < U ,
mistdttu ka a"> 0. Ent valem kehtib siiski ka juhul, kui
VyU ning Ur< 0. Veendume selles jargmiselt. Selle ase-
mel, et teisendada U , teisendame sekundaarse keha kiiruse
V e siirdudes algsisteemi suhtes kiirusega U  liikuvasse
inerteiaalststeemi, s. o. pealelangeva keha paigaloleku siUs-
teemi. Selles suUsteemis liigub sekundaame keha Kiirusega
— Ur (sest pealelangev keha liigub sekundaarse keha suhtes
kilrusega \jJ ). Seega V r**-U.r Et Ur on juba teada (valem
79))» saame otsekohe ka U" avaldise:

V= 1vuicr C (7-10)

See ongi kiiruse V  teisendusvalem siirdel kiirusega U lii-
kuvasse inertsiaalsisteemi. See valem on samasuguse kujuga
nagu (7.9), ent niud on teisendatud Kiirus negatiivne. Seega
kehtib valem (7.9) tdesti tiiesti Uldiselt, sdltumata kiirus-
te U Ja VvV suurusvahekorrast.

Teeme sellest valemist moned kohesed jareldused.

1. Kui U«C jaV«C , siis ning
ufru -v. -1
See on klassikaline (mltterelativistlik) valem. Relativistlik

valem annab sellest margatavalt erineva tulemuse ainult dls,
kui U. voi v  voi mblemad on vorreldavad C —ga.

2. Kui U=C , siis ka Ur=C , nagu peabki olema.
3. Arwtades suuruse 1—UTY/Ctt lelame:
lc - (i —mv/c91 * (712)

Siit ndhtub, et U<C Joorral on ka U'<C . See tdhendab, et
mingis inertsiaalsUsteemis valguse kiirusest véaiksem Kkiirus

- 40 -



on selline ka koikidea teistes inertsiaalsUsteemides. Rela-
tiivsusprintsiibi pdhjal peabki nii olema.

58.

KIIRUSE TEISENDAMIKK
ULDJUHUL

K&esolevas paragrahvis tuletame kiiruse komponentide
teisendusvalemld Uldjuhul, s. o. siis, kui teisendatav Kii-
rus U ja kahe inertsiaalsisteemi suhteline Kiirus Vv ei
ole samasihilised. Valime kiiruse V suuna OC -teljeks ja
vitame y -telje kiiruste U ja Vv tasandis (vt. joon. 6).

Joon. 6.

Siis on kiirusel U kaks komponenti: Ux ja Uy . Tuleb
leida nende teisendusvalemld.

Selleks WOib kasutada laiendatud kujul eelmise para-
grahvi meetodit. Langegu liikumatule kehale seisumassiga MO
nurga all korraga kaks Uhesugust keha vOrdsete KiirustegaU .
Kummagi mass (mitte seisumass, vaid kogumass) olgu A1 . Taie-
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likult mitteelastee porke tulemusena liituvad nad primaar-
se kehaga ja moodustavad sekundaarse keha seisumassiga M1 ,
mis hakkab liikuma kiirusega V . Selle suunake on sim-
meetria téttu (mis kindlustab impulsi y -komponendi jaavu-
) pealelangevate kehade kiiruste vahelise nurga poolita-
ja. Selle votsime juba eespool X -teljeks. Massi ja impul-
si X -komponendi jéawust valjendavad seosed

Mo-*-2m = IALf(Vi , (8.1)

@ 2)
Siirdume teise inertsiaalststeemi, mis liigub esimese suh-
tes X -telje suunas kiirusega V  ning milles sekundaarne
keha on liikumatu (Joon. 7). Olgu pealelangevate kehade mass
selles sisteemis I7Ir ja kiirus U " . Niid kehtivad massi ja
impulsi X -komponendi jéawuse valemid jargmisel kujul:

Mo/W + 2mr , (8.3)
bT V'K Maf(v)v . (8.4)
Joon. 7.
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Seoeed (B.1) - (8.4 on taieeti samased seostega (7.1) -
(7*4). Vahe on ainult selles, et /11 jafnT aserel seisao
niid XIU  ja ZIUTning U ja Ur asemel Ja - See-
tottu saare ka analoogilise tulenuse. Elimineerides 2tn ja
2mr, korrutades tulemused 18bi ja taandades AlOAFO-ga, saa—
me UM  avaldise kujul

. UX.-V___ (8.5)

~ 1-U X/Cr
See ongi Kiiruse X -komponendi teisendusvalem. Ta on  ku-
Jult identne valemiga (7.9); viimane ongi meie uue valemi
erijuhuks Uy = O korral. NUud peame tuletama veel teisen-
dusvalemi Kkiiruse tf -komponendile. Selleks talitare jérg-
miselt. Elimineerime seostest (8.1) ja (8-2) M10 ning aval-
dame LW i

7~ Xm~r-y) %) .
Siis avaldame seosest (8.4 /T
(CHY)
ehk, asetades siia Uk avaldise (8.5),
m,_ n.l<viv«-u,v/c4 . .
2(Ux-V) 18 -8)
Jagades selle valemi 1abi valemiga (8.6), leiare:
mvVm =/(V)(1l-uxv/c*) . 8.9
Teisest kuljest
mvm = /(U)//(U) . ®G.10
Seega
/fu; =*f(u)f(vj(4-u xv/ic*) . @-11)

Arvestades ~ tdhendust (valem (6.16)), kirjutame selle tu-
lemuse Umber kujul

See valem on valemi (7.12) Uldistus. Et Url= ning
, voime siit kergesti avaldada . Tulemus on
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uf *Jj-v */cr
9 i - UKv/C* (6-13)

Seega oleme leidnud Kiiruse y -komponendi teisendusvalemi.
Et X-telje risttasandis on y- ja 1 -telje valik meele-
valdne, siis ei tarvitsegi teisendatav kiirus olla Xtf -ta-
sandis. Tal voib olla ka b -komponent, kusjuures lle jaoks
peab kehtiaa ilmselt samakujuline valem nagu vy -komponendi
Jaoks. Kokkuvottes on kdik kolm valemit jérgmised:

(8.14)

UiV Ii-vxc*
r- l-un~rvj/cr*

i 9.

TILODSB
ABKRBATSI1001

Eelmises paragrahvis tuletatud Kkiiruse komponentide
teisendusvalemid (8.14) kehtivad ka valguse kiiruse kohta.
Samuti kehtib valem (8.9), kus W ja m / all tuleb mdista
valguse massi kahes inertsiaalsisteemis ja Ux all mbelda
valguse Kkiiruse OC-komponenti.

Tuletuskalk pohineb analoogilisel mottelisel katsel,
mida me kasutasime eelmises paragrahvis, selle vahega, et
kahe pealelangeva keha asemel tuleb vaadelda kaht valgus-
voogu. Niisiis, olgu meil liikumatu keha seisumassiga MO ,
millele langevad nurga all kaks Uhesugust valgusvoogu, kumb-
ki massiga m . Neeldudes taielikult kehas, panevad nad sel-
le liikuma kiirusega V  suwunas, mis poolitab nendevahelise
nurga. Votame selle suuna X -teljeks. Keha seisumass pa-
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rast valguanvoogude neelamist olgu m . . Siis kehtivad massi
jJa impulsi jaawuse valemid kujul (wrd. (8.1 - (8.-4))

MO+2m = , ©-D
2,mex = MBOf(v)v (9.2)

(keha algse paigaloleku inertsiaalstisteenis) ja
rtoffv) + 2rn*" = Ar*, , ©-3)
2m'c;= hQ(v)v (9.4)

Qoeha 10pp-paigaloleku  inertsiaalsiisteemis). Elimineerides
esimesest valemitepaarist 2WM ja teisest 2/Tt' , korrutades
tulemused 18bi, taandades -ga ja avaldades Cx , saa-

me :

o= %Yoz T S
See valem on tdiesti samakujuline nagu (8.5). Edasine motte-
kaik on ka algul samasugune. Elimineerides seostest (9*1) ja
.2 Mio ja avaldades fd , leiare:
M. 9.6
m 2(05-v) ©o

Seosest (9-4) avaldame m' :

m,= MM« ©.7>

X>C*

ek, asendades c¢'x avaldisega (9.5),
m* = Hd Y)Y «-c,ylc-)

2 (cK-v) ' }
Valemid (9.6) ja (9.8) annavad nuud:
m"/m =J(V)(1-CXVICA . 0.9

See ongi valem (8.9), rakendatuna valgusele. Jadb  tuletada
valguse kiiruse 1j - ja  Z-komponentide teisendusvalemid.
Siin peame kill varasemast mottekaigust korvale kalduma, sest
valemit (8.10) valgusele rakendada ei saa. Aga asi on siin
lihtsam. Kasutades valguse kiiruse konstantsust, vOime Kir-
Jutada:



cZ + ¢k +c£ = C* .

Aactadea  esimesse vordusse Ci avaldise valemist (9.5
ja avaldades 1/CP"N-C*1 * leiane:

y/& 3l - 1-CXV/C* ©-11)
Arvestades teist vordust (9.10), saame siit:

JT z2z -2 _ Vecf+c} Vi-wec*
V e»+c* - r-crv/ch " 912

Siin tdhendab 1/c*+cz V5i ]/C~-hCi™r valguse kilruse
komponenti, mis on risti kiirusega V . St aga <elles risti-
tasandia on kdik suunad Uhevaarsed, kehtib samekujuline va-
len ka y - ja 2 -komponendi jaoks eraldi. Kirjutame val-
Ja koigi kolme komponendi teisendusvalemid koos:

ed - 1.€xHC1 -
c/- CtVI-tWc* (9>13)
Cy “ 1 -cxvic* * ™ x}

ri_ c*Vi-vxcA
2 1-cxvi/icl

Seega oleme ndidanud, et Kiiruse komponentide teisendusva—»
lemid (8.14) kehtivad tdesti Uhesugusel kujul nii  kehade
kui ka valguse puhul. VOime lihidalt (telda, et nad kehti-
vad mis tahes kindla kiirusega liikuva materiaalse objekti
kohta. Lisaks nditasime, et ka valem (8.9) kehtib samas
mOttes tdiesti Uldiselt.

Valguse kiiruse komponentide teisenemise puhul on ko-
hane rohutada, et valguse kiiruse konstantsus kehtib Kkii-
ruse absoluutvadrtuste kohta, mitte aga kiiruse kui vekto-
ri kohta. Valguse Kiiruse absoluutvadrtus ei soltu inert-
siaalsisteemi valikust ega suunast mis tahes inertsiaal-
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susteemi3. Aga kiiruse suund soltub inertsiaalsisteemi vali-
kust. Seda sbltuwvust naitavadki Kkiiruse komponentide teisen-
dusvalemid.

Tuletame veel Uhe valemi, mis peaks llmekamalt naitama
valguee kiiruse suuna muutumist siirdel Uhest inertsiaalsis-
teemist teise. Nurk, mille valguse Kiirus moodustab X -tel-
jJega, olgu X ; teises inertsiaalsisteemis, mis liigub esi-
mese suhtes OC -telje suunas Kkiirusega vV , olgu see nurk
o . Siis

Ccos a= Cac/C ,
cosa"= Ci/C . ©.19

Asetades teise valemisse C4 avaldise valemist (9*5), leiame:
cos al! =m C& /C - <*.i5,
VOttes siin Cx=*C=cosoc , Saame:

cosoc'= 3 -S'(‘rj\l//cr)’c\({s/gx . (")

See ongi valem, mis nditab, kuidas muutub siirdel teise inert-
siaalsisteemi valguee kiiruse suund. See Uksainus valem on
samavaame (kui silmas pidada valguse kiiruse absoluutvaar-
tuse invariantsust) kolme valemiga (9.13).

Nahtust, mis seisneb valguee Kiiruse suuna muutumises
siirdel teise inertsiaalststeeni, nimetatakse valguse aber-
ratsiooniks. Praktiliselt on aberratsioon vaadeldav tanu Maa
tiirlemisele Paikese Umber. See liikumine on mitteinertei-
aalne, aga lgal hetkel liigub Haa kindla (hetkelise) kiiru-
sega- Me vOime seetdttu pidada Maad hetkeliselt liikumatuks
teatavas inertsiaalsisteenis, mis liigub Paikese suhtes just
sama kiirusega, millega liigub antud hetkel Maa. Maa tiirle-
mist vOib seega vaadelda pideva siirdumisena Uhest inertsi-
aalststeemist teise, sealt kolmandasse jne. Aga siis peab Ica
maavalise allika, naiteks tdhe valgus Maalt vaadatuna pide-
\(/alt Tuulrna oma suunda, vaetavalt aberratsiooni valemile

9.16).
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Selle astronoonilise aberratsiooni tegi esmakordselt
vaatluste teel kindlaks J. Bradley 1728. aastal. Kui taht
asetseb nditeks ekliptika pooluses, siis on Paikesega seo-
tud sUsteemis valguskiir risti Maa kiirusega kogu aasta \al-
tel. Valemis (9.16) tuleb vOttaCO50L= 0, mispuhul C0S0C=~.
See tdhendab, et téht paistab Maa liikumise suunas ettepoo-
le nihkununa nurga vorra, mille siinus onVv/C , kus V on
Maa kiirus Paikese suhtes. Et C m 3.10" kn/s jav =30Ws,
siisTYC = 10*. Selle arwu vaiksuse tottu vOime  siinuse
asendada nurgaga (ehk kaarega). 10~* radiaani on tavalises
kaarem00dus 20,5« Vaetavalt Maa kiiruse suuna muutumisele
muutub ka tdhe nihke suund, jaades ikka vordeeks 20,5 kaa-
resekundiga (aiin me ei arvesta Maa kiiruse mbningat muu-
tumist aasta valtel). Seega jooniﬁtab taht aasta jookaul tee-
vavolvile ringikese raadiusega 20,5. Kui tdht ei asetse ek-
liptika pooluses, siis on tema aberratsiooniline [Iiikumis-
tee ellips, mille suur pooltelg on ikka 20,5. Ekliptikal
asetseva tdhe puhul kddub ellips sirgldiguks.

Niisugune on J. Bradley poolt avastatud astronoomiline
aberratsioon. J. Bradley andis sellele ndhtusele ka Olge se-
letuse, olgugi et relatiivsusteooriat tol ajal veel ei ol-
nud. Asi seisab selles, et relativistlik aberratsioonivalem
(9.16) ja vastav klassikaline valem annavad vaikeste Kkii-
ruste puhul praktiliselt eristamatuid tulenusi. Klassikali-
ne aberratsioonivalem pShineb klassikalisel Kkiiruste liit-
mise valemil (4.1). Kui v on X -telje suunaline, siis
oleks selle jargi

C«= ex-Vv ,
c;=¢, , (G
ej-c,
jJa siit oleks
cosC= Cc*/C =
coS<Xr= c£/c'=
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Asetades teise valemisse Ci » , C* avaldieed (9.17),
saamnegi klassikalise aberratsioonivalemi:

cosa - Vv/C
cos@ ~ - 9.19)

1/1 - 2 (VIC) COSCC-hv Xcz
See valem erineb muidugi valemist (9%16), ent kui  mdlemas
kasutame arendustV/C astmete jérgi ning piirdume ainult esi-
mest jarku liikmetega, siis saame Uhesuguse tulemuse:

COSOC = COSa — (V/C) SirfoL . (9.20)

Etv/Cc* 1074 korral on see lahendus enam kui kullaldane, on-
gi selge, et astronoomiline aberratsioon on seletatav ka 11»
ma relatiivsustecoriata - ainuiksi klassikalise Kkinemaa-
tika alusel.

I 10.

MASST JA IMPULSI
TKESHTDAMUB

8-s 2 me tuletasime klassikalised, s. o. mitterelati-
vistlikud impulsi ja kineetilise energia teisendusvalemid
(vt. valemid 2.11) ja (2.12)). Nuid vaatame analoogilist
kisimust relativistlikult seisukohalt. Vahe on kdigepealt
selles, et relativistlikku energiat me veel ei tunne, tei-
sest kiljest aga tuleb teisendada peale impulsi ka massi.
Relativistlik mass ei ole ju invariant samaselt Kklassika-
lisele massile. Keha mass soltub Kiirusest, jarelikult peab
ta siirdel teise inertsiaalsisteeni muutuma. Ka valguse mass
muutub (vt. valemid (6.25) VvBi (9.9)), kuigi valguse kiirus
ei muutu. Niisiis peane vaatama, kuidas teisenevad keha VOi
valguse mass ja impulss. Selgub, et molemat liiki objektide
puhul on teisendusvalemid tapselt Uhesugused.

Teisendusvalemite tuletamiseks laheb vaja ainult Kii-
ruse komponentide teisendusvalemeid (8.14) ja valemit (8.9)
(valguse puhul vastavalt (9.13) ja (9-9)) - Alljargnevalt esi-
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tare selle tuletuskidigu, tdhistades kiiruse komponendid Ux,
Up ,ur ; tipselt samasugune on see mittekaik ka  siis,
kui tegemist on valgusega, mille Kiiruse komponendid onCx,
Cy , Cj . Lopptulemus aga kiiruse komponente enam lldse ei
sisalda.

St impulss vOrdub massi ja kiiruse korrutisega, aval-
dame impulsi komponendid kahes inertsiaalsisteemis jargmi-
selt:

poe = fnU* ,
5} =* HM*? (10-1)
/>, =maz
Ja
/>1 = /7i'u™
p'=m.ruy , (10.2)

Rohutame, et LU ega W' ei ole seisunass, vaid kiirusega
U Wi Uf liikuva keha mass (V01 valguse mass, mispuhul
kiiruseks on C VOi Cr ). Niud asendame valemite (10.2)
parematel pooltel m® valemi (8.9) kaudu ja u'x , Uy ,uR2
nende avaldistega valemitest (8.14)« Tulemus on niisugune:

s m(ur-v)
1/1-vxcl - o0-,,
py-nuf.
N =tnUj,
Arvestades valemeid (10.1), saame:
= fezM
Y1-VVCZ (10.9

»

Heed ongi impulsi_ l&rnpo'nentide teiaendusvalemid. Kordame \eel,
et nende saamisviis on tdpselt liresugune nii keha kui kaval-
guse puhul. Me kasutasime valemeid (8.9) ja (8.14), aga tap-
selt sama tulemuse oleksime saanud kasutades valemeid (9*9)

ja (9.13).
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Jaédb tuletada massi teisendusvalem. Oieti polegi vaja
tuletada, sest see on juba olemas. See on valem (8.9) VOi
(99). Avaldades sellest fl¥ ning arvestades, eb(LUE£*pk,
leiame:

. m-WWc™*
m = ./)J Lxiir =m (10.5)

See ongi massi teisendusvalem.

Paneme tdhele, et p£. avaldises esineb pealep x kall ,
sanuti M avaldises peale W ka px . See tidhendab, et md-
lemad suurused teisenevad koos Uksteise kaudu. Seeparast on
miistlik vaadelda koiki nelja teisendusvalemit Uhise tervi-
kuna. Kirjutamegi nad koik koos veel kord Umber:

r> P«—/nv

r*  1/l-uycl
" 10 6»
n=p. , ,0-6)
NNy Pv/C*
Vi-vvc*

Réhutame nende valemite suurt universaalsust, mis avaldub
selles, et nad kehtivad mis tahes kindla kiirusega liikuva
objekti kohta, olgu see objekt keha vOi valgusvoog. Teeae
niid veel mbned tadiendavad markused.

1. Teatavasti kehtib massi ja impulsi vahel seos G23):

p* = (mz-T£)cr ,

mille kirjutare siinkohal Umber kujul
Trcr-p*-=: mzc3 (10.7)

(valguse puhul seisab paremal poolel muidugi null).Et sei-
sumass on invariantne suurus, peab kehtima vordus

mrxcl -f>rz =nr*cl-8 x. (10.8)
Selles vOime ka otseselt veenduda: asetades vasakule poo-

lele /nr $p'x »pj t Pz avaldised valemitest (10.6), saame
identsuse.

~ 2. Olgu kahe objekti massid W1, m ja impulsid p1 ,
px . Suurus mimxCi—pipr on invariant, s. o.
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T;T;cr-4'E'«T,T*c*-£ £ . (+0.9)
Selles veerduxee otseselt, asetades vasakule poolele teisen-
datud masside ja impulsi komponentide avaldised (10.6). Pa-
raet moningaid lihtsustusi osutub see identseks parema poo-
lega.
3. Eelmises punktis defineeritud invariant on mittene-
gatiivne suurus:

T<TrCr —//N >0 = (0 .10)
Toepoolest, asendades p~-ITAUAM » lefamer
B ATIT rCer-"~lN ) = -Ancosot) >0 , kusa on

1 ja X1 vaheline nurk. Naeme Uhtlasi, et vOrdus kehtib
ainult siis, kui mblema objekti kiirused on samasuunalised
ning absoluutvadrtuselt vordsed C -ga. KOigil teistel juh-
tudel kehtib virratus.

4. Valemid (10.6), mis on tuletatud Uksiku kena VOi
valgusvoo jaoks, kehtivad ka mitmest objektist koosneva ko-
gumi kohta. Selle kogumi impulss on Uksikute objektide im-
pulsside p. vektoriaalne suma ja mass on Uksikute objek-
tide masside fli; suma:

A 1 (10.11)
m-—- Tr .
Et 4 ja f teisenevad samade valemite jargi nagu Uksikud
ja mi , jargneb nende valemite lineaarsu-
sest px. t p# ,pi »fa suhtes. Pannes nad kirja in-
deksiga L ja sumeerides seejarel selle indeksi jéargi, ssa-
megi ilmselt samakujulised valemid ka sumaarsete suuruste
» ja m jaoks.
5. Podrame valemid (10.6) Umber, s. o. avaldame nendest

PL * P . Pr . kaudu Z3* » P» » &% » m * Tule-
mus on niisugune:
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plc+ nev

Vi-vycx

h ;F?' ﬁ (10.12)

n m'+VPx/cx

Y1l- VXcr
Need valemid erinevad algvalemitest ainult Kiiruse V margi

poolest, mis on ka miistetav, sest esimene inerteiaalsis-
teem liigub teise suhtes kiirusega

6. LOpuks vordleme impulsi teisendusvalemeid klassika-

lise valemiga (2.11). Kirjutame selle Umber Uksikute kompo-
nentide jaoks, vottes V X -telje suunaliseks:
pl =/- mv,
» (10.13)

Naeme, et need klassikalised valemid kehtivad relativistli-
ke valemite lahendina, kui viimastes jatame ara ruutjuure

See tdhendab, et me piirdume esimest jarku tdpsu-
sega V/IC suntes, mis on V4AEC korral Qigustatud. Ka massi
teisendusvalem saab sel eeldusel klassikalise kuju

5 11.

SEISUMASSI ABSOLUUTSUS JA RELATIIVSUS,
ATTTBADITIIVSUS JA MITTEJAIVUS

Seisumassi absoluutsus tdhendab invariantsust: antud
objekti seisunaes ei sOltu sellest, millises inertsiaalsis-
teemis me seda objekti vaatleme. Selle vastandiks on massi
ja impulsi relatiivsus - need suurused, nagu ndgime eel-
mises paragrahvis, sOltuvad kindlate teieendusvalemite jar-
gi inertsiaalsisteemist, milles vaadeldakse vastavat objek-
ti.
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Relatiivsus on omane siiski ka seisumassile, aga hoo-
pis teises tdhenduses. Seisumass! relatiivsus on seotud te-
ma mitteaditiivsusega. Alljargnevalt selgitare, mida tdhen-
dab mitteaditiivsus ja mis mottes on seisumass relatiivne.

Vaatleme massi ja impulssi omavate objektide (kehade,
osakeste ja valgusvoogude) kogumit. Markides Uksikutele ob-
Jjektidele kuuluvad suurused indeksiga L ja summeerides sl
le indeksi jargi, saame kogumi summaarse impulsi v ja sun
maarse massi M :

(nn)
nt =Z. nii

Heed seosed valjendavadlmassi jJa impulsi aditlivsust. kus-
Juures mddduandev on siin asjaolu, et p ja m teisenevad
siirdel Uhest inertsiaalsiUsteenist teise samade valemite jar-
gi nagu Uksikutele objektidele kuuluvad suurusedpi ja mt .
Just see asjaolu lubabki pidada p kogumi impulsiks ja 1m
kogumi massiks.

Aga seisumassi puhul on asi teisiti. Kui moi on i -nda
objekti seisumass, siis tdhendab 21 oi 10111 kdigi objek-
tide seieumasside summat, aga seda*ei saa kasitada objekti-
de kogumi kui terviku seisumassina. Bt selles veenduda, pea-
me esmalt pdhjendama kogumi kui terviku seisumassi miiste.

Uksikobjekti puhul kehtib seisumassi avaldis

(11.2)

(vt. valem (10.7)). Kui f) » O, s. o. kui objekt on liiku-
matu (mis on vdimalik nullist erineva seisumassi puhul), siis
/B«m, .On loomulik kdsitada valemit (11.2) seisumassi
definitsioonina, laiendades selle  kehti-
wust Uksikobjektilt mis tahes objektide kogumile, p jamM
tahendavad eel puhul kogumi summaarset impulssi ja summaar-
set massi. Selle Uldistatud seisumassi mdiste Oigustuseks pa-
neme tdhele, et kui kogumi summaame impullss on null, s. o.
kui kogum tervikuna on liikumatu, siis tuleb selle terviku
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massi vaadelda eeisumassina; valem (11.2) annabki p «O kor-
ral [Tl =mo0 .

Uksikobjekt saab olla liikumatu teatavasti ainult siis,
kui tema seisumass on nullist erinev. Vii on see ka  kogumi
puhul . Aga oluline erinewus seisneb selles, et iga kogum (&l-
ja arvatud, nagu kohe selgub, Uks triviaalne juht) ongL te-
gelikult alati nullist erineva seisumaesiga; seega on olemas
ka inertsiaalsisteen, milles kogumi impulss on null« Seda
inertsiaalsisteemi nimetatakse kogumi massikeskme sisteemiks
(tapsemalt, massikeskme paigaloleku slisteemiks). See on sis-
teem, milles kogum tervikuna on liikumatu ja tema sumaarme
mass vOrdub tema (Uldistatud) seisumaesiga. Mingi meelevald-
selt valitud inertsiaalsisteemi suhtes liigub massikeskme
siisteem Kiirusega

-* oy ZFi
V=p/m = , 1.3)

kus p ja m on impulss ja mass selles meelevaldses slUs-
teemis. Toepoolest, vottes f> suuna ajutiselt X -teljeks,
nii et »~ *pt = 0 ja teisendades impulsi komponendid Kiiru-
sega X-telje suunas (s. o. JE suwunas) liikuvasse
inertsiaalsiisteemi, saare valemite (10.6) jargi Pj aPx* <
See tahendabki, et niisuguse Kkiirusega liikuv siisteem on mee-
sikeskme sisteem.

Nuld naitame, et massikeskme siUsteem on alati (peale Uhe
triviaalse juhu) olemas. Selleks on nbutav ainult  tingimus
1><C , mis aimab vlrratuse

(z£)*< cl(Ini)a . 1.4

Valemitest (10.7) ja (10.10) jargneb, et see vOrratus kehtib
toepoolest. Ainus erand on see, kus kOigi objektide  seisu-
massid on vordsed nulliga ja kiirused samasuunalised, s. o.
kui kogumiks on mitu Uhes suunas liikuvat valgusvoogu. Tege-
likult moodustavad niisugused vood Uheainsa voo, nii et ko-
gum kddub Uksikobjektiks. See on triviaalne juht, mida ei
tarvitse arvestada.



Viisile, igal kogumil on olemas maseikese, mis on lii-
kumatu Uhes kindlas inertsiaalsusteemis - massikeskne sis-
teemis. Kogumi summaarne impullss on selles siUsteemis null,
mass aga vordub valemiga (11.2) defineeritud Uldistatud sei-
sumasslga. Tahistades kdik suurused massikeskme — slsteemis
indeksiga ’, vOime kirjutada:

p=20
m/=mO0 . 15

Kogumi eeisumassi definitsiooni tidiendavaks Oigustuseks mar-
gime, et eiirdel massikeskme ststeemist mingisse meelevald-
eeeee inertsiaalsisteeni avaldub kogumi mass tépselt sama-
kujulise valemiga (6-17) nagu Ukeikobjekti mass:

tn = — n - ® .6)

Selle valemi saame otseselt massi teisenduevalemist (10.12),
vOttee seal » 0 jatnT-m 0 . Samuti jargneb see valemist
1.2), kus tuleb votta (11.3) pdhjal /* mi? . Avaldades
seejarel m , saamegi (11.6).

Huld naitame, et

mo > Zt mao . .y
Selleks paneme tdhele, et massi aditiivsuee pohjal

tn' .8
ehk L

mO*s]'lrrn!i . @.9

Massikeskme slsteemis on kogumi massikese liikumatu, aga Uk-
sikud objektid ei tarvitse muidugi olla litkumatud. Seega
kehtib vorratus , Mis teebki vorduse (11.9) vorra-
tuseks (11.7). uUhtlasi nédeme, et vOrdusmark kehtib seal ai-
nult sel juhul, kui m[ = tnoi iga objekti puhul, s. o. kui
koik kogumisse kuuluvad objektid on massikeskme  slsteemis
liikumatud, ehk, teiete sBnadega, kui nad kdik liiguvad mis
tahee Inertsiaalsisteemis Uhe ja Bawa Kiirusega, Uuldjuhul
aga kehtib VOrratus.
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VSrratus (11.7) valjendabki selaumassi mitteaditiiv-
suat: kogumi kui terviku seisumass on auurem  kui kogumit
moodustavate objektide aeiaumaaaide suma.

Mitteaditiivaua toob kaaaa teatava omaparase relatiiv-
auae (rohutame veel kord, et eel relatiivauael pole midagi
Uhiat relatiivauaega inertaiaalavateemi valiku auhtea). Ui-
melt on meil vabadua kas arvestada iga objekti Ukaikult VOi
vaadelda koiki neid iiheainaa kogumina vOi mooduatada mitu
vaikaemat kogumit (mida vOib teha mitmel eri viiail). Iga
kord saame erineva aeiaumaaai (valja arvatud eelnimetatud
erijuht, kua kdik objektid on tikateiae auhtea liikumatud).
Sellee mottea ongi aeisumaas relatiivne: tema vaartus sol-
tub kogumite moodustamiae viisist. Seejuures on kdik need
erinevad seisumassid invariantsed, s. o. inertsiaalsiUsteemi
valikust sSltumatud suurused.

Eeloeldut ei tule siiski niiviisi mdista, nagu oleksid
koik need vaatleja meelevallast sOltuvad seisumassid sana-
vadraed. Mitmest objektist kogumite meelevaldne moodustami-
ne on fonaaalne toiming, mis iga kord ei tarvitse peegelda-
da midagi objektiivset. Olgu naiteks kénesolevad objektid w*
bad ning Uksteisest tiiesti sOltumatud. Siis ei ole nende
rihmitamisel kogumiteks suuremat objektiivset tdhendust.Se-
da vOib muidugi teha, kusjuures mitmed erinevad seisumassi
vaartused, mis sel teel saadakse, on koik tUhevirra 'toeli-
sed” - selles mottes, et igalks vastab objektiivselt Uhe-
le kindlale ruhmitamiaviiaile. Aga rihmitamlael endal puu-
dub objektiivne tagapohi. Praktiliaelt on hoopia tahtsam
vaadelda i1ga abltumatut objekti omaette. Vaatupidiae juhuga
on tegemiat seal, kus objektid ei ole vabad, vaid on seos-
tatud Uhte kompaktsesse materiaalsesse tervikusse. Sel kor-
ral on praktiliselt sageli eelistatav arvestada seisumassi-
na just selle terviku seisumassi, olgugi et igal Uksikul
osal on oma seisumass. Uhe tiiipilise seda laadi juhuga koh-
tusime juba §s 3. Seal me vaatlesime musta kiirgusega tai-
detud O0nsat keha. Kui keha seisumass on m 0 ja kiirguse
mass keha paigaloleku inertsiaalsisteemis /4 , siis on ko-
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gu selle terviku aciBma&am OtyU . See on dldistatud sei-
aumaas; iga eraldi vbetud Kiirguseosakese seisumass on null;
virratus mO0+fi Y0 valjendabki seisumassi mitteaditiivsust
antud juhul. Niikaua kui OOnes keha pisib kompaktse tervi-
kuna, on kdigiti otstarbekohane vaadelda selsumassina

Vastdeldu kehtib Oieti mis tahes makroskoopilise keha
kohta. Keha seisumass on tema mass paigalolekus. Aga igake-
ha koosneb aatomitest, mis keha sees liiguvad. Seetdttu ei
ole keha seisumass vdrdne aatomite seisumasside summaga. Ent
kuna keha on kompaktne tervik, siis on praktiliselt OQige
arvestada selsumassina just kogu selle keha kui seostatud
aatomite kogumi seisumasei.

Siirdume kisimusele seisumassi mittejdavusest. Kirjan-
duses ei tehta mdnikord vahet jfidwuse ja aditiivsuse vahel,
aga tegelikult on need mdisted tdiesti erinevad, olgugi et
méningane seos nende vahel on olemas. J&avusest tuleb réa-
kida ajas kulgeva protseaali puhul, mille [18pus
antud suurus on sama vaartusega nagu algul. Kui vaartus ei
ole sama, siis on suurus mittejddv. Aditiivsus on aga
struktuurne omadus, mis iseloomustab antud suu-
rust materiaalse kogumi oleku suhtes, igasugu prot-
sessidest sOltumatult. Seega ei Utle seisumasai mitteadi-
tiivsus veel midagi jadvuse vdi mittejddvuse kohta.

Niisiis, kas seisumass on jaav vdi mitte? Esimesest
pilgust vdiks ehk paista, et kisimus on ammugi selge. Sei-
sumass on mittejaav! See jareldub kas vdi &s 6 vaadeldud
protsessist, mille abil tuletasime keha massi sdltuvuse kii-
rusest. Valem (6.24) nditab, et valguse neelamisel keha poolt
selle seisumass suureneb. Et valguse seisumass on null, té&-
hendabki see, et seisumass on mittejéav.

Nii on see kill, ent siiski on siinkohal vajalik téi-
endav selgitus. Kirjanduses leidub nimelt véiteid, et sei-
sumass olevat jadv. Vaatame, mis alusel sinnivad need vai-
ted ja pGhjendame vastupidise seisukoha.

Vaatleme objektide kogumit, mis olgu muust  maailmast
isoleeritud. Toimugu kogumis mingi protsess, mille  k&igus
muutuvad Uksikute objektide massid ja impulsid, muutub va-
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hest ka objektide arv, aga summaarne impulse ja summaarne
mass on kindlasti jaavad* Kogumit kui tervikut iseloomustab
valemi (11.2) kohaselt ka uldistatud seisumass. Otsekohe on
selge, et kui m. ja J? on jédvad, siis on jdadv ka mO0 <
Niiviisi joutaksegi seisumassi jaavusele.

Esitatud méttekdik paistab killalt veenvana, tegelikult
aga ei tdesta midagi. Jareldus on Qieti triviaalne; arvatav
seisumassi jaavus ei iseloomusta protsessi olemust. Kogumi
seisumass ei ole ju midagi muud kui sellesama kogumi  mass
massikeskme susteemis. Seega el anna seisumassi jéavuse dek-
lareerimine mitte mingit lisa sellele, mis on niigi teada: et
mass on igas inertsiaalsisteemis (sealhulgas massikeskme siis-
teemis) jaav. Teiseks, meenutagem, et kogumi seisumass, nagu
ta on valemiga (11.2) defineeritud, ei ole seisumassi mitte-
aditiivsuse tottu ainus mbéeldav seisumass. Formaalselt voik-
sime seda muidugi eelistada, aga sellega me ei saavutaks mi-
dagi, sest, nagu asja nagime, ei valjenda selle suuruse jaa-
vus mitte midagi muud kui lihtsalt massi j&&vust ilhes kind-
las inertsiaalslsteemis. Hoopis sisukam on mitteformaalne sei-
sukoht, mille kohaselt iga sGltumatu objekti seisumassi tu-
leb madrata eraldi. Aga sel juhul ei ole seisumass uldiselt
Jadv. Just seisumassi mittejddvus iseloomustabki markantselt
paljusid protsesse. Mittejddvus on seisumassi objektiivne oma-
dus, millest ei saa ega ole mdtet vaikides mddda minna. Kui
aga meelevaldselt rakendatakse seisumassi mdistet ainult iso-
leeritud kogumitele, tehes sel teel seisumassi petlikult jaa-
vaks, siis tdhendab see mainitud objektiivse omaduse igno-
reerimist.

Seisumassi mittejddvust mitmesugustes protsessides jal-
gime lahemalt &s 13.

i 12.

TEINE MEETOD MASSI JA IMPULSI
RELATIVISTLIKE MOISTETE POHIKIDAMISKKS

8-des 6 -10 andsime relativistliku pdhjenduse massi ja
impulsi mbéistetele. Alustasime keha massi s@ltuvusega Kkiiru-
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seat, tuletaaime seejarel kiiruae teisendusvalemid (kaaaa

arvatud valguae kiirua) ja lOpetasime maaai ja impulai tei-
aenduavalemite tuletamiaega. Selle teooria rakenduai konk-
reetaetes lleaaimetea vaatleme veidi hiljem, siin aga esi-
tame teise meetodi maaai ja impulsi mdistete pdhjendamiseks.
See meetod on kompaktsem ning pohimotteliselt lihtsam, ent
thtlasi ka formaalsem ning abstraktsem, seega vahem naitlik.
Igatahes moodustab ta kasuliku tédienduse varemesitatud mee-
todile.

Meetodite vahel on veel Uks erinevus. Eespool me eel-
dasime massi ja impulsi jd&vust. Uues meetodis seda eeldust
vaja ei ole. Selle asemel piisab nbérgemast eeldusest. See
seisneb selles, et mass ja impulsi komponendid peavad tei-
senema siirdel teise inertsiaalslsteemi lineaarselt. On ker-
ge ndha, et see eeldus on tarvilik selleks, et massi ja im-
pulai jaavua (Ind nad jéavad on) kehtika kdikides inertsi-
aalsusteemides, olles seega kooakdlaa relatiivsusprintsii-
biga. Aga iseenesest ei tdhenda teisenduste lineaarsus veel,
et mass ja impulss on jaavad: lineaarsuse eeldus ei ole sel-
leks kullaldane. See téhendabki, et meie uus eeldus on eel-
misest ndrgem. Muidugi kasutame lineaarsuse eelduse kdrval,
nagu ennegi, relatiivsusteooria pohipostulaate.

Tuletusk&digu suund on uues meetodis vanale vastupidine.
Seal me saime massi ja impulsi teisendusvalemid Idpptulemu-
sena, siin peame saama nad esmajarjekorras. Kdik muu osutub
teisendusvalemite jarelduseks. Niisiis, meie esimeseks lles-
andeks on leida impulsi komponentide ja massi teisendusva-
lemid.

Masai ja impulaai loeme iga liikuvat objekti iseloomus-
tavaka auuruate komplekaika, kuajuuree impulas vordub ala-
ti maaai ja kiiruse korrutisega:

p=wiTr . C12.1)
Impulss on U = 0 korral (s. o. liikumatul objektil) null,
aga mass on igal objektil nullist erinev. Objekti kohta min-
git kitsendavat eeldust vaja ei ole - see vbib olla keha
vdi valgusvoog vOi veel midagi muud. Oluline on ainult see,
et temal on mingi kindel kiirus.
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Siirdudes teise inertsiaalsisteemi, votame selle kii-
ruse IT Q-teljeks. Teises inertsiaalsisteemis kehtib mas-
si ja impulsi vahel analoogiline seos:

fl= m'u" . (12.2)
Teisenduse lineaarsuse eelduse pdhjal vdime kirjutada:

Px =<*«(V)px + cclz(vim +ctiO(Vj ,
© m'= Qu(v)m +CL2,(V)))x +octo(v; ,

kus kordajad Otw , QUr , OClo , <4b , 41 , O C ei sol-
tu objektist ega selle Kkiirusest, vaid sdltuvad ainult
inertsiaalsisteemide suhtelisest kiirusest V . Tuleb veel
téhele panna, et p” ja mJ vdivad sdltuda ainult -st
ja nt-st, mitte aga impulsi teistest komponentidest. See
jargneb simmeetriast: kui p£ vdi mr ava?ilses seisaks,
nditeks, veel mdéni Iliige kujuga &(V)py , siis asenduse
Py~*~Py puhul muutuks see liige vastasmédrgHiseks, mis-
tottu teisendatud suurus ( vOi Anr ) saaks senisest eri-
neva vaartuse; aga see ei ole vGimalik, sest p* ja — on
A telje suunalise liikumise seisukohalt samavédarsed.

Edasi veendume, et O~ = &ro= 0. Tdepoolest, vottes
pX -py ™~ pg-~ "~ 0* teeme objekti esimeses inertsiaal-
susteemis olematuks. Siis ei saa objekt eksisteerida ka tei-

ses inertsiaalsusteemis, s. 0. peab olema px - = 0. Aga
valemid (12.3) annavad ja = Seega  tdesti
oo - oy, = 0.
Niid saavad teisendusvalemid kuju
pL A +««m

(argumendi V jatame siin ja edaspidi markimata). Ulesanne
seisneb kordajate ocH , Ocn f aZ2a , a 2fF leidmises.
Selleks rakendame valemeid (12.4) kolmele erijuhule. Ol-

gu esiteks wmwrC , = Uz =0, s. o. objektiks on X -
telje suunas leviv valgusvoog. Siis on ka teises inertsi-
aalsusteemis Ur=C, e O ning valemid (12.4) an-
navad :
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m'c= a,mc +<xn T, {1r>5)
mT* = +a,MC =
Siit jargneb:
OCAC'1= OIM+ 2%IC (12.6)

Teiseks, vaatleme @@C-telje negatiivses suunas levivat val-
gusvoogu. Sudd on mxw—C , Uj = 1Ir w O ning --C, »
Lir= 0. Valemitest (12.4) leiame:

—m'c s-d£,mc +<xftm ,

12.7
m'= of,m — mc ( )
Siit
~aibC~f= °<a : (12.8)
Kolmandaks olgu ux = m(0, sS. 0. objekt on tei-

ses inertsiaalsisteemis liikumatu. Siis on U.~V Uy =U%=0
ning esimesest valemist (12.4) saame:

ac'mv +(xnm =0 129
ehk

ocNV -hOcn = 0 . (12.10)

Hutd on meil k&es kolm vBrrandit, (12,6), (12.8) ja (12.10),
mis seovad otsitavaid kordajaid 00U # 0clz , CK ja
lendest voérranditest vSime avaldada kolm Uhe, n&iteks o
kaudu:

- vere 1211,
0(x = -V<XH/C*- .
Seega jaab teisendusvalemitesse veel ainult (ks kordaja:
L- .. K-mv) ,
P (p ) (12.12)
m'= —vpx/ch .

Selle leidmiseks paneme téhele, et ta peab olema kiiruse V
paarisfunktsioon: QH[—V)=- OC/Clf). Téepoolest, olgu p = 0;
siis — See tadhendab, et siirdel objekti paigalole-
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ku susteemist teise susteemi, kus ta liigub kiirusega V ,

suureneb mass korda. Bnt kuna koik liikumise suunad on
samavaarsed (ruum on isotroopne), siis ei v8i suurenemise
tegur s6ltuda suunast, mis tahendabki, et

Siirdume niid teisest inertsiaalsisteemist tagasi esimeese.
Bt esimene siisteem liigub teise suhtes kiirusega —V , siis
kehtivad (12.12) eeskujul seoeed

m=a,fim"+vpx/c*) m

Asetame nende seoste parematesse pooltesse jato' aval-
dised (12.12). Siis saame:

px- -s (1-V*/C*)/>X.

(12.14)
m = e T .
Need mélemad valemid annavad kooskdlalise tulemuse:
A (1-vvC3~1 . (12.15)
Seega saavad teisendusvalemid (12.12) I6pliku kuju:
. —vm.
r v/ «-«Y C* = (12.16)
m -vp*/cx
m" V1-VVc* °

Jaab tuletada p™ ja p% teisendusvalemid. Selleks vaatleme
meelevaldses suunas liikuvat ®algusvoogu. Et

6 - mc
c*, (,2-17)
siis, vOttes need vdrdused ruutu ning arvestades, et «
= Crt « Cr, leiame:
pr~Trcr=0,
p'*-T “cr~ o. (Arums)

Nende seoste mGte on see, et (he kehtimisel peab kehtima ka
teine. Pikemalt vdib kirjutada nad kujul
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B,14-pm +b? -T rc2=o,
Ko 2 . (12.19)
p?+fj*+pE-m "*c*-o0

Asetame teise valemisse pj ja m" avaldised (12.16). Siis
saame:

/>+** + S*rv*rz cy*-vp.w mo {12>20)
ehk

p*+p'r+p~r-TtrCb=0 . (12.21)
Lahutades siit esimese vorduse (12.19)* leiame:

=//>;+/-,% . (,2-22>
Selle vorduse mdlematel pooltel seisavad impulsi 0C-teljega
ristiolevad komponendid kahes inertsiaalsiusteemis. Ilmselt
on meil véimalus valida y- ja 2- ning ja Z°-tel-

jed nii, et oleks

“JIr 9 (12.23)
P* ~pz *
Seega on impulsi komponentide ja massi teisendusvalemite tu-
letamine ISpule viidud. Saadud valemid (12.16) ja  (12.23)
on identsed valemitega (10.6).

Siirdume teiste seoste juurde. Kiiruse komponentide
teisend**svalemid saame vaga lihtsalt valemitest
U= f/m ,
Ut=p7mr. (12.24)

Asendades U komponentide avaldistes p*7 komponendid ja
mT \ET komponentide ja m  kaudu, saame:

, _ Px-vm

Lo VY Yo 12 25
He T omVpCE o 1533

i PiYi~vvcec* ,

*  m- vpx/c*
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Jagades kdigi kolme avaldise lugejad ja nimetajad labim-ga
ja arvestades, etAM-Lle3“e., leiame:

1% Uxv/cl =

U-~Ni-vyci

J 1-Ur.v/c1 (12.26)
e UiVI-v*/cx

r 1l-uxv/cl

Need ongi kiiruse komponentide teisendusvalemid. Nad {hti-
vad varem teisel teel tuletatud valemitega (8.14). Nad keh-
tivad ka valguse kiiruse komponentide jaoks (kujul (9.13))»
sest massi ja impulsi teisendusvalemid ning kiiruse avaldi-
sed (12.24) kehtivad lhesuguselt niihasti kehade kui ka val-
guse kohta. Seega oleme korraga saanud ka valguse aberrat-
siooni.

Jai ule veel keha massi sdltuvus kiirusest. Selle saa-
miseks votame px - pj e pr m0. Keha on seega liikumatu
ja tema mass on seisumass: MA~LLI0. Teises inertsiaalsusteecils
liigub sama keha kiirusega V , s. Q [M=T(T)). Seega saab
teine valem (12.16) kuju

m(v) = —p====- =n (12.27)

See ongi sama valem (6.17)» mille saime teisel teel &s 6.

Tuleb réhutada, et massi teisendusvalem (teine valem
(12.16)) on uldisem vorreldes valemiga (12.27). Ta kehtib
nii kehade kui ka valguse puhul. Valguse puhul aga paigal-
oleku inertsiaalsisteemi ei ole. Valemi (12.27) asemele
saame teistsuguse valemi. Asendame valemis (12.16) pv »AICA®
=mC C3/1, kus O on nurk, mille «alguse kiirus moodustab
@-teljega (see on sama téhistus, nagu aberratsiooni vale-
mis (9.16)). Siis saame valguse massi teisendusvalemi ku-

jul
m (i - (V/Ocosoc)
m = ~7/-pvfc» . (12.28)
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See on Oieti identne valemiga (9.9). Erijuhuks on valem (6.25).

Hii oleme valja joudnud sinna, kuet me varem alustasi-
me, ja see algus on uue meetodi I6pupunkt. Uus meetod naitab
veel kord ilmekalt massi ja impulsi teisendusvalemlte era-
kordset universaalsust ning sisukust. Kui need valemid cn kord
kdes, siis jareldub kdik lUlejadnu juba iseenesest.

5 13.

RELATIVISTLIKUD
PORKED

&-s 1 vaadeldud klassikalise pdrketeooria aluseks on
massi ja impulsi jaavuse seadused, kusjuures elastsete por-
gete puhul tuleb arvestada ka mehhaanilise energia ja&vust.
Relativistlikus pdrketeoorias lahtutakse samuti massi ja im-
pulsi jaavusest, energiat aga pole vaja arvestada. Me ei
saakski seda teha, sest meil alles puudub relativistlik ener-
gia méiste. Meil ei olnud seda mdistet siiani vaja ja ta on
ka pdrketeoorias tarbetu.

Hagu mitterelativistlikus pdrketeoorias, nii tuleb ka
relativistlikus pdrketeoorias eristada elastseid ja mitte-
elastseid porkeid. Elastseteks nimetame pOrkeid, mille puhul
seisumass on jaav; mitteelastseteks pdrkeid, mille puhul sei-
sumass ei ole Jaév. Hailiselt on see elastsuse Kkriteerium
hoopis teistsugune, vOrreldes mitterelativistliku kriteeriu-
miga, kus elastsus vdi mitteelastsus seostub energia jaavuse
vOi mittejadvusega. Siiski on moélemad kriteeriumid  tegeli-
kult teineteisega tapses vastavuses. Selles veendume hiljem,
&8s 15, parast relativistliku energia mdiste sissetoomist.

Mdningaid pOrkeid oleme vaadelnud juba varem, eriti &
des 6-8. Heed olid kdik mitteelastsed pdrked.

Mitteelasteetele relativistlikele pérgetele on iseloo-
mulik ka see, et muutuda vOib peale seisumassi ka pdrkes
osalevate komponentide arv. Eriti on see tulpiline elemen-
taarosakeste vahelistele pdrgetele. Osakesed vOivad pdrgete
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puhul muunduda ja paljuneda. Valguse elementaarosakeeena
oealeb eedalliki muundumistes footon.

Alljargnevalt piirdume ainult selliste pSrgetega, mil-
le puhul kéikide kehade (v8i osakeste) ja valgusvoogude im-
pulsid, nii enne kui ka parast pSrget, on samasihilised.
Need on tsentraalsed otsepdrked. Impulssi loeme iihes kind-
las suunas (vasakult paremale) positiivseks ja vastassuunas
negatiivseks.

Vaatleme eemalt kahe keha elastset p8rget. Tahistame
kehade seisumassid M 0 ja t nende algmassid Al ja/n ,
18ppmassid ja Mli , algimpulsid P ja p , 18ppimpul-
sid 1 ja , algkiirused [) ja U , I8ppkiirused Ui ja
Ui . Etteantud suurustena on kasulik vaadelda J1 ,rr, P
ja p . Tarbe korral v8ib nende kaudu avaldada ka algkiiru-
sed ja seisumassid:

(13.1)
?
’ 13.2
m0=-/ml-pyc’' = ( )
Otsitavateks suurusteks on vaetavalt ISppmassid , mi ja

18ppimpulsid Ff  ja p4 . Nende madramiseks on vaja nelja
v8rrandit. Need on esiteks massi ja impulsi j&avust valjen-
davad seosed

(13.3)
ja teiseks mSlema keha seisumassi jaavust valjendavad seo-
sed

M-P dcr =M?~Plicr,

Tr—pXxcr- ml-pycl.

VSrrandisisteemi (13.3) - (13.4) lahendamiseks toome sisse
abitundmatud X ja JV

(13.4)
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y-p-*,
P,.=p+X (13.5)

=m -

IImselt rahulduvad siis vorrandid (13.3)» kuna vdrrandid
(13*4) saavad kuju

y*-xYcr-2My y-2Px/cr-0
(13.6)
Naocc2Ty -2">x/cl- 0 .

Sel vdrrandisusteemil on olemas triviaalne lahend X =0,
mis meile huvi ei paku, sest see tdhendab, et pdrget pole
olnudki (kehade massid ja impulsid ei muutunud). Mittetri-
viaalne lahend on jérgmine:

5 2(TP-MBHMLT)C>
(M+T)rex-(P+p)r (13.7)
,Ww2IJmP4M (P+£)

* W+m)lcr-(Ptplx '
Asetades need avaldised valemitesse (13.5), leiame:

O n 2(mP-MR)(M+rn)c*
r~r (M+tn)cl-(P+f>)x (13.8)
b=p | B(*P-Mp)(M+T)cr
M+ tm)zCz-(P"hf>)3-
M 2ImP-1Ap)(P+p)
(M +mfcb-IP+p*
m- m/ 2(k P-M/>)(P+p) t
1+ (M+m)c*-(P+/»b
Seega on llesanne lahendatud. Erijuhul, kui kehade impul-
sid on vdrdvastupidised, s. a P+ p = 0, on vdrrandisis-
teemi (13.3) - (13.4) lahendiks R=~P ,/><=-p ,M,=M
fn~ain , allies vdib vahetult veenduda (ka valemid (13.8)
ja (13.9) annavad sama tulemuse). See tédhendab, et vordvas-

ja

(13.9)
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tupidiste algimpulsside puhul muutub parast pOrget kummagi
keha impulss vastassuunaliseks, ilma et muutuks absoluut-
vaartus. Jarelikult ei muutu ka massid. See téhelepanek voi-
maldab tuletada valemid (13.8) ja (13*9) veel teisel teel,
ilma vorrandisiusteemi (13.3) - (13*4) lahendamata. Selle
asemel teisendame kehade algimpuleid ja algmaesid nende mae-
sikeskme inertsiaalsisteemi, kus nende summaarne impulss on
null (vt. 811), podrame impulsid vastassuunalisteks ja tei-
sendame tagasi algsilisteemi. Massikeskme silisteemi kiirus all-
susteemi suhtes on

V=E-+ P (13.10)

M+ fa

(vt. valem (11.3)). Asetades selle avaldise V asemele tel-
sendusvalemitesse (10.6), arvutame kehade algimpuleid P*, A
ja algmaesidM,Ner massikeskme siisteemis:

pf_ (mP-M/>) , f

Vm+nrc'-(P+t>)"-

(13.11)
(mP-Mp)e__
ja 7(M+T )Y P+/>)*
1A(LA+T)Cr-P (P +p)
cy'(M+T)rer-(P+p)r ’ (13.12)
m(/4+71)cr-(>(P+p)
CT/(1A+T)"-cl-[P+p)r
Seejarel teisendame 18ppimpulsid Pf= -P/ ja 10pp-
massid ai;=m, - mr tagasi algsusteemi, vOttee selleks
teisendusvalemites (10.6) V= - * Nle~seks saame

uuesti valemid (13.8) ja (13.9).

Siirdume mitteelastsete pdrgete juurde. POrke tulemus
oleneb siin pbrkuvate kehade vb6i osakeste algimpulssidest
Ja algmassidest ning ka selleet, kuidas muutuvad seiBms-
sid. Seega on vdimalikud viga mitmekeeieed konkreetsed Lise
anded. Alljargnevalt piirdume ainult mdnede huvitavamate
naidetega.
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1. Anaih”latHioon. Elektron ja positron liiguvad tei-
neteisele vastu vdrdsete kiirustega+ U . Et nende seisu-
massid on vOrdsed, siis on ka impulsid vordvastupidised.
POrke tulemusena tekivad kaks vérdvastupidiste impulssidega
y-footonit. Massi jadvus mddrab nende massi. Tahistades
elektroni ja positroni seisumassi M ja footonl massi ,
leiame:

M= -7~-mp -
r V1- uVc3
Selles lleeandes on elektroni ja positroni summaarne impulss
null, s. o. inertsiaalsisteem, milles me annihilatelooni
vaatlesime, on massikeskme siisteem. Seega t&hendab osakeste
summaarne mass 2 fp=- mélemast koosneva kogumi Uldis-

VI-uVcer

tatud seisumassi (vt. &11). Footonite summaarne mass vOr-

. (13.13)

dub saauti - A~ftig _  ja et summaarne impulss on ka miil.
VF-WVC*

vOiksime seda suurust vaadelda kahe footoni kogumi Gldista-
tud seisumassina. Ent juba &-s 11 me nditasime, et need on
tarbetud formaaleed arutlused; "kogumit””tegelikult ei ole,
seet kaks footonit on teineteisest kaugele eemaldunud. Sa-
auti n&eme selle konkreetse ulesande najal, et uldistatud
seieumaesi jaadvus ei valjenda mitte midagi enamat, kui
lihtealt massi jaavust massikeskme silisteemis.

2. Antiprootoni teke. Liikumatu prootoniga, mille sei-
sumass on Ale , pOrkub teine prooton, mis liigub massiga
M . Kui M on kallalt suur, siis on v@imalik prooton-an-
tiprootonpaari teke (mispuhul mélemad pdrkuvad prootonid sdi-
livad) . Kui suur peab M selleks vahemalt olema?

Arvestame, et prootoni ja antiprootoni seisumassid on
vordsed. Esimesel pilgul v6ib paista, et M=3 J10, sest ka-
he uue osakese tekkimiseks ldheb vaja lisamassi vahemalt2-MO.
Ent see pole Qige lahendus: ta arvestab ainult massi, mitte
aga impulsi jaavust. Et algimpulss on nullist erinev, siis
ei saa neli osakest protsessi I8pus jaada liikumatuks; see-
ga ei saa nende summaarne mass olla VAlo
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o0ige lahendus k&ib nd6nda. Pealelangeva prootoni algim-
pulss on C*|/AT-*Mo (vt. valem (6.23))* Sama suur peab olema

ka Iéppimpulss. Et kdne all on minimaalne vajalik lA vaar-
tus, peavad koik neli osakest liikuma péarast pdrget koos ihe
ja sama kiirusega ning Uhe ja sama impulsiga. Seega  tuleb

iga osakese kohta I6ppimpulss (C/H)~Al*— Mo < *8* osakese

ISppmass vordub s i i s -y / / V | * . Seega kehtib mas-
si jaavuse pdhjal vdrdus

H+M.-Uy/n+M"'-lO =

Lahendades selle vdrrandi Af suhtes, leiame:
A1=2M0. (13.14)

Siit saame valemi (6.20) jargi ka minimaalselt vajaliku proo-
toni Kkiliruse

U= W 3/?)C « 0,99C m (13.15)

Teisiti voiksime selle llesande lahendada ka siirdudes
massikeskme susteemi. Et pealelangeva prootoni impulse

cyTr-Mm: on thtlasi summaarne algimpulss, siis on massi-

ksskme silisteemi kiirus

v = = . (13,16)

Kahe prootoni massid Al on massikeskme silisteemis vdrdsed.
Arvutades M  teisendusvalemite (10.6) jargi, leiame:

iv-y/Jb (13.17)

Parast pdrget peavad k&ik neli osakest olema liikumatud (*"st
me tahame, et M oleks minimaalne). Seega vOrdub minimaal-
ne l0ppmass massikeskme sisteemis /MO ning maeel jJaavu-
sest jargneb, et 2IA'= ~Alo» e. o.

=nm . " {«.is)
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Sellest virrandist saame jalle

Vaatleme veel osakeste spontaanse lagunemise protsesse,
leed ei ole kill ranges méttes pdrked, sest algul on (ksai-
nus osake. St aga ka sel juhul on mdarava tdhtsusega massi
ja impulsi ja&dvuse seadused, siis vdib ka neid protsesse vaa-
delda "pdrgetena" teatavas Uldistatud mdttes.

3. Osakese lagunemine kaheks footoniks. On osakesi (nai-
teks 7C° -meson), mis lagunevad kaheks footoniks. Olgu (he
niisuguse osakese seisumass MO ja kiirus li . Footonite im-

pulsid olgu U -ga samasihilised. Leiame footonite massid.
Tahistame osakese liikumise suunas valjalendava footoni mas-
si , vastassuunas valjalendava footoni massi . Massi
ja impulsi jaavuse pdhjal

o (13.19)

Lahendades selle vorrandisiusteemi, saame:
(13.20)

Kui teisendame need massid osakese paigaloleku silsteemi (sel-
leks tuleb valemis (6.25) votta /MOl ja t)=U ning
jau=-u), siis leiame, et kumbki vordub @TAAZ) -ga. Nii
peabki olema: paigaloleku sisteemis on footonite impulsid
virdvastupidised, massid seega vOrdsed, aga masside summa peab
vorduma osakese seisumassiga LUO .

4. ‘M -mesoni lagunemine miitionlks Ja neutrilnoks. Olgu
Jf -mesoni seisumass M O , midoni oma tn0 ; neutriino seisu-
mass (nagu footoni oma) vordub nulliga. Vaatleme A -mesoni
lagunemist paigalolekus. Siis on muuoni impulssp ja neutrii-
no impulss -p vdrdvastupidised. Nende massid on vastavalt
m s y"mT>*cxja p/C . Seega kehtib massi jaavuse pohjal
varrand
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HCHi/m*4-pxicr «Mo . (13.21)
Lahendades selle p suhtes, leiame:
p= - (13.22)
Silt leiame ka mitioni massi:

« --“Unht*

ja kiirusep/m-U

U=Ce . 13.24
M= mi ( )

5 14.

aa
iBHAID

Impulsi j&&vuse seadus jareldub klassikalises mehhaa-
nikas Newtoni Il ja Ill seadusest. Relatiivsusteoorias oman-
dab primaarse tdhenduse, vastupidi, impulsi jadvuse seadus,
sest Newtoni IlIl seadus kaotab oma algupdrases formuleerin-
gus paljudel juhtudel mdtte. Vaatleme, nditeks, valguse nee-
lamist keha poolt. Impulss on selles protsessis jaav, ke-
hasse mdjub protsessi valtel joud, aga kas on mdtet (telda,
et valgusesse mdjub vérdvastupidine jOud? Seda ei saa itel-
da, sest valgusele tdhendab see protsess kadu. Toési kull,
valgus pidi varem kiirguma mingist teisest kehast ja Kkiir-
gamise ajal méjus sellesse kehasse joud, mis on vordvastu-
pidine valguse neelanud kehasse mdjunud jduga. Ka impulsid,
mille saavad kiirgaja ja neelaja, on vdrdvastupidised. See-
ga ndib, nagu taastuks Newtoni Ill seaduse rakendusvCima-
lus, kui loobume valguse kui vahendaja osa arvestamisest ja
kdsitleme kehadesse mdjuvaid jbude nende vahetu vastastiku-
se mdjuna. Ent niisugune seisukoht viib t8sistesse raskus-
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teese. Kiiratud valgus ei tarvitse neelduda otsekohe ega la-
hemal ajal. Paratamatult peame valgust vaatlema kehade kor-
val iseseisva materiaalse objektina, impulei ja massi kand-
jana. Hewtoni Ill1 eeadue on oma olemuselt kaugmé.lu  seadus.
Aga relatilveueteoorla eitab hetkellee kaugmdju vdimalust.
Vastastikune mGju teineteisest eemalolevate kehade vahel ei
ole teieiti vdimalik, kui mingi vahendaja, naiteks valguee
kaudu. See vahendaja on kehade vastastikuse mdju realiseeru-
misel nende vorddiguelik partner. Dinaamika pdhiseadused tu-
leb formuleerida nii, et nad kehtiksid tUhevdrra mis tahes ma-
teriaalsete objektide kohta. Newtoni 11l seadus seda nduet
ei rahulda.

Seetdttu olemegi juba aiatee S-st 3 esikohale  seadnud
impulsi jaadvuse seaduse. Newtoni 11l seadust pole eelle kdr-
val enam vaja.

Teieiti on lugu Newtoni Il seadusega. Impulss on  jdav
suletud ehk isoleeritud slsteemis, s. o. objektide kogumis,
millesse on arvatud k&ik antud protsessis osalevad objektid.
Sageli on aga kaeulik vaadelda ukeikut objekti, naiteks uUk-
sikut keha. Ta ei ole teisteet objektidest isoleeritud, mis-
tottu tema impulss ega mass jaavad ei ole. Nad muutuvad aja
jooksul ja selle pdhjuseks on teiste objektide méju. Seda mo-
ju vBib kirjeldada j6u mdiste abil. Newtoni mehhaanikas de-
fineeritakee joud F impulei tuletisena aja jargi:

F =clj?/dt . 14.1)

MieldL ei takieta meid defineerimaet samal viieil ka relati-
vistlikku jdudu. See tdhendab, et me kanname relatiivsuste-
ooriasse Ule Newtoni Il seaduee valemi (14.1) kujul ja vaat-
leme seda relativistliku diunaamika p6hiv6rrandina.

oeldu ei tahenda, et relativistlik jOud on samade oma-
dustega nagu mitterelativietlik joud. Viimane on invariant,
B Q ta on lUhesugune kdikides inertsiaalsisteemides. Aga re-
lativistlik joud ei ole invariantne suurus. Siirdel teise
inertsiaalsiisteemi teisenevad tema komponendid kindlal vii-
sil. See on vajalik selleks, et dinaamika pdhivérrand (14.1)
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oleks Uhesuguse kujuga kdikides inertsiaalsisteemides. L&-
hemalt JOu teisenemisest on §s 20.

On oleaas veel ike oluline erinevus relativistliku Ja
oitterelativistliku valemi (14.1) vahel. Klassikalises di-
naamikas mass kiirusest ei sGltu, seega asendus j?- mU an-
nab

F=ma , <14.2)

kus @ =du/dt on kiirendus. Viisugune kuju ongi tavaliselt
kadibel klassikalises mehhaanikas. Aga relatiivsusteoorias
(14.2) ei kehti. Siit saab ka mdistetavaks, et keha kiirus
ei saa kasvada kui tahes suureks nagu klassikalises teoori-
as* Konstantse JOu puhul annaks valem (14.2) parast integ-

reerimist U (kui algkiirus on null), s. o. Kiirus

kasvab vordeliselt ajaga. ElIi on see klassikalises teoorias.
Aga relativistlik valem (14.1) annab konstantse JOu puhul
f=Ft . Vordeliselt ajaga kaevab impulss, mitte Kkiirus.
Konstantne JOud ei anna kehale konstantset kiirendust, vaid
kiiruse kasvades peab kiirendus jarjest vahenema. Selles
avaldub keha massi kasvust tingitud inertsuse suurenemine.

Ldpuks esitame graafiku, mis néditlikult illustreerib
keha kiiruse Ja impulsi muutumist nendevahelises seoses. Ta-
histades kiiruse U -ga kirjutame Umber valemi (6.22) Jarg-
miselt:

L= -

y7>£c A ) (14.3)

+/nd&C*

Joonisel 8 on see sdltuvus kujutatud kdverana OABC. See ndi-
tab piltlikult, kuidas impulei kasvades kaevab ka  Kkiirus.
Aga vahe on selles, et impulss kaevab piiramatult, kuna kii-
ruse kasv on tokestatud vaartusega C . Seda vaartust lohu-
tab Joonisel sirgjoon DEFG, millele kdverjoon OABC  asump-
tootiliselt l&heneb suurtel p vdartustel. Joonis nditab
ka massi. Votame kiiruse graafikul meelevaldse punkti B Ja
tdmbame sirgjoone 0B, pikendades seda kuni 1dikumiseni punk-
tis F asumptoodiga DG. Téhistades OB Ja vertikaaltel-
Je vahelise nurga « -ga, leiame:
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f*oC

Joon.

p + d>mc+cdm

8.



tan.a = m (14.4)

Et nurk a punkti B nihkudes suuremate impulsside suunas
kasvab, nditab see valem, kuidas kaevab mass kiiruse ja im-
pulsi kasvades. Lineaarses mdddus kujutab massi punkti P
abstsiss OK, mis vOordub Ctati X= ITIC . Impulei ja Kkiliruse
vahenedes p6drdub  sirgjoon OF kellaosuti vastassuunas,
kuni ta enam kiiruee graafikut ei l6ika, vaid muutub puutu-
jaks punktis 0 (sirgjoon OE). Siis on kiirus ja impulse
vordsed nulliga, mass aga vordub seisumaesiga. Seda kujutab
punkti E abstsiss 0Q, mis vdrdub thOC -ga. Tahistades OE
ja vertikaaltelje vahelise nurga 00 -ga, vdime Kkirjutada:

taixoLO=m,, . (14.5)

Jargmises paragrahvis nditame kirjeldatud graafiku ka-
eutamiet relativistliku t6d ja energia kisimusee.

I 15.

RELATIVISTLIK TOO JA BVERGIA.
MASSI JA KVXRQIA EKVIVALENTSUS

Klassikalises mehhaanikas joutakse energia m&ietele 60
méiste  kaudu. Et selgitada relativistliku energia mdiste
péhjendamise voimaluei, on loomulik minna analoogiliet teed
ka relativistlikus mehhaanikas.

Arvutame t66, mida teeb kehasse mdjuv joud. Liikugu ke-
ha trajektoori elemendi ds vOrra edasi. Siis on tdd

dA = Fds . (15.1)
Et F=aB/at, siis
dA = (dj?/dt)dT= (d?/di)df. (15.2)
Et aga
dt/dt —11=p/m f (15.3)
siis
dA = T ~*piip. (15.4)
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See tuleaus on uUhtaegu relativistlik ja mitterelativistlik,
seet valem (15.3) kehtib mélemal pool. Bdaai aga lahevad
teed lahku. Klaeeikaliees mehhaanikas on p=mtf , kusm

on kiirueeet s6ltumatu, seega dR=mdu ning valem (15.4)
saab kuju

d/\Kkl = tnudu . (15.5)
St kehaese mdjuva jou td66 vordub klassikalises mehhaanikas
keha kineetlliee energia HI  muuduga
dAN - dTk( (15.6)
eiie
dTu =niudU. (15.7)

Integreerides, leiame klassikalise kineetilise energia vale-
mi hastituntud kujul:

Tol = TUYZ . (15.8)

Relatiivsusteoorias tuleb seevastu kasutada seost (6.-23),
millest diferentseerimise teel saame:

fidf=czmdm . (15.9)
Asetades selle avaldise valemisse (15.4), leiame:
dA =cxdm . (15.10

See on samavdrd lihtne kui ka tahtis tulemus. Mis on selle
fulsikaline sisu?

Eelkdige on naha, et energia mdiste sissetoomine on Qie-
ti tarbetu. T66 osutus meil vdrdeliseks keha massi muuduga,
kusjuures vdrdeteguriks on universaalne konstant Cx . In-
tegreerides alates paigalolekust, saame:

A=cz(m-mQ0) . (15.11)

Seega on jOu poolt sooritatud t86 médduks keha  kineetiline
mass. Nuiud me saame aru, miks ei olnud meil energia mdistet
relativistlikus mehhaanikas vaja. Ei olnud sellepadrast vaja,
et mass, mis oli senini ainult inertsuse md6t, osutus Uhtla-
si ka to6 mOOduks. See tulemus on iks fundamentaalsemaid ko-
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gu relatiivsueteooriaa. Ta nditab, et td6 hulga valjendami-
seks pole uut mdistet maeel kdrval tarvis.

Siiski on traditsioonipdraselt energia mdiste tarvitu-
sel ka relatiivsusteoorias. Kahe mdiste - maeei ja ener-
gia paralleelset kaeutamist Oigustab mitterelativietllku
piirjuhu praktiline tahtsus. Et sel piirjuhul on mass ja
energia téiesti eri liiki suurused, siis on Glemineku hol-
bustamiseks otstarbekohane, kui ka relatiiveusteooriae eel-
nevad korvuti m@lemad euurused.

Aga kust me siiski relativistliku energia mdiste eaa-
me? Selleks on ilmselt olemas ainult Uks vdimalus. Energia
tuleb defineerida massiga ekvivalentse (samavaarse) suuru-
sena:

E=mca. (15.12)

Seda univereaalset seost nimetatakse massi ,la energia ekvi-
valentsuse seaduseks. Valem (15.10) saab nidd kuju

clA=dE . (15.13)

Relativistlik kineetiline energia on kineetilise masalga ek-
vivalentne suurus:

T=(m-me)cl =E-EO0=TO0ra-ne¥cT*-1], 05.14)
kus
fo= T.C* (15.15)

on seisumaesiga ekvivalentne energia ehk eelsuenergia. Kui

votame valemis (15.14) 1i«C , siis (i-U ¥Ch)~ix.l14-UV 2¢cb
ja valem saab kuju

T=mouv2 . (15.16)

Seega langeb relativietlik kineetiline energia vaikese kii-
ruse puhul Uhte mitterelativietllku kineetilise energiaga
(vrd. kineetilise massi avaldist (6.27) samas l&henduses).

Keha koguenergia vordub alati kineetilise energia ja
eelsuenergia summaga:
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E=EO0+T , (15.17)

tdiesti samaselt analoogilise seosega massi jaoks  (vt.
(6.18)). Seisuenergia on puht-relativistlik mdiste, millele
ei leidu vastet klassikalises mehhaanikas. T5si kiili, seisu-
energia on ekvivalentne seisumassiga, mis on hasti tuntud ju-
ba mitterelativistliku suurusena. Ent asi seisab selles, et
see ongL mitterelativistlikus teoorias ainult mass, ilma iga-
suguse energeetilise ekvivalendita. Massi ja energia ekviva-
lentsus laheb siirdumisel mitterelativietlikule piirjuhule
kaotsi; see, mis relatiivsusteoorias oli mass ning seelabi
ka energia, osutub piirjuhul ainult massiks, sest mitterela-
tivistlik energia mbiste on hoopis teistsugune, ta on massi
méistest séltumatu.

Mitterelativistlikult seisukohalt on kehadel olemas kiLl
ka siseenergia, ent see moodustab vaid vdga vdikese osa re-
lativistlikust seisuenergiast. Mitterelativistlik siseener-
gia on lihtsalt kdikide kehaosakeste summaarne  kineetiline
ja potentsiaalne energia. Osakeste relativistlik seisuenergia
on kaugelt suurem, aga mitterelativistlikult seisukohalt pole
seda olemas.

Pohimotteline vdimalus piirduda relatiivsusteoorias ai-
nult Uhe suurusega kahest tahendab mdlema suuruse olemuse
identsust. Selles seisneb massi ja energia ekvivalentsuse
tapne tahendus. Sageli pultakse sailitada massi ja  energia
méistelist erinevust viitega sellele, et mass on 1inertsuse
m00t, kuna energia mdéddab keha (vdi iildse mis tahes fiilisika-
lise sisteemi) vdimet td0d teha. Bnt see on ekslik seisukoht,
sest siin kdsitletakse energiat mitterelativistliku tradit-
siooni kohaselt, mis relatiivsusteoorias ei pea paika. Me nd-
gime, et energia defineerimiseks ei ole relatiivsusteoorias
teist vBimalust peale massiga ekvivalentse suuruse sissetoo-
mise. Relativistlik energia defineeritakse massi, mitte t6d
kaudu. Vastupidi, tdd on sekundaarne mdiste. T66 on energia
(massi) makroskoopilise iilekande m00t. Muide, isegi mittere-
lativistlikus flusikas on energia defineerimine  td66 kaudu
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ajast ja arust. See on omal kohal vahest ainult elementaar-
sel tasemel, kus on vaja luua mingi algeline kujutlus ener-
giast. Aga arenenud teoorias esineb energia fundamentaalse
primaarse mdistena, mida tuleb defineerida ja defineeritak-
segi sOltumatult t6d mbistest. On levinud nditeks niisugune
definitsioon: energia on universaalne liikumise m00t.

Aga seegi definitsioon ei saa olla aluseks massi ja
energia relativistliku identsuse eitamisele. Ei saa vaita,
et mass ja energia on olemuselt erinevad seetdttu, et mass
on inertsuse md0t ja energia liikumise m00t. See on puhtal
kujul mitterelativistlik seisukoht. Relatiivsusteooriasse
seda ule kanda ei saa, sest sellega lahevad tihja valemid
(15.11) - (15.15). Relativistlik energia ei ole liikumise
moot, vOi kui ongi, siis tapselt samal madral ning samas
mdttes nagu seda on mass. Relativistlik mass ei ole ainuik-
si inertsuse m00t, vaid kineetiline osa massist on (htlasi
liikumise m00t. Mlemad suurused véljendavad iihel ja samal
viisil nii liikumatust (seisumass ja seisuenergia) kui ka
liikumist. Selles nende identsus seisnebki, et neil on téie-
likult kattuvad predikaadid: iga vdide, mis kehtib massi
kohta, kehtib ka energia kohta, ja vastupidi.

Massi ja energia méistete Uhtesulamine on ainulaadne
nahtus fulsika arenguloos. Seepédrast on eriti huvipakkuv jal-
gida, mil viisil hargneb ihtne massi-energia mdiste uuesti
kaheks juhtudel, kus praktiliselt kehtib mitterelativistlik
teooria. Maarava tahtsusega on siin jargmine asjaolu. Nagu
me nagime eespool (8&d 3 ja 6), on valguse mass tavalistes
tingimustes virreldes kehade seisumassiga vaga vaike, samu-
ti kehade kineetiline mass valguse kiirusest palju vaikse-
mate kiiruste puhul. Seetdttu jadb see mass mitterelativist-
likus ndhtuste valdkonnas arvestamata, kusjuures massi Jéé&-
vuse seadus kehtib ikkagi suure téapsusega edasi. Jadvaks
osutub praktiliselt seisumass omaette. Aga valguse massi ja
kehade kineetilise massi suhteline vaiksus ei téhenda, et
neid poleks Uldse véimalik avastada. Avastamata j&ab ainult
see fakt, et tegemist on massiga. On ju mitterelativistli-
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kus fiuusikas mass ainult inertsuse (ja gravitatsiooni) moot.
Aga valguse mass ja kehade Kkineetiline mass on seisumassi
koérval niivdrd véikesed, et nendest tingitud inertsuse suu-
renemine jaab markamata. Tegelikult valjendab mass ka lii-
kumist. Olukorra omapara seisnebki selles, et liikumist on
véimalik tajuda, mO0ta ja tunnetada, ilma et oleks vaja moo-
ta kaduv-véikest inertsuse muutust. Niivilai tekib petlik,
ent mitterelativiatlike nahtuste valdkonnas praktiliselt Qi-
gustatud kujutlua, et liikumise m&d6duna tuleb kasutusele vot-
ta hoopis tei8t liiki auurua. See ongi mitterelativiatlik
energia.

Lihidalt 6eldea on mitterelativiatlik energia kineeti-
liae massiga ekvivalentne auurua ja mitterelativiatlik maaa
on aeieuenergiaga ekvivalentne auurua.

Aga niud peame vaatama veel Uhele kuaimuaele. Vaetdel-
du pdhjal vdib tekkida arvamue, et samasugune massi ja ener-
gia eristamine nagu mitterelativistlikul piirjuhul peaks ole-
ma voimalik ka relativistlikua nahtuste valdkonnas, s. o.
suurte kiiruate puhul. Siia ei oleka tBesti mitte mingisu-
gust ekvivalentsuat maaai ja energia vahel. Maaai ks nimetak-
sime ainult aeiaumaeai ja energlaka ainult kineetiliae mas-
siga ekvivalentset auuruat (ilma ekvivalentauet ildse maini-
mata), ka eel juhul, kui eee on vBrreldav aeiaumaaaiga. Ome-
ti ei ole see mite teoatatav, ja aeda peamiaelt kahel pdh-
jusel. Esiteka, me peakaime sel korral loobuma nii maasi kui
ka energia jaadvuee seaduateat, aest seisumass ja kineetili-
ne energia teatavasti eraldi jaavad ei ole. Aga mitte see
pole just mdédduandev, vaid see, et jd&v suurus on ikkagi aie-
mas: see on seisumassi ja kineetilise massi summa (s.o. meie
dsjase terminoloogilise katsetuse jargi massi ja energia
summa) . Kuidas seda suurust nimetada? IlImselt on nimetus va-
jalik, sest jddvus on fundamentaalse té&htsusega omadus. Ko-
gu aeg me nimetasime seda massiks (toetudes muu hulgas fak-
tile, et just see suurus on inertsuse m00t) ja l&puks veen-
dusime, et relativistlik energia saab olla ainult sellesama
massiga ekvivalentne (identne) suurus. Ei ole mingit alust
ega vajaduet seda loomulikku terminoloogiat muuta.
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Teine asjaolu, mis kdneleb seisumassi ainsaks massiks
tunnustamise vastu, on 8-s 11 naidatud seisumassi mitte-
aditiivsus ja sellega seotud relatiivsus. See v0ib tekita-
da arusaamatusi. Mida tuleks, nditeks, pidada antud keha
massiks? On see tema molekulide masside summa vdi tema kui
terviku mass? Mitterelativistlikult seisukohalt on vahe téht-
susetu, ent meil on ju kdne all relativistlik vaade. Ei saa
relatiivsusteooriasse lle kanda mitterelativistlikku kujut-
lust massist, sest siin muutub see liiga ebaméddraseks. Kull
aga kaovad hoobilt kdik arusaamatused, kui seisumassi ase-
mele vdetakse teoorias kasutusele kiirusest sdltuv relati-
vistlik mass.

Niisiis, juhul, kui kineetiline mass on vOrreldes sei-
aumassiga véaga vaike, on Oigustatud mitterelativistlik ka-
sitlus, mille kohaselt Kineetilist massi el mdddeta nii na-
gu seisumassi, inertsuse ja kaalu jargi, vaid teistsuguste
meetoditega. Need on tuntud energeetiliste mO0tmismeetodi-
tena. Nii mdGdetakse nn. soojusenergiat kalorimeetriliselt;
mehhaanilist, elektrilist, keemilist energiat nii- v0i teist-
suguste muundumiste jargi. Kdik tavalistes tingimustes kul-
gevad termilised, mehhaanilised, elektrilised, keemilised ja
muud sellised protsessid on selles méttes mitterelativist-
likud - mass ja energia esinevad teineteisest lahus, seos-
tamatute ning sdltumatute suurustena, sest muundumistes osa-
lev mass (energia) on véaga véike vdrreldes kogumassiga.

MBnevdrra teisiti on lugu tuumareaktsloonide puhul. Sel-
sumass muutub tuumaprotsessides kill ka suhteliselt vadhe (al-
la 1 %), kuid tavaliste keemiliste protsessidega vorreldes on
see muutuv osa siiski miljoneid kordi suurem. Tuumareaktsi-
oonides seisumassi arvel vabanev kineetiline mass omab see-
tottu véga suurt energeetilist ekvivalenti, mida mdddetakse
ja kasutatakse traditsioonilistes vormides kas  soojusener-
giana v6i muul viisil. Et aga seisumassi muutus on margatav
ja soltumatul viisil méddetav, tuleb tuumareaktsioone vaa-
delda oluliselt relativistlike protsessidena, mille tdlgen-
damisel massi ja energia ekvivalentsust enam 1ignoreerida ei
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eaa. Selles mdttes pakuvad tuumareaktsioonid eksperimentaal-
se kinnituse massi ja energia ekvivalentsuse seadusele.
Looduses esineb ka selliseid protsesse, milles seisu-
mass muundub tdielikult. Siia liiki kuuluvad annihilatsioo-
niprotsessid (vt. s:s,- Annlhllatsiooni on seni vaadeldud vaid

mikromaailmas - (ksikute elementaarosakeste vahel. Seda Ui-
I protsessid on labinisti relativistlikud - sel maaral, et
nende kirjeldamisel on kahe mfiste - massi ja energia mdis-

tete paralleelne kasutamine tarbetu ning eksitav. Pole Oige,
nagu ménikord véidetakse, nagu muunduks annihilate!a@ni pu-
hul mass energiaks. Positroni ja elektroni mass muundub foo-
tonite massiks, mis ei ole sugugi vahem reaalne. Soovi kor-
ral vOidakse asendada mass mdlemal pool energiaga, ent see
oleks vaid teine nimetus massile.

Pohimétteliselt on annihilatsioon vdimalik ka makrota-
semel - selleks on vaid vaja kiillaldasel hulgal antiainet.

Valguee energia nagu iga muugi energia on valguse mas-
siga ekvivalentne suurus. Massile /4 vastab energia”C2 (vt.
s 3. Valguse energia on tdies ulatuses kineetiline, sest
seisumass vordub nulliga. Siit jargneb, et mitterelativist-
liku kineetilise energia valem (15.16) valguse puhul ei keh-
ti. Valgus on selles méttes puhtrelativistlik objekt.

Massi ja energia ekvivalentsuse seaduse valguses saab
arusaadavaks ka see, et mehhaaniliste protsesside elastsust
vOi mitteelastsust vdib samavaarselt defineerida kahte moo-
di. 8s 13 me nimetasime elastseteks protsessid, mille puhul
seisumass on jaav ja mitteelastseteke protsessid, mille pu-
hul seisumass ei ole jadv. Et aga kogumass on ja&v ning vor-
dub seisumassi ja kineetilise massi summaga, siis  t&hendab
seisumassi jéavus vOi mittejaavus vaetavalt Kkineetilise mas-
si jaavust voi mittejaavuet. Viimane on ekvivalentne Kkinee-
tilise energiaga, seega vBib elastsuse vGi mitteelastsuse (le
otsustada kineetilise energia jdavuse vOi mittejddvuse jar-
gi. Klassikalises mehhaanikas ongi ainuvdimalik nimelt  see
kriteerium (vt. 81), sest klassikalise mehhaanika kehtivuse
valdkonnas on mass praktiliselt jaav igal juhul. Relativist-
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likult seisukohalt on aga mGlemad kriteeriumid tdieeti ek-
vivalenteed.

Po6rdume I6petuseks veel kord tagasi eelmises para-
grahvis toodud graafilise esituse poole (vt. joon. 8) ja
nditame, kuidas saab kujutada seal td6d ja energiat. Meil on
kaks samavéarset relativistliku elementaartd6 valemit: (15.4)
ja (15.10). Mélemal on graafiline ekvivalent. Vdtame kiiru-
se graafikul OAC kaks I6pmata lahedast punkti, Bja B®, mil-
le abstsissid on OH - p ja (H.j = p+dp ja ordinaadid BH* kL.
ja BI1H1 « LL+du . Elementaartrapetsi BB"HH" pindala on
seega iidp~nripdp. Valemi (15.4) jargi kujutab see pind-
ala toéod, mida jOud teeb impulsi muutudes dp vérra. In-
tegreerldee alates paigalolekust kuni mingi impulsini p ,
saame kineetilise energia, mida kujutab graafiliselt pind-
ala 0ABHQ. Ent vdime integreerida ka teieiti,aeendadee tra-
petei BB1HH1 pindala eellega vdrdee ristkuliku PP1KK1 pind-
alaga, kus P ja Fj on sirgjoonte OB ja 0Bl pikendus-
te I6ikepunktid asiimptoodiga DG. Naitame, et nimetatud
pindalad on tdesti vOrdsed. Selleks votame ordinaatteljel
punkti L kaugusel OL = 0Q = m0OC alguspunktist ja tdmbame
abstsissteljega paralleelse joone LH, mis Idikab ordinaa-
te BH ja B1H1 punktides M ja Mr. Siis on OM=\/oif+HU2"
=-~px+tn}Cx = mc = OK ja niisamuti OM1 = 0~ . Seega aset-
sevad punktid M ja K ringjoone kaarel keskpunktiga 0 ,
ja niisamuti punktid MW ja K1. Téhistades kaare MK 18i-
kepunkti raadiusega OM* P-ga, leiame kolmnurkade OLM ja
MAPM sarnasusest, et - Vasak pool vdrdub siin
trapetsi BBMHHM ja ristVIliku P?1KK1 aluste suhtega HiyKK,;
parem pool on aga vordneftiC/p ehk C/U , s. o. trapetsi ja
ristkiliku kdrguste podrdsuhtega. Siit jargnebki, et mdlema
pindalad on vordsed. Ristkiliku pindala on C~d/itL , seega ole-
me saanud graafilisel teel valemi (15.10). Integreerides
alates paigalolekust kuni impulsini p , saame kineetilise
energia kujutisena ristkuliku QEFK pindala. Seisuenergiat
LOCr kujutab ilmselt ristkiliku 0DBQ pindala ning kogu-
energiat mc1 - ristkiliku ODFK pindala.
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| 16.

AJA RELATIIVSUS.
OMAABG

Piirkiiruse olemasolust jargneb, et pdhjuslik seos ei
ole mitte iga sundmustepaari puhul vdimalik. Vaatleme kaht
stindmust, mille kohavektorld on mingis meelevaldses inert-
siaalsisteenmis ja Tr ja nende ajad samas inertsiaal-
susteemis tf ja tt . Olgu £*>£, . Sindmuste kohtade va-
heline kaugus on ja ajavahemik nende vahel tt—tf
Pohjuslik méju, mis lahtub esimesest _sUndmusest, peab teise
juurde joudmiseks liikuma kiirusega *Et aga C on
piirkiirus, siis on p8hjuslik seos v6imalik ainult eeldusel,
et

fil (c (16>1)
4 ““n
ehk
m-% l4c(tx-ttl . (16.2)

Siin vOime eristada kaks juhtu. Kui

IX.-XI =cOb-ti), (16.3)
siis on pdhjuslik mdju voimalik ainult valguse kiirusega le-
viva signaali abil. Kui aga

M%% \<c(t9rt J, (16.4)

siis on pohjuslikku seost vahendava signaali kiirus vaiksem
piirkiirusest C

Alljargnevalt vaatleme seda viimast juhtu lahemalt. Sel
juhul on olemas inertsiaalsiisteem, milles mdlemad siindmused
on samapaiksed. See on nimelt sisteem, mis liigub algsis-
teemi suhtes mdlemaid sindmusi (hendava signaali Kkiirusega

= *~5"
V= Teesr (16.5)

mis on eelduse jargi vaikem piirkiirusest C
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Antud sundmustepaari puhul on inertsiaal sisteem, mil-
les siindmused on samapaiksed, teatava eelistatud tahenduse-
ga. Ajavahemikku nende sundmuste vahel selles sisteemis ni-
metatakse nendevaheliseks omaa.laks (ehk, t&psemalt, omaa.ja
vahemikuks) . See ajavahemik iseloomustab sundmuste ajalist
vahekorda invariantsei viisil, s. o. inertsiaalsisteemi va-
likust sSltumatult. Ta on kill dhes kindlas inertsiaalsis-
teemis mddratud ajavahemik, aga selle inertsiaalsisteemi var-
lik pole meelevaldne, vaid on mddratud Uheselt siindmuste
enestega. See tdhendabki, et omaaja vahemik ei soltu Inert-
siaalsisteemi valikust*. Tahistame omaaja vahemiku Xr—Tn

Naitame, et omaaja vahemik on alati vaiksem kui sama-
de sundmuste vaheline ajavahemik mingis teises inertsiaal-
susteemis, milles sindmused samapaiksed ei ole. Selles aval-
dub aja relatiivsus. Juba &s 5 joudsime kvalitatiivsele ja-
reldusele, et aeg on relatiivsusteoorias paratamatult rela-
tiivne. Nuiud tuletame sellekohase kvantitatiivse seose. See
on niisugune:

T, = i/i-V %C" , (16.6)

kus V on mSlema inertsiaalsisteemi suhteline kiirus. V8i-
me esitada selle valemi ka teisel kujul. Kui % , 7t on
sindmuste kohavektorid siisteemis, kus nad samapaiksed ei ole,
siis avaldub V valemiga (16.5). Asendades V selle aval-
disega eelmises valemis, saame:

r.-T, = . (16.7)

Valemi (16.6) tuletamiseks on meetodeid palju. Valime
tihe lihtsama, mis on monevSrra analoogiline &s 6 kasutatud
meetodiga keha massi kiirusest soltuvuse tuletamiseks.

Vaatleme kaht inertsiaalset keha, A ja B, mis ee-

_ Siin on teatav analoo ia keha seisumassiga, mis  on
samuti invariantne suurus, gugl et ta tahendab massi ihes
kindlas_inertsiaalsisteenis. a selle siusteemi valik pole
meelevaldne; see on keha paigaloleku slsteem, sdltub seega
vaid kehast endast.
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malduvad teineteisest suhtelise kiirusega V nendevahelise
sirgjoone sihis. Keha A kiirgab B suunas teatava ajava-
hega kaks hetkelist valgussignaali, mis saabuvad méne aja
parast keha B juurde, samuti teatava ajavahega. Kumbki aja-
vahemik on maaratav kas keha A  v8i keha B paigaloleku
slisteemis, kusjuures aja relatiivsuse tSttu on vaartused eri-
nevad. Seega on meil tegemist kokku nelja védrtusega. Leia-
me nendevahelised seosed.

Téhistame ajavahemikud jargmiselt. Keha A paigaloleku
sisteemis olgu signaalide kiirgumise vaheline ajavahemik™n,
ja nende keha B juurde saabumise vaheline ajavahemik .
Keha B paigaloleku slsteemis olgu ajavahemikud vaetavalt
tA ja Tg . Indeksid A vdi B margivad kohti, kus toi-
muvad signaalide valjumise vOi saabumise slndmused. Ilmselt
on VA omaaja vahemik, tA aga samade sundmuste vaheline aja-
vahemik teises inertsiaalsiisteemis (keha B sisteemis). Nii-
samuti on Tg omaaja vahemik, kuna tg on ajavahemik samade
siindmuste vahel teises inertsiaalsisteemis (keha A siistee-
mis). Olgu otsitav tegur, mis seob omaaja vahemikku ajava-
hemikuga mingis teises siUsteemis, k(V) , nii et

T* k(\)t . (16.8)
Meie kahe ajavahemiku puhul oleks seega

tb-fcrti, (16.9)
= (W)tB.

Teguri k(V) leidmiseks vaatleme esmalt protsessi keha A pai-
galoleku sisteemis. Teine signaal kiiratakse VA vdrra esi-
mesest hiljem. Esimene on selle ajaga eemaldunud kaugusele
CIn, . Et signaalide kiirused on vdrdsed, sailib nendeva-
heline kaugue @A muutumatuna kogu liikumise véltel. Joo-
nisel 9 B on punkt, kus esimene on joudnud parajasti ke-
ha B juurde. Teine on sel hetkel punktis C CTA vdrra
tagapool. Ta jouab B juurde +B voOrra hiljem kuskil punk-
tis B'. Siis onBB* = W3 ja cB" - CtB . Jarelikult
CZA=ctB-v tB ehk

TA = (i-V/C) tg . (16.10)
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Nultd siirdume keha B paigaloleku sllsteemi. Kiirgav
keha A liigub selles siisteemis kiirusega V . Punktis A
(vt. joon. 10) kiirgab ta esimese signaali, punktis A" tei-

*-CTA —————— vtd ————————- »
Joon. 9
Rmmmmmmme e CT- mmmmmmmem >
1 A D
F~vtA - CtA— »
Joon. 10
ee. Et teine kiiratakse vorra hiljem, jéuab esimene sel-

le ajaga liikuda kaugusele AD = ctA , kuna keha ise liigub
sama ajaga vastassuunas kaugusele AA" = vtA . Siit jargneb,
et signaalide vaheline kaugus on (C+V)tA . See sailib muu-
tumatuna kogu tee véltel. Kui esimene on jBudnud liikumatu
keha B juurde, on teine alles kaugusel (C+V)tAtemast. See-
ga kulub tal veel aega , S- 0.

Ta=(1+ VIC)tA . (16.11)

Soovitava tulemuse saamiseks j&ab ainult valemid (16.10)
ja (16.11) 1&bi korrutada, samuti valemid (16.9)s

D'WKYTHI» . ( ’
Nendest seostest saame vahetult:

kx(V) = f-Vvc* (16.13)
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ning
KM =y/li-v'/c*. (16.14)

Seega
(16.15)

See ongi valem (16.6), mille pidime tuletama (ainult t&his-
tus on veidi teistsugune).

Niisiis, kui kahe siindmuse puhul kehtib vérratus (16.4),
on olemas inertsiaalsisteem, milles need siindmused on sama-
paiksed, kusjuures sindmustevaheline ajavahemik (omaaja va-
hemik) on selles sisteemis lihem ajavahemikust mis tahes
teises inertsiaalsiusteenmis.

Stiirdume juhule, kus kahe siindmuse vahelise kauguse ja
nendevahelise ajavahemiku vahel kehtib seos

/ ~ril=c(ix11) (16.16)

(vt. (16.3)). Sel juhul on pbhjuslik seos vdimalik ainult
valgussignaali abil. Erinevalt eespoolvaadeldud juhust (16.4)
el saa nuld sindmused olla samapaiksed Uheski inertsiaal-
sisteemis, sest see nduaks valgussignaali liikumatust. Ei
ole olemas ka (lihtegi eelissusteeml. Vaatame, kuidas teise-
neb ajavahemik siirdel teise inertsiaalsisteeml, mis liigub
esimese suhtes kiirusega V sundmusi Uhendava valgussignaar
li suunas.

Eelkdige on selge, et teisendusvalem peab olema kujuga

(16.17)

kus f(V) on esialgu tundmatu kiiruse funktsioon. See jarg-
neb sellest, et aja homogeensuse tdttu peab teisendatud aja-
vahemik t~-ti olema vbérdeline ajavahemikuga”-~ vanas sls-
teemis, aga vordetegur voib sdltuda ainult kiirusest V .Ei
ole ju olemas Uhtki teist suurust, millest ta vOiks s6ltu-
da. Funktsioon f(V) peab rahuldama tingimust

f(V)f(-V) =1, (16.18)
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sest vana inertsiaalsusteem liigub uue suhtes kiirusega —V ,
pédrdteisendus peab aga andma endise ajavahemiku tz—t1
Funktsiooni f(V) kuju Jleidmiseks vaatleme jargmist
protsessi. Mingis inertsiaalsisteemis on liikumatu valgusal-
likas ja sellest eemal liikumatu peegel. Valgusallikas kiir-
gab peegli suunas hetkelise valgussignaali, mis peale pee-
geldumist jouab tagasi lahtepunkti. Signaali kiirgamine ja
tagasijoudmine on samapaiksed siindmused ja nendevaheline aja-

vahemik on omaaja vahemik. Olgu see T . Et valguse Kkiirus
on mGlemas suunas sama, on signaali liikumise aeg allikast
peeglini T/2 ning peeglist allikani samuti T/Z .  Siirdume

teiee inertsiaalsisteemi, nis liigub kiirusega V esmase sig-
naali suunas. Valgusallikas ja peegel liiguvad selles  sis-
teemis, vastupidi, peegeldunud signaali suunas. Joonisel 11
on S$* valgusallika asend kiirgamise hetkel, S? on val-
gusallika asend signaali tagasijdudmise hetkel, P - peegli

Joon. 11.

asend peegeldumise hetkel. Avaldame signaali liikumise ajad
peeglini ja tagasi. Et kiirgamine ja peegeldumine, samuti
peegeldumine ja tagasijoudmine on valgussignaalidega seotud
sundmustepaarid, kehtib valem (16.17). Signaali liikumise aeg
peeglini on seega uues slsteemis (t/2)f(V) ja tagasi (T/Z)f(-V) <
Molema aja summa on (T/2)[f(V)+f(-V)) . Selle ajaga liikus
valgusallikas kaugusele mis vOrdub seega (CV/Z)[f(O)+f(J0],
Teiselt poolt on see just see kaugus, mille vorra peegeldu-
nud signaali tee on pikem; et aga mGlema kiirused on vdrd-
sed, siis kulub peegeldunud signaalil SjSI Cvdrra enam aega,
S. O.

(rv/2C)[f(V)+(-V)]=(rr/Z)[f(-V)-T(V)] - (16.19)
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Taandades (t/D-ga, leiame:
(VIC)[f(-V) +f(V)]=F(-V)-f(V) . (16.20)

Korrutame selle vdrduse f(VI -ga. Arvestades (16.18), saame:

(VIC)[L + FX(V)] (16.21)

(v ~ - (16-22>
Seega saab teisendusvalem (16.17) alljargneva lopliku kuju:
tl-t, ] (16.23)

Esitatud mottekdik voimaldab uuesti tuletada ka valemi
(16.15). Tahistades ajavahemiku signaali kiirgamise ja taga-
sijdudmise vahel teises inertsiaalsisteemis t-ga, vOime kir-
jutada:

t = (F/Z) 1f(V) -hfl- V)] . (16.24)

Asetades siia juba leitud f(V) avaldise (16.22), saamegi
uuesti valemi (16.15).

Puudutame I8puks kisimust omaaja vahemiku modtmisest
inertsiaalsisteemis, milles antud sindmused ei ole samapaik-
sed. Aeg, mida nditavad selles slsteemis Iliikumatud kellad,
ei ole omaaeg. Omaaja mdotmiseks tuleb kasutada liikuvat kel-
la. See peab liikuma Uhtlaselt ja sirgjooneliselt kiirusega

(16.25)

nii et hetkel t on ta punktis T, ja hetkel tx punktisTr-
Niisugune kell on liikumatu inertsiaalsusteemis, milles sind-
mused on samapaiksed, jarelikult nditab ta omaaega. Et aga
omaaja vahemik on vaiksem ajavahemikust antud inertsiaalsis-
teemis, siis tuleb valja, et liikuv kell kdib vorreldes lii-
kumatuga aeglasemalt. Joonisel 12 asetsevad kellad A ja B
liikumatult slndmuste kohtades ja nditavad selle inertsiaal-
susteemi aega, kus nad liikumatud on. Kell C liigub nen-
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dest médda Uhtlaselt ja sirgjooneliselt nii, et 1. sindmuse

toimumisel (hetkel ) on ta kella A juures ja 2. siund-

muse toimumisel (hetkel ta ) on ta kella Bjuures. Liikuv

kell Con seega liikumatu inertsiaalsisteemie, milles sind-
mused on samapaiksed, ja ta naitab omaaega. Kui teha A ja

C néidud nende kohtumisel ihesuguseks, siis nditab C koh-
tudes B-ga véiksemat aega. Seda efekti nimetatakse a.la aeg-

lustumisiea liikuvas kellas. Arusaadavalt on see efekt hés-

ti mdrgatav ainult siis, kui kella kiirus on vérreldav val-

guse Kkilrusega.

Joon. 12.

Kellade all tuleb eeltoodud méttekdigus mdlsta ideaal-
seid ajanditajaid, mis kehastavad objektiivselt kulgevat ae-
ga lhes voi teises inertsiaalsisteemie. KOik protsessid, mis
toimuvad mingis inertsiaalses kehas, kulgevad selle keha
ajas, s. 0. keha paigaloleku inertsiaalsiusteemi ajas. See-
parast nimetatakse aega, mida mSSdab keha euhtes [Iiikumatu
ideaalne kell, selle keha omaajaks. Ajavahemik kehas toimu-
va protsessi mis tahes kahe hetkelise faasi vahel on selle
kellaga mdStes nende faaside vaheline omaaja vahemik, sest
nad on samapaiksed - mSlemad leiavad aset liikumatus ke-
has. Kui aga vaatleme protsessi kulgu mingis teises inertsi-
aalsisteemis, milles keha liigub, siis ei ole protsessi hetk-
faasid samapaiksed sindmused, eeega mSSdavad selle inertsi-
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aalsusteemi kellad nende vahel pikemaid ajavahemikke. Teis-
te sOnadega, liikuvas kehas kulgeb protsess aeglasemalt kui
samasugune protsess liikumatus kehas. Arusaadavalt on lii-
kumine ja paigalolek ikka suhtelised.Kui kaks Uhesugust ke-
ha Iiiguvad teineteiee suhtes ja mdlemas toimuvad Uhesugu-
sed protsessid, siis kummaski kehas olev kell mdddab teises
kehae toimuva protsessi kulgu aeglasemana. Nagu juba &s 5
réhutasime, on see tulemus ainult nailiselt "terve mdistu-
sega" vastuolus. Tegelikult avaldub selles aja relatiivsus.

uttbiuhtlans omaaeg-

KELLAPABADOKS

Eelmises paragrahvis defineerisime kahe siindmuse vahe-
lise omaaja: see on sindmustevaheline ajavahemik inertsiaal-
susteemis, milles need sundmused on samapaiksed. Nagime sa-
muti, et omaaja mdGtmiseks vOib kasutada mis tahes inertei-
aalsiusteemis kella, mie liigub Uhtlaselt ja sirgjooneliselt
tihe sundmuse juurest teise juurde. Niid on loomulik plstita-
da kisimus: millise ajavahemiku md6dab kell, mis liigub esi-
mese sindmuse juurest teise juurde mittelihtlaselt?

Monikord vaidetakse, et see kisimus kuulub tldrelatdiv-
susteooriasse, et erirelatiivsusteooria sellele vastata ei
suuda. Véidetakse, et erirelatiivsusteooria uurib ainult
inertsiaalseid liikumisi ega oska midagi Utelda mitteinert-
siaalsete liikumiste kohta. Tegelikult see nii ei ole. Eri-
relatlivsusteooria on v@imeline kirjeldama mitteinertsiaal-
seid liitkumisi mitte halvemini kui inertsiaalseid liikumi-
si. Erirelatlivsusteooriale on iseloomulik ainult see, et ta
koiki neid liikumisi kirjeldab inertsiaalsetes taustsiistee-
mides. Gravitatsiooni puudumisel on see alati vdimalik.

Niisiis, meie kiisimusseade on Oigustatud. Kaks kella
labivad liikudes hetkel tn antud punkti ja saabuvad mdne
aja parast teise punkti hetkel tz . Liikugu Uks neist inert-
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eiaalselt, teine mitteinertsiaalselt. Esimene, teame juba,
nditab omaaega (tt— V%Cx , kus V on tema Kiirus.
Mida naitab teine?

Ennekbike nimetame teise kella aja samuti omaajaks.Se-
da nimetust Oigustab asjaolu, et see on tdesti selle kella
oma aeg, S- 0. aeg, mis voolas selles mitteiihtlaselt liiku-
nud kellas liikumise valtel. Et aga seda aega eristada inerfc-
siaalselt liikunud kella omaajast, nimetame seda mlttelht-
laseks omaajaks.

Mitteuhtlase omaaja leidmiseks paneme tdhele, et mit-
tethtlast liikumist vdib ISpmata véikese ajavahemiku valtel
vaadelda Uhtlasena. Seega vdime rakendada valemit (16.6) ku-
jul -

dr -vycx} (17.1)

kus VvV on kella kiirus antud hetkel, dt selle inertsiaal-
susteemi aja diferentsiaal, milles me seda liikumist vaat-
leme, ja dv on kellas méddunud mitteiihtlase omaaja dife-
rentsiaal. Integreerides (17.1) alghetkest t1 [I0pphetkeni
tx » saamegi otsitava mittelhtlase omaaja:

g%}—r{ ) = fyli-V xC%dt . (17.2)
mittethtlane j+1

Mittelhtlane omaaeg on invariant, nagu seda on ka tavaline
(ihtlane) omaaeg. See nahtub otseselt selle suuruse defi-
nitsioonist, sest mitteiihtlaselt liikunud kella naitude va-
he ei vdi sbltuda sellest, millises inertsiaalsusteemis me
neid nditusid vaatame. Valemis (17.2) avaldub mitteuhtlane
omaaeg kull integraalina meelevaldselt valitud inertsiaal-
susteemi ajas, kuid selle integraali vaartus on mis  tahes
valiku puhul lhesugune. Muu hulgas vGime kaeutada inertsi-
aalslsteemi, milles liikumise algus ja 18pp on samapaiksed
sindmused. Sel juhul eaab integreerimismuutujaks (Uhtlane
omaaeg ja valem omandab kuju

A-~mitteuhtlane (17.3)
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kus V" on kella kiirus selles inertsiaalsiisteemis. Uhtlast
omaaega naitav kell on selles sisteemis liikumatu, kuna mit-
telihtlast omaaega nditav kell [liigub ajavahemikus T, -st
TA-ni mingit kinnist trajektoori mdoda.

Valemist (17*3) nédhtub, et mitteuhtlane omaaeg on ala-
ti véiksem Uhtlasest:

™-MW fctlane <
sest integrand on véiksem 1-st. On ka selge, et mittelhtla-
se omaaja vaartus sdltub kella liikumise kiirusest. Liikugu
naiteks kell ringjoont mddda raadiusega R absoluutvéartu-
selt konstantse kiirueega. Et sel juhul
Vi=-MfL (17.5)
rx-2Zi
siis on (17.3) Jargi

= (N.6)

Tulemus sdltub seega ringjoone raadiusest. Arusaadavalt peab
selles ndites kehtima tingimus R< ~""\7[C " o

Teise nditena vaatleme liikumist, mille puhul tekib nai-
liselt paradoksaalne olukord, niinimetatud kellaparadoks.
Kell saab hetkel V1 I1dpmatu kiirenduse, saavutades mingi
konstantse kiiruse Vr . Liikunud selle kiirueega sirgjoo-

nelieelt aja véaltel kaugusele , peatub

kell vastassuunalise Idpmatu kiirenduse méjul  hetkeliselt
ning saab seejarel vastassuunalise kiiruse — Vr . Selle kii-
rusega liikudes jouab ta hetkel Tr tagasi lahtekohta Ja nii-
sama hetkeliselt peatub. Arvutades mitteihtlase omaaja va-
lemi (17.3) jargi, leiame:

AU tteShtlane =2 '«htlan

eest Vr- const, peaaegu kogu liikumise valtel (védlja arva-
tud Idpmata véikesed ajavahemikud alguses, suuna muutmisel
ja 18pus). Paradoksaalsena v@ib eee tulemus tunduda seetdt-
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tu, et mSlemad kellad on ndilieelt eamavadrBed. ihtlaet oma-
aega naitav kell, mis jaab kogu ajake paigale, on kahtle-
mata inerteiaalne; teine, mie edasi-tagasi liikus, on ndi-
liselt ka inertsiaalne, sest peaaegu kogu aja valtel lii-
kus ta konstantse kiirusega. Aga siis on valemi (17.7) eba-
summeetriline kuju arusaamatu. Miks on teise (liikunud) kel-
la aeg véiksem esimese (liikumatu) kella omast, mitte vas-
tupidi? Me vdiksime ju mBlema poolaja valtel vaadelda lii-
kumatuna teiet kella ja liikuvana esimest. Aga siis peaks
ka tulemus olema vastupidine. Kas ei ole valem (17.7) vas-
tuolus relatiivsusprintsilbiga, mis nduab inertsiaalsete
liikumiste samavaarsust?

Mingit vastuolu relatiivsusprintsiibiga siiski siin ei
ole. Kellad ei ole tegelikult samavaarsed. Teine kell lii-
kus kull peaaegu kogu aeg inertsiaalselt, kuid ta ei olnud
liikumatu mitte (hesainsas inertsiaalsiisteemis, vaid kahes
erinevas inertsiaalsisteemis. Teiste sOnadega, tal pidi ole-

ma aja x~ 1 moddudes kiirendus, olgugi vaga lihikest ae-

ga. Aga esimene kell oli liikumatu kogu aeg Uhesainsas inert-
siaalsiisteemis ja tal polnud mingit kiirendust. Kui mélemad
kellad oleksid rangelt inertsiaalsed, siis oleks kill kum-
magi paigaloleku silsteemis teise kaik aeglasem, aga seda po-
leks vdimalik kindlaks teha nende n&itude vahetu vdrdlemise
teel, sest inertsiaalsed kellad voivad kohtuda ainult ks
kord elus. Kui aga tahetakse kahe kella naitusid vdrrelda
kaks korda, et vahetult kindlaks teha, kumb nendest kaib tel-
sest kiiremini, siis peab kahest vahemalt (ks olema .mitte-
inertsiaalne. Kellad ei ole samavddrsetes tingimusteer  ja
siis on ka loomulik, kui nende naitude vordlemisel,on tule-
mus ebaslmmeetriline.
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i 18.

PIKKUSTE
RELATIIVSUS

Aja relatiivsusega on ldhedalt seotud ka pikkuste re-
latiiveue. Vaatleme kaht efekti: Iiikuva varda pikkuse edl-
tuvust kiirusest Ja kahe valgueeignaali vahelise kauguse
séltuvust inertsiaalsiisteemi valikust. Oieti on mélemal ju-
hul tegemist teatava kauguse sdltuvusega inertsiaalsisteemi
valikust - varda pikkus on ju tema otste vaheline kaugus.
Erinevus on siiski kahe efekti vahel selles, et varda puhul
on olemae inerteiaalsisteem, milles varras on liikumatu, aga
valgussignaalidel paigaloleku slsteemi ei ole. Sellest tin-
gituna on nende efektide valemid erinevad.

Aluetame varda pikkuse valemi tuletamisest.LilLkuva var-
da pikkus on, nagu juba mdrgitud, tema otste vaheline kau-
gus. Tépsemalt tuleb Utelda: otste samaaegsete asendite va-
heline kaugus. Niiviisi defineeritud pikkus ei saa olla igas
inerteiaalsiisteemis Uhesugune, sest samaaegsus on teatavas-
ti relatiivne. Tegelikult osutub varras seda lihemaks,
mida suurema kiirusega ta liigub. Ue vaatleme eiin ainult
varda enda eihiliei liikumisi. Avaldame pikkuee  s6ltuvuse
kiirueest valemiga

i=L$(V) ., (18.1)
kus i0 on liikumatu varda pikkus ehk seisupikkus ja £ on
sama varda pikkus, kui ta liigub kiirusega VvV . Ruumi ho-

mogeensuse tdttu peab t olema vordeline seisupikkusega:
siit ka valem (18.1). VOrdetegur <j(v) s&ltub mingil esial-
gu tundmatul viisil kiirueest, kusjuures ilmselt y(0)-1
Lihenemise teguri £(V) kuju leidmiseks kasutame mee-
todit, mis on analoogiline 8-des 6 ja 16 rakendatud meeto-
ditega, kus me tuletasime keha maesi sdltuvuse kiirusest ja
omaaja valemi. Vaatleme kaht paralleelset teineteise suhtes
nende endi sihis suhtelise kiirusega V [liikuvat varrast.
Olgu nende seisupikkused f* ja Ix . Liikugu teine varras
esimese suhtes vasakult paremale ja olgu varraste pikkused
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sellised, et esmalt Uhtivad nende vasakpoolsed otsad ja md-
ne aja parast parempoolsed otsad. Eeldame veel, et hetkel,
mil vasakpoolsed otsad on waoy lahtub sealtsamast plri var-
daid paremale poole hetkeline valgussignaal, ja et hetkel,
mil on koos parempoolsed otsad, jOuab see signaal parajasti
sinnasamasse.

Hiud paneme kirja eespooldeldut véljendavad seosed, es-
malt esimese varda paigaloleku sisteemis. Joonisel 13 AB on
esimene (liikumatu) varras, CD teise (liikuva) varda asend
hetkel, mil vasakpoolsed otsad on koos. Vaike laineline noo-
leke kujutab valgussignaali ja punktiirjoon DD* on liiku-
va varda parempoolse otsa tee. Eelduse jargi liigub see ots

Joon. 13.

0D1 vdrra edasi ajaga, mis kulub valgussignaali liikumiseks
A juurest B juurde. Seega

(18.2)
tjic = X/V , (18.3)

kus X tahendab varraste pikkuste vahet DD1.
Analoogiliselt vBime vaadelda olukorda teise varda pai-
galoleku sisteemis (joon. 14). CD" on teine (liikumatu)



varras, AB- esimese (liikuva) varda asend hetkel, mil va-
sakpoolsed otsad on koos. Vaike laineline nooleke on valgus-
signaal ja punktiirjoon B*B~ on liikuva varda parempoolse
otsa tee. Niud kehtivad seosed

. (18.4)
er/C = VIV , (18.5)

kus J1 on varraste pikkuste vahe B"B”.
Elimineerides valemitest (18.2) ja (18.3) <1 ja valemi-
test (18.4) ja (18.5) A" , leiame:

tx9(vt = 1, H-v/c) | (18 6)
t~N(v) = exii+v/c)\
Korrutades need valemid teineteisega labi ja taandades R"-ga,
saame:

$(V) = i/ll-VvVCl . (18.7)

Niisiis, liikuva varda pikkus ((Vv) avaldub seisupikkuse i0
ja liikumise kiiruse V kaudu jargmiselt:

C(V) = (Oy/1-V */C* . (18.8)

Me néeme, et C(V)< @ , s. o. liikuv varras on liikumatust
Iihem.

Margime, et lihenemise efekt on otseses seoses valguse
kiiruse konstantsuse postulaadiga. Toepoolest, kui allutak-
sime valguse kiiruse klassikalisele kiiruste liitmise seadu-
sele, siis tuleks valemis (18.5) votta C asemele ¢ —V
Siis oleks teine valem (18.6) niisugune:

11"V )=exU -vrcrli (18.9)

selle labikorrutamisel esimese valemiga (18.6) saaksime £(V)=
= 1.

Olgu veel mainitud, et esitatud méttekdik vdimaldab uu-
esti tuletada valemi (16.23). Meil on ju varraste vasakpool-
sete otste Uhtimine ja parempoolsete otste Uhtimine valgus-
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signaaliga Uhendatud siindmused. Nendevaheline ajavahemik on
esimeses inertsiaalsisteemie 1*/C ja teises inertsiaalsls-
teemis tjJC . Tahistades, nagu valemis (16.23), esimest aja-
vahemikku tx-tf ja teist , leiame:

=ixtel . (18.10)

Teisest kiuljest, jagades esimese valemi (18.6) labi teise-
ga, saame:

1- VI/C

Seega

1 wc (18.12)
mis ongi samane valemiga (16.23).

Siirdume teise efekti juurde. Liikugu antud inertsi-
aalaliateemia kaka hetkelist valgussignaali. (néditeks kaka
footonit) teineteise jarel kaugusel B teineteisest. Tei-
ses inertsiaalsisteemie, mis liigub esimese suhtes samas
suunas kiirusega V , on signaalide vaheline kaugus i’
Tuleb leida seos f ja { vahel.

Selleks kujutleme liikumatut keha, mis kiirgab lhes ja

samas suunae kaks hetkelist valgussignaali ajavahega I/C.
On selge, et esimene signaal, liikudes kiirusega C , jouab
eemalduda kaugusele | , kui kiiratakse teine. Seega on md-
lema signaali vaheline kaugus t . Ajavahemik I/C on oma-
aja vahemik, sest mbélemad signaalid kiiratakse ihest ja sa-
mast kohast. Siirdume teise inertsiaalsisteemi, mis [liigub
signaalide kiirgamiae suunas kiirusega V . Selles aliatee-
mis liigub kiirgav keha sama kilirusega vastassuunas. Ajava-
hemik kahe signaali kiirgamise vahel ei ole teises silistee-
mis omaaja vahemik. See avaldub valemi (16.15) jargi omaaja
kaudu kujul

t= Vy-t/vca (18.13)
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Kui suur on signaalide vaheline kaugus? Joonisel 15 kiirgas
keha esimese signaali punktist A ja teise punktist A", nii
et AAl1* vt . Teise signaali kiirgamise hetkel on esimene

Joon. 15.

joudnud juba punkti B, s. o. AB * ct . Siit jargneb, et
signaalide vaheline kaugus on » A"B = (C+V)t. Asetades
siia t avaldise (18.13)» saame:

I 19.

LORHTTZI
mssnMJs

Eespool 8-des 16 - 18 vaadeldud ajavahemike ja pikkuste
teisendused iseloomustavad relativistlikke aegruumilisi suh-
teid. Nendes valemites avalduvad aegruumi geomeetrilieed oma-
dused. Nad kuuluvad seega kinemaatika alale, mistdttu neid
nimetatakse sageli relativistlikeke kinemaatilisteks efekti-
deks.

Kaesolevas paragrahvis tuletame Uldised teisendusvale-
mid sindmuste ruumikoordinaatide ja aja jaoks. Nad annavad
taieliku iseloomustuse aegruumi geomeetriale ja vdimaldavad
tuletada peale eespool vaadeldud kinemaatiliste efektide kdik
teieed geomeetrilised (kinemaatilised) seosed. Neid teisen-
duevalemeid nimetatakse Lorentzi teisendusvalemiteks, sest
esimesena tuletas nad H. A. Lorentz juba 1904. aastal, s. o.
aasta enne relatiivsusteooria sundi.
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Toimugu mingi sundmos ruumipunktis, mille Carteeiuee
koordinaadid antud inertsiaal eieteemis on X , j( , Z ;
stindmuse ajamoment (ajakoordinaat) olgu t * Teises inert-
siaalsusteemis, mis liigub esimese suhtes kiirueega V «
olgu sama sindmuse ruumikoordinaadid 0Cr , y7 , Z" Ja aja-
koordinaat V . Et ruumiliste koordinaattelgede suunad on
meelevaldeed, vdtame valemite lihtsustamiseks 3 jaac™-
telje kiiruse V suunas. Ruumikoordinaadistike alguspunk-
tid ja aja alghetked valime mdlemas sisteemis nii, et 3 »
»y =Z = t»0 puhul oleks x* =y >V . t" =0. See
tahendab, et hetk, mil mdlema koordinaadietiku alguspunk-
tid Uhtivad, on vBetud mdlemas inerteiaalelisteemis ajaar-
vamise alghetkeks. Teisendusvalemid peavad olema 1 i n e-
aarsed , mis jargneb aja ja ruumi homogeensusest: tei-
sendatud koordinaatide ja aja tuletised vanade jargi pea-
vad olema konstantsed, s. o. koordinaatidest ja ajast sol-
tumatud suurused. Aga sellest, et alghetkel alguspunktid
tihtivad, jargneb ka valemite homogeensus

Lorentzi teisendusvalemite tuletamiseks on olemas pal-
ju meetodeid, millest valime (he lihtsama. See pbhineb Se
8 tuletatud kiiruse komponentide teieendusvalemitel. Et kii-
ruee komponendid on vastavate koordinaatide tuletieed aja
jargi, kirjutame Umber valemid (8.14) kujul

dx'/dt'= doc/dt-v .
T (VIChdx/di  *
dw/dt™ -1 CV/eVa*rdt (19.1)

dzvVdt' = Cdj/dt)VI-Wcl
i - (V/cRdoc/dt

ehk
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(19.2)

Teisendusvalemite lineaarsusest jargneb siit:

dx" —oc(dx —vcbt) ,

dy' = .-, -vZcldy,
(193

kus @= axfV) on koordinaatidest ja ajast sGltumatu kiiruse
funktsioon. Integreerides, leiame:

£ = OL\N\—Vv4Cxy.,

19.4
z"=ocl/t-Y /Cl rr, ( )

V = <x(t -fil/cyx) ,

kusjuures integreerimiskonstandid on vfetud vdrdseks nulli-
ga, sest otsitavad valemid peavad olema homogeensed. Jaab
maarata tegur @ . Selleks paneme esmalt tahele, et see
peab olema kiiruse paarisfunktsioon, s. 0. 0C(—V)=soL(V)

See jargneb jalle ruumi homogeensusest. Kui <xsOltuks kiiru-
se V suunast, teiseneksid jf - ja 2 -koordinaadid eri suun-
dade puhul erinevalt, mis pole vdimalik, sest mdlemad suu-
nad on nende telgedega risti, seega samavadrsed. Niid teos-
tame podrdteisenduse, siirdudes teisest inertsiaalsiistee-
mist tagaai esimeese. Selle kiirus teise susteemi suhtes on
-V . Péordteisenduse valemid on (19-4) eeskujul jargmised:
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Y=ocyli-W c*y 4 (19.5)

t = OL(t"+ Iv/cYx") .

Lopuks asendame nende valemite parematel pooltel seisvad x",
y* , Z , £ nende avaldietega (19*4). Siie saame:

oc=oc*(i -WC~OC

y .« fi-tryety ,
2 = Qx(i - vacx®, (19.6)
t =OLx(i-V AC Yt

Kdik neli valemit annavad kooskdlalise tulemuse:

(19.7)
Seega saavad valemid (19.4) I16pliku kuju:
*~ vt
(19.8)
= t- (vichx
Vi-w C*
Need ongi Lorentzi teisendusvalemid. Teeme alljérgnevalt

nendest mdéned Uldist laadi Jareldused.

1. Fundamentaalse tahtsusega on asjaolu, et impulsi kom-
ponentide ja massi teisendusvalemid (10.6) on kujult téapselt
identsed Lorentzi teisendusvalemitega.

2. Teatavasti on suurus MrCr—p r invariant (vt. valem
(10.8)). Analoogilieelt on euurus Cxt* —Tr , kus T on ko-
havektor, invariant:

cxtrz~z,l= cxtx-~t* . (19.9)
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Selles vdime veenduda vahetult, asendades vasakul poolel £*
ja 4 komponendid x* ,yr , Z° nende avaldistega £ ,X ,
Y , Z kaudu. Parast méningaid teisendusi osutub tulemus
identselt vdrdeeks parema poolega.

3. Lorentzi teisendusvalemite lineaarsusest jargneb, et
eamakujulistele teisendustele alluvad ka kahe siindmuse aja-
lis-ruumiliste koordinaatide vahed. Tdepoolest, tahistades
sundmused indeksitega 1 ja 2, kirjutades teisendusvalemid
m8lema indeksiga ja lahutades, leiame:

K - y (19.10)
f" " _ u-tt-(v/c*j(xx-x<)
r 1 Y1-Wel-
Teisiti oeldes tahendab Uleminek valemitelt (19.8) valemi-
tele (19.10) ruumilise alguspunkti nihutamist punkti

(Q,y1,2<) ja aja alghetke nihutamist hetkele t1 .

4. Et koordinaatide vahed teisenevad samal viisil nagu
koordinaadid ise, kehtib vahede kohta ka analoogiline inva-
riantsus:

CHK -L)rF X)FE ¢ f - (19.11)

5. Kahe siindmuse vaheliseks intervalliks nimetatakse
invariantest suurust

Intervall vbib olla kas reaalne vbi imaginaarne vbi vordne
nulliga. Esimesel juhul nimetatakee intervalli ruumiaarna-
eeke, teisel juhul ales=xTEeEa<e kolmandal juhul isotroop-
seks.

6. Kui intervall on ajaeamane, siis on kohane defi-
neerida reaalne invariant, mille ruut on- Tahistame sel-

le -7, J
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C-VA-T"/ = inv. (19.13)

Me paneme tahele, et see valem on identne omaaja valemiga
(16.7). Omaaja invarianteus on ka juba teada. Huid oleme
s6ltumatul teel jdudnud samale tulemusele.

Niipalju Uldist laadi markusi. Siirdume I6puke moénin-
gatele kaugematele jareldustele. Lorentzi teisenduste abil
vOib tuletada mitmeeuguseid seoseid, nende hulgas kéik va-
rem kasitletud kinemaatilieed efektid. Omaaja valemi me ju-
ba saime. Vaatleme teisi.

Kui kahe siindmuse vaheline intervall on isotroopne, aiis
thendab neid sindmusi valgussignaal, eeet S » Okorral

Tton =C (19.14)
Tuletame Lorentzi teisenduee abil uuesti valemi (16.23).Va-
lidee X -telje vektori suunas, kirjutame valemi
(19.14) Umber kujul

NEN=C . (19.15)

Nuid rakendame neljandat valemit (19*10). Asendades selles
X,-Xi=C(t £j , saame:

ehk

ti-t; =«:>-*>" [ {fffi m (19.16)

See ongi valem (16.23).

Valemitest (19.13) ja (19.16) jargneb, et ajaearnaee
vOi jsotroopse intervalli korral on eindmuete ajaline jarjee-
tus invariantne: kui Uhes inertsiaalsiisteemie on 0,
siis kehtib eamakujuline vdrratus ka teistes inerteiaalsis-
teemides. See on kooekdlae pdhjuslikkuse vBimalusega niieu-
guete slndmustepaaride vahel, eest sundmus, mis p6hjustab
teist, peab alati, edltumatult inerteiaalsiisteemi valikust,
ajas teieele eelnema. Kui aga intervall on ruumisamane, aiia
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t,-t, >c -
seega pShjuslik seos ei ole vbimalik. Sel juhul ei ole ka
sUndmiete ajaline jarjestus invariantne - olenevalt inert-
eiaalelieteemi valikust vfivad slndmused olla samaaegeed Vv3i
kumb tahee vdib teisele eelneda. Veendume selles. Olgu jéalle
X -telg vektori “LE-% euunaline. Valem (19.17) annab siis

C. VOttee teisendusvalemitee (19.10) V—
isendusv i ( )} Xj-3ci

saame, et t~"—£/ = 0, s. o. silndmused on teises inerteiaal-
siieteemls samaaegeed. Uhtlasi annab eeimene valem (19.10), et

o0 - @F3C.,)YY~ £ * Siirdume edasi kolmandasse inert-

slaalsisteemi, mis liigub teiee suhtes 3x-telje euunas kii-
rusega V' . Neljas valem (19*10), milles tuleb votta -
S t;-t; wo, X -X,-* XA-X," ja V-+V\ annab:

t;-t; = -<v7cd(xXxX,t- v;: *y;c . (19.18)

Bt Vf mark on meelevaldne, saame euva jargi kas t*-t" > 0
voi - t" < 0. Seega vOib tdesti silndmuste ajaline  jar-
jestus olla olenevalt inerteiaaleisteemi valikust kas nii-
v0i teistsugune. Valides veel kiiruse V' absoluutvaartuse kui
tahee ldhedaee C-le, vdime teha ajavahemiku kui tahee pi-
kaks.

Siirdume efektidele, mie véljendavad pikkuee relatiiv-
euet. Liikuva varda lihenemiee valemi eaame jargmiselt. Olgu
varras liikumatu teiees inertsiaalsiisteemis ja tema otste
koordinaadid olgu x\ ja , hii et eeisupikkus on

0=x;-x; . (19.19)
Esimeses inerteiaalsisteemis liigub see varras kiirusega V .
Tema otste koordinaadid Xn ja XX muutuvad ajas. Esimene
valem (19.10) annab:
~> Xx(td - X,(b) -V (tx-ti) /1ft ~



Varda pikkuse saame, fikseerides otste koordinaadid thel ja
samal hetkel. Seega, vottes br—"1 , saame JISCl*=" ning
valem saab kuju

See ongi pikkuse lihenemise valem (18.8).

LSpuks vaatleme kahe hetkelise valgussignaali vahelise
kauguse teisendamist (valem (18.14)). Fikseerides esimeses
inertsiaalsisteemis signaalide koordinaadid X1 , Xx sama-
aegselt, s. o. vSttes tl-txst , saame signaalide vahelise
kaugusena

ax XL—I. (19.22)

Teisendame need siindmused teise inertsiaalsiisteemi. Valemite
(19.8) jargi saame:

(19.23)
r Vi-vves
o t-(V/cX7i
1 Vvi-wcC*
(19.24)
t-(v/cyxx
a VI-v*/c*
Siit
(19.25)
t-t VI-vvel
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Et tl —t* + 0, ei ole koordinaatide vahe X*'—X] mitte eig-
naalide vaheline kaugue teiees inertsiaalsiisteemis. See on
kaugus esimese signaali hetkel tJ fikseeritud aeukoha ja
teise signaali hetkel t[ fikseeritud aeukoha vahel. OQige
kauguse leiame, kui fikseerime teise signaali aeukoha samu-

ti hetkel t* . Et t;-t;+ , liigub teine eignaal
Usaa3aga kaUgUSele v"-~Vc> « Seega on Blg-
naalide samaaegsete asendite vaheline kaugus teises slistee-
mis vordne ZE x'T+ ~ Xi Aeetadee siia CC'->K;
avaldise valemist (19.25), leiame V= (- ~rlcE ehk
r=Vf-0/c = (19>26)

See ongi valem (18.14).

S 20.
JOU TEISEMDAHrSS

8s 14 me tdime sisse relativistliku jou mdiste, marki-
des samas, et relativistlik joud on teistsuguste omadustega
kui mitterelativietlik jOud. Vaikeete kiiruete puhul ei ole
kill erinevus praktiliselt mdrgatav, kuid eeevaetu suurtel
(valguse kiirusele l&hedastel) kiiruetel on erinevue Vvéga

euur. Relativistlik jOud ei ole invariantne suurus. Kaes-
olevae paragrahvis tuletame teieendusvalemld jOu komponen-
tide jaoks.

Lahtume dinaamika pohivdrrandist

F=df/dt . (20.1)

Siirdume teiee, X -telje suunas kiirusega V liikuvasse
inerteiaalsisteemi. Relatiivusprintsiip nduab, et seal oleks
see vOrrand samasuguse kujuga:

Fr=df'/dt . (20.2)
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Et impulei komponentide Ja aja teieenduevalemid on juba tea-
da, eaame siit kergesti ka jSu komponentide teisendusvale-
mid.

Aga enne teeme iUhe olulise tdienduse. On teada, et im-
pulsi komponendid teisenevad Uhiselt massiga. SeetSttu on
otstarbekohane koos impulei tuletisega aja jargi vaadelda
ka massi tuletist aja jargi. See on meil kaudselt valemites
(15.1) je (15.10) juba olemas. VSrrutades need kakeofA aval-
diet, saame:

Fdt=CxdIn. (20.3)

Jagades selle vOrduse l&bi Cadt-ga ja arvestades, et~ on
keha kiirus U , leiame:

afn/dt= 2u/C* . (20.4)
Teises inertsiaalsiisteemis on vastavalt
dmTdt'=sFu'/cx. (20.5)

Niold vStame teieendusvalemites (10.6) diferentsiaalid
impulei komponentideet ja massist:

db*= dpx- vdm.

V f-vrlcr
20.6
dp'~rdfr ( )
dm’= dm ~(v/c*)db~
YI-VXCr
ja neljandas valemis (19*8) ajast:
dt*= ] <*>ey

Jagades valemid (20.6) l&bi valemiga (20.7), leiame:
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gogt - T AL -

dpi/dt' = 4eM Y 1-y%c* _
1—(v/cX® doc/dt

o (20.8)
dp*/dt' = (rfpiAttdvV-uyc*
- (v/c*) -

dm/dt-lv/c~rdp/™/di
dm /dt - 1—(V/c*)doc/dt .
Jéab ainult asendada kSik impulsi komponentide tuletieed
vastavate jSu komponentidega, masei tuletis jOu toéga (vt.
valemid (20.4) ja (20.5)) ja doc/dtkiiruse «-komponendiga
U* _ Siis saame jargmised valemid:
c'_ Fx~vFU/c*
l-vux/c*

r-= Fjf/l-wc3
* 1. VuxiCl

(20.9)
F'= ? v o
* =VUX/Ce *

FtT- Fu- vF*
1- vux/cx

Need ongi jOu komponentide ja jou tod teisendusvalemid. Mar-
gime, et neljanda valemi kontrollimieeke vdiksime arvutada
esimeee kolme abil, arveetadee Uhtlasi kiiruee komponentide
teieendusvalemeid, korrutiee I F*4x + %'Uj+ % ux = Pa-

rast lihtsaid teisenduei osutubki see identeeke neljanda va-
lemi parema poolega.
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5 21.
AICRUUM

Lorentzi teisendusvalemltele (19*8) on iseloomulik« et
ruumikoordinaadid ja aeg teisenevad koos. See téhendab, et
aeg ja ruum moodustavad the geomeetrilise (kinemaatilise)
terviku. Seda tervikut nimetatakee aegruumike. Aegruum on
neljamOOtmeline ruum, mille punktideke on eleaentaareiindau-
sed, s. 0. sindmused, mis toimuvad Uhe Bruumipunkti B uhel
ajahetkel. Eri inerteiaalsiisteemid tdhendavad eri koordi-
naat sisteeme aegruumis, sarnaselt eri koordinaadistikele ta-
valises kolmemddtmelises ruumis. Lorentzi teisendused, ais
kirjeldavad siirdeid Uhelt inertsiaalsisteemilt teisele, on
analoogilised teisendustele, millega minnakse iile kotaea00t-
melises ruumis Uhelt Carteeiuse koordinaadistikult teisele.
Vaatleme seda analoogiat ldhemalt.

Carteeiuse koordinaadistiku teisendamine seisneb tea-
tavaeti muutumatu alguspunkti puhul koordinaadistiku pddra-
mises, millele v8ib lisanduda ka peegeldusteleendue. Ana-
loogiliselt vOib Lorentzi teisendusi vaadelda pddretena aeg-
ruumis. Kolmemddtmelise koordinaadistiku pdéramisel (vOi p6o-
ramisel koos peegeldusega) ja&b muutumatuks mis tahes kahe
punkti vaheline kaugus. Teiste sGnadega, suurus

* = y/(Xr-X*)r+ L rrpe+<br*i)r (21.1)

on invariantne podrete ja peegelduste suhtes. Analoogiline
invariant on olemas ka neljam00tmelises aegruumis. See on
meile juba tuttav intervall (vt. valem (19.12)). Seda ana-
loogiat aitab selgemini esile tuua alljargnev vote. Asenda-
me reaalse ajakoordinaadi imaginaarsega:

U=ict, (21.2)
omistades talle teguri C abil uhtlasi pikkuse dimensioo-
ni. Siis on C*(tt-t,)x=- (UN-Ui)l ja intervalli valem saab
kuju

S *fye+ > - @3
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See avaldis on formaalselt tdiesti sarnane kahe punkti vahe-
lise kauguse avaldisega (21.1). Erinevus on ainult md0tmete
arvust seal kolm, siin neil. Seega vdib intervalli pidada
teatavae méttes kahe siundmuse vaheliseke aegruumiliseks kau-
gueeke.

Uhes suhtee on see analoogia siiski mittetaielik. Vii-
mane liige Juure all valemie (21.3) on tegelikult negatiiv-
ne, kuna valemie (21.1) on kéik liikmed Juure all positiiv-
eed. Sellest on tingitid téhtis asjaolu, et kahe siundmuse va-
heline intervall vdib vorduda nulliga, ilma et sindmused Uh-
tikeid; seevastu tahendab kolmemOOtmeliBes ruumis punktide-
vaheline nullkaugus, et punktid Uhtivad. Ka vB8ib intervall
olla imaginaarne, kuna tavallsee kolmemdotmelises ruumis on
kdik kaugused reaaleed.

Seoses nimetatud erinevueega on tarvitueel alljargnev
terminoloogia. Kolmemddtmelises ruumis kehtivat geomeetriat
nimetatakse eukleldilleeke. Heljam0Otmeliee aegruumi geomeet-
ria on teistsugune, kuigi mitmee suhtes eukleidilisega sar-
nane. Aegruumi geomeetriat nimetatakee peeudoeukleidilieeke.
Sellele geomeetriale on ieeloomulik just see, et ortogonaal-
eete koordinaatteisenduste suhtee invariantsss ruutvormis ei
ole mitte kdik liikmed poeitiiveed. Tapsemalt méarab paeudo-
eukleidilise geomeetria liigi negatiiveete liikmete arv. Sel-
le valjendamieeks kasutatakse signatuuri mdistet. Aegruumi
signatuur on +++-, e. o. mainitud ruutvormie on kolm  posi-
tiivset ja Uks negatiivne liige.

Analoogiliselt kolmemOOtmelieele tensorarvutusele tava-
lises eukleidilises ruumis on ka pseudoeukleidilises aegruu-
mis vdimalik neljamOOtmeline teneorarvutuB. Hii on naiteke
siindmuse ruumikoordinaadid ja aeg selle siindmuse neljam00t-
melise kohavektori komponentideks. On olemas ka teisi nelja-
mO0tmeliei vektoreid. Teame naiteks, et impulei komponendid
ja mass teieenevad siirdel teiee inertsiaalsiusteemi tépselt
niisamuti nagu ruumikoordinaadid ja aeg. See tédhendab, et
kolmemdotmelise impuleivektori komponendid ja mass moodusta-
vad koos neljam00tmelise vektori. Seda nimetatakee neljam00t-

- 114 -



meliBaeimpulelks. On olemas ka 16-kamponendillsi suurusi,
mis kaituvad Lorentzi teisenduste puhul nagu neljamOOtmeli-
eed 2. jarku teneorid jne.

Kolmemdotmeline tensorarvutus vdoimaldab teatavasti, aval-
dada fllsikaliste suuruste vaheliei seoseid kujus, mis el
s6ltu mingi konkreetse ruumikoordinaadlstiku valikust, (ks
ja sama kuju kehtib theeugueelt kdikides koordinaatsiistee-
mides. Analoogiliselt on neljam00tmeliee teneorarvutuee
abil voimalik kdiki relativ!letlikke eeoseid avaldada inert-
eiaalsisteemi valikust sGltumatus kujus. T&psemalt Beides,
on vdimalik niisugune kuju, mille s6ltumatus inertsiaalsis-
teemi valikust on vahetult ilmne. Iiisugust kuju nimetatak-
ee kovarianteeks. Sel viisil viiakse relatiivsusteoorias
kdik seoeed ilmeeeee kooekdlla realtiivsusprintsilbiga.

Kaesolevas algkursuses me pole veel kovarianteet esi-
tust kasutanud. Seda polnud eeialgu otseselt vaja. Aga kur-
suse jargnevates osades on see moddapaasmatu. HeljamOOtme-
line tensorarvutus on seal niisama loomulik ja mugav  nagu
kolmemddtmeline tensorarvutus klassikalisse mehhaanikas voi
valjateoorias.
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