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SAATEKS

Käesolev Õppevahend sisaldab algosa erirelatiivsuste- 
ooria kursusest, mis on ette nähtud elektrodUnaamika pro­
grammis füüsikaоaaкoana üliõpilastele III Õppeaastal. Rela­
tiivsusteooria põhiideede ja -mõistete taustal antakse raa­
matus relativistliku dünaamika ja kinemaatika ülesehitus. 
Seejuures on aine järjestus tavalisega võrreldes teistsugu­
ne. Üks tähtsamaid lähtemõisteid on meil valguse massi mõis­
te, mida põhjendame algul klassikalise füüsika vahenditega. 
Relatiivsusteooriasse viiduna võimaldab see mõiste vahetult 
asuda relativistliku dünaamika põhijoonte arendamisele, il­
ma et selleks oleks vaja Lorentzi teisendusi või relativist­
likke kinemaatilisi efekte. Heed jäävad lõppu. Niisugune 
ülesehitus võimaldab tõhusamalt avada relatiivsusteooria ala­
must ja ideelist sisu ning ilmekamalt esile tuua selle olu­
lisimaid tulemusi, ühtlasi saavutatakse sel teel märkimis­
väärne lihtsus, mie lubab osa esitatud materjalist kasutada 
Õpimaterjalina ka madalamatel tasemetel - üldfüüsika üli- 
koolikursuses (umbes §-d 1-8, 10, 14, 15, 17, 19, 20) ja 
keskkooli lõpuklassidee (umbes §-d 1 - 7, 14, 1 5, 17, 19), 
ilma et seejuures kannataks rangus või sidusus.

HeljamÕÕtmelist formalismi ega relativistlikku elekt­
rodUnaamika t käesolev algkursus ei sisalda. See kuulub re­
latiivsusteooria teistesse osadesse. LÕpus me ainult juhime 
tähelepanu sündmuste maailma nendele struktuuriomadustele, 
mis ilmnevad relativistliku kinemaatika iseärasustes. Heed 
saavadki lähteks neljamÕÕtmelisele formalismile.
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SISSEJUHATUS

Sissejuhatuseks piisab, kui ütleme paar s8na relatiiv­
susteooria ühest radikaalseimast tulemusest, mida kavatseme 
eelseisvas kursuses arvestada võimalikult varakult ning jär­
jekindlalt.

Hagu klassikalises füüsikas, nii on ka relatiivsusteoo­
rias suure tähtsusega jäävusseadused. Jäävate suuruste hulka 
kuuluvad mass, impulss, energia, elektrilaeng ja rida teisi. 
Had on jäävad nii klassikalises kui ka relativistlikus füü­
sikas, ent nende mõistete sisu ei ole mõlemal pool igakord 
just sama. Suurim erinevus puudutab massi ja energiat.

Klassikalises füüsikas on mass ja energia kaks olemu­
selt täiesti erinevat suurust. Mass on inertsuse m88t, väl­
jendades ühtlasi mõningas mõttes "ainehulka". Energia on see­
vastu liikumise m88t. Liikumine on kas makroskoopiline tege­
lik liikumine, mille m88t on kineetiline energia, v8i "var­
jatud" potentsiaalne liikumine, mille m88t on potentsiaalne 
energia, v8i mikroskoopiline eiseliikumine (m88t siseenergia). 
Massi ja energia vahel pole klassikalises füüsikas mingit 
kindlat seost, nagu pole midagi ühist ka aine ja liikumise 
vahel.

Relatiivsusteooria üks tähtsamaid tulemusi on, vastupi­
di, massi ja energia p8him8ttelise identsuse avastamine: пиша 
on energia ja energia on mass. Seda t8de nimetatakse harili­
kult massi .1a ener/cLa ekvivalentause seaduseks. Muuhulgas tä­
hendab see, et kaht sSltumatut massi ja energia jäävuse sea­
dust relatiivsusteoorias ei ole. M8lemaid asendab üksainus 
massl-energia jäävusseadus.
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Massi ja energia ekvivalentsuse seadusele jõudmiseks ом 
kõige loomulikuB hakata teooriat UI es ehitama kaht mõistet 
kasutamata. On olemas kaks mõeldavat teed: kas loobume algul 
energia mõistest ja võtame loodavasse teooriasse ainult mas­
si mõiste või vastupidi. Seimesel Juhul peab varem või hil­
jem selguma, et energia on mass, teisel juhul - et mass on 
energia. Tegelikult osutub metoodiliselt palju efektiivse­
maks /esimene tee. Valimagi selle ja hakkame relatiivsusteoo­
riat üles ehitama ilma energia mõisteta.

Alustuseks teeme esmalt lühiülevaate klassikalise meh­
haanika jäävusseadustest.
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■488, IMPULSS JA BTS&dXAгг.1яятпт,тстя — mi к кгпс кя

Käesolevas paragrahvis vaatleme klassikalise mehhaanika 
tähtsamaid suurusi: massi, impulssi ja energiat, pöörates 
peatähelepanu nende jäävusele.

Kagu juba eespool öeldud, on keha mass tema inertsuse 
mõõt. See asjaolu avaldub klassikalise mehhaanika pShivSr- 
randis. Newtoni II seaduse kohaselt

« 1 .

selle jöu mõjul saab, ja щ on keha mass. Mida suurem on 
mass, seda väiksema kiirenduse saab sama jSu möjul keha. See 
tähendabki, et mass on inertsuse mööt.

Mass on jääv. See tähendab, et iga keha mass on tema 
olekust sõltumatu. Mass ei muutu ka võimalike keemiliste muu­
tuste korral. Kui keha jaguneb mitmeks tükiks, siis võrdub 
tükkide masside summa esialgse keha massiga, ja vastupidi: 
mitme keha liitudes üheks kehaks on viimase mass võrdne lii­
tuvate kehade masside summaga. Niisiis, mis tahes kehade su­
letud kogumi summaarne mass on jääv. Massi jäävuse seadus põ­
hineb arvukatel kogemustel, mis ei piirdu ainult mehhaanika­
ga, vaid kuuluvad kogu füüsika, keemia ja teiste loodustea­
duste alale.

Liikuva keha impulsiks nimetatakse tema massi ja kiiru­
se korrutist. Impulss on teatavas mõttes liikumise mõõt, mis­
tõttu teda on varemalt sageli nimetatud ka liikumishulgaks. 
Nagu kiirueki, on impulss vektor. Võttes kiiruse tähiseks 
U ja impulsi tähiseks , võime kirjutada:

on kehale rakendatud jÕud, CL kiirendus, mille keha
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~ p - r n a  . (1.2)
Newtoni II ja III seadusest järgneb, et kehade suletud kogu­
mi summaarne impulss on jääv suurus, üksikute kogumisse kuu­
luvate kehade impulss võib muutuda, kuid mis tahes keha im­
pulsi muutuse kompenseerivad teiste kehade impulsside muutu­
sed nii, et impulsside kogusumma jääb muutumatuks. Summa on 
siin mõeldud muidugi vektoriaalses mõttes.

Kassi ja impulsi jäävuse seadused kehtivad klassikali­
ses mehhaanikas piiramatult ning täiesti Üldiselt. HÕnevÕrra 
teisiti on lugu energia jäävusega. Mehhaanilise energiana 
tunneme kineetilist ja potentsiaalset energiat. Keha kinee­
tiline energia T  avaldub valemina

T  *  ГПчУг , (1 .3)

potentsiaalne energia U sõltub keha asukohast potentsiaal­
ses (konservatiivses) jõuväljas (näit. raskusväljas). Kui 
muid jõude peale konservatiivsete ei ole, siie on keha sum­
maarne mehhaaniline energia jääv:

T + U =  const. (1.4)
Samasuguse kujuga jäävuse valem kehtib ka mitme keha suletud 
kogumi korral, kusjuures T  on kõikide kehade kineetiliste 
energiate summa ja U on potentsiaalsete energiate summa.

Ent alati pole kõikide jõudude konservatiivsuse eeldus 
täidetud. Sel korral pole mehhaaniline energia jääv.

EUUsikas kehtib ktill universaalne energia jäävuse sea­
dus. Mehhaanilise energia mittejäävus tähendab lihtsalt sel­
le muundumist teisteks energialiikideks. Arusaadavalt pole 
sellise muundumise korral jääv omaette mingit kindlat liiki 
energia, vaid jääv on ainult igat liiki energiate summa.

Me nimetame mehhaanilisi protsesse, milles mehhaanili­
ne energia on jääv, elastseteks, ja protsesse, milles mehhaa­
niline energia ei ole jääv, mitteelastseteks. Need nimetused 
on pärit peamiselt põrketeooriast. Kahe keha põrkumisel muun-
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dub alati osa nende mehhaanilisest energiast siseenergiaks 
(kehad deformeeruvad ja soojenevad). Siis öeldakse, et põr- 
ge on suuremal v3i vähemal määral mitteelastne. Ideaalsel 
piirjuhul võime aga vaadelda pörget täielikult elastsena, 
aimelt siis, kui mehhaanilise energia kadu siseenergiaks on 
väga väike, nii et seda ei ole praktiliselt mõtet arvesta­
da. Sel juhul on kõik deformatsioonid mööduva iseloomu­
ga ja pärast põrget taastub täielikult kehade kuju ja si- 
seolek.

Alljärgnevalt vaatleme põrkeprotsesse lähemalt. Vaa­
tame, mida võimaldavad põrkeprotsesside kulgemise ja tule­
muste kohta kindlaks teha jäävusseadused. On märkimisväär­
ne, et seda on küllaltki palju. Arvestades ainult jäävus­
seadus!, saab põrget kirjeldada üsna täielikult, ilma et 
oleks vaja teada põrke vältel kehade vahel mõjunud jõudude 
kulgemise üksikasju. Piirdume ainult kahe keha tsentraal­
sete otsepõrgetega, s. o. sellistega, mille puhul mõlema 
keha kiirused on enne ja pärast põrget samasihilised. Eel­
dame ka, et välised konservatiivsed jõud puuduvad, seega 
potentsiaalset energiat kehadel ei ole. Mehhaanilise ener­
giana tuleb arvestada ainult kineetilist energiat.

Olgu kahe keha massid Нц ja , nende algkiiru-
sed Vi ja Vz ja lõppkiirueed U1 ja Uz . Kiirust loeme 
teatava« kindlas suunas (tavalise kombe kohaselt vasakult 
paremale) positiivseks, vastassuunas negatiivseks. Kogu­
mass Ml on

m *  m1 +  mz ; (1.5)

algimpulsid tähistame p 1 , p z , lõppimpulsid (J1 , Cf% , 
jääva koguimpulsi p  , nii et

p  = p 1 + p x =  m tT), +ГП г Т)г (1.6)

Ja
P =  ch + 9b e m1ui +m zuz . 0 .7)

Olesanne seisneb lõppkiiruste (või lõppimpulsside) määra-



mlses etteantud masside ja algkllruste (või algimpulsside) 
järgi, arvestades ühtlasi võimalikku mehhaanilise energia 
kadu.

Olgu energia enne põrget T  ja pärast põrget OtT" :

T  =  +  m ^ v l )

3a

aT= ; О.»
ОС tähendab siin kineetilise energia murdosa, mis säilib 
põrkeprotsessis, kusjuures ilmselt O^Ct^l. Kui ct • 1, 
siis on põrge elastne, kui ОС < 1, siis mitteelastne.

Defineerime veel järgmised suurused. Teise keha alg- 
kiirus esimese svihtes olgu

V = V Z- V 1 (1.1wJ

ja lõppkiirus

U *  Uz -  U, . (1.11)
Mõlema keha taandatud massina defineerime suuruse

Asudes nüüd ülesande lahendamisele, arvutarne esmalt 
valemitest (1.5) ja (1.8) suuruse 2 m T  . Arvestades im­
pulsi avaldist (1.6), leiame:

2 rnT =  m1mb(vz-'o1)x ( i .13)
ehk (1.10) ja (1.12) põhjal

T s z 1 1  +  E 2 > ? . (1.14)
1 Z m 2  

Analoogiliselt saame valemitest (1.5), (1.7), (1.9), (1.11) 
ja (1.12) seose

« Т  =  ^  ■ (1.15)
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leed seosed võimaldavad määrata suhtelise kiiruse U . Kui 
põrge on elastne, siis saab valem (1.15) kuju

2 m 2  ' (1.16)

selle kõrvutamine valemiga (1.14) annab otsekohe:

U = ± : V  . (1.17)
Kui aga põrge on mitteelastne, siis tuleb U avaldada otse 
valemist (1.15). Arvestades seejuures ka avaldist (1.12), 
leiame *

LÕppkiiruste leidmiseks jääb ainult moodustada võrranditest 
(1*7) ja (1.11) süsteem

o i 9 )

Uj-a, = u  ,

kus U on juba tuntud. Selle süsteemi lahend on 
n - P - r n z U 

1 ГП *
t> +  m iU  (1*20)

г “ m
Seega olemegi ülesande täielikult lahendanud. Uurime nüüd 
lahendit lähemalt.

Xlastse рбгке korral kehtib valem (1.17)• Asetades va­
lemitesse (1.20) esmalt U * т/ =  г)а— ning asendades p ja 
m  valemitest (1.5) ja (1.6), leiame: > • See
tähendab Õieti, et põrget pole olnudki; kumbki keha säili­
tas oma kiiruse. See tulemus on triviaalne, kuid ta on koos­
kõlas jäävusseadustega; seepärast ei saanudki ta meie tule­
mustest välja jääda. Uittetriviaalse lahendi annab alumine 
märk valemis (1.17), a. o. L L - —Vz-h’Ür  Sel juhul leiame:
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ц =  JÜi— -+- - 2 m *--v- .1 П\< +  т г 1 гпч +  п-г 1 >
(1.21)

u, - .Ц —  h!1- t n 3r
a m^rhj, * m.^mx *

Heed valemid võib esitada veel teisel kujul. Elimineerides
(1.6) abil esimesest valemist 1)г ja teisest V1 , saame*

u ^ - v i + ZP/m , (1.22)
и г =  - V i  4- 2 p /m  .

Võime samuti kiiruste asemele parma valemitesse impulsid. 
Korrutades esimest valemit (1.22) /71.,-ga ja teist m z-ga, 
leiame :

4 i “  -/>« +  .
(1-23)-/>2. + 2 m %p / m  .

leed valemid võib kirjutada ka teisiti. Avaldades parema 
poole esimesed liikmed kujul p i —‘l p 1 ja ja asenda­
des teistes liikmetee pssj31-hp2 ja ГПя11ПгЦПг , leiame:

a  = p  +  a f t m p t - f t . p . )  ,
'* 1 + (1.24)

ri m , + m t
Siin näitavad paremate poolte teised liikmed ühelt kehalt 
teisele ülekantud impulssi. Ja veel: kui valemites (1.24) 
asendame р1 = m iV1 , /Эа= tT\xV b ja (1.12) pShjal/Я^/Л=Ф^»,
siis« arvestades (1.10), saame:

<7=ö + 2 m v  ,
" ™  * (1.25)
yi= / ,» - a m ü  •

Siirdume mitteelastse põrke juhule. Hüüd kehtib valem 
(1.18). Me võiksime asetada selle U avaldise valemitesse
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(1.20), saades niiviisi lõppkiiruste avaldised гтц , /n2 » 
VA * ja ОС kaudu. Kuid see lõpptulemus osutuks kaunis 
kohmakaks. Selle järgi pole ka vajadust, sest Ui ja U.t 
võib määrata valemitest (1.18) ja (1.20) kahes järgus: ar­
vutades esmalt tl ja asetades leitud väärtuse valemitesse
(1.20) .TriYiaaleet juhtu siin ei ole; mõlemad märgid juure 
ees valemis (1.18) annavad mittetriviaalse tulemuse. Seega 
määravad jäävusseadused mitteelastse põrke korral lõppkii- 
rused kaheselt.

Teeme veel mõned järeldused. Valemist (1.18) nähtub, et 
06 ei või olla kui tahes väike. Minimaalne võimalik väär­
tus on see, mille puhul LL » 0, s. o.

Sel juhul nimetatakse põrget täielikult mitteelastseks. Et 
suhteline kiirus U on null, on selge, et pärast niisugust 
põrget liiguvad mõlemad kehad koos nagu Uks keha ühe ja sa­
ma kiirusega:

Kehade summaarne kineetiline energia parast täielikult mit- 
teelastset põrget on

Oleme vaadelnud klassikalise mehhaanika jäävusseadusi. 
Relatiivsusteoorias on mõndagi teisiti, kuid massi ja im­
pulsi jäävuse seadused on ka relativistliku mehhaanika põ­
hialus. Seejuures selgub, et üksiku keha mass ei ole jääv - 
ta sõltub keha kiirusest ja siseolekust. Aga suletud kogu­
mi summaarne mass on ikkagi jääv. Uis puutub energia mõis­
tesse, siis saab see relatiivsusteoorias hoopis uue sisu: 
nagu rõhutasime juba sissejuhatuses, osutub energia massiga

(1 .26)

а . T = Pl/ 2 m  = (1.28)
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ekvivalentseks suuruseks. Seetõttu pole energia mõistet re­
latiivsusteoorias Õigupoolest vaja, vähemalt algul.

» 2 .
KLASSIKALISE Я И Ш И Д А  RELATIIV5USPRINTSIIP

Relatilvsusprintsiip on üks relatiivsusteooria põhi­
printsiipe. Ta pole seal siiski täiesti uudne, sest juba klas­
sikalises mehhaanikas kehtib analoogiline printsiip. Käes­
olevas paragrahvis vaatlemegi klassikalise mehhaanika rela- 
tiivsusprint siipi.

See printsiip väidab, et taustsüsteemi inertsiaalne, s.o. 
ühtlane ja sirgjooneline liikumine ei avalda mingit mõju sel­
les süsteemis toimuvatele mehhaanilistele protsessidele. See­
tõttu ei saa ühtki inertsiaalset taustsüsteemi põhimõtteli­
selt teistele eelistada; nad kõik on mehhaanikanfthtuste kir­
jeldamisel samaväärsed. Taustsüsteemi võib esindada mingi 
inertsiaalne (s. o. jõuvaba) keha (taustkeha), kuld sellise 
keha reaalne olemasolu pole tingimata vajalik: me võime taust- 
keha lihtsalt kujutleda. Taustkehaga (kas reaalse või kuju­
teldavaga) seotakse inertsiaalne koordinaatsüsteem ehk lühi­
dalt inertslaalsüsteem, mille taustal vaadeldakse kõikide ke­
hade asukohti ja liikumisi. Relatiivsusprintsiibi põhjal võib 
iga inertsiaalsüsteemi lugeda liikumatuks; mehhaaniliste näh­
tuste kulg allub mis tahes inertsiaalsüsteemis täpselt sama­
sugustele seaduspärasustele, nagu igas teises inertsiaalsüs­
teemis. Nähtuste kulus pole ühtki tunnust, mis lubaks midagi 
järeldada süsteemi enda liikumise kohta. Midagi pole olemas, 
mis sunniks üht süsteemi teistele eelistama. See tähendabki, 
et nad kõik on mehhaanikanähtuste kirjeldamisel samaväärsed.

Seda klassikalist relatiivsusprintsiipi nimetatakse Ga­
ll lei-Newtonl relatlivsusprlntsilbiks. Galilei oli esimene, 
kes XVII saj. algul sai selgesti aru inertsist kui kehade põ-
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Oi emadusest ja põhjendas sellele toetudes relatiivsusprlnt- 
siibi. Lõplikult Tllialetletud kuju saab see printsiip seo­
ses Yewtoni mehhaanika põhiseadustega. Fimelt kehtivad need 
seadused ühesugusel kujul kõikides inertsiaalsüsteemides. 
Selles avaldubki relatiivsusprinteiip. Ühelegi inertsiaal- 
süsteemile ei saa omistada mingit absoluutset liikumist.Nad 
liiguvad üksteise suhtes erinevate relatiivsete kiirustega, 
aga ühelgi pole võimalik avastada absoluutset kiirust "ruu­
mi suhtes".

Veendume lähemalt, et lewtoni mehhaanika põhiseadused 
on tõesti ühesugused kõikides inert siaal süsteemides, Eewto- 
ni I seaduse järgi iga keha, millele ei mõju ükski jõud (või 
millele mõjuvate jõudude summa võrdub nulliga), liigub üht­
laselt ja sirgjooneliselt. Olgu mõne sellise Keha kiirus 
mingis inertsiaalsüsteemis U . Kui sedasama keha vaatleme 
teise inertsiaalsüsteemi taustal, mis eelmise suhtes liigub 
kiirusega V , siis leiame tema kiirusena

U ' = U - V  . (2.1)
Bt U ja V on ajas muutumatud, siis on ka 7Г' ajas muu­
tumatu, s. c, lewtoni I seadus kehtib ka teises inertsiaal- 
süsteemis. Edasi, kui kehasse mõjub jõud F , siis on tal 
kiirendus CL , mis tähendab kiiruse U muutu ajaühiku koh­
ta. Ent valemis (2.1) on V ikka ajas muutumatu, seega muu­
tub Ur ajaühikus sama palju nagu U , ehk, teiste sõnade­
ga, kiirendus on teises inertsiaalsüsteemis sama:

a ' * a  . (2.2)

Et ka kehasse mõjuv jÕud on sama:

Г - F  , (г-3)
järgneb sellest, et jõud esinevad Hewtoni III seaduse põh­
jal ainult kehade vastastikuste jõududena, mis võivad sõl­
tuda ainult kehade vastastikusest asetusest ja nende suhte­
listest kiirustest. Et aga mis tahes kahe keha vastastikune 
asetus ja suhteline kiirus on kõikides inertsiaalsüsteemides
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ühesugused,eiie on ka j8ud ühesugused, в. о. kehtib vai ей
(2.3)* Kaes on samuti igas inertsiaalsüsteemis ühesugune:

m'=m. , (2.4)
sest ta ei sõltu kiirusest, aga siirdel teise inertsiaal- 
süsteemi ainult kiirus muutubki. Seega kehtib lewtoni II 
seaduse valem

LSpuks, valem (2.3) näitab, et ka III lewtoni seadus kehtib 
ühesugusel kujul kõikides inertsiaalsüsteemides.

Pöördume seoses relatiivsusprintsiibiga veel kord jää­
vusseaduste juurde. Impulsi ja energia jäävuse seadused on 
mehhaanika põhiseaduste järeldus (mehhaaniline energia, tõ­
si küll, alati jääv ei ole, kuid ka see on kooskõlas meh­
haanikaseadustega). St aga mehhaanikaseadused on kõikides 
inertsiaalsüsteemides ühesugused, siis peavad ka jäävussea­
dused kehtima igas inertsiaalsüsteemis. Veendume selles täi­
endavalt impulsi ja energia telsendusvalemite abil. Veed on 
valemid, mille järgi teisenevad impulss ja energia siirdel 
ühest inert aiaalsüsteemi st teise. Nende tuletamiseks avalda­
me mingisse kehade kogumisse kuuluva l-nda keha impulsi ja 
kineetilise energia kahes inertsiaalsüsteemis:

F — ma (2.5)
samasugusel kujul ka teises inertsiaalsüsteemis:

(2 .6)

(2.7)
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Р/«К-*1тГ, (2 .9)

Т / ’- Ъ - f i u + t n l V X/ 2  . (2.10)
feed on üksiku keha impulsi ja kineetilise energia teisen- 
dusvalemid. Summeerides i järgi, saame kogumi summaarse 
impulsi jü ja summaarse energia T  teisendusvalemld:

p ' = ? - m v  (2.П)
ja

T * T - / > v  -hmvVz , (2.12)
kus m on kogumi summaarne mass. Heed valemid näitavad va­
hetult, et jäävusseadused kehtivad igas inertslaalsüsteemis, 
kui nad kehtivad ühes ainsaski. Tõepoolest, kui p  on ajas 
konstantne (impulss on jääv), siis on ka p  r ajas konstant­
ne (sest ka mass tn on jääv). Täpselt samuti järeldub elast­
se protsessi korral T' jäävus J" * ß  ja m jäävusest. 
Kui aga protsess on esimeses inertsiaalsüsteemis mitte e la st- 
ne, siis on ta mitteelastne ka teises. See nähtub sellest, 
et valemi (2.12) parema poole kaks viimast liiget kujutavad 
igal juhul jäävaid suurusi; seega T  vähenedes väheneb ka 
T f • Märgime veel, et suurus Я,П\Г—р г on invariantne. 
s. o. kõikides inertsiaalsüsteemides ühesugune. Tõepoolest, 
valemitest (2.11) ja (2.12) järgneb:

2 m T ,-jö , i *  Q.mT-p* . (2.13)

» Э
7AL0USI MISS JA IMPULSS

Bespool me käsitlesime jäävusseadusi ainult kehade meh­
haanika vallas. Aga ka valgus allub teataval määral mehhaa-
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nikaseadustele. Rangelt võttes pole mehhaanika Ilma valguse 
mehhaanilisi omadusi arvestamata Uldse võimalik. AaL seisab 
selles, et kehad alati kiirgavad, peegeldavad ja neelavad 
valgust (valguse all laiemas mõttes tuleb slln mSlsta Uldse 
Igasugust elektromagnetilist kiirgust). Seejuures avaldab 
valgus kehadele mehhaanilist toimet. Eul me seda toimet el 
arvestaks, siis el saaks me ka mehhaanikaseadusi pidada ran­
gelt kehtivaks,siis poleks meil ka jäävaid suurusi ega jää- 
vusseadusi. T5si küll, valguse mehhaaniline toime on väga 
nõrk, mistõttu pikka aega seda tõsiselt ei arvestatud. Sel­
le mõõtmine eeldab väga tundlike mõõtevahendite olemasolu. 
Aga põhimõtteliselt on see väga tähtis. Valguse mehhaanili­
ne toime ilmneb peamiselt valguse rõhuna. Kui valgus langeb 
mingis suunas kehale, osalt neeldudes kehas ja osalt talt 
peegeldudes, siis mõjub ta sellesse kehasse teatava jõuga. 
Ka siis, kui keha ise kiirgab valgust, mõjub temasse jÕud 
kiiratava valguse poolt.

Esmakordselt järeldas valguse rõhu olemasolu teoreeti­
liselt 1864. aastal J. C. Maxwell, kes lähtus seejuures te­
ma enda loodud elektromagnetismi teooriast. Maxwell näitas, 
et valguse rõhk on võrdeline valguse intensiivsusega. Näi­
teks päikesevalguse rõhk täielikult neelavale ehk absoluut­
selt mustale pinnale on normaalse langemise korral võrdne 
4,6.10”6 N/m2. Kui pind on täielikult peegeldav, siis on 
rõhk kaks korda suurem, üldjuhul aga i  +  R korda suurem (K 
on peegelduraistegur).

Mitmeks aastakümneks jäi valguse rõhk puht-teoreetili- 
seks ennustuseks, millel puudus eksperimentaalne kinnitus ja 
mida kaugeltki mitte kõik füüsikud ei tahtnud tunnistada.Al­
les 1899. aastal näitas P. N. Lebedev valguse rõhu olemas­
olu katseliselt. Katse kinnitas kõik teoreetilised ootused 
nii kvalitatiivselt kui ka kvantitatiivselt. Sellega kadus 
igasugune kahtlus, et valgus võtab osa mehhaanilistest prot­
sessidest, olgugi et tavaliste intensiivsuste korral väga 
tagasihoidlikul määral. Vaatame, mida võib see asjaolu tä­
hendada jäävusseaduste seisukohalt.

3
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Kui kehasse mõjub j Õud, hakkab ta liikuma ning omandab 
teatava Impulsi. Kui seda jõudu põhjustab teine keha, siis 
mõjub sellesse Newtoni III seaduse järgi võrdvastupidine 
j Õud, mis paneb ta liikuma vastassuunas. Mõlema keha impuls­
side vektoriaalne summa on null kooskõlas impulsi jäävuse 
seadusega. Aga mis siis, kui jõudu ei põhjusta teine keha, 
vaid kehale langev ja selles neelduv valgus? Newtoni III sea­
dust siis enam rakendada ei saa, sest pole mõtet rääkida 
neelduvale valgusele rakenduvast võrdvastupidisest jSust. 
Seevastu peame primaarse tähenduse omistama impulsi jäävu­
sele. Kui keha sai impulsi, siis pidi valgusel olema enne 
neeldumist sama suur impulss. Valgus, langedes kehale ja 
neeldudes selles, annab talle oma impulsi Ule. Kui me val­
gusele impulssi ei omistaks, oleks impulsi tekkimine kehal 
arusaamatu.

Niisiis, valgusel on olemas impulss. Mehhaanikast on 
teada, et keha impulss avaldub tema massi ja kiiruse korru­
tisena. Tekib küsimus, kas samasugune seos kehtib ka valgu­
se puhul. Kas võime omistada valgusele peale impulsi ka 
massi? See näib küll üsna tõepärasena, aga kuidas võiks se­
da täpsemalt põhjendada? Parim põhjendus oleks kahtlemata 
sama, mida kasutasime impulsi korral, s. o. jäävusseaduse 
rakendamine. Kui valgus, neeldudes kehas, aimab talle Ule 
oma impulsi, siis peab ta üle andma ka oma massi, kui see 
on tal olemas. Keha mass peab suurenema, mis peaks olema põ­
himõtteliselt mõõdetav. Kahjuks osutub arvatav massi juur­
dekasv liiga väikeseks. Selle avastamine või mõõtmine Lebe­
devi katse tüüpi katsetes ei tule vististi kõne alla. Teemepsellekohase arvutuse. Langegu musta keha 1 m pinnale päi­
kesevalgus 1 sekundi vältel. Keha saab siis 4,6.10"̂  N suu­
ruse jõu mõjul impulsi p  = 4,6.10“  ̂kg.m/s. Sama suur im­
pulss pidi seega olema valgusel. Me oletasime, et see võr­
dub valguse massi уц. ja kiiruse с korrutisega, s. o.

p = /UC . (3 .1)
Q —QSt С ■ 3.10 m/s, leiame, et mass on yU. = 1,5.10 mg. See­

ga peaks musta keha mass suurenema valgustamisel päikeee-
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valgusega pinna iga ruutmeetri kohta 1,5.10 mg võrra se­
kundis. See on tõesti väga väike Juurdekasv. Isegi kujutle­
des keha Õhukese kilena paksusega kõigest 0,1 mm Ja võttes3 2tiheduseks 1 g/cm , nii et kile mass on 100 g/m , leiame, et
arvatav massi Juurdekasv moodustab kõigest 1,5.10“1̂  ole­

•8

masolevast massist. Säärase väikese lisa mõõtmine näib ole­
vat täiesti lootusetu üritus.

Seega peame - vahemait esiotsa - loobuma valguse massi 
otsesest eksperimentaalsest kindlakstegemisest.Selle asemel 
peame otsima kaalukaid teoreetilisi argumente valguse massi 
olemasolu kasuks. Kassi Jäävuse seaduse asemel lähtume mas­
si kui inertsuse mõõdu mõistest. Püüame näidata, et valgus 
on inertne.

Selleks on kõige kohasem alljärgnev mõttekäik. Kujut­
leme keha massiga Ш , mille sees on vaakum-ÕÕnsus. õõnsu­
se seinad kiirgavad valgust (s. o. üldse elektromagnetkiir­
gust) kõikides suundades ühtlaselt. Kingist seina punktist 
teatud hetkel kiirgunud valgus langeb lühikese aja Järel 
seinale teises kohas Ja neeldub seal. Eeldame, et neeldumi­
ne on täielik, s. o. et seinad on absoluutselt mustad. Sei­
nast kiirguv valgus avaldab seinale rõhku, samuti seinas 
neelduv valgus. Kui keha on liikumatu, siis on nende rõhku­
de resultant võrdne nulliga, sest eelduse kohaselt kiirgub 
valgus kõikides suundades ühtlaselt. V̂aatame aga nüüd olu­
korda, kus kehasse mõjub välisjõud F . See paneb keha lii­
kuma kiirendusega cT . Leiame ^  Ja cT vahelise seose.Li­
saks välisJÕule tuleb siin arvestada neelduva valguse poolt 
mõjuvat resulteerivat JÕudu. Selle arvutamiseks arutleme nõn­
da. Alghetkel, mil hakkab mõjuma JÕud F , on keha alles 
liikumatu. Vaatleme sel hetkel seintest kiirgunud valgust.
Kingi valguseosake, impulsiga d p , hakkab liikuma keha alg- 
asendi suhtes kiirusega С , omandab aga lühikese ajaga ЛЬ 
keha suhtes kiiruse lisakomponendi — C ld t , sest TxAt on 
kiirus, mille keha ise selle ajaga saab. Et valguseosakeee
impulss on alati tema kiiruse suunaline, vastab ki; 
sakomponendile —  a  A t ka impulsi lisakomponent---

iiruse 11- 
&  A t  alp

С
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Olgu nüüd A t  see aeg, mis kulub valguseosakesel, et lan­
geda seinale kuskil teises kohas. Osake neeldub seinas ja 
annab talle Ule oma Impulsi. St llsalmpulsl Ülekande toimub 
ajaga A t , siis möjub seinale sel puhul jõud— q ^£-. Tä­
histame d p /c ^ d fi* LisajÖud on siis — a d f l . Nüüd integree­
rime Ule kõikide valguseosakeete. Tähistades

J ^ = J - ^  = /4 , (3.2)
leiame, et Integraalne lisaj Õud on —"ауч . Silt Newtoni П 
seaduse alusel järeldame, et

ma =  F - a ,и (3.3,
ehk

F = ( m + P ) a  . (3.4)
See tulemus näitab, et meie ÕÕnes keha käitub nii, nagu deke 
tal lisamass . Tema inertsuse mÕÕt ei ole mitte m , 
vaid m + /i  . Aga suurus ц  kuulub ainult õõnsuses oleva­
le kiirgusele. Seega on kiirgus tõesti inertne. Valem ( 3 .2 )  
näitab, et valguse mass on kõigi valguseosakeste masside 
summa ja et iga valguseosakese mass võrdub tema impulsi ja 
kiiruse jagatisega.

Valemist (3*4) järeldub omakorda, et lail ÕÕnes keha lii­
gub mingi kiirusega U , siis tema impulss on

/Г =  (m+/UjlT ; (3.5)
siin esineb keha massina jälle kesta massi ja valguse massi 
summa. Tuleb eriti tähele panna, et valguse kiirusena esineb 
selles valemis mitte С , vaid tt . See on ka arusaadav, 
sest õõnsuses olev valgus liigub koos kehaga kui Uks tervik 
just kiirusega U. . Iga üksik valguseosake massiga d fi lii­
gub ÕÕnsuse suhtes kiirusega С ja tal on impulss T d ft .
Kui keha on liikumatu, siis on kdlfd. nende elementaarimpuls- 
side vektoriaalne summa võrdne nulliga. Kui aga keha liigub 
kiirusega Я , siis on iga kiirguaeosakese kiirus võrdne 
C + U (kiirusele С lisandub ülekandekiirus IT ); impulss 
on d fi(^ -H jt ) ja impulsside summa piU .
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Pöördume korraks reel tagaei massi jäävuse juurde. Me 
nägime, et oteeee makroskooplliee eksperimendi abil on vähe 
lootust saada kinnitust oassi Jäävusele laiendatud kujul, 
s. o. kaasa arvestades kiirguse massi. Seetõttu oleme sun­
nitud esialgu ainult postuleerima, et massi jäävuse seadus 
kehtib rangelt ainult kehade ja kiirguse summaarse 
massi Kohta. See postulaat ei ole vastuolus varasemate kat- 
eeandmetega, kuigi nendee kiirguse massi ei arvestatud, sest 
viimase väiksuse tõttu kehtib massi jäävus väga suure täp­
susega ka ilma selleta. Rnt põhimõtteliselt on seaduse lai­
endamine elektromagnetilisele kiirgusele väga tähtis. lagu 
näeme veidi hiljem, võimaldab see üsna lihtsal viieil jõuda 
relatiivsusteooria põhitulemustele. Bt aga relatiivsusteoo­
ria järeldused on kooekõlae suure hulga eksperimentidega, 
siis tuleb ka massi jäävuse üldistatud seadust lugeda tõe­
seks ning katseliselt põhjendatuks, öeldu kõrval olgu mai­
nitud, et mikroosakeste vaheliste protsesside puhul kinni­
tavad seda seadust ka otsesed katsetulemused (vt. i 13).

Peame veel rõhutama, et eespool antud valguse massi 
mõiste põhjendus on klassikaline, s. o. mitterelativistlik. 
See ilmneb seal, kus me rakendame valguse kiirusele klassi­
kalist kiiruste liitmise valemit, mis relatiivsusteoorias el 
kehti (vt. $ 5). Sellele vaatamata on meil õigus kasutada 
valguse massi mõistet relatiivsusteooria Uleeehitaaleel. 
Meie senine tulemus näitab lihtsalt niipalju, et valguse mass 
el ole a i n u l t  relativistlik mõiste, vaid ta on juba 
klassikalises mehhaanikas paratamatu, kui tahetakse kirjel­
dada valguse mehhaanilist toimet. Bt uut teooriat üles ehi­
tada, peab seda arvestama, peab lähtuma klassikalistest m8ie- 
teteat. Nii on see kehade massi korral, nii on ka valguse 
massi korral. Mõlemad mõisted tuleb relatiivsusteooriasse 
viia klassikalisest teooriast. Mida uut tekib seejuures nen­
de mõistete sisus, selgub alles uue teooria ülesehitamise käi­
gus.

Lõpuks tuleb meil vastata veel ühele küsimusele. Selle 
paragrahvi alguses ütlesime, et valguse rõhk on võrdeline
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▼alguse intensiivsusega. Nimelt näitab Maxwelli teooria, et 
täielikult neelava pinna puhul

P = l / C  , (3 .6 )

kus P on r5hk ja 1 langeva valguse intensiivsus, s. o. 
pinnaühikule ajaühikus langev energia. Seda valemit kinni­
tab ka eksperiment. Teisest küljest võrdub röhk ajaühikus 
langeva valguse impulsiga:

P = /U C  . (3 .7 )
MSlemast valemist järgneb:

7 = /кСг . (3.8)
Seega on valguse mass ja energia teineteisega vBrdelised. 
See on oieti endastmSistetav, sest ka keha kineetiline 
energia on võrdeline tema massiga. Aga ühes suhtes on val­
guse puhul asi teisiti: energia ei ole mitte fKCx/%  (sarna­
selt keha kineetilise energiaga), vaid sellest täpselt kaks 
korda suurem.

Siit nähtub, et valgusele ei saa täiel määral raken­
dada klassikalist mehhaanikat. Siin kohtume esmakordselt 
relativistliku seosega. Nagu juba sissejuhatuses ja § 1 18- 
pus märkisime, saab energia mõiste relatiivsusteoorias klas­
sikalisest hoopis erineva tähenduse. Valguse massi ja im­
pulsi relativistlikud mSisted on küll üsna lähedased klas­
sikalistele, ent valgusel on ka oluliselt relativistlikke 
omadusi, millel pole klassikalist analoogi.

% 4 .
XXTIR JA HTRITUUL.MICHELSONI KATSE

Relatiiveusprintsiibi kohaselt ei saa ühelegi kehale 
omistada absoluutset kiirust (s. o. kiirust absoluutse ruu­
mi suhtes). Mis tahes kiirus on määratav vaid ühe v8i teise
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taustsüsteemi suhtes, kusjuures kõik Inertslaalsed taustsüs­
teemid on samaväärsed. Siirdel ühest Inertslaalsüsteemlst 
teise teiseneb kiirus valemi (2.1) Järgi. Inertaiaalsüstee- 
mide samaväärsus tähendab, et kõik mõeldavad selle valemi 
järgi määratavad kiirused on ühevõrra reaalsed, ainult et 
igaüks neist on vaadeldav ühes kindlas inertsiaalsüsteemis.

Hüüd tekib küsimus, kuldas on lugu valguse kiirusega 
vaakumis? Eas allub ta samale teisendusvalemlle (2.1)? Näib, 
et peaks alluma, sest miks peaks see kiirus käituma teistest 
erinevalt? Valguse kiirus on küll väga suur, ent valem (2.1) 
saadakse klassikalises kinemaatikas täiesti üldisena, ilma et 
kiirustele U ja U seataks mingeid kitsendusi. Niisiis, 
tähistades valguse kiiruse kui vektori <f-ga, kirjutame va­
lemi (2.1) eeskujul valguse kiiruse teisenduevalemi:

~£’ =  ~Z~V . (4.0
Vaatame siit tulenevaid järeldusi. Ennekõike näitab see va­
lem, et valguse kiirus peab üldiselt sõltuma suunast. On mõeir 
dav ainult üks inertsiaalsüsteem, allies valguse kiirus võiks 
olla suunast sõltumatu. Eeldame, et valemis (4*1) С ongi 
suunast sõltumatu kiirus. Ilmselt ei ole siis С * suunast sõl­
tumatu, vald on kõige väiksem V suunas, kõige suurem vas­
tupidises suunas ja on kõiksugu vahepealsete väärtustega teis­
tes suundades (vt. joon. 1).

Seega tekib omapära­
ne olukord: ühest küljest 
kehtib mehhaanikas rela- 
tiivsusprintsiip, teisest 
küljest mehhaanikas saa­
dud kiiruste liitmise va­
lem, rakendatuna valguse­
le, tühistab sellesama re- 
latiivsusprintsiibi. Ilm­
selt ei ole nüüd enam kõik 
inertsiaalsüsteemid sama­
väärsed, vaid see inert- 

Joon. 1. slaalsüsteem, milles vai-
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guee kiirue suunast si sõltu, on teistega võrreldes eelista­
tud.

Klassikalises valguseteoorias arvati, et valgus on min­
gis keskkonnas leviv laineline nähtus (sarnaselt helile, mis 
levib lainena Õhus või mõnes teises keskkonnas). Keskkonna­
le, milles levib valgus, pandi nimeks eeter. Et valgus vSib 
levida vaakumis, kus tavalist ainet ei ole, peab eeter olema 
mingi eriline, universaalne, kogu maailmaruumi liikumatult 
täitev aine. Eetriga seotud inertsiaalsUsteem ongi see eelis­
tatud inertsiaalsüsteem, milles valgus levib kõikides suun­
dades ühesuguse kiirusega. Eeter on selles süsteemis liikuma­
tu taustkeha. Seega võim pidada eetrit absoluutse ruumi ke­
hastuseks. Relatiivsusprintsiip säilitab seejuures oma prak­
tilise kehtivuse mehhaanikas, kuid näib kehtetuks muutuvat 
valgusnähtuste vallas.

Et Kaa tiirleb Päikese Umber, peab ta liikuma kindlas­
ti ka eetri suhtes. Piltlikult öeldi, et Uaal peab puhuma 
"eetrituul" (samaselt sellele, nagu läbi Õhu sõitvas lahti­
ses autos tajume tuult - Õhu vastuvoolu). Eetrituul pidi 
шва mõju avaldama selles, et Uaal mõõdetud valguse kiirus ji- 
di sõltuma suunast.

Hiisugused on esialgsed teoreetilised kaalutlused, mis 
lähtuvad valemist (4*1)* Tekib küsimus, kas katse kinnitab 
neid. Esmakordselt püüdis sellele küsimusele vastust saada 
A. Michelson 1881. aastal, õieti oli ta eetrltuule olemas­
olus veendunud ja tahtis teada, kui suur on Maa absoluutne 
kiirue. Katseriietaks oli tal tema enda leiutatud tundlik in- 
terferomeeter.

Alljärgnevalt esitame Michelsoni katse skeemi ja kokku­
võtliku teooria. Interferomeetri põhiosadeks on poolläbipais- 
tev tasaparalleelne plaat P (joon. 2) ja kaks tasapeeglit 
S1 ja S2 • Heed kõik on jäigalt kinnitatud horisontaalsele 
alusele, mis koosneb kahest jäigast täisnurga all ühendatud 
harust (alus on joonisel näitamata). Peeglid on harudega, 
seega ka teineteisega risti, aga plaat moodustab nendega 45° 
nurgad. Kogu riieta võib pöörata vertikaaltelje ümber. Plaa­
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dile suunatakse valgusallikast L ühe haru suunas monokro- 
maatiline valguskiir, mis osalt peegeldub plaadilt peegli 

.Ŝ ,suunas ja osalt läbib plaadi peegli S.j suunas. Pärast

т П
Joon. 2.

peegeldumist langevad kiired uuesti plaadile ning osalise pee­
geldumise ja plaadi läbimise järel juhitakse kokku pikksilma 
T  suunas. Pikksilma vaateväljas tekib mõlema kiire interfe- 
reenunise tulemusena interferentsipilt, milles tumedad trii­
bud perioodiliselt vahelduvad heledatega. Triipude asendid 
sõltuvad mõlema kiire faasivahest (ehk käiguvahest) к)№г— £,), 
kus (i) on sagedus ja t i , ta ajad, mida vajab üks ja tai­
ne kiir plaadi ja vastava peegli vahelise kauguse läbimiseks 
ja tagasi.

Nüüd oletame, et esimene haru on just oletatava eetri- 
tuule suunas. Siis on valguse kiirus piki seda haru ühes suu-
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пав C — V ja vastassuunas C + V  . Seega

f  *  -Jii_ тЛ__ Li______Z c t j (4 2л
C - V  +  C + V  ~  Cz - V i  9 ^  2)

kus t i on selle haru pikkus. Teine haru on eetrituulega 
risti. Kui suur on valguse kiirus selles suunas? Joonise 3 
abil leiame, et see on

c’ = y j c x - v 1 . (4.3)

Vastassuunaline kiirus on ilmselt sama. Seega
%tz (4.4)

V c * - v *  ’
kus on interferomeetri teise haru pikkus. Nüüd saame 
faasivahe f  jaoks valemi

f  =  ( 2 ü > / c ) [ ( , ( 1 - v * / c ‘ ) - * - l , ( 1 - v V c * r ' )  ■ (4.5)
Mis juhtub, kui pöörame riista 90° vörra nii, et mSlemad ha­
rud vahetavad oma suunad? Ilmselt muutub sel juhul faasiva­
he, sest muutuvad valguse kiirused. Piki esimest haru saab 
kiiruseks ^ C l —"t3x ja piki teist C —V ja 
avaldub muutunud faasivahe f T järgniselt:

C +  V Seega
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f ' t f a v / d l t i d - w c ' r ' - b d - v w ) - * ] . ( 4. 6)

Tähistades muutuse f r —f = A f  , leiame:

Af  =  [ ( l - V V c y - ’ - a - ' O y c i J - t ]  . (4 .7 )

Faasivahe muutus tähendab, et muutuvad interferentstriipude 
asendid - interferentsipilt tervikuna peab riista pööra­
misel nihkuma. Nihke suurus moodustab interferentsipildi 
täisperioodist (s. o. kahe lähestikku asetseva tumeda r8i 
heleda triibu kaugusest) samasuguse murdosa, nagu A f moo­
dustab faasi täisperioodist, s. о. (Х1Г) -st:

Üf/ г ж -  u(^ l%) [ (1 -vV c « Г  -  a - v y c y - i ]  . (4 .8 )

Toome sisse sagedusele 6) vaetava lainepikkuse

Л =  2,7XC/CÜ . /  (4 .9 )

Siis saab eelmine valem kuju

Af/27l = 2 J k t * i l [ ( i - Vyc*)-1- ( i - v y c * ) - T ]  . (4.10)

Edasi eeldame, etTJ^C (oleks see teisiti, siis oleks eet-
rituult võimalik avastada hoopis kergesti ka ilma lnterfe-
romeetrita). Siis v8ime sulgudes oleva avaldise arendada
ritta

M -T J V C * } - * — V V 2 C Z , (4.11)

nii et lõplikult

Af/2X  =  +  ■ (4.12)

Interferomeetri tundlikkus seisnebki nüüd selles, et oodatav 
efekt peab olema hästi märgatav vaatamata V х/ C x väiksusele. 
Seda kompenseerib asjaolu, et teine tegur on suur.
Lainepikkus on ju väike (alla tuhandiku millddneetri), aga In­
terferomeetri harud v8ib teha m8ne meetri pikkusteks. Kasu­
tades korduvaid peegeldusi ning lastes valguskiirtel läbida

-  27 -



üht ja ваша kaugust edasi-tagasi mitu korda, võib harude 
efektiivset pikkust suurendada isegi mõnekümne meetrini. Võ­
tame näiteks t z ■ 22 m (nii oli see A. Michelsoni hili­
semates katsetes, mis ta sooritas koos S. W. Morley'ga 1887. 
aastal). Lainepikkuseks valime X а 5,9.10“  ̂m (naatriumi 
kollane joon). Siis

= 3 , 7  Ю 9 . (4.13)Л
Haa absoluutse kiiruse kohta pole midagi kindlat ette tea­
da, aga ta ei saa olla väiksem Maa orbitaalse liikumise kii­
rusest, mis võrdub 30 km/s; täpsemalt öeldes, kui ta ka oleks 
juhuslikult väiksem, koguni ehk võrdne nulliga (s. o. kui 
Päikese kiirus eetri suhtes oleks just võrdvastupidine Maa 
orbitaalse kiirusega), siis peaks ta poole aasta pärast, mil 
Kaa orbitaalse kiiruse suund muutub vastupidiseks, suurene­
ma kuni 60 km/e. Seetõttu võtame valemis (4.12) V » 30 ku/s 
ning V /C ■ 10“4. Sel juhul oleks

A f/Z T T «0,37 . (4.14)
Niisugune nihe oleks pidanud olema hästi märgatav. Ometi ei 
leitud midagi. Interferentsipilt jäi interferomeetri pööra­
misel muutumatult oma kohale.

A. Micheleon ei tahtnud uskuda oma silmi, niivõrd en­
dastmõistetavana näis talle, et katse annab jaatava tulemu­
se. Ta püüdis avastada katseseadmes vigu ja korraldas jär­
jest uusi katseid igal aastaajal, jga kord täiuslikumate va­
henditega. Ka mitmed teised uurijad tegid sedasama. Tulemus 
oli ja jäi eitavaks. Isegi meie päevil korratakse aeg-ajalt 
Michelsoni katset, kuigi nüüd peetakse, vastupidi, endast­
mõistetavaks eitavat tulemust. Eitav ta alati ongi olnud. 
Eetrituult ei ole olemas.
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5 5.
RELATIIVSUSTEOORIA 
PÕHIPOSTULAADID

Eetrituult ei ole olemas. Seda pole Õnnestunud avasta­
da ei Michelsoni katses ega teisteski katsetes, kus on ka­
sutatud optilisi või elektrodtinaamilisi vahendeid. Kujune­
nud olukorrast leidis Õige väljapääsu A. Einstein, luues 
1905. aastal teooria, mis sai relatiivsusteooria nime. Sel­
le teooria aluseks on kaks postulaati. Esimene postulaat on 
universaalne relatlivsusprintsiip. mille kehtivust nõutakse 
nii mehhaanikas kui ka optikas ja elektrodünaamikas. Kõik 
inertsiaalsüsteemid on kõigi füüsikanähtuste kirjeldamisel 
täiesti samaväärsed; absoluutset paigalolekut ega absoluut­
set liikumist pole olemas; ühtki liikrmist ei saa vaadelda 
olematu absoluutse ruumi taustal, vaid ainult relatiivse lii­
kumisena meelevaldselt valitud inertsiaalsüsteemi taustal. 
Siit järgneb kohe, et koos absoluutse ruumiga saab olema­
tuks ka eeter. Vastasel juhul võiks liikumist eetri suhtes 
käsitada absoluutse liikumisena ning eetrit absoluutse ruu­
mi kehastajana. Loobuda tuleb ka valguse kiiruse teisenda­
misest klassikalise valemi (4*1) järgi. Tekib paratamatu va­
jadus võtta selle asemele mingi uus tõde*

Relatiivsusteooria teine põhipostulaat vaidabki, et 
valguse kiirus on kõikides inertsiaalsüsteemides ühesugune 
ja suunast sõltumatu. See väide on kooskõlas relatlivsus- 
printsilbiga ja kõikide katsetulemustega. Ta on küll näili­
ses vastuolus "terve mõistusega", aga tegelikult ilmneb яНт* 
vastuolu ainult juurdunud kujutlusega, et aeg on absoluutne. 
"Tervet mõistust" imiteerib vaid harjumus. Ent tõeliselt ei 
nõua terve mõistus aja absoluutsust. Relatiivsusteooria teeb­
ki otsustava sammu ja tunnistab aja relatiivseks. Siis pole 
ka midagi võimatut selles, et valguse kiirus ei allu klas­
sikalisele kiiruste liitmise reeglile.

Selgitame lähemalt, kuldas on valguse kiiruse konstant­
suse postulaat seotud aja relatiivsusega. Mingist antud
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inertsiaalsüsteemie liikumatust punktist 0 (joon. 4) kiir­
gub valgus kahte vastassuunda. O-st võrdsetel kaugustel ole­
vatesse punktidesse A ja В jõuavad need valgussignaalid 
samaaegselt (sest valguse kiirus ei sõltu suunast). Vaatle­
me samu signaale teise inertsiaalsüsteemi taustal. Valguse 
levimist tuleb seal vaadelda arvates punktist 0', mis lii­
gub 0 suhtes (näiteks suunas A-st В poole), ühtides kiir­
gamise hetkel 0-ga. Joonisel on märgitud 0’ asukoht hetkel,

А 0  O'  В

Joon. 4.
mil signaalid on jõudnud punktidesse A ja В . Kas võib 
nüüd väita, et signaalide kiirused on ka 0’ suhtes võrd­
sed? Absoluutse aja korral ei või, sest 0'A>0'B , seega 
peaks vasakpoolse signaali kiirus olema suurem parempoolse 
signaali kiirusest (täpselt kooskõlas valemiga (4.1))* Ent 
me võime tõlgendada võrratust 0'A > 0'B teisiti: signaali­
de kiirused on ka 0' suhtes võrdsed, aga nende jõudmise 
ajad punktidesse A ja В on erinevad. Parempoolne signaal 
läbis lühema tee, vasakpoolne pikema; seega jõudis parempool­
ne signaal punkti В varem kui vasakpoolne punkti A. Me 
näeme, et aeg voolab 0'-ga seotud inertsiaalsüsteemie teisi­
ti kui 0-ga seotud inertsiaalsüsteemie: sündmused, mis vii­
mases on samaaegsed, ei ole samaaegsed eelmises ega tarvitse 
üldse teisteski inertsiaalsüsteemides olla samaaegsed. See­
juures ei saa ühegi inertsiaalsüsteemi aega pidada eelieta- 
tult absoluutseks. Inertsiaalsüsteemlde samaväärsusega eel­
datakse, et kõikide ajad on relatiivsed.

Aja relatiivsusest räägime pikemalt uuesti §-des 16 ja
17.

Lõpuks juhime veel kord tähelepanu asjaolule, et kuigi 
§-s 3 antud valguse massi mõiste põhjendus on mitterelatl- 
vistlik, ei ole alust seada valguse massi olemasolu relati-
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▼istlikult seisukohalt kahtluse alla. On hästi teada, et vä- 
ga paljud klassikalise füüsika mõisted lähevad üle relatüv̂  
susteooxiasse (tarbe korral nii- või teistsuguste täpsus­
tustega) . Nende mõistete hulka kuulub ka valguse massi mõis­
te. See ei ole olemuselt relativistlik mõiste. Sel on oma 
koht juba klassikalise füüsika mõistete süsteemis. §-s 3 
andsimegi talle mitterelativistliku põhjenduse. See ei vä­
lista selle mõiste relatiivsusteooriasse viimise võimalust. 
Nüüd oiigi meie ülesandeks selgitada, mil viisil oleks see 
võimalik. Seda teeme §-des 6-11.

5 6 .
MASSI SÕLTUVUS KIIRUSEST

Klassikalises mehhaanikas keha mass kiirusest ei sõltu. 
Keha mass on lihtsalt võrdne kõikide kehas olevate aatomite 
masside summaga, iga aatomi mass on aga täiesti kindel muutu­
matu suurus. Tõsi küll, kui arvestada valguse massi, siis see 
viimane väide päris täpselt enam ei kehti. Keha mass, nagu 
nägime §-s 3, peab valguse neelamisel suurenema. Et sel pu­
hul uusi aatomeid juurde ei teki ja et valguse neeldumine 
toimubki ilmselt aatomites, siis oleme sunnitud järeldama, et 
valguse neelamisel aatomi poolt peab viimase mass suurenema. 
Siin on meil tegemist esmakordse vihjega sellele, et mass (vä­
hemalt üksikute aatomite oma) ei olegi nii rangelt konstant­
ne suurus, nagu seda klassikalises mehhaanikas massi jäävu­
se seaduse raames tavaliselt eeldatakse. Nüüd peame möönma 
vastupidist: just massi jäävuse üldine seadus nõuab, et vä­
hemalt üksikute aatomite mass peab olema teatavates - olgu* 
gi üsna kitsastes - piirides muutlik. Aga massi sõltuvust 
kiirusest siin veel ikkagi ei ole. Seega jääb esialgu püsima 
klassikalise mehhaanika eeldus, et mass on kiirusest sõltu­
matu.

Ent meie peame minema edasi, peame lähemalt ning täpse­
malt uurima, millistele järeldustele viivad massi ja impulsi
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jäävuse seadused, kui neid rakendada valguse neeldumisele ke­
has. Alljärgnevalt näitame, et relatiivsusteooria põhipostu- 
laadid (eriti valguse kiiruse konstantsuse postulaat) on mas­
si ja impulsi jäävuse seadustega kooskõlas ainult siis, kui 
keha mass sõltub teataval kindlal viisil tema kiirusest.

Esmalt näitame, et mass ei saa olla kiirusest sõltuma­
tu. Vaatleme liikumatut keha massiga ГП , millele langeb 
valgus massiga ja neeldub kehas. Olgu neeldumine täie­
lik. Valguse rõhk paneb keha liikuma mingi kiirusega V  • 
Keha mass on nüüd valguse neelamise tõttu senisest suurem; 
olgu see . Massi ja impulsi jäävuse põhjal kehtivad seo­
sed

tn +  /u =  m 1 , (6.1)
^ С = rriiV . (6.2)

Me võime aga sama protsessi vaadelda inertsiaalsüsteemls, mis 
eelmise inertsiaalsüsteemi suhtes liigub kiirusega V , s. o. 
mi11es keha on liikumatu pärast valguse neelamist. Enne nee­
lamist liigub keha ilmselt kiirusega V  vastu valgusele, 
mille kiirus on ikka С (see on üks relatiivsusteooria pÕ- 
hipostulaate). Eeldades, et mass kiirusest ei sõltu, seega 
keha mass enne ja pärast valguse neelamist on ikka 171 ja , 
saame massi ja impulsi jäävuse valemid kujul

m  + /4. =  А7Ц , (6.3)
Д<С =  m v  . (6.4)

Seosed (6.1) ja (6.3) ühtivad ning annavad ; aga
seostest (6.2) ja (6.4) järgneb, et . Saime ümse vas­
tuolu.

Seega, võttes valguse kiiruse ühesuguseks mõlemas inert- 
siaalsüsteemis ja eeldades, et mass kiirusest ei sõltu, sa­
tume vastuollu nõudega, et massi ja impulsi jäävuse seadused 
kehtiksid mõlemas inertsiaalsüsteemis. Loobuda sellest nõu­
dest ei saa, sest siis tekib vastuolu relatiivsusprintsiibi- 
ga. Märgime, et kui võtaksime teises inertsiaalsüsteemis val­
guse kiiruseks С asemele С —'О (klassikalise kiiruste 
liitmise valemi järgi), siis vastuolu kaoks, sest siis saak-
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sirne (6.4) asemele võrduse (л. (С — V ) = m V  ; siit ja valemist
(6.2) järgneks m 1 = /n+y«, kooskõlas valemitega (6.1) ja (6.31>.

Tuleb välja, et vastuolu vältimiseks peaksime loobuma 
kas relatiivsusprintsiibist või valguse kiiruse konstantsu­
sest. Uks ega teine tee pole relatiivsusteoorias vastuvõe­
tav. õnneks on olemas kolmas võimalus: eeldada, et keha mass 
sõltub kiirusest.

Sõltuvuse tuletamiseks paneme kõigepealt tähele, et sel­
le üldine kuju peab olema

m(v) = m0f (V) , ( 6. 5)

kus tf(V) on teatav, esialgu tundmatu, kiiruse funktsioon, 
Ш0 on seisumass ja /71 (V) on mass kiirusel V  . Funktsioon 
( (V ) peab rahuldama algtingimust

1 ( 0 )  = 1  , (6.6) 
sest m (0 )= m g. Valemi (6 ,5 ) põhjendamiseks kujutleme antud 
keha koosnevana mingist arvust /1 ühesugusest väiksemast osa- 
kehast. Ilmselt on iga osakeha seisumass M korda väiksem 
liitkeha seisumassist, ja ka kiirusel V on osakeha mass /1 
korda väiksem liitkeha massist (sest ka liikudes koosneb liit­
keha ikka M ühesugusest väiksemast osakehast). Kui M  on 
liitkeha mass ja Ш osakeha mass, kehtib eelöeldu põhjal 
võrdus

M o /m 0 =  h(v)/m(v)  ( 6. 7)
ehk

M  ( V ) / M 0=  m ( v ) / m 0 . (6 .8 )

See võrdus näitabki, et suhe , mille tähistasime -ga,
ei sõltu kehast, vaid sõltub ainult kiirusest.

Nüüd pöördume uuesti eespool vaadeldud protsessi juur­
de, kus liikumatu keha seisumassiga /Tl0 neelab temale lan­
geva valguse massiga Ц . Massi ja impulsi jäävuse seadused 
avalduvad nüüd (6.1) ja (6.2) asemel järgmiselt:

m0 + p i  = m „ j f ( v )  , ( 6 . 9) 

/ « c  =  m „ j / ( V ) V  , ( 6 .Ю )
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kus П\1о on keha seisumass pärast valguse neelamist.
Siinkohal teeme vahemärkuse. Me ei tea esialgu, kas on 

m i0 tingimata IU0 -st erinev või on vahest /ТЦо35̂ . Kindel 
on ainult see, et keha mass peab võrra suurenema, aga
kas ka seisumass muutub, jääb esialgu teadmata. Ent edasi­
ses mõttekäigus pole see oluline.

Siirdume inertsiaalsüsteemi, milles keha on liikumatu 
pärast valguse neelamist. Massi ja impulsi jäävuse seadused 
kehtivad nüüd kujul

M o}f(V) =  m 10 , (6.11)
^/C =  m 0/(tW (6.12)

(vrd. (6.3) ja (6.4)). Siin f i 1 on valguse mass teises inert- 
slaalsüsteemis. Varemalt, kui me massi sõltuvust kiirusest 
ei arvestanud, pidi massi jäävuse põhjal olema == {*■. Nüüd 
see võrdus vahest enam ei kehti. Seepärast kirjutamegi va­
lemites (6.11) ja (6.12) yU asemel f4 T . Edasist mõttekäi­
ku see erinevus ei häiri.

Nüüd on ]J (V) leidmine päris lihtne. Elimineerides va­
lemitest (6.9) ja (6.10) f i ning valemitest (6.11) ja(6.12) 
Ц г , leiames

( 1 - V / C ) , (6.13)
m*,= m0J(V)(1 -hV/c) . (6.14)

Korrutades need valemid teineteisega läbi ja taandades ЮвЙЦ0- 
ga, saame:

# * (V )(  1 - У х/ С г) - 1  . (6.15)
Siit

f(V)  =  (1 - Vz/Cx) ~ *  . (6.16)
Algtingimus (6.6) on ilmselt rahuldatud.

Niisiis, keha mass peab sõltuma kiirusest valemi
mcv) ~  m0(1 - v z/c*)~T  (6.17)

järgi. Ainult sel eeldusel on massi ja impulsi jäävuse sea­
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dused kooskõlas relatiivsusteooria põhipostulaatidega.
Valemi (6.17) graafik on toodud joonisel 5.
Valem (6.17) on üks põhilisemaid kogu relatiivsusteoo­

rias. Teeme sellest mõned kohesed järeldused.

1. Iga keha massi võib esitada eeisumassi ja liikumi­
sest tingitud massiosa summana; seda viimast nimetame 
neetiliseks massiks ja tähistame . Seega

m = /п0 4- mhLtv , (6.18)
kusjuures

=  m 0 [ ( i - v V c l ) ' T  _  i ]  (6e19)

2. Keha kiirus ei või ületada valguse kiirust ega saa­
da sellega võrdseks, vaid on alati väiksem valguse kiirusest. 
Tõepoolest, V  =  C korral oleks mass lõpmatu ja V > C  kor­
ral koguni imaginaarne. See on aga füüsikaliselt mõttetu ja
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on vastuolus ka massi jäävusega. Seega etendab valguse kii­
rus relatiivsusteoorias kiiruste ülemt&kke ehk piirkiiruse 
osa.

3. Valem (6.17) kehtib ainult kehade, mitte aga vabalt 
leviva valguse kohta. Valgus ei saa olla liikumatu, sest 
tema kiirus on alati С . Küll aga kehtib valem (6.17) val­
guse kohta juhul, kui valgus on suletud 58nsusesse ja vSib 
selles ÖBnsuses olla kui tervik liikumatu (vt. § 3). Edas­
pidi mStleme valguse all (kui just teisiti öeldud ei ole) 
vabalt levivat valgust.

4. Avaldades V Л1 kaudu valemist (6.17), saame:
v  =  c -  m l/m x(v) . (6.20)

5. Keha relativistlik impulss, olles võrdne massi ja 
kiiruse korrutisega, ei ole kiirusega võrdeline nagu klas­
sikalises mehhaanikas. Impulss Jp avaldub valemina

7^- W  (6.21)
r  y ^ - x / V C l

6. Avaldades viimasest valemist yõ* kaudu тГ , leiame:
£  =  —  CT  . (6.22)

7. Elimineerides valemitest (6.17) ja (6.21) V , saa­
me relativistliku seose keha massi ja impulsi vahel:

p *  =z ( т г - т % ) с ь , (6.23)
kus fn tähendab liikuva keha massi niCV) . See valem on vä­
ga tähtis, sest seda läheb vaja mõnedes esmajärgulise kaa­
luga küsimustes.

8. Valguse puhul kehtib massi f i Ja impulsi yb vahe­
line seos kujul fJiC . Siit järgneb, et valem (6.23) 
kehtib ka valguse puhul, kui arvata valguse seisumass nul­
like. Valemid (6.17) Ja (6.21) aga valguse puhul ikkagi ei 
kehti, sest nende paremad pooled saavad V  — C ja ПЪ0в 0 
puhul määramata kuju .
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9. Veendume, et valguse täielikul neelamisel keha sei- 
sumass muutub, s. o. kehtib võrratus ГП дф ГП ^. Selleke ja­
game teineteisega läbi valemid (6.13) ja (6.14). Tegur 
taandub ja me saame:

Seega muundub neeldumisel algselt liikumatus kehas valguse 
mass osalt keha seisumassiks (suurendades senist seisu- 
massi), osalt aga kineetiliseks massiks (sest keha pärast 
valguse neelamist liigub ning vahe №10)[(У) ~~ 171 о on suurem 
kui m 0) , Kui aga vaatleme seda protsessi keha lõppole-
ku seisusüsteemis, siis muundub valguse mass keha seisumas­
siks täielikult, kusjuures seisumassiks muundub ka keha alg­
ne kineetiline mass.

10. Et valguse kiirus on kõikides inertsiaalsüsteemi- 
des С , ei ole mõtet rääkida valguse massi sõltuvusest 
kiirusest. Ent see ei tähenda, et valguse mass oleks igas 
Inertsiaalsüsteemis ühesugune. Näitame, et siirdel antud 
inertsiaalsüsteemist teise, valguse levimise suunas kiiru­
sega V  liikuvasse süsteemi, teiseneb valguse mass valemi

järgi. Selleks kasutame seoseid (6.10) ja (6.12). Jagades 
viimase läbi eelmisega, saame:

Arvestades (6.24), saamegi siit (6.25).
11. Tuletame ligikaudse valemi keha kineetilise massi 

jaoks juhul, kui V . Võttes valemis (6.19) ligikaudu 
(f — V V c t J - T s s j + v V Z C * leiame:

Siit näeme, et kineetiline mass osutub seliges lähenduses võr­
deliseks mitterelativistliku kineetilise energiaga m 0V x/ 3 j •

(6.25)

p V / n  =  m0/ m i0 . (6 . 26)

т ^ л« * т вг > У z c l  . (6.27)
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Nagu edaepidi (vt. § 15) selgub, pole see juhuslik asjaolu, 
vaid selles peegeldub relativistliku energia mõiste olemus.

Lõpuks ütleme paar sõna eespool saadud tulemuste kat­
selise kontrolli kohta. Nagu juba §-s 3 märkisime, on keha 
massi muutus valguse neelamisel niivõrd väike, et seda prak­
tiliselt mÕÕta el saa. Kiirus, mille keha võib valguselt 
saada, on ka väga väike, olgugi mõõdetav (P. N. Lebedevi kat­
sed) . Selliste väikeste kiiruste juures on kineetiline mass 
niivõrd väike, et massi võib vabalt lugeda võrdseks seisu- 
massiga. Isegi kiirustel suurusiärguga mõni km/s (taevake­
had ja kosmoselaevad) on massi relativistlik suurenemine 
äärmiselt väike. Teisiti on lugu siis, kui asendame makro­
skoopilise keha mikroosakesega, näiteks aatomi või aatomi­
tuumaga. Nende massi muutumine valguse neelamisel on hästi 
jälgitav. Mikroosakesi tuleb kasutada ka valemi (6.17) eks­
perimentaalseks kontrolliks, milleks läheb vaja valguse kii­
rusega võrreldavaid kiirusi. Tavalisi, makroskoopilisi kehi 
niikaugele kiirendada tänapäeva tehniliste vahenditega ei 
saa. Aga elektronidel ja teistel elementaarosakestel on va­
lemi (6.17) kehtivust katseliselt korduvalt kontrollitud, 
kusjuures kooskõla leiti olevat laitmatu.

I  7 .

SAM1SIHILISTE KIIRUSTE LIITMINE

Et valguse kiirus on kõikides inertsiaalsüsteemides ühe­
sugune, tähendab muuhulgas seda, et ta ei allu klassikalise­
le kiiruste liitmise valemile (2.1). Siit tekib mõte, et vii­
mane ei kehti relatiivsusteoorias ka teiste kiiruste puhul. 
Veendume, et see on tõesti nii ja tuletame relativistliku 
kiiruste liitmise valemi. Käesolevas paragrahvis piirdume 
esialgu lihtsama juhuga, kus liidetavad kiirused on samasi- 
hilised. Uldjuhtu vaatleme järgmises paragrahvis.

Kasutame sama meetodit, mille abil eelmises paragrah­
vis tuletasime massi sõltuvuse kiirusest. Vaatlesime seal lü-
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kurnatut keha, millele langeb valgus ja paneb ta liikuma, ise 
neeldudes kehas. Nüüd vStame valguse asemele mingi teise ke­
ha, mis liigub kiirusega U ja liitub täielikult mitte- 
elastsel põrkel liikumatu kehaga ühte ("neeldub" selles). 
USlemast kehast moodustunud sekundaarne keha liigub mingi 
kiirusega V . Analoogiliselt valemitele (6.9) ja (6.10) 
v8ime kirja panna massi ja impulsi jäävust väljendavad seo­
sed järgmiselt:

M 0 +  m  =  IA io )[(v ) , (7.1)
JUU = M to /(V )V  , (7.2)

kus m on pealelangeva keha mass (mitte eeisumass, vald ko­
gumass, s. o. seieumassi ja kineetilise massi summa), fA0 ja 

on primaarse ja sekundaarse keha seisumassid ja^MVon 
juba tuntud tegur (vt. valem (6.16)).

Siirdume sekundaarse keha paigaloleku süsteemi, mis lii­
gub senise süsteemi suhtes kiirusega V  . Seal kehtivad mas­
si ja Impulsi jäävuse seadused kujul (vrd. (6.11) ja (6.12))

Mo/ft/j + m ' =  M 10 , (7.3)
m ru' = M 0y ( V ) V , (7.4)

kus tn' on pealelangeva keha mass ja U T tema kiirus uues 
ine rt siaalsüs t eemi s.

Elimineerides seostest (7.1) ja (7.2) fit ning seos­
test (7.3) ja (7.4) m r , saame:

M o = M n / / ( V ) ( 1 - V / U )  , (7.5)
4 - V /W )  . ( 7 . 6 )

Korrutades need valemid teineteisega läbi ja taandadesMeMw- 
ga, leiame:

у*(V) ( 1 - V /U ) ( 1  + V /U ') = 1 (7.7)
ehk (6.16) pShjal

a - V / U ) ( 1  +  V /U ') = 1 - V W C * . (7.8)
Siit avaldame Ur :

Ц ~1 
1 - U
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See ongi relativistlik kiiruste liitmise valem. Teisiti võib 
seda nimetada kiiruse teisendusvalemiks. Kiirus U teiseneb 
selle valemi Järgi kiiruseks Ur siirdel teise inertsiaalsüs- 
teemi, mis liigub samas suunas kiirusega V

Esitatud mõttekäik ei ole siiski mitte täiesti üldine, 
sest nagu nähtub valemist (7.5), kehtib võrratus V <  U , 
mistõttu ka a'> 0. Ent valem kehtib siiski ka juhul, kui 
V y U  ning Ur< 0. Veendume selles järgmiselt. Selle ase­
mel, et teisendada U , teisendame sekundaarse keha kiiruse
V • siirdudes algsüsteemi suhtes kiirusega U liikuvasse 
inerteiaalsüsteemi, s. o. pealelangeva keha paigaloleku süs­
teemi. Selles süsteemis liigub sekundaarne keha kiirusega 
— Ur (sest pealelangev keha liigub sekundaarse keha suhtes 
kiirusega \jJ ). Seega V r**-U.r. Et Ur on juba teada (valem 
7*9))» saame otsekohe ka U' avaldise:

V ' =  , • (7.10)1 - v u / c 7-
See ongi kiiruse V teisendusvalem siirdel kiirusega U lii­
kuvasse inertsiaalsüsteemi. See valem on samasuguse kujuga 
nagu (7.9), ent nüüd on teisendatud kiirus negatiivne. Seega 
kehtib valem (7.9) tõesti täiesti üldiselt, sõltumata kiirus­
te U ja V  suurusvahekorrast.

Teeme sellest valemist mõned kohesed järeldused.
1. Kui U « C  ja V « C  , siis ning

U f ^ U - V .  (7.11)
See on klassikaline (mltterelativlstlik) valem. Relativistlik 
valem annab sellest märgatavalt erineva tulemuse ainult sLLs, 
kui U. või V või mõlemad on võrreldavad С -ga.

2. Kui U = C , siis ka Ur= С , nagu peabki olema.
3. Arvutades suuruse 1—UTt/C t t leiame:

/c  -  ( i  — и v/c9) 1 * (7*12)
Siit nähtub, et U<C Jcorral on ka U '< C  . See tähendab, et 
mingis inertsiaalsüsteemis valguse kiirusest väiksem kiirus
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on selline ka köikidea teistes inertsiaalsUsteemides. Rela- 
tiivsusprintsiibi põhjal peabki nii olema.

5 8 .
KIIRUSE TEISENDAMIKK 
ÜLDJUHUL

Käesolevas paragrahvis tuletame kiiruse komponentide 
teisendusvalemld üldjuhul, s. o. siis, kui teisendatav kii­
rus U ja kahe inertsiaalsüsteemi suhteline kiirus V ei 
ole samasihilised. Valime kiiruse V suuna ОС -teljeks ja 
võtame у -telje kiiruste U ja V tasandis (vt. joon. 6).

У

Joon. 6.
Siis on kiirusel U kaks komponenti: Ux ja Uy . Tuleb 
leida nende teisendusvalemld.

Selleks võib kasutada laiendatud kujul eelmise para­
grahvi meetodit. Langegu liikumatule kehale seisumassiga M0 
nurga all korraga kaks ühesugust keha võrdsete kiirustega U . 
Kummagi mass (mitte seisumass, vaid kogumass) olgu /П . Täie-

6
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likult mitteelastee pörke tulemusena liituvad nad primaar­
se kehaga ja moodustavad sekundaarse keha seisumassiga M10 , 
mis hakkab liikuma kiirusega V . Selle suunake on süm­
meetria t6ttu (mis kindlustab impulsi у -komponendi jäävu­
se) pealelangevate kehade kiiruste vahelise nurga poolita- 
ja. Selle võtsime juba eespool X -teljeks. Massi ja impul­
si X -komponendi jäävust väljendavad seosed

M o - * - 2 m  =  IA10f ( V i  , (8 .1 )  

. (8.2)
Siirdume teise inertsiaalsüsteemi, mis liigub esimese suh­
tes X  -telje suunas kiirusega V ning milles sekundaarne 
keha on liikumatu (joon. 7). Olgu pealelangevate kehade mass 
selles süsteemis I7lr ja kiirus U' . Nüüd kehtivad massi ja 
impulsi X  -komponendi jäävuse valemid järgmisel kujul:

M o / W  +  2 m r , (8 .3) 
Ът'и'к^ Maf(v)v . (8.4)

Joon. 7.
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Seoeed (8.1) - (8.4) on täieeti sarnased seostega (7.1) - 
(7*4). Vahe on ainult selles, et /П ja fn T asemel seisao 
nüüd XlU ja ZlUT ning U ja Ur asemel ja . See­
tõttu saame ka analoogilise tulemuse. Elimineerides 2 tn ja 
2 m r , korrutades tulemused läbi ja taandades A10Af40-ga, saa­
me U^ avaldise kujul

, U.X.-V___ (8.5)
~~ 1- U XV/Cг

See ongi kiiruse X -komponendi teisendusvalem. Ta on ku­
jult identne valemiga (7.9); viimane ongi meie uue valemi 
erijuhuks Uy = 0 korral. Nüüd peame tuletama veel teisen- 
dusvalemi kiiruse tf -komponendile. Selleks talitame järg­
miselt. Elimineerime seostest (8.1) ja (8.2) M10 ning aval­
dame Ш i

171 ~  Х (и ^ - у )  ' (8*6) .
Siis avaldame seosest (8.4) /Л' :

(8.7)
ehk, asetades siia Ufx avaldise (8.5),

m , _  n . l < v i v « - u , v / c 4  . .
2 ( U x - V )  l8 -8)

Jagades selle valemi läbi valemiga (8.6), leiame:
m V m  = / ( V ) ( 1 - u x v / c * ) . (8.9)

Teisest küljest
m V m  =  / ( U ’) / / ( U ) . (8.10)

Seega
/fu'; =*f(u)f(vj(4 - u xv/c*) . (8.1 1)

Arvestades ^ tähendust (valem (6.16)), kirjutame selle tu­
lemuse ümber kujul

See valem on valemi (7.12) üldistus. Et Ur l =  ning
, voime siit kergesti avaldada . Tulemus on
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uf * J j - v  */ с г
9 i  -  UKV /C * ’ (8.13)

Seega oleme leidnud kiiruse у -komponendi teisendusvalemi. 
Et X-telje risttasandis on y- ja l -telje valik meele­
valdne, siis ei tarvitsegi teisendatav kiirus olla Xtf -ta­
sandis. Tal võib olla ka Ъ -komponent, kusjuures selle jaoks 
peab kehtiaa ilmselt samakujuline valem nagu у  -komponendi 
jaoks. Kokkuvõttes on kõik kolm valemit järgmised:

i 9.
TILODSBABKRBATSIOOI

Eelmises paragrahvis tuletatud kiiruse komponentide 
teisendusvalemid (8.14) kehtivad ka valguse kiiruse kohta. 
Samuti kehtib valem (8.9), kus Ш ja m / all tuleb mõista 
valguse massi kahes inertsiaalsüsteemis ja Ux all mõelda 
valguse kiiruse ОС-komponenti.

Tuletuskälk põhineb analoogilisel mõttelisel katsel, 
mida me kasutasime eelmises paragrahvis, selle vahega, et 
kahe pealelangeva keha asemel tuleb vaadelda kaht valgus- 
voogu. Niisiis, olgu meil liikumatu keha seisumassiga M 0 , 
millele langevad nurga all kaks ühesugust valgusvoogu, kumb­
ki massiga m . Neeldudes täielikult kehas, panevad nad sel­
le liikuma kiirusega V suunas, mis poolitab nendevahelise 
nurga. Võtame selle suuna X -teljeks. Keha seisumass pä-

(8.14)

U i V l - v x/ c *
г ~  l - U ^ V / C *
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rast valgu arvoogude neelamist olgu м .  . Siis kehtivad massi 
ja impulsi jäävuse valemid kujul (vrd. (8.1) - (8.4))

M 0+ 2 m  =  , (9.1)
2,mex = M10)f(v)v (9.2)

(keha algse paigaloleku inertsiaalstisteemis) ja
r t o f f V )  +  2rn' =  Al*, , (9.3)

2m 'c;= h 0j(v)v  (9.4)
Qceha 1 Õpp-paigal oleku inertsiaalsüsteemis). Elimineerides 
esimesest valemitepaarist 2wi ja teisest 2/Tt' , korrutades 
tulemused läbi, taandades -ga ja avaldades C'x  , saa­
me :

C L =  .  C x ~ V,  , • (9*5)* 1 - c xv /c z
See valem on täiesti samakujuline nagu (8.5). Edasine mõtte­
käik on ka algul samasugune. Elimineerides seostest (9*1) ja
(9.2) Л) i0 ja avaldades ftl , leiame:

М . Ц  (9.6)
m 2 (c * -v )

Seosest (9.4) avaldame m ' :
m ,=  /W™« (9.7>

x>C*
ehk, asendades c'x avaldisega (9.5),

m ' =  Н ф У ) У « - с „ у / с - )
2 (cK- v )  ' }

Valemid (9.6) ja (9.8) annavad nüüd:
m'/m = J ( V ) ( 1 - C XV /C A) . (9.9)

See ongi valem (8.9), rakendatuna valgusele. Jääb tuletada 
valguse kiiruse lj - ja Z-komponentide teisendusvalemid. 
Siin peame küll varasemast mõttekäigust kõrvale kalduma, sest 
valemit (8.10) valgusele rakendada ei saa. Aga asi on siin 
lihtsam. Kasutades valguse kiiruse konstantsust, võime kir­
jutada:
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cZ  +  cß  + с £  =  С* .
Aaetadea esimesse vordusse Ci avaldise valemist (9.5) 

ТГ.ja avaldades I/C^N-C*1 * leiame:
,/лт-^г _у  Су -f-c, -  1 - C XV / C *  

Arvestades teist võrdust (9.10), saame siit:
(9.11)

J T Z - Z  _  V c f + c }  V i - w c *
V е» + c* -  r - c ^ v / c 5- ' (9‘12)

Siin tähendab l/c* + cz v5i ] / C^-hC!^ valguse kiiruse 
komponenti, mis on risti kiirusega V . St aga selles risti­
ta sandi а on kõik suunad Üheväärsed, kehtib samakujuline va­
lem ka у - ja 2 -komponendi jaoks eraldi. Kirjutame väl­
ja kõigi kolme komponendi teisendusvalemid koos:

e i -  c- u*  1-Cxv/C1 '

c / -  C t V l - t W c *  (9>13)
СУ “  1 - c x v / c *  * ™ * }

r j _  c * V i - v x/ c A 
2 1 - c x v / c l

Seega oleme näidanud, et kiiruse komponentide teisendusva-» 
lemid (8.14) kehtivad tõesti ühesugusel kujul nii kehade 
kui ka valguse puhul. VÖime lühidalt ütelda, et nad kehti­
vad mis tahes kindla kiirusega liikuva materiaalse objekti 
kohta. Lisaks näitasime, et ka valem (8.9) kehtib samas 
mõttes täiesti üldiselt.

Valguse kiiruse komponentide teisenemise puhul on ko­
hane rõhutada, et valguse kiiruse konstantsus kehtib kii­
ruse absoluutväärtuste kohta, mitte aga kiiruse kui vekto­
ri kohta. Valguse kiiruse absoluutväärtus ei sõltu inert- 
siaalsüsteemi valikust ega suunast mis tahes inertsiaal-
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süsteemiз. Aga kiiruse suund sõltub inertsiaalsüsteemi vali­
kust. Seda sõltuvust näitavadki kiiruse komponentide teisen-
dusvalemid.

Tuletame veel ühe valemi, mis peaks Ilmekamalt näitama 
valguee kiiruse suuna muutumist siirdel ühest inertsiaalsüs­
teemist teise. Nurk, mille valguse kiirus moodustab X  -tel­
jega, olgu CX ; teises inertsiaalsüsteemis, mis liigub esi­
mese suhtes ОС -telje suunas kiirusega V , olgu see nurk 
Ot' . Siis

COS ОС =  Сэс/С ,
cos a'=  Ci/C . (9.14)

Asetades teise valemisse C4 avaldise valemist (9*5), leiame:

c o s  a !  =■ CĈ /C • <*.i5,

VÕttes siin Cx =*С• cosoc , saame:

c o s  oc' =  ~ s-.a  r , V /C  . (»•'«) 
1 -  (v /c )c o s < x

See ongi valem, mis näitab, kuidas muutub siirdel teise inert- 
siaalsüsteemi valguee kiiruse suund. See üksainus valem on 
samaväärne (kui silmas pidada valguse kiiruse absoluutväär­
tuse invariantsust) kolme valemiga (9.13).

Nähtust, mis seisneb valguee kiiruse suuna muutumises 
siirdel teise inertsiaalsüsteemi, nimetatakse valguse aber­
ratsiooniks. Praktiliselt on aberratsioon vaadeldav tänu Maa 
tiirlemisele Päikese ümber. See liikumine on mitteinertei- 
aalne, aga Igal hetkel liigub Haa kindla (hetkelise) kiiru­
sega. Me võime seetõttu pidada Maad hetkeliselt liikumatuks 
teatavas inertsiaalsüsteemis, mis liigub Päikese suhtes just 
sama kiirusega, millega liigub antud hetkel Maa. Maa tiirle­
mist võib seega vaadelda pideva siirdumisena ühest inertsi- 
aalsüsteemist teise, sealt kolmandasse jne. Aga siis peab Iga 
maavälise allika, näiteks tähe valgus Maalt vaadatuna pide­
valt muutma oma suunda, vaetavalt aberratsiooni valemile 
(9 . 16).
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Selle astronoomilise aberratsiooni tegi esmakordselt 
vaatluste teel kindlaks J. Bradley 1728. aastal. Kui täht 
asetseb näiteks ekliptika pooluses, siis on Päikesega seo­
tud süsteemis valguskiir risti Maa kiirusega kogu aasta väl­
tel. Valemis (9.16) tuleb vÖttaC050L= 0, mispuhul C0S0C=~. 
See tähendab, et täht paistab Maa liikumise suunas ettepoo­
le nihkununa nurga võrra, mille siinus on V /C , kus V on 
Maa kiirus Päikese suhtes. Et С ■ 3.10̂  km/s ja V = 30 Ws, 
siis ТУ С = 10“*. Selle arvu väiksuse tõttu võime siinuse 
asendada nurgaga (ehk kaarega). 10~* radiaani on tavalises 
kaaremÕÕdus 20,5« Vaetavalt Maa kiiruse suuna muutumisele 
muutub ka tähe nihke suund, jäädes ikka võrdeeks 20,5 kaa- 
resekundiga (aiin me ei arvesta Maa kiiruse mõningat muu­
tumist aasta vältel). Seega joonistab täht aasta jooksul tae-Nvavõlvile ringikese raadiusega 20,5. Kui täht ei asetse ek­
liptika pooluses, siis on tema aberratsiooniline liikumis­
tee ellips, mille suur pooltelg on ikka 20,5. Ekliptikal 
asetseva tähe puhul kõdub ellips sirglõiguks.

Niisugune on J. Bradley poolt avastatud astronoomiline 
aberratsioon. J. Bradley andis sellele nähtusele ka Õlge se­
letuse, olgugi et relatiivsusteooriat tol ajal veel ei ol­
nud. Asi seisab selles, et relativistlik aberratsioonivalem 
(9.16) ja vastav klassikaline valem annavad väikeste kii­
ruste puhul praktiliselt eristamatuid tulemusi. Klassikali­
ne aberratsioonivalem põhineb klassikalisel kiiruste liit­
mise valemil (4.1). Kui V on X  -telje suunaline, siis 
oleks selle järgi

c « =  ex- v  ,
c ;  =  c , , (9.17)
ej-c,

ja siit oleks

COS CC =  C*/C =

cos<xr = c£/c' =
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Asetades teise valemisse C*i » , C* avaldieed (9.17), 
saamegi klassikalise aberratsioonivalemi:

г С OS ОС —  V /C
COS ОС ~ • (9.19)

] / 1  -  2  (V/C) COS ОС -h v x/ c z

See valem erineb muidugi valemist (9*16), ent kui mõlemas 
kasutame arendust V/C astmete järgi ning piirdume ainult esi­
mest järku liikmetega, siis saame ühesuguse tulemuse:

COSOC =  COS ОС — (V /C ) SirfO L . (9.20)
Et V /C * 10”4 korral on see lähendus enam kui küllaldane, on­
gi selge, et astronoomiline aberratsioon on seletatav ka 11» 
ma relatiivsusteooriata - ainuüksi klassikalise kinemaa­
tika alusel.

I 10.

MASSI JA IMPULSI TKESHTDAMUB

§-s 2 me tuletasime klassikalised, s. o. mitterelati- 
vistlikud impulsi ja kineetilise energia teisendusvalemid 
(vt. valemid (2.11) ja (2.12)). Nüüd vaatame analoogilist 
küsimust relativistlikult seisukohalt. Vahe on kõigepealt 
selles, et relativistlikku energiat me veel ei tunne, tei­
sest küljest aga tuleb teisendada peale impulsi ka massi. 
Relativistlik mass ei ole ju invariant sarnaselt klassika­
lisele massile. Keha mass sõltub kiirusest, järelikult peab 
ta siirdel teise inertsiaalsüsteemi muutuma. Ka valguse mass 
muutub (vt. valemid (6.25) või (9.9)), kuigi valguse kiirus 
ei muutu. Niisiis peame vaatama, kuidas teisenevad keha või 
valguse mass ja impulss. Selgub, et mõlemat liiki objektide 
puhul on teisendusvalemid täpselt ühesugused.

Teisendusvalemite tuletamiseks läheb vaja ainult kii­
ruse komponentide teisendusvalemeid (8.14) ja valemit (8.9) 
(valguse puhul vastavalt (9.13) ja (9-9)) • Alljärgnevalt esi-
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tame selle tuletuskäigu, tähistades kiiruse komponendid Ux, 
Up , и г ; täpselt samasugune on see mõttekäik ka siis, 
kui tegemist on valgusega, mille kiiruse komponendid onCx, 
Cy , Cj . Lõpptulemus aga kiiruse komponente enam üldse ei 
sisalda.

St impulss võrdub massi ja kiiruse korrutisega, aval­
dame impulsi komponendid kahes inertsiaalsüsteemis järgmi­
selt:

Ja

poe =  fnU* ,

f>} =* НМ*'? , (10.1)
/>, =  m a z

/>i =  /7i'u '* ,

p ' = m . ru ’y , (10.2)

Rõhutame, et Ш ega Щ' ei ole seisumass, vaid kiirusega 
U või U f liikuva keha mass (või valguse mass, mispuhul 
kiiruseks on С või C r ). Nüüd asendame valemite (10.2) 
parematel pooltel m' valemi (8.9) kaudu ja u'x , Uy , u!2 
nende avaldistega valemitest (8.14)« Tulemus on niisugune:

, _  m ( u * - v )
] / 1 - v x/ c l ' (10-„

p y - n u f .  ,
^  = tn U j, .

Arvestades valemeid (10.1), saame:

=  f e z mv
Y 1 - V V C Z (10.4)
»

= h  •Heed ongi impulsi komponentide teiaendusvalemid. Kordame veel, 
et nende saamisviis on täpselt lihe sugune nii keha kui ka val­
guse puhul. Me kasutasime valemeid (8.9) ja (8.14), aga täp­
selt sama tulemuse oleksime saanud kasutades valemeid (9*9)
ja (9.13).
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m  =  . / J  L x i i r  ■ (10.5)

Jääb tuletada massi teisendusvalem. õieti polegi vaja 
tuletada, sest see on juba olemas. See on valem (8.9) või 
(9*9). Avaldades sellest fli/ ning arvestades, еЪ (Ш £*рк , 
leiame:

. m - W W c *

See ongi massi teisendusvalem.
Paneme tähele, et p£. avaldises esineb pealep x ka Щ , 

samuti m' avaldises peale Ш ka p x . See tähendab, et mõ­
lemad suurused teisenevad koos üksteise kaudu. Seepärast on 
mõistlik vaadelda kõiki nelja teisendusvalemit ühise tervi­
kuna. Kirjutamegi nad kõik koos veel kord ümber: 

r>_ P«-/nv
r* l/l-uycl

' (10 6» 
n = p .  , (,0-6)

Л^ У Р ъ /С *
V i - v v c *

Rõhutame nende valemite suurt universaalsust, mis avaldub 
selles, et nad kehtivad mis tahes kindla kiirusega liikuva 
objekti kohta, olgu see objekt keha või valgusvoog. Teeae 
nüüd veel mõned täiendavad märkused.

1. Teatavasti kehtib massi ja impulsi vahel seos (6.23):
p *  =  ( m z - т £ ) с г ,

mille kirjutame siinkohal Umber kujul
т гс г - р * - = :  m ž c 3- (10.7)

(valguse puhul seisab paremal poolel muidugi null). Et sei- 
sumass on invariantne suurus, peab kehtima võrdus

mrxcl -f> rz == пг*-с1 —ß x. ( 10 .8)
Selles võime ka otseselt veenduda: asetades vasakule poo­
lele /nr $ p'x » p j  t Pz avaldised valemitest (10.6), saame 
identsuse.
 ̂ 2. Olgu kahe objekti massid Ш1, m^ja impulsid p 1 , 

p x  . Suurus mi m xCi'—p i рг on invariant, s. o.
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т ;т ;с г- Д '£ '« т ,т*с* - £ £  . (ю.э)
Selles veenduxae otseselt, asetades vasakule poolele teisen­
datud masside ja impulsi komponentide avaldised (10.6). Pä- 
raet mõningaid lihtsustusi osutub see identseks parema poo­
lega.

3. Eelmises punktis defineeritud invariant on mittene- 
gatiivne suurus:

т < т г С г — /Ц/^ > 0  • (10.10)
Tõepoolest, asendades p^-IT^U^t » leiame г
■^т 1т г Ссг -'^ 1 ^ )  =  - ^ ^ c o s o t ) > 0  , kus a on
~U1 ja ХГг vaheline nurk. Näeme ühtlasi, et võrdus kehtib 
ainult siis, kui mõlema objekti kiirused on samasuunalised 
ning absoluutväärtuselt võrdsed С -ga. Kõigil teistel juh­
tudel kehtib võrratus.

4. Valemid (10.6), mis on tuletatud üksiku kena või 
valgusvoo jaoks, kehtivad ka mitmest objektist koosneva ko­
gumi kohta. Selle kogumi impulss on üksikute objektide im­
pulsside p . vektoriaalne summa ja mass on üksikute objek­
tide masside fli; summa:

^  1 ( 10 . 11) 
m — т г .

Et ~jp ja fn teisenevad samade valemite järgi nagu üksikud 
ja m i , järgneb nende valemite l i n e a a r s u ­

s e s t  px. t p# , p i » fa suhtes. Pannes nad kirja in­
deksiga L ja summeerides seejärel selle indeksi järgi, saa­
megi ilmselt samakujulised valemid ka summaarsete suuruste 
~p ja m jaoks.

5. Pöörame valemid (10.6) Umber, s. o. avaldame nendest
PL * Р  ̂ . Рг . kaudu Z3*  » Р» » f>% » m  * Tule-
mus on niisugune:
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_  p ! c +  n e v  
Vi-vycx

h  ~  Ь  » (10.12)h ~ Pr >
^ m '+VPx/cx

У1 -  Vх/сг
Need valemid erinevad algvalemitest ainult kiiruse V märgi 
poolest, mis on ka mõistetav, sest esimene inerteiaalsüs­
teem liigub teise suhtes kiirusega .

6. LÖpuks võrdleme impulsi teisendusvalemeid klassika­
lise valemiga (2.11). Kirjutame selle ümber üksikute kompo­
nentide jaoks, võttes V X -telje suunaliseks:

p l  = />* -  rnv ,
» (10.13)

Näeme, et need klassikalised valemid kehtivad relativistli­
ke valemite lahendina, kui viimastes jätame ära ruutjuure

See tähendab, et me piirdume esimest järku täpsu­
sega v/C suhtes, mis on V 4£.C korral Õigustatud. Ka massi 
teisendusvalem saab sel eeldusel klassikalise kuju .

5 11.
SEISUMASSl ABSOLUUTSUS JA RELATIIVSUS,ÄTTTBADITIIVSUS JA MITTEJÄlVUS

Seisumassi absoluutsus tähendab invariantsust: antud 
objekti seisumaes ei sõltu sellest, millises inertsiaalsüs­
teemis me seda objekti vaatleme. Selle vastandiks on massi 
ja impulsi relatiivsus - need suurused, nagu nägime eel­
mises paragrahvis, sõltuvad kindlate teieendusvalemite jär­
gi inertsiaalsüsteemist, milles vaadeldakse vastavat objek­
ti.
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Relatiivsus on omane siiski ka seisumassile, aga hoo­
pis teises tähenduses. Seisumass! relatiivsus on seotud te­
ma mitteaditiivsusega. Alljärgnevalt selgitame, mida tähen­
dab mitteaditiivsus ja mis mõttes on seisumass relatiivne.

Vaatleme massi ja impulssi omavate objektide (kehade, 
osakeste ja valgusvoogude) kogumit. Märkides üksikutele ob­
jektidele kuuluvad suurused indeksiga L ja summeerides sel­
le indeksi järgi, saame kogumi summaarse impulsi ~p ja sum­
maarse massi ПЛ :

Heed seosed väljendavad massi ja impulsi aditlivsust. kus­
juures mõõduandev on siin asjaolu, et ~p ja m teisenevad 
siirdel ühest inertsiaalsüsteemist teise samade valemite jär­
gi nagu üksikutele objektidele kuuluvad suurused p i ja m t . 
Just see asjaolu lubabki pidada p kogumi impulsiks ja 171 
kogumi massiks.

Aga seisumassi puhul on asi teisiti. Kui m oi on i -nda 
objekti seisumass, siis tähendab 21 oi 10111 kõigi objek­
tide seieumasside summat, aga seda*ei saa käsitada objekti­
de kogumi kui terviku seisumassina. Bt selles veenduda, pea­
me esmalt põhjendama kogumi kui terviku seisumassi mõiste.

üksikobjekti puhul kehtib seisumassi avaldis

(vt. valem (10.7)). Kui f) » 0, s. o. kui objekt on liiku­
matu (mis on võimalik nullist erineva seisumassi puhul), siis 
/Пв« m, . On loomulik käsitada valemit (11.2) seisumassi 
d e f i n i t s i o o n i n a ,  laiendades selle kehti­
vust üksikobjektilt mis tahes objektide kogumile, p  ja /М 
tähendavad eel puhul kogumi summaarset impulssi ja summaar­
set massi. Selle üldistatud seisumassi mõiste Õigustuseks pa­
neme tähele, et kui kogumi summaarne impulss on null, s. o. 
kui kogum tervikuna on liikumatu, siis tuleb selle terviku

(nn)
nt =Z. nii .

i

( 11.2)
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massi vaadelda eeisumassina; valem (11.2) annabki p «0 kor­
ral ГП = m 0 .

Üksikobjekt saab olla liikumatu teatavasti ainult siis, 
kui tema seisumass on nullist erinev. Vii on see ka kogumi 
puhul. Aga oluline erinevus seisneb selles, et iga kogum (väl­
ja arvatud, nagu kohe selgub, üks triviaalne juht) ongL te­
gelikult alati nullist erineva seisumaesiga; seega on olemas 
ka inertsiaalsüsteem, milles kogumi impulss on null« Seda 
inertsiaalsüsteemi nimetatakse kogumi massikeskme süsteemiks 
(täpsemalt, massikeskme paigaloleku süsteemiks). See on süs­
teem, milles kogum tervikuna on liikumatu ja tema summaarne 
mass võrdub tema (üldistatud) seisumaesiga. Mingi meelevald­
selt valitud inertsiaalsüsteemi suhtes liigub massikeskme 
süsteem kiirusega

-* -и. Zfi
V =  p / m  =  , (11.3)

kus p  ja m  on impulss ja mass selles meelevaldses süs­
teemis. Tõepoolest, võttes f> suuna ajutiselt ЭС -teljeks, 
nii et ^  * p t = о ja teisendades impulsi komponendid kiiru­
sega X-telje suunas (s. o. jET suunas) liikuvasse 
inertsiaalsüsteemi, saame valemite (10.6) järgi P j я Рх* °* 
See tähendabki, et niisuguse kiirusega liikuv süsteem on mae- 
sikeskme süsteem.

Nüüd näitame, et massikeskme süsteem on alati (peale ühe 
triviaalse juhu) olemas. Selleks on nõutav ainult tingimus 
1><C , mis aimab võrratuse

( Z £ ) * <  Cl(Imi)a . (11.4)
l i

Valemitest (10.7) ja (10.10) järgneb, et see võrratus kehtib 
tõepoolest. Ainus erand on see, kus kõigi objektide seisu- 
massid on võrdsed nulliga ja kiirused samasuunalised, s. o. 
kui kogumiks on mitu ühes suunas liikuvat valgusvoogu. Tege­
likult moodustavad niisugused vood üheainsa voo, nii et ko­
gum kõdub üksikobjektiks. See on triviaalne juht, mida ei 
tarvitse arvestada.
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Viisile, igal kogumil on olemas maseikese, mis on lii­
kumatu üheв kindlas inertsiaalsüsteemis - massikeskme süs­
teemis. Kogumi summaarne impulss on selles süsteemis null, 
mass aga võrdub valemiga (11.2) defineeritud üldistatud sei- 
sumasslga. Tähistades kõik suurused massikeskme süsteemis 
indeksiga ’, võime kirjutada:

p = 0  ,
(11.5)m/= m 0 .

Kogumi eeisumassi definitsiooni täiendavaks Õigustuseks mär­
gime, et eiirdel massikeskme süsteemist mingisse meelevald- 
eeeee inertsiaalsüsteemi avaldub kogumi mass täpselt sama­
kujulise valemiga (6.17) nagu ükeikobjekti mass:

tn =  . — ■ —  • (11.6)

Selle valemi saame otseselt massi teisenduevalemist (10.12), 
võttee seal » 0 ja tnT~ m 0 . Samuti järgneb see valemist
(11.2), kus tuleb vötta (11.3) põhjal /Г * m i ?  . Avaldades 
seejärel m  , saamegi (11.6).

Hüüd näitame, et
m 0 > Z m Oi . (11.7)t

Selleks paneme tähele, et massi aditiivsuee põhjal
tn' (11.8)

ehk L

m 0 *s]Trn!i . (11.9)
1

Massikeskme süsteemis on kogumi massikese liikumatu, aga ük­
sikud objektid ei tarvitse muidugi olla liikumatud. Seega 
kehtib võrratus , mis teebki võrduse (11.9) võrra-
tuseks (11.7). ühtlasi näeme, et võrdusmärk kehtib seal ai­
nult sel juhul, kui m [ =  tnoi iga objekti puhul, s. o. kui 
kõik kogumisse kuuluvad objektid on massikeskme süsteemis 
liikumatud, ehk, teiete sõnadega, kui nad kõik liiguvad mis 
tahee Inertsiaalsüsteemis ühe ja ваша kiirusega, üldjuhul 
aga kehtib võrratus.
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VSrratus (11.7) väljendabki seiaumassi mitteaditiiv- 
suat: kogumi kui terviku seisumass on auurem kui kogumit 
moodustavate objektide aeiaumaaaide summa.

Mitteaditiivaua toob kaaaa teatava omapärase relatiiv- 
auae (rõhutame veel kord, et eel relatiivauael pole midagi 
ühiat relatiivauaega inertaiaalaüateemi valiku auhtea). Ui­
melt on meil vabadua kas arvestada iga objekti ükaikult või 
vaadelda kõiki neid iiheainaa kogumina või mooduatada mitu 
väikaemat kogumit (mida võib teha mitmel eri viiail). Iga 
kord saame erineva aeiaumaaai (välja arvatud eelnimetatud 
erijuht, kua kõik objektid on tikateiae auhtea liikumatud). 
Sellee mõttea ongi aeisumaas relatiivne: tema väärtus sõl- 
tub kogumite moodustamiae viisist. Seejuures on kõik need 
erinevad seisumassid invariantsed, s. o. inertsiaalsüsteemi 
valikust sõltumatud suurused.

Eelöeldut ei tule siiski niiviisi mõista, nagu oleksid 
kõik need vaatleja meelevallast sõltuvad seisumassid sama- 
vääraed. Mitmest objektist kogumite meelevaldne moodustami­
ne on fonaaalne toiming, mis iga kord ei tarvitse peegelda­
da midagi objektiivset. Olgu näiteks kõnesolevad objektid v»* 
bad ning üksteisest täiesti sõltumatud. Siis ei ole nende 
rühmitamisel kogumiteks suuremat objektiivset tähendust.Se­
da võib muidugi teha, kusjuures mitmed erinevad seisumassi 
väärtused, mis sel teel saadakse, on kõik ühevõrra "tõeli­
sed” - selles mõttes, et igaüks vastab objektiivselt ühe­
le kindlale rühmitamiaviiaile. Aga rühmitamlae1 endal puu­
dub objektiivne tagapõhi. Praktiliaelt on hoopia tähtsam 
vaadelda iga aõltumatut objekti omaette. Vaatupidiae juhuga 
on tegemiat seal, kus objektid ei ole vabad, vaid on seos­
tatud ühte kompaktsesse materiaalsesse tervikusse. Sel kor­
ral on praktiliselt sageli eelistatav arvestada seisumassi- 
na just selle terviku seisumassi, olgugi et igal üksikul 
osal on oma seisumass. Ühe tüüpilise seda laadi juhuga koh­
tusime juba §—s 3. Seal me vaatlesime musta kiirgusega täi­
detud ÕÕnsat keha. Kui keha seisumass on m 0 ja kiirguse 
mass keha paigaloleku inertsiaalsüsteemis /4 , siis on ko-
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gu selle terviku aeiвитана m 0+yU . See on üldistatud sei- 

aumaas; iga eraldi võetud kiirguse osakese seisumass on null; 

võrratus m 0+ fi >Лг0 väljendabki seisumassi mitteaditiivsust 
antud juhul. Niikaua kui ÕÕnes keha püsib kompaktse tervi­

kuna, on kõigiti otstarbekohane vaadelda selsumassina

Vastöeldu kehtib Õieti mis tahes makroskoopilise keha 

kohta. Keha seisumass on tema mass paigalolekus. Aga iga ke­

ha koosneb aatomitest, mis keha sees liiguvad. Seetõttu ei 

ole keha seisumass võrdne aatomite seisumasside summaga. Ent 

kuna keha on kompaktne tervik, siis on praktiliselt Õige 

arvestada selsumassina just kogu selle keha kui seostatud 

aatomite kogumi seisumasei.

Siirdume küsimusele seisumassi mittejäävusest. Kirjan­

duses ei tehta mõnikord vahet jfiävuse ja aditiivsuse vahel, 

aga tegelikult on need mõisted täiesti erinevad, olgugi et 

mõningane seos nende vahel on olemas. Jäävusest tuleb rää­

kida ajas kulgeva p r o t s e a a i  puhul, mille lõpus 

antud suurus on sama väärtusega nagu algul. Kui väärtus ei 

ole sama, siis on suurus mittejääv. Aditiivsus on aga 

s t r u k t u u r n e  omadus, mis iseloomustab antud suu­

rust materiaalse kogumi o l e k u  suhtes, igasugu prot­

sessidest sõltumatult. Seega ei ütle seisumasai mitteadi- 

tiivsus veel midagi jäävuse või mittejäävuse kohta.

Niisiis, kas seisumass on jääv või mitte? Esimesest 

pilgust võiks ehk paista, et küsimus on ammugi selge. Sei- 

sumass on mittejääv! See järeldub kas või §-s 6 vaadeldud 

protsessist, mille abil tuletasime keha massi sõltuvuse kii­

rusest. Valem (6.24) näitab, et valguse neelamisel keha poolt 

selle seisumass suureneb. Et valguse seisumass on null, tä­

hendabki see, et seisumass on mittejääv.

Nii on see küll, ent siiski on siinkohal vajalik täi­

endav selgitus. Kirjanduses leidub nimelt väiteid, et sei- 

sumass olevat jääv. Vaatame, mis alusel sünnivad need väi­

ted ja põhjendame vastupidise seisukoha.

Vaatleme objektide kogumit, mis olgu muust maailmast 

isoleeritud. Toimugu kogumis mingi protsess, mille käigus 

muutuvad üksikute objektide massid ja impulsid, muutub va-
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hest ka objektide arv, aga summaarne impulse ja summaarne 

mass on kindlasti jäävad* Kogumit kui tervikut iseloomustab 

valemi (11.2) kohaselt ka üldistatud seisumass. Otsekohe on 

selge, et kui m. ja j? on jäävad, siis on jääv ka m 0 • 

Niiviisi jõutaksegi seisumassi jäävusele.

Esitatud mõttekäik paistab küllalt veenvana, tegelikult 

aga ei tõesta midagi. Järeldus on Õieti triviaalne; arvatav 

seisumassi jäävus ei iseloomusta protsessi olemust. Kogumi 

seisumass ei ole ju midagi muud kui sellesama kogumi mass 

massikeskme süsteemis. Seega ei anna seisumassi jäävuse dek­

lareerimine mitte mingit lisa sellele, mis on niigi teada: et 

mass on igas inertsiaalsüsteemis (sealhulgas massikeskme süs­

teemis) jääv. Teiseks, meenutagem, et kogumi seisumass, nagu 

ta on valemiga (11.2) defineeritud, ei ole seisumassi mitte- 

aditiivsuse tõttu ainus mõeldav seisumass. Formaalselt võik­

sime seda muidugi eelistada, aga sellega me ei saavutaks mi­

dagi, sest, nagu äsja nägime, ei väljenda selle suuruse jää­

vus mitte midagi muud kui lihtsalt massi jäävust ühes kind­

las inertsiaalsüsteemis. Hoopis sisukam on mitteformaalne sei­

sukoht, mille kohaselt iga sõltumatu objekti seisumassi tu­

leb määrata eraldi. Aga sel juhul ei ole seisumass üldiselt 

jääv. Just seisumassi mittejäävus iseloomustabki markantselt 

paljusid protsesse. Mittejäävus on seisumassi objektiivne oma­

dus, millest ei saa ega ole mõtet vaikides mõõda minna. Kui 

aga meelevaldselt rakendatakse seisumassi mõistet ainult iso­

leeritud kogumitele, tehes sel teel seisumassi petlikult jää­

vaks, siis tähendab see mainitud objektiivse omaduse igno­

reerimist.

Seisumassi mittejäävust mitmesugustes protsessides jäl­

gime lähemalt §-s 13.

i 12.
TEINE MEETOD MASSI JA IMPULSI 
RELATIVISTLIKE MÕISTETE PÕHJKIDAMISKKS

§-des 6 - 1 0  andsime relativistliku põhjenduse massi ja 

impulsi mõistetele. Alustasime keha massi sõltuvusega kiiru-
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seat, tuletaaime seejärel kiiruae teisendusvalemid (kaaaa 

arvatud valguae kiirua) ja lõpetasime maaai ja impulai tei- 

aenduavalemite tuletamiaega. Selle teooria rakenduai konk- 

reetaetes üleaaimetea vaatleme veidi hiljem, siin aga esi- 

tame teise meetodi maaai ja impulsi mõistete põhjendamiseks. 

See meetod on kompaktsem ning põhimõtteliselt lihtsam, ent 

ühtlasi ka formaalsem ning abstraktsem, seega vähem näitlik. 

Igatahes moodustab ta kasuliku täienduse varemesitatud mee­

todile.

Meetodite vahel on veel üks erinevus. Eespool me eel­

dasime massi ja impulsi jäävust. Uues meetodis seda eeldust 

vaja ei ole. Selle asemel piisab nõrgemast eeldusest. See 

seisneb selles, et mass ja impulsi komponendid peavad tei­

senema siirdel teise inertsiaalsüsteemi lineaarselt. On ker­

ge näha, et see eeldus on tarvilik selleks, et massi ja im- 

pulai jäävua (Ind nad jäävad on) kehtika kõikides inertsi- 

aalsüsteemides, olles seega kooakõlaa relatiivsusprintsii- 

biga. Aga iseenesest ei tähenda teisenduste lineaarsus veel, 

et mass ja impulss on jäävad: lineaarsuse eeldus ei ole sel­

leks küllaldane. See tähendabki, et meie uus eeldus on eel­

misest nõrgem. Muidugi kasutame lineaarsuse eelduse kõrval, 

nagu ennegi, relatiivsusteooria põhipostulaate.

Tuletuskäigu suund on uues meetodis vanale vastupidine. 

Seal me saime massi ja impulsi teisendusvalemid lõpptulemu­

sena, siin peame saama nad esmajärjekorras. Kõik muu osutub 

teisendusvalemite järelduseks. Niisiis, meie esimeseks üles­

andeks on leida impulsi komponentide ja massi teisendusva­

lemid.

Masai ja impulaai loeme iga liikuvat objekti iseloomus- 

tavaka auuruate komplekaika, kuajuuree impulas võrdub ala­

ti maaai ja kiiruse korrutisega:

р-=шТГ . C12.1)

Impulss on U  = 0 korral (s. o. liikumatul objektil) null, 

aga mass on igal objektil nullist erinev. Objekti kohta min­

git kitsendavat eeldust vaja ei ole - see võib olla keha 

või valgusvoog või veel midagi muud. Oluline on ainult see, 

et temal on mingi kindel kiirus.
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Siirdudes teise inertsiaalsüsteemi, võtame selle kii­

ruse lT ОС -teljeks. Teises inertsiaalsüsteemis kehtib mas­
si ja impulsi vahel analoogiline seos:

f 1 =  m ' u ' . (12.2)

Teisenduse lineaarsuse eelduse põhjal võime kirjutada:

Px = < * « ( V ) p x  +  cc1z( v jm  + c t i0(Vj ,

' m' =  QLu (v)m +CL2,(V)/)x +octo(v; ,
kus kordajad 0tw , Q11г , 0C1o , <Хгь , <Хг1 , О С ei sõl- 

tu objektist ega selle kiirusest, vaid sõltuvad ainult 

inertsiaalsüsteemide suhtelisest kiirusest V . Tuleb veel 

tähele panna, et p^ ja m J võivad sõltuda ainult -st

ja nt-st, mitte aga impulsi teistest komponentidest. See 

järgneb sümmeetriast: kui p £ või m r ava?ilses seisaks, 

näiteks, veel mõni liige kujuga & (V )py , siis asenduse 

Ру~*~Ру puhul muutuks see liige vastasmärgHiseks, mis­

tõttu teisendatud suurus ( vÕi An r ) saaks senisest eri­

neva väärtuse; aga see ei ole võimalik, sest p  ̂ ja —  on 

ОС-telje suunalise liikumise seisukohalt samaväärsed.

Edasi veendume, et Oî  = &го= 0. Tõepoolest, võttes 

p x  - p y ^ p g - ^ ^ 0 * teeme objekti esimeses inertsiaal- 

süsteemis olematuks. Siis ei saa objekt eksisteerida ka tei­

ses inertsiaalsüsteemis, s. o. peab olema p x  -  = 0. Aga 

valemid (12.3) annavad ja = Seega tõesti

0(f0 — Otj, = 0.

Nüüd saavad teisendusvalemid kuju

pL Я* + « « m  ,

(argumendi V jätame siin ja edaspidi märkimata). Ülesanne 

seisneb kordajate ocH , 0cn  f a 2a , a 2f leidmises.

Selleks rakendame valemeid (12.4) kolmele erijuhule. Ol­

gu esiteks иж=С , = Uz = 0, s. o. objektiks on X  - 

telje suunas leviv valgusvoog. Siis on ka teises inertsi- 

aalsüsteemis Urx =  C , • о ning valemid (12.4) an­
navad :
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m'c =  a „m c  +<хп т , {1г>5) 
m '  =  +  a „ m c  .

Siit järgneb:

OC^C'1 = Ol^ +  <Xx1C (12.6)

Teiseks, vaatleme ОС -telje negatiivses suunas levivat val- 

gusvoogu. Süüd on и х ш — С , Uj = 11г ш O ning - -C, » 

Ц'г- 0. Valemitest (12.4) leiame:

— m'c s -d £ „m c  +<xf t m ,
(12.7)

m ' =  оf„ m  — m c  .
Siit

~ aibC~f =  °<«a . (12.8)

Kolmandaks olgu u'x  = ■ 0, s. o. objekt on tei­

ses inertsiaalsüsteemis liikumatu. Siis on U .^ V  ,Uy = U% = 0 
ning esimesest valemist (12.4) saame:

ОС" mv +(xn m = 0  ( 12. 9)

ehk

oc^V -hOcn =  0 . (12.10)

Hüüd on meil käes kolm võrrandit, (12,6), (12.8) ja (12.10), 

mis seovad otsitavaid kordajaid 0CU # 0c1z , СХг< ja .

lendest võrranditest vSime avaldada kolm ühe, näiteks OĈ  
kaudu:

=  -  V o r *  ,  ( 12. 11)

0(2< =  -V<XH /C*- .

Seega jääb teisendusvalemitesse veel ainult üks kordaja:

pL =  « «  (pK -m v) ,
1 ( 12.12)
m '=  —vpx/cb) .

Selle leidmiseks paneme tähele, et ta peab olema kiiruse V 
paarisfunktsioon: OCH [ —V)=- OC^Clf). Tõepoolest, olgu p  • 0; 
siis — See tähendab, et siirdel objekti paigalole-
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ku süsteemist teise süsteemi, kus ta liigub kiirusega V , 

suureneb mass korda. Bnt kuna kõik liikumise suunad on

samaväärsed (ruum on isotroopne), siis ei v8i suurenemise 

tegur sõltuda suunast, mis tähendabki, et

Siirdume nüüd teisest inertsiaalsüsteemist tagasi esimeese. 

Bt esimene süsteem liigub teise suhtes kiirusega —V , siis 

kehtivad (12.12) eeskujul seoeed

m  =  a,f (m '  +  v p x / c * ).
Asetame nende seoste parematesse pooltesse ja to' aval­
dised (12.12). Siis saame:

px =  * S  (1-V*/C*)/>X ,  

m = !г/с*)т .
(12.14)

Need mõlemad valemid annavad kooskõlalise tulemuse:

Ä  ( 1 - V V C Z) ~ I  . (12.15)

Seega saavad teisendusvalemid (12.12) lõpliku kuju:

г*  V/
— vm.

Jääb tuletada p^ ja p % teisendusvalemid. Selleks vaatleme 

meelevaldses suunas liikuvat valgusvoogu. Et

✓«-«УС* ’ (12.16)
m  -  v p * / c x

m "  V1~VVc* ‘
teise 

uvat ^

6  -  m c

c', (,2-17)

siis, võttes need võrdused ruutu ning arvestades, et «
= C rt « Сг, leiame:

р г~ тгс г = 0 ,
р ' * - т “ с г~ о . (1гИ8)

Nende seoste mõte on see, et ühe kehtimisel peab kehtima ka 

teine. Pikemalt võib kirjutada nad kujul
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в,1 4-ри +ь? -т гс2' = о,
'ж г *  Г2 ' (12.19)
p ? + f j * + p £ - m ' * c * - o  .

Asetame teise valemisse p j  ja m' avaldised (12.16). Siis 

saame:

/ > ;'+ ** +  S * r v * r z c y * - v p . w  m0  {12>20)

ehk

р * + р ' г +р^ г - т г Сь =  0  . (12.21)

Lahutades siit esimese vörduse (12.19)* leiame:

=//>;+/-,* . (,2-22> 

Selle vörduse mõlematel pooltel seisavad impulsi OC-teljega 

ristiolevad komponendid kahes inertsiaalsüsteemis. Ilmselt 

on meil võimalus valida y -  ja 2 -  ning ja Z'-tel-

jed nii, et oleks

“Лг 9 (12.23)

P *  ~ P z *
Seega on impulsi komponentide ja massi teisendusvalemite tu­

letamine lSpule viidud. Saadud valemid (12.16) ja (12.23) 

on identsed valemitega (10.6).

Siirdume teiste seoste juurde. Kiiruse komponentide 

teisend**svalemid saame väga lihtsalt valemitest

U =  f/m  , 
u ' = p 7 m r . (12.24)

*7
Asendades U komponentide avaldistes p  komponendid ja 

m T yET komponentide ja m  kaudu, saame:

, _  Px - v m

ц ' -  t b V i - V Y C *  (12 25)
"я -  m - V p * / C * -  ’ (12.25)

i P i Y i ^ v v c *
* m -  vpx/c* ’
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Jagades kõigi kolme avaldise lugejad ja nimetajad labim-ga 

ja arvestades, et/>ХМ-Це3“e., leiame:

u'. -  u ' ~ v
1 -  u xv/c1 ’
U - ^ i - v y c i  

J 1 - U r . V / C 1 ’ ( 12. 26)

ц> UiVl-v*/cx 
г 1 - u xv/cl

Need ongi kiiruse komponentide teisendusvalemid. Nad ühti­

vad varem teisel teel tuletatud valemitega (8.14). Nad keh­

tivad ka valguse kiiruse komponentide jaoks (kujul (9.1 3))» 

sest massi ja impulsi teisendusvalemid ning kiiruse avaldi­

sed (12.24) kehtivad ühesuguselt niihästi kehade kui ka val­

guse kohta. Seega oleme korraga saanud ka valguse aberrat­

siooni.

Jäi üle veel keha massi sõltuvus kiirusest. Selle saa­

miseks võtame p x  - p j  • р г ■ 0. Keha on seega liikumatu 

ja tema mass on seisumass: ГЯ~Ш0. Teises inertsiaalsüsteecils 

liigub sama keha kiirusega V , s. о. ГПт= т (Т )). Seega saab 
teine valem (12.16) kuju

m(v)  =  —p = = = = - ■ ( 12.27)
V 1 - W C 1

See ongi sama valem (6.17)» mille saime teisel teel §-s 6.

Tuleb rõhutada, et massi teisendusvalem (teine valem

(12.16)) on üldisem võrreldes valemiga (12.27). Ta kehtib 

nii kehade kui ka valguse puhul. Valguse puhul aga paigal- 

oleku inertsiaalsüsteemi ei ole. Valemi (12.27) asemele 

saame teistsuguse valemi. Asendame valemis (12.16) p v »ÄlCÄ«» 
= mC С03Л, kus Od on nurk, mille «alguse kiirus moodustab 

ОС -teljega (see on sama tähistus, nagu aberratsiooni vale­

mis (9.16)). Siis saame valguse massi teisendusvalemi ku­

jul

m  ( i  -  (V/Ocosoc) 
m  =  ~ 7 / - p v f c »  • (12.28)
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See on Õieti identne valemiga (9.9). Erijuhuks on valem (6.25).

Hii oleme välja jõudnud sinna, kuet me varem alustasi­

me, ja see algus on uue meetodi lõpupunkt. Uus meetod näitab 

veel kord ilmekalt massi ja impulsi teisendusvalemlte era­

kordset universaalsust ning sisukust. Kui need valemid cn kord 

käes, siis järeldub kõik ülejäänu juba iseenesest.

5 13.

RELATIVISTLIKUD 
PÕRKED

§-s 1 vaadeldud klassikalise põrketeooria aluseks on 

massi ja impulsi jäävuse seadused, kusjuures elastsete põr- 

gete puhul tuleb arvestada ka mehhaanilise energia jäävust. 

Relativistlikus põrketeoorias lähtutakse samuti massi ja im­

pulsi jäävusest, energiat aga pole vaja arvestada. Me ei 

saakski seda teha, sest meil alles puudub relativistlik ener­

gia mõiste. Meil ei olnud seda mõistet siiani vaja ja ta on 

ka põrketeoorias tarbetu.

Hagu mitterelativistlikus pörketeoorias, nii tuleb ka 

relativistlikus põrketeoorias eristada elastseid ja mitte- 

elastseid põrkeid. Elastseteks nimetame põrkeid, mille puhul 

seisumass on jääv; mitteelastseteks põrkeid, mille puhul sei- 

sumass ei ole Jääv. Häiliselt on see elastsuse kriteerium 

hoopis teistsugune, võrreldes mitterelativistliku kriteeriu­

miga, kus elastsus või mitteelastsus seostub energia jäävuse 

või mittejäävusega. Siiski on mõlemad kriteeriumid tegeli­

kult teineteisega täpses vastavuses. Selles veendume hiljem, 

§-s 15, pärast relativistliku energia mõiste sissetoomist.

Mõningaid pÕrkeid oleme vaadelnud juba varem, eriti §- 

des 6 - 8 .  Heed olid kõik mitteelastsed põrked.

Mitteelasteetele relativistlikele põrgetele on iseloo­

mulik ka see, et muutuda võib peale seisumassi ka põrkes 

osalevate komponentide arv. Eriti on see tüüpiline elemen­

taarosakeste vahelistele põrgetele. Osakesed võivad põrgete
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puhul muunduda ja paljuneda. Valguse elementaarosakeeena 

oealeb eedalliki muundumistes footon.

Alljärgnevalt piirdume ainult selliste pSrgetega, mil­

le puhul kõikide kehade (v8i osakeste) ja valgusvoogude im­

pulsid, nii enne kui ka pärast pSrget, on samasihilised. 

Need on tsentraalsed otsepörked. Impulssi loeme ühes kind­

las suunas (vasakult paremale) positiivseks ja vastassuunas 

negatiivseks.

Vaatleme eemalt kahe keha elastset p8rget. Tähistame 

kehade seisumassid M 0 ja t nende algmassid Al ja/n ,

18ppmassid ja Mli , algimpulsid P ja p  , 18ppimpul- 

sid Рл ja , algkiirused [) ja U , I8ppkiirused Ui ja 

Ui . Etteantud suurustena on kasulik vaadelda Л1 , Пг , P 
ja p . Tarbe korral v8ib nende kaudu avaldada ka algkiiru­

sed ja seisumassid:

Otsitavateks suurusteks on vaetavalt lSppmassid , m i ja 
18ppimpulsid Ff ja p 4 . Nende määramiseks on vaja nelja 

v8rrandit. Need on esiteks massi ja impulsi jäävust väljen­

davad seosed

ja teiseks mSlema keha seisumassi jäävust väljendavad seo­
sed

VSrrandisüsteemi (13.3) - (13.4) lahendamiseks toome sisse 
abitundmatud X  ja  J/ :

(13.1)

? (13.2)
m 0 =  - / m 1 - p y c '  .

(13.3)

Мг- Р г/с г =М?~Р1г/ с г, 
т г —р х/ с г -  m l  - р у с 1 .

(13.4)
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Ч -Р - * .

(13.5)
p,= p+ x

=  m  .
Ilmselt rahulduvad siis võrrandid (13.3)» kuna võrrandid 

(13*4) saavad kuju

у *-х У с г-2М у ч-2Рх/сг - 0  ,
(13.6)

^ а-эс*/с*+2ту -2^>x/cl— 0 .

Sel võrrandisüsteemil on olemas triviaalne lahend X  =0, 

mis meile huvi ei paku, sest see tähendab, et põrget pole 

olnudki (kehade massid ja impulsid ei muutunud). Mittetri- 

viaalne lahend on järgmine:

д. 2(тР-МвНМ1-т)с>
(М+т)гс х-(Р + р)г ’ (13.7)

„ ш 2 J m P 4 M (P ± £ )
* W + m ) l c ^ - ( P t p J x '

Asetades need avaldised valemitesse (13.5), leiame:

( 13.8 )

ja

О _n 2(mP-Mß)(M+rn)c* 
r' ~ r  (M+tn)bcl -(P+f>)x ’ 
ь =р  I Ъ(*Р-М р)(П+т )сг 

(M + tn)ZC z -(P'hf>)3-

M 2lmP-IAp)(P+p) 
( M + m f c b - l P + p *  '

(13.9)
m - m/  2(k P-M/>)(P+p) t 

1 + (М+м)ьс*-(Р + /»ь
Seega on ülesanne lahendatud. Erijuhul, kui kehade impul­

sid on võrdvastupidised, s. о. P +  p  = 0, on võrrandisüs­

teemi (13.3) - (13.4) lahendiks Pt = ~P ,/><= - p  , M,= M  , 

fn^ain , allies võib vahetult veenduda (ka valemid (13.8) 

ja (13.9) annavad sama tulemuse). See tähendab, et võrdvas-
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tupidiste algimpulsside puhul muutub pärast pÕrget kummagi 

keha impulss vastassuunaliseks, ilma et muutuks absoluut­

väärtus. Järelikult ei muutu ka massid. See tähelepanek või­

maldab tuletada valemid (13.8) ja (13*9) veel teisel teel, 

ilma võrrandisüsteemi (13.3) - (13*4) lahendamata. Selle 

asemel teisendame kehade algimpuleid ja algmaesid nende mae- 

sikeskme inertsiaalsüsteemi, kus nende summaarne impulss on 

null (vt. § 11), pöörame impulsid vastassuunalisteks ja tei­

sendame tagasi algsüsteemi. Massikeskme süsteemi kiirus all­

süsteemi suhtes on

V = E - +  P (13.10)
M  +  fti

(vt. valem (11.3)). Asetades selle avaldise V asemele teL- 

sendusvalemitesse (10.6), arvu tarne kehade algimpuleid P', />' 
ja algmaesidM ,№ r massikeskme süsteemis:

p f _  (m P -M />)c , f

V m + n r c ' - ( P + t > ) ' -

_ (m P -M p )c______ _

ja 7 ( П + т ) 1с Ч Р + / > ) *

1А(1А+т)сг-Р (Р + р )
с у '(М+т.)гсг-(Р+р)г ’ ( 1 3 . 12)

m(/4 + т ) с г -(> (Р + р )  
Ст/(1А+т)'-с1- [ Р + р ) г

Seejärel teisendame lõppimpulsid P f =  -Р/ ja lõpp-

massid a i ; = m  , -  m r tagasi algsüsteemi, võttee selleks 

teisendusvalemites (10.6) V = — * ^ l e ^ s e k s  saame 

uuesti valemid (13.8) ja (1 3 .9).

Siirdume mitteelastsete põrgete juurde. PÕrke tulemus 

oleneb siin põrkuvate kehade või osakeste algimpulssidest 

Ja algmassidest ning ka selleet, kuidas muutuvad seiвитаs- 

sid. Seega on võimalikud väga mitmekeeieed konkreetsed Шее- 

anded. Alljärgnevalt piirdume ainult mõnede huvitavamate 
näidetega.

(13.11)
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1. Anaih^latHioon. Elektron ja positron liiguvad tei­

neteisele vastu võrdsete kiirustega ±  U . Et nende seisu- 

massid on võrdsed, siis on ka impulsid võrdvastupidised. 

PÕrke tulemusena tekivad kaks võrdvastupidiste impulssidega 

у -footonit. Massi jäävus määrab nende massi. Tähistades 

elektroni ja positroni seisumassi ГП0 ja footonl massi , 

leiame:

M  =  -7~m p  . • (13.13)
r  V1 -  uVc3-

Selles üleeandes on elektroni ja positroni summaarne impulss 

null, s. o. inertsiaalsüsteem, milles me annihilate!ooni 

vaatlesime, on massikeskme süsteem. Seega tähendab osakeste 

summaarne mass 2 fn°—  mõlemast koosneva kogumi Uldis-
Vl-uVcг

tatud seisumassi (vt. § 11). Footonite summaarne mass võr­

dub saauti —  ^ftig _ ja et summaarne impulss on ka miil.
V f - W V C *

võiksime seda suurust vaadelda kahe footoni kogumi üldista­

tud seisumassina. Ent juba §-s 11 me näitasime, et need on 

tarbetud formaaleed arutlused; "kogumit” tegelikult ei ole, 

seet kaks footonit on teineteisest kaugele eemaldunud. Sa­

auti näeme selle konkreetse ülesande najal, et üldistatud 

seieumaesi jäävus ei väljenda mitte midagi enamat, kui 

lihtealt massi jäävust massikeskme süsteemis.

2. Antiprootoni teke. Liikumatu prootoniga, mille sei- 

sumass on A1e , põrkub teine prooton, mis liigub massiga 

M  . Kui M  on küllalt suur, siis on võimalik prooton-an- 

tiprootonpaari teke (mispuhul mõlemad põrkuvad prootonid säi­

livad) . Kui suur peab M  selleks vähemalt olema?

Arvestame, et prootoni ja antiprootoni seisumassid on 

võrdsed. Esimesel pilgul võib paista, et M = 3 Л10 , sest ka­

he uue osakese tekkimiseks läheb vaja lisamassi vähemalt 2-M0. 

Ent see pole Õige lahendus: ta arvestab ainult massi, mitte 

aga impulsi jäävust. Et algimpulss on nullist erinev, siis 

ei saa neli osakest protsessi lõpus jääda liikumatuks; see­

ga ei saa nende summaarne mass olla VAlo .
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õige lahendus käib nõnda. Pealelangeva prootoni algim­

pulss on C*|/AT-*Mo (vt. valem (6.23))* Sama suur peab olema

ka lõppimpulss. Et kõne all on minimaalne vajalik IA väär­

tus, peavad kõik neli osakest liikuma pärast põrget koos ühe 

ja sama kiirusega ning ühe ja sama impulsiga. Seega tuleb

iga osakese kohta lõppimpulss (С/Ч) ̂ Al*—  M o  • *8* osakese

lSppmass võrdub s i i s - y / / V | * . Seega kehtib mas-

si jäävuse põhjal võrdus

Н + М .-Ч у /п + М '-Ю  ■
Lahendades selle võrrandi Af suhtes, leiame:

A I = ? M 0 . (1 3 .1 4)

Siit saame valemi (6.20) järgi ka minimaalselt vajaliku proo­

toni kiiruse

U =  W 3 / ? ) C  «  0 ,9 9 C  ■ (13.15)

Teisiti võiksime selle ülesande lahendada ka siirdudes 

massikeskme süsteemi. Et pealelangeva prootoni impulse

сутг-м: on ühtlasi summaarne algimpulss, siis on massi­

ks skme süsteemi kiirus

v  =  =  • (13,16) 

Kahe prootoni massid Al on massikeskme süsteemis võrdsed. 

Arvutades M  teisendusvalemite (10.6) järgi, leiame:

(13.17)

Pärast põrget peavad kõik neli osakest olema liikumatud (*^st 

me tahame, et M  oleks minimaalne). Seega võrdub minimaal­

ne lõppmass massikeskme süsteemis ^/M0 ning maeel jäävu­

sest järgneb, et 2IA' =  ̂ AIo» e. o.

i v - y / J b

=  m  . ' {«.is)
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Sellest võrrandist saame jälle

Vaatleme veel osakeste spontaanse lagunemise protsesse, 

leed ei ole küll ranges mõttes põrked, sest algul on üksai­

nus osake. St aga ka sel juhul on määrava tähtsusega massi 

ja impulsi jäävuse seadused, siis võib ka neid protsesse vaa­

delda "põrgetena" teatavas üldistatud mõttes.

3. Osakese lagunemine kaheks footoniks. On osakesi (näi­

teks 7C° -meson), mis lagunevad kaheks footoniks. Olgu ühe 

niisuguse osakese seisumass П\0 ja kiirus l i . Footonite im­

pulsid olgu U -ga samasihilised. Leiame footonite massid. 

Tähistame osakese liikumise suunas väljalendava footoni mas­

si , vastassuunas väljalendava footoni massi . Massi 

ja impulsi jäävuse põhjal

m 0u
(13.19)

Lahendades selle võrrandisüsteemi, saame:

( 13. 20)

Kui teisendame need massid osakese paigaloleku süsteemi (sel­

leks tuleb valemis (6.25) võtta /М=Д11 ja t) = U ning 

ja U =  — U ) , siis leiame, et kumbki võrdub (ГПо/Z) -ga. Nii 

peabki olema: paigaloleku süsteemis on footonite impulsid 

võrdvastupidised, massid seega võrdsed, aga masside summa peab 

võrduma osakese seisumassiga Ш0 .

4. 7Г -mesoni lagunemine müüonlks Ja neutrilnoks. Olgu 

J f -mesoni seisumass M 0 , müüoni oma tn0 ; neutriino seisu- 

mass (nagu footoni oma) võrdub nulliga. Vaatleme Я -mesoni 

lagunemist paigalolekus. Siis on muuoni impulss p ja neutrii­

no impulss —  p võrdvastupidised. Nende massid on vastavalt 

m  s  y'm’’ +f>*/cx ja p/C . Seega kehtib massi jäävuse põhjal 

võrrand
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/>/с +i/m*4-р х/ с г «Mo . (13.21)

Lahendades selle p suhtes,leiame:

p  =  . (13.22)

Silt leiame ka müüoni massi:

« - - “ Üh t *
ja kiirusep /m -U  :

U = С • . (13.24)
М0г + m i

5 14.

ГАА1

iBHAID

Impulsi jäävuse seadus järeldub klassikalises mehhaa­

nikas Newtoni II ja III seadusest. Relatiivsusteoorias oman­

dab primaarse tähenduse, vastupidi, impulsi jäävuse seadus, 

sest Newtoni III seadus kaotab oma algupärases formuleerin­

gus paljudel juhtudel mõtte. Vaatleme, näiteks, valguse nee­

lamist keha poolt. Impulss on selles protsessis jääv, ke­

hasse mõjub protsessi vältel jõud, aga kas on mõtet ütelda, 

et valgusesse mõjub võrdvastupidine j Õud? Seda ei saa ütel­

da, sest valgusele tähendab see protsess kadu. Tõsi küll, 

valgus pidi varem kiirguma mingist teisest kehast ja kiir­

gamise ajal mõjus sellesse kehasse jõud, mis on võrdvastu- 

pidine valguse neelanud kehasse mõjunud jõuga. Ka impulsid, 

mille saavad kiirgaja ja neelaja, on võrdvastupidised. See­

ga näib, nagu taastuks Newtoni III seaduse rakendusvCima- 

lus, kui loobume valguse kui vahendaja osa arvestamisest ja 

käsitleme kehadesse mõjuvaid jõude nende vahetu vastastiku­

se mõjuna. Ent niisugune seisukoht viib tõsistesse raskus-
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teese. Kiiratud valgus ei tarvitse neelduda otsekohe ega lä­

hemal ajal. Paratamatult peame valgust vaatlema kehade kõr­

val iseseisva materiaalse objektina, impulei ja massi kand­

jana. Hewtoni III eeadue on oma olemuselt kaugmõ.lu seadus. 

Aga relatilveueteoorla eitab hetkellee kaugmõju võimalust. 

Vastastikune mõju teineteisest eemalolevate kehade vahel ei 

ole teieiti võimalik, kui mingi vahendaja, näiteks valguee 

kaudu. See vahendaja on kehade vastastikuse mõju realiseeru­

misel nende võrdõiguelik partner. Dünaamika põhiseadused tu­

leb formuleerida nii, et nad kehtiksid ühevõrra mis tahes ma­

teriaalsete objektide kohta. Newtoni III seadus seda nõuet 

ei rahulda.

Seetõttu olemegi juba aiatee §-st 3 esikohale seadnud 

impulsi jäävuse seaduse. Newtoni III seadust pole eelle kõr­

val enam vaja.

Teieiti on lugu Newtoni II seadusega. Impulss on jääv 

suletud ehk isoleeritud süsteemis, s. o. objektide kogumis, 

millesse on arvatud kõik antud protsessis osalevad objektid. 

Sageli on aga kaeulik vaadelda ükeikut objekti, näiteks ük­

sikut keha. Ta ei ole teisteet objektidest isoleeritud, mis­

tõttu tema impulss ega mass jäävad ei ole. Nad muutuvad aja 

jooksul ja selle põhjuseks on teiste objektide mõju. Seda mõ­

ju võib kirjeldada jõu mõiste abil. Newtoni mehhaanikas de- 

fineeritakee jõud F  impulei tuletisena aja järgi:

F  = c lj? /d t  . (14.1)

MieldL ei takieta meid defineerimaet samal viieil ka relati- 

vistlikku jõudu. See tähendab, et me kanname relatiivsuste- 

ooriasse üle Newtoni II seaduee valemi (14.1) kujul ja vaat­

leme seda relativistliku dünaamika põhivõrrandina.

öeldu ei tähenda, et relativistlik jÕud on samade oma­

dustega nagu mitterelativietlik jõud. Viimane on invariant, 

в. о. ta on ühe sugune kõikides inertsiaalsüsteemides. Aga re­

lativistlik jõud ei ole invariantne suurus. Siirdel teise 

inertsiaalsüsteemi teisenevad tema komponendid kindlal vii­

sil. See on vajalik selleks, et dünaamika põhivõrrand (14.1)
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oleks ühesuguse kujuga kõikides inertsiaalsüsteemides. Lä­

hemalt JÕu teisenemisest on §-s 20.

On oleaas veel üke oluline erinevus relativistliku Ja 

oitterelativistliku valemi (14.1) vahel. Klassikalises dü­

naamikas mass kiirusest ei sõltu, seega asendus j? -  m Ü  an­

nab

F  =  m a  , <14.2)

kus CL = d u /d t on kiirendus. Viisugune kuju ongi tavaliselt 

käibel klassikalises mehhaanikas. Aga relatiivsusteoorias

(14.2) ei kehti. Siit saab ka mõistetavaks, et keha kiirus 

ei saa kasvada kui tahes suureks nagu klassikalises teoori­

as* Konstantse JÕu puhul annaks valem (14.2) pärast integ­

reerimist U (kui algkiirus on null), s. o. kiirus

kasvab võrdeliselt ajaga. Eli on see klassikalises teoorias. 

Aga relativistlik valem (14.1) annab konstantse JÕu puhul 

f = F t  . Võrdeliselt ajaga kaevab impulss, mitte kiirus. 

Konstantne JÕud ei anna kehale konstantset kiirendust, vaid 

kiiruse kasvades peab kiirendus järjest vähenema. Selles 

avaldub keha massi kasvust tingitud inertsuse suurenemine.

Lõpuks esitame graafiku, mis näitlikult illustreerib 

keha kiiruse Ja impulsi muutumist nendevahelises seoses. Tä­

histades kiiruse U -ga kirjutame ümber valemi (6.22) Järg­
miselt:

Ц =  -. pC ^ . (14.3)
y/>*+/net C*

Joonisel 8 on see sõltuvus kujutatud kõverana OABC. See näi­

tab piltlikult, kuidas impulei kasvades kaevab ka kiirus. 

Aga vahe on selles, et impulss kaevab piiramatult, kuna kii­

ruse kasv on tõkestatud väärtusega С . Seda väärtust lohu­

tab Joonisel sirgjoon DEFG, millele kõverjoon OABC asümp- 

tootiliselt läheneb suurtel p  väärtustel. Joonis näitab 

ka massi. Võtame kiiruse graafikul meelevaldse punkti В Ja 

tõmbame sirgjoone OB, pikendades seda kuni lõikumiseni punk­

tis F asümptoodiga DG. Tähistades OB Ja vertikaaltel- 
Je vahelise nurga «  -ga, leiame:
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-Jas

f*oC p + df> mc+cdm

Joon. 8.



tan. a  =  m (14.4)

Et nurk a punkti В nihkudes suuremate impulsside suunas 

kasvab, näitab see valem, kuidas kaevab mass kiiruse ja im­

pulsi kasvades. Lineaarses mõõdus kujutab massi punkti P 

abstsiss OK, mis võrdub С t a t i (X =  ГПС . Impulei ja kiiruse 

vähenedes pöördub sirgjoon OF kellaosuti vastassuunas, 

kuni ta enam kiiruee graafikut ei lõika, vaid muutub puutu­

jaks punktis 0 (sirgjoon OE). Siis on kiirus ja impulse 

võrdsed nulliga, mass aga võrdub seisumaesiga. Seda kujutab 

punkti E abstsiss OQ, mis võrdub th0C -ga. Tähistades OE 

ja vertikaaltelje vahelise nurga 0Co -ga, võime kirjutada:

Järgmises paragrahvis näitame kirjeldatud graafiku ka- 

eutamiet relativistliku töö ja energia küsimusee.

I 15.

RELATIVISTLIK TÖÖ JA BVERGIA.
MASSI JA KVXRQIA EKVIVALENTSUS

Klassikalises mehhaanikas jõutakse energia m&ietele töö 

mõiste kaudu. Et selgitada relativistliku energia mõiste 

põhjendamise võimaluei, on loomulik minna analoogiliet teed 

ka relativistlikus mehhaanikas.

Arvutame töö, mida teeb kehasse mõjuv jõud. Liikugu ke­

ha trajektoori elemendi d s võrra edasi. Siis on töö

ta ixoL 0 =  m„ . (14.5)

dA =  F d s . (15.1)

Et F= ä ß /ä t , siis

dA =  ( d j? /d t )d T =  ( d ? / d i ) d f . (15.2)

Et aga

siis
d t / d t  — 11= p /m  f 

dA = т ~ *р й р .

(15.3)

(15.4)
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See tuleaus on ühtaegu relativistlik ja mitterelativistlik, 

seet valem (15.3) kehtib mõlemal pool. Bdaai aga lähevad 

teed lahku. Klaeeikaliees mehhaanikas on p = mtf , kus m  

on kiirueeet sõltumatu, seega d ß = m d u  ning valem (15.4) 

saab kuju

d/\kl = tn u d u  . (15.5)

St kehaese mõjuva jõu töö võrdub klassikalises mehhaanikas 

keha kineetlliee energia Hl muuduga

d A ^  -  dTk( , ( 15.6)

eiie

dTu = n iu d Ü . (15.7)

Integreerides, leiame klassikalise kineetilise energia vale­

mi hästituntud kujul:

Ты = т иУ Z . (15.8)

Relatiivsusteoorias tuleb seevastu kasutada seost (6.23), 

millest diferentseerimise teel saame:

f i d f  =  c z m dm  . (15.9)

Asetades selle avaldise valemisse (15.4), leiame:

dA =  c xd m . (1 5 .ю)

See on samavõrd lihtne kui ka tähtis tulemus. Mis on selle 

füüsikaline sisu?

Eelkõige on näha, et energia mõiste sissetoomine on Õie­

ti tarbetu. Töö osutus meil võrdeliseks keha massi muuduga, 

kusjuures võrdeteguriks on universaalne konstant C x . In­

tegreerides alates paigalolekust, saame:

А =  c z ( m - m 0) . (15.11)

Seega on jÕu poolt sooritatud töö mõõduks keha kineetiline 

mass. Nüüd me saame aru, miks ei olnud meil energia mõistet 

relativistlikus mehhaanikas vaja. Ei olnud sellepärast vaja, 

et mass, mis oli senini ainult inertsuse mõõt, osutus ühtla­

si ka töö mÕÕduks. See tulemus on üks fundamentaalsemaid ko-
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gu relatiivsueteooriaa. Ta näitab, et töö hulga väljendami­

seks pole uut mõistet maeel kõrval tarvis.

Siiski on traditsioonipäraselt energia mõiste tarvitu­

sel ka relatiivsusteoorias. Kahe mõiste - maeei ja ener­

gia paralleelset kaeutamist Õigustab mitterelativietllku 

piirjuhu praktiline tähtsus. Et sel piirjuhul on mass ja 

energia täiesti eri liiki suurused, siis on ülemineku hõl­

bustamiseks otstarbekohane, kui ka relatiiveusteooriae eel­

nevad kõrvuti mõlemad euurused.

Aga kust me siiski relativistliku energia mõiste eaa- 

me? Selleks on ilmselt olemas ainult Uks võimalus. Energia 

tuleb defineerida massiga ekvivalentse (samaväärse) suuru­

sena:

E = m ca . ( 1 5 . 12)

Seda univereaalset seost nimetatakse massi ,1a energia ekvi­

valentsuse seaduseks. Valem (15.10) saab nüüd kuju

c l A = d E  . (15.13)

Relativistlik kineetiline energia on kineetilise masalga ek­

vivalentne suurus:

T =  (m -m e)c l  = Е - Е 0=т0сг[а - и ь/ с Т * - 1 ] ,  05.14)

kus

£о = т.с* (15.15)

on seisumaesiga ekvivalentne energia ehk eelsuenergia. Kui 

võtame valemis (15.14) l i «С , siis ( i - U x/C b)~ ix .l4 -U V 2 c b 
ja valem saab kuju

T = m 0u V 2  . (15.16)

Seega langeb relativietlik kineetiline energia väikese kii­

ruse puhul ühte mitterelativietllku kineetilise energiaga 

(vrd. kineetilise massi avaldist (6.27) samas lähenduses).

Keha koguenergia võrdub alati kineetilise energia ja 

eelsuenergia summaga:
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E = E0+T , (15.17)

täiesti samaselt analoogilise seosega massi jaoks (vt. 

(6.18)). Seisuenergia on puht-relativistlik mõiste, millele 

ei leidu vastet klassikalises mehhaanikas. T5si kiili, seisu­

energia on ekvivalentne seisumassiga, mis on hästi tuntud ju­

ba mitterelativistliku suurusena. Ent asi seisab selles, et 

see ongL mitterelativistlikus teoorias ainult mass, ilma iga­

suguse energeetilise ekvivalendita. Massi ja energia ekviva­

lentsus läheb siirdumisel mitterelativietlikule piirjuhule 

kaotsi; see, mis relatiivsusteoorias oli mass ning seeläbi 

ka energia, osutub piirjuhul ainult massiks, sest mitterela- 

tivistlik energia mõiste on hoopis teistsugune, ta on massi 

mõistest sõltumatu.

Mitterelativistlikult seisukohalt on kehadel olemas küLl 

ka siseenergia, ent see moodustab vaid väga väikese osa re­

lativistlikust seisuenergiast. Mitterelativistlik siseener­

gia on lihtsalt kõikide kehaosakeste summaarne kineetiline 

ja potentsiaalne energia. Osakeste relativistlik seisuenergia 

on kaugelt suurem, aga mitterelativistlikult seisukohalt pole 

seda olemas.

Põhimõtteline võimalus piirduda relatiivsusteoorias ai­

nult Uhe suurusega kahest tähendab mõlema suuruse olemuse 

identsust. Selles seisneb massi ja energia ekvivalentsuse 

täpne tähendus. Sageli püütakse säilitada massi ja energia 

mõistelist erinevust viitega sellele, et mass on inertsuse 

mÕÕt, kuna energia mõõdab keha (või üldse mis tahes füüsika­

lise süsteemi) võimet tööd teha. Bnt see on ekslik seisukoht, 

sest siin käsitletakse energiat mitterelativistliku tradit­

siooni kohaselt, mis relatiivsusteoorias ei pea paika. Me nä­

gime, et energia defineerimiseks ei ole relatiivsusteoorias 

teist võimalust peale massiga ekvivalentse suuruse sissetoo­

mise. Relativistlik energia defineeritakse massi, mitte töö 

kaudu. Vastupidi, töö on sekundaarne mõiste. Töö on energia 

(massi) makroskoopilise ülekande mÕÕt. Muide, isegi mittere­

lativistlikus füüsikas on energia defineerimine töö kaudu
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ajast ja arust. See on omal kohal vahest ainult elementaar­

sel tasemel, kus on vaja luua mingi algeline kujutlus ener­

giast. Aga arenenud teoorias esineb energia fundamentaalse 

primaarse mõistena, mida tuleb defineerida ja defineeritak- 

segi sõltumatult töö mõistest. On levinud näiteks niisugune 

definitsioon: energia on universaalne liikumise mÕÕt.

Aga seegi definitsioon ei saa olla aluseks massi ja 

energia relativistliku identsuse eitamisele. Ei saa väita, 

et mass ja energia on olemuselt erinevad seetõttu, et mass 

on inertsuse mÕÕt ja energia liikumise mÕÕt. See on puhtal 

kujul mitterelativistlik seisukoht. Relatiivsusteooriasse 

seda üle kanda ei saa, sest sellega lähevad tühja valemid 

(15.11) - (15.15). Relativistlik energia ei ole liikumise 

mööt, või kui ongi, siis täpselt samal määral ning samas 

mõttes nagu seda on mass. Relativistlik mass ei ole ainuük­

si inertsuse mÕÕt, vaid kineetiline osa massist on ühtlasi 

liikumise mÕÕt. Mõlemad suurused väljendavad ühel ja samal 

viisil nii liikumatust (seisumass ja seisuenergia) kui ka 

liikumist. Selles nende identsus seisnebki, et neil on täie­

likult kattuvad predikaadid: iga väide, mis kehtib massi 

kohta, kehtib ka energia kohta, ja vastupidi.

Massi ja energia mõistete ühtesulamine on ainulaadne 

nähtus füüsika arenguloos. Seepärast on eriti huvipakkuv jäl­

gida, mil viisil hargneb ühtne massi-energia mõiste uuesti 

kaheks juhtudel, kus praktiliselt kehtib mitterelativistlik 

teooria. Määrava tähtsusega on siin järgmine asjaolu. Nagu 

me nägime eespool (§-d 3 ja 6), on valguse mass tavalistes 

tingimustes võrreldes kehade seisumassiga väga väike, samu­

ti kehade kineetiline mass valguse kiirusest palju väikse­

mate kiiruste puhul. Seetõttu jääb see mass mitterelativist- 

likus nähtuste valdkonnas arvestamata, kusjuures massi jää­

vuse seadus kehtib ikkagi suure täpsusega edasi. Jäävaks 

osutub praktiliselt seisumass omaette. Aga valguse massi ja 

kehade kineetilise massi suhteline väiksus ei tähenda, et 

neid poleks üldse võimalik avastada. Avastamata jääb ainult 

see fakt, et tegemist on massiga. On ju mitterelativistli-
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kus füüsikas mass ainult inertsuse (ja gravitatsiooni) mõõt. 

Aga valguse mass ja kehade kineetiline mass on seisumassi 

kõrval niivõrd väikesed, et nendest tingitud inertsuse suu­

renemine jääb märkamata. Tegelikult väljendab mass ka lii­

kumist. Olukorra omapära seisnebki selles, et liikumist on 

võimalik tajuda, mÕÕta ja tunnetada, ilma et oleks vaja mõõ­

ta kaduv-väikest inertsuse muutust. Niivilai tekib petlik, 

ent mitterelativiatlike nähtuste valdkonnas praktiliselt Õi­

gustatud kujutlua, et liikumise mõõduna tuleb kasutusele võt­

ta hoopis tei8t liiki auurua. See ongi mitterelativiatlik 

energia.

Lühidalt öeldea on mitterelativiatlik energia kineeti- 

liae massiga ekvivalentne auurua ja mitterelativiatlik maaa 

on aeieuenergiaga ekvivalentne auurua.

Aga nüüd peame vaatama veel ühele küaimuaele. Vaetöel- 

du põhjal võib tekkida arvamue, et samasugune massi ja ener­

gia eristamine nagu mitterelativistlikul piirjuhul peaks ole­

ma võimalik ka relativistlikua nähtuste valdkonnas, s. o. 

suurte kiiruate puhul. Siia ei oleka tõesti mitte mingisu­

gust ekvivalentsuat maaai ja energia vahel. Maaaiкs nimetak­

sime ainult aeiaumaeai ja energlaka ainult kineetiliae mas­

siga ekvivalentset auuruat (ilma ekvivalentauet üldse maini­

mata), ka eel juhul, kui eee on võrreldav aeiaumaaaiga. Ome­

ti ei ole see mõte teoatatav, ja aeda peamiaelt kahel põh- 

jusel. Esiteka, me peakaime sel korral loobuma nii maasi kui 

ka energia jäävuee seaduateat, aest seisumass ja kineetili­

ne energia teatavasti eraldi jäävad ei ole. Aga mitte see 

pole just mõõduandev, vaid see, et jääv suurus on ikkagi aie- 

mas: see on seisumassi ja kineetilise massi summa (s.o. meie 

äsjase terminoloogilise katsetuse järgi massi ja energia 

summa). Kuidas seda suurust nimetada? Ilmselt on nimetus va­

jalik, sest jäävus on fundamentaalse tähtsusega omadus. Ko­

gu aeg me nimetasime seda massiks (toetudes muu hulgas fak­

tile, et just see suurus on inertsuse mÕÕt) ja lõpuks veen­

dusime, et relativistlik energia saab olla ainult sellesama 

massiga ekvivalentne (identne) suurus. Ei ole mingit alust 

ega vajaduet seda loomulikku terminoloogiat muuta.
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Teine asjaolu, mis kõneleb seisumassi ainsaks massiks 

tunnustamise vastu, on §-s 11 näidatud seisumassi mitte- 

aditiivsus ja sellega seotud relatiivsus. See võib tekita­

da arusaamatusi. Mida tuleks, näiteks, pidada antud keha 

massiks? On see tema molekulide masside summa või tema kui 

terviku mass? Mitterelativistlikult seisukohalt on vahe täht­

susetu, ent meil on ju kõne all relativistlik vaade. Ei saa 

relatiivsusteooriasse üle kanda mitterelativistlikku kujut­

lust massist, sest siin muutub see liiga ebamääraseks. Küll 

aga kaovad hoobilt kõik arusaamatused, kui seisumassi ase­

mele võetakse teoorias kasutusele kiirusest sõltuv relati­

vistlik mass.

Niisiis, juhul, kui kineetiline mass on võrreldes sei- 

aumassiga väga väike, on Õigustatud mitterelativistlik kä­

sitlus, mille kohaselt kineetilist massi ei mõõdeta nii na­

gu seisumassi, inertsuse ja kaalu järgi, vaid teistsuguste 

meetoditega. Need on tuntud energeetiliste mÕÕtmismeetodi- 

tena. Nii mõõdetakse nn. soojusenergiat kalorimeetriliselt; 

mehhaanilist, elektrilist, keemilist energiat nii- või teist­

suguste muundumiste järgi. Kõik tavalistes tingimustes kul­

gevad termilised, mehhaanilised, elektrilised, keemilised ja 

muud sellised protsessid on selles mõttes mitterelativist- 

likud - mass ja energia esinevad teineteisest lahus, seos­

tamatute ning sõltumatute suurustena, sest muundumistes osa­

lev mass (energia) on väga väike võrreldes kogumassiga.

Mõnevõrra teisiti on lugu tuumareaktsloonide puhul. Sel- 

sumass muutub tuumaprotsessides küll ka suhteliselt vähe (al­

la 1 %), kuid tavaliste keemiliste protsessidega võrreldes on 

see muutuv osa siiski miljoneid kordi suurem. Tuumareaktsi- 

oonides seisumassi arvel vabanev kineetiline mass omab see­

tõttu väga suurt energeetilist ekvivalenti, mida mõõdetakse 

ja kasutatakse traditsioonilistes vormides kas soojusener­

giana või muul viisil. Et aga seisumassi muutus on märgatav 

ja sõltumatul viisil mõõdetav, tuleb tuumareaktsioone vaa­

delda oluliselt relativistlike protsessidena, mille tõlgen­

damisel massi ja energia ekvivalentsust enam ignoreerida ei
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eaa. Selles mõttes pakuvad tuumareaktsioonid eksperimentaal­

se kinnituse massi ja energia ekvivalentsuse seadusele.

Looduses esineb ka selliseid protsesse, milles seisu- 

mass muundub täielikult. Siia liiki kuuluvad annihilatsioo- 

niprotsessid (vt. § 1 3 ) *  Annlhllatsiooni on seni vaadeldud vaid 

mikromaailmas - üksikute elementaarosakeste vahel. Seda Ui- 

ldL protsessid on läbinisti relativistlikud - sel määral, et 

nende kirjeldamisel on kahe mõiste - massi ja energia mõis­

tete paralleelne kasutamine tarbetu ning eksitav. Pole Õige, 

nagu mõnikord väidetakse, nagu muunduks annihilate!оoni pu­

hul mass energiaks. Positroni ja elektroni mass muundub foo­

tonite massiks, mis ei ole sugugi vähem reaalne. Soovi kor­

ral võidakse asendada mass mõlemal pool energiaga, ent see 

oleks vaid teine nimetus massile.

Põhimõtteliselt on annihilatsioon võimalik ka makrota- 

semel - selleks on vaid vaja küllaldasel hulgal antiainet.

Valguee energia nagu iga muugi energia on valguse mas­

siga ekvivalentne suurus. Massile /4 vastab energia^C2 (vt. 

§  3 ) .  Valguse energia on täies ulatuses kineetiline, sest 

seisumass võrdub nulliga. Siit järgneb, et mitterelativist- 

liku kineetilise energia valem (15.16) valguse puhul ei keh­

ti. Valgus on selles mõttes puhtrelativistlik objekt.

Massi ja energia ekvivalentsuse seaduse valguses saab 

arusaadavaks ka see, et mehhaaniliste protsesside elastsust 

või mitteelastsust võib samaväärselt defineerida kahte moo­

di. §-s 13 me nimetasime elastseteks protsessid, mille puhul 

seisumass on jääv ja mitteelastseteke protsessid, mille pu­

hul seisumass ei ole jääv. Et aga kogumass on jääv ning võr­

dub seisumassi ja kineetilise massi summaga, siis tähendab 

seisumassi jäävus või mittejäävus vaetavalt kineetilise mas­

si jäävust või mittejäävuet. Viimane on ekvivalentne kinee­

tilise energiaga, seega võib elastsuse või mitteelastsuse üle 

otsustada kineetilise energia jäävuse või mittejäävuse jär­

gi. Klassikalises mehhaanikas ongi ainuvõimalik nimelt see 

kriteerium (vt. § 1), sest klassikalise mehhaanika kehtivuse 

valdkonnas on mass praktiliselt jääv igal juhul. Relativist-
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likult seisukohalt on aga mõlemad kriteeriumid täieeti ek­

vivalent eed.

Pöördume lõpetuseks veel kord tagasi eelmises para­

grahvis toodud graafilise esituse poole (vt. joon. 8) ja 

näitame, kuidas saab kujutada seal tööd ja energiat. Meil on 

kaks samaväärset relativistliku elementaartöö valemit: (15.4) 

ja (15.10). Mõlemal on graafiline ekvivalent. Võtame kiiru­

se graafikul OAC kaks lõpmata lähedast punkti, В ja B^, mil­

le abstsissid on OH - p ja 0H.j = p  + d p ja ordinaadid BH* li. 
ja B1H1 « L L + du . Elementaartrapetsi BB^HH^ pindala on 

seega i id p ^ n r 1 p d p . Valemi (15.4) järgi kujutab see pind­

ala tööd, mida j Õud teeb impulsi muutudes dp võrra. In- 

tegreerldee alates paigalolekust kuni mingi impulsini p , 

saame kineetilise energia, mida kujutab graafiliselt pind­

ala OABHQ. Ent võime integreerida ka teieiti,aeendadee tra- 

petei BB1HH1 pindala eellega võrdee ristkuliku PP1KK1 pind­

alaga, kus P ja F.j on sirgjoonte OB ja 0B1 pikendus­

te lõikepunktid asümptoodiga DG. Näitame, et nimetatud 

pindalad on tõesti võrdsed. Selleks võtame ordinaatteljel 

punkti L kaugusel OL = OQ = m 0C alguspunktist ja tõmbame 

abstsissteljega paralleelse joone LH, mis lõikab ordinaa- 

te BH ja B1H1 punktides M ja Mr. Siis on OM = \/oi£+ HM2̂  

= -^ px+tn}Cx = mc = OK ja niisamuti 0M1 = 0 ^  . Seega aset­

sevad punktid M ja К ringjoone kaarel keskpunktiga 0 , 

ja niisamuti punktid M^ ja K1. Tähistades kaare MK lõi­

kepunkti raadiusega OM^ P-ga, leiame kolmnurkade OLM ja 

M^PM sarnasusest, et • Vasak pool võrdub siin
trapetsi BB^HH^ ja ristVlliku P?1KK1 aluste suhtega HiyKK,; 

parem pool on aga võrdneftlC /p ehk C/U , s. o. trapetsi ja 

ristküliku kõrguste pöördsuhtega. Siit järgnebki, et mõlema 

pindalad on võrdsed. Ristküliku pindala on C^d/tL , seega ole­
me saanud graafilisel teel valemi (15.10). Integreerides 

alates paigalolekust kuni impulsini p  , saame kineetilise 

energia kujutisena ristküliku QEFK pindala. Seisuenergiat 

Ш0Сг kujutab ilmselt ristküliku ODBQ pindala ning kogu­

energiat m c 1 - ristküliku ODFK pindala.
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I 16.
AJA RELATIIVSUS.
OMAABG

Piirkiiruse olemasolust järgneb, et põhjuslik seos ei 

ole mitte iga sündmustepaari puhul võimalik. Vaatleme kaht 

sündmust, mille kohavektorld on mingis meelevaldses inert- 

siaalsüsteemis ja Тг ja nende ajad samas inertsiaal-

süsteemis tf ja t t . Olgu £*>£, . Sündmuste kohtade va­

heline kaugus on ja ajavahemik nende vahel t t —tf . 

Põhjuslik mõju, mis lähtub esimesest _sUndmusest, peab teise 

juurde jõudmiseks liikuma kiirusega * Et aga C on 
piirkiirus, siis on põhjuslik seos võimalik ainult eeldusel, 

et

f i l  ( c  (16>1)
4 “ и

ehk

m - % l 4 c ( t x- t tl . (16.2)

Siin võime eristada kaks juhtu. Kui

IX.-XI = сОъ- t i ) , (16.3)
siis on põhjuslik mõju võimalik ainult valguse kiirusega le­

viva signaali abil. Kui aga

\4%-%\<c(t9rt J , (16.4)

siis on põhjuslikku seost vahendava signaali kiirus väiksem 

piirkiirusest С .
Alljärgnevalt vaatleme seda viimast juhtu lähemalt. Sel 

juhul on olemas inertsiaalsüsteem, milles mõlemad sündmused 

on samapaiksed. See on nimelt süsteem, mis liigub algsüs- 

teemi suhtes mõlemaid sündmusi ühendava signaali kiirusega

V =  T*~5' . (16.5)
1г~~ tf

mis on eelduse järgi väikem piirkiirusest С .
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Antud sündmustepaari puhul on inert siaal süsteem, mil­

les sündmused on samapaiksed, teatava eelistatud tähenduse­

ga. Ajavahemikku nende sündmuste vahel selles süsteemis ni­

metatakse nendevaheliseks omaa.1 aks (ehk, täpsemalt, omaa.ja 

vahemikuks). See ajavahemik iseloomustab sündmuste ajalist 

vahekorda invariantsei viisil, s. o. inertsiaalsüsteemi va­

likust sSltumatult. Ta on küll ühes kindlas inertsiaalsüs- 

teemis määratud ajavahemik, aga selle inert siaalsüsteemi var- 

lik pole meelevaldne, vaid on määratud üheselt sündmuste 

enestega. See tähendabki, et omaaja vahemik ei söltu lnert- 

siaalsüsteemi valikust*. Tähistame omaaja vahemiku Хг —Тл .

Näitame, et omaaja vahemik on alati väiksem kui sama­

de sündmuste vaheline ajavahemik mingis teises inertsiaal- 

süsteemis, milles sündmused samapaiksed ei ole. Selles aval­

dub aja relatiivsus. Juba §-s 5 jõudsime kvalitatiivsele jä­

reldusele, et aeg on relatiivsusteoorias paratamatult rela­

tiivne. Nüüd tuletame sellekohase kvantitatiivse seose. See 

on niisugune:

Тг-  T, =  i / i - V %/ C ' , (16.6)

kus V on mSlema inert siaalsüsteemi suhteline kiirus. V8i- 

me esitada selle valemi ka teisel kujul. Kui % , 7t on 

sündmuste kohavektorid süsteemis, kus nad samapaiksed ei ole, 

siis avaldub V valemiga (16.5). Asendades V selle aval­

disega eelmises valemis, saame:

r.-T, =  ■ (16.7)

Valemi (16.6) tuletamiseks on meetodeid palju. Valime 

ühe lihtsama, mis on mönevSrra analoogiline §-s 6 kasutatud 

meetodiga keha massi kiirusest sõltuvuse tuletamiseks.

Vaatleme kaht inertsiaalset keha, A ja B, mis ee-

Siin on teatav analoogia keha seisumassiga, mis on 
samuti invariantne suurus, olgugi et ta tähendab massi ühes 
kindlas inertsiaalsüsteemis. Aga selle süsteemi valik pole 
meelevaldne; see on keha paigaloleku süsteem, sõltub seega 
vaid kehast endast.
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malduvad teineteisest suhtelise kiirusega V nendevahelise 

sirgjoone sihis. Keha A kiirgab В suunas teatava ajava­

hega kaks hetkelist valgussignaali, mis saabuvad mõne aja 

pärast keha В juurde, samuti teatava ajavahega. Kumbki aja­

vahemik on määratav kas keha A või keha В paigal oleku 

süsteemis, kusjuures aja relatiivsuse tSttu on väärtused eri­

nevad. Seega on meil tegemist kokku nelja väärtusega. Leia­

me nendevahelised seosed.

Tähistame ajavahemikud järgmiselt. Keha A paigaloleku 

süsteemis olgu signaalide kiirgumise vaheline ajavahemikТд 

ja nende keha В juurde saabumise vaheline ajavahemik • 

Keha В paigaloleku süsteemis olgu ajavahemikud vaetavalt 

t A ja Tg . Indeksid A või В märgivad kohti, kus toi­

muvad signaalide väljumise või saabumise sündmused. Ilmselt 

on VA omaaja vahemik, tA aga samade sündmuste vaheline aja­

vahemik teises inertsiaalsüsteemis (keha В süsteemis). Nii­

samuti on Tg omaaja vahemik, kuna tg  on ajavahemik samade 
sündmuste vahel teises inertsiaalsüsteemis (keha A süstee­

mis). Olgu otsitav tegur, mis seob omaaja vahemikku ajava­

hemikuga mingis teises süsteemis, k (V ) , nii et

T *  k(V)t . (16.8)

Meie kahe ajavahemiku puhul oleks seega

t b - f c r t ü ,  (16.9) 

=  (V)tB .

Teguri k (V ) leidmiseks vaatleme esmalt protsessi keha A pai­
galoleku süsteemis. Teine signaal kiiratakse VA võrra esi­

mesest hiljem. Esimene on selle ajaga eemaldunud kaugusele 

СТд . Et signaalide kiirused on võrdsed, säilib nendeva­

heline kaugue СГА muutumatuna kogu liikumise vältel. Joo­

nisel 9 В on punkt, kus esimene on jõudnud parajasti ke­

ha В juurde. Teine on sel hetkel punktis С CTA võrra 

tagapool. Ta jõuab В juurde ~bB võrra hiljem kuskil punk­

tis B'. Siis on BB* = Vtß ja CB' - ctB . Järelikult 

CZA =  c t B - v t B ehk

TA =  (i-V/C) tg . (16.10)
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Nüüd siirdume keha В paigaloleku sllsteemi. Kiirgav 

keha A liigub selles süsteemis kiirusega V . Punktis А 

(vt. joon. 10) kiirgab ta esimese signaali, punktis A' tei-

*-CTA --------- v t ä --------- ►

Joon. 9

-<---------CT- ---------- ►

Л A ______________D

■*~vtA ------ctA — ►

Joon. 10.

ee. Et teine kiiratakse vörra hiljem, jöuab esimene sel­

le ajaga liikuda kaugusele AD = c t A , kuna keha ise liigub 

sama ajaga vastassuunas kaugusele AA' = v t A . Siit järgneb, 

et signaalide vaheline kaugus on ( C + V )tA . See säilib muu­

tumatuna kogu tee vältel. Kui esimene on jBudnud liikumatu 

keha В juurde, on teine alles kaugusel ( С+ V )tA temast. See­
ga kulub tal veel aega , s. o.

Ta = ( 1  +  V /C )tA . (16.11)

Soovitava tulemuse saamiseks jääb ainult valemid (16.10) 

ja (16.11) läbi korrutada, samuti valemid (16.9)s

Ъ 'ш кчт ы »  . ( ’

Nendest seostest saame vahetult:

k x(V) =  f - V V c *  (16.13)
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ning

к  M  =  y / i - v ' / c * . (16.14)

Seega

(16.15)

See ongi valem (16.6), mille pidime tuletama (ainult tähis­

tus on veidi teistsugune).

Niisiis, kui kahe sündmuse puhul kehtib võrratus (16.4), 

on olemas inertsiaalsüsteem, milles need sündmused on sama­

paiksed, kusjuures sündmustevaheline ajavahemik (omaaja va­

hemik) on selles süsteemis lühem ajavahemikust mis tahes 

teises inertsiaalsüsteemis.

Siirdume juhule, kus kahe sündmuse vahelise kauguse ja 

nendevahelise ajavahemiku vahel kehtib seos

(vt. (16.3)). Sel juhul on põhjuslik seos võimalik ainult 

valgussignaali abil. Erinevalt eespoolvaadeldud juhust (16.4) 

ei saa nüüd sündmused olla samapaiksed üheski inertsiaal- 

süsteemis, sest see nõuaks valgussignaali liikumatust. Ei 

ole olemas ka ühtegi eelissüsteeml. Vaatame, kuidas teise­

neb ajavahemik siirdel teise inertsiaalsüsteeml, mis liigub 

esimese suhtes kiirusega V sündmusi ühendava valgussignaar 

li suunas.

Eelkõige on selge, et teisendusvalem peab olema kujuga

kus f( V ) on esialgu tundmatu kiiruse funktsioon. See järg­

neb sellest, et aja homogeensuse tõttu peab teisendatud aja­

vahemik t ^ - t i olema võrdeline ajavahemikuga^-^ vanas süs­

teemis, aga võrdetegur võib sõltuda ainult kiirusest V . Ei 

ole ju olemas ühtki teist suurust, millest ta võiks sõltu­

da. Funktsioon f(V ) peab rahuldama tingimust

/ ~ г11 = c(ix— 11) (16.16)

(16.17)

f(V)f(-V) =1 , (16.18)
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sest vana inertsiaalsüsteem liigub uue suhtes kiirusega —V , 

pöördteisendus peab aga andma endise ajavahemiku t z —t 1 .

Funktsiooni f (V ) kuju leidmiseks vaatleme järgmist 

protsessi. Mingis inertsiaalsüsteemis on liikumatu valgusal­

likas ja sellest eemal liikumatu peegel. Valgusallikas kiir­

gab peegli suunas hetkelise valgussignaali, mis peale pee­

geldumist jõuab tagasi lähtepunkti. Signaali kiirgamine ja 

tagasijõudmine on samapaiksed sündmused ja nendevaheline aja­

vahemik on omaaja vahemik. Olgu see T  . Et valguse kiirus 

on mõlemas suunas sama, on signaali liikumise aeg allikast 

peeglini T/2 ning peeglist allikani samuti T/Z . Siirdume 

teiee inertsiaalsüsteemi, nis liigub kiirusega V esmase sig­

naali suunas. Valgusallikas ja peegel liiguvad selles süs­

teemis, vastupidi, peegeldunud signaali suunas. Joonisel 11 

on S^ valgusallika asend kiirgamise hetkel, S? on val­

gusallika asend signaali tagasijõudmise hetkel, P - peegli

P
Joon. 11.

asend peegeldumise hetkel. Avaldame signaali liikumise ajad 

peeglini ja tagasi. Et kiirgamine ja peegeldumine, samuti 

peegeldumine ja tagasijõudmine on valgussignaalidega seotud 

sündmustepaarid, kehtib valem (16.17). Signaali liikumise aeg 

peeglini on seega uues süsteemis (t/Z)f(V) ja tagasi (T /Z )f(-V ) • 
Mõlema aja summa on (T/Z)[ f ( V ) + f ( - V)J . Selle ajaga liikus 

valgusallikas kaugusele mis võrdub seega (CV/Z)[f(O)+f(J0],
Teiselt poolt on see just see kaugus, mille võrra peegeldu­

nud signaali tee on pikem; et aga mõlema kiirused on võrd­

sed, siis kulub peegeldunud signaalil SjS J  С võrra enam aega, 
s. o.

(rv/2C)[f(V)+f(-V)]=(rr/z)[f(-V)-f(V)] . (16.19)
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Taandades (t/D-ga, leiame:

(V /C )[f (-V ) + f( V ) ] = f( -V ) - f( V )  . (16.20)

Korrutame selle võrduse f(V I -ga. Arvestades (16.18), saame:

(V/C)[1 + fx(V)] (16.21)

Siit

f(v> ~ ■ ( l 6 - 22>

Seega saab teisendusvalem (16.17) alljärgneva lõpliku kuju:

t l - t ' ,  ■ (16.23)

Esitatud mõttekäik võimaldab uuesti tuletada ka valemi

(16.15). Tähistades ajavahemiku signaali kiirgamise ja taga- 

sijõudmise vahel teises inertsiaalsüsteemis t - ga, võime kir­
jutada:

t  =  (Г/Z) l  f(V ) - h f l -  V)] . (16.24 )

Asetades siia juba leitud f(V ) avaldise (16.22), saamegi 

uuesti valemi (16.15).

Puudutame lõpuks küsimust omaaja vahemiku mõõtmisest 

inertsiaalsüsteemis, milles antud sündmused ei ole samapaik­

sed. Aeg, mida näitavad selles süsteemis liikumatud kellad, 

ei ole omaaeg. Omaaja mõõtmiseks tuleb kasutada liikuvat kel­

la. See peab liikuma ühtlaselt ja sirgjooneliselt kiirusega

(16.25)

nii et hetkel t on ta punktis T, ja hetkel t x punktisТг. 

Niisugune kell on liikumatu inertsiaalsüsteemis, milles sünd­

mused on samapaiksed, järelikult näitab ta omaaega. Et aga 

omaaja vahemik on väiksem ajavahemikust antud inertsiaalsüs­

teemis, siis tuleb välja, et liikuv kell käib võrreldes lii­

kumatuga aeglasemalt. Joonisel 12 asetsevad kellad A ja В 

liikumatult sündmuste kohtades ja näitavad selle inertsiaal- 

süsteemi aega, kus nad liikumatud on. Kell С liigub nen-
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dest mööda ühtlaselt ja sirgjooneliselt nii, et 1. sündmuse 

toimumisel (hetkel ) on ta kella A juures ja 2. sünd­

muse toimumisel (hetkel ta ) on ta kella В juures. Liikuv 

kell С on seega liikumatu inertsiaalsüsteemie, milles sünd­

mused on samapaiksed, ja ta näitab omaaega. Kui teha A ja 

С näidud nende kohtumisel ühesuguseks, siis näitab С koh­

tudes B-ga väiksemat aega. Seda efekti nimetatakse a.1a aeg- 

lustumiяйк-я liikuvas kellas. Arusaadavalt on see efekt häs­

ti märgatav ainult siis, kui kella kiirus on võrreldav val­

guse kiirusega.

Joon. 12.

Kellade all tuleb eeltoodud mõttekäigus mölsta ideaal­

seid ajanäitajaid, mis kehastavad objektiivselt kulgevat ae­

ga ühes vöi teises inertsiaalsüsteemie. KÖik protsessid, mis 

toimuvad mingis inertsiaalses kehas, kulgevad selle keha 

ajas, s. o. keha paigaloleku inertsiaalsüsteemi ajas. See­

pärast nimetatakse aega, mida mSSdab keha euhtes liikumatu 

ideaalne kell, selle keha omaajaks. Ajavahemik kehas toimu­

va protsessi mis tahes kahe hetkelise faasi vahel on selle 

kellaga mõStes nende faaside vaheline omaaja vahemik, sest 

nad on samapaiksed - mSlemad leiavad aset liikumatus ke­

has. Kui aga vaatleme protsessi kulgu mingis teises inertsi- 

aalsüsteemis, milles keha liigub, siis ei ole protsessi hetk- 

faasid samapaiksed sündmused, eeega mSSdavad selle inertsi-
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aalsüsteemi kellad nende vahel pikemaid ajavahemikke. Teis­

te sõnadega, liikuvas kehas kulgeb protsess aeglasemalt kui 

samasugune protsess liikumatus kehas. Arusaadavalt on lii­

kumine ja paigalolek ikka suhtelised. Kui kaks ühesugust ke­

ha liiguvad teineteiee suhtes ja mõlemas toimuvad ühesugu­

sed protsessid, siis kummaski kehas olev kell mõõdab teises 

kehae toimuva protsessi kulgu aeglasemana. Nagu juba §-s 5 

rõhutasime, on see tulemus ainult näiliselt "terve mõistu­

sega" vastuolus. Tegelikult avaldub selles aja relatiivsus.

5 17.

u t t b ü h t l a n s  o m a a e g.
KELLAPABADOKS

Eelmises paragrahvis defineerisime kahe sündmuse vahe­

lise omaaja: see on sündmustevaheline ajavahemik inertsiaal- 

süsteemis, milles need sündmused on samapaiksed. Nägime sa­

muti, et omaaja mõõtmiseks võib kasutada mis tahes inertei- 

aalsüsteemis kella, mie liigub ühtlaselt ja sirgjooneliselt 

ühe sündmuse juurest teise juurde. Nüüd on loomulik püstita­

da küsimus: millise ajavahemiku mõõdab kell, mis liigub esi­

mese sündmuse juurest teise juurde mitteühtlaselt?

Mõnikord väidetakse, et see küsimus kuulub üldrelatdiv- 

susteooriasse, et erirelatiivsusteooria sellele vastata ei 

suuda. Väidetakse, et erirelatiivsusteooria uurib ainult 

inertsiaalseid liikumisi ega oska midagi ütelda mitteinert- 

siaalsete liikumiste kohta. Tegelikult see nii ei ole. Eri- 

relatlivsusteooria on võimeline kirjeldama mitteinertsiaal- 

seid liikumisi mitte halvemini kui inertsiaalseid liikumi­

si. Erirelatlivsusteooriale on iseloomulik ainult see, et ta 

kõiki neid liikumisi kirjeldab inertsiaalsetes taustsüstee­

mides. Gravitatsiooni puudumisel on see alati võimalik.

Niisiis, meie küsimusseade on Õigustatud. Kaks kella 

läbivad liikudes hetkel t л antud punkti ja saabuvad mõne 

aja pärast teise punkti hetkel t z . Liikugu üks neist inert-
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eiaalselt, teine mitteinertsiaalselt. Esimene, teame juba, 

näitab omaaega ( t t — V %/ Cx , kus V on tema kiirus. 

Mida näitab teine?

Ennekõike nimetame teise kella aja samuti omaajaks. Se­

da nimetust Õigustab asjaolu, et see on tõesti selle kella 

oma aeg, s. o. aeg, mis voolas selles mitteiihtlaselt liiku­

nud kellas liikumise vältel. Et aga seda aega eristada inerfc- 

siaalselt liikunud kella omaajast, nimetame seda mltteüht- 

laseks omaajaks.

Mitteühtlase omaaja leidmiseks paneme tähele, et mit- 

teühtlast liikumist võib lSpmata väikese ajavahemiku vältel 

vaadelda ühtlasena. Seega võime rakendada valemit (16.6) ku­

jul _________

d r  - v y c x } (17.1)

kus V on kella kiirus antud hetkel, d t  selle inertsiaal- 

süsteemi aja diferentsiaal, milles me seda liikumist vaat­

leme, ja d v  on kellas möödunud mitteühtlase omaaja dife­

rentsiaal. Integreerides (17.1) alghetkest t 1 lõpphetkeni 

t x » saamegi otsitava mitteühtlase omaaja:

(t l-rj _ =  f у/ i - V x/C% d t  . (17.2)
1 1 1 mitteühtlane jLY T1

Mitteühtlane omaaeg on invariant, nagu seda on ka tavaline 

(ühtlane) omaaeg. See nähtub otseselt selle suuruse defi­

nitsioonist, sest mitteiihtlaselt liikunud kella näitude va­

he ei või sõltuda sellest, millises inertsiaalsüsteemis me 

neid näitusid vaatame. Valemis (17.2) avaldub mitteühtlane 

omaaeg küll integraalina meelevaldselt valitud inertsiaal­

süsteemi ajas, kuid selle integraali väärtus on mis tahes 

valiku puhul ühesugune. Muu hulgas võime kaeutada inertsi­

aalsüsteemi, milles liikumise algus ja lõpp on samapaiksed 

sündmused. Sel juhul eaab integreerimismuutujaks ühtlane 

omaaeg ja valem omandab kuju

^ - ^ m i t t e ü h t l a n e  (17.3)
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kus V' on kella kiirus selles inertsiaalsüsteemis. Ühtlast 

omaaega näitav kell on selles süsteemis liikumatu, kuna mit- 

teühtlast omaaega näitav kell liigub ajavahemikus 'T, - st 

T^-ni mingit kinnist trajektoori mööda.

Valemist (17*3) nähtub, et mitteühtlane omaaeg on ala­

ti väiksem ühtlasest:

'Г* - Г' W f c t l a n e  < 
sest integrand on väiksem 1-st. On ka selge, et mitteühtla- 

se omaaja väärtus sõltub kella liikumise kiirusest. Liikugu 

näiteks kell ringjoont mööda raadiusega R. absoluutväärtu­

selt konstantse kiirueega. Et sel juhul

V' = - M fL  , ( 17.5)
r x - Z i

siis on (17.3) Järgi

• (П.6)

Tulemus sõltub seega ringjoone raadiusest. Arusaadavalt peab 

selles näites kehtima tingimus R <  ~'^7Г ̂  •

Teise näitena vaatleme liikumist, mille puhul tekib näi­

liselt paradoksaalne olukord, niinimetatud kellaparadoks. 

Kell saab hetkel V1 lõpmatu kiirenduse, saavutades mingi 

konstantse kiiruse V r . Liikunud selle kiirueega sirgjoo-

ne li eelt aja vältel kaugusele , peatub

kell vastassuunalise lõpmatu kiirenduse mõjul hetkeliselt 

ning saab seejärel vastassuunalise kiiruse —  Vr . Selle kii­
rusega liikudes jõuab ta hetkel Тг tagasi lähtekohta Ja nii- 

sama hetkeliselt peatub. Arvutades mitteühtlase omaaja va­

lemi (17.3) järgi, leiame:

^ U t t e S h t l a n e  = ^ ’«htlan
eest Vr - const, peaaegu kogu liikumise vältel (välja arva­
tud lõpmata väikesed ajavahemikud alguses, suuna muutmisel 

ja lõpus). Paradoksaalsena võib eee tulemus tunduda seetõt-
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tu, et mSlemad kellad on näilieelt eamaväärBed. ühtlaet oma- 

aega näitav kell, mis jääb kogu ajake paigale, on kahtle­

mata inerteiaalne; teine, mie edasi-tagasi liikus, on näi­

liselt ka inertsiaalne, sest peaaegu kogu aja vältel lii­

kus ta konstantse kiirusega. Aga siis on valemi (17.7) eba­

sümmeetriline kuju arusaamatu. Miks on teise (liikunud) kel­

la aeg väiksem esimese (liikumatu) kella omast, mitte vas­

tupidi? Me võiksime ju mõlema poolaja vältel vaadelda lii­

kumatuna teiet kella ja liikuvana esimest. Aga siis peaks 

ka tulemus olema vastupidine. Kas ei ole valem (17.7) vas­

tuolus relatiivsusprintsilbiga, mis nõuab inertsiaalsete 

liikumiste samaväärsust?

Mingit vastuolu relatiivsusprintsiibiga siiski siin ei 

ole. Kellad ei ole tegelikult samaväärsed. Teine kell lii­

kus küll peaaegu kogu aeg inertsiaalselt, kuid ta ei olnud 

liikumatu mitte ühesainsas inertsiaalsüsteemis, vaid kahes 

erinevas inertsiaalsüsteemis. Teiste sõnadega, tal pidi ole-

ma aja x ̂  1 möödudes kiirendus, olgugi väga lühikest ae­

ga. Aga esimene kell oli liikumatu kogu aeg Ühesainsas inert- 

siaalsüsteemis ja tal polnud mingit kiirendust. Kui mõlemad 

kellad oleksid rangelt inertsiaalsed, siis oleks küll kum­

magi paigaloleku süsteemis teise käik aeglasem, aga seda po­

leks võimalik kindlaks teha nende näitude vahetu võrdlemise 

teel, sest inertsiaalsed kellad võivad kohtuda ainult üks 

kord elus. Kui aga tahetakse kahe kella näitusid võrrelda 

kaks korda, et vahetult kindlaks teha, kumb nendest käib teL- 

sest kiiremini, siis peab kahest vähemalt üks olema .mitte- 

inertsiaalne. Kellad ei ole samaväärsetes tingimusteer ja 

siis on ka loomulik, kui nende näitude võrdlemisel,on tule­

mus ebasümmeetriline.

13
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i 18.
PIKKUSTE
RELATIIVSUS

Aja relatiivsusega on lähedalt seotud ka pikkuste re- 

latiiveue. Vaatleme kaht efekti: liikuva varda pikkuse eõl- 

tuvust kiirusest Ja kahe valgueeignaali vahelise kauguse 

sõltuvust inertsiaalsüsteemi valikust. Õieti on mõlemal ju­

hul tegemist teatava kauguse sõltuvusega inertsiaalsüsteemi 

valikust - varda pikkus on ju tema otste vaheline kaugus. 

Erinevus on siiski kahe efekti vahel selles, et varda puhul 

on olemae inerteiaalsüsteem, milles varras on liikumatu, aga 

valgussignaalidel paigaloleku süsteemi ei ole. Sellest tin­

gituna on nende efektide valemid erinevad.

Aluetame varda pikkuse valemi tuletamisest. LiLkuva var­

da pikkus on, nagu juba märgitud, tema otste vaheline kau­

gus. Täpsemalt tuleb ütelda: otste samaaegsete asendite va­

heline kaugus. Niiviisi defineeritud pikkus ei saa olla igas 

inerteiaalsüsteemis ühesugune, sest samaaegsus on teatavas­

ti relatiivne. Tegelikult osutub varras seda lühemaks, 

mida suurema kiirusega ta liigub. Ue vaatleme eiin ainult 

varda enda eihiliei liikumisi. Avaldame pikkuee sõltuvuse 

kiirueest valemiga

i  =  L $ ( V ) , (18.1)

kus i 0 on liikumatu varda pikkus ehk seisupikkus ja £ on 

sama varda pikkus, kui ta liigub kiirusega V . Ruumi ho­

mogeensuse tõttu peab t  olema võrdeline seisupikkusega: 

siit ka valem (18.1). VÕrdetegur <j,(V) sõltub mingil esial­

gu tundmatul viisil kiirueest, kusjuures ilmselt y ( 0 ) - 1  .
Lühenemise teguri £ (V ) kuju leidmiseks kasutame mee­

todit, mis on analoogiline §-des 6 ja 16 rakendatud meeto­

ditega, kus me tuletasime keha maesi sõltuvuse kiirusest ja 

omaaja valemi. Vaatleme kaht paralleelset teineteise suhtes 

nende endi sihis suhtelise kiirusega V liikuvat varrast. 

Olgu nende seisupikkused f* ja l x . Liikugu teine varras 

esimese suhtes vasakult paremale ja olgu varraste pikkused
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sellised, et esmalt ühtivad nende vasakpoolsed otsad ja mõ­

ne aja pärast parempoolsed otsad. Eeldame veel, et hetkel, 

mil vasakpoolsed otsad on коов, lähtub sealtsamast püri var­

daid paremale poole hetkeline valgussignaal, ja et hetkel, 

mil on koos parempoolsed otsad, jõuab see signaal parajasti 

sinnasamasse.

Hüüd paneme kirja eespoolöeldut väljendavad seosed, es­

malt esimese varda paigaloleku süsteemis. Joonisel 13 AB on 

esimene (liikumatu) varras, CD teise (liikuva) varda asend 

hetkel, mil vasakpoolsed otsad on koos. Väike laineline noo- 

leke kujutab valgussignaali ja punktiirjoon DD^ on liiku­

va varda parempoolse otsa tee. Eelduse järgi liigub see ots

Joon. 13.

0D1 võrra edasi ajaga, mis kulub valgussignaali liikumiseks 

A juurest В juurde. Seega

, (18.2) 

t j C  =  X/V , (18.3)

kus X tähendab varraste pikkuste vahet DD1.

Analoogiliselt võime vaadelda olukorda teise varda pai­

galoleku süsteemis (joon. 14). CD' on teine (liikumatu)

C' /) '

а ' в; в'

Joon. 1 4.
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varras, А'В* esimese (liikuva) varda asend hetkel, mil va­

sakpoolsed otsad on koos. Väike laineline nooleke on valgus- 

signaal ja punktiirjoon B*B^ on liikuva varda parempoolse 

otsa tee. Nüüd kehtivad seosed

, (18.4)

ег/С =  V/ V , (18.5)

kus Л' on varraste pikkuste vahe B'B^.

Elimineerides valemitest (18.2) ja (18.3) Я ja valemi­

test (18.4) ja (18.5) A' , leiame:

tx9(vt = l,H-v/c) , (18 6)
t ^ ( v )  =  ex i i + v / c ) \

Korrutades need valemid teineteisega läbi ja taandades ß^-ga, 

saame:

$(V ) =  i / l - V V C 1 . (18.7)

Niisiis, liikuva varda pikkus ( ( V) avaldub seisupikkuse i0 
ja liikumise kiiruse V kaudu järgmiselt:

C(V) = (0y / l - V * / C *  . (18.8)

Me näeme, et C(V) < C0 , s. o. liikuv varras on liikumatust 

lühem.

Märgime, et lühenemise efekt on otseses seoses valguse 

kiiruse konstantsuse postulaadiga. Tõepoolest, kui allutak­

sime valguse kiiruse klassikalisele kiiruste liitmise seadu­

sele, siis tuleks valemis (18.5) võtta С asemele c — V 
Siis oleks teine valem (18.6) niisugune:

l 1^ V ) = e x U - v r c r 1 i (18.9)

selle läbikorrutamisel esimese valemiga (18.6) saaksime £(V) = 
= 1.

Olgu veel mainitud, et esitatud mõttekäik võimaldab uu­

esti tuletada valemi (16.23). Meil on ju varraste vasakpool­

sete otste ühtimine ja parempoolsete otste ühtimine valgus-
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signaaliga Ühendatud sündmused. Nendevaheline ajavahemik on 

esimeses inertsiaalsüsteemie l*/C ja teises inertsiaalsüs­

teemis t j J С . Tähistades, nagu valemis (16.23), esimest aja­

vahemikku t x - t f ja teist , leiame:

= i xte1 . (18.10)

Teisest küljest, jagades esimese valemi (18.6) läbi teise­

ga, saame:

1 -  V/C

Seega

1 = Ш
V/C (18.12)

mis ongi samane valemiga (16.23).

Siirdume teise efekti juurde. Liikugu antud inertsi- 

aalaüateemia kaka hetkelist valgussignaali. (näiteks kaka 

footonit) teineteise järel kaugusel в teineteisest. Tei- 

ses inertsiaalsüsteemie, mis liigub esimese suhtes samas 

suunas kiirusega V , on signaalide vaheline kaugus i ’ 
Tuleb leida seos f ja { vahel.

Selleks kujutleme liikumatut keha, mis kiirgab ühes ja 

samas suunae kaks hetkelist valgussignaali ajavahega I/C. . 

On selge, et esimene signaal, liikudes kiirusega С , jõuab 

eemalduda kaugusele l , kui kiiratakse teine. Seega on mõ­

lema signaali vaheline kaugus t . Ajavahemik l /C  on oma­

aja vahemik, sest mõlemad signaalid kiiratakse ühest ja sa­

mast kohast. Siirdume teise inertsiaalsüsteemi, mis liigub 

signaalide kiirgamiae suunas kiirusega V . Selles aüatee- 

mis liigub kiirgav keha sama kiirusega vastassuunas. Ajava­

hemik kahe signaali kiirgamise vahel ei ole teises süstee­

mis omaaja vahemik. See avaldub valemi (16.15) järgi omaaja 

kaudu kujul

t =  . (18.13)
V y - t / v c a
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Kui suur on signaalide vaheline kaugus? Joonisel 15 kiirgas 

keha esimese signaali punktist A ja teise punktist A', nii 
et AA1 * v t  . Teise signaali kiirgamise hetkel on esimene

А ' А  В

J oon. 15.

jõudnud juba punkti B, s. o. AB * ct  . Siit järgneb, et 

signaalide vaheline kaugus on » A'B = (C + V )t. Asetades 

siia t  avaldise (18.13)» saame:

I 19.
LORHTTZI
m ssnM Js

Eespool §-des 16 - 18 vaadeldud ajavahemike ja pikkuste 

teisendused iseloomustavad relativistlikke aegruumilisi suh­

teid. Nendes valemites avalduvad aegruumi geomeetrilieed oma­

dused. Nad kuuluvad seega kinemaatika alale, mistõttu neid 

nimetatakse sageli relativistlikeke kinemaatilisteks efekti­

deks.
Käesolevas paragrahvis tuletame üldised teisendusvale- 

mid sündmuste ruumikoordinaatide ja aja jaoks. Nad annavad 

täieliku iseloomustuse aegruumi geomeetriale ja võimaldavad 

tuletada peale eespool vaadeldud kinemaatiliste efektide kõik 

teieed geomeetrilised (kinemaatilised) seosed. Neid teisen- 

duevalemeid nimetatakse Lorentzi teisendusvalemiteks, sest 

esimesena tuletas nad H. A. Lorentz juba 1904. aastal, s. o. 

aasta enne relatiivsusteooria sundi.
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Toimugu mingi sundmos ruumipunktis, mille Carteeiuee 

koordinaadid antud inert siaal eüet eemis on X  , j( , Z ; 

sündmuse ajamoment (ajakoordinaat) olgu t  * Teises inert- 

siaalsüsteemis, mis liigub esimese suhtes kiirueega V « 

olgu sama sündmuse ruumikoordinaadid 0Cr , у7 , Z' Ja aja- 

koordinaat V  . Et ruumiliste koordinaattelgede suunad on 

meelevaldeed, võtame valemite lihtsustamiseks ЭС - jaac'- 

telje kiiruse V suunas. Ruumikoordinaadistike alguspunk­

tid ja aja alghetked valime mõlemas süsteemis nii, et 3C »

» у = Z  = t » 0  puhul oleks x' = у' > V  . t '  = 0. See 
tähendab, et hetk, mil mõlema koordinaadietiku alguspunk­

tid ühtivad, on võetud mõlemas inerteiaaleüsteemis ajaar­

vamise alghetkeks. Teisendusvalemid peavad olema 1 i n e- 

a a r s e d , mis järgneb aja ja ruumi homogeensusest: tei­

sendatud koordinaatide ja aja tuletised vanade järgi pea­

vad olema konstantsed, s. o. koordinaatidest ja ajast sõl­

tumatud suurused. Aga sellest, et alghetkel alguspunktid 

ühtivad, järgneb ka valemite h o m o g e e n s u s  .

Lorentzi teisendusvalemite tuletamiseks on olemas pal­

ju meetodeid, millest valime ühe lihtsama. See põhineb §-e 

8 tuletatud kiiruse komponentide teieendusvalemitel. Et kii- 

ruee komponendid on vastavate koordinaatide tuletieed aja 

järgi, kirjutame ümber valemid (8.14) kujul

d x ' /d t '= ________doc/dt-v
1 -  (V/Cl) d x /d i  *

d u / d t '  -* 1 -  CV/cVd * / d t  (19.1)

d z V d t' =  C d j/d t )  V I - W c 1
i -  ( V / c x) d o c /d t

ehk
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(19.2)

Teisendusvalemite lineaarsusest järgneb siit:

d x '  — oc( d x  —v cb t) ,

dy' =  a ^ / f  - v z/c l dy ,
(1 9.З)

kus Ос =  ос (V) on koordinaatidest ja ajast sõltumatu kiiruse 
funktsioon. Integreerides, leiame:

kusjuures integreerimiskonstandid on võetud võrdseks nulli­

ga, sest otsitavad valemid peavad olema homogeensed. Jääb 

määrata tegur OC . Selleks paneme esmalt tähele, et see 

peab olema kiiruse paarisfunktsioon, s. o. 0C(—V)=s oL(V)
See järgneb jälle ruumi homogeensusest. Kui <X sõltuks kiiru­
se V suunast, teiseneksid jf. - ja 2 -koordinaadid eri suun­

dade puhul erinevalt, mis pole võimalik, sest mõlemad suu­

nad on nende telgedega risti, seega samaväärsed. Nüüd teos­

tame pöördteisenduse, siirdudes teisest inertsiaalsüstee­

mist tagaai esimeese. Selle kiirus teise süsteemi suhtes on

—  V . Pöördteisenduse valemid on (19-4) eeskujul järgmised:

£  =  OL-\J\—v 4 C x- y. ,

z ' =  oc l / t - У г/С 1 г , 

V  =  < x (t -fi J / c y x )  ,

(19.4)
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У = о с у /i - W c * у  ,
(19.5)

t =  OL(t' +  l v / c x)x ' )  .

Lõpuks asendame nende valemite parematel pooltel seisvad x', 

y' , “Z* , £' nende avaldietega (19*4). Siie saame:

Need ongi Lorentzi teisendusvalemid. Teeme alljärgnevalt 

nendest mõned üldist laadi Järeldused.

1. Fundamentaalse tähtsusega on asjaolu, et impulsi kom­

ponentide ja massi teisendusvalemid (10.6) on kujult täpselt 

identsed Lorentzi teisendusvalemitega.

2. Teatavasti on suurus П гСг —р г invariant (vt. valem 

(10.8)). Analoogilieelt on euurus Cxt *  —Т г , kus T  on ko- 

havektor, invariant:

oc = oc*(i -W C^O C ,

y . « ‘M - t r y e t y  ,

2 = OLx(i -  V 4C X) 36 , 
t  =OLx( i - V x/C v) t  .

( 1 9 .6)

Kõik neli valemit annavad kooskõlalise tulemuse:

(19.7)

Seega saavad valemid (19.4) lõpliku kuju:

* ~ v t

( 1 9 . 8 )

=  t  -  ( v / c l) x  
Vi - W C *

c xt rz ~ z , l =  c xt x - ~ t *  .
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Selles võime veenduda vahetult, asendades vasakul poolel £' 

ja 4 '  komponendid x' , y r , Z' nende avaldistega £ , X , 

у , z kaudu. Pärast mõningaid teisendusi osutub tulemus 

identselt võrdeeks parema poolega.

3. Lorentzi teisendusvalemite lineaarsusest järgneb, et 

eamakujulistele teisendustele alluvad ka kahe sündmuse aja- 

lis-ruumiliste koordinaatide vahed. Tõepoolest, tähistades 

sündmused indeksitega 1 ja 2 , kirjutades teisendusvalemid 

mõlema indeksiga ja lahutades, leiame:

Teisiti öeldes tähendab üleminek valemitelt (19.8) valemi­

tele (1 9.IO) ruumilise alguspunkti nihutamist punkti 

(0C1,y1,2 <) ja aja alghetke nihutamist hetkele t 1 .

4 . Et koordinaatide vahed teisenevad samal viisil nagu 

koordinaadid ise, kehtib vahede kohta ka analoogiline inva­

riant sus:

cH К  - Ц )г-  X )г=  с f  - (19.11)

5. Kahe sündmuse vaheliseks intervalliks nimetatakse 

invariantest suurust

Intervall võib olla kas reaalne või imaginaarne või võrdne 

nulliga. Esimesel juhul nimetatakee intervalli ruumiaarna- 

eeke, teisel juhul а.1авагпавеке. kolmandal juhul isotroop- 

seks.

6. Kui intervall on ajaeamane, siis on kohane defi­

neerida reaalne invariant, mille ruut o n — Tähistame sel-

K -  , (1 9.1 0)

f'_f' _  u - t t - ( v / c * j ( x x-x < )  
г 1 У 1 -  W e l ­

l e  тг — T, J
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C - V ^ -Г / =  inv. (19.13)

Me paneme tähele, et see valem on identne omaaja valemiga

(16.7). Omaaja invarianteus on ka juba teada. Hüüd oleme 

sõltumatul teel jõudnud samale tulemusele.

Niipalju üldist laadi märkusi. Siirdume lõpuke mõnin­

gatele kaugematele järeldustele. Lorentzi teisenduste abil 

võib tuletada mitmeeuguseid seoseid, nende hulgas kõik va­

rem käsitletud kinemaatilieed efektid. Omaaja valemi me ju­

ba saime. Vaatleme teisi.

Kui kahe sündmuse vaheline intervall on isotroopne, aiis 

ühendab neid sündmusi valgussignaal, eeet S » О korral

= C  (19.14)
Tt~n

Tuletame Lorentzi teisenduee abil uuesti valemi (16.23).Va- 

lidee X. -telje vektori suunas, kirjutame valemi

(1 9.1 4) ümber kujul

^ E ^ = C .  (19.15)

Nüüd rakendame neljandat valemit (19*10). Asendades selles

X,- Xi = С (t £j , saame:

ehk

t : - t ;  = « :> - * .> ' / { f f f i  ■ (19.16)

See ongi valem (16.23).

Valemitest (19.13) ja (19.16) järgneb, et ajaearnaee 

või jsotroopse intervalli korral on eündmuete ajaline järjee- 

tus invariantne: kui ühes inertsiaalsüsteemie on 0,

siis kehtib eamakujuline võrratus ka teistes inerteiaalsüs- 

teemides. See on kooekõlae põhjuslikkuse võimalusega niieu- 

guete sündmustepaaride vahel, eest sündmus, mis põhjustab 

teist, peab alati, eõltumatult inerteiaalsüsteemi valikust, 

ajas teieele eelnema. Kui aga intervall on ruumi samane, aiia
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t,-t, > c •

seega põhjuslik seos ei ole võimalik. Sel juhul ei ole ka 

sUndmiete ajaline järjestus invariantne - olenevalt inert- 

eiaaleüeteemi valikust võivad sündmused olla samaaegeed v3i 

kumb tahee võib teisele eelneda. Veendume selles. Olgu jälle 

ЭС -telg vektori 'Ц— %  euunaline. Valem (19.17) annab siis

C. VÕttee teisendusvalemitee (19.10) V — t
Xj-3Ci

saame, et t^ — £/ = 0, s. o. sündmused on teises inerteiaal- 

süeteemls samaaegeed. Ühtlasi annab eeimene valem (19.10), et

OĈ —OCi - (ЭСг-3C.,)-̂ /—  £тг * Siirdume edasi kolmandasse inert-

slaalsüsteemi, mis liigub teiee suhtes ЭС'-telje euunas kii­

rusega V' . Neljas valem (19*10), milles tuleb võtta - ►  

-► t ; - t ;  ш о, X - X , - *  X^-X,' ja V -+ V \  annab:

t ; - t ;  =  - < v 7 c 4 ( x x- x , t -  v ; : * y ; c:  . (19.18)

Bt V f märk on meelevaldne, saame euva järgi kas t*-t" > 0 

või t*"— t" <  0. Seega võib tõesti sündmuste ajaline jär- 

jestus olla olenevalt inerteiaaleüsteemi valikust kas nii- 

vÕi teistsugune. Valides veel kiiruse V' absoluutväärtuse kui 
tahee lähedaee С -le, võime teha ajavahemiku kui tahee pi­

kaks.
Siirdume efektidele, mie väljendavad pikkuee relatiiv- 

euet. Liikuva varda lühenemiee valemi eaame järgmiselt. Olgu 

varras liikumatu teiees inertsiaalsüsteemis ja tema otste 

koordinaadid olgu x\ ja , nii et eeisupikkus on

(0 =  x ; - x ;  . (19.19)

Esimeses inerteiaalsüsteemis liigub see varras kiirusega V . 
Tema otste koordinaadid Хл ja Xx muutuvad ajas. Esimene 

valem (1 9.1 0) annab:

~> Xx(tJ - Х,(Ь) - V ( tx - ti) /1ft ^



Varda pikkuse saame, fikseerides otste koordinaadid ühel ja 

samal hetkel. Seega, võttes Ьг — ̂ 1 , saame Лг-ЭС1*=̂  ning 

valem saab kuju

See ongi pikkuse lühenemise valem (18.8).

LSpuks vaatleme kahe hetkelise valgussignaali vahelise 

kauguse teisendamist (valem (18.14)). Fikseerides esimeses 

inertsiaalsüsteemis signaalide koordinaadid X 1 , X x sama­

aegselt, s. o. vSttes t 1 - t x s t  , saame signaalide vahelise 

kaugusena

Teisendame need sündmused teise inertsiaalsüsteemi. Valemite

(1 9.8) järgi saame:

OCx 'X1 — l  . (1 9.2 2)

(19.23)

г Vi-v vc»

+• __ t-(v/cx)7:i 
1 V 1 - W C *

(19.24)

t-(v/cyxx 
a Vl-v*/c*

Siit

(1 9.2 5)

t ’ - t '  -  -
Vl-vvcl

15
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Et t l  —  t '  + 0, ei ole koordinaatide vahe X '—X] mitte eig- 
naalide vaheline kaugue teiees inertsiaalsüsteemis. See on 

kaugus esimese signaali hetkel t J fikseeritud aeukoha ja 

teise signaali hetkel t [ fikseeritud aeukoha vahel. Õige 

kauguse leiame, kui fikseerime teise signaali aeukoha samu­

ti hetkel t ' . Et t; - t; +  , liigub teine eignaal

Usaa3aga kaUgUSele v"-^Vc> • Seega on Blg-
naalide samaaegsete asendite vaheline kaugus teises süstee­

mis võrdne žf=  х'г + ~  x i Aeetadee siia CC'-ж;

avaldise valemist (19.25), leiame V = ( -  ^ г / с £ ehk

r =  V f - o / c  • (19>26)
See ongi valem (18.14).

S 20.

JÕÜ TEISEMDAHrSS

§-s 14 me tõime sisse relativistliku jõu mõiste, märki­

des samas, et relativistlik jõud on teistsuguste omadustega 

kui mitterelativietlik j Õud. Väikeete kiiruete puhul ei ole 

küll erinevus praktiliselt märgatav, kuid eeevaetu suurtel 

(valguse kiirusele lähedastel) kiiruetel on erinevue väga 

euur. Relativistlik jÕud ei ole invariantne suurus. Käes- 

olevae paragrahvis tuletame teieendusvalemld jÕu komponen­

tide jaoks.
Lähtume dünaamika põhivõrrandist

F = d f / d t  . (20.1)

Siirdume teiee, X  -telje suunas kiirusega V liikuvasse 

inerteiaalsüsteemi. Relatiivusprlntsiip nõuab, et seal oleks 

see võrrand samasuguse kujuga:

F'= d f ' / d t ’ . ( 20.2)

- 110 -



Et impulei komponentide Ja aja teieenduevalemid on juba tea­

da, eaame siit kergesti ka jSu komponentide teisendusvale- 

mid.

Aga enne teeme ühe olulise täienduse. On teada, et im­

pulsi komponendid teisenevad ühiselt massiga. SeetSttu on 

otstarbekohane koos impulei tuletisega aja järgi vaadelda 

ka massi tuletist aja järgi. See on meil kaudselt valemites

(15.1) je (15.10) juba olemas. VSrrutades need kakeofA aval- 

diet, saame:

F d t  = Cxd l n . (20.3)

Jagades selle võrduse läbi C adt-ga ja arvestades, e t ~  on 

keha kiirus U , leiame:

СI fn /d t =  ?u/C* . (20.4)

Teises inertsiaalsüsteemis on vastavalt

dm T/ d t ' = s F u ' / c x . ( 2 0 . 5 )

Nüüd vStame teieendusvalemites (10.6) diferentsiaalid 

impulei komponentideet ja massist:

d b ‘ =  d p x -  vdm .
V f - v r/ c r

d p ' ^ d f r  ,

dm’= d m  ~ (v/c*)dt>~
Y l - V х/Сг

ja neljandas valemis (19*8) ajast:

dt'= ■ <*>•» 

Jagades valemid (20.6) läbi valemiga (20.7) ,  leiame:

( 2 0 .6 )

- 111 -



db' /dt' -  dP*/dt ~vdnv/M
ar*/ai 1-(0 /cVdx./ät •

dpi /d t' = ± 4 ь М У 1 - у %/ с*
1 —(v / c x)  doc/dt ’

______ _ ( 20.8)
dp' /d t ' = (rfpiAttJvV-uyc* 

f -  (v/c*) '

d m / d t - l v / c ^ d p ^ / d i  
dm  / d t  -  1 — (V/c*) d oc /d t •

Jääb ainult asendada kSik impulsi komponentide tuletieed 

vastavate j Su komponentidega, masei tuletis jÕu tööga (vt. 

valemid (20.4) ja (20.5)) ja doc/dt kiiruse «-komponendiga 

U* . Siis saame järgmised valemid:

c  ' _  Fx~vFÜ/c*
1 - v u x/c* '

r' =  Fjf/l-wc3-
*  1 -  VUx /C l  ’

(20.9)

F '=  S vX/cx
* 1 -vux/c«• '

F t T -  F u -  v F *
1 - vux/cx

Need ongi jõu komponentide ja jõu töö teisendusvalemid. Mär­

gime, et neljanda valemi kontrollimieeke võiksime arvutada 

esimeee kolme abil, arveetadee ühtlasi kiiruee komponentide 

teieendusvalemeid, korrutiee Г F*4x +  %'Uj + % u'x • Pä­
rast lihtsaid teisenduei osutubki see identeeke neljanda va­

lemi parema poolega.
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5 21.
AIORUUM

Lorentzi teisendusvalemltele (19*8) on iseloomulik« et 

ruumikoordinaadid ja aeg teisenevad koos. See tähendab, et 

aeg ja ruum moodustavad ühe geomeetrilise (kinemaatilise) 

terviku. Seda tervikut nimetatakee aegruumike. Aegruum on 

neljamÕÕtmeline ruum, mille punktideke on eleaentaareündau- 

sed, s. o. sündmused, mis toimuvad ühe в ruumi punkti в ühel 

ajahetkel. Eri inerteiaalsüsteemid tähendavad eri koordi­

naat süsteeme aegruumis, sarnaselt eri koordinaadistikele ta­

valises kolmemõõtmelises ruumis. Lorentzi teisendused, ais 

kirjeldavad siirdeid ühelt inertsiaalsüsteemilt teisele, on 

analoogilised teisendustele, millega minnakse üle kotaeaÕÕt- 

melises ruumis ühelt Carteeiuse koordinaadistikult teisele. 

Vaatleme seda analoogiat lähemalt.

Carteeiuse koordinaadistiku teisendamine seisneb tea- 

tavaeti muutumatu alguspunkti puhul koordinaadistiku pööra­

mises, millele võib lisanduda ka peegeldusteleendue. Ana­

loogiliselt võib Lorentzi teisendusi vaadelda pööretena aeg­

ruumis. Kolmemõõtmelise koordinaadistiku pööramisel (või pöö­

ramisel koos peegeldusega) jääb muutumatuks mis tahes kahe 

punkti vaheline kaugus. Teiste sõnadega, suurus

* =  у /(Х г-Х *)г + Ц г Г р ь + < .Ъ г*1 )г (21.1)

on invariantne pöörete ja peegelduste suhtes. Analoogiline 

invariant on olemas ka neljamÕÕtmelises aegruumis. See on 

meile juba tuttav intervall (vt. valem (19.12)). Seda ana­

loogiat aitab selgemini esile tuua alljärgnev võte. Asenda­

me reaalse ajakoordinaadi imaginaarsega:

U = i c t ,  (21.2)

omistades talle teguri С abil ühtlasi pikkuse dimensioo­

ni. Siis on C* ( t t - t , ) x = -  (U^-Ui)1 ja intervalli valem saab
kuju

S * f )*• +  )* . (2! .3)
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See avaldis on formaalselt täiesti sarnane kahe punkti vahe­

lise kauguse avaldisega (21.1). Erinevus on ainult mõõtmete 

arvust seal kolm, siin neil. Seega võib intervalli pidada 

teatavae mõttes kahe sündmuse vaheliseke aegruumiliseks kau- 

gueeke.

Ühes suhtee on see analoogia siiski mittetäielik. Vii­

mane liige Juure all valemie (21.3) on tegelikult negatiiv­

ne, kuna valemie (21.1) on kõik liikmed Juure all positiiv- 

eed. Sellest on tingitüd tähtis asjaolu, et kahe sündmuse va­

heline intervall võib võrduda nulliga, ilma et sündmused üh­

ti keid; seevastu tähendab kolmemÕÕtmeliBes ruumis punktide- 

vaheline nullkaugus, et punktid ühtivad. Ka võib intervall 

olla imaginaarne, kuna tavallsee kolmemõõtmelises ruumis on 

kõik kaugused reaaleed.

Seoses nimetatud erinevueega on tarvitueel alljärgnev 

terminoloogia. Kolmemõõtmelises ruumis kehtivat geomeetriat 

nimetatakse eukleldilleeke. HeljamÕÕtmeliee aegruumi geomeet­

ria on teistsugune, kuigi mitmee suhtes eukleidilisega sar­

nane. Aegruumi geomeetriat nimetatakee peeudoeukleidilieeke. 

Sellele geomeetriale on ieeloomulik just see, et ortogonaal- 

eete koordinaatteisenduste suhtee invariantsss ruutvormis ei 

ole mitte kõik liikmed poeitiiveed. Täpsemalt määrab paeudo- 

eukleidilise geomeetria liigi negatiiveete liikmete arv. Sel­

le väljendamieeks kasutatakse signatuuri mõistet. Aegruumi 

signatuur on +++-, e. o. mainitud ruutvormie on kolm posi­

tiivset ja Uks negatiivne liige.

Analoogiliselt kolmemÕÕtmelieele tensorarvutusele tava­

lises eukleidilises ruumis on ka pseudoeukleidilises aegruu­

mis võimalik neljamÕÕtmeline teneorarvutuB. Hii on näiteke 

sündmuse ruumikoordinaadid ja aeg selle sündmuse neljamÕÕt- 

melise kohavektori komponentideks. On olemas ka teisi nelja- 

mÕÕtmeliei vektoreid. Teame näiteks, et impulei komponendid 

ja mass teieenevad siirdel teiee inertsiaalsüsteemi täpselt 

niisamuti nagu ruumikoordinaadid ja aeg. See tähendab, et 

kolmemõõtmelise impuleivektori komponendid ja mass moodusta­

vad koos neljamÕÕtmelise vektori. Seda nimetatakee neljamÕÕt-
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meliвеке impulelks. On olemas ka 16-kamponendillsi suurusi, 

mis käituvad Lorentzi teisenduste puhul nagu neljamÕOtmeli- 

eed 2. järku teneorid jne.

Kolmemõõtmeline tensorarvutus võimaldab teatavasti, aval­

dada füüsikaliste suuruste vaheliei seoseid kujus, mis el 

sõltu mingi konkreetse ruumikoordinaadlstiku valikust, üks 

ja sama kuju kehtib üheeugueelt kõikides koordinaatsüstee­

mides. Analoogiliselt on neljamÕÕtmeliee teneorarvutuee 

abil võimalik kõiki relativ!etlikke eeoseid avaldada inert- 

eiaalsüsteemi valikust sõltumatus kujus. Täpsemalt Beides, 

on võimalik niisugune kuju, mille sõltumatus inertsiaalsüs­

teemi valikust on vahetult ilmne. liisugust kuju nimetatak­

ee kovarianteeks. Sel viisil viiakse relatiivsusteoorias 

kõik seoeed ilmeeeee kooekõlla realtiivsusprintsilbiga.

Käesolevas algkursuses me pole veel kovarianteet esi­

tust kasutanud. Seda polnud eeialgu otseselt vaja. Aga kur- 

suse järgnevates osades on see möödapääsmatu. HeljamÕÕtme- 

line tensorarvutus on seal niisama loomulik ja mugav nagu 

kolmemõõtmeline tensorarvutus klassikalisse mehhaanikas või 

väljateoorias.
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