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UBER HYPERELLIPTISCHE INTEGRALE
ZWEITER UND DRITTER GATTUNG
VON

OTTO STAUDE

in BRESLAU.

Auf die Darstellung der hyperelliptischen Integrale 2. und 3. Gat-
tung durch Thetafunctionen sind namentlich die von RiEmMaNN begriin-
deten Methoden mehrfach * angewendet worden, wihrend die unmittelbare
Analogie des in Jaconr's spaterer Theorie der elliptischen Integrale be-
nutzten Verfahrens? bisher nicht verfolgt zu sein scheint. Indem die
vorliegende Mittheilung auf die Ausdehnbarkeit der Jacosr'schen Methode
auf die hyperelliptischen Integrale 1. Ordnung hinweisen will, verbindet
sic damit die Absicht cine von Herrn WrikrsTRASS mitgetheilte Formel,®
welche die Bogenlinge der geodatischen Linie auf dem Ellipsoid durch
hyperelliptische Functionen ausdriickt, auf cinfache Weise abzuleiten.

§ 1. Um die geometrische Bedeutung der bezeichneten Formel in
ihrem vollen Umfange zu charakterisiven, bedarf es zuvorderst einiger

' Vgl. unter anderen: Rocu, Uber die 3. Gattung der Abel'schen Integrale 1. Ord-
nung, CrELLE's Journal, Bd, 65, 8. 42; Uber Abel'sche Integrale 3. Gattung, cbd., Bd. -
68, 8. 170. Wener, Uber die Transcendenten 2. und 3. Gattung bei den hyperelliptischen
Functionen 1. Ordnung,- ebd., Bd. 82, 8. 131, Tuomar, Uber Integrale 2. Gattung, ebd.,
Bd. 93, 8. 69 und Bd. 94, S. 241. ‘ :

* Vgl. Jacosr, Gesammelte Werke, herausg. v. WEiERsTRASS, Bd, 1, 88, 526 ff;
533 ff. A .

* Vgl. Weierstrass, Uber geoditische Linien auf dem dreiaxigen Ellipsoid, Mo-
natsberichte der Berliner Akademie vom J. 1861, 8. 995.
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32 Otto Staude.

Bemerkungen itber die Darstellung der geoditischen Linien und der Kriim-
mungscurven auf dem Ellipsoid durch hyperelliptische Functionen.

Es werden unter x, y, z die gewohnlichen, unter 2, n, v die ellip-
tischen Coordinaten cines Punctes im Raumec verstanden. Die letateren
sind in bekannter Weise, unter Annahme dreier Constanten a, B, 7, de-
finirt und cntsprechen mit Bezug auf diese den Ungleichungen

a>v>B>pu>r>A>— co.

Auf dem Lllipsoid A= 2, wird dicjenige geodatische Linie betrachtet,
welche dessen Schnittlinie mit dem einschaligen Hyperboloid 2=, cine
Krimmungscurve auf dem Ellipsoid A = A, berihrt; 4, bedeutet einen
bestimmten Werth von A, 4, einen ebensolchen von p. Die Differential-
gleichung der geodatischen Linie in elliptischen Coordinaten 41 und v lautet:

(v—d)dy  (p—i)dn
(1) 2N m 9

wobei N und M resp. die mit z =y und # = p gebildete Wurzelgrosse

Z = Ju—a)(f— 2y, — 27 — )& — 2)

bedeuten. Wahrend die Variablen p und v dieser Differentialgleichung
geniigen, stellen die Ausdricke:

(v — A v —p,)dy (= A) =y 1dn

dS, = oK i
und
s — \/(a — ) (f— o)y — o) |(v— )y — 1)y (g — A — p)dp
L (¢, — )4, — w) (v —w)2N (g — w)2M

das Bogenelement der geodatischen Linie dar," und zwar resp. in ge-
wohnlicher und in projectivischer auf das Ellipsoid A = o als Fundamen-
talfliche bezogener Maassbestimmung. Dieselben Formeln gelten fur das
Bogenelement der Kriimmungscurve p = /- Man mag — oo <o <)
annehmen, um fir dS, einen reellen Werth zu erhalten.

' Vgl. Mathematische Annalen, Bd. 20, 8. 158.
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An Stelle der elliptischen Coordinaten 4, v sollen nun die Integral-

sumimmens:
v, N e M v, N M

(I) u, = /‘(U——/Ao)dv__ "(/z—/to)d,u _ (v — Zo)du__ 1(/1—20)01/1

2N 2 _ 2N 2M
A : A /
als neue Coordinaten zur Bestimmung der Puncte des Ellipsoides A =4,
eingefuhrt werden. Mit Rucksicht auf (1) lautet dann die Differential-

gleichung der geoditischen Linie:
(2) du, = o.

2

Die Variablen w,, u, werden jetzt als Argumente hyperelliptischer Func-
tionen genommen. Man gehe za dem Ende von der bekannten Definition
#(v,, v,) zweier Variablen v, v, und dreier Parameter a,, @, G,
und unterscheide di¢ 16 coordinirten Formen der Function nach Wxigk-
sTRASS durch die Zweiindices-bezeichnung.! Die Variablen v, v, und
dic Parameter «,, a,,, a,, sollen dann von w, w, und den auf reellem
Wege mit den positiven Werthen der reellen Quadratwurzeln yZ* und
v— Z* berechneten Constanten:

aus

4, — /(z —p)de /a(z—-@fif: ¢ — (2 —,lo)gg’
Joo2yE ! I 2yz 2\—2*
7 3 o
1':‘ , 1 ) : L 2 l; ] _ A‘ d'
B |4, = / L T / C—Ah)ds
: o 2\/22 o 2\/2‘ o ZV—A
7 A Ay
]) o e— (Z —tuo)dz , ]) —_ '(Z - Zo)il_z’
1 2\/___ 72 2 . 2\/_ 7

in folgender Weisc abhéngen:

__u By —u, B, 7 v - A, — du, 7,
(4) “WTAB,—A4,B, 2’ * 4B, —A,B, 2’
0, B, — C,B, A, D, — A,D,
. — e — {,, == — ———
(5) a“ AlB?*AaBl ’ i AxBa -— 4,B, i
DB, — D,B, 4,0, — 4,0,
a, = a, = — — R = — 2
12 21 A B, — A,B, A B, — A,B,

' Vgl. Mathematische Annalen, Bd. 24, 8. 284.
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Als Functionen von w, u, scien die Functionen (v, v,) mit Hu,, w,)
bezeichnet. Es sei tiberdies mit ebenfalls positiven Werthen von V2

(6) - /(?_“LC,D O S N Ao)le — 1) dz
2 \/Z2 . 2 \/Z‘
7 A

Alsdann geben die Formeln:!

R . \7(74 — /.‘o)(" ;70) Um(”l’ “2)

;/T;_:Ajj (& — A)w — /) Glu,, n,) !

(7) Y\ E AN = ) Bl )
7 V3 — 4, (a—DBF—7) G0, u,)
? = 1 <;‘ _ 20)(/70:—}«) H.’)I(Nl’ 1’2)
Vi— 2 (#—=B—7 B, u,)

bei gleichzeitiger unabhingiger Verinderlichkeit der beiden Variablen U,y U,
im reellen Grossengebiet die Coordinaten z, y, z der Puncte der zwischen
den beiden Zweigen der Kriunmungscurve g = g, gelegenen Zone des El-
lipsoides A = 2,5 und zwar erhalt man, wihrend u, u, ein vollstandiges
System modulis (44,, 44,; 4B,, 4B,) incongruenter Werthepaare durch-
lauft, jeden Punct der Zone zweimal. Lasst man dagegen, von einem
der beiden cinem Puncte der Zone auf solche Weise zugehdrigen reellen
Werthepaare u,, w, ausgehend, fernerhin w, wnverdndert, u, aber bestindig
wachsen oder bestindig abnehmen, so beschreibt der Punct (z, v, 2) eine
der beiden durch seine Ausgangslage hindurchgehenden geoddtischen Linien
nach der einen oder anderen ihver beiden Richtungen. Setzt man z B.

u, = 0 oder u, = — 24, und lisst beziehungsweise u, von u, = O oder
u, = — 24, an bestindig wachsen oder abnehmen, so erhalt man die 2

geodatischen Curvenziige, welche sich im Puncte 2 =\a—A, Yy=0, 2=0

' Meine Indicesbezeichnung der Function O (u,, u,) geht in die WEIERSTRASS sche
itber, wenn man dberall die Zahl 5 weglisst und 6, statt @ schreibt, also

05 62 4 80 4 00 2 03 01 91 3 gu 1 90 3 00 91 2 92 3 @‘2 91 4 93 4 04
statt . -
9 924 804 902 835 961 @13 901 003 906 9!1 9!8 62(: 941 943 045 '
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kreuzen. Setzt man hinwiederum 4y = —.A4, und lasst u, von u, = — A4,
wachsen und abnehmen, so beschreibt der Punct (x, ¥, 2) den geodatischen
Curvenzug, welcher in einem der Puncte p =, v = (3 die Krimmungs-
curve g ==y beriihrt.

Lasst man endlich w,, u, der Gleichung 0,5(u;, w,) = O entsprechend
variiren, etwa von dem Werthepaare — A,, — 4, an, so beschreibt der
Punct (x, y, 2) die Krimmungscurve p = 1, selbst.

Die Formeln (7) geben also einerseits die Fliche der zwischen den
beiden Zweigen der Kriimmungscurve p = p1, gelegenen Zone des Ellipsoides
A=), andererseits diese Kriimmungscurve und ihre geoddtischen Tangenten
durch die Parameter w,, u, dargestellt.

§ 2. Um auch die Bogenlingen S, und S, der betrachteten Curven
auf dem Ellipsoid durch die Parameter u,, u, ausgedriickt zu erhalten,
wird man zuerst dic allgemeinere Aufgabe losen:

Die Integralsummen 2. und 3. Gattung :

v, ¥ noM
I (U e )‘u)(y s /lo)dy - )</l - Zﬂ)(ﬂ _ /lo) d,’l
(I I) As1 - . / T ,,‘_,:27\},,,_#_. . T Ta £ﬂ<*“‘v<— ’
I v, ¥ M
() 5, =/l —a| (b=do—pdy [ =g iy
2 (1, — )4, — w) , (v—w)2N J . (p—we)2M
A s

durch die Integralsummen 1. Galtung u,, u,, bei unbeschrdinkter Verdnder-
lichkeit der gemeinsamen oberen Grenzen v, N und 1y M innerhalb des hy-
perelliptischen Gebildes, darzustellen.

Dabei wird man in S, zugleich an Stelle von @ zwei neue Para-
meter s,, s, cinfithren, welche definirt sind durch die Gleichungen:

. m, 2 w, §
1 A — pr)d2 (4 —4,)da .
(I) 8, = —-?//1——_, 8, = Y 013(81’ 82) = 03

unter 4 und £ sind dic mit z =2 und 7= w gebildeten Werthe der
Quadratwurzel Z zu verstchen. |

Vermoge der in (I) und (I') angenommenen Beziehung zwischen den
Variablen », 4 und u,, u, einerseits, @ und s, s, andererseits bestchen
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die folgenden Relationen, welche als unmittelbare Ausfitisse der Umkehrung
der hyperelliptischen Integralsummen 1. Gattung zu betrachten sind:

O, (u,, u,)

V=)t =) ==Vt = )(B =1, ) 1t — D gty — ) —(ﬁ)

ao(“ﬁ )

V=20 =2) = Va2 A= 2 l— s — 1) 8(uy, )

. (=) B=1)( = 1) 6,45y, 8,)
(8) Vo= Mo — /‘0 Uzq(sn 2>’
T /IR Gl )
Vi o= /lo—xo 940(81’ .‘22),
\/(aﬁ(’))(/‘?_‘(u)(r“(”)____ \7(][—}‘0)(/?*&))(;’—20) 045 045 921(81’ ))04‘;(\” 2)
(/“o'—w)(za_w) B Mo 4y 0210430 o8 1 8) 0,05, S)

Bezeichnen ferner 6, 69, #® dic Werthe der Function & (u,, u,) und
threr partiellen Ableitungen nach #, und w, fir u, —o, u, = 0, so ist:’

e S | o \/m—mﬁ 2)r=4)

945 ’ U“, 1 '—/0 ’
(o) 182 __ \7 opmlBmppn=1) O

O, Mo Ay b5 .

0;(2) Hon Qox 6, _@/_1(3.”.__-’_ (ﬂ"_) —_

9’4(0” 921 623 6 945

Mit Benutzung dieser Formeln driicken sich die Differentiale dS, und ds,
der Integralsummen 2. und 3. Gattung S, und S, in folgender Weisc aus:

oy =2y —p)dv  (p— ) (pp — /%) dp
(IO) (ZASI == OZN —_— M
(13 2 ’(‘)’ 2
0, 65, (g, u,) du, -+ A (T )du

BCAEONES 636%(u,, )

, . (4 — 0)(f— o)y — )| (v — 4,)(v — p,) dv (= A ) dp
(IO ) (152 = \/ (-/I'o (U)(Ao J— w) (y - (U)ZN (/u — (l)) 2M

. Oulsiy 8Bk, w) g B, sg)egb(u“ “) gu,
0 0.5 0(81, 8)6,(s;, 8,) Ois(815 82) O(ry wg) Oix(81, ) O°(uy, uy)
— 0216430481, 8)0s(s,, 8,) 1+ Oii(81, 8) 05 (u,, u,) 01(811 &) 65, (1, uy)
0251, %) 0%y, ) 6581, 8) 0 (u,, uy)

' Vgl. Mathematische Annalen, Bd. 25, 8. 416,
* Vgl. Mathematische Anbalen, Bd. 24, 8. 290.
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§ 3. Diese Ausdriicke in den U, u, und s, s, kdnnen aber als voll-
standige Differentiale dargestellt werden vermittels deq fiir die Thetafunc-
tionen geltenden Additionstheorems:

B,; 80 + )0 4 )8, (v + w) = 6(u w)B,.(v)8,,(0)8u + v + w)
— 9‘25(“’)”24(@)824(?’0)025(” +ov+ 10) — 950(”)840(0){940(@0)(.)50(“ +ov+ w)
HO‘)(Z[)91‘3(”){.)]3(10)(90?(M + v + w)’ )

in welchem allgemein die einfachen Symbole w; v; u. s w. die Argu-
mentepaare #,, u,; Yy U,3 . 8. w. vertreten und unter Uy Ugs Uy, Uy W, W,
3 Paare unabhiangiger Veranderlicher verstanden werden. VVenn man
dieses Addltxonstheorem partiell nach w, (h = 1, 2) differentiirt, hiernach

W, =0, w, =0 setzt und schliesslich durch @,, O(u)B,,(v)8(u + v) divi-
d]rt, 80 folfrt '

) Gk 80 e
) B(u + v) — A(a) @;(v)

e 0 6,5(1) 6, v) Bys(u +v) 03 0,0(1) B,u(( 1) O (u 4+ v) 61 Gu(n) B, V) Bu(1 +v)
0,.0(u)6, {v)B(u+v) CuB(1) 0 (V) H(u +v) H:0(u) O (v)A(u+v)

wo mit 0 (u), u. s w., der 1 . partielle Differentialquotient von O, , u,)

‘nach u,, u. s. w., bezeichnet ist. Durch partielle Ableitung dieser Formel

nach v, (i =1, 2) und nachfolgende Nullsetzung von v, und v, erhilt man:

L 4 A0 62w ) n AR EN
B L) 26 Gub(n)

(G A e o
() > o

wo 6“7 der Werth des 2. partiellen Differentialquotienten von 6,,(u,, u,)
nach «, und wu, fur #, =0, u, =0 ist.

Multiplicirt man die 4 mit h, i=1, 1; 1, 23 2, 1; 2, 2 hieraus ent-
stehenden Formeln der Reihe nach mit dul, du,, du,, du, und addirt
unter gleichzeitiger Berticksichtigung der Gleichungen (9), so erglebt sich:

(.’9'(1)(,“') ’9’(2)(",) 9;;(“) + Q;‘;t?l) ’ (1") + 8”(22)
‘Z< 0<u>> + 4 ) >‘ BT — P

(1)2

2 ()2 ge
40 950('“) du + 924 gzs(u)d

64,6%(u) 65,6 (u)
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und damit. nach (10):

v x 6" (uy, '”2)) 6'u,, '“2))
(12) (ZASI = (]< 9(’1,1‘1’ 111.1)_/ + d< F)(’MI’ 'H/

Q (ll) + 0 ‘(21) 9’(12) + 0/’(22 ‘

-2 9—;—~ —du, — = du,.

Lasst man endlich #,, u,, von dem Werthepaarc o, o an, cine continuir-
liche Reihe von Werthepaaren durchlaufen, so ist durch die Gleichungen
(I) im Allgemeinen eine entsprechende Reihe von Stellenpaaren v, Ny u, M
im hyperelliptischen Gebilde gegeben; und die langs dieser zusammen-
gehorigen Werthreihen u,, w, und v, N; p, M vollzogene Integration der
Differentialgleichung (12) giebt:

v, ¥ M
(l3) ‘Sl === /(V - /io)(y ——’Ilo)dl) - /(/I - /“0>(/l —‘ll_o)d‘ll.
2N . 2M
;
_ 2 log (., u,) + 3 log H(u,, ug)__ G 4 gen v @D e -
du, du, o,, ! 0, 2

Statt der Nullwerthe der 2. Ableitungen der Function 6, (u,, u,) konnen
hier die Constanten (6) eingefiihrt werden. Es entsprechen namlich den
Werthepaaren 4, 4, und B,, B, von u, u, dic Werthepaare E und I
von S;; die Substitution dieser zusammengehorigen Werthepaare in die
Gleichung (13) giebt die Relationen:

9;/5(11; + (9”(21) @;;(l‘l) + Q;;t‘l‘-’)

l_ B o— - A+ o A,
(14) g 4 g g 4 g
, m_*_ 1 i 1 e

l — F = =B B,

Mit Benutzung dieser Formeln kann man die Gleichung (13) auch schreiben:

v, ¥ ny M
o — A — p)d (pr — A)pe— pr,) dpe
(I) S, _/—_2_2\7—‘"“—' —_
A v
EB, — A, F AF — E'B Blogg(ul, %y) , 0log@(u,, u,)
A B A B + 4 B 2 + + QU )
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In den Variablen v, v, geschrieben, wird,

dlog#(v,, v,)

ologd(v,, v,)
du, + du,

v v
S, == 2K 4 2F 2
A - .
! 7n'+ m+ .
Um diese Gleichung in die von Herrn WgigrsTRASs a. a. O. erhaltene
Form zu setzen, hat man 4 in o, u inu—pu, u
v, in ziv’ umzuwandeln; man erhalt dann:

. in ', v in miv,

R 5, 4 dlog#(v, v)
I — 2F, gogvY, V)
(15) S, =2FEv 4+ 2Fv + ™ .
§ 4 Um in entsprechender Weise die Formel (10) zu behandeln,
geht man wieder von der Gleichung (11) aus, setzt darin einmal » = s

und einmal » = — s und qubtra,hlrt die entstchenden Glelchunuen man
findet mit Riicksicht auf die Relation H,,(s) = o:

1 6" (u + s) 1 8" (u— s) 9‘(5" (s ) 1 6, 6,(1)By,(s) < 8, (u+ s-) 2[,(u s-))

(16) 2 Bu+ts) 2 A(u —s) B.(s) T2 B, 0(1)0,5(s) \ B(u+s) B(n—s)

1 9;'0).) 9511( u‘) 940(8) ' gbo(u +s) 9{,(,(?1‘ — S)
2 0,8(1)0,s) < B(u+s) 8(7L—sf>'

Es ist aber bei beliebigem u,, U, und s, 8yt

6,66, (s) 0,5(3) 6, (u) 6,:6,:6,:(s) 6y, (8)Bos () 6,,(u)
< < (1t + q) fab(” —%) > o 01 613 6.,5(8) Bis(5) B(ne) B 801643 045(8) 845 () B(u) B(w)
2\ Bt T By ) T () Oslw) | 6 (s) Oaln) | GL(5)Bu(n)
Gis(s) B u) © Bi(s) B(u) T Bh(s) 6P ()

6,:8.:6.(s) 0,,(s) 8, (u) 6,:6,:6,, (8) 02, (5) Byg (u> 6,,(u)
8., (n— <)> o 6,,0,,6,:.(5)B:s(%) 6(u) 6:16::6.:(5) 8, (s)6(r) B(u)
B(u—s) ) L+ Gi(s) Galu) | Bi(s) Bi(n) | 6%(s) Bh(u) °
G (s) 6%(u) 8is(s) O°(u) Gis(s) 6(n)

T /6. (n+s)
2 +

Bu + ¢)

mit 6,,(s)=o0 fallt in Zahler und Nenner der rechten Seiten je ein
Glied fort. Die entstehenden Ausdritcke substituire man in (16). Nimmt
man dann k=1, 2, multiplicirt mit du,, du, und addirt, =0 findet man:

= (I log et 2log 9“"(3)dul — a—l—qi—%@ du,

© BAu—s) 8, 3,
6., 4(0“ 6,,(5) 0y, (s ) Hjo (s) 950(“) w + 6,,6,76,,(3)6,, (8) CAOLAD) l?l
—— Q{’M 9\‘0 6. (s) 6., ( $) Oz (5') ge(u) " 68,686, (8) 8,,(s) 9:5 (s) G )
6,6., (8) I+ 6..(s) 9:0“(1‘) 6:.(3) 995('“_)

935 (3) e '('N,) Véfa (3) 02(7"_)

Acta mathematica, 3, Imprimé le 10 Mars 1886, . 12
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Bei beliebigem s, s, besteht nun die Relation:
9941 047(8)H13<8) + HO.’: 9?3 911(8)9?4(8) = HO.'I H?."x HO] (s) 040(3)’

die sich mit 6, ,(s)==0 um ein Glied reducirt und mit Ritcksicht auf
die vorletzte Formel () geschrieben werden kann:

B 9;3”(921(3) 924(3) = 9219;‘(42) 901(3) 940(3)-
Hiernach wird:

1 B(u + s) 9 log 6,,(s) 3 logB,(s)
3 dlog- Bl — 5 du, — —T_ du,

B0, BB

. CAS 6.6, (s) 948(3) 9;’,(9) 9‘(u) ! 935(.8) 92(“)
o 6.,,60,,6,, (8)Hyi(s) I 9::0(3) 92:»(“) H3(8) 9;»(“)
(=) B () Hi.(s)*(u)

dun,

und nach (10%):

, o1 Ou, + s, u, + 5) 2logh, (s, =) , ologh, (s, 3,)
(I 2 ) (Zbg = 5 (l log %le hTel—-——- ({er —'—as:;—“ (ll(?.
Die Integration giebt wie oben:
v, ¥ n, M .
i s =/ oot al| (bt _ it
w2 (11, — @), — w) I (v—w)2N (n—w)2M
A ’
pr— 1 ]()g g(ul + 8ia Uy Sa) . G loggw(sn 32) ", — G 10,{{9“(81, sn)w?
2 T H(u, —s, u,—s,) 9s, 1 9s,

¥ 5. Die in §§ 2—4 angewandte Methode zur Darstellung der
Integralsummen 2. und 3. Gattung (IT) wnd (II") durch dic Integralsum-
men 1. Gattung (I) und (I') in der Form (ITI) und (IIT") ist nicht an die
specielle  Beschaffenheit der Formeln (o) gebunden, welche bedingt ist
theils’ (1. und 4. Formel (9)) durch die besondere Wahl der linearen
Functionen im Zahler unter den Integralen (I), theils (5. und 6. Formel (9))
durch dic Verlegung eines Verzweigungspunctes des hyperelliptischen Ge-

hildes in’s Unendliche. Dieselbe Methode hann vielmehr dberhaupt zur Dar-

stellung der Integralsummen 2. und - 3. Gattung benutzt werden und gielt
vermdge ihres Ausgangspunctes zugleich eine an die Theorie der Thetacharak-

' Vgl. das Fehlen der einen Variablen im linearen Gliede der auf den Fall p=2
angewandten Kntwicklungen (3) bei WrrersTRASS, CreLLE's Journal, Bd. 47, 8. 291.
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teristiken anschliessende Gruppirung der Integralsummen 2. und 3. Gattung
mit Bezug auf die 6 Verzweigungspuncte des hyperelliptischen Gebildes.

¥ 6. Uber die geometrische Anwendung der Formel (III) sei noch
eine kurze cherkung angeschlossen. Um die Bogenlange der oben er-
wihnten Curven auf dem Ellipsoid A= 2, zu bestimmen, mag man dic
Formel vorerst, durch Verbindung mit der Definitionsgleichung (6) der
Grosse E, in die Gestalt bringen:

v, N oM

(v—7 Wy —p2,)dy (2=~ A pr—p ) dpe
f 0 0 — i 0 i 0 i
(l\) [ 2N 2M

Mo

KB 4 K 1 10 (
ST A I (g St ) ol st
Diese Formel giebt nun, wenn u, = — 4, bleibt, 4, aber von — 4 an
witchst, die Bogenlifmge derjenigen  geoddtischen Linie, welche der in (7)
definirte Punct (®, ¥, 2) bei der gleichen Annahme iber #, und wu, De-
S.chrcibt. Der Anfangspunct des gemessenen Bogenstiickes befindet sich in
cimem der 4 Schunittpuncte der zz-Ebene des Coordinatensystems mit
(.ler Krilmmungscurve 1= p, und ist ein Berihrungspunct der geoditischen
Lim’e mit  der . Kriammungscurve. Die Formel giebt aber zugleich dic
Bogenlinge der Kritmmungscurve #=pt, von demselben Anfangspuncte
aus gerechnet, wenn U, #, von — A, — A4, an beide zusammen sich
bewegen, dabei aber immer der Bedingung 6,,(¢;, u,) = O genugen.

In demselben Sinne also, wie die Formeln (7), jenachdem sich Uy, U,
nach dem Qesetze

(17) u, = const. oder #,,(u, u,) =0

(/ecvegen, die rechtwinkligen Coordinaten L, ¥, 2 der Puncte der geoditischen
Linie oder dey Kriimmungslinie darstellen, giebt die Formel (V) die DBogen-
linge entweder der einen oder anderen Curve,

Sie stellt also auch die Bogenlinge cines aus Stiicken der Krammungs-
curve und geodatischen Linie zusammengesetzten Curvenzuges dar, der bei
einer continuirlichen Bewegung des Werthepaares u,, u, durch die Formeln
(7) in der Weise construirt wird, dass etwa vom Puncte — A, — 4,
Aus zuerst das 1. Gesetz (17) befolgt wird bis zu einem Werthe u, =c,
der dice Bedingung 6, (c,, — 4,) = o erfullt, von hier ab das 2. Gesety
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(17) eintritt und gilt bis etwa zu einem Werthepaare ¢}, ¢; [#,(c], ¢;) == 0],
alsdann mit u, — ¢, wieder das 1. Gesetz befolgt wird, u. 5. w. Der so
construirte Curvenzug auf dem Ellipsoid A==}, ist allenthalben stetig ge-
krimmt, indem uberall, wo geoditische Linie und Krummungscurve
incinander ibergehen, zwischen beiden Bertihrung stattfindet.

Eine besondere Gruppe solcher .Curvenzﬁge verdient hervorgehoben

zu werden. Lisst man namlich in (7) zuerst bei constantem u, —— A4,
die Variable , von -— 4, an wachsen bis zu dem tbernichsten Werthe,

der mit u, — — 4, zusammen der Gleichung 6,,(u,, u,) — o geniigt, und
der, wic sich zeigen lasst, < (— A, — 44, — 4B)) ist, lasst von hier ab
aber u,, u, beide dieser Gleichung entsprechend sich weiter bewegen bis
zu dem Werthepaare: — 4, — 44, — 4B, — Ay, — 44, — 4B,: so be-
schreibt der Punct (x, ¥, Z) einen geschlossenen Curvenzug, der zuerst als
geodatische Linie von einem Berithrungspuncte mit dem cinen der beiden
Zweige der Krummungscurve s — M, ausgehend, bis zum nichsten Be-
rihrungspunct mit dem n#mlichen Zweige sich fortsctat, von hier aus aber

lings dieses Zweiges selbst fortlaufend sich schliesst. Fir dic Bogenldinge

dieses geschlossenen Curvemzuges giebt die Formel (V) mit
U =— A, _"4A1_4B1! ”2.:_"42'—,4‘49*4132

den (positiven) Werth: 7 — — 4E — 4F. Hierbei kommt es itbrigens auf
den Anfangspunct der Construction des geschlossenen Zuges nicht an.
Diese Bemerkung giebt die geometrische Bedeutung der doppelten Summe
der beiden reellen Periodicititsmoduln — 2 E y — 28" des hyperelliptischen
Integrals 2. Gattung, welche analog ist der Bedeutung des vierfachen
ganzen elliptischen. Integrals 2. Gattung als Ausdruckes fur den Umfang

der Ellipse.

Breslau, im October 188 5.
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