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§1. MITMR MUUTUJA FUNKTSIOONID

1, Mitme muutuia funktsiooni mdiste

Punkteionaalse sdltuvuse mdiste esineb matemaatikas
kO0ikjal, kus on tegemist mitmesuguste muutuvate suuruste
koosmuutumisega (s.t. muutumisega sdltuvalt Uksteisest).

Kui néditeks mingis protsessis muutuvad seoses teinetei-
sega kaks muutuvat suurust x ja y ning sealjuures niiviisi,
et igale muutuva suuruse x kindlale viddrtusele vastadb {ike
(voi mitu) teise muutuva suuruse y tédiesti kindlat vidrtust,
siis titleme, et need on omavahel funktsionaalses sdltuvuses,
ehk: muutuv suurus y on muutuva suurusge x fimkigioon.

Tegelikkuses esineb aga ka selliseid néhtusi, kus muu-
tuvad koos rohkem kui kaks suurust. Néiteks 1) Koonuse ruum-
ala V 80ltub tema korgusest h ja pohja raadiusest r, nende
suuruste vahel on sdltuvus

V= k| rzh.
2) Rentaablus R sdltub kasumist [] , saadakse kauba rea-

liseerimisel, samuti aga ka pohi- ja kdibefondide suurustest
a jab:

e
Reil juhtudel rdigitakse mitme muutuja funktsioonidest.
Nii on koonuse ruumala kahe muutuja funktsioon, mille argu-
mentideks on pohja raadius r ja kdrgus h:

V= V¥(r, h),
rentaablus aga kolme muutuja r‘, a jab funktsioon R:

R = R(Ma, b).
Defineerime kahe muutuja funktsiooni:
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Kui igale muutuvate suuruste x ja y vidrtuste paarile
vagtab liks gvai mitu) tdiesti kindlat muutuva sguuruse z
viddrtust. siie Beldakse, et 2z on kahe muutuja x ja y funkt-

gioon ning kirjutatakee

z = £f(x, y) .

Kolme ning enama arvu muutujate funktesioonid defineeri-
taksge tdiesti analoogiliselt.

Kui argumentide vddrtuste paarile x = x,, ¥ = Yo vag-
tav 2z vHdrtus on olemas, siis Beldakse, et kahe muutuja funkt-
gioon z = f(x, y) on punktis (x,, yo) mi#ratud: vastupidi-
gel juhul ta selles punktis médratud ei ole.

Koigi niisuguste punktide hulka tasapinnal 0xy , milles

2z on méddratud, nimetatakse selle funktsiooni mééramigpiir-
konnaks., Nd#iteks funktsioon z = 2x + 3y + 5 on mé#ratud kogu
tasepinnal Oxy; funkteiooni z =125 - x -y médramispiir-
konnake on ringjoone x2 + yo = 25 gisge jHdv ala, kaasa ar=
vatud ka selle ringjoone enese punktid.

Nagu iihe muutuja funkteiooni, nii ka kahe muutuja funkt-
giooni voib egitada analiilitiliselt ehk valemiga, tabeliga voil
graafiliselt. Koige sagedamini esitatakse kahe muutuja funkt-
gioon valemiga, mis n#itab, milliseid tehteid tuleb soorita-
da argumentide vi#rtustega, et saada funktsiooni vidrtust,
nls nendele argumentide vddrtustele vastab., Niiteks

zZ = Xy.

Teades soltuvust vidljendavat valemit, saame, andes selles ar-
zumentidele vajalikud vddrtused, neile vastava funktsiooni
vddrtuse arvutada. Kui nditeks x = 3 ja y = 5, sgiis
z=3:.5=15; kui x = 2 ja y = 3,5, giis z = 7.

Funkteiooni 2z = f(x, y) esitamisel tabeliga antakse
lihtasalt tabeli kujul teatud arv kokkukuuluvaid argumentide
ja funkteioonide viddrtusi. Niisuguse tabeli lildkuju on jérg-
mine:



~X

y x4 2 X, o
f(xq, y4) £(x,, y1) (x5, . cee
Yo £(xq, v £(xy, ¥5) f(xa, ¥3) | eee .
Toome ka iihe konkreetse ndéite:
1 )
y 2 3 4 5
0,1 1,105 2,210 3,316 4,421 5,526
0,2 1,221 2,443 3,664 4,886 6,107
0,3 1,350 2,700 4,050 5,400 6,750
0,4 1,492 2,984 4,475 5,967 7,459
0,5 1,649 3,297 4,946 6,595 8,244
Sellest tabelist voime leida, et kui x = 4 jay = 0,3,
giis z = 5,400. Tabelist on aga véimalik leida ainult sel-

les sisalduvate argumendi vidrtustele vastavaid funktsiooni

vidrtuei,

Kahe muutuja funktsiooni graafiligeks esitamiseks vaja-
me kolmemddtmelises

(joon. 1).

ruumig

ristkoordinaadistikku Oxyz




Igale arvupaarile (x, y) vaa- z
tab tasapinnal Oxy punkt
P (x, y, 0O). Selles punktis
tasapinnale Oxy tommatud rist-
sirgel mérgime punkti

Q (x, ¥, z), kus z on  para-
Jasti argumentide valitud vidr-
tustele x ja y vaetav funkt-
giooni viddrtus, Niiviiel saa-
dud punktid ruumis, mis vas- - —

tavad k8ikvoimalikele arvu- ¥

paarile (x, y), moodustavad Joonis 1.

ruumis pinna. See pind ongi funktsiooni z = f£(x, y) geo-
meetriliseks vasteks; teda nimetatakse selle funktsiooni
graafikuks.

Niigiig: funkteiooni z = f(x. v) graafikuks on niisugu-
ne pind, mille punktide aplikaadid soltuvad agbsteisgidest ia

ordinaatidest samuti nagu z viiirtused oma argumentide viH#r-
tustest.

Punkteionaalset s8ltuvust viljendav valem on iihtlasi
funktsiooni graafikuks oleva pinna vOrrandiks.

N #dide. Punktsiooni z = 2 - x = y graafikuks an ta-
sapind, mis l#bib punkte (2,0,0 ), (0, 2, 0) ja (0, 0, 2)
(joon. 2). 2

Joonis 2.
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2, Kahe muutuja funkteiooni piirviiirtus ja pidevus

Me iitleme, et punktide P, (x,, yn) (n = 1,2...) jada lH-
heneb punktile PO (xo’ yo), kui indeksi n tokestamatul kas-
vamisel punktide Pn ja P° vaheliste kauguste jada l#heneb nul-
lile, S.t. jada Pn l#henebd Po-le, kui

2 2
lim Py, = lim y(xy = x,)° + (35 = 5,)° = ©
n— n
ehk, mis on seesama, kui X, ldéheneb arvule x
o

o' Yn 888 arvule

Defineerime. Arvu A nimetatakse funktgiooni f(x .y) piir-
vilirtuseks punkti (x , y) léhenemisel punktile (x . y ). kui

iga punktide jada (x korral, kus n— ldheneb npunk-
tile (x vastav funktsiooni vHiértuste jada zn)

liéheneb arvule A.
Asjaolu, et arv A on funktsiooni f(x , y) piirviddrtus

léhenemigel punktile P (xo, yo), mérgime kirjas jHrgmiselt:

lim f(x , y) = A

x—,—xo

I3,
ehk
f(x y)—-—A, kui (x, y)—’—(xg, yo) .

Nditedid:

1) lm (222 -3%) a -2, 2) lin 2w a2-5,

X =1 x=>=1 x +Yy
y»2 y O

Kahe muutuja funktsioonide piirviddrtuste puhul kehtivad
ihe muutuja funktsiooni piirvHlirtuste teooria pohilised lau-
ged,

1) Funktsioonide summa (vahe) piirvidirtus v6rdub nende
funktsioonide piirvdidrtuste summaga (vastavalt - vahega).
S.t. et kui x—»x,,y >y, puhul f(x, y)—>4A ja g(x, y)—B,
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giis
f(x, y) + g(x, y)—=—A + B,
f(x, y) - g(x, y)—>=4 - B,
2) Punktsioonide korrutise piirvidrtus vordub tegurite
piirvddrtuste korrutisega. S.t. et x-»x,,y-—Yy, puhul
£f(x, y)-»A ja g(x, y)—=B, siis

f(xs Y) 8(’9 y)"'AB'

3) Kahe funktsiooni jagatise piirvddrtus vordub nende
funktsioonide piirvédirtuste jagatisega tingimusel, et jaga~
Ja piirvédrtus pole null. S.t. et kui x-»x,, y—=), puhul
£(x, y)»-A Jja g(x, y)—=B £ 0, siis

glx, 57 B
Kahe muutuja funktsiooni pidevus defineeritakse samu~
ti analoogiliselt iihe muutuja funktsiooni pidevusega.
Punktsiooni 2z = f(x nimetatakse pidevaks punktis

(x~. va), kui ta on selles punktis mi#ratud ning

lim f(x N y) = f(xov yo)v

X—>Xp

J—>Yo
8.t. kui funktsiooni viértus punktis (x., ¥y~) vordub tema
piirvidrtusega ldhenemisel sellele punktile.
Fditedd:

1) Punktsioon z = x + y on pidev k8ikjal, s.t. Oxy—ta-

eapinna kGigis punktides. Tdepoolest, missugused arvud ka
oleksid x, ja yo, ikka on

lim (x+y) =% + Yo
X-—=Xo
J—+Yo
mis on ka funktsiooni vddrtuseks punktis (xo, , yo).

1 -
2) Punktsioon 2z = —_——Y on pidev punktis x = O,
x + y
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y =1, seat lier——!*- = 1=17£(0, 1) .
X + ¥y
x—»0
y——1
Néiteks punktis x = 0, y = O aga see funktsioon pidev
ei ole.
Punktsioonide korral, mille argumentide arv on suurem
kui kaks, mdistetakse piirviddrtust ja pidevust tdiesti ana-
loogiliselt eelnevaga.

3. Qastuletised

Olgu antud kghe muutuja funktsioon z = f(x, y). Liéhtu-
me tema argumentide suvalistest vddrtustest x, y. Jdtame y
viddrtuse muutumatuks, x-le aga anname juurdekasvu X, Siis
funktsioon z saab juurdekaswvu

Az = £(x + ax, y) - £(x, ¥)

(indeks x osutab gellele, et juurdekasvu péhjuseks on ai-
nult {ihe argumendi, nimelt x, muutumine).
Kui eksisteerib piirvddrtus

lim i:x = lim ' Az’) £z y)
AX->0 Ax-»0
giis seda nimetatakse funktsiooni z esimest jérku osatule-
tiseks x jérgi ja téhistatakse |ves ¢' £(%, ¥) Vi ka
lihtsalt z'x .

Analoogiliselt defineeritakse esimest jdrku osatule-
tis y Jérgi:

Az
%! = 1n =% - linm ¥+ 483) - £(x,
Y ays0 AT Ays0 Ay

[tﬁhiatatakae ka f'c (x, y), z'y ]w

Kuna osatuletised on defineeritud tdiesti analoogili-
gelt tthe muutuja funktsiooni tuletisega - tiihe argumendi



vidrtuse muutumatuna hoidmisel z ongi ju ainult {ihe muutuja
funktsioon, siis

1) osatuletist iihe argumendi jérgi arvutame nagu f{ihe
muutuja funktsiooni tuletist, lugedes teise argumendi kons-
tandiks;

2) osatuletiste arvutamisel voime kasutada koiki iihe
muutuja funktsiooni tuletiste jaoks tdestatud reegleid, va-
lemeid ja lauseid.

Fidited.

1) Leida funktsiooni z = x2y - 2lny + 4x + 5 osatuleti-
gad,

Osatuletise arvutamisel x jdrgi loeme y konstandiks;
saame

C
5-;- = 2xy + 4 .
Defineerimisel y jdrgi loeme aga x konstandiks; seega
9z 2 _2
oy y °

2) Leida funktsiooni z =

x
osatuletiste viHrtused punktis (2, 3).
Koigepealt leiame osatuletiste {ildavaldised:

= + y)y_ - XY - 52
ox (x +y) (x +y) ’
(x + y)x -~ xy - 12 .
(x + y)2 (x + y)2

Seejédrel agetame saadud valemitesse antud punkti koordinaa-
did; nii leiame, et

£ (2, 3) =—32ﬂ = =,

(2 + 3)
f'y(2, 3) = 'é'é .

Leides osatuletised osatuletistest, saame teist jérku
osatuletised. Neid td#histatakse jHrgmiselt:
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) (v0i ka z'* , £'¢ (x, y)),

By %a— (voi z"x o Vo1 fO0 (x, ¥)) Jne,

N &d21de., Leids funktsiooni
x4

[+
:1,.

% (
(3

0o
Oy

- 512y2 + 6xy + 7

teigt jérku osatuletiged.
Esimeat jérku oaatuletised on

5= = 4x = 10xy + by 3

Diferentaseerides neid veel kord, sasme teist jérku oaatuleti-
aed:

2
g-; = 12x° - 10y° 3
x
2
aj;z =2 =20xy + 6 (enne diferentseeritud x,
giies y jargi); 7

dyox = -20xy + 6 (emne y, asiis x jirgi);

2 2
3 z = -10x .
Oaatuletiai
22 3%
210y *dyo x
nimetataskse funktsiooni z - f(x,y) teist jéirku segatuletia-
teka. Nad on vordsed pidevs funktaiconi z korral, sa.t.

92 _ 2%
?xoy Jyox °

Eelnevse néites négimegi, et see on nii.
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Teist jdrku osatuletisi diferentseerides saame kolman-
dat Jjdrku osatuletised Jne., Jjne.
N &d1ide. Leida funktsiooni z = x4 - 5x2y2 + 3xy3 kolman-

. 3
dat jdrku osatuletis P, z
ox°Jy

= 4x3 - 1Oxy2 + 3y5;

2
-aa—s- = 1222 - 10y2 :

X

Gx%yg 20y -
Diferentseerimise jérjekord ei ole ka siin oluline (void ndi-
teks alguses diferentseerida y jirgi, siis kaks korda x jir-
gi).

Rohkem kui kahe muutuja funktsioonide korral defineeri-
takse osatuletised analoogiliselt. Segatuletiste vordus keh-
tid ka siin.

N &1 de. Leida funktsiooni f(x,, X5, x3) = 113 - 2xx, -
- xgxz esimest jérku osatuletised.

Leiame, lugedes x4 Jjérgl diferentseerimisel X5 Ja x4

konstantseteks,
ot
1;;; = 311 - 2!2 H
analoogiliselt
0
Wé = -211 - 212x3,
°f ~ 2

=—23.

4. THisdiferentsiaal

0lgu antud kahe muutuja funktsioon z = f(x, y). Eelda-
me, et see funktsioon on pidev; samuti olgu pidevad tema

esimest jidrku osatuletised.
Léhtume argumentide suvalistest viddrtustest x, y. Kui
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neile anda Juurdekasvud Ax, Ay, siis funktsioon saab juur-
dekasvu
Az = f(x + Ax, y + Ay) - £(x, ¥y) .

Sealjuures pideva funktsiooni korral argumentide juurdekasvu-
de tokestamatul lidhenemisel nullile A z on tOkestamatult ka-
hanev,
kui Ax—0 ja Ay —0, siig Az —0,
Teisendame funktsiooni juurdekasvu Az avaldist:
Az = [f(x + Ax, y+ Ay) - f(x, y + Ay)_-,’ +
+ [f(x, y+ Ay) - £(x, y)].

Niliid on mGlemates nurksulgudes sisuliselt ihe muutuja funkt-
sioonid. Rakendame neile ilhe muutuja funktsioonide teooriast
tuntud Lagrange'i keskviddrtuse lauset; selle kohaselt

f(x+ Ax,y+ Ay)-£(x, 5+ Ay) =
=f' (x+6,8x, y+ Ay)Ax,
f(x, y + Oy) - £(x, y) = £' (x, y +0,4y) 4y ,

kus
046141 , 04924.1.
Et eelduse kohaselt esimest jdrku osatuletised on pide-
vad, siis
lim f'x(x +8,4x, y +4y) = £'_ (x, y)

Ax—+0
Ay—+0
Jja
lim £* (x +8,47) = £ (x, 7)
Ax—»0 gy 7 2 ¥
Ay—,vo

ning jdrelikult
£ (x + 0, 4x, y +8y) = £' (x, y) + &,

Ja
f'y(x, y + esz) = f'x (I, y) + 62 ’

kus §,—>0 Ja 82"0, kui Ax—=0 Jja Ay —>0.

Seega funktsiooni juurdekasv
Az = f'x(x, y)Ax + £' (x, y)Ay +£,48x +&,4y.
Ilmselt on siin kaks viimast liidetavat argumentide ja juur-
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dekasvude lahenemisel nullile korgemat jérku vidikesed suuru-
sed vorreldes kahe esimese liidetavaga. Seega kujutab avaldis

f'x(x, y)AX + f'y(x, J)AY

endast funktsiooni juurdekasvu A z peaosa argumentide juur-
dekasvude tOkestamatul kahanemisel.

Defineerime. Kahe muutuia funktsiooni juurdekasvu pea-

osa argumentide juurdekasvude tOkestamatul kahanemisel nime-
tatakse selle funktsiooni tédisdiferentsiaaliks.

Tdisdiferentsiaali t@histatakse siimboliga cLz. Eelne-
vast jdreldub, et

dz = £ (x, y) Ax+ f'y(x, y) Ay.

Argumentide juurdekasve nimetatakse enamikul juhtudel
argumentide diferentsiaalideks ning tdhistatakse dx, dy:

Az = dx, Ay = dy.

92 92 1
ds =5x dx + >3

R &dide. Leida funktsiooni =z = V:x2 + y2 tdisdiferentsi-
asl. Leiame

Seega

2z x
x - TTe—
sz +y
3z _ y
2 4 y2

Seega

dx + —L—— dy
2 4 y2 sz + ya

Kahe muutuja funktsiooni téisdiferentsiaali voib kasutada
funktsiooni juurdekasvu ligikaudseks arvutamiseks; selle juu-
res loetakse funktsiooni juurdekasv A z ligikaudu vordseks
tdigdiferentsiaaliga dz. Niisugune talitusviis on lubatav
loomulikult ainult siis, kui argumentide juurdekasvud on vii-
kesed.

K d&ide. Olgu koonuse kargue h = 30 cm, pahja raadius r =
10 cm. Kui palju suureneb koonuse ruumala, kui tema kérgust
guurendada 3 mm vdrra, pohja raadiust aga vihendada 1 wm vor-

dz =

T8
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Koonuse ruumala

Ve Trzh
on kahe muutuja r ja h funktsioon.
Leiame osatuletised:

oV _ 2%rh A A S
or = "3 * oh TT3 t i

vottes AV ~ dV, leiame, et koonuse ruumala muut

.oV 2rup - ¥ 2

AV dh = 3 + ruh =

Wikl

(2rhdr + r°dh) = = (2.10.30(-0,1) + 100.0,3) =

= -10% =~ -31,4 cmo.

¥édrk "miinue® viitab sellele, et vorreldes esialgsega ruum-
ala vidheneb.

5. Kahe muutuja funktsiooni ekstreemumid

Vaatleme mingit ringi keskpunktiga P,(x,, y.) ja raa-
diusega ) > 0. Selle ringi sisepunktide hulka nimetatakse
punkti P, {mbruseks raadiusega 3 ehk 8 =imbruseks.

Punkt P(x, + h, yo + k) kuulub punkti P,(x,, ¥o) O -iimbru-
sesge 8iis ja ainult siis, kui n? + k2 < 8% (joon.3).
Ueldakse, et funktsioonil z =f(xy)
on maksimum punktis P,(x,, ¥o),
kui leidub selle punkti (kiillalt
: viike) imbrus, mille punktides

f(x, y) & f(x,, ¥o)

N

— —— e ——

(vt. joon.4).
Analoogiliselt Beldakse, et
funkteioonil z ~ f(x, y) on mii-
Joon. 3. nimum punktis Py(Xes Yo)» kui
leidub selle punkti (killlalt vii-
ke) Umbrus, mille punktides
£(x, y) 2 £(x,, Yo)

(vto Joono 5)0
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—_t -

—_— e~ ——

Joon. 4. Joon. 5.

Kuidas leida funktsiooni eketreemumeid? Osutub, et kui
funktsioonil f(x, y) on punktis (x,, yo) ekstreemum, siis

f'x(xo’ YO) =0, fe (xo' yu) 0.

Toepoolest, kui kahe muutuja funktsioonil f(x, y) on punktis
(X0, Yo) ekstreemum, siis ka {the muutuja funktsioonil F(x, Y.)
on punktis x = x, ekstreemum ja jérelikult tema tuletis ar-
gumendi x jérgi on vOrdne nulliga. Samuti peab ekstreemum~
punktis olema null ka osatuletis argumendi y jérgi.

Osutub aga, et tingimused f' (x, y) = O ja f° (x, y)=0
ei ole piisavad ekstreemumi olemasoluks. Néiteks funktsiooni
z = xy osatuletised punktis x = 0, y = O on vdrdsed nulliga,
kuid antud punktis ei ole sellel funktsioonil ekstreemumit.

Voib tOestada jérgmise teoreemi.

Kui funktsioonil z = f(x, y) on olemas punkti (x,, ¥o)
{imbruses egimest ja teist jérku osatuletised, siis punktis
(X0, ¥o), kus £ 0, f' = 0, on ekstreemum juhul, kui sel-
les punktis on tdidetud tingimus

2
Wiz, ) = £y = (5,)° >0

sealjuures on punktis (x,, yo) maksimum, kui selles punktis

f"xx< 0, ja miinimum, kui f"xx > 0.
Kui W (x, y) 0, siis funktsioon f(x, y) selles punk-
tis ekstreemumit ei oma. Kui aga »J = 0, siis tuleb funktsi-
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ooni k#itumist l#hemalt uurida. Suurust V/(x, y) nimetatak-
se funktsiooni f(x, y) diskriminandiks.

N H1ide. Leida funktsiooni z = 3x + 24y - 13 - 2y3 ekstree-~
mumpunktid.
Leiame f' = 3 - 317, £ =24 - 6y°.

Tarvilik tingimus ekstreemumi olemasoluke punktis (x,, y,) on
f'x (x5, ¥o) = O, f'y(xot Yo) = O.
ehk antud juhul

3 - 312 = 0, 24 - 6y2 = 0.
Lahendades selle siisteemi, sasme neli punkti, kus v3ikse olla
ekstreemum: (1,2), (-1, =2), (1, =2) ja (-1, 2). Arvutame vil-
ja diskriminandi

:—6! ’ f"yy=—12y ’ fee :0;

xy
- [ N ] - - = .
W = £y (~6x) (~12y) = 72 xy
Leiame diskriminandi saadud punktides:
W(1,2) = 144 W -1, =2) = 144,

W(1, =2) = 144, W('1’ 2) = =144,
Osutub, et punktides (1, -2), (-1, 2) ekstreemumit pole,
sest nende punktide korral \W < O.
Antud juhul on ekstreemumpunktideks punktid (1, 2) ja
(-1, =2), kusjuures punktis (1, 2) on maksimum, sest
£er (1, 2) = -6 < 0 ja punktis (-1, =2) miinimum, kuna

f"xx(-‘l, -2) = 6 > 0.

6. Homogeensed funktsioonid
Punktsiooni f(xq. Xn, osss X ) nimetatakse k-jHrku ho-

mogeenseks funktsiooniks.kui kehtib vdrdus

£(tx,, tXpy oo tx ) =t £(x,, Xpy eeey X)

kdikide Xy« Xne_seey X, vVHHrtuete ja iga t viHrtuse korral.
Niditedid., 1) Vaatleme funktsiooni
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f(x, y) = ax + by
Kui t on meelevaldne arv, siis
f£(tx, ty) = atx + bty = t(ax + by) = tf(x, y).

Jérelikult antud funktsioon on esimest Jj&rku homogeenne funkt-
gioon.
2) Vaatleme funktsiooni

(x, y, 2) = x2 4 y2 + 22 .
Kui t on meelevaldne arv, siis
£(tx, ty, tz) = (tx)2 + (ty)2 + (tz)2 = t222 &+ t2y2 +
+ t°22 = t2(x? + y2 + 2% ) = tzf(x, Y, Z)e
Jérelikult see funktsioon on teist jérku homogeenne funkt-

gioon.
3) Vaatleme funktsiooni
£(x, y) = m = -
x =¥
Meelevaldse arva t puhul kehtib

f(tx, ty) Bﬂ_tﬂ!i'_th -jx—i—H_ =
tx -ty t7(x" - ¥y7)

=(¥j —j:— .2 £(x, y).

Jérelikult antud funktsiooni homogeensuse j#rk on -3. Kehtib
jdrgmine teoreem (Euleri teoreem).

Kui funktsioon f(x1, Xp9 eees xn) on k-jérku homogeenne
funktsioon, siis
+ x2f'

x, £ + eee + X P! = kf(x1, Xy eees xn).

1 X2

¥#&itedid. 4) Funkteioon f(x, y, z) = x° + 3% + 22 on
teigt jérku homogeenne funktesioon. Siin
£ = 2x, 20 = £ = 2z,
millest
2 2 2 2
xfto + Yf'y +2f' = 2x° +2y +2z =2(x + y2+_22)=
= 2f(x, y, z).
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5) Punktsiooni f(x, y) = 7 °8 0. Jjdrku homogeenne
funktsioon.

1 X
flx = 3 f!y ?
Jjérelikult
xf'x + yf'y = ; - ; = 0=0. f(x, y).
6) Punkisioon
f(x, y) = +— on (-3). jirku homogeenne funkt-
X -7y

sioon. Jérelikult

x4 yet - -3 —Io
x -y

7. Empiiriliste valemite leidmina wihimwmintude meetodil

Loodusteaduses, tehnikas, Skonoomikae kohtame tihti em-
piirilisi valemeid, s.o. valemeid, mis on koostatud katsetu-
lemuste pohjal. Uheks kdige enam kasutatavaks vitteks sel-
liste valemite leidmiseks on vdhimruutude meetod. Esitame
gelle meetodi idee.

Olgu tarvis leida seos suuruste x ja y vahel. Katse vdi
vaatluse tulemusena oleme saanud suuruse x viddrtustele vas-
tavad suuruse y vidrtused, mis on esitatud tabeli kujul

- I x4 l x5 I ...AJ X, |

F [ e [ ]
Tahame nende suuruste vahelist seost kirjutada 1ligikaudse
(empiirilise) valemi kujul y = f£(x). Vdhimruutude meetodi
idee seisneb selles, et parimaks valemiks, mis esitab katse-
ligelt saadud sdltuvust, peetakse seda, mille puhul katsel
saadud viidrtuste ja valemi jérgi arvutatud vaartuste vahede
ruutude summa on viéhim. Antud meetodi puhul tuleb kdige enne
anda ette funktsiooni y = f£(x) kuju, milles esinevate para-
meetrite leidmiseks kasutame vihimruutude meetodit. Kui teo-
reetiliste kaalutluste pShjal ei ole vOimalik teha mitte min-
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gisuguseid oletusi, milline selle funkteiooni kuju olema
peaks, s8iis on otstarbekohane kanda saadud katseandmed joo-
nisele. Selleks kanname Oxy-tasandile punktid (x1, y1), (xz,
y2) ...(xn, yn). Kui graafikult on n#ha, et need punktid on
grupeerunud teatud sirge l#¥hedale, siis voib eeldada, et suu-
ruste x ja y vahel on lineaarne soltuvus, mis on esitatav va-
lemiga

y=ax+b ,
kus kordajad a ja b on otsitavad parameetrid. Kui graafikul

on niéha, et punktid on grupeerunud mingi kovera Umbruses,
siis voib suuruste y ja x vahel olla n#iteks ruutsdltuvus
2

y = ax + bx + c,

kus parameetrid a, b, c leiame vihimruutude meetodil. Voidb
esineda ka juht, kus suuruste y ja x vaheline soltuvus on
esitatav eksponentfunktsioonina

Y'abxo

kus a ja b on otsitavad parameetrid.

1) Olgu empiiriline valem kujul y = ax + b, Leiame a ja
b (parameetrid) tingimusest, et see sirge tuleb tOommata nii,
et empiiriliselt saadud punktide ordinaatide ja samadele
absteissidele vastavate sirge punktide ordinaatide vahede
ruutude summa oleks minimaalne, sst. suurus

oleks minimaalne. Saadud summat voib vaadelda kui kahe muu-
tuja a ja b funkteiooni, sest Xy Jja J) on antud suurused.
Wiiiid tuleb leida selle funktsiooni u = u(a, b) miinimum. Ka=-
he muutuja funktsiooni miinimumi tarvilik tingimus on molema
esimest jHrku osatuletise vordumine nulliga, s.t.

%=0 Ja = 0.
Leiame need osatuletised:
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ga =—2[y1 - (ax, + b)]' (-xq) + 2[y2 - (ax, + b)J'
+ ees #+ 2[ - (ax, + b)] « (-x,),

,55 = -2[y1 - (ax1 + b)] - 2[y2 - + b)]- coe =
- 2[yn - (axn + b)J.
Vorrutades saadud tulemused O-ga ja jagades kahega, saa-

me a ja b leidmigeks kaks lineaarset vorrandit kahe tundma-
tuga:

(axq + b = y)xy + oo0 + (ax  + b = yn)xn =0,
(ax, + b - ¥9) + eoe + (ax + b =y ) = O.

PHrast lihtsustamist vOoib selle vOrrandsiisteemi kirjutada ku-

Juls

a(x1 + 122 4+ coe + xnz) + b(x, + Xy +oees xn) =

= Xq¥y Yoot oeee + XpVps

a(x1 + Xy 4 oeee + xn) +0b =y, + J,o 4+ eee + Y5

ehk n n
a 2{: xi +b :E, x; = ZZZ
(=4 i=1 i34

w
a,{;‘xi-l-bn-z_\ Vi o

Saadud siisteemi nimetatakse ka normaalvorrandite siisteemiks.
Siit leiame a ja b vHdrtused ning asetame need empiirilisse
valemisse y = ax + b,

2) Olgu x ja y vaheline seos niisugune, mille kirjelda-
miseks niib sobivat ruutsdltuvus

y= ax2 +bx+c.

Kordajad a, b, ¢ méHdrame siis vdhimruutude meetodil jérgmi-
selt. Suurus u on praegusel juhul jérgmine:

u = g;; [ vy - (axi2 + bxy + c)] 2 3

tema osatuletisged
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2 [yi - (8212 +bx; + c)] (-xiz) .

S
Ms

-
\
E

%u f-: 2 [yi - (ax:‘_2 +bx, + c)](-xi) .
= : 2 [yi - (axi2 + bxy + c)J(-1) .

"
-

Funktsiooni u miinimumi tarvilikud tingimused

annavad pHrast lihtsustamist a, b ja ¢ jaoks lineaarse vor-
randsiisteemi

" n
azn x“* +bz:xi3+c x12=z ’
L=y V=4 134 t=4
n L “
aZ_: +’°2._-.!12+°2__'_x’~1”2_-’171
L=4 1-4 v 1%
I vy

3) Kui on alust eeldada x ja y vahel eksponentsiaalset
s8ltuvust, otsime seda kujul

y = ab®
Logaritmime seda funktsiooni:
logy = x logb + log a ,

Siit on n#ha, et log y 88ltub argumendist x lineaarselt, kus-
juures log b ja log a vOime vaadelda parameetritena, mis tu-
leb sobivalt mH#rata. Nende parameetrite leidmiseks kasutame
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jdlle vihimruutude meetodit. Antud juhul on
»
us= (x;10g b + log a = log 11)2 :
(=4
tema miinimumi tarvilikud tingimused

98 0 2 u o
2 (log a) = ’ o (1log b) =

(diferentseerimine toimub log a ja log b jhrgi).

Need tingimused annavad log a ja log b jaoks vorrandsiistee-
mi, mis oma ehituselt on analoogiline juhul 1 saadud siistee-~
miga:

n n
log b %;T 112 + log a fET x; = 2;; x;logy,
n’ nw
log b x; +nlogas= ;;W log y.
i3y =y

Selle siisteemi lahendamisel saadud parameetrite log a Ja
log b jirgi leiame logaritmide tabelitest a ja b.
Niditedid: 1) Nelja asasta jooksul on suurused x ja ¥y
omandanud jirgmieed virtused:

Assta | 1 | 2 3| &
x5 -3 -1 1 3

vy 1| 2| 2| 3

Leida airge vorrand, mis viljendaks vOimalikult hésti suuru-
se y 8dltuvust suurusest x.

Lahendamisel on otstarbekohane kasutada jirgnevat tabe--
1it:

Aasta Xy ¥y Xy, xiz
1 -3 1 -3 9
2 -1 2 -2 1
3 1 2 2 1
4 3 9

Summa 8 6 20

Tabelist on nkha, et
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w n n

n -
2;:.-0, y. = 8, = 6, Zx12-20.
=1

1-4 (=4 =y

Jirelikult saame a ja b middramiseks slisteemi

a+<20+b-0 = 6,
a:-0+b.4 = 8,

millest a = 0,3 ja b = 2, Otsitava sirge vorrand on
y=o,3x+2a

2) Kasutades vihimruutude meetodit, méirata funktsiooni
y = ax2 + bx + ¢ kordajate vitirtused nii, et ta voéimalikult
hiésti kirjeldaks jirgmise tabeliga esitatud sdltuvust;

x| 0,5 1 [1,5 2 2,5
v, | 0,8 | 1,9]4,9 8,8 | 13,9

Noutavate summade leidmiseks koostame tabeli

2 3 4
i Xy Iy Xy Xy Xy X3y

1 0,5 0,8 0,25 | 0,125 | 0,0625 0,4 0,2

2 1,0 1,9 1,0 1,0 1,0 1,9 1,9
3 | 1,5 4,9 | 2,25 | 3,375| 5,0625 | 7,35 | 11,025
4 2,0 8,8 4,0 8,0 16,0 17,6 35,2
5 |25 | 13,9 | 6,25 |15,625 (39,0625 |34,75 | 86,875

27 | 7,5 | 30,3 [13,75 {28,125 |61,1875 |62,0 [135,2

Saame jirgmise siisteemi kordajate a, b, c méiramiseks:

61,1875a + 28,125b + 13,75c = 135,2 ,
28,125a + 13,75b + 7,5¢ = 62,0 ,
13,752 + T,5b + 5c = 30,3

Selle siisteemi lahendamigel leiame, et a - 2,54, b = =1 Jja
c = 0,575. -
3) Leida eksponenteiaalne soltuvus y = ab , mis vidljen-
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daks voimalikult hHeti jérgmiee tabeliga esitatud sdltuvust:

x| o] 1] 2| 3| &l 5] s

vy ! 45,5 ‘ 48,5 \ 55,8 [ 65,7 ‘ 86 [96.3[ 105

Koostame tabeli

vy logy, x;logy; x5
0 45,5 1,6580 0,0000 0
1 48,5 1,6857 1,6857 1
2 55,8 1,7466 3,4932 4
3 65,7 1,8176 5,4528 9
4 86,0 1,9345 7,7380 16
5 96,3 1,9836 9,9180 25
6 106,0 2,0212 12,1272 36

2 =21 S1logy,=12,8472 Zlx 410gy,=40,4149| 57, x,=91

Vastavalt eeltoodule eaame a8 ning b jaoke v8rrandisis-
teemi

91 logb + 21 loga = 40,4149 ,

21 logb + 7 loga = 12,8472 .

Sellest
loga = 1,6346 , logb=0,0669

ning jdrelikult
a = 43,1 ja b= 1,167 .
Otesitav seos on seega
y= 43,1 .1,167° .
Kontrollkiieimuseed
1. Detineerige kahe muutuja funkteioon. Mis on selles analoo-
gilist ja uut lthe muutuja funktsiooni definiteiooniga vdr-

reldes?
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2. Mie or kahe muutuja funktsiooni graafikuks?

3. Defineerige kahe muutuja funktsiooni piirvddrtus.

4. Esitage pidevuse definitsioon funktsiooni juurdekaswvu
abil. Fuidas pidevust geomeetriliselt tdlgendada?

5. Defineerige osatuletis iihe argumendi jédrgi. Mitme muutu-
ja funktsioon on kahe muutuja funktsiooni osatuletis iihe
argurendi Jjargi?

6. Kuidas defineeritakse kdrgemat jérku osatuletised?

7. Mie or tdisdiferentsiaal? Kirjutage iiles kolme muutuja
funkteiooni f(x,y,z) tdisdiferentsiaal.

8. Defineerige tasandi punkti iimbrus.

9. T&lgendage kahe muutuja ekstreemumeid geomeetriliselt.

10. Millised on eketreemumi tarvilikud tingimused?

11. Kuidas mddratakse kahe muutuja funktsiooni ekstreemumi
olem&solu ja iseloomu funktsiooni diskriminandi abil?

12. Andke homogeense funktsiooni definitsioon. Tooge nditeid

13. Veerduge funktsiooni f(x,y) = -5 xzy + 2 y3 korral
Buleri teoreemi tdidetuses.

14. Mide m3istetakse empiirilise valemi all? Milles seisneb
vihimruutude meetodi idee empiirilise valemi konstruee-
rimieel?

15. Puletage normaalvdrrandite siisteem funktsiooni ab™ pa-
remeetrite leidmiseks.

§ 2. MAATRIKSID JA DETEEMINANDID

Vektorid n-m&3tmelises ruumis

Varemast teame, et igale ruumipunktile vastab kohavek-
tor ning punkti koordinaadid iihtivad kohavektori koordinaa-
tidegs. Kohavektori koordinaatide arv on vdrdne vektorbaasi
moodustevate baasivektorite arvuga. Sirgel asuval wvektoril on
iiks, tecandil asuval vektoril kaks ja ruumis asuval vektoril
kols kcordinaati - mniisama palju kui baasivektoreid. Oel-
dakee, et vektorbaas miédrab sirgel iihemSStmelise, tasandil
kebendttmelise ja ruumis kolmemd8tmelise vektorruumi. Koha-
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vektorite 18pp-punktidel on ka vaetavalt ilke, kaks v3i kolm
koordinaati, 8. t. igailka neist kuulub vastavam33tmelisee
ruumi. Seega on igal vektorbaasil vabavektorite hulk iiks-
Uheses vaatavuses vektorruumi punktidega ja seega arvujir-
Jenditega.

Jirjestatud arvukolmikud el pea tingimata tiéhistama
punkti geomeetrilist asukohta. Niditeks ettevdtteid v3ib ise-
loomustada jirgmiste nditajatega: toodangu mahu, omahinna ja
titviljakuse plaani tditmise protsendid. Siin on ettev3tte
iseloomustamiseks v8etud 3 parameetrit ehk arvukolmik. Ar-
vukolmikut t3lgendame vektorina kolmem33tmelises ruumis.(p-
periihmade 3ppeedukust llikoolis v3ib iseloomustada jérgmis-
te parameetritega: eksamisessiooni sooritanute protsent ning
ainult hinnetele "hea" ja "viiga hea" 8ppijate proteent. Ar-
vupaarid miiiravad vektori kahemd8tmelises ruumis (tasandil).

Kui lisada eespool ettevdtteid iseloomustavatele para-
meetritele toodangu realiseerimisplaani téitmise proteent,
saame juba arvude neliku. M3nede objektide kirjeldamisel on
parameetrite hulk veelgi -suurem. Seepidrast osutub otstar-
bekaks laiendada vektorruumi m3istet. Jiériestatud n arvu
(x1, Xoy orey i!) nimetatakse punkti koordinaatideks n-m33t-

melises ruumis. Punkti koordinaatidega (Q, O, 0) nime-
tatakse n-m88tmelise ruumi nullpunktiks. Igale ruumipunktile
P(x1, Xy eeey xn) seatakse vastavusse n-m83tmelins kohgvek-
tor, mis "viib"™ nullpunktist 0(0, O, 0) punkti P ja mi-
da tihistatakse

A= (x1, X5y eees . (2.1)
Vektor ¥ n-m38tmelisee ruumis teisendab selle ruumi punk-
tid sama ruumi punktideks. Reaalarve x4 (1=1,2, ..., n)
nimetatakse n-m38tmelise vektori koordinaatideks. Kui iihe-,
kahe- ja kolmem33tmelisi vektoreid saab geomeetriliselt esi-
tada, siis nelja- jne. m38tmeliste vektorite korral see v3i-
malus puudub.

Lineaartehted n-m33tmeliste vektoritega defineeritakse
analoogiliselt tehetega kolmem33tmeliste vektoritega.

Vektorite X = (x1. Xpy eees xn) ja ¥ = (y1, ...,yn)
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summaks (vaheke) nimetatakse vvektorit X - Y koordinaati-
dega

+ +
xiy=(x,ty, x, Py (2.2)
vektori X korrutieeke skalaariga k nimetatakse vektorit
= (kxy, o0y kx) . (2.3)
Defineeritakse veel vektorite X Jja Y skalaarkorrutis:
n
X . Y= Xy + X0, + e X ¥ = . (2.4)
i=1

Kehtima jddvad k3ik kolmem33tmeliste vektorite tehete oma-
dused.

Vektori if pikkuseks (mooduliks) nimetatakse mittene-
gatiiveet arvu

_X'-V—_x'._f-yx$+x2+...+x‘§. (2.5)

Naide . Leida vilemd5tmeliste vektorite X = (0,1,
-2,3,2) ja T (1,4,1,0,-3) summa ning skalaarkorrutis.

Vektorite liitmisel liidetakse vastavad koordinaadid ja
seega

X+Y=(1,5-1,3,-1) .

-
Skalaarkorrutis X . ¥ = 0.1 + 1.4 + (=2) . 1 + 3.0 +
+ 2(-3) = -4,
Rullvektoriks nimetatakse vektorit, mille k3ik koordi-

naadid on nullid. Nullvektori pikkus on O . Niditeks null-
vektor viiemd3tmelieee ruumis on (0,0,C,0,0).

Vektorite _I’1 ’ oy Km lineaarkombinatsiooniks ni-
metatakse avaldist k1x1 + + oo + . Vektoreid ni-

metatakse lineaarselt s3ltumatuteks. kui null on ainpult nen-
de vektorite triviaalne lineaarkombinateioon, ning lineaar-
gelt sSltuvateks. kui nulliga v3rdub mittetriviaalne line-
aarkombinatsioon.

Osutub, et n-m33tmelise ruumi maksimaalne lineaarselt
s3ltumatute vektorite arv on parajasti n . Valime n-m33t-
meliee ruumi baasiks vektorid
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e, = (1,0,0,...,0) ,
32 = (0,1,0,0,...,0) ,
?5 = (0,0:1'0'0"00) ’

(2.9)

®ececsessscevescncee

= (0,0,000,0,1) «

Vektorid ‘ei on ilhikvektorid, s. t. |eI| = 1 (i=1,2,c00on)
(kontrollige valemi (2.5) abill). Iga vektor (2.1) eeitub
tihikvektorite (2.6) lineaarkombinatsioonina kujul

X = + 123; +eee + X, e; (2.7)

Baasivektorid e; on pealegi omavahel paarikaupa "risti”,
sest nende ekalaarkorrutised v3rduvad nulliga. Nditeks

. 32

Kul valida n = 3 , paame k#esoleva punkti valemitest vare-
mast tuttavad tulemused kolmem33tmelises ruumis.

= 1.0 + 0.1 + 0.0 + ¢ec +0.0=0,

2. Hiipertasand

Analoogiliselt tasandile tavalises m3ttes riligitakse "ta-
sandist” ka n-m33tmelises ruumis. Harilikult nimetatakse se-
da "tasandit" hiipertasandiks.

Lightume tasandi vektorv3rrandist N . (r = = 0 ning
peame seal esinevaid vektoreid n-m33tmelisteks:

hiipertasandi normaalvektor ¥ = (A1, Az, coey An) »

hilpertasandi antud punkti kohavektor = (x°1,x°2.-..,x°nh
hiipertasandi jooksva punkti kohavektor r= (21, cony xn).
Hiipertaeandi vektorvdrrandist W.(¥ - = O paame skalaar-

korrutise valemi kohaselt

A(xy - x,) Ay(x, - xoz) +eeo +A (X, -x ) =0.
Téhistame avaldise - eue
esitub hiipertaeandi iildvdrrand kujul

- = D ., Siie
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AgXy 4 A%, + + +D=0 (2.8)

- n_muutujaga lineaarvdrrand méérab hlinertasandi n-m33tmeli-

ges _ruumie.

Hiipertasandiks kahem33tmelises ruumis on eirge {ildv3r-
randiga ax + by + ¢ = 0 ; {lhem33tmelises ruumis (sirgel) =
punkt. Hiipertasandit nelja- jne. md3tmelises ruumis ei saa
enam geomeetriliselt nditlikult esitada.

3. Maatriksi m3iste

Maatriksiks nimetatakse ristkiilikukujulist arvude tgbe-
1it

811 512 coe B1J eoe a.m

521 522 ooe aaj X azn

311 312 LYy aid Xy ain

S0 coervsecrsoecsssecssanee

%1 am2 eee amd X %nn

n veergu

Reideo, Tabelis on antud kulunormid viie toote
valmistamieeks kahest erinevast materjaliet:

Materjal l Tooted
12

3 4 5
I 10 8 12 20 6
II 5 6 2 4 6

Kui eelnevalt on kokku lepitud tabeli ridade ja veergu-
de tthemduses, v3ime kulunormide maatriksi esitada jiérgmisel
kajnle

l1o 8 12 20 6”
‘ 5 6 2 4 6

Tabelis olevaid arve nimetatakse maatriksi elementideks.
Elemendid on paigutatud ridade (horisontaalselt) ja veergude
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(vertikaalselt) kaupa. Maatrikesi elemente téhistatakse tava-
ligelt viilkeste téhtedega, mis on varustatud kahe indekeiga:
esimene indeks niiitab rea, teine veeru jidrjekorranumbrit, kus-
Juures indeksite vahele koma ei panda. Element asub
i-nda rea ja j-nda veeru l3ikekohas. Maatrikseid tidhistatak-
se kas suurte tidhtedega (maatriks A) v3i niéidatakse tema iild-
element ay kahekordsete plistkriipsude vahel (sageli ka
{imarsulgudes (aij) ), 8. t.

A= (2.10)

13

Kui maatriksis on m rida ja n veergu, siis nimetatakse
teda m . n-maatrikaika (nidites kulunormide kohta on 2¢5-
maatrike). Erineva ridade ja veergude arvuga maatriksit ni-
metatakse rigtkiilikmaatriksiks, v3rdee ridade ja veergude ar-
vu korral riddgitakse nen-ruutmaatriksist ehk n-Jérku ruut-
maatrikeist. Maatrikei A ridade ja veergude arv ndidatakse
vajaduse korral jirgmiselt: Am-n e Ruutmaatriksi peadiasgo-
naaliks nimetatakse diagonaali, mis i{ihendab vasakul i{ilemises
nurgas asuvat elementi 844 paremal alumises nurgas asuva
elemendiga « Alumisest vasakust nurgaet iilemisse pare-
masse nurka liéheb k3rvaldiagonaal.
Maatrikeist A ridade ia veergude limbervahatamjge] saa-
maatriksit nimetatakse transponeeritud mamtrikeiks.
A : men-maatriksi A transponeeritud maatriksiks on nem-
maatriks, Ruutmaatriksi A transponeeritud maatriks AT saa-
dakse maatriksi A pbSramisel iimber peadiagonaali 180° v3r-
ra.

Naide. Allpool on esitatud maatrike A koos trans-

poneeritud maatriksiga AT:
' -1
‘ 5
7

Ruutmaatrikeit, millel on vidljaspool peadiagonaali ai-
nult nullelemendid, nimetatakee diagonaalmaatrikseiks:

A =
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511 0 ... 0
1o

0...%!1

Ruutmaatriksit, mille peadiagonaali elementideks on ai-
nult ilhed ja iilejliinud elemendid on nullid, nimetatakse tthik-
maatrikeiks I . Nullmaatriksil on k3ik elemendid nullid.
Niiteks

(2.11)

1 0 * o es e 0]

0 1.5 TIY

XN NN ENN XN esecsevs00 e (2.12)
e o 1 es e (V]

1en-maatriks on n-m33tmeline vektor:
A= ( a4, 32....,an) (2.13)

mida nimetatakse ka reavektoriks,
Analoogiliselt nei-maatriksit

Y

(2.14)

nimetatakse veeruvektoriks. Veeruvektor saadakse reavektori
transponeerimisel. Maatriksi A = iga rida v81i veergu v3ib
t3lgendada n-m38tmelise reavektorina v3i m-md3tmelise vee-
ruvektorina.

Maatriksi jagamisel osadeks horisontaalsete ja verti-
kaalsete sirgetega jaotub ta ristkiilikuteks, mis on omakor-
da maatrikseid. Neid nimetatakse plokkideks.

Niiteks maatriks




on jagatud neljaks plokiks. Mdnikord tdhistatakse {ksikuid
plokke (maatrikseid) suurte téhtedega, mille indeksid nki-
tavad ploki asukohta lihtemaatriksis. Vaadeldavas niites

Aottt 12 L 3 6 “
1 p 1 |- 12 -2
T 1 ‘
21 < o -1 22

4. Tehted maatriksitega

Esmalt defineerime maatriksite v3rdsuse. Kaht gama j&r-
ku maatrikeit nimetatakse y3rdseteks. kui vastavatel kohta-
del seisvad elemendid on v3rdsed, s. t.

men 4] 3t B “bij jaoks kehtib v3rdus A B,

men
kui aiJ

Maatrikeite jaoks defineeritakse jirgmised tehted: 1#it-
mine (lahutamine), korrutamine skalaariga ja maatriksite kor-
rutamine.

Kahe men-maatrikei A = |a; | ja B= "bid" gsummakg (va-
heks) nimetatakse maatriksit C = A-B = uciJ" , mille ele=-
mendid saadakse maatriksite A ja B vastavate elementide
liitmisel (lahutamisel), s. t.

1j iga 1 ning J korral.

cid = aid - bid (2.15)

Maatriksi A = u a; " korrutiseks skalaariga k nimeta-
takee maatriksit kA , mille elementideks on arvuga k kor-
rutatud maatriksi A elemendid

kA kaijl (2.16)

N#d&ide 1. Leida maatrikse 2 A - 3B, kui
1 o 2
3 5 -1

Arvutame

- 33 -



1 0 2 } 3 =2 11
2. -3 =2, -3 . .
3 5 - 0 4 6
2 0 41 \19 -6 3“ ” =7 6 1 u
6 10 =2 i 0 12 18 6 -2 =20

Kaht maatriksit saab omavahel korrutada ainult eiie,
kui esimese teguri veergude arv n on v8rdne teise teguri
ridade arvuga m , 8. t. korrutada saab maatrikeseid A .
Ja BnOp . Kahe maatriksi korrutiseks C = AB nimetatakse
mep-maatriksit C = ‘43 mille elemendid leitakse jérg-
miselt:

13 ®11 13 * 225t ¢ * 8Py (2.17)
(L1 1, 2y eoey M3  J =1, 2, coey P)
Néditeks maatriksi C element

b

Cqq = 899Dqq + 840p1 # 84305y + wee By 1y

Rea- ja veeruvektori mSistet kasutades v8ime Belda, et maat-
riksi C = AB element on vdrdne esimese teguri i-nda
reavektori ja telse tegurl j-nda veeruvektori skalaarkorru-
tisega.

Eide Leida C, = AB ja C,= BA, kui
0o 2 3
A= B -2
5 -1 1

Arvutame kSigepealt elemendi Cqq Selleks kirjutame
szlguze mdttes vilja 1. rea- ja 1., veeruvektori ning korru-
tame neid skalaarselt:

3
‘49 o 2 -2 103+00(-2)+2.1=5
1
o= 1.04+40 44+2, 6=12,
Cprm 3 .3+5 (-2)-1.1=-2
ozt 3.0 +5 4-1 6= 14,
5 12
=2 14
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Samuti leiame, et

3 0 6
10 20 -8
19 30 -4

Kahe maatriksi korrutis ei ole iildjuhul kommutatiivns, 8. t.
AB ¢ BA . Selles veendusime juba lahendatud néitea 2.
Ruutmaatriksi A korrutamisel ithikmaatrikaiga I ssa-
me
AL = IA = A,

8. t. korrutamisel on ilhikmaatriksi osa sama mis reaalarvu-

de puhul arvul 1 (kontrollige eeskirja (2.17) abill).
Analoogiliselt O ., A= A , O0=0,

Tehete puhul maatrikesitega kehtivad jérgmised omadused:

A+B=3B+A,
(A+B)+C=A4+(B+0C),
(AB) . C=4A , (BC) ,

(A +B) . C= AC + BC ,

Nende omaduste 3igsuses on kerge veenduda valemite (2.15) ja
(2.17) abil,

Ndide Leida maatriksi A korrutis {ihikmaat-
rikegiga I :
(o} 1 2 1 0O o
-1 3 5 ’ Ia= o 1 (¥ .
4 0 -3 o o
Arvutame
0 2 1 0O o " 0 1 2
AT -1 3 5 . 0 of = =1 3 5|=A,
4 0 =3 0o o 1 || 4 0 -3

Sama tulemuse annab IA

5. Determinandi m3iste

Ruutmaatriksile kindla eeskirja jirgi vastavusse seatud
arvu nimetatakse determinandiks. Selle eeskirja anname all=-
pool. Ruutmaatriksile jlrguga n vastavat determinanti t-
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histame edaspidi jérgmiselt:

11 12 °** B
'21 22 *** *2n

eoo0evseccscnsosene

li;” (2.19)

a a

n1 n2 nn

Determinandil on n rida ja n veergu. Arv n kannab de-
terminandi Jjdrgu nime. Sageli rddgitakse n-jérku determinan-
di asemel n-realisest determinandist. Arvud aij on deter-
minandi elemendid.

Keskkoolis kasutatakse teist jdrku determinante kahe
tundmatuga v3rrandisiisteemi lahendamisel. V3rrandisiisteemi

819% + 8457 b,
821 + 138
kordajate determinant esitud kujul
11 12

21 22
Ja tema arvutuseeskiri on jérgmine:

D = a4485; = 84585 (2.20)

KS3rgemat jirku determinantide arvutuseeskiri on keerukam.Esei-
tame siin kolmandat jdrku determinandi arvutuseeskirja:

891 892 843
D= (a3 85 85 =
831 83 833

(811820833 + 821839813 * 84282383) =
- (834855813 + 83585387 + 831845835) (2.21)

Skemaatiliselt v3ib eeskirja anda kujul, kus 13ikudega on
ithendatud elemendid, mis tulevad omavahel korrutada. Peadia-
gonaali elementide korrutis Ja temaga paralleelsete mitte~
tdielike diagonaalide elementide korrutised iile peadiagonaa-
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1i asuva elemendiga liidetakse ning nende summast lahutatak-
se analoogilised korrutised k3rvaldiagonaali sihis.

Joon. 6.

Ndeme, et teist ja kolmandat jdrku ruutmaatriksile vas-
tab teatud eeskirja jirgli leitav arv - vastavalt teist ja
kolmandat jérku determinant.

Ndide 1. Leida determinandi

1 -1
=3 (o] vidrtus.
5 7

Esmalt leiame korrutiete summa peadiagonaali seihis:

10.34+(-3).7.2+(-1) .4.5 =62,
K3rvaldiagonaali sihis saame

5.0.2+704.1+(-3)o(-1)03- 370

Determinandi viddrtus D = -62 - 37 = ~99,

K8rgemat jédrku determinantide arvutamine taandatakee ma-
dalamat jdrku determinantide arvutamisele. Sellest riadgime
Jdrgmises punktis.

6. Miinor ja algebraline tdiend.
Naterminandi leidmise eeskiri

Anname m3ned tiéiendavad m3isted.
Vaatleme n-jérku determinanti (19). Kustutame determi-
nandist ithe rea jdrjekorranumbriga i Ja iihe veeru jérje-
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korranumbriga j (i, j = 1, 2, n) . Jédrelejddnud ele-
mendid moodustavad (n-1)-jérku determinandi

A AR F B "3 M3s1 0 M

21 22 *° '23-1 '23 1241 °* on

=1 coe oo i=1 =1 i-1j i=-1 j#1°° i-1 n| (2.22)

811 see oo i 3-1 lij i g+ °° '1n
00006000 0000000000000000000000000000000000000000
.-n-i see oo an .1_1 nj n j+1 ) nn

Kustutatud rea ja veeru 1l8ikekohas asub element 854 ¢
Determinandi elemendi ay miinoriks nimetatakse
(n-1)=jdrku determinanti, mis tekib liéhtedeterminandist i~nda
ree ja J-nda veeru kustutamisel.
HéEdide 1. Leida determinandi

3 6 =1
o 2 5
7 -3 4

elomentide a4, 853 a3§“miinor.td.

Esimese rea ja esimese veeru kustutamisel saame miinori
M., jne.:
3 6

T -3

K 51; 15 .

1 = 23; u23 = o 5

Determinandiks (2.19) jédrguga n nimetatakse jirgmise
eeskiris jidrgl leitavat arvu:

- 1+
D= 5‘11"j1 - aM, + a13H13 + eee (=1) 3131113 + cee +

+ (3 1¥0y (2.23)

1n

kus H,J (3 =1, 2, seey n) on determinandi esimese rea ele-
mentidele vastavad miinorid.

Talemiga (2.23) antud eeskirja nimetatakse ka determi-
nardi arendamiseks esimese rea Jjérgi.
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Kaherealise determinandi elemendi 844 miinoriks on
855 Jja elemendi 2,5 miinorike a5y o Eeskirja (2.23) ko-
haselt D = a,985, + (=1)  a1;8;; = 8198y, = 8,85y ub-
tib valemiga (2.20).

Kolmerealine determinant (2.21) esitub kujul

851 822
831 832

21 823
831 833

22 823
832 833

-a +a » (2.24)

mis omakorda pérast teist jérku determinantide ieidmist iih-
tib v3rduse (2.21) paremal pool oleva avaldisega.

Defineeritud determinandi arvutuseeskirja szab kasutada
k3rgemat jirku determinantide arvutamiseks madalamat jdrku
determinantide kaudu. Nditeks 5. jHrku determinandi arvuta-
misel tuleb leida 4. jHrku miinorid, igaiiht neist saab aga
avaldada miinorite kaudu, mis on juba 3. jirku determinan-
did., Viimast oskame juba leida. Praktikas toimub determinan-
di arvutamine p3him3tteliselt kirjeldatud viisil koos téien=-
davate lihtsustavate v3tete kasutamisega.

Ndide 2. Leida 4-realise determinandi D vHHEr=-
tus:

-3 0 O
0 2 1
4 0 =7
=2 3 6
Definitsiooni (2.23) kohaselt D = 11 = (=3)

+ 0

143 = 0 l14 Miinorite l13 Jja l14 leidmine pole
praegu vajalik, sest nende kordajateks on null.
Arvutame:
o 2 1 2 2 1
l11 4 0 =7 -8 3 "= 5 0 =7 =3
-2 3 6 0O 3 &6

Nilid saame D =1 , (-8) + 3 . (=3) = =17 .
Niigime, et nullelementide esinemine determinandis kergendab
arvutustssd.

Elemendi aij algebraliseks tdéiendiks Aij nimetatakse
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arvuga (-1)1+J korrutatud miinorit:
1+J
Aij s (=1) “13 (2,25)
Kui rea ja veeru jérjekorranumbrite summa on paarisarv, siis
Aij = "ij' vastav summa on paarituarv, siis AiJ = 'Hij°

Ndide 3., Leida ndites 1 antud determinandi jaoks
elementide 819 839y 833 algebralised tdiendid.

Vaetavalt definitsioonile (2.25) saame

141 .
e ()T M, 235 53 = My 51
6 =1
"317 " |2 5| 32

Valemi (2.23) v3ib niitid esitada ka kujul

D= aj A + 84544, + +agA (2,.26)

7. Determinantide omadusi

Loetleme determinantide tiéhtsamaid omadusi, mis leiavad
kasutamist determinantide arvutamisel.

1. Determinandi kahe rea iimbervahetamisel muutub deter-
minandi mdirk vastupidiseks, absoluutvaddrtus Jd&b muutumatuks.
Illustratsiooniks leiame kolmerealise determinandi D1
valemi (2.24) abil, kui ldéhtedeterminandis D on vahetatud
1. ja 3. rida:
31 832 833 822 823
Dy = |8y 8y 83| = 839 [81p 843
891 892 %43

821 823
899 %43

- 332

21 22
+ a
B o2

Leides kaherealiste determinantide viddrtused ja korrutades vas-
tavate kordajatega, saame pérast liidetavate grupeerimist mir-
kide jdrgi
Dy = (839850813 + 835819853 + 83383185) = (834815855 +
+ 83p85183 + 8338.9855) .
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Tulemuse vdrdlemisel avaldisega (2.21) nieme, et = -D ,
Seega 1. rea vahetamisel mingi reaga muutub determinandi
mérk. Determinandi 2. ja 3. rea vahetamine on realiseeritav
kolme vahetamisega 1. rea abil: algul t3stame 3. rea esi-
meeeks ja 1. rea kolmandaks, seeJirel 2. rea esimeseks Ja 1.
rea kohal seisva esialgse 3. rea teiseks ning 13puks vahe-
tame 3. rea kohal seisva esialgse 1, rea praeguse 1, rea ko-
hal seisva esialgse 2. reaga. Iga vahetamise kdigus muutub
determinandi mérk ning kokkuv3ttes kolmekordse vahetamise
tulemusena

811 812 843 811 %92 843
821 832 83| = = |83 83; 833
831 832 833 821 8 853

2. Determinanti saab arendada mis tahes rea jirgi, e.t.
kehtib v3rdus

D= (-1)1”311111 + (-1)1+2312l12 + + (-1 N, .

in"in
= 849849 + 845h10 + cee v a8, (L=1,2, .ciy n) .
(2.27)
Viimane v3rdus on kirjutatud seost (2.26) arvestades.
Vahetades i-nda rea esimesega Ja kasutades valemit
(2.23), saame 1. omaduse p3hjal tulemuseks =D . Seega, kui

i-s rida asub oma 3igel kohal, saame valemi (2.27) p3hjal de-
terminandi vidrtuse D .

3. Determinandi vidrtus ei muutu, kui tema i-ndale rea-
le liita mingi arvuga k korrutatud muu rida, s. t.

891 ¢ 84

311 see aln

311 Iy ain

8n1 @nn

841 e 84

es6eccvccve

311 coe aln

(R RN X RN

511 +kal1 X .ain"’kaln

®evscssssvee

n1 8nn
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4. Determinandi mingi rea elementide ithise teguri v3ib
tuua determinandi mérgi ette, s. t.

849 cee 84n 8.11 ees 81n
kai1... kain =k 849 - an 2.29
an1 ece ann an1 eee ann

5. Kui determinandis on kaks rida v3rdsete elementide-
ga v3i mingi rea elemendid on k3¥ik nullid, siis on determi-
nant v3rdne nulliga.

6. Determinandi iihe rea elementide korrutised mingi tei-
se rea algebraliste tdienditega annavad summas nulli, s. t.

Bk1Ai1 + asziz + eee aknAin - i * k. (2.30)

V3rduse (2.30) vasak pool on vaadeldav vdrduse (2.27)
kohaselt sellise determinandi arendisena i-nda rea Jargi,
mille i-nda rea elemendid on v3rdsed k-nda rea elementide-
ga. See on aga determinant kahe v3rdse reaga ning 5. omadu-
sest tulenebki (2.30) kehtivus.

7. Determinandi read ja veerud on v3rdvidrsed. See ti-
hendab, et eespool sdnastatud omadused kehtivad tidpselt sa-
muti ka veergude puhul. Nditeks v3ib determinanti arendada
ka j-nda veeru jédrgi v3i determinandi vddrtus ei muutu iihe-
le veerule mingi arvu kordse muu veeru liitmisel jne.

8. Determinandi arvutamine

Determinandi praktiline arvutamine tugineb eelmises
punktie loetletud omadustele.

Kolmanda omaduse pShjal piiiiame teisendada determinandi
elemente nii, et mingisse ritta (veergu) tekiks v3imalikult
palju nullelemente. V3imaluse korral kasutame ka rea ihise
tegur ettetoomist (4. omadus). Seejérel arendame teisenda-
tud determinandi v3rduse (2.27) kohaselt selle rea (veeru)
jdrgi, milles on rohkem nullelemente. Niiviisi taandame n-
jdrku determinandi arvutamise (n~-1)-jérku determinantide ar-
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vutamisele. Viimaste arvutamise saame vajaduse korral taan-
dada (n-2)-~jdrku determinantide arvutamisele jne., kuni jua-
me 3. v3i 2, jidrku determinantideni.

Illustreerime esitatud m3ttekdiku nididetega.

Ndide 1. Leida determinandi vddrtus:
2 -4 0 6
4 =5 6 (
3 0 1 2
-3 3 12
Toome esimesest ning viimasest reast determinandi mérgi et-
te vastavalt iihised tegurid 2 ja 3. Siis

1 -2 o0
4 =5

D 23.| 3 o
=1 1

Kuna 1. reas on juba iiks nullelement, siis teisendame deter-
minanti nii, et 1. ritta jddb ainult iiks nullist erinev ele-
ment. Selleks liidame 2, veerule kanekordse 1. veeru ning la-
hutame 4. veerust kolmekordse 1. veeru. Saame

1 0O 0 ©
3 6 =5
3 6 1 =7
-1 =1 4 3
Riilid arendame determinandi 1. rea jédrgi.

did on pullid peale elemendi a,, , siis valemi (2.26) koha-
selt

3 6 =5
D=6.1.| 6 1 =7
-1 4 3

Kolmerealises determinandis liidame 1. ja 2. reale vas=-
tavalt kuue-~ ning kolmekordse viimase rea; seejdrel arendame
determinandi 1. veeru jérgi. Saame
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0 18 4
D=6 | 0 25 11| 6+ (=1)s(-1)3*1. |18 4] _ ¢
143 >
NHdide 2 Leida determinandi viirtus:
1 2 =3
=5 1 2
-4 5 3
4 3 =2
2 =1 3

98 = -588,

Liidame 2, reale 1, ja 4. rea, 3. reale 4. rea ning lahutame
4, jJa 5. reast vastavalt 4- ja 2-kordse esimese rea.Siie saa-
me determinandi, kus 2, veerus on nullelemendid peale esime-

0 1 2 =3 4
8 0 6 =3 1
6 0 8 1 3
5 0 -5 10 -15
7 0 -5 9 -af

Arendame determinandi 2. veeru jérgi, tuues samaaegselt mii-

nori 3. reast teguri 5 determinandi ette:

8 6 =3 11
6 8 1 3
142
-1 1 -1 2 -3
T =5 3 -4
Siin lahutame 1. reast 3. ja 4. rea summa, 4. reast 2. ja 3.
rea summa, seej#irel 2, reast 6-kordse 3. rea:
12 =14 18 6 -7 9
14 =11 2 14 =11 21
=5 -1 2 -3|*= -5.2.(=2). -1 2 -3
=12 6 -4 6 -3 2
Arendame esimese veeru jirgi (3-realises determinandis lahu-
tame veel 3. reast 1. rea ja toome 1. veerust ette ithise te-
gur 2): 1 g 7 9 6 -1 9 3 -1 9
D= 20.1.|14 =11 21 |= 20.{14 =11 21 40, |7 =11 21
6 =3 2 o0 4 -7 0 4 7
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Kuna osa elemente on v3rdlemisi suured, siis on otstarbekas
kolmerealise determinandi vahetu arvutamise asemel eelnevalt
teha teisendusi. Lahutame 3, veerust 3-kordse 1. veeru:

3 =7 =7

o [7 -1 =40 . (-1 7. f ‘
o 4 -11

40 16 4480
9. Koordinaatkujul antud vektorite
s3ltuvuse uurimisest
0Olgu antud n-m33tmelises ruumis m vektorit
xi = 121. XXX} = 1' 2y esey m) .

Nditame, kuidas mdédrata lineaarset s8ltuvust antud vektori-
te vahel ning lineaarselt s3ltumatute vektorite maksimaal-
set arvu nende hulgas.

V3rrutame nulliga antud vektorite lineaarkombinatsiooni

k11’1 + kX, ' 4 (2.31)

kus k, (=1, 2, seoy m) on esialgu mééiramata kordajad.
Vastavalt lineaartehetele vektoritega kirjutame vilja (2.31)
tiiipi v3rdused antud vektorite vastavate koordinaatide jaoks:

kiXyq + koXy5 + X ’

k2x21 + k2222 ses + ’ (2.32)

®0002000000000000000000000000000 0

kyXpq + ko¥po + K Xnm ‘

Vdrdusi (2.32) vaatleme v3rrandisiisteemina otsitavate ki(i =
=1, 2, ¢os, m) suhtes. Kui siisteemi (2.32) lahendamisel
ni ki vidrtus on nullist erinev, siis on vektorid lineaar-
selt sdltuvad. Kui siisteem on rahuldatud ainult siis, kul k¥ik

= 0, on vektorid lineaarselt s3ltumatud. Juhime tihele-
panu asjaolule, et siisteemi (2,32) iiheks lahendiks on alati
ka ki =0(i=1 2, ¢esy, m) . See on siisteemi ainsaks la-
hendiks ainult siis, kui k3ik vaadeldavad vektorid on line-
aarselt s3ltumatud.
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Kui antud vektorite hulk m on suurem vektorite jér-
gust n , s8iis kindlasti on nende vektorite vahel lineaar-
ne s3ltuvus, eest s3ltumatute vektorite maksimaalne arv sasb
olla n (vt. p. 1 § 2), kuid v3ib olla ka viiksem. Kui m<n
ja vektorite vahel on lineaarme s3ltuvus, siis saab mingi
iihe vektori avaldada iilejddnud m-1 vektori lineaarkomhinat-
aioonina, Nende m-1 vektori hulgas v3ib omakorda olla li-
neaarselt sdltuvaid ja saame jHlle mingi iihe vektori avalda-
da lilejddnud m=-2 vektori lineaarkombinatsioonina. Igal iik-
sikjuhul tuleks lahendada (2.32) tiiipi slisteem vastavalt
m-1, m=2 Jne, tundmatuga. Nii Jérjestikuselt Jitkates jSuak-
sime 13puks olukorrani, kus vektor jirjekorranumbriga r+1
avaldub r s3ltumatu vektori lineaarkombinatsioonina. Siis
seame k3ik {ilejdtinud m-r vektorit avaldada r e3ltumatu
vektori kaudu,

Niaide . Selgitada, kas vektorite Tfa = (1; =3;0),
i: = (1; 25 2), = (1; 4; 5; 3) vahel on lineaarne s3l-
tuvus.

Moodustame nende vektorite lineaarkombinatsiooni ja vdr-
rutame nulliga:

k1x1 + kzxz + k3x3 =0
ehk koordinaatkujul

ky+ ky + k3 =0,
-3k; + 2k, + 4,5k3 =0,
2k2 + 3k3 =0,

Stisteemi lahendame jirgmiselt: avaldame kolmandast v3rran-
dist otsitava k2 otsitava k3 kaudu ning asendame ile-
jd8nué v3rrandeisse. Saame

;
k.1 -3 k3
-3k, + % ky

Need v3rrandid on kokkulangevad, sest teise v3rrandi Jjaga=-
misel arvuga -3 scaame esimese v3rrandi. Sellel siisteemil
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on 13pmata palju lahendeid. Valime =2, Siis kg =1 Ja
léhtesiisteemist saame, et k. = -3 Seega kehtib seos

g
-3, + 22; )
ehk antud vektorid on lineaarselt s3ltuvad. Uks vektor aval-

dub kahe ulejhhnu lineaarkombinatsioonina. H31teks X -3x2-zg
3>
vt X, - 3-1' +3x vl X ET

Kontrollime veel, kas vektorite X, ja X. vahel on
lineaarne s3ltuvus. Analoogiliselt eelneva lahenduskiiguga
saame

21, +3 1,

Esimesest v3rrandist avaldame 11 = - 12 asendame teise

Ja saame 2,5 12 = 0, kust 1, = 0 Siis ka vq O See-~

ga saab null olla ainult triviaalne lineaarkombinatsioon O0.X,+
+ o.'f3 =0 ehk X, ja Y3 on lineaarselt s3ltumatud. Kol-

mest vaadeldavast vektorist v3ime kaks valida baasivektoreiks
ja ilke avaldub nende lineaarkombinatsioonina.

Eespool kirjeldatud moodus on praktiliseks realiseeri-

miseks tillikas. Lihtsama mooduse esitame jHrgmises punktis.

10, Maatriksi astak

Maatrikeis A = "aiju on iga rida t3lgendatav n-
m38tmelise vektorina (reavektorina)

i1 812 soe Bin (1 = 1, 2, eoey m)

Ja analoogiliselt iga veerg m-m38tmelise vektorina (veeruvek-
torina)

81;’
l2J
YJ = (J - 1. 2, eoey n) .

8n
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Reavektoriteet X; (vaetavalt veeruvektoritest YJ) v3ib oea
olla lineaarselt s3ltumatuid ja filejlinud avalduvad juba nen-
de lineaarkombinatsioonina. Oluline on teada lineaarselt sdl-
tumatute reavektorite (veeruvektorite) maksimaalset arvu.
Maatrikei puhul riigitakee tavaliselt maatrikei ridade (veer-
gude) lineaarsest s3ltumatusest ja s3ltuvusest.

Oletame, et maatriksis on r esimest rida lineaarselt
8Sltumatud ja jirgmised read neist lineaarselt s3ltuvad. Siis
on iga rida (reavektor) alates reast r + 1 avaldatav r esi-
mese rea kaudu:

T 5% +kT, +x T
Ir+2 L, T . 1, %, f oy (2.33)
Jne.,

kus k3ik kordajad k; (samuti 1;) ei ole samaaegselt nul-
1id. Iga vektorv3rduse (2.33) asemel saab kirjutada n ska-
laarset v3rdust vektorite vastavate koordinaatide jaoks ku-
Jul (2.32).

Maatrikei lineaarselt sSltumatute ridade _maksimaalset
arvu nimetgtakse maatrikej astakuks. Maatriksei astakut td-

histame téhega r .
Niide 1. Leida maatrikei A astak, kui

=3
2
4,5

Kdesoleva maatriksi reavektoriteks on parajasti eelmise punk-
ti niites esitatud vektorid. Seal selgus, et kolmest vaadel-
dud vektorist o0lid kaks lineaarselt s3ltumatud ja iike oli nen-
de kahe lineaarkombinatsioon. Seega on vaadeldava maatriksi A
astak r = 2 .

Valime maatrikeist A vilja suvalised r rida 1.y eesy i

r
ja r veergu J,, b ning moodustame neist determinan-
di a cee a

1434 143,
a cee a
ir31 i'r"lr
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mida nimetatakse maatriksi r-jérku alamdeterminandiks.

Nidaide 2. Koostada 1. ndite maatriksi jaoks kdik
alamdeterminandid.

Esimest jérku alamdeterminante on 9: iga maatriksi ele-
ment omaette v3etuna.

Teist jédrku alamdeterminandid on

Pl glees 128
P sl D Sless 28 -
R N HEIERE 4.5 %i -3

Kolmandat jédrku alamdeterminante on vaid iiks: maatriksi A de-~
terminant

1 =3 0
1 2 2 =0
1 4,5 3

Kui maatriksi astak on r giis on temas r s3ltuma-

tut rida ja iga iilejdénud rida on r s3ltumatu rea lineaar-
kombinatsioon. Kui aedltumatud on nditeks r esimest rida,
giis

= kK, 4 oo + k;fr .

Moodustame niilid alamdeterminandi jdérguga r + 1 Jja lahutame
jérjestikuliselt (r+1)-ndast reast k,-kordse 1. rea jne. ku-
ni kr-kordse r-nda rea. Iga sellise tehte korral determinan-
di vddrtus el muutu. Teisendatud alamdeterminandis osutub ri-
da (r+1) nullreaks ja siis om (r+1)-jérku determinandi vadr-
tus null. Analoogiliselt arutledes selgub, et nullid on ka
k3ik teised (r+1)-jérku alamdeterminandid ning samuti k3ik
veelgi kdrgemat jdrku alamdeterminandid. Selle p3hjal v3ime-~
gi litelda, et kui maatriksis leidub vidhemalt liks nullipt eri-
nev r-jérku alamdeterminant ja k3ik k3rgemat jdrku alamde-
terminandid on nullid. siis maatriksi astak on r .
Maatriksil jdrguga m°'n on kdrgeimat jdrku alamdeter-
minandiks determinant jérguga min(m,n) (vdikseim arvudest
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m ja n ) ning aetak r el saa iiletada seda arvu, s. t.
r £min(m.n).

Saab ndidata, et maatriksi lineaarselt sSltumatute ri-
dade maksimaalne arv v3rdub lineaarselt s3ltumatute veergu-
de maksimaalse arvuga.

Kokkuvdte. Maatrikesi astakuks r nimetatak-
se maatrikei lineaarselt sSltumatute ridade (veergude) mak-
simaalset arvu ehk maatriksi nullist erinevate alamdetermi-
nantide k3rgeimat jirku (mdlemad definitsioonid on samaviidr-
sed).,

Maatrikei astaku leidmine k3igi alamdeterminantide jér-
Jestikuse arvutamise teel on tiilikas, veelgi tiilikam on 1li-
neaarselt sdltumatute ridade v3rrandisiisteemide lahendamise
kaudu. Astaku médédramiseks kasutatakse tavaliselt nn. maat-
rikei elementaarteisendusi, millest rddégime jérgmises punk-
tis. Seal toome ka nditeid astaku praktilise leidmise kohta.

11, Maatriksi astaku leidmine
elementaarteisenduste abil

Maatrikei elementaarteisendusteks nimetatakse 1) maat-
riksi rea (veeru) korrutamist nullist erineva teguriga K ;
2) iihele reale (veerule) K-kordse teise rea (veeru) 1liit-
mist,

Elementaarteisenduste kdigus muutuvad maatriksi elemen-
did, kuid saab ndidata, et maatriksi astak jddb muutumatuks.
Kahe nimetatud elementaarteisenduse lubatavusest tuleneb, et
maatrikei astak ei muutu kahe rea (veeru) vahetamisel v3i
nullelementidest koosneva rea (veeru) drajdtmisel.

Maatrikei astaku médiramiseks kasutataksegi elementaar-
teisendusi. Praktiliselt toimub maatriksei astaku médramine
jdrgmiselt. Elementaarteisenduste abil teisendatakse maat-
riksi ridu (veerge) selliselt, et iihel pool maatrikei diago-
naali elementidega 8795 8531 833 e saakeid maatriksi
elemendid nullideks. Sellisele kujule viidud maatriksist saab
kergesti vidlja lugeda astaku r . Selgitame teldut néidete-
ga.
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Ndide 1. Leida maatriksi A astak

3 =5 1 0 10
1 =1 0 1 2
1 -4 1 =3 9
1 3 -4 9 =2

Teisendame maatriksit nii, et lilevalt vasakust nurgast
algavast diagonaalist iilalpool oleksid nullelemendid., Sel-
leks liidame 5. veerule kahekordse 2, veeru, seejérel 2.vee-
ruga viiekordse 3. veeru ja siis lahutame kolmekordsest 3.
veerust 1. veeru. Saame

3 0 0 0 0
1 =1 =1 1 0
1 1 2 =3 1
1 =17 -13 9 4

Edasi liidame 4. veeruga 2. veeru ja 3. veerust lahutame 2.
veeru:

3 0 0 0 0
1 -1 0 0 0
1 1 1 =2 1
1 =17 4 -8 4

Niiliid 1iidame 4. veeruga kahekordse 3. veeru ja 5. veerust la-
hutame 3. veeru:

3 0 0 0 0 3 0 OH

1 -1 0 ] 0 1 =1 0

1 1 1 0 ol ™ Ir 1 1

1 =17 4 o0 0 1 =17 4
Kustutasime 4. ja 5. veeru - Jdrele jddb 4e3-maatriks (ele-

mentaarteisendustega teisendatud maatriksite vahele pannakse
sageli mérk ~ ). Arvutame iihe 3. jdrku alamdeterminandi: v3-
tame kolm esimest rida ja kolm veergu. Alamdeterminandi vddr-
tuseks saame =3, K3rgeima nullist erineva alamdeterminandi
jérk on 3 ja seega r(A) = 3 .
Ndide 2. Leida maatriksi astak

’1 3 5 4 ﬂ
2 =1 3 1 o

8 3 19 1l




Tekitame nullelemendid peadiagonaalist allapoole. Lahutame
2. jJa 3. reast vastavalt kahe- ja kaheksakordse esimese rea,
seejédrel jagame 2. rida -7-ga ja 3. rida -21-ga ning lahu-
tame 13puks 3. reast 2. rea. Saame

1 3 5 4 1 3 5 4 13 5 4 1 3 5
0 =7 =7 =7 o 1 1 af~fo 1 1 1| Jo 1 11
0 =21 =21 =21 0 1 1 1 0O 0 0 O

Siit ndhtub, et astak ei saa iilletada kahte ja kuna 2. jdrku
alamdeterminantidest vdhemalt ilke erineb nullist, siis as-
tak r(A) = 2.

Kontrollkisimused

1. Mitu koordinaati on vektoril kuue-, kolme-, {ihem33tmeli-
ges ruumis?

2. Kuidas leitakse n-m38tmeliste vektorite skalaarkorrutis?

3. Kuidas leitakse n-m83tmelise vektori pikkus?

4, Millal on vektorid lineaarselt s3ltuvad? s3ltumatud?

5. Kirjutage iildv3rrand hiipertasandile neljam33tmelises ruu-
mis.

6. Mis on maatriks? Kuidas toimub maatriksi transponeerimi-
ne?

7. Kuidas t3lgendada n-md3tmelist vektorit maatriksina?

8. Millal on kaks maatriksit v3rdsed?

9, Kuidas toimub maatriksite liitmine? skalaariga korruta-
mine?

10. Milliseid maatrikseid saab korrutada? Kuidas leitakse ka-
he maatrikei korrutis? Kas AB = BA ?

11. Kuidas arvutatakse kahe- ja kolmerealist determinanti?

12. Mis on determinandi elemendi miinor? algebraline téiend?

13. Kirjeldage determinandi arvutusvdtteid.

14, Ndidake, et maatriksi astaku kaks definitsiooni on sama-
vidrsed.

15. Mis on maatriksi elementaarteisendused?
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§ 3. LINEAARSETE VORRANDISUSTEEMIDE LAHENDAMIKE

1. Lineaarsed v3rrandisiisteemid

0lgu antud m v3rrandist koosnev v3rrandisiisteem n
tundmatu Xoy eeey suhtes, kus k3ik tundmatud esi-
nevad esimeses astmes ja puuduvad nende korrutised. Sellist
siisteemi nimetatakse lineaarseks v3rrandisiisteemiks. Sar-
naste liikmete koondamisel ja tundmatute rilhmitamisel saab
sellise siisteemi alati esitada nn. normaalkujul

844%3 + 845%5 + eee + 89, X - by »
81%1 + 85K + eee + a5 X = b, ,
[E RN NN NNENENNENRNERENNENNNNNNNNNEXNNNN] (3.1)

_9m1x1 +appXo + oeee bap Xy by e
V3rrandisiisteemi (3.1) lahendiks nimetatakse tundmatute neid
viddrtusi, mis v3rranditesse paigutamisel muudavad nad sama-
susteks ehk teiste s3nadega: rahuldavad k3iki antud v3rran-
deid.

Kui k3ik vabaliikmed bi =0 (L1=1, 2, eoey m) , ni=-
metatakse slisteemi homogeenseks. vastasel korral - mitte-
homogeenseks.

Tundmatute kordajatest moodustatud maatriksit nimeta-
takse silsteemi maatriksike A , lisades maatriksile A va-
baliikmete veeru, saame siisteemi laiendatud maatriksi L.
Tundmatuid v3ib vaadelda ilheveerulise maatriksi X ja va-
baliikmeid maatriksi B elementidena. Vastavad maatriksid
on vdlja kirjutatud valemitena (3.2)

819 84p ees 84y 811 813 +e+ 8qp Dy
851 8pp eee 8oy 8y1 85 eee 85 b2
A =l cecevovccesscocce|ly L = |leecccossoscscscsscans
81 8pg eee 8o 81 8po eee 8 bm‘ (3.2)
X = B =
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Stisteemi (3.1) on mdnikord otstarbekas esitada nn. maatriks-

kujul, TEhistusi (3.2) arvestades ning maatriksite korruta-

mise reeglile tuginedes v3ib slisteemi (3.1) esitada kujul
A.X=3B, (3.3)

Seame {ilesandeks selgitada, millal siisteem (3.1) on la-
henduv, kui palju tal on lahendeid ja kuidas lahendeid 1lei-
da.

2. Crameri valemid

Vaatleme vdrrandisiisteemi, kus nii tundmatute kui v3r-
randite arv on n . Siis on siisteemi maatriks ruutmaatriks
ja tema elementidest moodustatud determinanti nimetatakse
slisteemi determinandiks

D= jaij

Olgu silisteemi determinant nullist erinev D # O . Leia-
me siisteemi determinandi j-nda veeru elementide algebralised
tiiendid A1J, AZJ’ cee Anj (J = 1, 2, eesy, n) ning korru-
tame nendega jéarjestikuselt slisteeml v3rrandeid ja seejdrel
liidame need. Grupeerides liikmed tundmatute jérgi, saame

(311A1J + 521A23 + eee + an1AnJ)x1 + +(a1jA1J + anAZJ +
4+ eee + anJAnj)xJ + eee + (a1nAIJ + EZnAZJ + eee * Bnnknj)xn=
= bjhyy + Dohgy + eee + bAny - (3.4)

Determinantide 6. omaduse kohaselt (§ 2, valem(2.30)) on tund-
matute kordajateks olevad sulgavaldised v3rdsed nulliga pea-
le x; kordaja. Viimane kujutab aga endast sgiisteemi deter-
minandi arendist j-nda veeru jérgi, s. t.

31JA1J + SZJAZJ + + anjAnj =D,
V8rduse (3.4) paremal pool on siisteemi determinandi arendis
j-nda veeru jérgi, kul determinandi veerg jdrjekorranumbriga
J on asendatud vabaliikmete veeruga. Téhistame seda deter-

minanti DJ s 8. t.
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b1A1J + eee *+ bnAnJ

b

Byqeee Bygoq Dy Bpy.qees Bgy

321000 BZJ_1 b2 523+10-o Ban (3.5)

En1o-. anj_1 bn an+1 vee Bnn
J3uame v3rdusteni
ij - UJ (J =1, 2, eeey n) &

Siit saame siisteemi (3.1) lahendi leidmiseks valemid

LJ D (J = 1, 2, XXX} n) » (3.6)
mida tuntakse Crameri valemite nime all,

Kokkuv3te. Crameri valemitega saab lineaarse
v3rrandisiisteemi lahendi leida siis, kui 1) v3rrandite Ja
tundmatute arv on v3rdne; 2) siisteemi determinant on nullist
erinev,

N&dide , Lahendada v3rrandisiisteem

A 6,

.2x1 - X5 4+ x5 3,

x, - X +2:3 =5.
Leiame slisteemi determinandi

11
D= (2 =1 = -3 =2 -5
1 -1

Asendame siisteemi determinandi veerud jérjestikuselt vaba~
liikmete veeruga ja leiame

6 1 6 1 11
Dy=1[3 =1 = =5, D,= 3 1 |= -10, 2 -1 -=15,
5 - 5 2 1 -1

Siisteemi lahend on
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x1=:§=1,x2_ =2’x3= =3 ,

Suurema tundmatute arvuga silisteemi lahendamisel arvuta-
me nButavad determinandid, arendades neid mingi rea (veeru)
jﬁrgio

3. Kroneckeri - Capelli teoreem

Tekib kiisimus, kas ja millal on siisteem (3.1) lahenduv.
Stisteemi lahenduvuse tingimuse annab Kroneckeri - Capelli teo-
reem: lineaarne v3rrandisiisteem on lahenduv parajasti siis,
kui siisteemi maatriksi ja laiendatud maatriksi astakud on
vdrdsed. s. t. r(A) = r(L) . See on nn. astakutingimus.

T3estame astakutingimuse tarvilikkuse. Selleks oletame,
et slisteemil (3.1) on mingi lahend Xy = Uy X5 = Uy eee
X, = U . Sooritame jérgmised elementaarteisendused laienda-
tud maatriksiga L . Lahutame siisteemi laiendatud maatriksi
viimasest (vabaliikmete) veerust jiérjestikuselt u,-kordse esi-
mese veeru, u2-kordse teise veeru jne., 13puks un-kordaexrnda
veeru, Viimaseks veeruks saame siis

b, = 849Uy = a4l = = 8% 0

©00 0000000000000 000000 008000000000

.

by = apy - = eee =

m2 2 mn n

Saadud avaldised kujutavad endast siisteemi (3.1) vdrrandite
paremaid pooli, kui k8ik liikmed on viidud paremale poole
v3rdusmérki ja otsitavad x on asendatud silisteemi lahendi-
ga u;, (j=1,2, eoay, n) . Seega vdrduvad need avaldised
nulliga. Siisteemi laiendatud maatriks asendub pérast soorita-
tud elementaarteisendusi jérgmisega

844 84p ses 89 0

@evecessvsvcessevsvsone

a 8o a 0

ral mn

Selle maatriksi astak (seega ka L astak) vdrdub slisteemi

maatriksi A astakuga, sest nullveeru #drajdtmisel jddb Ja-
rele maatriks A .



T8estame niilid a...mgutingimuse piisavuse. Selleks eel-
dame, et r(A) = r(L) ja veendume, et siis on siisteemil
(3.1) lahend olemas. Kui maatriksi A astak on r , siis
on vidhemalt {ike tema r-jdrku alamdeterminant Dr nullist
erinev, Muudame maatriksite A ja L ridade ning veergude
numeratsiooni nii, et nullist erinev determinant Dr asub
maatriksi vasakus lilemises nurgas

891 8492 cee B4y
r ?21 322 se e 32r

eecvssvosccvvvccce

Er.l arz coe Brr

Siis on maatriksi L ridadest esimesed r tiikki 1lineaar-
gelt s8ltumatud ja lilejdiinud m-r rida avalduvad r esime-
se rea lineaarkombinatsioonidena. Samuti avalduvad slisteemi
(3.1) m - r v3rrandit r esimese v3rrandi kaudu. Seepé=-
rast on vaja selgitada, kas r esimest v3rrandit on lahen-
duvad, sest nende lahend rahuldab ka iillejddnud v3rrandeid.
Uurime siisteemi

811 X4 + 890 Xp + eee + 84 X = b1 ’
8o Xq + 855 Xy + see + 8, X = b2 R

I
8, 11 +8.,%, + ta., X, o= br o

Kui r=n, siis on v3rrandite ja tundmatute arv sa-
ma, kusjuures slisteemi determinant Dr # 0 . Sellisel siis-
teemil on olemas iike lahend vastavalt Crameri valemitele (3.6).

Kui r<n, sgiis on tundmatuid rohkem kui v3rrandeid.
Suurused Xqs eeey X, jétame otsitavateks ja lilejddnud tund-
matud X, qs eoo, x, (nn., vabad tundmatud) viime v3rduste
paremale poole ning anname neile vabadele tundmatutele mis
tahes vddrtused. Tundmatud X4y eeey X, leiame juba Crameri
valemite jérgi.

Veendusime, et astakutingimuse tdidetuse korral on siie-
teemil lahend kindlasti olemas. Teoreem on t3estatud.
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Kokkuv3te. Kul astakutingimuee kontrollimise
kidigus selgub, et r(A) = r(L) = r , siis on siisteem la-
henduv, Lahendite arv s3ltub tundmatute arvu n , v3rrandi-
te arvu m Jja astaku r vahekorrast,

1) Kui ns m= r, on slisteemil {iks lahend, mida saab lei-
da Grameri valemitega.

2) Kui m= r{n on n - m tundmatut vabad. Slisteemil on
13pmata palju lahendeid, mis 83ltuvad vabade tundmatute
valikust ja neile omistatud védrtustest.

3) Kui n= r<m, g, t. v3rrandeid on rohkem kui tundma-
tuid, on siisteemil iike lahend. Selle leidmiseks valime
glisteemi maatriksist mingl r-jdrku nullist erineva mii-
nori ja sellele vastavad v3rrandid. Ulejddnud v3rrandid
avalduvad nende kaudu ja need v3ime éra jétta.

4) Kui r< m<n, on slisteemis n - r vaba tundmatut ja
slisteemil 13pmata palju lahendeid. Lahendame r v3rran-
dist koosneva slisteemi, mille determinant pole null, viies
vabad tundmatud v3rduste paremale poole, Ulejddnud m -r
v3rrandit v3ime dra jdtta.

Illustreerime esitatut nédidetega.

4. Maiteid

Belmise punkti kokkuv3tte esimese juhu kohta on néide
esitatud punktis 2.

BEidide 1 . Lahendada siisteem

2:1+ X, = x3=1

x, - 3x2+ 4x3-2

11!1 - 12!2 + 1713 =3
Kontrollime aetakutingimuee tdidetuet. Siisteemi maat-
riksit A teisendame jdrgmiselt: liidame 2. veeruga 3. vee-
ru ja 1. veeruga kahekordse 3. veeru.

2 1 -1 o o 0o 0 o -1
A= 1 =3 4 9 1 4~ i1 1 4 1 4
| 1 =12 17 45 5 17 5 5 17 5 17
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Eelviimases maatriksis on 1. veeru elemente jagatud ilheksaga
ja kuna 1. ning 2. veerg osutusid iihesugusteks, on {iks neist
dra Jdetud. Nullist erinev on teist jJérku alamdeterminant ja
seega r(A) = 2 . Niiid leiame laiendatud maatriksi L as-
taku., Kahe esimese veeruga teeme samad teisendused nagu maat-
riksi A puhul. Liidame veel 3. veeru 4. veerule Ja Jédtame
dra 1. veeru.

2 1 -1 1 0O 0 -1 0 o -0 0|
L=} 1 =3 4 2 9 1 4 6 "1 4 6| .
11 =12 17 3 45 5 17 20 5 17 20

Leiame saadud maatriksile vastava determinandi:

1

5

Jérelikult on r(L) = 3 ., Kuna r(A) ¢ r(L), siis on siis=-
teem vastuoluline (lahend puudub).

(-1)1*2 | (-1 =-1040.

Ndide 2 . Lahendada siisteem
X+ X+ X3= 6,
2x1 - X+ X3= 3,
> X, + 2x, = 5,
3x, - 612 + Sx3 =6,
Alustame astakutingimuse kontrollimist. Teisendame maat-

rikseid A Jja L samaaegselt, eraldades vabaliikmete veeru
katkendliku joonega.

11 1,6 0 0 1} 0 o o 1} o0
2 -1 1 3l 1o -2 1 -3 0 -5 3 -10
1 -1 2 5 -1 =3 2 | =7f [|-1 -3 21 -1
3 -6 5 6 -2 <11 5 |-24 0 -5 1 |-10
' 0O 0 1 1 0 o o 1 | o
o o 2 !l of o o 21!o
-1 -3 2 -7 -1 o ol of -
0 -5 1 -10 o -5 1 l-10

Siin on tehtud Jérgmised elementaarteisendused. Teine maatriks
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on saadud léhtemaatriksist, lahutades 1. ja 2. veerust 3.
Yeeru ning 4. veerust kuugkordse 3, veeru, Jdrgmisel etapil
on 2, reale liidetud 3. rida ning 4. reast lahutatud kahe-
kordne 3. rida. Uue maatriksi 2, reast on lahutatud 4. rida.
Viimasel etapil on 2. ja 4. veerust lahutatud vastavalt kol-
me-~ ja seitsmekordne 1, veerg ning 3. veerule liidetud ka-
hekordne 1. veerg.

Slisteemi teisendatud maatriksis on nullist erinev kol-
mandat jérku alamdeterminant.

o o0 2
-1 0O 0= 10
0 =5 1

Laiendatud maatriksi neljandat jérku determinant on null.
Selgus, et r(A) = r(L) = 3, 8. t. siisteem on lahenduv.
Praegu on tegemist eelmise punkti kokkuv3tte 3. juhuga. V3-
tame slisteemist kolm esimest v3rrandit (kontrollige, et nel-
Jas avaldub nende kaudu). See siisteem on lahendatud 2.punk-
ti nédites, kus saime

x, = 1, X, = 2, Xy - 3.
Ndide 3 . Lahendada siisteem

x, + 212 + 3x3 + 414 =5,

Xy = X+ x3 - x4 =1,

Kerge on néha, et r(A) = r(L) = 2, Siin on tegemist
kokkuvdtte 2, juhuga, sest m=r = 2< 4 = n ., V3tame xq
ja x, vabadeks tundmatuteks (v3ib v3tta ka niiteks x, Jja
x, v3i x, Jja x v3i ... ) ning tdhistame nende meele-
valdseld vddrtusi siimbolitega Ja « Saame slisteemi

X, +2x;, =5 = 3c3 - 4c4 ,
X = Xy = 1- + Cqoe

Liitmisv3ttega leiame

. -=c,.
‘1"'%" ¢y = c,-=2=-3-- ©3°3 %



Meelevaldseid vabu tundmatuid sisaldavat lahendit nimetatak-
ge iildlahendiks. Omistades vabadele tundmatutele kindlad viiim-
tused, saame erilahendid. Melie siisteemi i{ildlahendiks on

x1“‘§'"§"°3"3"°4'

"2"‘3"1“’3' 4 0

X3= C3

x4-c4.
Meelevaldsete konstantide vdidrtustele =0, = 0 vas-
tav erilahend on x, = y Xp == = =0 .

Analoogiliselt nditega 3 toimub iilesannete lahendamine,
kus r<m<n (eespool kirjeldatud 4. juht).

5. Homogeensed v3rrandisiisteemid

Homogeense siisteemi laiendatud maatriks B erineb siis=
teemi maatriksist A ainult tédiendava nullveeru poolest, mis
astakut ei m3justa. Seega on aatakutingimus r(B) = r(A) ala-
ti tdidetud ja homogeensel siisteemil on alati lahend olemas,
T3epoolest, homogeenset siisteemi rahuldab alati null-lahend
Xy = X3 = e0e = X = 0, mida nimetatakse triviaalseks la-
hendiks.

Kui homogeenses siisteemis on tundmatute Jja v3rrandite
arv sama n = m ning silsteemi determinant D # O , siis on
sisteemil tlhene lahend (vt. punkti 3 13pus 1. juht) ja sel-
leks ongi triviaalne lahend. Kui siisteemi determinant D = O,
siis on silsteemi astak r<& n . Sel Juhul on siisteemil 13p-
mata palju lahendeid (vt. punkti 3 kokkuv3tte 4. juht), vabu
tundmatuid on n - r .

Ndide 1. Lahendada siisteem

3x, + 4x2 =0,
2x1 - Sx2 =0,

Siisteemi determinant D = =23 # O . Seega on siisteemil
ainult triviaalme lahend x =0,

1% %

- 61 -



N&dide 2. Lahendada siisteem
2x1 - 3x2 + x3
5%, Xy = X3
12x1 + X, - 13 =0 .
Mddrame slisteemi maatriksi astaku. Liidame 2. ja 3. rea-

le 1. rea. Jdtame siis dra 3. rea, mis vdrdub kahekordse tei-
se reaga:

2 =3 1l 2 = 2 -3 1 -3
5 1 -1 «~f7 -2 of~flT -2 o0 -2
12 -1 -1 -4 0 7T -2 0

Slisteemi maatriksi astak r = 2 Siisteemil on 1¥pmata pal-
Ju lahendeid. Vdtame kaks esimest v8rrandit ning valime x,
vabaks tundmatuks Xy = ¢4 Saame slisteemi

-3x2 + x3 = - 2c1 ’

x, = Xy = - 5c1 R
mille lahendame liitmisv3ttega. Uldlahend omab kuju
9 1 X, = 7/2 S, 17/2

6. Lineaarsiisteemi determinandivaba lahendamine

Lineaarsiisteemide lahendamiseks on sageli otstarbekas ka-
sutada vdtteid, mis esinevad maatriksi astaku leidmisel ja ba-
seeruvad siisteemi laiendatud maatriksi elementaarteisendustel.
Siin kasutame elementaarteisendusi ainult (!) ridadega.

Teisendame siisteemi laiendatud maatriksi elemendid all-
pool diagonaali 899 9 8o0 3 B33, ees y 8., nullideks. Va-
jaduse korral vahetame omavahel maatriksi ridu. LOpuks j3uame

maatriksini

dyq  dyp eee ees dqn dipeq *os d4p P,
n dpp eee wee dpy dopyq *oe dop P,
0 L0 S G Sra s 9 B3l g
Y Y Y e drr drr+1 cee drn pr
0 0 0 eee O 0 ess O 0
0 0 0 eee O 0 eee O 0
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Kordajad alates veerust r + 1 on vabade tundmatute kar-
dajad. Kui astak r = m , siis ei teki maatrikei teisendami-
se kdigus alla nullridasid. Maatriksi r-ndale reale vastab v3r-
rand

d d

rrr = Pp = Qppp1®pgn = oeee T dppXy
kust leiame tundmatu X, e Eelviimasele reale vastavasse vSr—
randisse paneme x, asemele leitud vddrtuse ja leiame Y
Nii liigume rida realt iilespoole ja leiame jarjest k3ik tund-
matud. Sellist lineaarsiisteemi lahendusv3tet nimetatakse tund-
matute jarkidrgulise elimineerimise ehk Gaussi meetodiks. Ar-
vutuskdiku realiseeritakse praktikas lipris mitmeti.
Otstarbekas on maatrikei (3.7) teisendamist isegi jétka-
ta selliselt, et iilespoole peadiagonaali kastiga eraldatud
osas tekikeid samuti nullid ja ainult peadiagonaalil oleksid
nullist erinevad elemendid. Siis saab kohe igast reast vidlja
kirjutada iihe tundmatu vddrtuse. Seda v&tet nimetatakse ka
tundmatute tdieliku elimineerimise meetodiks.

Illustreerime nédidetega kumbagi meetodit.

Ndide 1 . Lahendada siisteem
Xy = 3x2 - 6x4 = 9

211 + Xy = 5x3 + x4 =

2x2- x +2x4=-5

X, + 412 - 713 + 6x4 =

[
[o4]

I
(]

Lahendame siisteemi Gaussi meetodil. Paigutame tundmatute
kordajad ja vabaliikmed tabelisse ning 1lisame nn. kontrall-
veeru, kuhu kenname iga rea elementide summa. Parempoolses
lahtris on néidatud sooritatavate elementaarteisenduste ise-
loom. Arvutuste 3igsust kontrollime kontrollveeru abil.Ri-
dade elementidega sooritatavad teisendused teeme ka kontroll-
veeru elementidega. Saadud tulemus peab iihtima teisenduse tu-
lemusena saadud rea elementide summaga.
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x1 22 x3 x4 \ b Teisendus
1 -3 0 -6 =9 -17
2 1 -5 19 8 7
0 2 -1 2 -5 -2
1 4 -7 6 0 4
-3 0 -6 -9 =17
0 .5 13 | 26 41 (II) - 2(1)
0 2 . J 2 -5 -2
0 7 b4 = 9 21 (1v) - (1)
=3 0 -6 -9 -17
0 -5 13 26 41
0 0 f_=12/7 |-87/7 | =96/7 | (I1I) - 2/7 (II)
0 0 N -1 =17 =20 (Iv) - (1I1)
-3 0 -6 ’ -9 -17
0 -5 13 26 41
0 o~ -4 =29 =32 7/3 (I1I)
0 0 ~ .17 -20
-3 0 -6 -9 =17
0 -5 13 26 41
0 0 -4 -29 =32
0 0 =75 -84 |(IV)+ 2(III)

—

Kordajate maatriks on teisendatud diagonaalkujule. Vii=-
masele reale vastab v3rrand -914 = =75 , kust leiame X, =
= 25/3 ., Eelviimasele reale vastab v3rrand x. = 4x, = -29 ,
kust leiame xj = =29 + 4x; = =29 + 4,25/3 = 13/3 . Niiiid asen-
ugms leitud ja x, viidrtused rida kdrgemale vastavasse
v3rrandisse

Tx, = 5x3 + 13x4 = 26
ja arvutame x, = 1/7 (26 + 5 . 13/3 - 13 . 25/3) = - 26/3 .
Analoogiliselt saame eaimeaele reale vastavast v3rrandist

x1=-9+3x2+6x4=-9-3-26/3+6.25/3=15-
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Vastuse esitame kujul

x, =15, x,=-26/3, xy5= 13/3 , x, = 25/3

v3i vektorsiimboolikas
= (15’ - 26/3' 13/3' 25/3) .

Elementaarteisenduste abil teisendasime esimesel etapil
1. veerus nulliks elemendid alates 2. reast, 2. veerus ala-
tes 3, reast, 3. veerus alates 4, reast. Liikumine tabelis
toimus iilalt vasakult alla paremale., Teisel etapil alustasi-
me liikumist tabeli alumisest paremast nurgast illes vasaku-
le, leides igast reast ilhe tundmatu. Tabeli igas veerus al-
lakriipsutatud elemente nimetatakse juhtelementideks ja nei-
le vastavaid veerge juhtveergudeks.

Ndide 2 . Lahendada siisteem
2x, + 7x2 + 3x3 +x, = 6,
3x, + 5%y + 2x4 + 2X,= 4,
921 + 412 + X3+ 7x4= 2 .

Kasutame taas Gaussi meetodit.

x, x, x, x, b > Teisendus
2 7 3 1 6 19
3) .5 2 2 4 16
9 D 1 7 2 23
2 7 3 1 6 19
3 5 2 2 4 16
0 =11 -5 1 -10 =25 (1II) - 3(II)
2 7 3 1 6 19
0 =11 =5 1 =10 =25 2.(I1)-3.(1)
0 -1 -5 1 -10 -25
2 7 3 1 6 19
0 -11 -5 1 -10 -25
0 o} 0 0 0 0 (III) - (1II)

Kolmanda v3rrandi k3ik kordajad teisendusid nulliks, s.t.
et seda v3rrandit rahuldavad tundmatute mistahes viddrtused
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Jja seega ka need vddrtused, mis rahuldavad kaht esimest v3r-
randit. Teisiti Yeldes on kolmas v3rrand kahe esimese jérel-
dus. Nullrea v3ime tabeliat kustutada. Jérelej#tnud kaks ri-
da vastavad v3rranditele
2x, + 712 + 3x3 +x, = 6 ,
-11x2 + Sx3 + X =-10 ,
Vabu tundmatuid on kaks, valime nendeks Ja x, Ja ta-
higtame x. = Cy s Xy =20Cy
Teisest v3rrandist leiame, et
x, = 10/11 - 5/11 x5 + 1/11 x, .
Asendame X, avaldise esimesse vdrrandisse ning avalda-
me sealt Xy 3
x, =5 6- 3x3 = x4 - 7(10/11 - 5/11 x5 + /11 x4) =
= - 2/11 + 1/1 e, = 9/ cy
Siieteemi iildlahend on Jdrgmine:
x; =~ 2/1 +1/11 ¢cg - 9/ €5y
xy = 10/11 = 5/11 ¢y + 1/ ¢
Xy=Cq Xy = Cp e
V3ttes niiteks =

2!
¢, = 0, saame erilahendi

1 = (- 2/11, 10/11, o, 0),
kui ¢, =1, 02-0, saame

'f;_, = (- 1/11, 5/11, 1, 0) .
Hdide 3 . Lahendada siisteem

1

@ & W W

X, + 212 + 2x3 + X4 3x5
2x1- 3x2 - 3x3 + X, - 7x5 =

X+ Xy + X34 2x4 = K

3x1 - Xy - X3+ 214 - 4x5 .

Lahendame iilesande tundmatute tdieliku elimineerimise
vSttega. Juhime téhelepanu asjaolule, et nullist erinevad kor-
dajad ei pea tingimata seisma peadiagonaalil. Oluline on, et
igast reast oleks valitud iiks juhtelement.

- 66 -



x, x, x3 x4 x5 b ;E: TPeisendus

1 2 2 1 3 5 14

2 -3 -3 1 =7 3 =7

1 1 1 2 0 4 9

3 -1 -1 2 -4 8 7

1 2 2 1 3 5 14

0 -7 -7 -1 =13 =7 =35 (II)-2(1)

0 -1 -1 Lo =3 = =51 (III)-(1)

0 -7 -7 -1 =13 -7 =35 (Iv)-3(1)

1 3 3 0 6 6 19 | (1)-(1I11)

(S [ 0 2 - -5 |g [(TD)+(11D)]
0 -1 -1 1 -3 -1 -5

o 1 a1 o =2 -1 | -5]g[an«u)
1 o} 0 0 0 3 4 (I)+3(I1)

0 1 1 0 2 1 5 -(II)

0 0 0 1 -1 0 0 (III)-(II)
0 0 0 0 0 0 0] (IV)-(11)

Kustutame 4. rea kui nullrea. Seda oleks v3inud teha ka juba
eelmisel teisenduste sammul, sest 4. rida ihtis 2. reaga.dd-
rele jél kolm v3rrandit viie tundmatu leidmiseks, neist va-
lime kaks vabadeks tundmatuteks. Uheks vabaks tundmatuks v3-
tame , sest temale vastav veerg sisaldab rohkem kui iihe
nullist erineva elemendi. Teiseks vabaks tundmatuks v&ime ve-
lida kas x5 v3i « Kdesolevas ndites tekkis kaks ai-
nult tthe nullist erineva elemendiga veergu ja need asuvad
samas reas. Olgu vaba tundmatu x., . Vabad tundmatud on mee-
levaldselt valitavad, tdhistame neid x, = Cq s Xz = Cpe Ar-
vutusskeemi viimasest osast (3 viimast rida) saame vidlja kir-
Jutada silisteemi iildlahendi

xq = 3, X, =1 - ey - 2c2, X3 = Cys Xy = Cp X5 = 0,
ehk L= 3, 1 - ¢y = 2c, »  Co cz) .
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M¥nikord jdetakse mérkimata isegi vektori sfimbol X .

Leiame kaks erilahendit, kui 1) ¢y =¢;=0, 2) e, =2,
cy, = 14 Tehes vajalikud arvutused, saame erilahendid 1) (3,
1, 0, 0, 0)5 2) (3, =3, 2, 1, 1) .

Rdide 4., Lahendada siisteem

X, + X, - ag = 3.
+2x, + 213 + Xy = 3:5 =5,

Xy 4 X3+ X+ x5=1,

Xy = 3x; + 3x3 - 6x5 = 2.

Kasutame lahendamiseks tundmatute tdieliku elimineeri-
mige meetodit. Kuna v3rrandeid on 4 viie tundmatu leidmiseks,
siis v3ime kohe jéreldada, et siisteemi lahenduvuse korral
saame vihemalt {ihe vaba tundmatu.

x, x, x3 x, X5 b :E: Teisendus
1 0 0 1 -1 3 4

1 2 2 1 3 5 14

) 1 1 1 1 1 5

1 -3 -3 0 -6 2 -9

1 0 0 1 -1 3 4

0 2 2 0 4 2 10 (11)-(1)

0 1 1 1 1 1 5

0 -3 -3 -1 -5 -1 -13 (Iv)-(1)

1 0 0 1 -1 3 4

0 0 o -1 1o os [(1D) - 2(mm)
0 1 1 1 1 1 5

0 0 0 T 1|5 [anesan)
1 0 0 0 ) 2 3 (1)=(IV)

0 0 0 0 0 1 1 (II)+(IV)

0 1 1 0 2 0 4 (I1I)-(IV)
0 0 0 1 -1 1 1
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Teises reas teisendusid k3igi tundmatute kordajad nullideks,
kuid vabaliige erineb nullist. J3udsime seega v3rrandini

O.x1 + 0.12 + O.x3 + O.x4 + 0.15 =2,

mida ei saa rahuldada tundmatute mistahes viddrtuste korral,
Tdhendab, et lahend puudub ehk siisteem on vastuoluline.

Seega, kui teisenduste tabelis k¥ik tundmatute korda-
jad on nullid ja vabaliige nullist erinev, katkestame tei-
sendused lahendi puudumise t3ttu (NB! nullrea tekkimisel kus-
tutame selle ja jdtkame teisendusi).

Kontrollkisimused

1. Mis on v3rrandisiisteemi maatriks? laiendatud maatriks?

2, Millal saab kasutada Crameri valemeid v3rrandisiisteemi
lahendamiseks?

3. SSnastage astakutingimus,

4, Olgu siisteemi astakutingimus tdidetud. Mddrata siisteemi
lahendite arv, kui 1) v8rrandite arv m =5 Jja otsita-
vate arv n = 5 ning siisteemi astak r=5, 2) m=5,
n=5, r=3; 3)n=r=4, m=3;4)m=n=4,
r=3.

5. Mis on siisteemi iildlahend? erilahendid?

6. Kas homogeenne siisteem saab olla vastuoluline?

7. Millal homogeenne siisteem omab mittetriviaalse lahendi?

8, Kuidas toimub siisteemi determinandivaba lahendamine?

9. Kuidas saab Gaussi meetodil siisteemi lahendades avasta-
da, et siisteem on vastuoluline?

10. Miks ei v3i siisteemi lahendamisel teha elementaarteisen-
dusi siisteemi maatriksi veergudega?
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§ &. DIFERENTSIAALVORRANDID

1. Diferentsiaalvorrandi mdiste,
Uldlahend ja erilahend

Vorrandit, mis seob s3ltumatut muutujat x otsitava funkt-

siooniga y = £(x) ning selle tuletistega y' , y" y“%
nimetatakse diferentsiaalvdrrandiks, Nditeks v3rrandid
Y/ =2=x«1, )
2 2
Y"'§7'+'—;zy=°’ (2)
y'=1 -2 (3)

kujutavad endast diferentsiaalvdrrandeid, kus otsitavaks on
funktsioon y = y(x) .

Vdrrandeid, kus otsitav funktsioon s3ltub iihest argumen-
dist x , nimetatakse harilikeks diferentsiaalv3rranditeks.
Kui v3rrand sisaldab osatuletisi ja otsitavaks on mitme muu-
tuja funktsioon, siis nimetatakse v3rrandit osatuletistega di-
ferentsiaalv3rrandiks, Kuna jédrgnevalt tuleb juttu ainult ha-
rilikest diferentsiaalv3drranditest, siis tekstis eraldi ei rd-
hutata, et tegemist on harilike diferentsiaalvdrranditega.

Diferentsiaalvdrrandi jérguks nimetatakse temas sisaldu-
vate tuletiste k3rgeimat jérku. Néiteks v3rramd (1) on esimest
jérku ning (2) ja (3) teist jarku diferentsiaalvdrrandid.See-
ga n-jirku diferentsiaalvdrrand on esitatav kujul

B(x, Ty T Teee s 3D = 0. Y]
Diferentsiaalv3drrandi lahendiks ehk integraaliks nime-
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tatakse sellist funktsiooni, mis teda rahuldab, s, t. mille
asetamine vdrrandisse muudab vdrrandi samasuseks, Difereni-
siaalv3rrandi lahendamist nimetatakse v3rrandi integreerimi-
seks ning tema lahendile vastavat joont diferentsiaalvdrran-
di integraalkdveraks,

Ueldust selgub, kuidas kontrollida, kas mingi funktsi-
oon on antud diferentsiaalvdrrandi lahend v3i mitte. Selleks
tuleb leida funktsioonist tuletised ning asetada funktsiooni
Ja tema tuletiste avaldised diferentsiaalvdrrandisse, Kui
v3rrand muutub samasuseks, s. t. vdrduseks, mis on rahulda-
tud argumendi k3igi viidrtuste korral, siis on meil tegemist
v3rrandi lahendiga, vastasel korral mitte.

Veendume niiteks, et diferentsiaalvdrrandi (2) lahen-
diks on funktsioon y = 2x + xz. Ieiame k3igepealt tuletised
y'=2+2x, y'=2.

Seega
y"-%y' +-£|!y=2-§(2+2:)+-21,(2!+12) .

Asendades selle avaldisega vdrrandi (2) vasaku poole, saame

2-2@+m+-B(x+P)=0.

Uksikuid liikmeid koondades nieme, et see vdrdus kehtib sdl-
tumatult argumendi vddrtusest, Jdarelikult antud funktsioon
on t8epoolest v3drrandi (2) lahend.

Diferentsiaalvdrrandi lahend ei ole iihene, Niéiteks vdr-
randi (1) lahendiks on funktsioon y = x° -x s 8est tema
tuletis on v3rdne avaldisega 2 x - 1 . Ent selle vdrrandi
lahendiks on ka funktsioon

y=x*-x4+C, (5)

kus C on suvaline konstant. Teist jdarku vérrandi (3) la~-
hendiks on funktsioon
2 3
y=§—-3--+(,1x+02, (a)
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kus C, ja 02 on suvalised konstandid. Punktsioonide (5)
ja (6) kohta Beldakse, et need on vastavalt vSrrandite (1) ja
(3) tldlahendid ehk iildintegraalid.

Esitatud ndited lubavad oletada, et v8rrandi i{ildlahen-
dis sisalduvate suvaliste konstantide arv on v3rdne v3rrandi
jdrguga. Nii see ongi. Diferentsiaalvdrrandi (4), mille jérk
on n, iildlahend sisaldab n suvalist konstanti. Jéreli-
kult saab teda esitada kujul

y=f(x, , 02 y see o Cn)
ehk iildisemalt kujul

»x, y, C Cohy eee Cn) =0 .

1° 72

Uurime ldhemalt esimest
jdrku diferentsiaalv8rrandi
(1) tildlahendit (5). Seos
(5) esitab xy-tasandil pa-
raboolide parve, millede la-
gipunktid asetsevad sirgel
x = Y2 (vt. joon. 1). Et
leida paraboolide parve (5)
hulgast sellist parabooli,
mis 1ldbib nditeks punkti
A(1, 2), tuleb médrsta kais-

tant C . Vdttes valemis (5)
x=1 ja y=2, saame
C =2 . Seega punkti i(, 2)
1dbib integraalkdver

____1____-__“________

2
Joonig 1. y:x-x+2.

Seda seGgt nimetame diferentsiaalvdrrandi (1) erilahendiks.
Esimest jdrku diferentsiaalv3drrandi #ildlahendist saame
erilahendi, kui rahuldame almz:l.ng;muse't

Y(xo) =¥q 0

¥ p3ei killl, ndndanimetatud singulaarseid lahendeid ei
ole v8imalik saada {ildlahendist konstantidele arvuliste viir-
tuste andmise teel, kuid neid gn vaid Uiksikutel v3rranditel.
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kus x, Ja ¥, on etteantud arvud.
Kuna n-jérku diferentsiaalvdrrandi iildlahend siealdab n

suvalist konstanti, siis on konstantide mddramiseks vaja n
tingimust. Tihti esitatakse need kujul

y(x) =y, y'(x) = 34y eee y(n'”(xo) = Ypo1 o (D

Diferentsiaalvdrrandit (4) koos algtingimustega (7) ni-
metatakse prantsuse matemaatiku Cauchy' /Kosi:/ (1789-1857)
nime jdrgi Cauchy' iilesandeks. P3him3tteliselt v3ib esitada
tingimusi, mis v3imaldavad mi#drata suvalisi konstante, ka
teisiti, kasv3i nditeks kujul

y(xo) = Yor y'(xo) = Ty eees y(k)(xo) = Yo y(k+1)(x1) =

n
= Ypaq 0 cee ,y(x1)=yn, kus 1< kgn.

2. Eralduvate muutujatega diferentsiaalvdrrand

Diferentsiaalvdrrandit, mis on esitatav kujul
£,(x) g,(y) dx + fz(x) 52(y) dy = 0, (1)

nimetatakse eralduvate muutuijatega diferentsiaalvdrrandiks.
V3rrandis (1) on f1(x) ja fz(x) ainult argumendi x funldt~
sioonid ning 51(y) ja gz(y) muutuja y funktsioonid.
Jagades vdrrandi (1) mdlemaid pooli avaldisega 31(y) fz(x),
saame

£,(x) 4 &,(y)

X +
fz(x) 81(3')

Seda v8rrandit nimetatakse eraldatud muutujatega diferent-

siaalv3rrandiks. Integreerides seda liikmeti, leiame v3rran-
di (1) Uldlahendi

£,(x)

( z,(y)
—dx ¢+ |
£,(x) ) &

dy = C .
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N&ide 1, Lahendada diferentsiaalvdrrand™

oY

y'=2x+ 1,
Kuna y' = %i , siis
eV %I =22x+ 1.
Korrutades viimast v8rrandit dx-ga, saame
oY dy - (2x + 1) dx =0
Integreerides leiame

Seydy - S(Zx +1)dx=2¢C

ehk
ey - 12 -x=0C6,
Siit
R - C + 12 + X
ehk
2
y=In|C + X + x|
Ndide 2. Leida diferentsiaalv3rrandi
* 2
:""E dx + 2y(2 + x“)dy = 0
+ ¥y
ildlahend.

Muutujate eraldamiseks korrutame antud vdrrandit aval-

- 2
disega __i_xz . Seda tehes saame
2 +x

X 2
——— dx + 2y(1 + y%)dy = 0
2+ X

Integreerides viimast v8rrandit, leiame iildlahendi kujul
—E— dx + {2y(1 + y2)dy = C
2+ x

® Diferentsiaalvdrrandi lahendamise all mdistame edas-
pidi selle iildlahendi leidmist.
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ehk

2)2 =C

In(2+x2)+(1+y 10

kus C1 = 2C .

Naide 3. Leida diferentsiaalv8rrandi

yy' = xe™tY

erilahend algtingimusel y (0) = -1 .
Peale muutujate eraldamist saab v8rrand kuju

ye Ydy - x e¥ax = 0 .
Integreerides leiame iildlahendi

(1+9)e™Y & (x=-1)e* =C .

Et saada iildlahendist otsitavat erilahendit, tuleb ra-
huldada algtingimus y(0) = -1 . Algtingimuse rshuldamine
tdhendab sisuliselt konstandi C médramist. V3ttes {ildlahen-

di avaldises x =0 ning y = -1, saame

(1-1e +(0-1e’=¢c.
Seega C = -1, Jérelikult otsitav erilahend on

(MT+ryeys(x-1eX+r1=0.

Ndide 4 . Leida joone v3rrand, teades,
Joone puutuja t3us on graafiku iga punkti korral

puutepunkti ordinaadi ruuduga. Vdrdetegur olgu k .

et selle
v3rdeline

Olgu oteitava joone vdrrand y = £(x) . Eelduse koha-

selt

kus k on v3rdetegur. Seetdttu

Qi = kdx .

Yy
Siit saame integreerides

= kx + C



ning
Yy=7TI

Tulemuseks saime murdlineaarse funktsiooni. Jédrelikult
graafikul kujutab iildlahend endast hiiperboolide parve.

3. Homogeenne esimest jarku diferentsiaalvorrand

Homogeenseks esimest jérku diferentsiaalvdrrandiks ni-
metatakse v3rrandit, mis on esitatav kujul

y'=2(4), n

kus funktsioon £( % ) e8ltub muutujate y ja x suhtest
(v8i ka vastupidi). Osutub, et homogeenseks diferentsiaal-
v8rrandiks taandub ka v&rrand

P(x, y)dx + Q(x, y)dy = 0 , (2)

kus P(x, y) Jja Q(x, y) on ilhe ja sama astme homogeensed
funkteioonid.

Punktsiooni P(x, y) nimetatakse k-astme homogeenseks
funktsiooniks, kui iga x ja y korral kehtib v8rdus

P(tx, ty) = th(x. ),

kus t on mingi nullist erinev reaalarv.

Nditeks funktesioonid P,(x, y) = 2x - 3y ning P_(x, y)=
= x2 - 3xy + 2y2 on vastavalt esimese Ja teise astmg homo-
geensed funktseioonid, gest (tx, ty) = 2tx - 3ty =
= t(2x - 3y) = tP,(x, y) ning F~(tx, ty) = (tx)°- 3txty- -
= ta(x2 - 3xy + 2y2 = t2F2(x, y) .

Homogeenne diferentsiaalv3rrand taandub eralduvate muu-
tujatega vSrrandiks, kui viia 1ldbi muutuja vahetus §= z ehk
y=12x, kus z = z(x) on mingi argumendi x funktsioon.
Leiame seosest y = zx tuletise x Jérgi. Korrutise tule-
tise arvutamise reegli pShjal
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E-z+x§. (3)
Agendades vdrrandis (1) tuletise valemi (3) abil, saame
x %ﬁ +z = £(z) .

Saadud diferenteiaalvdrrand on muutuja 2z suhtes eralduvate
muutujatega v8rrand. Eraldades muutujad, jSuame v8rrandini

dz dx

Z) = 2 X

Seega

s = Cc .

J

Kui viimases valemis viia 1dbi integreerimine ning asendada
muutuja 2z tagasl suhtega i , B8iis saamegi diferentsiaal=-
v3rrandi (1) ilildlahendi.

MErkus . Mutujate eraldamisel jagasime v3rrandi
m8lemaid pooli vahega f£(z) = z . Seejuures tuleb eeldada,
et f£(z) - 2550 , sest nulliga jagamine pole lubatud., J&-
relikult juhtum f£(z)= z vajab eraldi analiiiiei. Et sel ju-

hul £( ) = ., siis v8rrand (1) saab kuju
dx = % ‘

Siin v8ib muutujad eraldada ilma tundmatut 2z sisse tooma-
ta. Tehes sgeda ning integreerides, saame

lny=1lnx+1InC .,
Siit leiame

Néd&ide 1 . Leida diferentsiaalv8rrandi

y' = (<€)
ildlahend.,
Toome sisse muutuja 2z = g . Siie y' = z2 + xz° ning

esialgne v8rrand saab kuju’



Z2 +xz' =g -2°
Seega

M

A
=%
M

ehk

Integreerides saame
1
2 = lnfx|+ C, .

Integreerimiekonetandi esitame lihtsuse m3ttes kujul c
= 1ln C . Seega

el 1
Kuna y = zx , siis esialgse v3rrandi lahend on
Y = TarcxJ
NHdide 2. Leida diferentsisalv8rrandi
(y2 - xz)dx -2xydy = 0

erilahend, mis rahuldab algtingimust y(1) = 2 .
Jagades antud v8rrandi m3lemaid pooli xz-ga ning avalda-

des , Baame (X )2 o

%x —

x

Toome sisse uue muutuja 2z = % . Bt y = 2zx ning y' = z +x2%
siis saab antud v8rrand kuju

2+ X2' = -!-Ei-l_
Siit
L4z 22 -1 - 2f
dx z

Eraldades muutujad, saame v3rrandi

2z dz dx

V8rduse m3lemaid pooli integreerides leiame selle v&rrandi
#ldlahendi
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- 1n(1 + zz) = 1n[xl+ InC .
Seega

= Cx

ning

Rahuldades algtingimuse y(1) = 2 ning viies ldbi 1lihtsus-
tused, v8ib otsitava erilahendi esitada kujul

y2 + x2 = 5x ,

Ndide 3 . Integreerida diferentsiaalv8rrand

A == s RRI

V3rrandit y' = g(x, y), kus g(x, y) on kas murdline-
aarne avaldis x ja y suhtee v8i selle runkteioon, s. t.

elx, y) = p(m\ (4)
b1x + b2y + b3}

saab taandada homogeenseks v3rrandiks muutuja vahetusega

x=X 4+ u
[ ®

y=Y+v,

kui determinant

%1 8 .
b, b,|#0 .

Vastasel juhul, s, t. kui D = 0 , tuleb teha muutuja va-
hetus

D=

Z = 8,X+ 8, .

Determinandi definitsiooni kohaselt D = a.b, - .2b1.
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Eonstandid u ja v valemites (5) tuleb midirata nii, et
muutujatele X ja Y {ile minnee on vabaliikmed saadavas
murdlineaarses avaldises v3rdsed nulliga. Seega funktsiooni P
argument valemis (4) on esitatav kujul

A1X+A2Y
BEX+EY °
Antud Ulesande puhul
X+u~-(Y+v) = X-VY4+(u=-v
+ U+ Y +V - - +Y+ (U4 V=~ ’

mistdttu u Jja v tuleb valida nii, et
u-v=20,
u+vs=s 3.

Siit u=v = 3/2 . Arvestades seda, et dx = dX ning dy =
= dY , saame antud v3rrandi esitada kujul

dY _ X ~ Y 1
=Ysyet*t'-
Viimane v3rrand on muutujate X ja Y suhtes homogeenne
vdrrand, sest jagades murru lugejat ja nimetajat suurusega X,
Saame ] v
aY
= = +1 .
= 1+

Viies 1ldbi muutuja vahetuse

jBuame diferentsiaalvdrrandini

dz 1 - 32
Z+X3x T332

Eraldades muutujad, saame

1+ 2 _ 4ax
- %Y -

V¥8rrandi m3lemaid pooli integreerides leiame
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1n[(1 - Z)2(2 + Zﬂ ==31lnX+1nC.

Seega
2 0
1=-2 2 Z) =
( )(2 + 2) 3

Asendades 2 = X/Y , saame
(x - Y)zgzx +Y) _C
X x’

Minnes tagasi muutujatele x , y valemite (5) abil, saame
18puks
(x-NHex+y-P=c.

Ndide 4 . Leida diferentsiaalvdrrandi

dy _ -y + 1
dx =2X + ¥ +

erilahend, mis rahuldab algtingimust y(0) = - 2 .
Antud juhul v3rdub determinant
8 8
D = =
b1 b2

nulliga. SeetSttu tuleb teha muutuja vahetus

2 =1

-2

zZ=2Xx =y,

kus muutujat 2z vaatleme argumendi x funktsioonina. Arvu-
tades funktsiooni 2z tuletise x jJérgi, saame

dz _ _ dy

Ix " %2-3x °
Avaldades siit

dy _ » _ dz

H-2-3F

ning asendades suurused y' Jja z esialgsesse v3rrandisse,

saame
2 - dz = 2+ 1
dx = =z + 2 °*
Lihtsustades viimast v3rrandit, jduame eralduvate muutujate-
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ga vorrandini

Eraldades muutujad, saame

dz = dei-c.
Pannes téhele, et

s REAAREC

saame hdlpsasti leida vajalilud integraalid. Seega

% (z-1n|z=-1|)=x+C.
¥nna g = 2x -y , 8iis vdime leitud uldlahendi kirjutada
xujul

2x =y - 1n |2x -y =1 I = 3x + 01 .

Rahuldades algtingimuse, leiame = 2 . Jarelikult otsi-
tav erilahend on

x+y+2+nj2x-y=-1 =0.

4, Lineaarne esimest jérku diferentsiaalvorrand

Diferentsisalvdrrandit nimetatakse lineaarseks. kui te-
mas nii otsitav funktsioon kui ka tuletised esinevad esime-
ses astmes, Lineaarne esimest jHrku diferentsiaalvdrrand on
esitatav kujul

%% + P(x) y=ox) , (1)

kus P(x) ja Q(x) on mingid muutuja x funktsioonid. Kui
Q(x) =0, siis nimetatakse v3rrandit (1) lineaarseks ho-
mogeenseks diferentsiaalv8rrandiks. RShuteme, et terminil
"homogeenne™ on siin teistsugune tdhendus kul eelmises para-
grahvis.
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V8rrandi (1) lahendamiseks teeme asenduse y = uv, kug
u=u(x) ja vs=v(x) on mingid argumendid x funktsioo-
nid,. Siis

(2)

Agendades v8rrandis (1) tuletise valemi (2) abil, saame
v %x +u %x + P(x) uv = Q(x) .
Rihmitades liikmeid, kirjutame selle v3rrandi kujul
u %; + ( %% + P(x)u )v = Q(x) .

Kuna funktsioonide u ja v kohta ei ole siiani midagi eel-
datud, siis v8ime nduda, et viimases v3rrandis oleks sulgu-
des seisev avaldis v3rdne nulliga, s. t.

E+rxu=0 (3)
Ja
u ¥ = Qx) . 4)

Vrrand (3) on eralduvate muutujatega diferentsiaalvdr-
rand u suhtes. Eraldades muutujad, leiame

= = P(x)dx .

Seega
lnju| = - SP(x)dx
ehk - {p(x)ax
use . (5)
Arvestades valemit (5), esitame v8rrandi (4) kujul
P(x)d
%; = Q(x) ef wex
Siit leiame integreerides
{p(x)ax
- Jace ax+c. (6)

Euna me otsime diferentsiaalv3rrandi (1) lahendit kujul

y=uv , siis valemite (5) ja (6) pShjal on selleks funkt-
sioon - 8% -



- rP(x)dx rP(x)dx
( IQ(x)e

y=e dx + C ) .

Leitud lahendusvalem on meelespidamiseks liiga keeruline. V3r-
randite praktilisel lahendamisel korratakse iga kord kas eel-
nevat m3ttekdiku v8i kasutatakse niinimetatud konstantide va-
rieerimise meetodit.

Konstantide varieerimise meetod seisneb jérgnevas. Esi-
algu lahendatakse v3rrandile (1) vastav homogeenne v3rrand

+ P(x)y=0. (7
Lineaarne homogeenne v3rrand (7) on eralduvate muutujatega
vdrrand. Tema iildintegraal on
~[p(x)dx
ln|y| = e +1n C
ehk -P(x)dx
y=C-e .

Lineaarse mittehomogeense diferentsiaalv8rrandi (1) la-
hendit otsitakse kujul (8), kus C loetakse argumendi x funkt-
siooniks. Seega

-‘P(x)dx
y=0C(x) e (9)

ning

~\P(x)d -\P(x)d
%g - 46(x) Jrx)ax + C(x) e frcx x(-r(x)) . (10)

Agendades funktsiooni y ja selle tuletise v3rrandisse (1)
vastavalt valemite (9) ja (10) abil, saame funktsiooni C(x)
leidmiseks diferentsiaalvdrrandi

-{P(x)ax -fp(x)ax ~fp(x)dx o

+ C(x)e (~-P(x)) + C(x)e x)

= Q(x)

ehk

sy {p(x)ax

Kui integreerida saadud vSrrandit ja panna leitud c(x) va-
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lemiese (9), siis saame diferentsiaalv8rrandi (1) {ildlahen-
di, mie #htib varem leitud lahendiga.

Ndide 1. Lahendada diferentsiaalv8rrand
2x ]rzr———n
%_—z—ysxx+1o
x¢ 1

Agendus y = uv annab

dv du 2x 2 ‘
Ex+ Hx—;!:ruVHIVZ + 1
ehk
d d 2
u 3; + v( a; - ;zf; u)=x v: + 1.
Vattes
u=0
ax x4
ja eraldades muutujad, saame
du 2x ix .
x +1

Siit leiame integreerides

lnju| = ln(x2 + 1),
mistdttu
u = x2 + 1.

Punktsiooni v leiame diferentsiaalv3rrandist
u %% =X sz + 1,
mis saab peale u asendamist kuju

dv x
X

Seega

v=V12+1+C

ning kuna y = uv , siis
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YT = (x2 + 1)(C erz + 1) .
HHEdide 2. Leida diferentsiaalv3rrandi
%1
X
erilahend, mis rahuldab algtingimuat y(1) = 2 ,
Agendades y = uv , jSuame v3rrandini

u %; + Vv g% - %Z = X
ehk
Wwdv o edu _uy
Lt (gx-x)=7*
Siit
du u
H-x=0
ja
dv
Udx " X
Seega
du _ dx
u x
millest
Inu=1nx
ehk

us=X .

V3rrand v leidmiseks on antud juhul kujul
£ 875,
Jagades v3rrandi m3lemaid pooli x-ga ja integreerides, saame

v=x+0C,

Hiisiis
y=uvs= x2 + Cx

Rahuldades algtingimuse y(1) = 2 , saame C =1 . Seega
otsitav erilahend on
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y=112+x.
Nidide 3. Leida diferentsiaalv3rrandi

g,

x

erilahend, mis rahuldab algtingimust y(1) = O .
Easutame konstantide varieerimise meetodit. K3igepealt
lahendame vastava homogeense v3rrandi

Eraldades muutujad, saame

dy . 2dx_
y

lntegreerides leiame
Iny==-21lnx+1InC.

Seega homogeense v3rrandi lahendiks on

Esialgese v3rrandi lahendit otsime kujul

y= .
X

Arvutades selle funktsiooni tuletise ja asendades algv8rran-
disse, saame

(x 2C(x 2 C(x 3
2.5, 209,

x

Peale lihtsustusi jSuame v8rrandini

Siit leiame 6
C(x) = & + c,

Seega tildlahend avaldub kujul

1
y= (C, + .
2N



Otsitava erilahendi leidmiseks on vaja médrata konstant
€, nii, et on tédidetud tingimus y(1) = 0 . Seega G
ning oteitav erilahend on

6
y = (1-1).
6 x2

5. Teist jarku lineaarne konstantsete kordaiatega
hemogesnne diferentgiaalvorrand

Olgu antud v3rrand
d

+a +by=0 (1)

dx 3¥ !

kus kordajad a Jja b on konstandid. Diferentsiaalvdrrandit

(1) nimetatakse konstantsete kordajatega lineaarseks homo-

geenseks teist Jérku vdrrandiks. Enne kui asume leidma vr-
randi (1) lahendit, t3estame mdned teoreemid.

Teoreem 1. Lineaarse homogeense v3rrandi (1)
erilahendite summa on samuti selle v3rrandi lahend.

P8estus. Olgu y1(x) ja ya(x) v8rrandi (1)
erilahendid. Siis nad mSlemad peavad rahuldama seda v8rran-
dit, s. t.

y"(x) + ay'(x) + by (x) = 0

Ja
yg(x) + ayé(x) + byz(x) = 0,

Liites viimased v3rdused, saame

yf(x) + y3(x) + ayj(x) + ayj(x) + by (x) + by,(x) = 0
ehk

[y1(x) + yz(x)]n + a[y1(x) + yz(x)]' + bEy1(x) + ya(xq — 0.
Tdhistades y, = Yy + Yo v3ime selle samasuse fimber kir-
jutada kujul (ys)" + a(ys)' + bys = O . Siit jdreldub, et

ys= rahuldab vdrrandit (1). Jérelikult erilahendite summa
yy+ ¥, on tSepoolest vSrrandi (1) erilahend.
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Teoreem 2, Kui y1(x) on lineaarse homogeense
v8rrandi (1) lahend, siis on lghendiks ka Cy1(x), kus C om
suvaline konstant.

T3 eestues. Et konstantse teguri v3ib tuua tuleti~
ge mdrgli ette, s. t.

(Cy,(x))" = Cyj(x)
Jja

(Cy,(x))"

Cyy(x) ,
eiis
[Cy1(x)] + a[Cy1(x)J + bCy,(x)

C[yq(x) + ay{(x) + hy1(xﬂ .

Kuna y, on v8rrandi (1) erilahend, siis nurkesulgudes sei-
sev avaldis viimase v8rduse paremal poolel on samaselt v3rd-
ne nulliga. Jérelikult

C[y?(x) + ay%(x) + by1(x)] =0 .

Seega Cy1(x) on t3epoolest lineaarse homogeense diferent-—
siaalvdrrandi (1) lahend, kui seda on y1(x) .

Jireldus. Kui y1(x) ja yz(x) on lineaarse
homogeense teist jérku v&rrandi (1) lahendid, siis on lahen-
diks ka nende erilahendite lineaarne kombinatsioon

y= C1Y1(x) + Czyz(x) . (2)

TSepoolest, seda, et kumbki liidetav on erilahend, vii~
dab teoreem 2, ning et kahe erilahendi summa on v&rrandi (1)
lahend, teame me teoreemi 1 p3hjal.

Tekib kiisimus, kas avaldis (2) on diferentsiaalv3rrandi
(1) iildlahend v3i mitte, kui y1(x) ja ya(x) on eelle v8r~
randi suvalised erilahendid. On v3imalik t3estada, et kui ¥
ja y, on lineaarselt s3ltumatud erilahendid, siis on (2)
v3rrandi (1) iildlahend.

Kaht funktsiooni y1(x) ja yz(x) nimetatakse line~
aarselt soltuvateks, kui leiduvad mingid nullist erinevad
reaalarvud C1 jJa C, , nii et kehtib samasus
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c1y1(x) + Czyz(x) =0

Punktsioone nimetatakse lineaarselt s8ltumatuteks. kui vii-
mati kirjutatud samasus kehtib vaid ~ 0 korral.

Avaldades siit

nieme, et kahe lineaarselt s3ltuva funktsiooni suhe peab ole=-
ma konstantne. Nditeks funktsioonid y = 3x Ja y=3x+ 4
on lineaarselt s8ltumatud, ent funktsioonid y = 2x Ja
¥ = 5x on lineaarselt s8ltuvad.

Mérgime, et iilalteldu peab paika ka eel juhul, kui kor-
dajad a Jja b v8rrandis (1) on mitte konstandid, vaid ar-
gumendi x funktsioonid.

Toome sisse karakteristliku v8rrandi m8iste. Dijneaarse-
le konstantsete kordajatega teist jidrku v8rrandile (1) vae-
tavaks karakteristlikuke v8rrandiks nimetatakse ruutv3rran-
dit

k2+ak+b=0 (3)

Diferentsiaalv8rrandi (1) tildlahendi leidmisel tuleb vaadel-
da eraldi kolme juhtu: 1) karakteristliku v8rrandi (3) 1la-
hendid k1 Ja k2 on reaalsed ja erinevad, 2) reaalsed ja
tthtivad, 3) komplekssed.

1. Karakteristliku v8rrandi lahendid on reaalsed ja eri-
nevad. Olgu karakteristlikul v8rrandil (3) reaalarvulised

Juured k, Ja k Nditame, et diferentsimalvdrrandi (1)
erilahendid on

2 °
Y1=e (4)

(5)

Kontrollime, kas (4) ja (5) rahuldavad v8rrandit (1). Et
kx " k.x ! k,x k.x ,
(e ) + a(e ) + be = e (k1+ak1+b)



Ja
kxn kx* k x kx .

(e ) +ale~) +be =e (k,+ ak, + b) n
ning
k, + aky + b =0, k2 + ak2 +b=0,

siis on v3rduste (6) ja (7) paremad pooled v3rdsed nulliga
s8ltumatult argumendi x v#drtustest. Seega funktsioamid (4)
ja (5) on v8rrandi (1) erilahendid.

Kuna nad on lineaarselt s3ltumatud erilahendid, sest

5 LT (k, - k)x
_1 = a - 1 * c t
y2 sz = e onst ,

siis diferentsiaalv8rrandi (1) Hildintegraal on esitatav ku-
Jul

k1x kzx
y = C1e + C.e , (8)

kus 01 Jja 02 on suvalised konstandid.

2. Karakteristliku v3rrandi lahendid on v3rdsed. Kui v3r-
randi (3) lahendid k, Ja k, on vdrdsed, siis

2
1=k=-3a
ning
32 -4b =0,
Nditame, et sel juhul on diferentsiaalvdrrandi (1) Hld-
lahendiks funktsioonide

-3ax
yy = e (9)
ja e
¥, - xe (10)
lineaarne kombinatsioon 1
y=(Cy+ czx) e 2 . (11)

TSestame k3igepealt, et (9) ja (10) rahuldavad diferentsi-
aalv8rrandit (1). T8epoolest, pannes valemi (9) abil mééra-
tud funktsiooni y, vdrrandisse (1), ndeme, et
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1
- % ax - % ax
=%aze§ -zs.1aeE
1

= = ax
=-—‘-—(32-4b).

Et eelduse kohaselt 9.2 - 4b =0, siis antud funktsioon ra-
huldab diferentsiaalv®rrandit (1). Toimides analoogiliselt va-
lemi (10) abil méiratud funktsiooniga, j3uame samasuguse tu-
lemuseni JHrgmiste teisenduste abil:

+ bxe
1 1 h
za.x]+ a[e !ax( --25) + bxe
rE - (a-;s)-f bxe

Seega funktsioonid (9) ja (10) on v3rrandi (1) erila-
hendid. Kuna need erilahendid on lineaarselt sSltumatud, sest

1
v <o Eax
is-,——.:x;lconet R
y

1 - zax

e
piis diferentsiaalv8rrandi (1) iildlahendiks on tSepoolest
funktsioon (11).

3, Karakteristliku v3rrandi lahendid on komplekssed.Kui
al - 4b <0 , 8iis karakteristliku vSrrandi (3) lahendid

avalduvad kujul
k, = ol + 1P , kp=ol- 1F ,



kus ol ja p on reaalarvud. Et ruutvdrrandi lahendusvale-
mi pShjal

ko=t 3 V‘z -,
siis
o=- a, P= .
Avaldades nendest valemitest a Ja b, saame
a= -2 , b=c(2+p2.

Niitame, et sel juhul on diferentsiaalv8rrandi (1) eri-
lahenditeks funktsioonid

¥y = edx canx (12)

Ja
¥y = s:l.npx . (13)

Arvutades funktsioonidest (12) ja (13) tuletised, saame

%-x-(eaxcospx) = ed'x(otcoapx - Peinpx) .

g—-i(eaxainpx) = e“x(dsinpx +Pcospx) .

Edasi diferentseerides leiame
(e %Zcos Px) = e‘xx[((i2 - Pz)cos Px -zo(psinpx] .

2
d ox ox 2 p2

(e "sinfx) = e (o(“=B%)ein Bx + 2PBcoafx |,
= P [ g )ein peospx],
Agetades funktsiooni (12) ning tema tuletised v3rrandisse
(1), veendume, et

o x olx

2 XX
—3 (% Tcos fx) + & (e~ “cos Fx) + be cospx =
dx

= edx[(dZ_ Pz)cosﬂx - ZdPBian + (dcoaﬁx -psianX-ZcL)o-
+ bcos Px] = X [- (o2 Fz)cospx +b canx] =0,
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gest ol + p = b . Analoogiliselt funktsiooni (13) puhul

(Bu'xsinpx) +a (e * Zgin Px) + bedxeinpx =
= eaxl(da-Pa)sin Px + Zchoa Px - 2o((csin Px + Pcospx)-i-

+bsinpx = XX (42+P2)ainpx+bsinﬂx] =0 .

Bt (12) ja (13) on lineaarselt s3ltumatud erilahendid,
sest
ox
= cot x # const ,

e gin ‘Bx
siis on diferentsiaalv8rrandi (1) iildlahend eeitatav antud
jubul kujul
ox
y=e (C1cost + C,8in Fx) , (14)
kus c1 Jja c2 on suvalised konstandid.
8eega diferentsianlvdrrandi tildlahend on kas (8), (11)

v3i (14), vastavalt sellele, kas karakteristliku v3rrandi la-
hendid on reaalsed ja erinevad, v3rdsed v3i komplekssed.

N&dide 1. Lahendada diferentsiaalv3rrand
y" + 4y' + 3y =0 .
Karakteristliku v3rrandi
K2 + 4k + 3 =0

lahendid k. = =3 , k2 = =1 on reaalsed ja erinevad. Seega
diferentsiaalv8rrandi {ildlahend on esitatav kujul

=-3x -X
y= e + Cze

Nidide 2. Leida diferentsiaalv8rrandi

y" + 6y + 95 =0
ildintegraal.
- Y4y -



Karakteristlik v3rrand on
kK2 + 6k +9 =0,

Tema lahendid on v3rdsed: k1 = k2 = =3 , Jédrelikult antud
diferentsiaalv3drrandi iildintegraal on

-3x
y = (01 + sz) e

Rdide 3 . Lahendada v3rrand
y' + 6y' + 13y = 0 .

Kuna vastava karakteristliku v3rrandi juured on  komp-
lekssed, (k1 = =3 -2i, k2 = =3 + 2i), kusjuures ™ - =3,
P = 2, s8iis diferentsiaalv3rrandi {ildlahend omab kuju

—3x
y=e (C1coa 2x + C,8in 2x) .

6. Konstantsete kordajatega lineaarne
mittehomogeenne teist jarku
diferentsiaal¥orrand

Vaatleme diferenteiaalvdrrandit
y" + ay' + by = F(x) , (1)

kus a Jja b on konstandid ning PF(x) argumendi x funkt-
sioon.
Osutub, et v3rrandi (1) iildlahend on esitatav kujul

y=yr+Y, (2)
kus y#* on vastava homogeense v3rrandi
y*" +ay' + by =0 (3)

iildlahend ning Y mittehomogeense v3rrandi (1) mingi erila-
hend. Kuna me homogeense v3rrandi iildlahendit oskame 1leida,
siis taandub v8rrandi (1) integreerimine tema erilahendi ledd-
misele.
¥dningatel lihtsamatel juhtudel saab erilahendit 1leida
médramata kordajate meetodil. Kui nditeks
Mx) = - P (x), (4)
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kus Pn(x) on n-aetme poliinoom, siis v8ib erilahendit otsi-
da kujul

Y = x¥ ™% Qn(x) . (5)

kus Qn(x) on esialgu tundmatute kordajatega n-astme polii-
noom. Valemis (5) tuleb v8tta r =0, kui m ei ole ka-
rakteristliku v3rrandi

k2 + 8k + b=20

lahend. Kui iiks karakteristliku v8rrandi juurtest on v8rdne
m-ga (nditeks ky =m, k2 # m), eiis r =1 ning kui k, =
= k2 =m, siis tuleb v3tta r =2,

Ndide 1. Lahendada diferentsiaalv3rrand

y" - 3y' + 2y = 4xe3x .

Lahendame k3igepealt vastava homogeense v3rrandi
y" - 3y' +2y=0.
Karakteristliku v3rrandi
K° -3k +2=0

Juured on k1 =1, k2 = 2 , Seega homogeense v3rrandi iild-
lahend on esitatav kujul
- X 2x
y = C1e + Cze .
Leiame niiiid mittehomogeense v8rrandi erilshendi. Kuna ao—
tud juhul n=1, m=3 ja m= 3 el ole karakteristliku

v3rrandi juur, siis tuleb erilahendit otsida kujul
Y = e°%(ax + B) ,

kus A ja B on mingid konstandid.
Et

Y' = 3931(Ax + B) + AeBx

= eBx(A + 3Ax + 3B) ,
Y" = eBx(3A + 9Ax + 9B + 3A) = e3x(6A + 9B + 9Ax) ,
siis

f" = 3¥' 4 2Y = e%(6A + OB + 9Ax - 3A - 9AX - 9B+ 2Ax +2B)=
= e3%(3A + 2B + 2Ax) .
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V8rdsustades selle avaldise esialgse diferentsiaalvdrrandi
parema poolega, Saame seose

(3A + 2B + 2Ax)e3x = 4xe7% ,

mis peab kehtima iga x vddrtuse korral. Jagades selle m3-
lemaid pooli teguriga 33x , JBuame v3rduseni, mille mdle-
mal pool seisavad poliinoomid., Seega®

3 + 2B=0,
2A = 4 .,
Jédrelikult A =2, B = =3 ning erilahend on
Y = o2%(2x-3) .

Seetdttu iildlahend avaldub kujul

X

y = c1e + Cze2x + eBx(Zx -3) .

Ndide 2. Leida diferentsiaalv3rrandi
y" - 2y’ + y = 6xe*

mingi erilahend.
Karakteristliku v8rrandi juured on antud juhul v8rdsed.
Seejuures on

k1 = k2 =m= 1.

Seega m = 1 on kahekordne karakteristliku v3rrandi Juur,
mist3ttu erilahendit tuleb otsida kujul

Y = xz(Ax + B)eX = (A13 + sz)ex .

Arvutades tuletised

2

Y' = ex(Ax3 + Bx® + 3sz + 2Bx)

Yu = ex(Ax3 + Bx? + 3Ax2 + 2Bx + 3Ax2 + 6Ax + 2Bx + 2B)
ning asendades v3rrandi vasakusse poolde, saame

. 2 n
Kaks poliinoomi Pn(x) =8, +8;X+a8X + ... +8X ja

Q. (x) = b, + byx + b2x2 + eee + bnxn on v8rdsed siis, kui

k8ik nende vastavad kordajad on v8rdsed, s. t. a°=l*f a, =b1,
vee y 8 = bn‘
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Y - 2Y' 4+ ¥ = ex(Ax3 + Bx® + 6Ax° + 4Bx + 6Ax + 2B) +
+ ex(-ZAxB-Zsz- 6Ax>- 4Bx) + ex(A13 + sz) .
Lihtsustades aeda avaldist ning v3rdsustades ta esialgse di-
ferentsiaalv8rrandi parema poolega, jSuame seoseni
(6Ax + 2B)e* = 6xe* .
Bt see v8rdus peab kehtima iga x vi#értuse korral, siis
6A =6, 2B=0 ,

Seega
A =1, B=0
ning erilahend avaldub kujul
Y = x3ex

Ndide 3. Leida diferentsiaalv3rrandi
y" - 2y' = -4x
erilahend, mis rahuldab algtingimusi y(0) = 0 , y'(0) = =1,

Karakteristliku v8rrandi

k2 - 2k = 0

lahendid on k1 =0 ; k2 = 2 . Seega vastava homogeense
v8rrandi tildlahend avaldub kujul

2x
Ve = C1 + cze .

Kuna antud juhul m = O on iihekordne karakteristliku v3r-
randi lahend, siis tuleb erilahendit otsida kujul

Y = x(Ax + B).
Et

Y' = 2Ax + B , Y" = 24 ,
siis
Y" -« 2Y' = 2A - 2B - 4Ax ,

mist3ttu peab kehtima v3rdus
2A - 2B = 4Ax = -4x .
Jirelikult saame A ja B leidmiseks v3rrandisilisteemi

2A - 2B=0
-4A = -4 .,
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S5iit leiame
A=1, B=1,

Niiid v3ime v#lja kirjutada erilahendi kujul
Y= x2 + X .
Mittehomogeenee v3rrandi iildlahendiks on funktsioon
y= 01 + Czezx + x2 + X .
Algtingimuste rahuldamiseks leiame tuletise
y' = 20262x +2x + 1 .

V8ttes niilid y(0) = 0 ja y'(0) = =1 , saame {ildlahendis si-
salduvate suvaliste konstantide miiiramiseks v8rrandisiisteemi

C1 + 02 =0

202 +1 = =1,

5iit leiame 02 = =1, 01 = 1 . Jérelikult antud algtingimu-
si rahuldav mittehomogeense diferentsiaalv8rrandi erilahend
avaldub kujul

y=1+x+ x2 - er .
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Kontrollkiliseimused

2'
3.

4.
5.

8.
9.

10.
1.

12.

13.

14.

Mis on diferentsiaalvdrrand? Milline on harilik ning mil-
line osatuletistega diferentsiaalvdrrand? Mida m8istetak-
se v3rrandi jérgu all?

Mis on diferentsiaalv®rrandi iildlahend ning erilahend?

Mida kujutab endast diferentsiaalv3rrandi lahend geomeet-
riliselt?

Formuleerige Cauchy' {ilesanne.

Milline on eralduvate muutujatega diferentsiaalv3rrand?
Mis on muutujate eraldamine?

Milline on homogeenne esimest jédrku diferentsiaalv3rrand?
Kuidas seda lahendatakse?

Kuidas lahendatakse diferentsiaalvdrrandit y' = g(x, y),
kus g on kas murdlineaarne avaldis v8i selle funktsioon?

Milline on lineaarnme diferentsiaalvorrand?

Milline on lineaarne esimest jérku diferentsiaalv3rrand?
Millisel juhul nimetatakse seda homogeenseks ja kuidas se:
da lahendatakse?

Milles seisneb konstantide varieerimise meetod?

Milline on teist jé@rku konstantsete kordajatega lineaarme
homogeenne diferentsiaalvdrrand?

S®nastage teoreemid teist jdrku konstantsete kordajatega
lineaarse homogeense diferentsiaalv3rrandi erilahendite
summa ning erilahendi ja konstantse teguri korrutise koh-
ta.

Kuidas avaldub teist jdrku lineaarse homogeense diferent-
siaalvSrrandi {ildlahend erilahendite kaudu ning millised
peavad sel juhul olema erilahendid?

Millal on kaks erilahendit lineaarselt s3ltumatud ning mil-
lal need on lineaarselt sSltuvad?
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15.

16,
17.

18,

19.

Tooge nditeid lineaarselt sSltuvate ning lineaarselt s8l1-
tumatute funktsioonide kohta.

Mida kujutab endast karakteristlik v8rrand?

Milline on teist jdrku konstantsete kordajatega lineaar-
se homogeense diferentsimalvdrrandi iildlahend, kui ka-
rakteristliku v3rrandi lahendid on

a) reaalsed ja erinevad,
b) vdrdsed,
¢) komplekssed?

Kuidas avaldub konstantsete kordajatega teist jarku 1li-
neaarse mittehomogeense vdrrandi iildlahend?

Millisel kujul tuleb otsida mittehomogeense diferentsi-
aalv8rrandi erilahendit, kui v3rrandi paremal pool on
avaldis eo™~. Pn(x) , kus m = const ja Pn(x) on min-
gl n-astme poliinoom?

Millisel juhul on kaks poliinoomi v3rdsed?
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