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BEBESSO0ONA

Kaesolev valjaanne sisaldab naiteid j» ulesandeid
matemaatilise analliusi alalt mitme muutuja funktsiooni-
de integraalarvutuse ulatuses ja on mdeldud matemaati-
lise analliisi praktikumi labiviimiseks prof. G. Kangro
Opika "Matemaatiline analiis™ 11 (Tallinn, 1968) jargi
TRU Matemaatikateaduskonna ja Fllsika-Keemiateaduskonna
flulsikaosakonna teistel kursustel sugissemestril*

Ulesannete kogu igas osas on antud lilhike teoree-
tiline sissejuhatus, kus on &ra toodud pdhilised mdis-
ted, valemid ja teoreemid, mida ldheb vaja vastava osa
tlesannete lahendamisel. Samuti on toodud rohkesti ndi-
teid tulpiliste lahendusvdtete rakendamise kohta.  See
teeb Ulesannete kogu sOltumatuks matemaatilise analliusi
kursuse Opikutest ja vdimaldab praktikumi materjali ka-
sutada ka iseseisvalt dppijail. Ulesannete kogu on so-
biv kasutamiseks ka teistes BHSV kdrgemates Oppeasutus-
tes, kus matemaatilise analllisi programmid on vaiksema

ulatusega.
Koigile arvutuetleeannetele on antud vastused.Tar-

nikesega (*) margitud Ulesannetele on vastustes antud
kae lahendust pdhjendav markus, juhised lahendamiseks

vOi on &ra toodud lahenduse pdhiosa.
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l.parameetrist so6l tuvad

INTEGRAALID

81. Parameetrist séltuv Riemanni integraal

Olgu kahe muutuja x ja yfunktsioon f mddratud rist-
kulikus f i
R=XXT = <(X,y) : a<x<b, c<y”~dL

kus X = jaT =[c»dj .
Olgu T kui muutuja x funktsioon integreeruv 18igus X
iga y€ T korral. Siis Riemanni integraal

F(y) = fa f(x,y)dx @
maarab F kui yfunktsiooni 1digus T. Funktsiooni F nimeta-
takse parameetrist ysoltuvaks Integraaliks.

Vordusega (1) maaratud funktsioonil F  on jargmised
omadused.

Teoreem 1. Kui funktsioon f on pidev ristkilikus R,
siis funktsioon F on pidev 18igus T.

Teoreem 2. Kui f ja tema osatuletis f on pidevad
ristkilikus R, siis F on diferentseeruv 18igus T ning sel-
les 18igus kehtib Lelbnizi valem

Ll -JNMF(xty)dx

dy a0y
ehk, \%
?y) ) _f_(xy)dx . @
a
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Teoreem 3« Kui f on pidev ristkiulikus R, siis

d b d *
N E(y)dy s M odx A f(x,y)dy, 3
kus
b d b rd \
Ndx N foGy)dy = {0 F(x,y)dyjdx.
Arvestades vdrdust (1), saab valemi (3) kirjutada ku-
dul
d b b d
Ndy N F(x,y)dx =N dx N F(X,y)dy. (C))
Seega antud eeldustel vOib imtegreerimisjarjekorda muu-
ta.

Naide 1. Naidata, et funktsioon
P(y) = (x In" (1 + xy)dx

on pidev igas l1digus T = [a,bj , kus O<a<b.
Lahendus”™, Veendume kdigepealt, et integraal F(y) eksis-
teerib. lIga y€ T korral on integraalialune funktsioon

*Tn0*+ zyj
pidev poolldigus (0,"!'] ja kohal x = Oon tal kd&rvaldatav

katkevus, sest

lim f(x, =
soim, x.y) 3

Et integraal ei sOltu integraalialuse funktsiooni  vaartu-
sest Uhes punktis, siis defineerides iga y€Y korral 16i-
gus X = [o,I] pideva funktsiooni

f(x,y), kui x AO,



saame, et N
FO) = J g(x,y)dx
o

ja et ta eksisteerib 1digus Y* Aga funktsioon g on pidev
kogu ristkillikus R = XX Y, siis teoreemi 1 pohjal integraal
F(y) on pidev Idigus Y.

Naide 2. Arvutada pjirvaartus
J12

lim \ 41 - ysin™x dx.
yr« i 1
Lahendus_. Piirvaartuse arvutamiseks valime ymuutumis-
piirkonnaks naiteks 1digu Y = [0,1" « Integraalialune funkt-
sioon on pidev ristkiulikus R = XXY, kus X = [O, 7). See-

ga vaadeldav integraal

FO = ) u” - ¥sin® dx
eksisteerib iga y€ Y korral ja on teoreemi 1 pdhjal pidev
selles I8igus Y. Jarelikult
lim F(y) = FQ) =

y>1- i/ R — w2
= \ 1 - sin™x dx = J jcos x dx =

N ocos x dx = 1.

Naide 3« Kasutades Leibnizi valemit, arvutada integraal

jri2
: ( 4 1 tysinx dx
] 1 - ysin x *sin x*

kui y2< 1.
Lahendus”™ Tingimuse )9<1 tottu on 1 =xysin x>0 ja

integraalialune funktsioon



f(X,y) gw * ¥»in -1 <4n*)

on siis méaratud rietkalikuB R = X X Y, kus X = [o, jr/2] ja
= (-1,1). Funktsiooni f vdib hulgal R lugeda ka pidevaks,
sest sirgel x = Oon temal kdrvaldatav katkevus,kuna L"Hos-

pitali reegli abil saame

I, * ¥sla *? = Xim , ——— = =y,
., 0 sl““x ,0.X* O " * ¥sln x 7
NJ

mille tottu vBime votta

f(O,y) = ii,0 I j t] = 2y.
Seega integraal n2
F@y) = \ Tf(x,y)dx
o
on parameetri yfunktsioon vahemikus Y = (-1,1). Leibnizi

valemi rakendamiseks valime suvalise £€(0,1) ning vaat-
leme funktsiooni F 18igus Yb =[-1+£ , 1-£]Cl. Leiame osa-
tuletise , saame

1 + 1 s ——-2--— tti x £0,
|
1+ sm X 1l-ysin x 1-y sin x
Iyy) %3 Y Y kui x = O.
Osatuletis fy on pldev ristkilikus XX Yt , sest
I|m f x,y) = lim -——2-—=2 = f_(0,y).
X-> X»0l - ysin x -y
Seega on teoreemi 2 eeldused tdidetud ja Leibnizi valemi
(2) pohjal J

(_jy 0 1 - wsin X
Vottes u = tan X, Saame

-10-



=x

= n2 arctan(\jI - y2 a)
\h - »®2 0 W -y
Seega integreerides tuletist F"(y) muutuja y jargi, leiame
F(y) = \\= - mly Ztarcsin y+ C,
JWTTy

kus Con mingi konstant, mis tuleb veel mdirata« Et l&hte-
integraali pdhjal on

/2 A2
F(O) = ( f(x,0)dx = § Odx =50,
o o

ja leitud F(y) avaldise pdhjal on F(0) = Earcsin O+ C=C
siis C= Oja jarelikult

F(y) sajrarcsin y
mis t suvalisuse tdttu kehtib kogu vahemikus (-1,1).

Naide 4. Arvutada integraal

----------- 1 b _a
In X
kus a,b>0.
Lahendus”™ Et juhul a,b> 0 kehtib valem
o _a b

siis teoreemi 3 pdhjal
1



kus N

F(Gy) = ) x”sin In x dx,
0

sest f(x,y) = x”ein In x vOib lugeda pidevaks ristkilikus
[0, X [a,b] , kuna a,b> 0 tdttu on

Iim f(x, = lim o(1)0 =0,

lin _f06y) = Lin_o(1)0(D)
ja seega funktsioonil f on sirgel x = O kbrvaldatav katke-

Vvus.

Huldjtehes muutuja vahetuse In x = -z, leiame x = e“Z
ja
J o e
F(y) = ( e~ryzsin(-z) (-x) dz = - J e-"y#/*'zsin z dz.
oh 0

Eaks korda ositi Integreerides saame

00

-F(y) - -e“/y4l7zcos z| - (y + 1) [ e“"y+/|*zcos z dz =
O o

=1 - (y + 1)%“"4,1"zein zj -y +/)PY)I =

=1+ (y + D2FY),
kust

F(y) = -

Jarelikult

J = b T2 2 = -arctan(y + 1)Ib

T 2 g a

arctan(a +1) - arctan(b +1) =

arctan ---—--— ~ ——————— .
1+ @+1)b +1)

-12-



Teoreemidega 1 - 3 analoogilised teoreemid kehtivad ka
juhul, kui integraal sdltub mitmest parameetrist, ndaiteks
F(y,z) = £ f(x,y,z)dx.

Siis Leibnizi valemis (2) tuletise F"(y) asemel tuleb
vastav osatuletis.
, N&aide 5» Diferentseerides parameetri jargi, leida in-

tegraal
jri2

F(y,z) = \ In(y cos2* + z sin2x)dx,
0
kus y,z> 0.
Lahenduss1Et y,z>0, siis funktsioon
f(x»y»z) = In(y cos2® + z sin”®)

on pidev vaadeldavas piirkonnas. Tema osatuletis

on ka pidev samas piirkonnas. Teoreemi 2 pdhjal vdime ra-

kendada Leibnizi valemit, mis annab
. JI12 p 72
o _( cob~x dx _( dx (r du
AY ) ycostctzsin® ) yt+ztan™x £ 0 +u2)(y+zu<)
Saadud integraali arvutamiseks lahutame integraalialuse
funktsiooni osamurdude summaks.
Olgu
1 _Au +B+Cu +D

¢ uMd(y +zu™) 1 +ud y+ zu2 *

siis 1 = (Au +B)(y + zu2) + (Cu + D)(1 + u2). Kordajad

maarame jargmise skeemi jJargi

-1j-



u=1i 1=C@0AI+B)(y-2, A=Q B=- -,
u=0 1=8y+D, D=1-Ff"Ars -rrj*
w 0 =Az + QG C=Q
Seega
gE_ A 5 ydu-=
7"y— 2q}3777 v+ qu)

z 1 2>du =
ol+u yl+ @y

=» - (arctan u -\j| arctan\| u)

I A VR

Y V.
\Nfy + Nfz=

Jjt

-

\[yQ\ly + nJ®)
=J InQ\ly +\[2) + C(2),
kus integreerimiskonstant C(z) vdib sdltuda muutujast z.
Eonstandi C(z) md&ramiseks arvestame, et lahteintegraali
poéhjal on e
Inzdx =w In z

ja leitud F(ytz) avaldise pohjal on
F(ztz) = ic In(2\fi) + C(2),
Seega saame vorrandi '

kust

C(2) -J In* =TrIn(\[1) =jr(In\fZ - In2 - In\fz) = -irln 2.

-14-



Jarelikult

F(y,z) =tr In(\y + \[) - st In 2 —1ZIn

Ulesanded«

Naidata,
gas Y.

1. F(y) =" exp(-x27Jy)dx,

2. F(y) =1 dx,
7

3. F(y) = ( dx,
-3
o2

5. F¢y) = ( In sin(x + y)dx,
A
1

6. F(y) =" ‘rcsMVrt dx,
1

7 F(y) =" sgn(x - y)dx,
2

8. F(y) = " sgn(x + y)dx,

-1

9. Tdestada, et integrgal

et jargmised funktsioonid F

Y = [o,1]

y = [-10,10]
Y = [-2,100]
Y = [o, J]
1-[1,5]

Y = [0,1]

Y = (- 00, 00)

F(y.D =] f(x,y,z2)dx

on pidev ristkilikus Q =YX Z,
risttahukas [a,b] XQ.

kui funktsioon f on

-15-
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Kasutades Ulesannet 9 ndidata, et jargmised funkt-

sioonid on pidevad ristkilikus Q =Y X Z.
e

0. FOWD =L+ yy TRz O AN
ot/2

11. P(y,a) = j IntanCsy + z)ta, o) AXA BT

12.,(..) J arctaal” ax, q = [.5f5]x[1,2]

Leida jargmised piirvaartused.
3

13. lim_j x2cos(xy)dx 18*. lim
y—>>0 0 n-*00
2 7C12
14. lim_ j x~ch2(xy)dx 19. lim
y->0 0 y-> 0 o
2 q T
15. Lim j 2 5% 20. lim
y-»1 X +y sin icy ¥*1- O
1 J12
16. Lin  (\Ix2 + sh2z dx 21, lim_ T dx
e Q& o\l - thsintx
17. im ( dx

[
z>011 + (1 +xz)Vz

22« lim ( x“"\]x2 + In y sin(xy)dx
71 i
e
23* lim i arctan —x m® dx
y N2+ X Y- 2
sh2



Arvutada tuletis dF/dy kahel viisil: a) arvutades in-
tegraali ja sellest tuletise, b) kasutades Leibnizi vale-
mit.

1
25» F(y) =~ arctan p dx, kui y>0

J In(x2 + y2)dx® kui y>0
o

26. F(Y)
. S Lo . HI?
Leida jargmiste funktsioonide F tuletised
27. F(y) =T inQxy; 50. F(y) =f x"larcsin(xy)dx
4 o

AaC 2
28. F(y) =) x- cos(xy2)dx 31. F(y) :(*rx‘larccoe(xy)dx

J (1/x)exydx
o
Leida jargmiste funktsioonide F osatuletised Fjj‘* FZ.

29. F(y)

32. F(y.z) =\ x"larcsin(xy2z")dx
0

N

jt

33« F(y,z) N x“isin x(y2 - z)dx

In2 L 5
34. F(y,z) = J X" exp(-xcy/z)dx
(@)

35» Naidata, et taisarvuliso indeksiga n Besseli funkt-
sioon N
Jn(x) = qﬂ cos(n»p -xsinvj?)dip
o
rahuldab Besseli diferentsiaalvdrrandit

X2J7TX) ¢ IMX) + (X2 - n2)In(x) = 0.

-17-



Sageli esineb parameetrist sdltuv integraal kujul

169
F(y) = ( f(x,y)dx, ®

ot(y)

less ¥ on mdéaratud ristkilikus XXY = {a,bj xEc,dj ning ra-
jad d ja ™ on I6igus Y madratud funktsioonid.

Integraalil (5) on jargmised omadused:

Teoreem 4« Kui f on pidev ristkiulikus XXY ning funkt-
sioonid di ja N pidevad 18igus Y, siis valemiga (5) maa-
ratud funktsioon F on pidev 18igus Y.

Teoreem 5» Kui funktsioonid f ja f on pidevad ?istku—
likus XXY, funktsioonid d ja p> aga diferentseeruvad 10i-
gus Y, siis valemiga (5) méddratud funktsioon F on diferent-

seeruv 16igus Y, kusjuures

EO)
®)

Ulesanded
Naidata, et jargmised funktsioonid F on pidevad 10i-

gul Y.
nTj

37. F(y) = j x"\rcsin(x/y)dx, Y -[1,2]

o
x“farctan(x/y)dx, Y = [-100,10]

-18-



Arvugada Jéargmised piirvéartusedi
-y
H H 7AN
39» &;mn ;1 X%FOSZ(Xy)dX 40. Ilm0 ; x~ch(xz)dx
2y z
41« lim ( "™ g ”
3“1 iy x + 2y +cos(jry)

Wy
42. lim  ( \Jx2 + th2y dx
¥*0y-2
«¥/2
43. lim \ sin(x + arcsin y)dx
M- F j )
-Ha
Leida %érgmiste funktsioonide tuletised ;t;
1y ay
44. F(y) = x"1In(1 + xy)dx
o
3+2y -
45 F(ly) = ( *  In(2 ¢ xy)dx
L%
o 2j
46. F(y) = 3(@2/x)In(e + xy)dx 47. F(y) = J Xx"lsin(xy)dx
_y O
JT ¥
48. F(y) = T x" arctan(x/y)dx 49. F(y) =j x" cos(xy)dx
Y

Leida ja{gmiste funktsioonide F osatuletised
¥z

50. F(y,z) = J x™In0 + xy)dx

=2
51. F(y,z) = 7jZ xﬂlsin(sz)dx
0
¢
52. F(y,z) = \ x exp(xyz)dx
Y
z
53. F(y,z) = ] cos S dx
1
z 2 2
54. F(y,z) =j x71(e_yx - e"zx )dx
Y

-19-



Kasutades Leibnizi valemit® arvutada jargmised integ-

raalid (muidugi p6hjendades iga sammu).

55 apg =] X) ** M <1

SO

56. F(y) = ~ TOtACyt” Xxj.
0

57. F(y) =] In(1 - 2ycos x + y2)dx, kui 1 jK'l
o
“/2
58t F(y) = In(y2 - sin2)dx, kui [yP 1
o
n/2
5. F(y) = J In(y - sin2)dx, kui y>1
o A

Leida integraalid § F(y)dy, kui

n/2
J sin2x»co8sin x*cos(ysin x)dx

o
JT

61 F(y) : | sin2x*cossinx*cos(ysin x)dx

60. F(y)

o
=2
62. F(y) =\ sinx.cosNjcosx*cos(y"\lcosx)dx
x>
*2  mmmmmmmee- :
65. F(y) = j (8Tn’x " 2\ ““y2sin2x)dx
0
Kasutades integreerimist parameetri jargi® leida
jargmised integraalid, eeldades, et b>a>0.
? b a ; «/2
«* «*. j Ing tbs|n x
0
1.b a
65. j W xX  cosln x dx



82. Tokestamata funktsiooni parameetrist

s6ltuv integraal
Olgu kahe muutuja funktsioon f madratud piirkonnas

XXY, kus X = (a,b) ja a<b ning Y on suvaline piirkond.Ol-
gu f mdne y£Y korral tdkestamata x muutumisel b Umbruses,

kuid iga ye Y korral koondugu integraal
P(y) = { f(x,y)dx. @

Koonduvat integraali (7) nimetatakse Uhtlaselt koonduvaks
piirkonnas Y, kui iga arvu e>0 korral leidub selline arv

8= 8(£), et kehtib
b

f(x,y)dx <£., (®)

kuia < b £ <b, sOltumata parameetrist y€Y.
Analoogiliselt defineeritakse paratu integraali (7)
tuhtlane koonduvus, kui funktsioon f on tokestamata x muu-
tumisel punkti a Umbruses. Sel korral koonduvat inte-
graali (7) nimetatakse uUhtlaselt koonduvaks piirkonnas Y,
kui iga arvu £ >0 korral leidub arv 8 =S (£ )>0, et

kehtib I

J f(x,y)dx
a
kui a< g <a + 8 <b, sOltumata parameetrist y£Y.
Weilerstrassi tunnus. Parameetrist s6ltuv  integraal

(7) koondub lhtlaselt ja absoluutselt piirkonnas Y, kui
leidub muutuja x funktsioon g, et

IfI4 900, 00)
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koi s6ltumata muutujast y£ 1 ja
b

§ 9(x)dx< 0o
Funktsiooni g nimetatakse funktsiooni f ma.lorandiks

piirkonnas Y.
Vordusega (7) maaratud funktsioonil F on  jargmised

omadused. »
Teoreem 1. Kui funktsioon f on pidev ristkiulikus XxY
ja paratu integraal (7) koondub Uhtlaselt Idigus Y, siis

funktsioon F on pidev 1digus Y.
Teoreem 2, Kui osatuletis f on pidev ristkulikus
X*Yf integraal (7) koondub 18igus 1 ja paratu integraal

[]
I &(I'y)dl

koondub Uhtlaselt 18igus Y, siis funktsioon F on diferent-

seeruv l6igus Y ja kehtib Leibnizi valem

LLL=1~ an

Teoreem 3. Kui funktsioon f on pidev ristkilikus XXY

ja pératu integraal (7) koondub Uhtlaselt loigus Y, siis

d b
] Fiydy = j 6()dxy 12)
C a
kus
d
G(x) =] f(x,y)dy. (15)
C

Vorduste (7) ja (13) pdhjal voime valemi (12) kirjuta-
da kujul (4)t kust on ndha, et teoreemi 3 eeldustel voib
integreerimisjarjekorda muuta.



Kui valemiga (7) maaratud funktsioon P on tdkestamata
hulgas Y* = [c,d), siis valem (12) kehtib jargmistel ran-
gematel eeldustel.

Teoreem 4. Kui funktsioon T on pidev ja f(x,y) "Orist-
kilikus X~Y~, integraal (7) koondub tUhtlaselt igas 1digus
[c,SI C Y] ja pératu integraal (13) koondub thtlaselt igas
I16igus [a,pjc [aib), siis kehtib valem (12), kui (ks tema
pooltest koondub.

Naide 6. Leida funkts%ooni
P(Y) =( [In x|7dx
0

maaramispiirkond Y.
Lahendus” Integraalialune funktsioon
f(xty) = [Inx]y f
kui y” Ofon katkev sirgetel x =0 ja x = 1. Kui y<O0, siis
sirgel x = O on funktsioonil f kdrvaldatav katkevus, sest
sel korral

lim |[Inxy =0,
X-> O

kuna

lim In x = -o00.
>xX» O

Kui aga y>0, siis esimese vordluslause pdhjal vaadeldav in-
tegraal P on koonduv, sest [leidub konstant M~> 0 selline,
et kehtib vdrratus

Selle naitamiseks arvutame jargmise suhte piirvaartuse

(L Hospital! reegli abil):
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Uurime integraali koonduvust x = 1 Umbruses. Asenda-

des x =1 + a, saame
2

Nutd tuleb integraali koonduvust uurida z =0 Umbruses.
Et aga In(Q + z)~z, kui z 0, siis
k Iny(l + z)~zy,

ja seega teise vordluslause pdhjal integraal F(y) koondub,
kui -y0O, s.o. kui y>-1. Jarelikult funktsiooni F maa-
ramispiirkond on 1 s (-1,00).

Naide 7. Tﬁesgada, et paratu integraal

dx
2

on absoluutselt ja Uhtlaselt koonduv funktsiooni F maara-
mispiirkonnas.

Lahendus™ Integraalialune funktsioon on tdkestamata
x s £l Umbruses. Et  funktsioon cos (y/x) arctan s - mm
on tokestatud oma maaramispiirkonnas ja katkev ai-
nult sirgel x = O, siis integraalialune funktsioon on in-

tegreeruv igas vahemikus (-1 +S, 1 - S) ja vlrratustest

cos Z arctan - —— * 2 e (-———— "oo
n "fT] 2 J, ~N— 2



saame Weierstrassi tuimuse pdhjal, et P on maaratud ja in-
tegraal on absoluutselt ja lUhtlaselt koonduv kogu arvteljel.

Naide 8. Tdestada, et paratu integraal
1

on thtlaselt koonduv hulgal Y = £-00,2 - o] iga 0<<Y<2
puhul .
Lahendus_. Kui y>0, siis integraalialune funktsioon

f(x,y) = ;& sin -

X

on tokestamata x = Odumbruses. Juhul, kui y=0, on funkt-
sioon f katkev ainult kohal x = O ja seega integreeruv,
sest sin(1/x) = 0(1). Juhul y<0 vdib funktsiooni f luge-

da pidevaks, sest seose

lim x*y sin”~ = lim o(1)0() =0

X-* 0+ X-* 0
tottu on katkevus kohal x = 0 kdrvaldatav. Seega on meil
tegemist paratu integraaliga ainult juhul y> 0. Antud juhul
Weierstrassi tunnuse rakendamine ei anna aga tulemust, sest

vorratus

kehtib kull iga >xdo]] ja yE(-<*>2 -0"] puhul, kuid

juhul y>1. Seepdrast rakenaame vahetult definitsiooni tin-
gimust (9). Selleks valime suvalise 8€(0,1) ja integree-

rime funktsiooni f ositi (arvestades, et 2 - y> 0):
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cos — - (2 - v) ~x1“ycosjdx=
O+ o

= n2ycosl - (2-y) (cos - 4rrT *
S 6 X 7?

Viimane paremal poolel seisev integraal on koonduv (isegi

absoluutselt), kui y- 171, s.o. kui y<2. Seega
t

A£§~y+(2-y) ¢ = 27292 SF< £
niipea, kuiO<£<"<|, ehk 8<I>2/t , kust 8<( £/2)1/ol
Seega, kui votame S = (e./fJ% < I~saame, et vOrratus (9)
kehtib, kui O< & < 8, ning vaadeldav integraal on ({htla-
selt koonduv.

Naide 9» Naidata, et funktsioon
1

FY) sinl”

U Xy
on pidev hulgas Y = (-7, 3/2].

Lahendus”™. Koi 0, siis on meil tegemist Riemanni in-
tegraaliga ning F on pidev 81 teoreemi 1 pbhjal. Juhul y> 0
on integraal paratu, kuid ndite 8 péhjal on ta intlaselt
koonduv ja seega F on pidev teoreemi 1 pdhjal. Seega on F
pidev hulgas Y.

Naide O . Diferentseerides parameetri yEY = (KQQ
jargi, leida integraal

N2 Pp
» () - ( -3Z ) dx.
O X - x2
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Lahendus* Integraalialune funktsioon

X272 - x2 x\Ir - X2 In KO
on iga y€Y korral tdkestamata x = \}2 Umbruses, sest ko-

hal x = 0 on kdrvaldatav katkevus, kuna

lim f(xfy) = lim A7 —=
X-» O x> O jgr\w2 (£) *0 r*{2 In O
2
{2 In 1O

Seega vOib lugeda, et f on pidev ristkilikus XXY, kus
X =[0,\[2), ning jarelikult ka igas ristkilikus XXY t*kus
YE = [-1/V2+C, 1/7°2 -£ ] ja 0< E <INS'.
Funktsiooni f osatuletis, kui x AO, on
f-(x,y) = . 1l e
x20 - x2In10 1 -x22 (@ -x20) "N - >0

ning, kui x =0,

B =i wino

Seega f(b/on pidev ka sirgel x =0, sest

lim £ (x,y) = lim —————- » N e m oo =
X»0 Yy x>0O(l - xy™MN™2 - 121In10 N2 In 10
=fy©.y)-
Kuna ristkilikus XX YE kehtib vérratus
f (x.y)k =
\Fr— X2 in io
r -2bl 1 N 2a

1“2 P-x2An 10" (1 “2ajinl0 2. x2’
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kus asa- £ ¢ IN2, la

v N
I fTP I o
siis Weierstrassi tunnuse p6hjal paratu integraal
\[2
J fy(x,y)dx
o

koondub tUhtlaselt Idigus Ygja Leibnizi valemi (11) pdhjal

§ie . [0 620

w2
7Y, V2 sinpdy _ 2y r dtp
Inlo 2(1 2y2cos2\p) V2siny In IO ~1-2y2cos2\)

*

p vV 2
= _  2Y¥ ( dvp/(cos b _ _ 2] .~ tancp _
Inl0 "o 1/(cos vi))-2y£ Ontlo "1-2y~tan y
00
2y ( dz _ 2 vy (__ dz _
In-io b-2y2« 2 ' " Inl0 1.r[ )
—————— Z- arctan - -—— " _ ——n — ——-2—-
INNO\JI-2y2 \Jl-2y~ © In1° \JI-2y2

Integreerides nild parameetri Y/ jargi, saame

FO) = - (.77«

e

_ cHAr2f) - e
20 J 2nfi _Y2 2 InON

kus Con mingi konstant, mis tuleb veel mddrata. Et lahte-
integraali pohjal on

f &
F(0) = j f(x,0)dx = j Odx = O
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ja leitud F(y) avaldise pohjal on
F(0) = ---2 + G
© 2 1IntO
siis
_ JT
2 1In10

ja jarelikult
Fy) ==N— (22 -1).
n =21 % 2y2 - 1)

n 10
Naide 11« Arvestades, et
1
arctan x _C dy
~ e YT777?*

arvutada integraal ~
j - { arctan x dx
1 X vFTT?"
Lahendus_. Kasutades teoreemi 3".v0ime integreerimis-

jarjekorra muuta, saame
1 11

1
j =( (- Sz_«( dy( ——A T, .

O\l -X201+zY oO o +*V)\TI . x2
Integreerimisjarjekorra muutmine on siin .lubatud, eest
integraalialune funktsioon

f(X,y) = —----- Jy - e
(*.y) O + X y_x)\|1| _ X2
on pidev ristkilikus (0,1) X [0,i] ja integraal
1

F@y) =3 f(x,y)dx

o
koondub dhtlaselt Idigus [0,7] , mis ndhtub  vdrratustest

\JI - x2 o\|l - Xx=*
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Weierstrassi tunnuse pdhjal. Nuid saane

I o
PO = (- a* = I
b Cx -00s?) n h ein{f <1+* 008 ?>
N2 n
. __= 01pzcopeai = f-——z dz-
* Noos”N N tanipj ~»rcos if £1/ cos T

( dz - vy ( dz -
{/Uz2y2+y2  -Uy5 ) 1+y z2/(1+y2)

-Q/ arctan ¢ - Tonling _ o L, F
\/u0? lo 7 sfw* 2

ja seega
1 1
J=(P(y)dy =J ( mYJ=- arsh y
o] 29pp T 7 2
1
=2 in(y +\jl ¢3y2) =1 In(1 ¢ J2).
o
Ulesanded.

Leida jargmiste funktsioonide P m&aramispiirkond T.

67. P(y) j( 00sCx-jrsin zI1 dx 71. r(y) = % n to

i v -1 iNjm?
1 1
68. P(y) = (gMCr-y008-~1 dx 72. F(y) = ((/lx)bcnhﬂ,—dx
1 &0 - x>
2 1
69. P(y) = ( S~Cgg) dx 73. F(y) = ( Iny(Q+x)dx
o o
70. P(y) = Jsinfxgin x) TA- p(y) =J _dx_
o ) @3 NYX
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*/2

Iny dx 79. F¥y) - % sin™-yx sin(xy)dx

1
76. e 3 80. F(y) JJ Er?1Imx? dx
-1 0
A2 /2 2
= C tanyx dx 81. F(y) cos'sc 7
E oNyJI/\SJLnZ!
JA2
= j cos yx cos(xy)dx
0
82J Naidata, et paratu integraal
1
o 17

koondub vahemikus y(2, koondub dhtlaselt

VA4 c<2 ja ei koondu lhtlaselt vahemikus y<2.

831 Ndidata, et paratu integraal

FQy) = ( g dx
" (x2 ¢ y2)2

piirkonnas

koondub vahemikus (0,1),kuid ei koondu seal uhtlaselt.

Jargmiste paratute integraalide jaoks leida piirkond

Y, kus nad koonduvad absoluutselt ja thtlaselt.

o0 farctan”ridx 87. (. ———--
o \|l= ) MIx(Vx+sgn y)
85. c cos(x-y sinx) ~ gg# TIsinCxy),”
) yJ[_3 2 ixjir-x
|
86. F(y) = ( In x cos(xy)dx 89. ( dx
) « MO
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0. { SWVax o1, % oy

A2 XI2x-1)(x-1)2 £ Jsin 2

f T
I (FxCI+X7)

Naidata jargmiste péaratute integraalide absoluutset ja

uhtlast koonduvust piirkonnas Y.

93. Y =(In2,8
i \F~
2
9. ( dx, Y =
T¥ XY
1
g5. T COB(x*rt dx. Y = M
C 1 d
6. (I X Y= w. i>
i 5
g7. (il-juz ix, Y = (-
I/\_X*
og. (arccos(xy) Y = 0.1
O sli-x2*3"
99. Y = C- J.oo)
0 \Jkx
1
100. T tan x dx Y = (-08,/ir )

O\Jx7 (1-x)
A

101: j (@-x)y~1In2x dx, Y = (TO00)
o
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1

102: j (-x InX)y~ldx, v = (ij»es)
0 t

Naidata jargmiste paratute Integraalide uhtlast
duvust piirkonnas Y.

1
os. j cosj N o, T * lofe - 1j
o
i
10%.  F x7(7T-x)ysin x dx, T = (WF, e/ jt)
0
1
105* ~ (1-x2)ycos dx, Y = [-\fn, 00)
0
1
106. j In7 ~  dx, y s C-In 2, In 30)
107* ( arctantx"dx, Y = (tan 4 ,09
0 o/ W7
1
1081 dx, Y = (In2, <)
109. - sin =Xj dx, Y = O\Jjj
( (2 x)7 X {1 O\
Naidata jargmiste funktsioonide pidevust,
1
410. F(y) = ( arccot(x-y)ax
0 v "X
3
A11.2(y) = iRIn(xT) dx
112.F(y) = ( —=———— Qi n

yIx(2x+ 1+sgn Y)
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2

115.
Y = (-oof-4
(-00f-4) 7"/2
m(7) = N (-1* sin x)7ax 117. My) =
114: 0 0 N
T=(In2,Intr)
i Iv2 2
115. F(y) = ( (cos xy)In x dx 118. My) = ( in (xy)dx
o ONJI-ysin2x
Leida Jargmised piirvaartused.
JA2 1
19, lim (L% . 199 £ &
¥»Oqp  \Jl-jain2x oeT-coa rry
1 arse
120. liml (- = = 123. lim ( -
1+ A o\y - x+sin jry YA o \|l-ysin®x
/6
121, 11.

y>1 0Ny 42 ¢]n = V4
Diferentseerides parameetri Yy jargi;leida integraalid.

sI? o

124,, p(y) - M1~ _z1 dx, 0<y<1l/2
o X2\ 2

125,, p(Y) =] dx, y24-n
o x™lI-x2

126,. J(y) = ( InQ-x2?2)™ _ y24n
O \I-x2

127« F(y) = ( y).dx, O<y<1
A | BV
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128

129.

130.

13*.

136.

137.

F(y) = ( In(Q~x Z21 dx, M < 1
I x\ 22
JT1/2
F(Gy) = ~ InO+ysin”~dx, y>-1
o
nr/2
F(y) = ~ InCl+ycos”dx, y> -1
c
1
FO) =~
xvjl-x2
/2
F(y»z; In(y+tz tan”~dx, z>y>0
o
nr/2
F(y,z) = J In(y2+z2cot™x)dx, ak
o
o
Leida ( £*Ptag YF(y)dy, Kkui
“r2 cos Y
/4
F(y) = ] coe(sin x*tan y)dx
X772
F(yD) = \ cos(sin x»tan y) dx
o
- (-1 - 2 R
Leida J F(y)dy ja \ F(y)dy, kui
o o
FQ) = j (-In x)yIn(-In x)dx
0
1
FO =7 (-In x)2y In(=In x)dx

-35-



|
138. F(y) =] (-In x)3/] In(-In x) dx

o
K
139. Arvestades, et j In sin x dx = -JCIn 2, leida
2 ° X n
{ F(dy, wi F(ly) =\ ~A7~JWl-x,In 13l sTF
A (@]
1
Leida j F(y)dy, kui F on elliptiline integraal:
o
nrs2 p
iko; - < sin
o \ly2aiiAc
X/2 .
141. sin 2x dx
ox m[L28In2X
dx
142. P(y) = , y
0"\|L-y"sin X
1 P
1*5. F(y) =
0\<1-x2)(1-x2y)
X772
144. F(y) = N:rj:
in’ x
5. F(y) = (

O\J1-X2 \[1°X v/

146t Toestada, et Q<y<1 korral

1 v -l 00

n=o0
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83* LOpmatute rajadega paratud parameetrist
sdltuvad integraalid
Olgu kahe muutuja x ja yfunktsioon f madaratud hulgas
XX1, kus X = [a,00) ja T = [c,d]. Kui iga YEY korral ek-
sisteerib pératu integraal
00
?2(y) = § f(x,y)dx, CH)
a

siis see integraal kujutab funktsiooni P hulgas T, mida

nimetatakse parameetrist ysoOltuvaks paratuks integraaliks.
Analoogiliselt defineeritakse parameetrist y
integraal

soltuv

J T(x,y)dx
—00
Molema I0pmatu rajaga parameetrist ysoltuv integraal
defineeritakse integraalide (14) ja (15) summana.

Paratut integraali (14) nimetatakse Uhtlaselt koondu-
vaks hulgas Y, kui iga arvu £ >0 korral leidub selline arv
N =N(e), et A

J f(x,y)dx < £ 16)
&

niipea, kui A> N sOltumata parameetrist y€Y.
Weierstrassi tunnus> Integraal (14) koondub Uhtlaselt

ja absoluutselt piirkonnas Y, kui leidub muutuja x funkt-

sioon g, selline et kehtib vlrratus (10) iga
puhul sdltumata muutujast y~Y ning

B
g(x)dx< «5.,

0

X"xQ”"a
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Funktsiooni g nimetatakse funktsiooni f m%fin-ranaika

hulgal Y.
Vordusega (14) médaratud funktsioonil F on jargmised

omadused.

Teoreem 1. Kui funktsioon f on pidev hulgas XX Y ja
integraal (14) koondub tUhtlaselt 18igus Y, siis funktsi-
oon F on pidev Idigus Y.

Teoreem 2. Kui osatuletis fW on pidev hulgas XX,

integraal (14) koondub I8igus Y ja pératu integraal
a0

\ Gy F(x,y)dx
a

koondub dhtlaselt 1digus Y, siis funktsioon F on dife-

rentseeruv 18igus Y ja kehtib Leibnlzi valem

g - P A
a
Teoreem 3» Kui  funktsioon f on pidev hulgas
Xxy jJa integraal (14) koondub uUhtlaselt Idigus Y, siis
~d oo d
AE(y)dy=j dx § F(x,y)dy.
Cc ac

Integraali (14) voib vaadelda ka piirkonnas YA =
= [c,<o)t kus jaab kehtima ka Weierstrassi tunnus.Funkt-
siooni F integreerimiseks sel korral kehtib jargmine

Teoreem 4 .~Kui funktsioon f on pidev ja f(x,y)*0
hulgas XXY/j, integraal (14) koondub tUhtlaselt igas 10i-
gus [c,d]CY-i ja paratu integraal

o]

6 =3 f(x,y)dy @18
C
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koondub Uhtlaselt igas I8igus [a,b]cx, siis kehtib valem

JF(dy = J 60O dx, 19
c a

koi ks vorduse pooltest koondub.
Vorduste (14) ja (18) tottu omandab valem (19) kuju

00 00 00 00
J dy j f(x,y)dx = j dx j f(x,y)dy.
cC a a C

Naide 12» Naidata, et integraal

X dx
@ty

on uhtlaselt koonduv hulgas Y = [0, <).
Lahendus_* Et integraalialune funktsioon on pidev
hulgas [0,<0)><Y ja iga x>1 ja y£Y puhul on

04 o—- = TF - r 4 1 m
1 I + le+ty-"

ning e - 1 >1 tdttu on

o
( dx
\1 0Xe—7'll_< o f

siis Weierstrassi tunnuse pdhjal on vaadeldav integraal (ht-
laselt koonduv hulgas Y.

Naide 13« Naidata, et integraal

F(y,»> -
(@]

on Ghtlaselt koonduv hulgas Y iga z~Z korral, kus Y=[0of>)
jaZ = (-=<,9), ja hulgas Z iga y>0 korral.

Lahendus,. Olgu
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v(x) = je’kysin xz dx.
Kaks korda ositi integreerides saame vdrrandi v(x) suhtes,

kust

v(x) --——- ue (y einxz + 2cosxz) + C,

+~k
kus C= const. Seega on v(x) = 0(1), s.t. leidub konstant
M>0, et |v(X)]" H iga x,y€Y (Ja z€Z) korral.
Téhistame n&ud

A

Integreerides ositi iga A0 korral”~saame

kust iga arvu £ >0 korral saame
00 00

A A
niipea, kui A>N(e) = 2 e . Kuna N(t) ei sdltu muutujast
y€Y, siis Uhtlase koonduvuse definitsiooni pohjal on para-
tu integraal F Uhtlaselt koonduv hulgas Y. Sama tbestus ndi-
tab, et ? on uhtlaselt koonduv hulgas Z iga y> 0 korral.
Naide 14. Kasutades Leibnizi valemit (“7)"arvutada in-
tegraal
00
@)
kui y>0 ja z€ z = (-00, 00).
Lahenduss Integraalialuse funktsiooni loeme pidevaks«
sest punktis x =0 on tal kérvaldatav katkevus. Osatule-



tie fy on ka pidev, sest

df _ -ID—)O/ Sin XZn _ >y n
8" Sy(e ~- --—> <& SiB™*

Viimane vdrdus f¥ pidevuse tottu kehtib ka juhul x = O (vt*
teoreemi tuletise piirvairtusest)*
Kuna iga y~» Okorral on

o
siis paratu integraal
00 00
] dx = - ge""sin xz dx
o o

koondub thtlaselt hulgas Z iga y>0 korral. Seega teoreemi

2 pdhjal on iga y» Okorral

e_xysin xz dx = -v(x) = - - -
(o] N+ 8

Integreerides y> O jargi, saame
« (W dy * -\ (-—-&i---— arccot 1 + C(*) =
D o1
= arctan - ¢ C(2).-
Et F(y,0) = Oja teiselt poolt ka
O= arctan O+ C(s)t siis C(z) = 0*
Seega juhul y> 0 on

F(y,z) = arctan

Jaab leida veel F(0fZz).
— Et naite 13 tottu on F Uhtlaselt koondav hulgas T =
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= [O,-) iga z korral, siis on ta pidev ka punktis y= 0*
Seepéarast teoreemi 1 pdhjal vdib Ule minna piirile Yy-<f0+
integraali méargi all da saame
T2, kui z>0,
F(0,z2) = ( BH+— dx = I|m arctan =< 0, kui z=0,
I V2, kui z<0.
Sama Ulesande vdib lahendada ka diferentseerides muu-
tuja z jargi. Nimelt iga y> 0 korral integraal

00
N dx = § e-xycos xz dx

on Uhtlaselt koonduv hulgas Z ja osatuletis on pidev
hulgas Z, siis Leibnizi valemi jargi
co
N o= J e“g"cos xz dx.
o
Kaks korda ositi integreerides saame y> 0 korral

0o

e Jsin xz 4 z (e=X'8iA xz dx =

= 2 (e“Xysin xz dx = -<b‘—m,
z b y + Z2

kust, integreerides z jargi, saamegi

?2(y,2) = -j'dz g="~" ( -——— — J = arcfcan f + Ay
+ Z *I:'_Z n
(>
Naide 15. Arvutada integraal

[e]0]
C0S ax- €os bx
( cos ax- ~2---—- dx*
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Lahendus,. Piisab vaadelda juhtu b>a>0. Arvestame,et
juhul y>0 on (vt. 1k, 42)

J =

Viimane integraal on thtlaselt koonduv hulgas Y a [y0,<<).
kus > 0. Toepoolest, kohal x =0 on tal kdrvaldatav kat-

kevus ja iga £>0 korral kehtib vorratus (16), sest

kui A © , kogu hulgas Y. Et aga
D

COS ax )—( cos bx

siis juhul b>a>0 on teoreemi 3 pdhjal

00 oo b

( cos 2.( —2c?8| = B sinxy dy =

o X \ O a
b 00 b

:/\dyJ to = 5 on
a o0 a
* -f 0>- a)
Ulesanded«

Naidata jargmiste integraalide absoluutset ja Uhtlast
koonduvust hulgas Y, kui a>0 ning <c <d < =,



00

147. \ x7e-2xdx, T = [c.d]
2
148; feWdx, y = [c.d]
-00
(04)
149, (e”Bln x dx, Y = [a,00)
0
00 (e}
150. Se— y dx, Y = [a,00)
o
00
151. ge’iyx2cos x dx, Y = [a)
152. . x* saadul d*. T =[o,«>)
155. f«22 _s-48§, Y = [0,00)
T LH(xty)
rovzx2 Y = (-00,00)
154* j (A1i)2 to~
155. p = a ~ a». Y=0 %
156\ re-"y 1l-c;e di. Y = [a,00)
15- T 0-xy coa x-ooe xj ¢y, Yy = [a,o00)
5.
158. “ e-3 8I“ * to, Y = (0,00)
0
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159. SULS to, I = (-»,«.)
—L 1+x2

00
J 9-x coe2x”coeiSr dXf y= (-00,00)
-2

160.

00
161. (€% einxy-sin» * y = (-c0,00)
(,_J) \fx arctan x

162* G(x) = Jxa"lr (1fx)yjA+b"1ldy. X = [0, 00), a>1, b>0
o

63 P =(V-VCAVA "V X=][0,°°), «1, b>1
"0
Naidata jargmiste integraalide Uhtlast koondurust hui-

gas T, kui a> 0.

1641
0
a

165. (e xy a#x dx, Y = [0,«>)
1 Mx

166. (e-xy £2S x dx, 1 = [0,0°)

© NF
00

167«- T %/\Zto, I = [».«>>
.1 'Jw

168. INi_sia=2 to, Vo[«,«>)
é 1«I™
00 2

169. £2a”~_ to, Y = (-1,00)

l«r
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170" Naidata, et paratu integraal
T oosjsl to
6 N
koondub mitteihtlaselt vahemikus Y = (0, <).

Naidata jargmiste funktsioonide P pidevust hulgas 'V,

kui a&0.
00

171. F(y) =] T = fa,co:)

172. F(y) = (e-xy SIEJE dx, Y = [0,0°)
6

173. F(y) = $ £"P-0SCsz2 dx, Y = [a,00)
1 L+x*

174. rcy) = {* dx, Y = (-°°, 00)
(e]e] 2

175% F(y) = ™ e“X"y) dx, Y = (-«,00)
o

Leida jargmised piirvaartused.

®° 00
176. lim 1y«_2xdx 179: I|m fS|u5£
y->° 73
177 IIm T ) 180. lim  (£2SAK oolAlx
y-»0 /A 1+xA y-*4- é Xd 4y
178. lim  \-J- 5-"2-——— 181. I| Ee 'xchxy dx
y-» -1 JIX +y +sinTry V-0 &



182*. Téestada, et 0O<y<1l korral

( x"dx

X Sy M u
) PE 5

1
Vi -y
n

183. Toestada, et CX1yO Kkorral

Diferentseerides parameetri Yy jargi®arvutada jargmi-

sed integraalid.
00

184. F(@y) X y> o

1
o]

0

0
185. FOY) l‘ge—*y dx, 7 -1

(o]
OO1 "'X2

FO) _ p 8 ax .
(o]

186.
X exp x2
o)
187. F(y) 3=£2]ja dx, y>0
IJO X
(0 0] t n
188. F arctan xy
o) = b X(1+x2)
189. F(y) = I=(£iSjS2)2 dx,
o
190. F(y,2) = " UARXI g, yp0, 250
(o]
n 2
191* F(y,2) = j ~———--——- dx, >0, z>0
0
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192. F(y,z) = B - cos xz dxf y>0> a>0

o

193. ?(T1,.) = " a££EB-auBaaB-g ax, y>0, *>o0
o

19*. *(7,*> » fe-*r IrMb O ax, y>0, »>0
o

195. ICy..) = ” .-x ,In ¥ -
(0]

196. nj.z) = |°e_l 008 ** ax
(0]

-Xy_ -XZ .
197« F(y,z) m(----7Z2-—- ein x dx, y>0, z>0

/Oasq,
198. F(y,z) = \ ————————- cos x dx, y>0, z>0

199* Arvestades, et iga y>0 korral on

\ e xyax =1,

leida integraalid

§ >34/ dx (n=1,2,*.).

(@

200. Kasutades lilesande 192 vastust” arvutada
raal
(e]e)
J<7,*> = X. z>y> 0.
o

201. Naidata, et funktsioon

-48-
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-Xy dx
1+x*

rahuldab diferentsiaalvlrrandit

de - _1
3?7 +
00
Arvutada " e“XP(x)dx, kui
v3%° *
202. F(x) = 1 cos(xsin y)dy 203. F(x) =) cos(x siu y)dy
01 2 0
Arvutada j F(y)dy ja " F(y)dy, kui
o
00
204. F(y) = je¥Iln xdx
o
ocC
205. F(y) = j e“xx2yln x dx
o

206. Arvestades, et
g-ax _ o-bx b

arvutada b>a>0 korral integraal

7 e"ax - €7Bx
- X -
o

207* Arvestades, et juhul y>0 on

o

? sin xy _Jr

) X 41 * 2>

o)

arvutada integraal
o
J x?3[f(x,b) - f(x,a)ddx,
o
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teas
f(x,y) = sin xy - Xy cos Xxy
jab>a>Q
208* Toestada (teoreemi 4 kasutamata) jargmine teoreem.

Kui funktsioon f on pidev ja f(x,y)>0 hulgas XX Y, kus

X = [a,00) ja Y4 = [0,0 ), paratud integraalid (14) ja (18)

koonduvad thtlaselt vastavalt hulkades ja X, siis kehtib

vordus (19)» kui Uks vdrduse pooltest koondub.

2093Arvutada Euler-Poisson®™i integraal

lahtudes seosest \ <1

o o
Kasutades Ulesande 209vastust™ leida jargmised in-
tegraalid Leibnizi valemi abil, diferentseerides parameet-

rite y>0 jaz>0 jargi.

co 2. 2

212. Naidata, et integraal
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rahuldab diferentslaalvorrandit

dF 1
3y = -3

ja leida F selle diferentsiaalvorrandi lahendamise teel«
213» Naidata, et Laplace integraal

2
F(y) = Mexp(-x2 - ")dx
0

rahuldab diferentslaalvérrandit

38 = "2F
ja leida F selle vorrandi lahendamise teel.

214* Toestada, et avaldises

(*V-1 ta (V0 «0* yatb-1 dy
o o

tohib muuta integreerimisjarjekorda, kui a,b>1.
215* Naidata, et tdendosusintegraali

X

d(x) mch- \ expC-y2) dy
o
korral kehtib vdrdus

0
Jh - ®]dx =

84 . Buleri integraalid

Euleri esimest liiki integraaliks ehk  beetafunkt-

sioonlks nimetatakse funktsiooni B, mis iga x>0 ja y>0



korral on md&ratud valemiga

B(X,y) = \tX—\I - t)7-1 dt.

(e}

Eulerl teist liiki integraaliks ehk gammafunktsioo-

nlks nimetatakse funktsiooni I, mis iga x>0 korral

maaratud valemiga
00
e = j e"ttx“1dt,
o

on

Beetafunktsioon on summeetriline muutujate x ja ysuh-

tes, s.o. iga x,y>0 korral

B(x,y) = B(y.X).-
Kehtivad jargmised taandamisvalemidz

B(x,y) =" mJ X“TB(x - 1,y), kui x>1 ja y>0,

M<+ 1) = x M9, kui x>0.

Funktsioonide Bja I vahel iga x,y>0 korral

Seos

B(x,y) = *
Kui 0< x <1, siis kehtivad tdiendusvalemid

rw r -*>*STO

B(X'l - x) - bIETtx"
Kehtib Euler-Gaussl valem

Mred = lkn xTx £-U:..(x , N e
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Ulesanded»

216. ToOestada, et iga x,y>0 korral
tx~1

T

217. ToOestada, et iga x>10 korral

red

0 (-In t)x"1idt. @7
o

2181 N&idata, et iga n = 1,2,... korral kehtivad valemid

p<ress m Q— M INCH<_ 5 - (28)

Ja
P(n + 1) = ni, (29)
kus loetakse Ol = I'(1) = 1.
Néide 16. Arvutada integraal
J = JT(Z sinﬁx*cos'{'x dx.
o
LahendusTehes muutuja vahetuse t = sin”x, saame
cos x =\l - t, dt = 2sin x*cos x dx. Valemite (22), (29),
(21) ja (23) pdhjal

1 1
J = j tr0-t)2 230t COBX =\ ( t?(1-t)2t-1/2(1-t)-1/2dt =
o o

:1]t5/20—t)3/2dt = —lp, VY a =



Naide 17» Arvutada integraal
a0

Lahend™us” Teh.ee muutuja vahetuse = t, saame valemi-
te (26) ja (24) pdhjal
0/z
(( 1 dt _ 1 (pt_’\dt _1,,1 2n
1= 7T 52 " * )T T 1 -3 ***> <

1 > = K = 1is.
5 sin” " 3\V2 " 3nB*

tilesanded.

et I on pidev ja igat jarku pidevalt

219» Naidata,
diferentseeruv funktsioon hulgas (0,00).

et Bon pidev ja tema igat jarku osa-

220. Naidata,
tuletised on pidevad hulgas (O,=0)x (0, <»).

Arvutada jargmised integraalid.

1 _



230. é o /=r 235. —— —4ljr
an x N+ x

231. C- 236.
1 #I 1 3 > & ¢+ 330
N " >

232. ( mm—d* mmm 237. ((—5—)3 —iE—
6 Yo Pllgc anm
1 e

233. (67= =" 238% (-
OMl - X o CoS X

239* Diferentseerides Leibnizi valemi pdhjal
(24) mélemat poolt, leida integraalid

(6] (0]

kui 0< x <1.
Kasutades eelmise llesande 239 vaatuseid,

integraalid.
00

00
240. ( --—-35UL- dx 242 1 4mdx
) “\K(A + X)

00
241. ( In x dx
I 1 ex) 3E
243* Arendades funktsiooni

f(x) = cos xy,

vOrduse

arvutada

kus O0<y<1, Fourier” ritta ja kasutades ulesande 183

reaks arendust, tlestada taiendusvalem (24).



A1 ¥ Taiendusvalemi (23) Abil leida integraal
00

§ exp(-x2)dx.
o

245. Toestada, et a> 0 ja x>0 korral

-1 = - 3- 30
*a (@) ) o

Kasutades vdrdust (30), arvutada jargmised integraalid.

246* i dx 249* j sin x2 dx
< o
P 1
247. %)a' — dx 250. j cos x2 dx
o

2511 Kasutades valemit (30) ja vOrratust eyl + w
tbestada, et x> 0 ja & 0 puhul on
@- DxB(x,a)< ()< @ ¢ x)xB(x,a)-
2521 Kasutades valemit (28) ja eelmise (lesande 251
vlrratust, tdestada Euler-Gaussi valem (25).

253. Euler-Gaussi valemi (25) ja taandamisvalemi (21)
abil tdestada J.Wallis"i valem

ic 11 (2mn 12

2 7 lim TLC2n -1)'1 L]
254. Valemi (25) da taandamisvalemi (21) abil naidata,
et Cesdro arvude

»_(hex(n +x -1D...(1 +x%)
n -~ nl
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jaoks kehtib aslmptootiline valem

X
A

A
n Me<+1)

kui x>-1.

85. Fourier* integraal Ja Fourierl teisendus
O0lgu funktsioon f maaratud piirkonnas (-00,00) ning in-
tegreeruv igas Idigus [-c,c] -

Paratu integraali

o

° F(x)dx G1)

Cauchyl peavédrtuseks nimetatakse piirvaartust
B

lim ( f(x)dx
z2*00 ) z

ja kirjutatakse
m *
v.p.( fCYdx = lim ( fO)dx.
Leo 2]z

Kui eksisteerib paratu integraal 0°1), siis kehtib vor-

dus
v € F0dx = EP Fodx,
-00 '—00
s.t.,et siis Cauchy" peavdartus vordub integraaliga (31).
Iga paarisfunktsiooni f korral kehtib vdrdus

V.p. 2 fO)dx * 2 \ f(x)dx
'-00 0

ja iga paaritu funktsiooni f korral on

(0
v.p. \ F(xX)dx = O»
-
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Kaesolevas paragrahvis tuleb kdikides valemites, caB
esineb integraal (31), vdotta tema Cauchy® peavaartus.
Integraali
.00
\ Ja(y)cos yx b(y)sin yxj dy 32)
o
nimetatakse Fourier* integraaliks funktsioonile f ja kirju-

tatakse .
i[a(y)coe yx + b(y)sin yxjdy, (33)
kui >
a(y) =j ( f(x)cos yx dx
Hly) =1j F(X)sin yx dx. (34)
Avaldises (33) margi ~ asemele kirjutatakse vérdusmark

= vaid siis, kui on teada, et integraal (32) koondub vaartu-
seks f(x). Avaldistest (33) ja (34) on ka ndha, et Fourier*
Integraalil on suur analoogia Fourier®™ reaga, erinedes vii-
masest selle poolest, et summa on asendatud integraaliga ja
funktsiooni f vaadeldakse piirkonnas (-00,00).

Kuna cos yx cos yt + sin yx sin yt = cos y(x - t), siis
valemite (34) abil véib Fourier integraalile (33) anda kuju

foonr T Cay CFeoees yox - tydt. (35)

(o] —00
Et aga (Euleri valemi pdhjal)
2cos y(x - t) =

siis voime integraalile (35) anda omakorda kuju



f(x)*  ( dy ( f(Deiy(x-t)dt. (36)

Avaldist (36) nimetatakse Fourier* integraaliks koapleksku-
jus funktsioonile f.

Erikujulised Fourier* integraalid« Kui f on paarisfunkt-
sioon, siis b(y) = 0 ja valem (33) esitub kujul

fO) ™ Na(y)cos xy dy, @37
o
kus
aty) *» f(x)cos yx dx. (38)
o
Valemit (37) nimetatakse Fourier* koosinusintegraaliks

funktsioonile f.
Kui f on paaritu funktsioon, siis a(y) s Oja valem
(33) esitub kujul

f(x)™ j b(y)sin yx dx, (39
o
kus
b(y) e ““\ f(xX)sin yx dx. (40)
o

Valemit (39) nimetatakse Fourier* siinusintegraaliks funkt-
sioonile f.

Fourier integraali koonduvustunnus. Kui funktsioon fF
on absoluutselt integreeruv piirkonnas (-oo,cw)f siis igas
punktis x, kus on olemas 1&plikud (hepoolsed tuletised
f*(x+) ja f*(x-), koondub funktsiooni f Fourier* integraal

vaartuseks
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2
Erijuiiul, kui funktsioon T on pidev punktis x, siis sellee

unktis \
P S0 = F(X).

Fourier* teisendus* Eeldame, et funktsioon f rahuldab
Fourier* integraali koonduvustunnuse eeldusi* siis (36) ase-
mele vBine kirjutada vorduse

S(X) Q) L DRFFETTT R,
Loo -00
kus S(x) = f(x) igas punktis x( kus funktsioon f on pidev.
Téhistades

P(y) » c - F(x) e“iyxax, Ul
voime integraali (36) esitada kujul

S(x)s -~"LJ F(y)eiy*dy. (42
Valemit (41) nimetatakse Fourier* teisenduseks funktsiooni-
le T ja valemit (42) tema podrdteisenduseks. Funktsiooni P

nimetatakse funktsiooni f Fourier* teisendiks.

Paarisfunktsiooni f korral valemid (41) ja (42) esita-
vad kujul

F(y) a\Ji j F(x)cos yx dx (43)

ja 0
vl ) p)dB xy dy . (44)

o

Valemit (43) nimetatakse Fourier* koosinustelfi“Hno «,



funktsioonile f ja valemit (44) tema pédrdteisenduseks.
Funkteiooni F nimetatakse sel korral funktsiooni f Fourierl
koosinusteisend iks «

Paaritu funktsiooni f korral valemid (41) ja (42) esi-
tuvad kujul

F(y) - J F(x)sin yx dx (45)

ja 0
S = J F(y)sin xy dy . (46)

o

Valemit (45) nimetatakse Fourier* siinusteisenduseks funkt-
sioonile T ja valemit (46) tema pddrdteisendoseks. Funktsi-
ooni F nimetatakse sel korral funktsiooni f Fourier* siinus—
teisendiks.

Kui funktsioon f on antud vaid piirkonnas siis
vOime teda lugeda paarisfunktsiooniks (s.o. jatkata teda
piirkonnale (-0=,0) nii, et tekib paarisfunktsioon),ja saa-
me leida temale Fourier®™ koosinusteisenduse (45). Lagedes
aga funktsiooni f paarituks funktsiooniks (s.o. jatkates
teda piirkonnale (-00f0] nii, et tekib paaritu funktsioon),
me saame leida temale Fourier® siinusteieendnse (45). Nii-
sugust jatkamist tegelikult teba ei ole vaja, sest valemi-
tes (43) ja (45) esinevad funktsiooni f vaartused vaid an-
tud piirkonnast [0,0=>).

Kui funktsioon f on pidev punktis x, siis valemites
(42), (44) ja (46) on S(X) = f(X).

Kui valemis (41) funktsioon F(y) on antud, siia Vv0ib

seda valemit vaadelda kui vdrrandit, kus otsitavaks on
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funktsioon f(x). Sel korral valem (42) kujutab endast vor-
randi (41) lahendusvalemit.

Kuna integraalid (32) ja (34) samuti wa(4l) ja (42)
ning nende erijuhud on parameetrist séltuvad integraalid,
siis nende arvutamisel v@3ime kasutada koiki votteid, mis
on antud eespool peatiikis | parameetrist sdltuvate , inte-
graalide jaoks.

Naide 18. Esitada Fourier* integraalina funktsioon

d, kui |x] <1,
oo = ip, kui IxI'>1.

Lahendus . Et f on paarisfunktsioon, siis kasutame va-
lemeid (37) ja (38). Vaadeldav funktsioon rahuldab Fourier*
integraali koonduvustunnose eeldusi. Seepérast integraal
(37) koondub vaartuseks

S0 = I1‘f(x), kut x| £1r
/2, kui | =1.
Valemist (38) saame

(00 1
aly) =1 j f(x)cos yx dx =~ \ cos yx dx = -] siny.
o o

Seega valem (37) kédesoleval juhul annab

~ ~7 1 008 37
o

Seitame vaadeldava funktsiooni f veel Fourier* integ-
raalina kompleKskujus. Siis kasutame valemit (36). Arvuta-

me seal sisemise integraali peavaartuse, saame
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-1
=~ - e1r 1)) =

- ixy
S y - el* - Aly 2 siny.

Paigutades tulemuse valemisse (36), saame vastuseks

.00
s(x)=1 adaj .»m«,.
—-0o

Kui funktsioonil f oleks katkevuspunktides X = -1
vaartus puudunud, s.t. kui ta oleks olnud defineeritud
vordusega

1, kui [x] <1,
0, kui |xI>1,
siis Ulesande vastus jaaks samaks.

oo =

Naide 19» Esitada funktsioon f(x) = exp(-x*/2) Fou-
rier" integraalina kompleksfcujus.

Lahendus_. Funktsioon T on absoluutselt integreeruv
piirkonnas (-00,00), sest |x] >1 korral exp(-x2)<exp(- [ )-
Samuti on ¥ selles piirkonnas pidev ja ka diferentseeruv
selles piirkonnas. Fourier integraali  koonduvustunnuse
eeldused on taidetud ja me vdime valemis (36) vastavuse mar-

gi”™ asemel kirjutada vdrdusmdrgi. Seega

fO) =£ T dyf e-<2/2 dt.

mmoo — 00
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Arvutame sisemise integraali K(x,y) peavaartuse. Et funkt-
sioon f on absoluutselt integreeruv  piirkonnas (-00,00),
siis iga x ja ykorral integraal K(x,y) on absoluutselt
koonduv. Seepdrast K(x,y) langeb kokku oma peavaartusega.

Saame

K(x,y) = (““e-t2/2-iyx-1jt dt . elyi ( e-ta/2-lyt dt .

mm 0 0 -0 0

**al .-[Ct+ 17)2 W< =

,2/?7 (5 -(t*iy)2/2
SN RS

Tahistame viimase integraali J(y) abil ja arvutama ta.
St J(y) on (absoluutselt) koonduv, siis v0ime teda esitada
jada piirvaartusena. Seega

J@y) = lim ( e-(t-fiy)2/2 dt _
n+o0) _ (e+iysz)
n+i 2
Y /2

Integraal J(y) kujutab endast parameetrist y s6ltuvat integ-
raali. Diferenteeerime teda y jargi. Vdrduse paremal poolel
vOime seda teha piirvaartuse margi all, sest koonduvus Yy
jargi on uohtlane igas l6igus (vt. G.Kangro, Matemaatiline
analius, Il osa, Tallinn 1968, lk. 64). Siis valemi (6)

pohjal, kuna yon ainult integraali rajades” saame



=1 lim re-<n+iy)2/2 _ e-(-n+iy)2/2] #
Mod %+

Viimase piirvadrtuse arvutamiseks kasutame Euleri valemit
ek+im _ ek(cos m + i sin m)f

mille abil saame

ay J(y) = o-
Seega J(y) = const iga ykorral. Konstandi mdaramiseks ar-
vutame J(0). Ulesande 244 jargi on J(0) = V2w . Jarelikult
J(y) =J(0) =\/Ur .

Kokkuvottes oleme saanud ,

K(X,y) V21T exptiyx“§2/2).
Jéarelikult Fourier® integraal komplekskujus antud funktsi-

oonile f on

—=*2/r . _L_(~, W [/ 2 dy.

Ulesanded.

Leida jargmiste integraalide Cauchy® peavaartused.

255. v.p. ( -—-dx 257. v.p. ( x T dl
Loo 1 + x ioo 1 + x
oo ~ 00 | I
256. v.p. \  x cos x dx 258. v.p. \ Jarctan xI ~ ~
Loo Loo 1 + **

Esitada jargmised funktsioonid f Fourier®™ integraali-

na.
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|1, kui |xI< &a
259. f00 = <1/2,kui |X]|= a,

lo, kui |x|> a

[En x, kui Ixl<a,
260» f(x) = ?,0 Kui |>'<I_>a
X, kui IxKa,

L1002 ¢ ki 1xI>a
X, kui [xIM.a,
262. f(x) a i
0, kui Ix!>a
jixl, kui Ixl<a,
263. T =
= \o, ki K a
2o4*. f(x) = sgn(x - @ - sgn(x - b), kus b>a
e“x, kui x>0,
%" © 0, kui x<0
«266. F(x) = 5 2 7» kus a>0
a +xr
267. £(X) = 2-X% kus a>0
a +x
Sin x, kui IxI
268. f(x) = i
0, kui IxX]> r
cos xtkui I x/2,
269. f(x) =

10, kui Ix1>1I/2
270. f(x) = e~"x"

Esitada jargmised funktsioonid Fourier ”integraalina

kompleks kujus.
11, kui IXI a,

271. () = )12, Kui M= a,
10, kui IX]> a,
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ggn X. kui Ixl™a.
, kui Ddsa

X, kui K <a,

273 f
> T = 6 ki Ixisa

274, f(x) = sgn(x - a) - sgn(x - b), kus b>a
275. f(xX) saexp(-x2)

6. f(X) = x exp(-x2)

Leida Fourier* teisend F jargmistele funktsioonidele x
277. f(x) = e "jkus a>0
278. f(x) = xe~~~kus a>0

279« f(x) = e“A”"2 cos ax
280. Leida funktsiooni
t(x) = e-*%,
kus a>0 ja x>0, Fourier* koosinusteisend.
281. Leida funktsiooni
f(X) = e“®*,
kus a>0 ja x>0, Fourier* siinusteisend.

282<. Naidata, et funktsioon

f(x) = < ~r
) VEAT

langeb kokku oma Fourier* teisendiga.

283*. Leida funktsiooni f(x) = e~xT kus O<x<c>of pOu-
rier* koosinusintegraal.

284* Leida funktsiooni f(x) = e“%, kus 0<x<oo , Fou-

rier* siinusintegraalo
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285. Leida funktsioon f, kui

1 e7 i
286. Leida funktsioon f, kui

ey = iioof(x) sin yx dx, Y> 0.
o
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Il. KORDSED INTEGRAALID

81. Kahekordne integraal
Olgu funktsioon f(P) = f(x,y) madratud tokestatud mdo-
tuvas piirkonnas D. Jaotame piirkonna D joontega (mille
pindala on 0) médtuvateks osapiirkondadeks DA* A2* ****x <
pindaladega vastavalt mD",...,mDn. Votame igas osapiir-

konnas suvalise punkti P, £Di ja moodustame summa

i=1
Suminat (1) nimetatakse funktsiooni T integraalsummaks piir-
konnas D. “

Olgu J1 osapiirkondade D™ suurim diameeter. Suuren-
dame nidld osapiirkondade arvu nende edasise osadeks jaota-
mise teel, nii et J1 -»0.

Arvu J nimetatakse funktsiooni f kahekordseks integ-
raaliks Ule piirkonna D, kui 1iga arvu s> 0 korral leidub
arv S>0, et

IJ - otf)|CE, kui N< £
sOltumata piirkonna D jaotamisviisist osadeks DM ja  punk-
tide P valikust. Sel korral deldakse, et funktsioon f
on integreeruv piirkonnas D ja kirjutatakse

3= jiif(x.y)dxdy (2)
D
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naks.

Kehtivad jargmised teoreemid.

I. Integraali (2) olemasoluks on tarvilik, et funktsioon
f oleks tdkestatud piirkonnas D.

Il. Kinnises piirkonnas D pidev funktsioon on integree-
ruv selles piirkonnas.

Il1.Piirkonnas D tbkestatud funktsioon f on  integree-
ruv selles piirkonnas, kui ta on katkev 18plikul arvul joon-

tel, mille pindalad on null.

17. Integraal (2) ei muutu, kui funktsiooni T vaartusi
muuta I6plikus arvus punktides voi I6plikul arvul joontel,
mille pindalad on null.

Keskvaartusteoreem. Kui f on integreeruv piirkonnas D
ja mingite arvude m ja M korral piirkonnas D on m~"f(P)$ H,
siis leidub selline arv yt, kus w<” et kehtib  vor-

dus

D
Kui funktsioon f on pidev piirkonnas D, siis leidub punkt

Q£ D, et
N= £QQ).

Kahekordse integraali J arvutamisel kasutatakse  jarg-
misi votteid.

1) Olgu piirkond D joontrapets, mis on piiratud vasa-

Scule sirgega x = a, paremalt sirgega x = b, alt joonega Y=
* 3a ulalt joonega y= "~ (x) (vt. joon. 1).
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Kui funktsioon f on integ-
reeruv piirkonnas D ja iga
x£ [ah] korral eksisteerib

integraal
(. f(xty)dy,
ot(x)
silis b B(X)
IDFeey)dxdy = ¢ dy  ( F(x,y)dy. A3)
D) a o

2) Olgu piirkond D joontrapets, mis on piiratud alt
sirgega y= G Ulalt sirgega y= d, vasakult joonega X =
= 3a paremalt joonega x = S (y) (vt. joon. 2 ),

Kui funktsioon f on integ-
reeruv piirkonnas D ja iga

ye [c,dj korral eksisteerib

integraal
<Ky)
¢ f(x,y)dx,
)
£(y)
\\ f(x,y)dxdy = (dy { F(x»y)dx. (4)
D C tt y)

Valemid (3) ja (4) erinevad teine teisest integreeri-
mise jarjekorra poolest.

3) Kui funktsioon f on faktoriseeruv, s.o.
f(x,y) = f100f2(y),
ristkilikus D = [a,b[] X siis
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(x,y)dxdy =j f1(x)dx j fg(y)dy ®

D a C
eeldusel, et kdik kolm integraali eksisteerivad.
4) Olgu D suvaline tokestatud médtuv piirkond. Jaota-

me piirkonna D osapiirkondadeks D/|,...,D* nii, et osapiir-
konnad D1t...,Dk on juhul 1) ja 2) vaadeldud joontrapetsid,
siis k
N F(x,y)dxdy = 20 pJ F(x*y)dxdy. (©)
D izl Dk

eeldusel, et integraalid paremal eksisteerivad.

Naide 1. Asetada integraalis
J = f(x,y)dxdy
D
integreerimisrajad valemite (3) ja (4) jargi, kui D on pii-
ratud joontega x =0, y=2x-2jay= -2x + 2.
Lahendus” Joonistame integreerimispiirkonna D (vt.joon.
3).

Piirkonda D vdib vaadelda
kui kovertrapetsit, mis on
vasakult piiratud sirgega x =
= 0, paremalt sirgega x =1,
alt sirgega y= 2x - 2 ja
tlalt sirgega y = _2X + 2.
Kasutades arvutusvalemit (3),

ndeme, et a=0, b =1, *(xX) =2x -2, 3(X) =-2x + 2 ja
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Liee Saame 1 )

Jodx ( f(x,y)dy.
o 2X-2

Piirkonda D v0ib vaadelda ka kui kovertrapetsit, mis
on alt piiratud sirgega y= -2, ulalt sirgega y= 2, vasa-
kult sirgega x = Oja paremalt sirgetega x = {} +1 (kai
yi 0) jax =- Jy + 1 (kui )r70) Kasutades  arvutusvalemit
(4 ndeme, et c=-2, d =2, f(y) =0 ja
e 1. kai Y40,

“ Ay o+ kui ¥~ o.

o(y) =

t . € on mddratud kahe erineva avaldisega, siie
rajade paigutamiseks valemisse (4) peame piirkonna D  jao-
tama kaheks osaks sirgega y= 0. Siis saame vastavalt vale-
mile (B)» et

o 1+y/2 2 1-y/2
j ="y 7 f(x,y)dx dy \ f(x,y)dy.
-2 o o 'O

Naide 2. Arvutada integraal

J = JpXIx + ydxdy,
D

kus D on piiratud joontega x = Q x = & ja y= 1.
Lahendus_. Joonistame integreerimispiirkonna D (vt.

joon. 4 ). Néeme, et tegemist on joontrapetsiga, mis on

piiratud alt sirgega Yy-=
= 0, ulalt sirgega y=1,
vasakult sirgega x = 0 ja

paremalt sirgega x = 3y.



Kasutame arvutusvalemit (4), siis =0, d = I» =

=0 ja S(y) = 3ning me saame

1 3y
J =”"dy C\Jx + ydx.
o o

Arvutame koigepealt sisemise integraali
37
LJ X ydx.

Et selles integraalis arvutamisel tuleb lugeda y konstan-

diks, siis dx = d(x +y) ja me saame

Y 37 /2 . o. 372 X3y
PPx+tydk=j x+y) dx+y) =[x+
o X0
= | [cwd/2- ~ 21 =~ /2.
Seega
2
y372h -y £ N2 1?—

Vaadeldava integraali arvutamiseks vdib kasutada ka va-
lemit (3). Siis a=0, b =3, * (X)) =%, |Jgx) =1 ja me
saame

Ulesanded.

287« Integraaleumma (1) abil arvutada ligikaudu integ-
raal

Y dxdy,
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kus
D =((x#y)s x>0, y>0, x +y*lj ,
Jaotades kolmnurga D sirgetega

1 1 o1
X=2»y=2"ax+ysS

neljaks vordseks kolmnurgaks ja vottes punktideks P~ kolm-
nurkade tipud tadisnurkade juures.

288. Integraalsumma (1) abil arvutada ligikaudu in-
tegraal

ij(x2 ¢ M)dxdy,
kus
D = (U,y)s x2 +y2n 1),
Jaotades ringi D osadeks kontsentriliste ringjoontega
x2 +y2 = (P2, w=1,2,3,4,

ja vottes punktideks P~ kiire Y= x>0 [Idikepunktid ring-
joontega.

Vottes arvudeks m ja 1 funktsiooni globaalsed ekstree-
mumid piirkonnas D, hinnata keskvaartusteoreemi péhjal jarg-

mised integraalid:

289. Jj cos -f£- dxdy, D = /(X,y)s X2 + y2" 7
P oo gy g OO 07 s 2y )
290. jj (x2 - y2)dxdy, D = |(X,y): x2 + j2 c2x>
D .

Joonistada integreerimispiirkond D njng asetada integ-
reerimisrajad kahekordses integraalis valemite @) ja (4
jargi, kui
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291. D on ristkulik tippudega (0,0),(2t0)#(0,1)»(2»1)

292_. D on kolmnurk tippudega (0,0),(2,0),(2,1)

293.D on kolmnurk tippudega (0,0),(2,1),(-2,1)

294* D on kolmnurk tippudega (-1,0),(1,0),(0,1)

295. D on ring x2 + y2<1

296. D on ellips 9x2 + 4y2<; 36

297. D on ring x2 + y2/°y

298. D on ring (x - 2)2 + (y - 3)2<4

299« D on piiratud joontega y=x2, y=1

300. D on piiratud joontega y= x2, y= x*
Joonistada integreerimispiirkond ja muuta integreeri-

misjarjekord jargmistes integraalides.

1 X 2 2X

301. @ dx J f(x,y)dy 304. { dx { f(x,y)dy
0 o__ o X
1 VI-y? 1 1-x<

302. (dy ) f(x,y)dx 305. (dx ( £(x,y)dy
o 1-y -2 x2-1
© lex

R j dx ¢ F(x,y)dy

V/yH 1 Viy2
i dy (C fooGy)dx + N dy (. f(x,y)dx
O -\A-y2
1 2-X
307. G dx (. TFf(x,y)dy
o \I>X-x2
2 Yy 4 2
308. N dy N f(x,ydx +( dy ( f(x,y)dx
0 /2 2 y/2
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w?2 COoSX w/2 COoS X
309. ( dx (C  f(x,y)dy 311, (Cdx ( f(x,y)dy

-V2 o _n/?2 i
Jr 8l1UX

30. jdx J F(x,y)dy
0 o

Arvutada jargmised kahekordsed integraalid.

312. ~ x dxdy, kus D on kolmnurk tippudega (0,0),(1,1)
D
Jja (0.1)

313. j”"ydxdy, kus D on piiratud joontega y=0, x =1 ja
)D/: X2

314. {)sin(x + y)dxdy, kus D on piiratud joontega y=-X,
)E: 0 jax ==

315. ~Mex<§dxdy, kus D = jjo,In 4Jx [0, In 2]

D
316. a arctan x arccotym HAD 3 xIn4
Y (A+2X)A +>y2) CclJ L J
317- jy[sin(x +y) + sin(x - y)]dxdy, kus D = X
D
X0, */2]

318. j}ex+y dxdy, kus D on piiratud joontega y=Q y-=
D

=Inx jax=1In5

319. \\ .y/xdxdy, kus D on piiratud joontega x =1, x =
D

=je. ¥=0jJjay=x
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320. j\ Y, kus D on Piiratud joontega x =0,

y Ze"1 jax +y=1

D
+ y2” 1 Uhine osa
322. Cx2 + y)dxdy, kus D on piiratud joontega y= X2 ja
D
72 = x

323. xy2 dxdy, kus D on piiratud joontega y2 .= 4x da
D
X =1

324t )) Y2 dxdy, kus D on piiratud x-teljega ja tsikloidi

D
= a(t - 8in ©)

Y=a(l - cos t)
kaarega, kus 04t.(27t jJjaa>0

82. Muutujate vahetus kahekordses integraalis

Olgu

D
kus f on pidev funktsioon piirkonnas D. Vaatleme kahest

funktsioonist koosnevat slisteemi

)

mis teisendab uv-tasandil asetseva kinnise mddtuva piir-

konna A xy-tasandil asetsevaks piirkonnaks D (vt. joon. b5).
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Joon, 5
Teisendust (7) nimetatakse regulaarseks, kui:
1) teisendus (7) on Ukslhene;
2) funktsioonidel (7) on olemas pidevad esimest jéarku
osatuletised piirkonnas A, ;
3) kogu piirkonnas A on jakobiaan

J(u,v) = *u AO
yu yv

Kui teisendus (7) on regulaarne, siis ka piirkond D
on kinnine ja mddtuv.

Regulaarne teisendus (7) teisendab piirkonna A sise-
punktid piirkonna D sisepunktideks ja piirkonna A raja-
joone piirkonna D rajajooneks ning sileda joone siledaks
Jooneks.

Regulaarse teisenduse (7) podrdteisendus

lu = u(xy)
iy = v(X,y)
on ka regulaarne teisendus.
Teoreem. Kui funktsioon T on pidev kinnises mddtuvas
piirkonnas D ja A on piirkond, mille regulaarne teisendus

(7) teisendab piirkonnaks D, siis kehtib valem



J=j  [xXu,v),y@,v)J |j,v)] dudv. (8)

Valem (8) jaab kehtima ka juhul, kui teisendus (7) ei
ole regulaarne lI6plikus arvus punktides vdi I1dplikul arvul
joontel pindalaga null.

Uleminek polaarkoordinaatidele. Olgu teisendus (7) an-

tud kujul

Seega teisendus (9) ei ole regulaarne vaid punktide ©,<&)
hulgal, mis I'dgp-tasandil kujutab sirget ja mis teisendub
xy-tasandil koordinaatide alguspunktiks. Jarelikult kehtib
valem (8), mis omandab kuju
J = (r co=xth r BN dr dtp. (10)
Kui piirkond )2\ on piiratud (vt. joon. 6 ) Kkiirtega
Y ®=< ja =B ning K
veratega
r =rl(cp) jar = r2Qy,
siis valem (10) esitub
kujul
Joon.6

B @
()
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Uleminek elliptilistele polaarkoordinaatidele> Sageli
teisenduse (9) asemel on kasulik rakendada elliptilisi po-
laarkoordinaate. mis mddratakse siisteemiga

Ix = arcos

VY= br elrth * a2
kus a ja b on sobivalt valitavad positiivsed konstandid.
Siis

J(r, o) = abr
ja valemid (10) ja (11) omandavad kuju

J = ab(c Maraoxh br sincp)r dr of 13)
n \

ja J=ab \ &l f (ar ax=p, br sinep)r dr.(14)
@

Kui integraalialune funktsioon v8i piirkonna D raja-
joone vorrand sisaldab avaldist x2 + y2, siis uleminekul
polaarkoordinaatidele (9) saame

X2 +y2 =r2.
Kui aga esinevad avaldised x2/a2 + y2/b2, siis uleminekul

elliptilistele polaarkoordinaatidele (12) saame

%92

a

Uleminek  dldistele elliptilistele polaarkoordi-

naatidele. Paljudel juhtudel arvutused lihtsustuvad, kui

rakendada uldisi elliptilisi polaarkoordinaate, mis mdara-
takse susteemiga

C = ar cos8 b
s (15)

ysbrein o,
kus @0, b> 0 ja s on sobivalt valitavad konstandid. Sel



korral jakobiaan
J(r»<p) = sabrcos <fsin @.
Naide 5« Leida integraal

J = jA(3* + 2y - 4)2dxdy
D

tle piirkonna

D =( (X,¥): -\<x-y435 -243* ¢ yaHg.
Lahendus”™ Joonestame piirkonna D (vt. joon. 7 ). Nae-
me, et see on roopkiulik. Integraali J leidmiseks on vaja
D jaotada kolmeks
osaks (nii nagu
naidatudpunktiir-
joontega joonisel
7 ). Seega J ar-
vutamiseks on va-
ja arvutada kolm
integraali. Arvu-
tuse vOib aga liht-
sustada, kui teha

Siis roopkilik D teisendub ristkilikuks
A= ((u,v): -"Uuk3; -24&v (8)

(vt. joon. 8). Jakobiaani J(u,v) arvutamiseks arvutame
osatuletised:



Joon.9

- *1 K - =0
3X +2yu=o0 L, ¢27T =1,
kust
>xa T-1»
=4=5 wvr= 5%
Seega
2 3
J(uv)-5"5 1 270 1
3 -1 1 =25 —
5 F o1
Valemi (8) Jargi saame
3 8
J =)) (v-4)2 ~dudv = j duj (v-4)2dv =
-1 -2
8
=1 Jj (v-4)2dv aA(v-4)5 =pJ16*) = ~""280 = 224,
) 5" T" <
Naide 4, Leida integraal
J A\\ x dxdy,
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kas D asetseb xy-tasandil esimeses veerandis ja on piiratad
joonega
(x +y)5 = Xxy.

Lahendus,. Joonestame piirkonna D (vt. joon. 9). Nae-
me, et piirkond D on sama tdupi, mis joonisel 6 . Seepérast
lahme (le polaarkoordinaatidele (9)* Kdigepealt leiame
piirkonna D rajajoone vorrandi polaarkoordinaatides. Selleks
teeme rajajoone vorrandis muutujate vahetuse (9)* Saame

@a=b  rsincp)” = r2cosipsin(p,
kust

* = *2(P).
kas

P (@) = aBs¥BIncp
(cos dpf sin oy
Valemi (11) kohaselt
2 2
J= j dpj r2cos dpdr =
O o
Q2 2@

q(ﬁ coe™P  sin’<p

1
=T N\ ndo =
‘0 (CO08¢ + B1Ndg )»
<2

o (1 +tandh) arr

1( z 1 .
= dz = 3 B(* )

= A(4) T (5)/ r(9) = 2.41/81 = 1/840.



Polaarkoordinaatide (9) asemel vdib Gle minna ka Ul-

distele elliptilistele polaarkoordinaatidele 05) muutujate

{z = r cob2y
s r Sin2<p.
Siis 4r s ﬂn%i

Seda Ullesannet vGib lahendada lihtsal viisil ka jarg-

vahetusega

mise muutujate vahetusega y/x = v ehk
=u
Y= u.
Sel korral jakobiaan J(u,v) = u ja rajajoone vorrand tuleb
Qv
Et J(u,v) =0 vaid tGhel joonel u = 0, siis vdime kasutada

muutujate vahetuse valemit (8), mille kohaselt

00 v/ (1+v)3
J =" uu dudv = j dv j u2du =
A
oo Vv/CUv)3
dv =
=\ B(4,5) =T
Ulesanded«

Jargmistes integraalides teha margitud muutujate vahe-

tus valemi (8) jargi ning asetada rajad saadud integraalis.
2 3X



11 Jx = u(l-v)
326. j dx j f(x,y)dy, \y = 0T

o 0

32X Uu=x+y

327. jdx j F(x,y)dy,
Jax j F(x,y)dy v ow

328. j§ f(x,y)dxdy, kus D on piiratud astroidiga x2/5+y2/5=

=1; fX = U COS-"V
Y= u sinv
329. ~M(x,y)dxdy, kus D ={ (X,y): x2 + y2n 4, x»0, y>7(,
D

= X
= y2
330. ™ f(x,y)dxdy, kus D on piiratud paraboolidega y= x2

Ja y= 2x2 ning hiiperboolidega xy = 1 ja xy = 2;
M= UX
V = xy
Joonistada integreerimispiirkond D ning asetada integ-
raalis (2) integreerimisrajad valemite (11) v6i (14) jérgi,
kui
331. D =| (Xfy : 1* x2 + y24 4, %, 0, y~0j
332. Del (X,y : 14x2 +y24 4, y¥x 0}
333.D =j (xy :x2 ~ 2~ 2}
334. D =j (x,y :1x2 + y2™ 2xJ
335. D =j(x\y : x2 + y2{ 4yj
336. D = {(X,y : 4x{ x2 +y248x, X £y4 2x}
337. D = ((X,y - 9x2 + 36j
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338. D = J(X,y): 6<2x2 + 3y2<24]
339« D on vahim segment, mille sirge x ¢ y= 2 Idikab val-
ja ringist x2 +y2% 4
340« D on piiratud joonega (x2 + y2/3)2 = x2y
Arvutada jargmised kahekordsed integraalid valemi (8)

abil, kui
341. jj (2x - y)dxdy, kus D on piiratud sirgetega x + y=1,
D
X +y=2, 2x-y=1 ja2x - y= 3, vittes
fu= X +vy
WV =2X -y

342. jj (x + y)dxdy, kus D on piiratud ringiga X2 +y2 » .
D
= x +vy, vOttes

u=x+y
W=x-vy
343.  jj (x2 + y2)dxdy, kus D =] (X,y)s 04 x2 +y2 + 2x .17,
D
vottes

X +1 =ucosv

Y= ueinv .
344. jjexp(x + y)2dxdy, kus D on sirgetega x =Q y=0
D
ja x +y=1 piiratud kolmnurk, vottes
x = ull - v)
[y = uv

Arvutada jargmine kahekordne integraal

jir sin<p dr dif,
A
kui polaarkoordinaatides on
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345. A =/ (»r): 04 2, n/2<p<x }
346. A =j (d,r): 04 ri 2cosdpg 04 d¥ nr/r]
347. A =((h,r): 1 r4d2 +
Arvutada jargmine polaarkoordinaatides antud kahekord-
ne integraal
N or2sintpdrd o,

n
kui

348. A =((dp ,r): 04rd4 1 ¢ cosh, 04 dP'saJ
349. O =[(d,r): 04 r41 ¢ axp, <4 tp< 24|

Joonestada integreerimispiirkond ja arvutada jérgmi-
sed kahekordsed integraalid, minnes ule polaarkoordinaati-

dele vdi elliptilistele polaarkoordinaatidele.

2 \[J1? ———————-
350. ( dx ( nx2 + y2 dy

0 0o

1 \JIX-x2
351. J dx» ——-ai

Vx2 ¢ y£

1 A2
352. J te ( \JI - x2 - y2 dy

0 AL

V5 2\Ji?? -
353. M dx ( \J20 - 4x2-y2 dy

0 g

1/3 \jl-9y2 Ff-——-
354, ( dy (__ \]x + 2 (gx
-1/3 -ch-9y2
Arvutada jargmised kahekordsed integraalid minnes le
polaarkoordinaatidele vGi elliptilistele polaarkoordinaati-
dele.
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355. jFtx2 + 32 dxdy, D ={(x,y): X2 + y24 4]
D

356. - X2 -y2 dxdy, kus D on ring raadiusega 1 ja
D
keskpunktiga (0,0)

357* sin\jx2 ¢ y2 dxdy, D =] (X,y): 7i2Srx2 + y2" 42 J

D "
358. “arctan M dxdy, D = {(X,y): x2 +y2~ 1, x>3Q V3
D
359. N (X2 + y2)dxdy, D = ((X,y): x2 + (y 2)2" 4]
D .
360. M\l - 2 - dxdy, D =] (X,y): 2L +1241]

361. ~(QMJ _ x2 - y2 dxdy,
D =((>¥): (x2 + y2)2~ x2 - y2, x>0

362. “€2x2 ““5y2 dxdy, D = |(x,y): "N +1i ]

383 DB)0Q + y2)dxdy, D = | (x,y): X\ +y4n1)

83. Kahekordse integraali rakendusi

0lgu
J = g?f(x,y)dxdy, @)

kus f on mU3tuvas kinnises piirkonnas D pidev funktsioon.
1. Kujundi ruumala. Vaatleme keha E, mis on alt pii-
ratud piirkonnaga D, ulalt funktsiooni f graafikuga ja kul-

gedelt plstsilindrilise pinnaga; mis l&bib piirkonna D ja
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funktsiooni f graafiku rajajooni (vt. joon. 10). Keha E

on modtuv ja tema ruumala

VE arvutatakse valemiga
VE =~ f(x,y)dxdy. (16)
D

Valem (16) annab ka-

hekordse integraali (2)

geomeetrilise tblgenduse.

Erijuhul, kui f(x,y)=

=1 igas punktis P =

= (X,y)<5D, siis integraal (2) kujutab piirkonna D pind-
ala S.0.

SD = {~dxdy. an
D

Naide 5. Arvutada esimeses veerandis asuva kujundi D
pindala S*, kui kujund D on piiratud joonega
(x + )5 = xy.
Lahendws . Kujund D on esitatud joonisel 11. Kasutame

valemit (17). Integ-
raali arvutamiseks

teeme muutujate vahe-

tuse
Ix =u
[y = 5uv.
Joon.11 Siis jakobiaan
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1 O
J(ufv) = = 5u
5v 5u

ja rajajoone vdrrand tuleb

u = tCv), kus W) (1——1-\-/),/\0/\ v(oo ,

sest v = y/x = tanoc. Et J(u,v) = 0 ainult vaid thel joonel
u =0, siis viime kasutada muutujate vahetuse valemit (8),
Valemite (17) Da (8) pdhjal saame

© u™Cv)
SD = jjdxdy =jj 5ududv =5j dv j udu =
D A
Ug(v
O.o* Rl )dv v2 dv
]
o o +v)

- 125 r g(3) - 125 ,C2l)g _ 2£
2 u®) 2 5% -

Seda n&idet saab lahendada ka Uleminekuga elliptilis-
tele polaarkoordinaatidele (12), mis antud juhul on
X = rcos 9P,
ky

Sel korral kujundi D rajajoone vdrrand on

5r sin e

_ _  "cos”slng t kus Oi K
= Iv =
P) (cos o + sinep n
Valemi (14) kohaselt
a2 m(9p) NCY/ PN 2 o)
S =53 dp ( rdr -m dp =
D
o o
€ y/J . AR
J15 cos?tpsin?d b =127 tanSp
" (cos<p+ ey " @ + tandp) cos b
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-21*Tifb«e -2885BO,,)-w
Naide 6. Leida kujundi pindala, kui kujund on piiratud
koordinaattelgedega Ja kdveraga

81V3 16V2 3 "2
kus x~0 Ja y"O0.
Lahendus. Lahme ule uldistele elliptilistele
koordinaatidele (15)» vottes
a=3d3Jab = 2,
s.0. teeme muutujate vahetuse
Jx 008%
[y = 2*2 r sing8" ,
mis teisendab Joone vorrandi kujule
rcos8Ly, + sin8” ) = 9r2cos28\E + 4r2sih2sip.
Naeme, et otstarbekohane on vdtta s = 2/3, sest silis kohe
saeme joone vdrrandiks
r =r() =9cos""34 + 4sin™4> |
kus Ol dp ™ 71/2, sest kujund asetseb xy-tasandi esimeses
veerandis. Et jakobiaan
Jir t ) =j 30 A2 r cos~// cin~"3\yp,

siis kujundi pindala on

S = cos “1/5V 3in"1/5v drd4 ,

kus J1 on piiratud kiirtega y=0 ja 13= ir/2 ning Joone-
gar =r( ). Seega

_*/2 )
S =46 " cos“c sin“1/54dwp ( rd» =
0 o
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-rr/2
=B j COS-U/~ r2(w )d
o

= 2\/6(81J1 ¢ 36J2 ¢ "Ibd"),

kus
N2
= J OB w9,
o
w2 <r/2
J2=2 j costsinrdv= (sin2vd., =1,
o o
%/2
=j cos"lrv einty dy.
Arvutame integraali . Selleks teeme muutuja vahetuse
cos2v =T,
Bile
a, -~ thro - t)-*"»« .1 b(].- £>

@)

Jo rurtagprT A (Do
A 2r
3 sin( ir/3) 3v3
Anuloofiliselt saame

J5 =¢&=
5 Y
Seega
S = 2v6(81 ¢ 36 ¢ 16 ~rr) =
3 3V3

% 388V2 ¢ 727%.

.93-



Naide 7. Arvutada keha E ruumala VE, kui E on piira-

- P 2 . i 2
tud podrdparaboloidiga 4z = JT + y ja sfadriga x + ); +

¢ 722=12.
Lahendus. Keha E on kujutatud

Joon.12

x2 + V¥ g,
mis ongi piirkonna D rajajoon.
Antud juhul keha E simmeetrili
konna D rajajoone leida ka sel teel
teemi z suhtes, siis

4z + z2 = 12,

joonisel 12. Ruumala
arvutamiseks  kasutame
valemit (16). Piirkonna
D maaramiseks leiame

tema rajajoone vorrandi.

Selleks elimineerime
slisteemist
Jx2 +y2 =4z

\X2 +y2 + 22 =12
muutuja z. Saame
( -)2 = 12-(x2+y2),

kust

suse tottu vdime pilir-

, et lahendame sama sls-

kust saame z = 2. Seega pdordparaboloid ja sfaar I6ikuvad

kdrgusel z = 2. Jarelikult,vittes slsteemi lhes vdrrandis

z = 2,saame jalle
* X2 +y2 = 8.
Keha E ruumala on valemi (16)

jargi



VE = JJVMFI2 - x2 - y2 dxdy -

4 y- dxdy,
D

D

sest esimene integraal annab pistsilindri ruumala, mis on
Glalt piiratud antud sfddriga ja alt ringiga D, aga teine
integraal kujutab pistsilindri ruumala, mis on Glalt pii-
ratud paraboloidiga ja alt samuti ringiga D. Seega

VE = - X2 - y2 - x2-™ 12)dxdy.
D
Viimase integraali arvutamiseks léhme ile polaar-
koordinaatidele
JX s r CO0S9
= r sinp,
kus 0 4

4 2ir , 0~r4 A2 Siis valemi (13) jargi on

VE = JNQAI2 - r2 - ’\?)rdrd<p =
a

2 202

J dy$ (/12 - r2 - Tj-)rdr =
o "o

2n2 - 4 A2
-t v/12 - r2 d(12 - r ) - 2jr\g

o
8" - r2y2| - 8K = (/3 - 5).
5 A2 P

Et keha E on simmeetriline xz- ja yz-tasandite suhtes,
siis oleks vdinud arvutada esimeses oktandis oleva E

osa
ruumala ja tulemus korrutada neljaga.
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Ulesanded.
Leida jargmiste kujundite D pindalad S*, kui D on pii-
ratud jargmiate kdveratega, kus parameetrid on positiivsed.

3kA. X2 ¢ y2 = a2 566. 3x" = 25y, 5y2 = 9x

?205. VY= 2XYy =2"X, VY~ % 367. xy =4, X +y=5
308. X ¢ =1, X ¢ ¥Y=1.* =¥ x =2y

369. M =x3, 32 = 8(6 - X)5

2 2
570. * ¢S 1
a
571. r = a cos r-baows ,b>a>0
372. (X ¢ YN = xy, kus x>Q W} 0
373 (X2 ¢ V)2 = 2a2xy 575. (X2 ¢ y2)5= x4 vy4
574. (x2 ¢ y2)2 = 2ax3 376. (X2 + y2)2 = 2a2(x2 - y2)

377. (X2 ¢ y2)2 = 2a2(x2 - y2), kus x2 + y24 a2
378. (xf i) xj

v2 3
2 22 n o 2
N9. (i-eL) ="M (X2 +YVy)
580. (M ¢ =2A-" v ¥Y=0
381* j2 = 2x; y2 = 5x, xy =1, xy =2
382. y=0; x = a(t - sin t), y=a(l - cos t), kus
04t~ 2~
383 x =0, y =0, ¢'1 o *i1l =1
38». I =0, ; =0, ¢z| -* ,if
a~ b d
4 2 2
385. (B¢N) =720 kus x> Q y> 0
Cc d
386. (F +£) :"2—§j, kus x >Q y>0
C
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387. (f ¢£) =72»kus y>0

388. E¥)2/3 + (f)Zﬁ}fB NN Zé

389. (J] ¢+ @ ° :§*52

Arvutada jargmiste pindadega piiratud kehade E ruum-
alad Vg.

390, Tasanditega x =0, y¥sO0, i =0, x =4 ja y=4
ning poordparaboloidiga z = x2 +y2 +1
Qy=0, z
ning elliptilise paraboloidiga z = 2x2 + y2 + 1

392, Tasanditega z = 0 jax + z = 6 ning silindrite--
ga v=\Ix ja y= 2\[x

393* Koordinaattasanditega, silindriga X2 + )3 =1
japinnaga z = \4 - x2 -y2, kus x2 +y2" 1, x"0 ja
¥5/0

394. Tasanditega x =1, y=0ja z =0 ning biperbool-

391, Tasanditega X 0 ja x+y=1

se paraboloidiga z = x2 )?
395r Tasanditega X = Q y=0, z=0 ja 2x + 3y =72

ning silindriga )P = 2z ,
396. Tasanditega z=1 ja z =12 - 3x - 4y ning ellip-

tilise silindriga x2 + 4y2 =4
397t Sfaariga x2 +y2 + z2 = 3  ja podrdparaboloidiga
2z = X% +yc 2
398, Silindritega x2 +y =1 jax2 + z2 =1
399. Tasanditega x + Y+ z =4, y=1 jaz=0 ning
silindriga y= x2
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400* Poordparaboloididega z =4 -x2 -y2 ja 2z =2 +
* X? & y2

401. Tasandiga z = 0, pdédrdparaboloidiga Z=X +Yy
ja silindritega X = x2 + y2 ning 2x = X2 + y2

402. Silindriga x2 + y2 = 3 da kahekattese hiuperboloi-
diga P = x4 ); +3

403. Tasandiga 3x + z = 6 ja elliptilise paraboloidi-
ga 12<2 + 3y2 = 4z

404. Tasandiga

¥518 23

ja elliptilise paraboloidiga

£Lo+22 =31
4§ 16
405. z=cos x cosy, z=0, |xey|] 43r/2, x-y”" ju2
406 x2 v2 722 v2 V2 z2
, b2 thb2ct 12= a b c (2>0)
2 2 2 2 2
407. N + {_)2—" ,:—1,22+E5:1
a (o4 a
2. Ruumilise pinna pindala» Olgu antud ruumiline pind

T parameetriliste vorranditega

x = x(u,v)
Y= y(uw) @18)
« lz = z(U,v),

kus IT< (u,v)£ O,. Seejuures eeldame, et vastavus piir-
konna J1 ja pinna T vahel on (ksihene.

Pinda nimetatakse siledaks, kui piirkonnas /A

1) funktsioonide (18) esimest jarku osatuletised on
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pidevad*
2) A2+ R+ Q£ Q kus
¥ o=
o Ta ZU XU c XU)‘J.

% i v *V VO

Kehtib valem
AR +RBR+Q=EG - F2,

kus
E-= )% + bﬂ- + z%/r r
P=xuS +yttyv + *uV
G * + 32 + 72.
Sileda pinna T pindala S* arvutatakse valemiga
ST \&@TBeITc2 dudv 9)
ehk N~
ST = N WeG - P2 dudv. . (20)
Kui sile pindA? on antud ilmutatud vlrrandiga
z = z(x,y), kus P a (x,y)£D,
siis *

ST = + 22 + z2 dxdy. (21)

Naide 8. Leida xy-casandist ulalpool oleva toonuse
22 =x%+ 3; selle osa T pindala S*, mille Idikab valja
temast tasand z = /2(1 + x/2).

Lahendus”™ Pind T on kujutatud joonisel 13 . Kasutaie
valemit (21). Diferentseerides koonuse vorrandit muutuja x



AZ

Sy iz
Seega

1l e ¢4 =1+7 e7"2%1 ¢7 wm2-

Integreerimispiirkonna D md&ramiseks leiame pinna T
projektsiooni xy-tasandile. Selleks elimineerime susteemist
2 = x 2+ y?
s= \2@ +
muutuja z,saame
Y= D), kus W9 ="=-\)8 ““(x- 2)2,
mis ongi piirkonna D rajajoon.
Et pind T on summeetriline zx-tasandi suhtes, siis

piisab arvutada integraal

ST = 2 Ne tody,
0"

kus D* on see osa piirkonnast D, mis asub xy-tasandi esi-
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meses ja teises veerandls See&)

ST = 2] dx j J2 dy,
*1
kus x* ja x2 saame voOrrandist y*(x) = 0, mis annab
8- (x-2)2=0,

kust
X2 =2 +2N°
XN =2-2R§7.
Jarelikult
X2 .
ST=2IR( -as - (X - 2)2 dx =
T L tR (x-2=fc)
7 Y — 2\
=2( V8- t2dt =4( \(87t2dt =
12yp o (t=\"sinu)
11/2 v 4
=4 §J \B(cos u NP cosu du =
o
/2 o al2
= 32 ﬂ cos2u du = 16 | (1 + cos 2u)du =
o o
=161 = 8T .
Ulesanded.

408. Leida kerapinna x2 +y2 + z2 = a2 pindala.

409. Leida tasapinna 6x + 3y + 2z = 12 selle osa pind-
ala, mis asub esimeses oktandis.

410. Leida pinna z = xy selle osa pindala, mis asub

silindri x2 + y? =1 sees.



411, Leida hiperboloidi z2 = 2xy aelle osa pindala,
mis asub Ulalpool xy-tasandil asetsevast ristkilikust
{(X,y)s 04x"3» 04Y 46)

412* Leida koonuse z2 = x2 - y2 selle osa pindala, mis
esimeses oktandis ja on piiratud tasandiga y+ z = 2«

413 . Leida koonuse z2 = x2 + y2 selle osa pindala, mil-
le 16ikab temast silindriline pind z2 = 2y.

414t Leida koonuse x2 = y2 + z2 selle osa pindala, mis
asub silindri x2 + y2 = 2 sees.

415t Leida silindritega x2 + z2 = a2 ja y2+ z2 = a2
piiratud keha pindala.

4161 Leida koonuse x2 = y2 + z2 selle osa pindala, mil-
ie Idikavad temast valja silinder xP - ij: 2 ja - tasandid
Y= *5,

417 . Leida silindri z0 = 4x selle osa pindala, mille
16ikab temast valja silinder y2 = 4x ja tasand x = 1.

418. Leida kera x2 +y2 + z2 = 25 selle osa pindala,
mille Idikab temast silinder x2 + y2 = 16.

419. Leida kera x2 + y2 + z2 = 4 selle osa pindala,
mille 16ikab temast valja silinder x2 + y2 = 2x=

420. Leida elliptilise paraboloidi 2x2 + 3y2 = 12z
selle osa pindala, mille Idikab temast valja silinder 4x2+
+ 9J2 = KO8.

421. Leida helikoidi X = r costp, Y=r sing? , z = htp
selle osa pindala, kus 0 <r<a, 0< @ <2™ .

422. Leida rdngaspinna
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Ix = (b + a sind)costp

b %
Z = a cos0®

(b + a sinQ)sinvp

(CKa~b) selle osa pindala, mis on piiratud meridiaanide-

ga 1B ja =6 ning kahe paralleeliga 0 =f ja B= S.

3. Tasandilise kujundi mass, masskese ja inertsimomen-
did. Vaatleme xy-tasandil asetsevat médtuvat kujundit D,
mille pindtihedus igas punktis P = (X,y)6 D on
= >(X,Y).- ¢23)
Kujundi D mass m” arvutatakse valemiga

nij = p (x.y)dxdy. (23)
D

Valem (23) annab kahekordse integraali mehaanilise
t6lgenduse.
Kujundi D masskeskme Ckoordinaadid (xq»7q) arvutatak-
se valemitega
XC =S P(x,y)dxdy
D (24)

YC=5 Jjyp(x,y)dxdy,
L D
kus m = arvutatakse valemiga (23).

Kujundi D inertsimomendid J_ ja J>,vastavalt X- ja

y-telje suhtes maaratakse valemitega

Ix = \ <N(x,y)dxdy, .. (25)
D
ja
J_ = JJ X2 <">(X,y)dxdy. (26)
d D
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Ulesanded.

423. Leida ringi mass, kui ringi raadius on R ja pind-
tihedus on igas punktis vordeline punkti kaugusega ring-
joonest.

424. Leida ringi mass, kui ringi raadius on R, ja pind-
tihedus igas punktis on vordeline punkti kaugusega ringi
keskpunktist ning ringjoonel on a,

425. Leida ruudukujulise plaadi, mille kuljepikkus on
2a, mass, kui plaadi materjali tihedus on igas punktis vor-
deline punkti kauguse ruuduga diagonaalide I6ikepunktist
ning ruudu tippudes on vdrdne 1.

426. Leida ringronga mass, kui ronga pindtihedus igas
punktis on pddrdvordeline punkti kaugusega rdnga keskpunk-
tist.

427. Leida plaadi mass, kui plaadil on ellipsi fouju
ja tema pindtihedus igas punktis on vdrdeline punkti kaugu-
sega r ellipsi véhimast poolteljest ning juhul r = 1 tihe-
dus vordub k.

Leida jargmiste homogeensete kujundite masskeskme C
koordinaadid, kui kujund on

428. piiratud ellipsiga b2x2 + a2y2 = a2b2, kus y>0,
ja sirgega y= O

429. piiratud sinusoidiga y = sin x ja sirgetega x =0,
x=tf/4 jay =0

430. ringisektor kesknurgaga = ja ringi raadius on R

431. ringi segment kesknurgaga ot ja ringi raadius onR

14—



4J2. piiratud joontega ay = X2 ja X + y= 2a, kus
a>0

433. piiratud kardioidiga r= a(l + cos & ja polaar-
teljega

434. piiratud joonega (X/a + y/b)™ = xy/c2

435. piiratud x-teljega ja tsukloidi x = a(t - sin t),
y= a(l - coa t) kaarega, kus 04t~27c

436. Leida ringi x* + y2 4 & masskeskme Ckoordinaa-
did, kui pindtihedus ringi igas punktis (Xx,y) on vordoline
tema kaugusega punktist (a,0).

437. Leida poolringi x2 + y24 a2,kus x4 0, masskesk-
me Ckoordinaadid, kui pindtihedus poolringi igas punktis
(x,y) on vordeline tema kauguse ruuduga punktist (a,0).

438? Leida taisnurkse vordhaarse kolmnurga masskesk-
m8 Ckoordinaadid, kui pindtihedus kolmnurga igas punktis
on vBrdeline tema kaugusega hilipotenuusist.

439. Leida t&isnurkse kolmnurga masskeskme  Ckoordi-
naadid, kui kolmnurga kaatetid on a ja b ning pindtihedus
kolmnurga igas punktis on vdrdeline punkti kauguse ruudu-
ga taisnurga tipust.

Leida jargmiste homogeensete kujundite inertsimomendid
J jaJ , kui kujund on piiratud joontega
40 X-aR + -ae=a,x=Q y=0 (04 x;a
41. r =a(l +cosd) 422. x + y» = a2(x2 + y2)

4431 Leida téisnurkse vdrdhaarse kolmnurga inertsimo-
ment hipotenuusi suhtes, kui kolmnurga pindtihedus igas
punktis on vdrdeline punkti kaugusega hiipotenuusist.

+03-
“u



84. Kolmekordne Integraal
Olgu funktsioon f(P) = f(x,y,z) madratud tokestatud
mddtuvas piirkonnas E. Jaotame piirkonna E pindadega (mille

ruumalad on null) médtuvateks osapiirkondadeks

mille ruumalad olgu vastavalt mE”~. Votame igas osa-
piirkonnas suvalise punkti P? ja moodustame summa
cr(f) = 2 f(P4EE (@)
i=1 171

Summat (23) nimetatakse funktsiooni T integraalsummaks piir-
konnas E.

Olgu A osapiirkondade E~ suurim diameeter.

Arvu J nimetatakse funktsiooni f kolmekordseks integ-
raaliks tle piirkonna D, kui iga arvu £ >Okorral leidub
arv & >0, et

1J - CI(H|< e, kui A< S,.
s6ltumata D jaotamisviisist osadeks EM ja punktide P~ EN
valikust. Sel korral oeldakse, et funktsioon f on integree-
ruv piirkonnas E ja kirjutatakse

,Y,z)dxaydz. (28)
E

Piirkonda E nimetatakse funktsiooni T “nteigreerimisjoiirkon-
naks.

Kehtivad jargmised teoreemid ;

| Integraali (28) olemasoluks on tarvilik, et  funkt-
sioon f oleks tbkestatud piirkonnas E.
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Il Kinnises piirkonnas E pidev funktsioon on integree-
ruv selles piirkonnas.

11l Piirkonnas E tdkestatud funktsioon on integreeruv
selles piirkonnas, kui ta on katkev I6plikul arvul pinda-
del» mille ruumalad on null.

IV Integraal (28) ei muutu, kui f vaartusi muuta 16p-
likus arvus punktides, joontes vdi pindades, mille ruum-
alad on null.

Keskvaartusteoreem. Kui f on integreeruv piirkonnas E
ja mingite arvude m ja M korral piirkonnas E on T(P)4 M,

siis leidub selline arv jl, kus m" L] et kehtib vordus

Kui f on pidev piirkonnas D, siis leidub punkt Q€ E, et
/= Q).
Kolmekordse integraali j arvutamisel kasutatakse jéarg-
misi vOtteid:
1 Olgu piirkond E keha, mis on kahe tasandi x = a
x = b vahel (vt. joon. 14 ). Votame keha 10ike kohal x ris-
, ti x-teljega. LOike-
projektsioon yz-ta-
sandile olgu mddtuv

><Y

Kui funktsioon f
on integreeruv piir-
konnas E ja iga
Joon.14 xe [a,b] korral ek-
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sisteerib kahekordne integraal

\D\ f(x,y,z)dvdz

siis kehtib vdrdus b
f(x,y,z)dxdydz :5 dx ({ f(x,y, z)dydz . (29

2) Olgu piirkond E koversiluCier, ais on alt piiratud

pinnaga z = <« (x,y) ja dlalt * inaga z = R(xty) ning mil-
le moodustajad on paralleelsed s-teljega  (vt. joon. 15X
Olgu xy-tasandil E projeictsAoon D mdotuv.

Kui funktsioon f on mcegreeruv piirkonnas E ja iga
punkti P = Gy)E D korral eksisteerib integraal

siis kehtib vordus

P(X,Y)

D *(X,Y)
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3) Kui funktsioon f on faktoriseeruv, s.o.
f(x,y,2) = fLOOfR2(T3(),

3a on integreeruv risttahukas
E =[a,b] X [c,d] X [h,k]f

siis
b d K
f(x,y,z)dxdydz = j f,,(x)dx j f2(y)dy j f~(z)dz. 01)
£ a - c h

Naide 9. Leida integraal
J = \\\———-dxd2d!
E Q@ +x +y+2zY
kus E on keha, mis on piiratud tasanditega x = Q Y A0,
z=0jax +y+z=1.

Lahendus_. Keha E on kujutatud joonisel 16. Seega piir-
konda E vdib vaadelda
koversilindrina, mis
on alt piiratud pin-
naga z = 0 ja ulalt
pinnaga z =1 - x - y.
Seega valemi  (30)

jargi on
Joon.16
1-x-y
= jidxdy j dz
D o A+x+y+ )t
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kas D on xy-tasandil asetsev kolmnurk, mis on piiratod sir-
getega x =0, y =0jax*y =1 (vt. joon. 17). Arvesta-

des, et dz = d(1 + x + y+ z), saame

1-x-y
=-1 ((dxdy - 1
2 ¥ (L +x ¢y+z2)-
= - \ ((dxdy(- - -————-——— =
4 @ +x +
= Utady +a ((— fcsaz— =
BV 2 i1 er e y)*
0 o o 0 N
! 1 1-x
* 223 (@ - x)dx -1 (dx——— ——-
o o,1 +x +

corh < £ -0 -

=717 2 1In 2

Antud integraali arvutamiseks v0ib kasutada ka valemit

(29). Selleks kujutame piirkonna E joonisel 18 antud pai-
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paigutusega teljestikus.
Votame 18ike kohal x ris-
ti x-teljega ja projek-
teerima ta yz-tasandilee
Saame piirkonna Dx (vt,
joon. 18 ). Kui x on fik-
seeritud, siis piirkond
x Dx on piiratud sirgetega

Joon.18
=0, z=0 jJa Yy *=

=1 - x (vt. joon. 19). Valemi (29) jargi on siis

s
Joon.19
J=C dx \\ --——-- NE e - =
| V (1 +x ¢ ye 2)3
1 1-X 1-X-y
=(dx ( dy (e e
; > > @A +X +y+ 2)5

Edasine lahenduskdik on sama, mis eespool.

Ulesanded.

444 . Kasutades keskvaartusteoreemid hinnata integraal

™

L 7
E x-a +(y-Db + (-0
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kus E on kera raadiusega R ja a2 + b2 + c2> RZ.
Arvutada jargmised kolmekordsed integraalid ja joones-

tada nende integreerimispiirkonnad.

4 3 2
445, J dz jJ dy J (x2 +y2 + z2)dx
0 0 O
1 1 2
446» "Ndx j dy j (z + 4)dz
-1 x2 0
2 3 2-y
447. j ydy Jdx j dz
o 0o o
41 \£ 2-2x
448* j dx J wydyj dz
o o 1-x
2 2 3
449* j dy ] X dx j z2 dz
o -3 o

Jooneggggg piirkond E ja asetada integreerimisrajad
integraalis
J =\\\ f(x,y,z)dxdydz
E
valemite (29) ja (30) jargi; maarata ning joonestada piir-
konnad Dx ja D, kui E on piiratud

450, koordinaattasanditega ja tasandiga

f aaf of =1
*51, silindriga x2 + y2 = 1, tasandiga z=1 ja asetseb
esimeses oktandis
N52, pinnaga z =1 - x2 - y2 ja tasandiga z = 0

453. ellipsoidiga x2 + j2 + 22 _ n
? r "
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454* koonusega - b ja tasandiga z = C
&r B+ &

455* paraboloidiga (x - 1)P + )} = z ja tasandiga 2x+z = 2

Jargmistes integraalides muuta integreerimisjarjekord
igal voimalikul viisil, kasutades selleks eeskirja integ-

reerimisjarjekorra muutmise kobta kahekordses integraalis.
1 1-x X+y
456. jdx j dy j f(x,y,z)dz

0 o __ o

1 \/1-x2 1
457. j dx (__dy J f(x,y, z)dz

J71-x2

1 1 X2+y2
458* j dxj dy j f(x,y,z)dz

0 o o

459* Toestada, et iga 1digus [0,a] integreeruva

funktsiooni f korral kehtib valem

a X A% a
j dx j dy j f(z)dz =2 j (a - z)2 f(z)dz.
0o o0 o o

460* Toestada, et iga 1digus C°»23 integreeruva funkt-

siooni f korral kehtib valem

1 1 Xty
2 dx jdy ~ f(z)dz =
0 0 o
1 2
aj @ - z2)f(z)dz +j (@2 - 2)2 f(z)dz.
o 1

Arvutada jargmised kolmekordsed integraalid.

461. {{{ , kui
1-X-y

-113-



E =] (x,y,z): 0~ x~1, 2™y~ b» 2f z.£4J

462, jA(1 - x)2 N\l - y2 dxdydz, kui
E

E = [-1,1] X [-f] KI[-1,1]
463, 7 dxdydz- ~ ki= E on piiratud tasandiga x + y+ z =
E1l “*x" Y
= 1 ja koordinaattasanditega

464, (((------ dxdydz  _ g on piratud koordinaatta-
)g)(x tyt+tz+ DN

sanditega ning tasanditega y =2 jax+z =3

465* ~ ~xy2z~dxdydz, kui E on piiratud hiperboolse parabo-

E
loidiga z = xy ja tasanditega x =1, y=xjaz=0

466. |~(2x + 5y - z)dxdydz, kui E on koordinaattasanditegf

E
ning tasanditega z =3 jax+y = 2 piiratud prisma

46?. (“xyzdxdydz, Kkui
E

E={,y,2): x2 +y2 + 2z2£ 1, x;>0, y*0, z*.0J

85« Muutu.iate vahetus kolmekordses integraalis

Olgu

J f(x,,ytz)dxdydz, (28)

E
kus f on pidev funktsioon piirkonnas E. Vaatleme kolmest

funktsioonist koosnevat siusteemi
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x = x(u,v,w)
Y =y(u,v,w) (32)
z = z(u,v,w),
mis teisendab uvw-ruumis asetseva kinnise mdotuva piirkonna
Xxyz-ruumis asetsevaks piirkonnaks E.

Teisendust (32) nimetatakse regulaarseks, kui

1) teisendus (32) on Ulksihene,

2) funktsioonidel (32) on olemas pidevad esimest jar-
ku osatuletised piirkonnas £, f

3) kogu piirkonnas Q on jakobiaan

Xu *V *W
J(u,v,w) = YU YV yw A Q
ZU zv zw

Kui teisendus (32) on regulaarne, siis ka piirkond E
on kinnine ja mddtuv.

Regulaarne teisendus (32) teisendab piirkonna £2. sise-
punktid piirkonna E sisepunktideks ja piirkonna £2 rajapin-
na piirkonna E rajapinnaks ning iga sileda pinna piirkonna®
Q siledaka pinnaks piirkonnas E.

Regulaarse teisenduse (32) podrdteisendus

u = ulx,y,z)
v = v(X,Y,2Z)
w = w(x,y,z)

on ka regulaarne teisendus.

Teoreem. Kui funktsioon f on pidev kinnises mddtuvas
piirkonnas E jaQ on piirkond, mille regulaarne teisendus
(32) teisendab piirkonnaks E siis kehtib valem
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J =~ f(x(u,v,w),y(u,v,w),z(u,v,w))| J(u,v,w) jdudvdw, (33)

Valem (33) jaab kehtima ka juhul, kui teisendus (32)
ei ole regulaarne I6plikus arvus punktides, joontes voi
pindades, mille ruumalad on null.

Olemi nftr ailinderkoordinaafcidele» O0Olgu teisendus (28)
antud kujul

X = r.coscp
v= rsind (€D
z = h,
kus re (o,c»0), re [0,2*10 ja he(-00,0°) on punkti Pa
a (x,y,z) silinderkoordinaadid (vt. joon. 20). Siis
J(r, ™ ,h) = 2,0.
Seega teisendus (34) ei
ole regulaarne vaid z-
teljel asetsevate punk-
tide suhtes (s.o. juhul
r=0). Jarelikult keh-
tib valem (33), mis
esitub kujul

(35)
kus on punktide (r, ip,h) hulk, mille slsteem (34) teisen-
dab piirkonnaks E.

Uleminek elliptilistele silinderkoordinaatidele. Sageli

teisenduse (34) asemel on kasulik rakendada elliptilisi si-

linderkoordinaate, mis maddratakse sisteemiga



X = ar cosd
v = br simp (36)
z = h,
kus a>0 ja b> 0 on sobivalt valitavad konstandid. Sel kor-
ral
J(r, @,h) = abr
ja valem (28) omandab kuju
J = f(ar cos, ,br sinep ,h)r drd<p dh. (37

Uleminek sfadrkoordinaatidele. Olgu teisendus (32) an-

tud kujul
X = ipcosh5sin®
Y = p sinvpsin0 (38)
z = peos@ ,

kus pe 10,63), ja Qelp/Jr] on pcmkti P a

= (X,Y,z) sfaarkoordinaadid (vt. joon. 21 ). Siis
J(f »vp*0 ) = 4.2sin 0 >,0.
Seega teisendus (38) ei ole regulaarne vaid z-teljel aset-

sevate punktide suhtes (s.o. juhtudel AN=0 vBi 0=0

P=(*,vy.2)

_*y

Joon.21

-117-



vdi 0=Tt ). Jarelikult kehtib valem (33)» «is omandab kuju

j =~ f(>cos<P>sin9 , <psinpsin® , ?2cosdé ) ~2sinl dy d6 ,

A
kus SI on punktide (p ,f »0 ) hulk, mille sisteem (38) tei-

sendab piirkonnaks E.
Uleminek ellipsoidkoordinaatidele. Sageli teisenduse

(38) asemel on kasulik rakendada ellipsoidkoordinaate, mis
madratakse silsteemiga
X = aycos vpsino

Y = b™>sin «psind (40)

z cycos O f
kus a> 0, b>0 ja 0 on sobivalt valitavad konstandid. Sel
korral
J(9»W»0) = abc 2sinO
ja valem (33) omandab kuju

J = abcj)~ f(a cosvpsin® ,b sin”sin0O,c cosd)*
D Sl
* "sin0d~d<pdO. 41

Uleminek ildistele ellipsoidkoordinaatidele. Pal-
judel juhtudel arvutustdd lihtsustub, kui rakendada uldisi
ellipsoidkoordinaate, mis maaratakse slisteemiga
X = apcoss” sin*®
Vv =bpsin8psinfd (42)
z = cipcosfD j

kus a> O, b> 0, ¢>0 ning s ja t on sobivalt valitavad kons-

tandid. Sel korral jakobiaan on

-118—-



J (f »Q) = abcst p 2coBS~"iP sins/1'Pcos®1@ sin2fc10.
Naide 10. Arvutada integraal

J ) jj xyz dxdydz,
\Y E
kus keha E asetseb esimeses oktandis ja on piiratud sféariga

x" 4 ); + 22 =1 ja koordinaattasanditega.
Lahendus_. Teeme muutujate vahetuse, minnes (le sfaar-
koordinaatidele (38). Joonestame keha E (vt. joon. 22),
kust néaeme, et slisteem

(38) kujundab keha E, kui

04 2 41
04 ~ (1172
0 (0 (<12,

millega piirkond Tl on
maaratud. Valemi (39) p6h-

jal saame

J =~ ANAcos ipsin sin20 cos & A 2sin0 d™>d ipd0

Q@
Nagu ndeme, on piirkond £1 risttahukas ja et integraalialu-

ne funktsioon on faktoriseeruv, siis valemi (31) pdhjal

saame t/2 TI/2 n
J= (¢ cos”sinipdw® j sin®G cos0d0 j ~ dp =

T/2. 2
1 § sin22d” j sin30 dsinO

T/2 x/2
sin40
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Antud integraali vdib arvutada ka tleminekuga silinder-
koordinaatidele (34). Jooniselt 22 n&eme, et sisteem (34)
kujundab keha E, kui

"0ir41
04 *~ 43w72
04 BbiINJI - r2,

millega piirkond 51 on md&aratud. Valemi (35) pdhjal saame

J rcosvp rsin“ph rdrdgpdh =
n \H-r
=27 r”sin2*drd«p j hdh ,
n o
kus J1 = ((r,>p): 04r(1l, 0~ ~4 71/2). Seega
Ti/2 1 p 2
J=J ~ sin2(fdf J rrdrn- ~T =
o o o
T/2 1
= - g cos2xi Jr*d - r2)dr -
o o
11 1
-* «r - 5 T2 =4S »

N&ide 11. Arvutada integraal

2 2 2
J* U N5 ¢« 5 + %) dxdydz ,
E a b c

kus E on piiratud ellipsoidiga

X2 X2 *
-n ¢ +—i=1.
a b

Lahendus” Selles integraalis on otstarbekohane ile min-

na ellipsoidkoordinaatidele (40). Keha E on kujundatud, kui
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04 911

0i f 2o
0£Q ,
millega piirkond Si on maaratud. Arvestades, et
K2 .2
a2 T

saame valemi (41) pb6hjal
JEabe 9092 sinedfdPde *

Et £, on risttahukas ja integraalialune funktsioon on fak-

toriseeruv, siis valemi (J1) pdhjal
21 T
J = abc § d<p j sinddo j -

abc-27|_-2'°11»="‘;'3ra3c

Ulesanded.
Kolmekordses integraalis (28) ule minna silinderkoordi-
naatidele, kui
468. E asub esimeses oktandis ja on piiratud silindriga
12 ¢« Y2 Ba2 ja tasanditega Y * X, ys 33 z =0 ja
_z=1
469. E =1(X,y,z): x2 +y24a2,0i z4d
470. E on piiratud silindriga x2 ¢ y2 = 2x, paraboloidiga

o O . -
z =X + Yy ja tasandiga z =0
- - 2 ,? _ zg_l . -
471. E on piiratud koonueega X~ ¢y == Jja tasandiga
c
z = C
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472.

E on poolkera x2 + y2 + z24a2, x~0 osa, mis asub si-

lindri  (x2 + y2)2 = a2(x2 - y2) sees

473. E on kerade x2 + y2 + z2" & ja x2 +y2 + (z - a)2" a2
thisosa
Kolmekordses integraalis (28) ule minna sfdadrkoordinaa-
tidele, kui
474. E on esimeses oktandis asuva kera xp + >f + zP( eP osa
475* E on poolkera x2 + y2 + z24 a2, x>0
476. E on kogu kera x2 + y2 + z2”™ a2
4-77» E on piiratud sfadriga x2 + y2 + z2 = z
478* E on piiratud pédrdparaboloidiga z = x2 + y2 ning ta-

sanditega x =y, x =1, y=0Ojaz =0

Arvutada jargmised kolmekordsed integraalid, kasutades

valemeid (35) vdi (37)*

«W.

481

482,

483«

m , - , tua

E\jx + Yy + (z -2
E ={(x,y,z): Oi x2 +y2n1, 4z41]

(x2 + ); 4=22)dxdydz, kus E on piiratud pinnaga

3(x2 +y2) + z2 = 3a2

jrdxdydz, kus E =/ (X,y,z): 04 y{\jx2 + z24 ¢)
E .

+ y2)dxdydz, kus
B=j(x,y,2): +y2n 2zF0<z72]

Jii(x2 + y2)dxdydz, kus
E

E = ((X,y,2): a2(x2 +y2 + Z2K b2, 7_>,OJ
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484* zdxdydz, E =] (X,y,2)i 0Kz = 8\jx2 + y2 4 ©

465* (U ~dydz f
g X tYy - a

B= {(x,y,*)s 0<B"|] 12 + y2" G X'O, y>O}
486* AN (R + z2)dxdydz, kui Eon piiratud pédérdparaboloi-
dlizga X2 + z2 = 2y ja tasandiga y= 2
Arvutada jargmised kolmekordsed integraalid, kasutades
sfaar- voi ellipsoidkoordinaate.

467» jAMJx2 + y2 + z2 dxdydz, kui E on kera x2 + y2 + z2{ z
E

488 = , kui E on kera x2 fy2 + z2s1
E\X2 +y2 + (z - 2)2

489* AN(N2 + N2 + ~2)<bedydzr kui E on ellipsoid
E a b C

y2 2 2
2 4 A24 201

490. SIS* - N2 ““*%5 ““TJ dxdydz, kui E on ellipsoid

6x2 ¢ 4y2 + 3z2%x 12

491« \\ I p T ?T? dxdydz, kui E on kera x2+ y2 z2™ X

492. z2dxdydz, kui E on kerade x2 + y2 + z2i a2 d«
2 2 2
493* j zdxdydz, kui E =/ (x,y,z)s N~ + N2 + O] |
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Jargmistes integraalides ile minna nii silinder- =

sféarkoordinaatidele ja arvutada need integraalid.
1 VI-xZ 2
494, dx (_ dy (dz
-ZSE O
2 \foc— 3
4-95. M dx n dy » z\P+y?2 dz

| ta s
. L"-W X2 + y2)de*

1 \fl-x2 \fl-x2-y2 b——---———--——
*97. (dx ~Nody n W2 + y2 + z2 dz
0 0 o

86. Kolmekordse integraali rakendusi

Keha ruumala. Kui E on mo66tuv keha, siis tema ruumala

arvutatakse valemiga

VE = jSS dxdydz. (43)
E

Naide 12. Leida keha E ruumala, kui E asetseb esimeses

oktandis ja on piiratud koordinaattasanditega ning pinnaga

kus a,b,c,p ja g on positiivsed konstandid.

Lahendus”™ Lahme pinna vdrrandis ile Gldistele el-

lipsoidkoordinaatidele (42), saame

(y coss(fsinf9+ psinsvfsinf® + peoshQ)2 =

=/~ pcoss”™>sint0 + ~ £sins,fsinfd ,
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kust
&[(coss<f + sin3 ifJsi”0 + cosfd] 2 =
= coeef + ” sins<f)sinfd .
Nagu ndeme on otstarbekohane votta s = t = 2, sest siis ko-
he saame pinna vdrrandiks

»>= (£ cos2f ~ sin2f )sin20.

Minnes niid kolmekordses integraalis ile Gldistele el-

lipsoidkoordinaatidele, saame
X/2 JT/2 p
E =] dtf ( dO0 ( 4abc f 2cosdsin™p sin*d cos Bd> =

0 0 0

4 X/2 */2

3 abc 1 costp sinvp (“coe29 + -jain2y>)dip (sin”0dsin@ =
o

= - D ( (Jcos2>F+ |sin2 iIBBd(]cos2ipt |sin2%*)

abc ,aA bwa2 n bzs

- «m (p *q)p +

ulesanded.
Leida keha E ruumala VE, kui E on piiratud(a,b,cd, >0)
498. Silindritega z = 9 - ij az=1 + ); ning tasanditega
x =-1 jax =5
499. Paraboloididega z = x2 + 2y2 ja z = x2 + y2 ning tasan-
ditega x =1, y=xjay=2x
500. Silindritega wy= X 2 ja 3y =4 - x2 ning tasanditega

z=03jaz=9
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501* Silindriga 2z = x2 ja tasanditega Jx + 2y =12, y=0
ning z =0

502, Hiperboolse paraboloidiga z = xy ja tasanditega x = 0,
v=0, X + y=1ning x + y= z

503, Paraboloididega z = x2 + y2 ja z = 2x2 + 2y2, silind-
riga y= x2 ja tasandiga y = x

504, Tasanditega x + y¢ z =4, x =3 ja y= 2 ning koor-
dinaattasanditega

505, Paraboloidiga x2 + y2 - z = 1 ja tasandiga z = 0

506t Podrdparaboloidiga 2z = x2 + ); ja tasandiga y+ z =
=4

507, Paraboloidiga z = (x - 1)2 + )} ja tasandiga 2x + z =
=2

508, Sfaariga x2 + y2 + z2 = 2z ja koonusega x2 + y2 = z2

509, Koonusega z = \Jx* + y2 ja paraboloidiga x2 + y2
=6 -1z

50, Poolsfaariga z = \|[4 - x2 - y2 ja poéoérdparaboloidiga
X2 @wy2 = 32

511# Paraboloidiga z = x2 y2 ja tasandiga z = x + Yy

512* Pooleféaariga z = \ja2 - x2 - y2 ja paraboloidiga
X2 +Yy2 = a(a - 2z)

513* Paraboloidiga z = x2 + y2 ja koonusega z2 = Xy
2 2 2
514, Pinnaga z =1 - + Z-) ja tasandiga z =0
ac bt

2 2 p
515* Ellipsoidiga — j*g + g =1 ja koonusega z =
a

516, Pinnaga (x2 + y2 + z2)2 = 3X
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517. Pinnaga (X2 ¢ 2 ¢ z2)2 = 3xyz
518, Pinnaga (X2 4y2 ¢ z2)3 3xyz
519. Pinnaga (X2 e¢y2 ¢ 2z2)3 = a27%
520, Pinnaga (X2 =* y2)2 ¢ z* 6z
521» Pinnaga (X2 ¢y2 ¢ z2)3 = _
x + A
22
522. Pinnaga /X2 ¥ }?} = X
* g C d
523. Pinnaga X2
$ *$ ¢S5>=23
b v2
524. Pinnaga ¢ N) 3=
7 es ) = *p
X2 2 2
525. Pinnaga
£ *s a b
2 z4
526. Pinnaga
P *s +7>5 -
2 2 2
527. Ellipsoidiga =1 da ]
2 2 7
a b c
- 2/5
528. Pinnaga q§ 2/3 * P * (éZI3 =1
529. Pinnaga Nil *\g

Leida jargmiste kehade E ruumalad Vg, kui E asub esi-
meses oktandis ja on piiratud koordinaattasanditega ja jarg-
miste pindadega (parameetrid a,b,c,p ja g on positiivsed
konstandid).

550. (F el *f>2 =7

cS*f *f>2 — -5
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532. (F +1 &f)* =Sf
553, (f ¢§ of>2 =1 &f —1

534. (**f .f)6 .aa

535. (f #£) +72 =f— q
536. (F ¢ 1 + )5 = sin <> " &
S*1 *«

Keha mass, raskuskese, inertsimomendid .ja potentsiaal.
Kui mddtuva keha E tihedus igas punktis P = (X,y,z) on A=

s p(xty,s), siis keha E mass

mg JM(x,y,z)dxdydz. (44)
E
Keha E masskeskme C= (XC’X t? ) koordinaadid arvuta-

takse valemitega

xc = H W x pCx,y,z)dxdydz
E

<yc el \\7P(xy,z)dxdydz (45)
E

z f O z)dxdydz,

kus m = mg arvutatakse valemiga (44).
Keha E Inertsimomendid ja Jzy vastavalt xy-

tasandi, yz-tasandi ja zx-tasandi suhtes mddaratakse integ-

raalidega
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Jxy =\\\ 2,2? (x,y»z)dxdydz
E

Jyz f (x,y,z)dxdydz (46)

(X, V,z) dxdydz.
zZX

Keha E inertsimomendid J , JJ ja J vastavalt x-telje,
y-telje ja z-telje suhtes madratakse valemitega

J, =1J + JXZ

X Xy
Yy ooyx o yz 4N
J, ad +JZy
Uldiselt keha E inertsimoment mingi telje 1 suhtes maa-
ratakse integraaliga
,Y,z)dxdydz, (48)

E
kus r on punkti (X,y,z) kaugus teljest 1.
Keha E inertsimoment koordinaatide alguspunkti suhtes
maaratakse valemiga

Io™ dyy ®3y, * I (49)

Keha E Newtoni potentsiaal U = U(xfy,z) punktis

(a,b,c) maaratakse integraaliga

kus r = \J(x - a)2 + (y - b)2 + (z - ¢)2.
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Ulesanded.

537t Leida kuubi E = [o0,a]3 mass, kui kuubi E tihedus
igas punktis (x,y,z) on p(x,y,z) = z.

538. Leida risttahuka E = [o0,a]x [0,b]x[o,c] mass, kui
E tihedus igas punktis (x,y,z) on p(X,y,zZ) =X + y+ zZ.

539. Leida kuubi mass, kui kuubi tihedus igas tema
punktis on arvuliselt vdrdne punkti kauguste summaga kuubi
kolmest tahust, mis l&bivad Uhte tema tippu.

540. Leida tasanditega x + y+ z = a, x=0, y=0 ja
z = Opiiratud puramiidi mass, kui puramiidi tihedus igas
punktis on vOrdeline punkti aplikaadiga.

541. Leida kera E mass, kui kera raadius R = 3» tihedus
p(x,y,z) igas punktis (X,y,z) on proportsionaalne punkti
kaugusega kera keskpunktist, kusjuures tihedus uUhiku kaugu-
sel kera keskpunktist on 2.

54-2. Leida kera E mass, kui kera raadius on R ja kera

igas punktis (x,y,z) on tihedus

?2(X,¥,2) = \Ir2 - (X2 +y2 + z2).

543» Leida keha E mass, kui keha E on piiratud silind-
nga x2 = 2y ning tasanditega y+ z =1 ning 2y + z = 2 ja
kui tihedus 1igas tema punktis on arvuliselt vdrdne selle
punkti ordinaadiga.

544 . Leida silindri

E = |(X,¥,2): x2 + y2< a2, 0"z"c]
mass, kui E tihedus igas tema punktis on vérdeline punkti

kauguse ruuduga silindri teljest.



575* Leida keha E mass, kui E on kerade x2 <fy2 + z24a2
ja x2 + y2 + z2” 2az lUhisosa ja tema tihedus igas punktis
on vordeline punkti kaugusega xy-tasandist.

546, Leida sfaarilise kihi

a2< x2 +y2 + z2< 4a2
mass, kui kihi tihedus igas punktis on pédrdvdrdeline punk-
ti kaugusega punktist (0,0,0).

Leida jargmiste homogeensete kehade masskeskme koordi-
naadid, kui keha on piiratud jargmiste pindadega, kus para-
meetrid on positiivsed konstandid.

547# X + y+ z =4a, x =0, y =0, z=20

548, z2 = xy, x =#a, y=b, z = O

549* x2 + y2 + 22 » a2, x = Q y=0, z =0 ja asetseb esi-
meses oktandis

550* z = \J&2 - x2 - y2, z = ¢, kus 0" cha

koordinaadid, kui tema tihedus igas punktis on arvuliselt
vordne punkti kaugusega kera keskpunktist.
555* Leida kera segmendi masskeskme koordinaadid, Kkui

tema tihedus igas punktis on vdrdeline caugusega segmendi

alusest.
Leida jargmiste homogeensete , kehade 1inertsimomendid



toordlnaattwaadlt» j* koordinaattelgede suhtesf kui teha on
piiratud jé&rgmiate pindadega, koe parameetrid on positiivsed
konstandid.

556. »1.X*0,y.0,*=0

557» a* 0’1‘|2_0’é’:g:"

558, ¢ 2N = L9% 7 * C
| osp.xp.ng.1,

560. Leida keha inertslmoment Btelje suhtes, koi keha
on piiratud tasanditega x = 2, y=0,y=1fs =0 ja si-
lindriga *2 s 6x ning tema tihedus igas punktis on vordeli-
ne punkti kaugusega xy-tasandist.

561. Leida kera x2 + y2 + *2< a2 inerteimoaent teaa
diameetri suhtes, kui kera tihedus punktis (<)y,B) on VOr-
deline punkti kaugusega kera keskpunktist.

562. Leida homogeense keha

B* jJ(X,y#*)* x2 + y2< a2, 1* 4 c|
inertsiaoment sirge x » y* s suhtes.

563. Leida homogeense keha inertsimoment koordinaatide
alguspunkti suhtes, kui keha on piiratud pinnaga

(X2 ¢ y2 ¢ s2)2 * a2(x2  y2).

564. Leida homogeense silindri

E = |(X,y¥,2): x2 ¢ y2< a2, 0”z"cj
Newtoni potentsiaal punktis (0,0wvd).

565. Leida homogeense kera x2 + y2 ¢ *2<R2  Newtoni

potentsiaal punktis (a,b,c).
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87« Paratnd kordsed integraalid
1« gahekordne Intergaal Ule Idpmatu piirkonna. Olga
funktsioon f méaratud tbkestamata piirkonnas D. Eraldame
piirkonnast D tdkestatud médturate osapiirkondade DQ mono-
toonse jada
ON2N eee C C e D,
mis piirprotseseis n-»o00 laheneb piirkonnale D, s.o. iga
punkti Pe D korral leidub indeks n, et P€ DB.

Kui iga n korral eksisteerib kahekordne integraal

Jn s *(x,y)dxdy (1)

ja 1oplik piirvéaartus

J=1limJ , 52
o ©2)

ais ei eblta jada <Daj valikust, siis Oeldakse, et  funkt-
sioon f on integreeruv Idpmatus piirkonnas Dt arvu J nime-
tatakse funktsiooni f kahekordseks integraaliks I16pmatus
pHTITEA B jn téhistatakse

J =i f(x,y)dxdy. (53)

Seejuures odeldakse, et integraal (53) on koonduv arvaks J*
Kui piirvaartus (52) ei eksisteeri voi soltub jada Da
valikust v6i on Idpmatu, siis Oeldakse, et integraal (53)
ule ldpmata piirkonna D on hajuv.
Jarelikult, kui on teada, et integraal (53) koondub,
siis piirvaartus (52) ei soltu jada Da valikust ja see-
parast vdime piirvaartuse (52) arvutamiseks valida konk-
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reetse jada nii, et oleks hdlpsam arvutada integraalid
(51).

Integraali (53) koonduvuse uurinieeks kasutatakse jarg-
misi tunnuseid.

Teoreem 1« Kai f(x,y)"0 piirkonnas D, siis integraa-
li (563) koonduvuseks arvuks J on tarvilik ja piisav, et va-
hemalt Ghe jada (Dn } korral arvjada oleks koonduv ar-
vuks J.

Teoreem 2. Kui funktsioonid f ja g on integreeruvad
igas osapiirkonnas DQ ja

0 4F(x,y)4 g(x,y)
igas panktie F = (x,y)€ D, siis integraali
(C gU,y)dxdy (€D

koonduvusest jareldub integraali (53) koonduvus ja inte-
graali (53) hajuvusest jareldab integraali (54) hajuvus.
Integraali (53) nimetatakse absoluutselt koonduvaks.

koi koondab integraal

(55)

Teoreem 3. Kui iga Dn korral integraalid (51) eksis-
teerivad, siis integraal (53) koondub parajasti siis, kul
ta koondub absoluutselt.

Teoreemist 3 jareldub, et integraalide (51) olemasolu
korral integraalid (53) ja (55) koonduvad vdi hajuvad Uhe-
aegselt.

2. Kahekordne integraal tdkestamata funktsioonist. 01-

gu xy-tasandil asetsevas piirkonnas D maaratud funktsioon
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f, mis on piirkonna D sisepunkti v6i rgapunkti PQ= (xQ,y0)
Umbruses tokestamata. Eraldame piirkonnast D osapiirkonna
, mis sisaldab punkti PQ ja mille diameeter on J1, nii
et Glejdénud osas Da = D\ux eksisteerib kahekordne inte-

graal
=55 ~(x,y)dxdy. (56)

Da

Vaatleme piirprotsessi w1 -»PQ, s.o. protsessi, kus piir-

kond u)x tdmbub kokku oma punktiks PQ, mida margime sum-
boliga A -O.
Kui eksisteerib I0plik piirvaartus

J = lip . 57
A 67)

mis ei sdltu piirkondade valikust, siis Oeldakse,* et
funktsioon f on integreeruv piirkonnas D ja arvu J nimeta-
takse funktsiooni f kahekordseks integraaliks ule piirkonna
D ja margitakse

Jj= 55f(x,y)dxd7 . (58)
D

Seejuures Oeldakse, et integraal (58) koonduh. Kuul juhul
oeldakse, et integraal (58) hajub.

Kui funktsioon f on tdkestamata piirkonnas D asetseval
joonel c, mille pindala on null, siis integraal (58) defi-
neeritakse analoogiliselt. Nimelt vGtame piirkonnas D min-
gi mddtuva osapiirkonna mis sisaldab joont c, kus J1
on suurim kaugustest joone c ja osapiirkonna u>x rajajoone

punktide vahel. Integraal (58) defineeritakse jalle valemi-
ga (57).

-135-



Teae=u4 . Kui f(x,y) * Opiirkonnas D, siis integraali
(58) koondavusefe arvake J on tarvilik ja piisav, et vahe-
aalt Uhe jada j4\n} korral,kas JIn-> O,o0leks jada {j"}
koondav arvaks J.

~eoreem 5» Kai funktsioonid f ja g on integreeruvad
igas aapiirkonnas ja

04f(x,y)4 g(x,y)

igas punktis F = (x,j)eD, siis integraali

J\g(x, y)dxdy (59)
D

koonduvusest jareldab integraali (58) koonduvas ja integ-
raali (58) hajuvusest integraali (59) hajavas*

Tokestamata funktsiooni integraali korral samuti defi-
neeritakse absolaatse koonduvuse mdiste, kusjuures samuti
kehtib teoreemile 5 analoogiline teoreem.

Tai&eti analoogiliselt paratule kahekordsele integraa-
lile defineeritakse paratud kolmekordsed integraalid. Ka
nende korral kehtivad teoreemid 1-5#

Haide 13« Arvutada kahekordne integraal

I _
Y (6 + 2%2+ Bb)2

kus D = H2.

Lahendusj. Integreerimispiirkonnaks on kogu xy-tasand.
St integraalialune funktsioon on pidev, siis integraalid
(51) eksisteerivad iga Dn korral. Valime

Dn s 2x2 ¢ 3% 4 n2).
Siis
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J :_%) dxcfr
a n (6 + 2x + 3y2)2

Viimase integraali arvutamiseks lehm® ile elliptilistele

polaarkoordinaatidele

X =~ aed
r
J = -ja sinip.
18
Saame
2m

-1 ( *p (- F",,*anl (w ¢<?=
n <6 ) v N7 7772 6 2 ) (6 + r2)

n
_Jer [ I I | IT ,1 1
-torrr 2!

leust piirprotseseis n-*00 saame

Bl
6 J6

Teoreemi 1 pohjal leitud J ongi otsitavaks integraa-
liksj sest integraalialune funktsioon on positiivne.
Naide 14« Arvutada integraal
J - .w -
-—- D f - «* - Y
kus D on rodpkilik |4x ¢ y14 1, Y|4 1~
Lahendus” Integraalialune funktsioon on positiivne ja
tokestamata sirgel 4x ¢ y= 1, s.o. sirgel
x s 1 ZJL'
(vt. joon. 23 ). Vaatleme osapiirkonda cD, mis on
piiratud sirgetega X = - = ja X = - - £-

ning y= =1, kus J1> Oon kullalt vaike arv. Selles piir-
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konnas B on integraalialune funktsioon tdkestatud. Arvu-
tusvalemi (4) jargi saame
\ a-7-ny/4
J ms 47 (5y_yy4 i rkrorgr
1 (1-y-A)/4
=-\ (dyp -4x-y
il
1
377\ O\ ““P Ndy*

Seega minnes piirile Integraalimdrgi all (vt. ptk»l, &,

teoreem 1), saame

J=1lim J =
>->m4-
-5 jvsdy =
-1
Ulesanded.
Arvutada jargmised paratud kahekordsed integraalid
vO0i veenduda nende hajuvuses.
566. Jj{exp(-x2 - y2)dxdyt kus D = R2
D
567. ))-"91 m- 5* kus D on xy-tasandi esimene veerand.

v <* ¢ D2 ¢2)
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568 kos D on xy-tasandi esimene TeE=
D *

rand.

*%69,r jjxy exp(-x~-y2)dxdy, kus D on xy-tasandi esimene Tee
D

rand.

570> j)E’b<I"iy ldxdy, kus D = R2

572. S 4 T/5» D = R2
; (1> 4x2 + 9y )?

575. dxdy , kus D = ((x.y): |2x-y |41, 0<yA4.l]|
V M- 2Xx ¢y

574.
[Vi e kus D m{<x,y): *2 * 724

575. jU.--.axay Krd »((x,y)t ~ +38*1)
D "6 - 2x - 3y

576. jjaxp(-x2 - y2) sinCx2 + y2)dxdy, kus D » R2
D

ST7.  j exp(-x2 - y2)cos(x2+ y2)dxdy, kus D BR2
0

578. exp(-y2)dxdy, kus D =j (x,y): Oix*y(<= < |
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579.

580.

581.

582*

583.

584*

585.

586t

kus D

AxyT2€"ysin ydxdy, kus D = |(x#y): 072xE£y<= < j
D

N In(x2 + y2)dxdy, kus D = jJ(X,y): X2 +y2 < a2j
D

N CTSN2 e dxdy, kus D = |(xty)* x2 + y2<a2l
D X +y

J) slgira.» dxdy, kusD=](x,y)* x"0, y>0]
D X +Y

\\ 2~ 2™«* kus D = {(x»): x2 +y2~1}
D +Y)

jd—n~272/5 , kus D = D = j(x,y) [IxI171, 1yil1}
D “y)

N - - dxdr, - (8BS d- J(xy): OiyaAxM1 |

D NI - )(x - y)

(C In sin(x - y)dxdy, kus D on piiratud sirgetega
D

v=0 y=x Jax =1
587. Toestada, et

Iim  \\ sin(x2 + y2)dxdy =
n - Dn
X , kui Dn =](x,y)s |Ix|£En, |yl™nj,

0 , kui Dn * J(X,y): x2 + y2~ 2JTnj.
588. Tdestada, et integraal

cos(x2 ¢ y2)dxdy,
b D
= R, on hajuv.
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589. Olgu
“(»Y)
Toestada, et kahekordne integraal
) Fx»y) <xdy
hajub, kui D = (x,y): x,y”*lj, kuid kordavad integraalid

oo Q) co [ete}
J dx j f(x,y)dy ja j dy § f(x,y)dx

koonduvad.
590. Tdoestada valem
rr(b) = r @+ b)s(a,h)
(a,b>0), tehes paratus integraalis

\\ e-x"7 > ya““ldxdy,
D

kus D on xy-tasandi esimene veerand, muutujate vahetuse
x = u(l -v), Y= uv.
591. Kasutades Ulesande 566 vastust, arvutada

Poissoni integraal

8

J exp(-x2)dx.
o

Milliste positiivsete parameetrite a,b ja a korral

koonduvad jargmised integraalid .

592: ((----- kus D = {(x,y): |x]a ¢ly|wil}
V Clx]a ¢1,1»)» N J

593 (( D * Ix]* +lylb™ 1)
U (Ix]* +]ylD)B
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594%* kas D =(sx»y)* Ixla+ lytb~1}

Ta-IxEo-lyl )
Arvutada jargmised paratud kolmekordsed integraalid

v0i veenduda nende hajuvuses.

595. \\\ ———&zaals— ,, , Ne t, s
>17( ¢x ¢7 +1)"2

596. (((_— &alaza=-——— kiS s , EJ
gxX ¢ + 4
597. U \-—-- xyaxayar tM B, a?

AL+ X2 ¢ T2+ 12)5

598. JAxp(-x2-y2 - z2)dxdydz, kus E =
E

dxdydz
599 A (x2 + T2 1 ,2)5 TKUS S *{(x"y>z:)!I2 ¢ 72 + 12>T}

600.  —m—mee—-
g xM+y*+2z -6z +9
E ={(x,yrz): x2 ¢ y2 ¢ (z - 3)2>1 } ~
601« ? : a m ke 8 OB
kera x2 ¢ y2 ¢ *2n7 -2
602, J2 j «2)dxd,d, t kus £ on wewm
g X1+ y* ¢ 1

X2 + y2 ¢ *24a2

603 % A ya y--3Ffidz 26» kus E = ((X,y,z)* X2+y2+z2" a2 )
K WX ¢ Y ¢ * n "
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6045 \\\ +y2 + 2y + 4 + *2)dxdyds, kus E on kera
E

X2 + (y + 2)2 + z2"™ a2
Milliste parameetri a vaartuste korral koondavad Jarg-

mised integraalid ja arvutada need.

605, ktte B = [0,1]J
g (xy 2)
606" ~ (X5 T /1 ur)n * *°E +J2 ¢ *2> 0
607, Hgs \175(9 oy o4 "za;ao kus E *((X,7,Z,):X2 + \2 ¢ 22<II/
6081 MK . . )& . kus K= {(x.y.s): x2*y2« 2tj
E

Milliste positiivsete parameetrite a,b ja c vdadrtuste
korral koonduvad jargmised paratud kolnekordsed integraa-

lid.

609. (((»«tgn<x2 ¢ J2 ¢ »2? dxdydz, te
Cx2 ¢ y2 +12)*

®* {(X,y,*)i 12 ®y2 +*2>"]j

610. dxdydt, kus
gl (x +y fz)

E = [(X,y,z): x2 +y2 + 72241}

, kus E on kera
611* dxdjdz

x2 fy2 + z2" 2
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612» jjj 1dxdydz, kus E on kera
g x +y ¢x)

X2 ¢ 32 + 2241

613. j((arccosb (x2 t f. * «2 7 2« 1?7, w8 BoOn kera
(X2 ¢ y* + x2 - 2z ¢ 1)a

X2 ¢ y2 ¢ x2™ 2z

614 M ~X|«™N|y|lb +],|<> > kus S =(<*e*e*>= |[x|*|lyl+I[*I>1}
645« - dxayd* a , tas E on koop [0,17?
IX +y - X



111.JOONINTEGRAALID
8 le Esimest liiki joonlIntegraal

Olga antud pidev ruumiline sirgestarjoon AB, kue A on

joone alguspunkt ja B joone 18pp-punkt (vt. joon. 24).
Joonel AB olgu mddratod  kolme

muutuja funktsioon
f(P) = f(x,y»*).

Jaotame joone AB osadeks punktide-
ga (is0,1f...,n), kus A* Pe ja
Ba p, . Saadud osakaarte Pi-1Pi
pikkused olgu s~ kusjuures kaare-
Joon.24 pikkust s” mdddame alati punktist
P ~ punkti P~ poole. lgal osakaarel PAP~ votame suvalise

pankti Q. ja moodustame summa
n

oan
i=1
Osakaarte maksimaalse pikkuse tahistame \ abil.
Arvu J nimetatakse funktsiooni f esimest liiki iooain-
tegraaliks (elik .loonIntegraallks kaare pikkuse jargi.) mododa
joont AB punktist A punkti Bja kirjutatakse
J * j f(x,y,s)ds, o
AB
kui iga arvu £ > Okorral leidub arvs > 0, et
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U - BKE # kui > CE,

sOltumata joone AB jaotamisviisist osadeks Ja punk-
tide valikust.

Kui eksisteerib joonintegraal (1), siis oOeldakse ka,
et funktsioon f on integreeruv joonel AB.

Joonintegraal (1) eksisteerib, kui funktsioon f on pi-
dev joonel AB ja joon AB on sile.

Kui joon AB asetseb xy-tasandil, siis joonlntegraali
(1) nimetatakse tasapinnaliseks. Tasapinnalise jooninte-
graali (1) korral vdib funktsioon T olla kahe auutu-

ja x ja y funktsioon. Sel korral vdime (1) asemel kirjutada

@

Tasapinnaliseks nimetatakse integraali (1) ka sel ju-
hul, kui joon AB on yz- véi zx-tasandil. Uldiselt, kui joon
AB on ruumiline, siis integraali (1) nimetatakse ruumi li-
seks joonintegraaliks. Sageli integraalis (1) ja (2) joont
AB margitakse Uhe tahega L, eriti kui joon on kinnine.

Esimest liiki joonlIntegraalide omadused. Joonintegraa-
lil (1) on jargmised omadused.

I. Kehtib vdrdus

AB BA
s.t. esimest liiki joonintegraal ei s6ltu joone AB labimise
suunast.

. Kui joon AB koosneb osadest AC ja CB ning funktsi-

oon f on pidev, siis



if(x,y,z)ds = ( f(x,y,z)ds + ( f(x,y,z)ds
AB AC CB

s.t. esiaest liiki joonintegraal on aditiivne*
I11. Kui funktsioonid f ja g on integreeruvad joonel
AB, siis (d = const)
a) j« f(x,y,z)ds =a J f(x,y,z)ds,
AB AB

b) ) If(x.y,2) + g(x,y,z)jds = j f(x,y,z)ds +
AB AB

+ J g(x,y,z)ds,
AB

s.t. esimest liiki joonintegraal on lineaarne.

Omadusi I - 111 kasutatakse joonintegraali (1) arvuta-
misel. Esimest liiki joonintegraali (1) korral kehtivad ka
tulejéanud Riemanni integraali omadused, naga monotoonsus,
absoluutne integreeruvus ja keskvaartusteoreem.

Esiaest liiki tasapinnalise .loonintegraalt arvutamine.
Kui joon AB on sile ja funktsioon f on pidev sellel joonel
AB, siis tasapinnaline joonintegraal (2) eksisteerib ja te-
ma arvutamiseks vdib kasutada jargmisi valemeid, mis taan-
davad joonintegraali (2) arvutamise teatava maaratud inte-
graali arvutamisele.

1) Kui joon AB on antud paraaeetriliste vlrranditega

x = x(t)
YV ->(*). ’
kas punktile A vastab parameeter o ja punktile Bparamee-

ter jp , siis
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\ f(x,y)ds = A F[x(t),y(t)]\Ir2 ¢ y2 dt. ®)
AB *

2) Kui joon AB on antud ilmutatud vOrrandiga
Y=Y, akx4b,

kus punktile A vaatab x = a ja punktile Bvastab x =bf

siis k
\ F(x,y)ds » j FOGLyOO)M + y»2 dx. (@)
AB a

3) Kui joon AB on antud ilmutatud vdrrandiga
X *x(y), c*y*d,
kus punktile A vastab y* cja punktile Bvastab Yy« d,

eii» d
\ f(x,y)ds * ( F(x(y),y) \IxE2 + 1 dy. )
AB C

4) Kui joon AB on antud ilmutamata kujul vlrrandiga
F(x,y) = 0, siis kasutame ilmutamata funktsiooni olemasolu
teoreemi (vt. Matemaatilise analiisi praktikum 111, vihik .
1, Tartu, 1974, Ik. 110, Teoreem 1). Kui selle teoreemi
tingimused on taidetud, siis saame avaldada joone vorrandi
ilmutatud kujul y = y(x) vbi x = x(y) ning leida tuletise
y*(x) vdi x*(y) ja kasutada arvutusvalemit (4) voi (5).Sel
korral vdib joone voOrrandi esitada ka parameetrilisel kujul
ja kasutada arvutusvalemit (3).

5) Kui joon AB on antud polaarkoordinaatides vdrrandi-
ga

r = r(vp), cu L241R,
kas punkt 4A vastfc 9 = a ja punktile Bvaatab ) = &
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siis

Eslaest liiki ruumilise .loonintegraali arvutamine. Kui
joon AB on sile ja funktsioon f on pidov sellel joonol AB,
siis joonintegraal (1) eksisteerib ja tema  arvutamiseks
vOib kasutada jargmisi valemeid, mis taandavad joeninteg-
raali (1) arvutamise teatava maaratud integraali arvutami-
sele.

6) Kui joon AB on antud parameotriliste vdrranditega

x»x(), Y=y, s>*1, d 4t40,
kus punktile A vastab t = < ja punktile Bvastab t=173,

7) Kui joon AB on antud ilmutatud kujul vérranditega

kus punktile A vastab x * a ja punktile Bvastab X = b,
ei<c>

1 ¢y2 + «2dx. (8)

8) Kui joon AB on antud ilmutamata kujul voérrandisus-
teemiga
F(x,y,s) =0
G(x,y,e) » 0,

siie kasutame voOrrandisisteemiga mddratud ilmutamata funkt«



siooni olemasolu teoreemi (Matemaatilise analilsi praktikum
111, vihik 1, Tartu, 1974, Ik. 124, Teoreem 1). Kui selle
teoreemi tingimused on t&idetud, siis saame leida joone vdr-
randi ilmutatud kujul
Y=y, z = 2(x)

ning leida tuletised y"(x) ja z Ax) ja kasutada arvutusvale-
mit (8). Sel korral vdib joone vdrrandi esitada ka parameet-
rilisel kujul ja kasutada arvutusvalemit (7)«

9) Kui joon L = AB on Kkinnine, s.t. A= B siis joo
integraali (1) ja (2) arvutamisel vdib integreerimistee al-
guspunktiks votta joone iga punkti.

Nédide 1. Arvutada joonintegraal

J Bj xy ds,
L

moéoda xy-tasandil olevat kinnist joont L, mille moodustavad

koordinaatteljed ja esimeses veerandis asetseva ellipsi
2 2

a tr
kaar.
Lahendus”™ Antud joon on esitatud joonisel 25. Integraa-
li aditiivsuse omaduse pbhjal vdime

kirj utada

OA AB BO OA AB OB
Et modda 1diku OA on y= O ja mddda
OB on x = O, siis joonintegraali de-

finitsioonist nahtub, et
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) xy ds = j xy ds s 0,
OA 0B

seega

J = J xy ds.
AB

Viimase integraali arvutamiseks kasutame valemit (3)« Para-
metriseerides ellipsi vOrrandi, saame

X = acos t

AB: ] t6 [o, Jv/2],

v =b sin t,
kus punktile A= (a,0) vastab t = 0 ja punktile B& (0,b)
vastab t = 7/2. Seega eeldused valemi (3) kasutamiseks on

taidetud ja valemi (3) pohjal saame
5}2 -

J= \Nacost b sin t\ja2sin2t ¢ b2cos2t dt *
o
ir/2
=2b ( sln a2 1-s-.428?* + B I -t-SSS2* dt.
2 0 -2 2
Teeme muutujate vahetuse u = cos 2t, siis du = -2sin 2t dt,
ja saame
a2 I~_a + b2 du *
&+, H j—fi u du =
2 - a2 3/2
4 b2 -2 3 ]
= Sb 1. (3 _a3) ,ab a.t,aw,b,#
3 b -a 3 a+b
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Intad integraali vOib arvutada ka valeni (4) jargi. Di-
ferentseerides ellipsi vorrandit x jargi lugedes vy = y(x),

Saane

kust

Yz o ta
a y

Siin vOine eeldada, et y” 0, sest sellega kdrvaldame joo-
nest AB vaid Uhe punkti, ais ei nGjusta integraali.Valemis-
\IL **"2 -\ 1 ¢£;1 *;:27p|»V ebV *

12 (1 - £8) ¢ b4x2 =
b v o\ (2- 12)%2

Nuid valeni (4) p6hjal saane
a
J ;a5 j x\| a4 + (b2 - a2)x2 dx

jVa4 4 (b2 - a2)*2 dCx2)

ng b2"’:— 2 3|\_1 a* + (b2 - a2)x?]

7]

b -1, o33 _
b2 - ? o0& aﬁ”

ab & + ab + b2
3 Ma+b

wl
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Halde 2. Arvutada joonintegraal

J* (N\jx2 - y2 de
L

sooda lemniskaadi
(X2 +y2)2 = a2(x2 - y2)
osa, kus x 0.
Lahenduss1 Kasutame arvutusvalemit (6). Selleks l&heme

joone vorrandis Ule polaarkoordinaatidele. Siis, arvestades,

et x>/0, joone vdrrand on
r2 » a2 cos 2 , ®€ [- J]1,

Diferentseerides viimast vorrandit ch Jargi, saame
2rr = -2a2sin2ip, r * - ~ sin2d
ning

I"2 +'I12: I_Zoaﬁ'( Si’nzqu =
r

—ij (r4 £ a4sin2 2vf) = -"(ad4cos2 2 ¢ & ad4sin2 2¢)=
r r

a4
= I*
Seega valemi (6) pdhjal,arvestades lemniskaadi vorrandit,

Saame

j= fx X252 g5 = V rcosip re a2 dgo = aTj I'2COBdeCb=

L -K/74
m7/4 - ~ 4
= an J coB2docoschd = a* ) @E3P + cos ip)d b=
-A/4 0
/4
- + BlINd) I M efp =2 J5.
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Nadide 5. Arvutada integraal
J =] z* ds,
L

kus L on silindri x2 + y2 = 2x ja poolsfadri z = VV-x2-y2

loikejoon (vt, joonis 26).
Lahendus”™. Kasutame arvutusvalemit (7). Leiame joone L
parameetrilieed vdrrandid. Saame x2 - 2x + y2 =0, ehk
(x - 1)2 + y2 a 1, Seega

vottes x - 1= cos t"saa-

X a le+ cos t

yvS sin t te L=2X>

Et Idikejoon on 2x + 22=
a4, siis *

Z2 a4 -2xad- 2(1 +cos t) a2(l - cos t) = 4sin2(t/2X
Seega joone L parameetrilisteks vdrranditeks on

X =1+ cos t

ya sin t e[o,2ir].
z a 2 sin
Arvutame
X a -sin t, yacos t, Za cosS
ja

X2 + y2 ¢ z2 a sin2t + cos2t + CO0S2(t/2) a 1 + cos2(t/2).

Valemi (7) po6hjal saame ntld
2n

/’SSin3 I \l 1 +o00s2 xxdt a
o
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= - 16j (1—(1]52‘)g77c002ld(1:el*

o
1 [ S —— 1 _
.16 j (1 - ea)s/l ¢ u2 du =J2 ( (1@ . a2)J1 , a2 d,,.
-1 o

edasi vOttes u = shv, saame du = ch v dv ja tahistades

arsh1l = b leiame

b
J m32 j (1 - eh2v)ch2v dv = 32 { (ch™v - J sh2 2v)dv
(@] o

«32 W F - fr-J£hj~1)dv .

= 32( v +1 sh 2v -~ sh 4v)

32(] b +J sh 2b - j2 sh 4b).

Et sh b =1, slis ch b = y/Fja sh 2b = 27*2. Edasl ch 2b =
=7"1+8 =3 ja sh 4b = 2«2 \)T-3 = 12 {r. Seega

J = 32(|b+ A\/2 - jj 1272)= 42 + 20b = 4A/2 ¢ 20In(L +\2).

Nédide 4« Arvutada joonintegraal

J = N x2ds,
L

ltus L on ringjoon, mis on mdaratud slisteemiga
[x2 + y2 + s2 = R2
X +y+ z=0.
Lahendus”™ Kasutame arvutusvalemit (8). Selleks on va-
ja leida fanktsioonide y=y(x) ja z = a(x) tuletised.Vor-

randsiusteemiga maaratud ilmutamata funktsioonide tuletiste
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leidmise eeskirja kohaselt (vt* Matemaatilise analilsi prak-
tikum 111, vihik 1, Tartu, 1974, Ik. 124) diferentseerime
slisteemi molemat vdrrandit x jargi, lugedes y~ y(x) ja z s
3 z(x). Siis saame tuletiste y" ja z" mddramiseks susteemi
2x ¢ 2yy T+ 2zz" =0
1+ y" o+ z7=0
ehk
yy* + zz" = -X
y* + z" * -1,

kust leiame

zZ - X
b V- 0
Asendamiseks valemisse (8) arvutame juurealuse avaldise.

Saame

1 7.2+ ,.2 .n+ (5"*2 + ,

W(x2 + y2 + 22 - Xy - yz - X2).
~-2)"

TOstes ruutu silisteemi teise vdrrandi, leiame
X2 +y2 ¢ z2 + 2(Xy + yz ¢ xz) KO,
kust silisteemi esimese voOrrandi pdhjal

-Xy - yz - xz = R2/2,

Seega
1 +y»2 + 2»2 a-—2—- (R +1jj2) a "2 -
- 2)2 * - 2)Z
kust
u|l. 2 . - "

Sae. dd a/aldises tuleb vesi aaendside jy - z | integree- *
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rimismuutuja x kaudu. Sisteemi teise vorrandi pdhjal
Y- z»2y +xf*t
ja seega
\]1 vy 2’2 = H3l 5«

Muutuja yasendamiseks kasutame niid eespool saadud aval-
dist

-xy - (x +y)a a R/2.
Et z a -(x ¢ y), siis

-xy + (x y)2 = H2/2
ehk

y2 + xy + x2 - R2/2 = 0.
Lahendades selle ruutvdrrandi y suhtes, saame

Y* J(-x +\] 2R2 - 3x2),
kust

2y + X * &£sj 2R2 - 3x2.
Et viimases avaldises peab olema 2R2 - 3x2¥0, siis integ-
reerimise jadeks saame aa -c ja b ac t kus
c = R\j~2/3.

Viimasest avaldisest samuti naeme» et peame arvestama kalb-
te kdverat, sest juure ees on midrk == Et integraali all esi-
neb vaid 12y + x|, siis integraalialnsed avaldised langevad
kokku ja seepdrast piisab votta integraal kahekordselt ile

18igu £-c,c] . Seega

C o c -
J a2RJ3 _.jd-fe-g = 4R x2 _ - 4R 12a*
A )(chg TUg '(.I2p2 2 J(

Tee nuutuja vahetuse x acsin t, siis dx accos t dt
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-
= 2Rc2 ( (@ - cos 2t)dt = Rc2tt =

. o
Ulesande lahendamiseks vdib kasutada ka valemit (?)e
Selleks leiame integreerimistee L parameetrillsed vdrran-
did. Eespool saime, et
2y = -Xx £\J2R2 - 3R s -Xx *J3\] 2 - =#.
Valime parameetriks t ja vdtame

X = ccos t.

Siis
v=-1 (cos tT sin t),
da
z=-(x+y) =-c(cos t-£ cos t =+ sin t).
Seega saame ringjoone L parameetrillsed vdrrandid kahel

jargmisel kujul:

X = ccos t

v=-£(cos t 7 JJ sin t)

- Sy(co8 t = sin t),

z

kus te [0O,2TT).
Arvutame asendamiseks vajalikud suurused; saame

X = -c sin t, y="(sin T =\B8 cos t)f

z = j(sin t ~ ~3 cos t),

kust



TN e Nsin2t + 2sin2t + 2*j5cos2t) * ~c2 = R2.

Seega
2ir 2jt
J = j c2cos2t Kdt = ~Rc2 j (1 + cos 2t)dt =
o o

=1tRc2 = JTTR5.

Ulesanded.
Arvutada jargmised esimest liiki joonintegraalid moo-

da antud joont AB voOi L.

616* \ HAy» AB« y=Jx - 2, A= (0,-2), B= (4,0)
AB

617. j de, AB: y= -2x —1, A = (0,-1), B = (1,-3)

618: 5 ~., ABI x =2y +3, A= (5,0), B= (5,1)

AB
( IX = cos t n
619* ) xy ds, AB: i (0~ti-=y A=(1,0), B=(0,1)
AB Yy = ein t,
/ xBlC - sin t)
620. ) Wda, L: 1 o(t4 2T
£ [y=a(l - cos t),

x = a(t - sin t)
621. " yds, L: 04 t4 *
L y=a(l - cos t),

622. P (x +y)ds, L: r2 = a2cos Ab, - -4 b i3
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623» J (x - y)ds, L: racos\, 0O H |
L

0 X « COB t ¢ t Bin t
tr + j* de, L: 04 t4237

[W=sin t - t COS tr

6251 ) ¥ds, kus L on parabooli y2 = 6x kaar,

ais on eral-
datud parabooliga x2 = 6y

h A= (0,0), B= (1,0) ja C= (0,1)

628. ~ xy ds, kui L on ristkialiku ABCD kontuur, Kkus

L A= (0,0), B= (4,0)* C= (4,2) ja D = (0,2)
629t \ xy ds, kus L on ruutjoon |x] ¢ |y] =1

L
630. A

kui L on aheljoone y= a ch ™ osa, kus

an yd4a JT

Kasutades arvutusvalemit (3) arvutada jargmised joon-
integraalid.

L

Ls x2 o )} = ax
L
L
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634* 5 xy de, L: x2 - y2 = a2, aax £ echl
L

635* A~ xy ds, Ls s 1
L * b
Kasutades arvutusvalemit (6) arvutada jargmised joon-

integraalid.

636, exp\J x2 ¢ y2 ds, L* x2 ¢ y2 = a2

637* " arctan ~ de, kui L on irchimedese spiraali n 2<P

L osa, kae O<r <mT

638* j lylds, kai L on lemniskaat (x2 + y2)2 = a"™(x2 - y2)
L

639« ) x ds, kui L on logaritmilise spiraali r = a exp(Sip)
L osa, mis asetseb ringis r4a
Kasutades arvutusvalemit (7) voi (8) arvutada jJéarg-

mised joonintegraalid modda ruumilist joont Jjj.

640, " -S mt kus L on kruvijoone x * acos t,y = asint,

Tr ¢TI .
z = at esimene keerd

641, J (X2 ¢ y2 + z2)ds, kus L on kruvijoone x s a cos t,
L Y= a sin t, z = bt esimene keerd

642, " (x + y)ds, kui L on joone x = t, y= 3t2/fe, z = t5
L osa, kus 0~ tO

643. ~ z ds, kus L on koonilise kruvijoone X = t cos t,
L



yv=1tsint, z =t osa, kus O4t 4\]2

644. N (2z -\Jx2 ¢ y2)ds, kas L on koonilise kruvijoone
L
X =tcos t, y=tsint, z =t esimene keerd

645t ) z"ds, kas L on silindri x2 + y2 = ax ja poolsfaari
L

z =\Ja2 - x2 - y2 ldikejoon

646*. $ > de » kuB L on ringdooae X2 * y2 ¢ z2 = R2,
L

X2 ¢ y2 =R2/4 osa, mis asetseb esimeses cdktandis

647* \ (x + y)ds, kus L on ringjoone X2 +y2 + 22 = B2,
L
g Y= X osa. mis asetseb esimeses oktandis
648. ~doy2 ¢ z2 ds, kus L on ringjoon x2 ¢ y2 + z2 = R2,
L
Y =X

649» ) z de, kus L on kOvera x2 ¢ y2 = z2, y2 = ax kaar
L

punktist (0,0,0) kuni punktini (a,a, a"2).

82. Esimest liiki .loonIntegraali rakendused
1. Olgu funktsioon f(x,y) >0 maaratud xy-tasandil aset
seval siledal joonel AB. Esimest liiki tasapinnaline joonln-
tegraal (2) geomeetriliselt tdhendab joonisel 27 kujutatud
vertikaalse silinderpinna ABCD pindala SABUK, mille alumi-

seks servaks on joon AB ja lUlemiseks servaks funktsiooni f
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f(x,y)ds.

ZA
Joon.28
2. Olgu joonisel 28 antud joon AB sile. Siis tema
pikkus Bgpon arvutatav valemiga
e3 j ds. 00)

AB

Kui joon AB asetseb xy-tasandil, siis valem (10) on
erijuht valemist (9), kus f(x,y) = 1.

5. Olgu sileda joone AB joontihedus j? (Xx,y,z) pidev.

Siis selle joone AB mass ¥4 o0n arvutatav valemiga

aAB = \ 0(xfy,z)ds. (11)
AB

4. Olgu sileda joone AB joontihedus p(x,y,z) pidev.

Siis selle joone AB raskuskeskme

C- (Xa, yc, zq)

koordinaadid on arvutatavad valemitega



) X <j>(x,y,z)ds
AB

XC

vos Il o\ yf(x,y,*)ds
AB

1 A

i \ zM(xfyta)ds

AB

.*c=

lces me mAB«

Hilde 5« Leida vertikaale« elllnderpinna pindala
mille alumine serv asetseb xy-tasandil ja llemine serv
joon

j Z = \j2X - 4x2.
Lahendue_, Kasutame valemit (9)« Leiame joone AB

peab olema 2x - 4x2>0, siis 0<:X~"1/2. Seega

12

on

Et

AB: y2 = 2x, x€[o;J]#

Et z ei sdltu muutujast

Y ja joon AB on silimmeetri-

line x-telje suhtes,

vaadeldav sllinderplnd

sils

on

stimmeetriline x-telje suh-

tes (vt. joon. 29). Seega

valemi (9) kohaselt

S * 2 \ \|2x - ax2 ds.
0B

Viisi: ae integraali arvutamiseks kasutame valemit (4).
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Selleks <y_ferentseerime joone AB vérrandit, saame 2yy" = 2
kost

y. ,1
J 7
da
1 +ym»=1+-2 =1+ 2,
- 2X
Seega valemi (4) kohaselt
1/2
S =2 j \j2x - 4x2\]l ¢~ dx
o
1/2
=2 J \|I - ™2 dx.
o
Mootoja vahetas 2x = sin t annab
x/2
S = J |Jcos t]jcos t dt s
o
Aa/72
= N o0e tdt =
o

Vaadeldava integraali vOime arvutada ka valemi (5)

abil. Selleks votame

ABxxs”™y2, Y€[-1,1],

saame

S=2 j Ny2 - y4 ds.
0B

Et x* =1y, siis
1 +x*2=1+y2
ja valemi (5) kohaselt
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1 -
S X2 ANjy2 - ya\]l + y2 dy =

0
1

-2 \ JyI\l “°M dy.
(@]

Muutuja vahetus y” = t annab

s=  yZ dtsjj tV2(@ - tVv2 dt =

1 0
1M1 3n 1) 1 o_2/v
282» 2} =2 - f\oy—-5 r ¢ =

a_
—I__

Ulesanded.
Arvutada jargmiste vertikaalsete silinderpindade pind-
alad, mille alumised servad asuvad xy-tasandil ja ulemised
servad on médratud antud joontega.

650. y2 =x, z=\x(1 - 4x)

651. X2 + 32 =4, 2z = x2 +4

652. 9y2 = 4(x - 1)3, z +\|x = 2
653. X2 +y2 =1, 2z = xy

654. 8y =3x2,x =0, z=X, Y=6
655» Y=\[S, z=y, 9x =8

656, Leida silinderpinna y= x osa pindala, mis asub
tasandite x « 1, x =2 ja z = x + yvahel.

657, Leida silinderpinna ); = 2x pindala, mis asub si-
lindri z2 = 2x - 4X2 sees.

658, Leida silinderpinna x2 + ); = 2x selle osa pind-
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ala, als asub kera x2 ¢ y2 ¢ z2 * 4 sees.

Leida jargmiste kaarte pikkused.
659. y2 =x3, xel[o#5]
660, wYS$chx, x€[o,l]

661. IX = In(t - 1) -
AN . ts[27 - * 1]

662, r =e*, <qot]
663. r s2sin?( t/3)

664. y2 = 4x
M6 [0,€]
L2X =1Iny,

665. Ys 1 - Incos x, xB[o, A/4]

666x (-1 + exp 2x)e2y = 1 + exp 2> x€[1,2]
Leida jargmiste ruumiliste kdverate pikkused punktide
A ja Bvabel,

667. x = 3t
y=3t2 A= (0,0,0), B= (3,3,2)
z = 2t3,
668. s 4arcsin(x/4
s aresint/® - A= 0,00, B=@3.2,1)
Tru
X - = 3(X +
669. ( Py) P ( py) A= (0,0,0), B= (1,2,3)
8(X - >2) =9z,
670. X ¢\ =z
A= (0,0,,0), B= (1,2,1)
Y= Xtan zy

> + 72 =4
671 ¥ A=(2,0,0), B-(1,1"3)
\Jx2 + y2 ch arctan(y/x) = 2,
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Leida jargmiste kdverate mass antud  joontiheduse
~N(X,Y,z) korral.
672. fx = 2cos t
Y= sin

673. X = In(1 + t2) letorts o =
'y - -« e2arctan {FLO-H POV

674. 2y = X2, XO][12], f(x,y) =ylx
fx.y)

te[oRjil , j>(xy) = ™M

675. *2 + X" ml, *>0, y*0, .f(x,y) =xy
676. Y= fth X, X€[0fI],
fl,  kui x =0,
Hly, kui x€(0,13
677. X = 6t

673. X = COS t
yvasint teod]ly ~X,vy,z) =1 22
=\3t,
679. x 3 etcos t
y=e€sint t€[o,In 2],

Z = €%,

f(X,y,z) on igas punktis podrdvoérdeline selle punkti po-
laarraadiuse ruuduga ning $(1,0,1) =1

Leida jargmiste homogeensete kaarte raskuskeskme koor-

dinaadid.
680. fx st-sint -
te[0,ir
¥s 1l - cos t,
681. ¢\y=2, xe[o,4]
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682. M = X8 - X
683. wy=chx xe[-1,1]
X =ftcos t
684. -y=Xsint bE[®xi
2 = 2t,
685. Leida kruvijoone
X s cos t
y a sin t te[o,3r]
Z = t,
mille joontihedus on ~(xtyfz) =y raskuskeskme koordinaa-
did.
686. Leida Kkruvijoone

X = —%;cos t -
Y=j sint tefo.x"]
z=2" b>
mille joontihedus on <j>(X,y,z) = 2z, raskuskeskme koordi-

naadid .

8§3* Teist liiki .loonlntegraalid
Olgu antud pidev ruumiline sirgestuv joon AB, kus A on
joone alguspunkt ja B joone lopp-punkt (vt. joon. 30). Joo-
B,/® nel AB olgu méaratud kolme muutuja

funktsioon
f(P) = f(x,v,B)r

Jaotame joone AB osadeks punktidega
NOPA a (XY™ ~0,1,...,n), kus Aa

eﬂDOja B-= P,n. lga saadud osakaarel
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= Pj~Pi votame suvalise punkti ja noodustane MA
n

= H *(<*~k)* *I»
i=1
kus XN = xN - xi-l.
Sisuliselt  JIx~ kujutab endast joone osakaar® pro-
jektsiooni x-teljele, s.o.
JIx+= poet
Olgu

A= max A X, .
1£i™n 1

Arvu J nimetataks® funktsiooni f teist liiki joonInte-
graallks (ehk joonintegraalifcs kaare projektsioonide jargi
x-teljele) mdéoda joont AB punktist A punkti Bja kirjuta-
takse

J = ~ f(x,y,z)dx, (13)
AB

kui iga arvu £>0 korral leidub arv $>0, et
b -crl<£ , kui \< §,
sOltumata joone AB jaotamisviisist osadeks ©" ja  punktide
valikust.

Moodustades summad
n n

a= i f(Qi>Ayi* ""<€i,
me vGime samal viisil defineerida veel kaks teist liiki
joonintegraal!, nimelt kaar©O projektsioonid® jargi y-telje-
10 ja z-teljele, s.o. integraalid

J= j f(x,y,2)dy a9
AB

da
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J s j f(x,y,z)dz. 05)
AB

Integraale (13), (14) ja (15) nimetatakse ka jooninteg-
raalideks koordinaatide jargi«
Olgu joonel AB antud kolm funktsiooni P s P(x,y,2),
Q = Q(x,y,2) ja R = R(X,y,z) ning eksisteerigu integraalid
\ P(x,y,z2)dx, \ Q(x,y,z)dy, \ R(X,y,z)dz. (16)
AB AB AB
Joonintegraalide (16) summat nimetatakse uldiseks

teist liiki .ioonintegraaliks ja margitakse simboliga

j Pdx ¢ Qdy + Rdz. an
AB
Seega
JPdx ¢ Qdy + Rdz = jP(x,y,z)dx + J Q(x,y,z)dy +
AB AB AB
+ j R(x,y,z)dz. (18)
AB
Suurust
Pdx + Qdy + Rdz 19

integraalis (17) nimetatakse integraalialuseks avaldiseks«

Kui joon AB asetseb xy-tasandil, siis joonintegraale
(13), (14), (@5) ja (A7) nimetatakse tasapinnalisteks. Ta-
sapinnalise teist liiki joonintegraali korral vdib integ-
raalialune funktsioon olla vaid kahe muutuja x ja y funkt-
sioon. Sel korral integraalid 03)» (14) ja (17) esituvad

vastavalt kujul
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5 f(x,y)dx, j f(x,y)dy, P Pdx + Qdy, (20)
AB AB AB

kas

) Pdx + Qdy = J Pdx + ~ Qdy . (@A)
AB " AB AB

Tasapinnalisteks nimetatakse integraale (13), (14), (15
(17) ka sel jahal, kai joon AB on yz- vOi zx-tasandil. Ul-
diselt, kui joon AB on ruumiline joon, siis integraale (13),
(14), (15) ja (17) nimetatakse ruunlllsteks janintegraali-
deks* Sageli integraalides (13)» (14), (15 ja (17) joont
AB mérgitakse Uhe t&hega L, eriti kui joon on Kinnine.

Teist liiki joonlntegraalide omadused. Joonintegraalil
(13) on jargmised omadused (samad omadused on ka integraali-
del (14), (15 ja (17))-

I Kehtib vordus
N f(x,y,z)dx = - ~f(x,y,z)dx,
BA - AB
s.t, teist liiki joonintegraal muudab marki joone AB l&bi-
missuuna muutmisel vastupidiseks.
Il Kui sile joon AB koosneb osadest AC ja CB ning
funktsioon f on pidev joonel AB, siis
j f(x,y,z2)dx = j f(x,y,z)dx ¢ j f(x,y,z)dx,
AB AC CB
s.t. teist liiki joonintegraal on aditiivne.
IDH Kui funktsioonid f ja g on pidevad siledal joonel
AB, siis (= const)
- a ( *gf,y,2)dx = o« f(x,y,z)dx,
AE AB
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b) ~f(x,y,z) + g(x,y,z)]Jdx = ( f(x,y,z)dx ¢
AB AB

¢\ g(x,y,z)dx,
AB
e*t* teist liiki joonintegraal on lineaarne.
IV. Kui joon AB on risti x-teljega, siis

§J f(x,y,z)dx = 0.
AB

Kui joon AB on risti y-teljega, siis

Jj f(x,y,z)dy = 0,
AB

ja kui joon AB on risti z-teljega, siis

j f(x,y,z)dz = 0.
AB

Omadusi 1 - IV kasutatakse teist liiki joonintegraa-
lide arvutamisel.

Teist liiki joonintegraalide korral kehtivad ka ule-
jaanud Riemanni integraali omadused, nagu monotoonsus, ab-
soluutne integreeruvas ja keskvaartusteoreem.

Teist liiki tasapinnalise .joonIntegraali arvutamine»
Kui joon AB on sile ja funktsioon f on pidev joonel ABt
siis tasapinnalised joonintegraalid (20) eksisteerivad ja
nende arvutamiseks vGib kasutada jargmisi valemeid, mis
taandavad joonintegraalide arvutamise teatavate méaratud
integraalide arvutamisele.

1) Kui joon AB on antud parameetriliste vlrranditega

x = x(t)
Y=y,

trRt
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kas punktile A vastab t =<* ja punktile Bvastab t=/3, siis

y.n
N F(xGy)dx = (CFIx(E),y(D] x* (B)dt, ¢2))
AB 4y
N (X, y)dy = A FIx(E),y(D]y*(Ddt. @3)
AB *

2) Kui joon AB on antud ilmutatud vérrandiga
Y=y(x), a”x”b,
kus punktile A vastab x = a ja punktile Bvastab x = b, siis
§ foayax = Prixycolox. @)

N. AB a
3) Kui joon AB on antud ilmutatud vdrrandiga

x =x(y), c”y”d,
kus punktile A vastab y= c:jadpunktile Bvastab y= d,siis
N F(Gy)dy = (FIx(y),yldy. )
AB C

4) Kui joon AB on antud ilmutamata kujul vdrrandiga
F(x,y) = 0, siis toimime analoogiliselt nagu esimest liiki
tasapinnalise joonintegraali arvutamisel (vt. Ik." 148,
punkt 4)).

Teist liiki ruumilise jooninteKraali arvutamine» Kui
joon AB on sile ja funktsioon f on pidev joonel AB, siis
joonintegraalid (13), (14), (5) ja (17) eksisteerivad ja
nende arvutamiseks vdib kasutada jargmisi valemeid, ais
taandavad joonintegraalide arvutamise teatavate maaratud in-
tegraalide arvutamisele.

5) Kui joon AB on antud parameetrilist0® v6rranditegay

X =x(), y=y(®), 2= z(1), X<t< p ,
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kus punktile A vastab t = « ja punktile Bvastab t=0Rt

siis
5 = \ fLi(),y(1),s(t)]3t4t)dt, (26;
miB o«
5 ~xGy,zydy = § FIx(®),y(0),z(D)]y* (Ddt, (27;
\ f(x,y,z)dz = ? f[x(t),y(t),z(t)] z (t)dt. (28)
AB i
6) Kui joon AB on antud ilmutatud kujul vdrranditega
Y=y
a~x”™b,
z = 209,

kus punktile A vastab x = a ja punktile Bvastab x * b, siis
minnakse tle parameetrilisele kujule
X = X
b %
z

y(x) axx<b
z(x)t

ja valemist (26) saame
J f(x,y,2)dx = ( F[x,y(xX),z(x)]dx. )
AB a
Analoogiliselt toimitakse ka juhul, kui joon AB on min-

gis Idigus antud vdrranditega

= 2
x = x(y)
VOl
Ix =x(@)
ly = y(@)-

7) Kui joon AB on antud ilmutamata kujul vdrrandisis-
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teemiga

fp(x,y,z) =0

16(x,y,z) =0,
siis toimime analoogiliselt naga esimest liiki ruaailise
joonintegraal! arvutamisel (vt. lk. 149« Pm kt 8)).

8) Kui joon L = AB on kinnine, s.t. A= B siis joon-
integraalide (13)» (14) ja (15) arvutamisel vSio integree-
rimistee alguspunktiks vdtta joone iga punkti.

Joonintegraal! arvutamine Green! valemi abil. Kui
funktsioonid P = P(x,y) ja Q = Q(X,y) ning nende osatuleti-
sed PJ:ja . on pidevad kinnises piirkonnas D, mille raja-
joon L on ositi sile, siis kehtib valem

J Pdx + Qdy = - Py)dxdy, (30)
L D

kus joonintegraal vdetakse mddda rajajoont L  positiivses
suunas, s.o. suunas, milles médda joont L liikudes piir-
kond D jaab vasakule.

Valemit (30) nimetatakse Greeni valemiks. Tema abil
vOib mddda kinnist joont vdetud teist liiki tasapinnalise
joonintegraal! arvutamise taandada teatava kahekordse in-
tegraali arvutamisele.

Naide 6. Arvutada joonintegraal

J =] @2 +y)dx + xdy,
L
kus joon L = ABCA on moodustatud kolmnurga ABC kulgedest,
kus A= (0,0), B= (1,0) ja C= (0,2). *
Lahendus” Integreerimlstee L on kujutatud joonisel 31~



les infcegreerimistee L l&bimissuund on margitud nooltega*
Siin on otstarbekohane jagada
integreerimistee kolme  oss*
vastavalt kolmnurga kulgedele.
Siis aditiivsuse omaduse pdh-
jal saame

JE\A\*F\*
B B CA
Arvutame niid iga Integraali eraldi.

Arvutame koigepealt integraali mooda 16iku AB, mille
vorrand on y= 0, kus 0"x~1. Et 10ik AB on risti y-tel-
jega, siis omaduse 1V p6hjal on

J xdy =0.
AB
Kasutades niid vordust (21) ja arvutusvalemit (24), saame

§ (2>x00 y)dx ¢ xdy QZ:I) §/(3xa + y)dx J( xdy U!V)

AB AB AB
ey 1
= \ @2 +ydx = (3xcdx = 1.
AB o
Analoogiliselt moéda 10iku CA, mille vorrand on x=0,
kus 2>y>0, saame omaduse IV, vdrduse (21) ja arvutusva-
lemi (25) pdhjal, et

21
v (3x2 + y)dx + xdy & *) ) (3x2°¢ y)dx wm) xdy
CA CA

| 25) 9
(\:I) S xdy (=) \ Ody ao0.
CA 2

Arvutame 18puks integraali modda 18iku BC, mille
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virrand on y* -2x< ¢ 2, k1> >x*Q Lugedes muutuja >xpa-
rameetriks, vOime 10igu BCparameetrilised vorrandid esi-
tada kujul

Siis valemite (22) ja (23) pdhjal, saame

BC BC BC
o o
=N 3R - 2x ¢ 2)dx + j x(-2)dx =
1 1
o
1 v

Viimase integraali arvutamiseks oleks vdinud kasutada ka
valemeid (24) ja (25).
Kokkuvottes oleme saanud
J=1+0-1=0.
Naide 7» Arvutada joonintegraal

L
kui joon L on poolsfdari z =\j4 - x2 - y2 ja silindri
x2 + y2 = 2x ldikejoon, mis labitakse kellaosuti liikumi-
sele vastupidises suunas, kui vaadata x-telje positiivse
osa poolt kohast, kus x >2.

Lahendus”™ Joon L on kujutatud joonisel 26. Tema pa-
rameetri li.sed vorrandid on antud ndites 3* Kui parameeter
t kasvab loigus Fozs{} siis margitud kohast x-teljel vaa-
dates liigub joone punkt (x,y,z) kellaosuti liikumisele
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vastupidises suunas* Seega vOime vitta

X = (1 ¢ eost) = 2cos2

y3sint
= 2 sin t €[o,2n]
leust
Xx= -sin t, y=cos t, z - cos(t/2).
Seega vdine kasutada arvutusvalemeid (26), (27) ja (28)

Saame
18 2 / 2 , 2 26-28
J (J fydx+j zdj+JIxdi ( :)
L L L

2n 2N

= ( sin2t(-sin t)dt + 4 ~ sin® ~ cos t dt +
o o

*
 Cacos™ ¥ cos 4 at.

0
Et esimeses ja kolmandas integraalis on sin t ja cos(t/2)
paaritus astmes ja need integraalid on vdetud iGle 16igu
[0,2jc], siis nad vorduvad nulliga. Seega

2tc 2u
J=4\ sin2”2~cosMt s2 ( (@ - cos t)cos t dt =
o o
2 2K
=-2 j cos2tdt s - j (1 + cos 2t)dt = -2 K.
J1 N
Ulesanded.

Arvutada jargmised teist liiki joonintegraalid mbédda
antud joont AB.
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687* ~ xy dx, AB: y=sinx, A « (0,0), B= (® *0)

AB
688, Jj (x2 - y2)dx, AB: y=x2, A= (0,0), B= (2,4
AB
689t j (x2 - y2)dy, AB: x =\y, A= (0,0), B= (2,4
AB
690, \ x dy, AB: 3x ¢ 2y - 6 =0, A= (2,00, B= (0,3)
AB
( fx = cos t
691* ) ydx, AB: O<t<:|
AB 17 = sin
Ix =2 cos t
692. x dy, AB: < 0<fcn27t
AB Y= sin t,

Arvutada j&rgmised Uldised teist liiki joonintegraalid.

693* A~ xcosydx - ysin x dy Booda sirgloiku L punktist
* (0,0) punktini (jc,2h ).

694. Jj ydx ¢ sh x dy, kus L on aheljoon y= ch x punktist
L (0,1) punktini (In 2, 5/4).

695, j (xy - y2)dx + x dy, kus L on parabooli y= 2X2 kaar
L punktist (0,0) punktini (1,2).
696, J (X2 - 2xy)dx ¢ (y2 - 2xy)dy, AB: y= x2,
AB
A* (-1,1), B= (1,1

697* J (x2 + y2)dx + (x2 - y2)dy, AB: y=1 - U - x|,
AB A = (0,0), B= (2,0)

-180-



698. Jj (2 - y)dx + x dy, B
AB

A = (0,0), B= (ic, 0)

699. ) y2dx + x~dy, kus ABon ellipsi i

B I¥=b sin t
ilemina pool, A = (a,0) Y= bosin

700. r Z:ta_-~M , iB, IX*C'"N
:Bx5/3 ,, ,5/3 j, =

A= (1,0), B= (0,1)
Arvutada jargmised teist liiki joonintegraalid mddda
antud kinnist kdvervt L positiivses suanas, s.o. kellaosu-

ti litkumisel© vastassuunas.
701* j x dy, kus L on kontaar, mille moodastavad kolmnur-
Wfga ABC kiiljed, kui A = (0,0), B= (3,0) 3a 0=
= (0,2

702, J Cx2 + y2)dx, kus L on ristkilik, mille moodustavad
L sirged x rl1, x =5, y=1 jay=3
703, J ydx - x dy, kus L on ellips X =acos t
L y=Db sint
704, j ydx + x dy, kus L on kontuur, mille moodustavad
L ringjoone kaar x s a cos t, y= a sin t, kai
0 ~t ~n/2, ja koordinaatteljed
705. J - xdjr ~ fms ~ o0a ringjoon X = a cos t,
L +*
y=asint

706. J 2x dx - (x + 2y)dy méoda kolmnurga ABC kontuori L,
L
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kas A = (-1,0), B= (2,0) ja C= (0,2)

707. j ycos x dx ¢ sin x dy »0dde kolmnurga ABC kontuuri
L L, kus A= (-1,0), B= (2,0) ja C= (0,2)

708. " 2y - 1)dx x2dy, kus L on moodustatud  joontest
LY=x2 jay=9

709. N (X2 - y2)dx + (x2 + y2)dy, kus L on ellips

L
710. ] rCh=~ HKBL onringjoon x2 + y2=a?2
L X +y

711. j dx - arctan ~ dy, kus L on moodustatud joontest
Ly=x2jay=x
7ir. \ - (y dx - x dy), kus L on lemniskaadi
L* +j
2
r s cos 2<p parem pool
Arvutada jargmised teist liiki ruumilised joonintegraa-
lid.
713» A xdx+ydy+zdz modda sirgldiku AB, Kkus
AB A* (1,1,1) ja B= (2,3,4)
714, jJjwydx + zdy + z dz, kus L on murdjoon ABCD ning
L A= (0,0,0), B= @00, C= &@a0), D = @aaa)
715» \ §2 - z2)dx + 2yz dy - x2dz,
AR 2
Y* X,

Z =X5, ,

f
AB: J 0rx"1
[
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X r 2C0S t

716, j ydx + zdy +x dz, AB: <y= 2sin t o~ t"2jr

AB a= t,
X s COS t
717. J yz dx + a\ll - X dy + xy da, ab*Jy= sin t
AB

kui punktis A joon Idikub tasandiga a= O ja punk-
tis Btasandiga z = 2

718. ( -m J & * zAZ mbéoda sirgldiku AB, ais lhen-
AB  Vx2+y2+z2-x-y+2z

dab punkte A= (1,1,1) ja Bsa(4,4,4)
719» j y2dx ¢ a2dy + x2da, kui joon L on poolsfaari
Lz= \BR -x2-y2 jasilindri x2 +y2 = ax I0i-
kejoon, mis labitakse positiivses suunas, kui vaa-

data x-telje positiivse osa poolt kohast, kus x>a

Greeni valemi abil teisendada jargmised joonintegraa-
lid kahekordseks integraaliks, kui joon L piirab piirkonda

D tasandil z = 0.

720, P (2xy - y)dx x2dy
L

721, J (@ - x2)ydx + x(1 + y2)dy
L

722, Jj @Y+ 2x cos y)dx + (e*7 - x2 sin y)dy
L

723* ) 4y sh”™ dx + (2x + sh 2x)dy
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724. \ V*2 + y?2 &x + @+ In y+¢ arflh M)y dy
L

Greeni valemi abil arvutada jargmised joonintegraalid,
kui joon L labitakse positiivses suunas.

725. \ (1 -x2)ydx + (1 +y2)x dy, L« x2 +y2 = a2
L

726. ( (xy ¢ x +y)dx ¢ (xy + x - y)dy, L: =1
L * b

727. N (xy x +y)dx + (xy + x - y)dy, L: x2 ¢ y2 = ax
L

728. M jhdx ¢ (x + y)2dy, kus L on kolmnurga ABC kontuur
L tippudega A= (a,0), B= (@a), C= (0,a)

729. N XRydx - X2 dy, L: X2 +y =&
L

730. ( 2exsln2(y/2)dx - (¥ - sin y)dy, kus L on moodusta-
L tud kdveratest x = 0, x =m? y=0 ja y= sinx

8 4. Integreerimisteest sGltumatud .joonintegraalid
Tasapinnaline Juhtum. Sidusat tasapinnalist piirkonda
D nimetatakse Uhelisiduaaks. kui piirkonnas D iga Kinnise
joone poolt Umbritsetud piirkond sisaldab ainult D punkte,
Olgu funktsioonid P * P(x,y) ja Q = Q(x,y) maaratud
iihellsidusas lahtises piirkonnas D. Vaatleme selles piir-
konnas D teist liiki joonintegraal!

J =\ Pdx + Qdy, (31)
AB
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rasotspunktid ABED.

Joonintegraal! (31) nimetatakse piirkonnas D Integrea-
rimieteest sdltumatuks, kui ta sdltub ainult punktide A ja
Basukohast piirkonnas Bja ei sO0ltu integreerimisteeks.vle-
tavast joonest AB piirkonnas B. Sel korral kirjutatakse

J = ( Pdx + Qdy.
A

Analoogiliselt defineeritakse ka integreerimisteeet
s6ltumatu ruumiline teist liiki joonintegraal.

Olgu funktsioonid P ja Q ning nende osatuletised Py ja
QI pidevad piirkonnas B. Siis kehtivad iargmised teoreemid.

I. Joonintegraal (31) on piirkonnas D integreerimis-
teest sdltumatu parajasti siis, kui piirkonnas D integraali-
alune diferentsiaalavaldis

Pdx + Qdy (32)
on taisdiferentsiaal mingile funktsioonile.

Il. Avaldis (32) on piirkonnas D taisdiferentsiaal min-
gile funktsioonile parajasti siis, kui

Fy =~ <3J)
piirkonnas B.

11, Kui piirkonnas Bavaldis (32) on taisdiferentsiaal

mingile funktsioonile U = U(X,y), siis kehtib Newton-Leibni-

zi valem joonintegraalile (31)» s.o.

B
( Pdx + Qdy = U(B) - U(A). (34)
A \ -

IV. Piirkonnas Bmddda iga kinnist joont L on
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A Pdx + Qdy =0 (35)
L

parajasti siis, koi integraalialune avaldis (32) on téis-
diferentsiaal mingile funktsioonile.

Sonastatud teoreemides on oluline, et osatuletised P*
ja Q™ oleksid pidevad piirkonnas D. Vastasel juhuly nait.
teoreemis IVAtingimus (35) ei kehti.

Funktsiooni U = U(x.y) maaramine tema taisdlferentsi-
aali jargi. Valemi (34) kasutamiseks on vaja leida funktsi-
oon U, mille taisdiferentsiaal (32) on antud. Seda vdib te-
ha kolmel jargmisel viisil.

Meetod I. Kui punktid MQ = GO»0) ja M = (x,y) ning
murdjoon MQWAM (vt. joon.32)
asetsevad piirkonnas D, siis
funktsioon U, mille taisdi-
ferentsiaal on (32),on arvu-
tatav valemiga

Uy = 5 POGYDAX T QGuy)dy +C (36)

kus Con suvaline konstant.
Kui aga punktid Mo ja M ning murdjoon asetsevad
piirkonnas D, siis

X Y
u(x,y) P(x,y)dx Q(x0,y)dy + C. (€D

X0 , SO
Punkt MQ alitakse nii, et eeldused murdjoonte M HM
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voi kohta oleksid tadidetud. Punkti MQ valikuga saab
tihti integraalide (36) ja (37) arvutamist lihtsustada.
Meetod I1. Otseselt funktsiooni U leidmiseks ilma val-
mis valemeid (36) ja (37) kasutamata toimitakse jargmiselt.
Kuna dU — Uxdx + lvdy, siis avaldises (32) on
ux = P.
Seega, lugedes y konstantseks, saame
UCx,y) = §P(x,y)dx = F(x,y) + a(y), (38)
kus P on funktsiooni P algfunktsioon ja a(y) on integreeri-
miskonstant, mis v@ib s6ltuda muutujast y. Jédab mdérata suu-
rus a(y). Selleks diferentseerime saadud avaldist (38) muu-
tuja Yjargi ja arvestame, et avaldises (32) on Q = Uy,
saame
y = Fy +a'(y) =Q
millest avaldame a*(y)» Siis integreerides leiame
a(y) = [a"(y)dy + C.
Seega
Ulx,y) = F(x,y) + N a“(y)dy + C.
Meetod I111. Avaldises di = Pdx + Qdy on
UX =P, Uy =0Q.
Integreerides esimest vOrdust x jargi ja teist y jargi,saa-
me kaks jargmist avaldist funktsioonile i:
U = (Pdx + a(y), lugedes y= const,
U= (Qdy + b(x), lugedes x = const,
kus a(y) ja b(x) on integreerimiskonstandid. Votame nlitd

esimese U avaldise ja lisame temale liikme a(y) asemele tei-
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sest U avaldisest ainult muutujast ysoltuvad liikmed, siis
saamegi otsitava funktsiooni U. Analoogiliselt, lisades tei-
sele U avaldisele b(x) asemele esimesest U avaldisest ainult
muutujast x sdltuvad liikmed, saame jallegi otsitava funkt-
siooni U.

Integreerimlsteest sdltumatu tasapinnalise jooninteg-
raali arvutamine. Sellise joonintegraal! arvutamiseks kasu-
tatakse valemit (54), milleks tuleb eelnevalt leida  funkt-
sioon U. Kui funktsiooni G on vdimalik leida valemi (56) vOi
(37) jargi, siis arvutustgdd saab lihtsustada jargmisel vii-
sil.

Olgu valemis (56) konstant C= (00> siis
X b

U(X’y) - U(X01yo) =J P(X1yQ)dX +( Q(X’y)dy
X0 y0
ja seega, vittes A= (*0»0) ja Ba (xy), voime valemi
(34) kirjutada kujul
*.y) X 4

Analoogiliselt saame valemi (37) abil

.y X Y
Pdx + ~dy = QU O0,y)dy. (40)

o
Naide 8. Leida funktsioon U a U(x,y), kui

dU a@" + cos x)dx + (2xty - Q)dy.
Lahencjis™ Antud funktsioonide

P = 5x-y2 + cos x, Q*s 2x5y - ~
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korral kehtib vordus (33) kdikjal peale x-telje yymOr See-
ga antud avaldis di on tbepoolest taisdiferentsiaal funkt-
sioonile D piirkonnas D = ((x,y): j>£§o}.

Leiame funktsiooni U meetodiga I, nditeks valemi (36)
abil. Siis peame piirkonna D jaotama kahte ossa: D", kus
y>0, ja R, kus y<Of sest kogu piirkonna D ulatuses me ei
saa murdjoonte kohta eeldusi tdita. Piirkonnas saame va-

lemi (36) jargi, kus arvutuste lihtsustamiseks vitame xQa O

ja vy [Ch &

Y
Ux,y) =J (3x2 + cos x)dx + ( (2x5y - -)dy ¢ @]
(@] »

=xN  sin x ¢ x*y2 - Inly|]- x* + C~.
Seega piirkonnas on
U(X,y) s x*y2 + sin x - In ye¢ @}
Piirkonnas Dg saame valemi (36) jargi, vittes xQ * Oja
M = -1, et
U(x,y) = x5y2 + sin x - In]y|]+ C2.
Naeme, et mélemas piirkoxmas tuleb Uks ja seesama funktsi-
oon U, milles erinevus on vaid konstandis. Vottes mdlemas
saadud avaldises konstandid vdrdseks, oleme saanud U(X,Yy)
kogu piirkonnas D:
U(x,y) = x*y2 + sin x - In]y|+ C,
kus Con suvaline konstant*
Leiame funktsiooni U veel meetodiga 11* Selleks vota-
me
Ux » P = 3" + cos X,
siis
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U= "3y ¢ cos x)dx = x*y2 + sin x + *
Diferentseerime saadud avaldist y jargi ja vordustia: taa
Ble= suurusega Q, saame

2x™v + a"(y) = 2x5y - j,
kust™
a.(7) =-]j.
Seega
a(y) = -Inlyl+ C.
Jarelikult oleme saanud sama vastuse
u(x,y) = x*y2 + sin x - Iniyj+ C,
kus j Ao .

Leiame funktsiooni U ka meetodiga Ill. Siis meil on

ux = 5232 + cos x» uy = 2x5Y““y

Integreerides esimest avaldist x jargi ja teist y  jéargi,
saame

U = x"y2 + sin x + a(y),

U=xV - Iniyi+t b(x).
Votame lahteks esimese U avaldise. Paigutame temasse a(y)
asemele teisest U avaldisest ainult muutujast y  soOltuvad
liikmed, milleks on vaid liige - In]yj. Seega vdib  lugeda
aly) =-In y+ C, kus Con suvaline konstant. Jarelikult
otsitav funktsioon U on 1

U = x*y2 + sin x - Inlyi-f C.

Sama tulemuse saame, kui l&htume U teisest avaldisest.
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Ulesanded»
Naidata, millised jargmistest joonintegraalideet on in-
tegreerimisteest L sdltumatud ja millised on s6ltuvad*

731. N (4x + 2y)dx + (2x - 6y)dy

L
732. §J (X2 + 2xy - y2)dx + (X2 - 2xy - y2)dy
L
733* J ydx - x dy
L
734, (Bx2 - 2xy + y2)dx - (X2 - 2xy + 3y2)dy
L

735% J (Bxy - 2y2 + 4y)dx + (2x2 - 3xy + 4x)dy
L

736. j sh(x + y)dx - ch(x - y)dy

i - - — —————————)dx + 2xy dy
bl +x3 4 )/ x2 + ?

Nadidata, et iga diferentseeruva funktsiooni T korral
jargmised joonintegraalid voérduvad nulliga, kui L on Kkinni-

ne kover.

738. N f(xX)dx + th ydy
L

739. N f(xy)(y dx ¢ x dy)
L

740. N x"2f(y/x)(x dy - ydx)
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741,

\ fx+ ) + F(x - W] (dx + dy)

L

Leida funktsioonid 0 = U(x,y) nende tadisdiferentsiaa-

lide dU jargi.
742, dU * (2X5 - xy2)dx + (Y3 - x2y)dy
743, di =ZA 44X A
744, du « IxeSaW vy
xe+y)
745, di = x dx ¢ ydy _Z™. - X4
*2
746, du = (e2y - 5y3ex)dx + (2x e2y - 15y2ex)dy
747, di = (12x2y + y?2)dx + (4xN - 2x y“")dy
748, di = (2x cos y- y2sin x)dx + (2y cos x - x2siny)dy
749, (1 ¢ x2)2di = 2x(1 - ey)dx + (1 + x2)eydy
750, (X +y)M di = (x2 + 2xy + 5y2)dx + (X2 - 2xy + y2)dy
751, di = sin(x ¢ y)(dx + dy)
752, di =e”™ |@ + xy)dx + x2dyj
753, du = (sh x + ch y)dx + (x sh y+ 1)dy
Leida jargmised integreerimisteest sdltumatud joonin-
tegraalid.
(2,5)
754, ( ydz + x dy
(-4,2) [
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0,2
755, \ 2x y-5 dx - (3x2 - y2)y~V
0,1)
1,2)
756, (. x®2(y dx - x dy)
2,1)

3,0)
757« 1 gx4 + 4xyM)dx ¢ (6x2y2 - Sy4)dy
-2,-1)

758, 3<ii a - v2 cos j)dx + (sin j + ~ cos MN)dy

2,1)
759* ( 2xy dx + x2 dy
©.0)
760t Tdestada, et joonintegraal
C xdy - ydx ,,_-
- . =2,S
Y

kui L on suvaline kinnine kdver, ais uUmbritseb punkti (0,0).

761, Arvutada joonintegraal

ar-
tle ringjoone L: X% + ); - A,

Ruumiline juhtum. Samasugused tulemused, mis on ees-
pool sdnastatud tasapinnalise joonintegraali (31) kohta,
kehtivad ka ruumilise joonintegraali korral,

Olgu antud ruumiline piirkond E. Sidusat piirkonda E
nimetatakse Uhelisldusaks, kui piirkonnas E iga kinnise
pinna poolt Umbritsetud ruumiosa sisaldab ainult Bpunkte,

Olgu funktsioonid P = P(x,y,z), Q = Q(x,y,z) ja R =
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= R(x,y,z) maératud Ghelisidusas lahtises piirkonna* E,
Vaatleme selles piirkonnas E teist liiki joonintegraali
J =" Pdx + Qdy + Rdz, (41

AB
kas A,B€E. Kui integraal (41) ei sO6ltu integreerimisteest,
siis kirjtatakse

J = ( Pdx + Qdy ¢ Rdz.

A

Olga funktsioonid P,Q ja R ning nende oeatuletised pi-
devad piirkonnas E. Siis kehtivad jargmised teoreemid*

1" _Joonintegraal (41) on piirkonnas E integreerimisteest
sOltumatu parajasti siis, kai piirkonnas E integraalialune
avaldis

Pdx + Qdy + Rdz 42
on taisdiferentsiaal mingile funktsioonile.

I1». Avaldis (42) on piirkonnas E taisdiferentsiaal

mingile funktsioonile parajasti siis, kui

P = «X- «, -V ** = Pg§ (*5)

piirkonnas E.
I11*. Kui piirkonnas E avaldis (42) on taisdiferentsi-
aal mingile funktsioonile U = U(X,y,z)* siis kehtib Newton-

Leibnizi valem joonintegraalile (41), s*o.
B

( Pdx + Qdy + Rdz = U(B) - U(A). @
A

IV~ Piirkonnas E médda iga kinnist joont L on

J Pdx + Qdy +Rdz =0 (45)
L
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parejéeti siis, kui integraalialune ayaldis (42) on tdiedi-
ferentsiaal mingile funktsioonile.

Funktsiooni U = U(s.y.z) madramine tema taisdiferent-
elaall jéargi. Valemi (44) kasutamiseks on vaja leida funkt-
sioon U, mille taisdiferentsiaal (42) on antud. Funktsioon
U leitakse analoogiliste meetoditega nagu  tasapinnalisel
juhul. Neist lihtsaim on jargmine meetod. Kui punktid

Me = (10»y0»z0) 3a M =
= (X,Y,2) ning murdjoon
MoMIM2M (vt. joon. 33).
asetsevad piirkonnas E,
siis funktsioon U, mille
taisdiferentsiaal on

(42),on arvutatav vale-

Joon.33
miga
1 Y
U(x,y,z) =3 P(x,y0,z0)dx &~ Q(x,y,z0)dy +
X0 yo
z
+ ( R(X,y,2)dz. (46)

“6

Punkt MO = (xO»y0z0) valitakse ka siin nii, et eeldu-
sed murdjoone M.M~M kohta oleksid taidetud ja integraali-
de (46) arvutamine oleks voimalikult lihtsam. Analoogilised
valemid saame, kui teised joonisel 33 olevad murdjooned

asetsevad piirkonnas E.
Ruumiliee integreerimisteest sOltumatu .loonintegraall

arvutaAine. Sellise joonintegraali arvutamiseks kasutatakse

valemit (44), milleks tuleb eelnevalt leida  funktsioon U.
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Kui funktsioon U on voimalik leida valemi (46) jargi, siis

analoogiliselt nagu tasapinnalisel juhul saame arvutamiseks

valemi v
x,y,2)
( Pdx + Qdy + Rdz =
X caaiﬁggc) 7
=" P(X,y0,zQ)dx + I Q(x,y,z0)dy + ™ R(x,y,z)dz. (47)
o pr3) )

N&ide 9« Leida funktsioon U, kui tema taisdiferent-
siaal on
du = xzdy + xjdz - yzdxt
x - y2)
Lahendus” Leiame funktsiooni U = U(X,y,z) meetodis III
antud vottega. Meil on

=—_ ™ ) = - - - R = ™ .

x-yd T T &yl
Integreerides neid funktsioone vastavalt x,y ja z jargi,saa-
me funktsiooni U jaoks kolm avaldist

° * a(7,2) *a(7,1)

D +b(*'° =

AN (N1 M2 5 XYy - n QXYY
kus a(y,z), b(x,z) ja c(x,y) on integreerimiskonstandid.
Votame, naditeks, esimese avaldise U ja paigutame sinna kons-
tandi a(y,z) asemele Ulejaénud kahest U avaldisest ainult
muutujate t yia z s6ltuvad liikmed. Kuna selliseid liik-

meid ei Oie, biis olemegi saanud



kus Con suvaline konstant.
Funktsioonile U v8ib anda ka teise kuju jérgmise tei-
sendusega

kus D = C- 1 on suvaline konstant. Viimase vOime ka kohe
saada, kui lahteks vdtame teise vBi kolmanda avaldise U

Jaoks.

Ulesanded.
Naidata, millised jargmistest joonintegraalidest L on

integreerimisteest sdltumatud ja millised on sdltuvad.

762. ( In(x ¢ y)dx + arcsinzdy + ex+ydz

763. \ z cos ydx - z x sin ydy + x(1 + cos y)dz

764. (22 dx + 2z \fx dy + 2y VjTdz
L Vx-

X dx t ydy t z dz

Leida funktsioonid U = U(X,y,z) nende taisdiferentsi-

aalide dU jargi.

767. du = Jz dx
1 +x wyz
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768. di = N-JZ rJEZ A - KT dg
x - yz)2
769. di=gdx -3z da- (x-3- z3)dz
z

Leida jargmised integreerimisteest soltumatud joenin-

tegraalid.
(2.3.9)

770. ( x di 4 y4y + r4*
a.1,1)
2,1,3)

771. ( xix-y dytill
a,-1,2)
2,3,-4)

772. ( X dx + y dy - ds
(1/1,1)

- (,2,1)

773* n YV ix+ >ady + xy dzc

<1,2,5)

774, ( .y*dx + xz dy ¢ xy dz
0.2.3)

"<0,3,4)
775. f x fls+yfyf gdz

(-1,2.2) VX2 *»2 **2

(7.2.9)
776: ( ZS-fe-r: *z 4ZgT-JS1JL?
(071,2) (x-yz)
(3.1.5) *
777« ( +3Z_ ] + " dz
(0,0,1) “ z
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85« Teist liitel locnintegraalide rakendused
Tasaste pindade pindala arvufceaine. Olgu xy-tasandil
asetseva piirkonna D rajajoon L ositi sile (vt. joon. 34).
Siis nagu nahtub Greeni
valemist® vdib piirkonna d
pindala Sjj arvutada jarg-
miste valemite abil (Joon

>X L labitakse positiivses

Joon. 34 suunas):
% *jL X (48)
SD=-\Y (49)

Valemite (48) ja (49) kokkuliitmisel saame praktiliselt ka-
sutamiseks enam sobiva valemi

=\ x dy - yadx. (50)
Viimast valemit (50) sageli sus&oolselt esitatakse kujul

sd - U di- (%))
Kui joon AB on antud parameetriliste vorranditega kujul
Ix = x(t)
Y* tx,
siis valem (5") teisendub kujule
1 (Px2 dt. (52)

Too arvutamine. Liikugu masspunkt massiga m piki joont
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AB punktist A punktini B jou
t = (P.Q.R)
toimel, kus
P =P(X,y,2), Q=0Q(y,2), R =R(Xy,2)
on pidevad funktsioonid joonel AB. Siis joul” poolt tehtud
kogu t66 V on arvutatav valemiga
W=m ~ Pdx + Qdy + Rdz. (53)
AB
Kui joud F on maadratud mingi piirkonna E igao punktis
ja integraalis (53) integraalialune avaldis on tdisdiferen-
siaal funktsioonile U = U(X,y,z), siis valemi (44) pohjal
j6u poolt tehtud t6d
W= mu@® - uA] . G
s.t. tehtud to66 W ei s6ltu vaadeldaval juhul masspunkti
liikumisteest AB, vaid sdltub ainult masspunkti  algasuko-
hast A ja ldppasukohast B.
Naide 10. Leida xy-tasandil asetseva kujundi  pindala
S, kui see kujund on piiratud joonega
X?2 -J =x2 ¢J2
ja koordinaattelgedega.
Lahendus™. Leiame joone parameetrilised vdrrandid. Sel-
leks vdtame y= tx, siis
XN+ XN = X2 + 12x2,

kust saame (vt. joon. 35)

! N4
] 1+t

[0,00).
v 1+ X/

-200-



Joon.35

Pindala arvutamiseks kasutame valemit (52), sest

y/x = t, kus 04 t<od. Seega

s=1 O+ 2r ¢
ri (7722 (t3=0)

[& 3 &
= >
O
_|

1 r9 + za2™ + 14/3 du
*5) TrrerTTr-

| du
*S £ @ + u2

18> +2B(1'1) #B(l, M

=i b@.DH +BUFNH] =

1 rr(1) r(1) + r(y3) rems
"3l @) rQ J

=J [L ¢ reva)*frrop) =

N FIUATIT ) -y<l ¢7 -
=1+ 4
7 9VJ) *

Naide "11. Olgu xy-tasandil igas punktis M(x,y) joud F
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suunatud punkti 0 = (0,0) poole ja tema suurus olgu 1/r,
kus ron punkti M kaugus punktist 0. Leida j6u F poolt teh-
tud téd W, mis kulub punkti M nihutamiseks médda joont

(x = x(t) ro .,

\ t€ o,k

V o =y(t), L 'J

punktist A, kus t =ot, kuni punktini B, kus t =¥.

AB i

Lahendus« Punkti M kaugus punktist 0 on
r = \/x2 +y2.
Leiame jou = (P,Q)
koordinaadid P ja Q. Saa-
me (vt. joon. 36)

| = cosc* = X

kust

Al 4

R
Valemi (53) Jargi on (loeme m = 1)

i dx — —)&dy-

B r
Arvutades viimase integraali arvutusvalemite (22) ja (23)
jargi, saame

»= (P ¢ Alllalll at |,
| i (©) ¢ y* ()
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* -
= - Wjhr? =-Inr?
*

Tahistame rA = d(0,A) ja rf = d(0,B), siis

W = In(rA/rB).
Seega antud juhul t66 sdltub ainult punktide A ja B asu-
kohast ning ei sO6ltu liikumistee AB valikust. See tuleb sel-
lest, et integraalialune avaldis on tdisdiferentsiaal funkt-
sioonile
i=-lnpr=- 1

Vx2 *?

mille vdime leida eelmises paragrahvis antud meetoditega.
Seega vaadeldava ulesande lahendamisel oleks v@inud kasuta-
da ka valemit (54), mis kohe annab

W=-Inr*- (-Inr.) = In(rgfim).

Ulesanded.

Leida jargmiste tasandiliste kujundite pindalad, mis
on piiratud antud kdveratega.

778! Ellipsiga x = acos t, y=b sint, tf p,2g]

779 Astroidiga x = a cos™t, y= b sin*t, t£j"0,27tj

780. Kardioidiga x = a(2cos t - cos 2t), y= a(2sint-sin2t)
781. Koveratega y= x° ja x = 3~

782. KoOveratega y= x2, 8xy =1 ja x =y2, kus 2x”1

783? Parabooliga (x + y)2 = ax ja x-teljega, a>0

784. Joone (x + y)™ = 2xy silmusega

785. Joone (X + y)4 = 3x2y silmusega
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786* Joone (\[x +\Vy)"12 =9xy silmusega
7871 Bernoulli lemniskaadiga (x2 + y*)2 = 2a2(x2 - y2)

7881 Leida nelinurga ABCD pindala, kui A = (6,1), B=
= (4,5, C= (1,6) ja D = (-1,1).

789» Olgu xy-tasandil maaratud joud e/suunatud igas
punktis M = (X,y) punkti O= (0,0) poole ja tema suurus F
olgu vordne punkti M kaugusega punktist 0. Leida jou ? poolt
tehtud 66 W, mis on kulunud Ghikmassiga punkti nihutamiseks
modda parabooli )9 = 8x kaart punktist (2,4) kuni  punktini
4, 4\]2).

790« Konstantse suurusega F joud on xy-tasandi igas
punktis x-telje suunaline. Leida selle jou poolt tehtud td0
W, mis kulub GUhikmassiga punkti nihutamiseks mdoda ringjoont
xp + %/ P a negatiivses suunas punktist (0,a) kuni punktini
(a,0).

791» Joud F on suunatud xy-tasandi igas punktis U=
= (X,y) punkti 0 = (0,0) poole ja tema suurus on  vordne
punkti M kaugusega punktist 0. Leida jou poolt tehtud t66
W, mis kulub punkti, mille mass on m, Umberpaigutamiseks
punktist A punkti B.

792. lgas xy-tasandi punktis mGjub joud 12, mille
jektsioonid koordinaattelgedele on

P=xy, Q=x+y.
Leida jou F poolt tehtud t60 W punkti, mille mass on m, nih-
kumisel punktist 0 = (0,0) punkti B= (1,1):
a) mobda sirget y= Xx;

b) modda parabooli y= xp;
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c) médda murdjoont OAB, kus OA on paralleelne x-telje-
ga ja AB paralleelne y-teljegaj

d) médda murdjoont OAB, kus OA on paralleelne y-telje—
ga ja AB on paralleelne x-teljega.

793. Leida j()uT: = (2xy, xp) poolt tehtud t6d6 W punkti
(massigam) nihkumisel punktist A= (1,0) punkti B(0,3),veen-
dudes eelnevalt, et selle jou poolt tehtud t66 séltub ainult
punktide A ja Basukohast ja ei sdltu tee kujust.

794. Joud, mille suurus igas punktis M = (X,Y,z) on
poordvdrdeline selle punkti M kaugusega xy-tasandist, on
suunatud punkti 0 = (0,0) poole. Leida selle jou poolt teh-
tud t60 punkti (massiga m) nihkumisel mfoda sirget x = at,
Y= bt, z = ct punktist A= (a,b,c) punkti B= (2a,2b,2c).

795. Naidata, et valjas, mille igas punktis M(X,y,z)
mdjub jéud F = (xy + y2sin x + z, X2 - 2ycos X, 1+x+z2sinz)
materiaalse punkti nihkumisel jou poolt tehtud td6 ei so6l-
tu punkti Iiikumisteest.
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V. PIND INTEGRAALID
8J1 Esiaest liiki pindintegraalid
Olgu antud sile vdi siledatest tikkidest koosnev pind
(vt. Joon. 37 ). Pinnal Z olgu adaratud kolme muu-
tuja funktsioon
f(P) = f(x,y,2).
Jaotame pinna Z suva-
liselt n osaks Z™ osi-
ti siledate joonte abil.
Saadud pinna osad

on addtuvad ja nend*

\ pindalad olgu S*. lgal
pinna osal votame vabalt punkti P~ ja moodustame sum-
L n

a*?2
i=1
Pinna OSade suurima diameetri tdhistame J1 abil.

Arvu J nimetatakse funktsiooni f esimest liiki pindin-
tegraaliks (ehk pindintegraaliks pindala jargi) modda pinda
Z Ja kirjutatakse

-n F&.y,z2)ds, = )
kui iga arvu £>0 korral leidub arv £>0, et
U -cal< £, kui ~"€C s1
soltumata pinna Z jaotamisviisist osadeks Z ™ ja punk-
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tide P Z i valikust.

Kui eksisteerib pindintegraal (1), siis oOeldakse Kka,
et funktsioon f on integreeruv pinnal <

Kui pind £ asetseb xy-tasandil, siis pindintegraal
(1) kujutab endast tavalist kahekordset integraali. Sama
on ka siis, kui pind asetseb yz- v@i zx-tasandil.

Esimest liiki pindintegraalil on samad omadused, mis
on kahekordsel integraalil, s.t. pindintegraal (1) on adi-
tiivne, lineaarne jne.

Esimest liiki pindintegraali arvutamine. Kui pind £
on sile ja funktsioon f on pidev sellal pinnal 2. , siis
pindintegraal (1) eksisteerib ja tema arvutamiseks vdib ka-
sutada jargmisi valemeid, mis taandavad pindintegraal! (1)
arvutamise teatava kahekordse integraali arvutamisele.

1) Kui pind £. on antud parameetriliste vdrranditega

siis

kus (vt. 1k. 99)

t = x% + yg + z%

B=x¢ +yo + &
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2) Kui pind H on antud ilmutatud vorrandiga
z = z(x,y), (x,y)€D,
siis
~M(x,y,z)dS = JAF[X,y,z(x,y)] VI + z2 + 12 dxdy. 3)
VA D
Valemis (3) piirkond D kujutab endast sisuliselt pinna Z
projektsiooni xy-tasandile.

3) Kui pind Z on antud ilmutamata kujul vérrandiga
F(x,y,z) = O, siis kasutame vastavat ilmutamata funktsioo-
ni olemasolu teoreemi (vt. Matemaatilise analliisi prakti-
kum 111, vihik I, Tartu, 1974, k. 112, Teoreem 2). Kui
selle teoreemi tingimused on tdidetud, siis saame avaldada
pinna vorrandi ilmutatud kujul

z = z(x,y),
leida tema osatuletised z, ja z)/ningkasutadaarvutusvale—
mit (3). Sel korral vdib pinna vdrrandi esitada ka para-
meetrilisel kujul ja kasutada arvutusvalemit (2).

Valemitele (2) ja (3) analoogilised valemid saame ka,
kui pind Z on antud ilmutatud vérranditega X = x(Y,2)
voi y=y(z,X).

Esimest liiki pindintegraali rakendused. Esimest lii-
ki pindintegraali abil vdib arvutaqg pinna pindala ja ma-
teriaalsete pindade masse, inertsimomente ning raskuskesk-
mete koordinaate.

1) Sileda pinna U pindala S on arvutatav valemiga

S ©)

VA
Arvutusvalemite (2) ja (3) abil teisendub see valem @)
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vastavalt valemiteks (21) ja (22), mis juba olid meil ees-
pool 11 peatikis.

2) Olgu materiaalsel pinnal I pindtihedus maératud
funktsiooniga 9 = ~(X,y, 2) pinna igas punktis (X,Y¥,2).
Siis pinna £ mass ny on arvutatav valemiga

m * 9 (X,y,z)ds. _0®

21 z
3) Materiaalse pinna Z  inertsimomendid koordinaat-

telgede suhtes on arvutatavad valemitega
X -,, 2+ z2)p(x,y,z)dS
1

J X2 + z2)9(x,y,z)dS (6)

J, =\ (X2 + ) 9(x,y,z)ds,
YA
kus p =" (x,y,z) on pinna Z pindtihedus.
4) Materiaalse pinna Z raskuskeskme (xc,yc,zc) koor-
dinaadid on arvutatavad valemitega

XC=1i?" ds
VA

yC = 7 ds
£

zc =i)5 z <Xx»Y»r>dS»
Z

kus m = m" arvutatakse valemiga (5) ja " =wv (X,y,z) on
pinna Z pindtihedus.
Naide 1. Arvutada esimest liiki pindintegraal

J =" x dSi
, T
kus Z on sfaari xP +Y + 22 :—a2 osa esimeses oktandis.
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Lahenduu3_. Kasutame arvutusvalemit (3) mille kohaselt

J=" xVI + 22 + z2 dxdy,
D

kus D on pinna T. projektsioon xy-tasandile. Leiame osatu-
letised z% ja zy. Et pind H on antud ilmutamata kujul,
siis diferentseerides tema vdrrandit x ja yjargi, saame
2X + 2zzx =0, 2y + 2zzy =0,
kust
zx = -xXlz, zy = -y/z.
Jarelikult

V1 + zx + zy NIV >R + J2 + 22 =

a_a
I z
kus absoluutvaartuse jatsime &ra, sest-pind Ll asub esi-
meses oktandis.
Seega

J=a | dxdy.
D

Viimase integraali arvutamiseks léhme tle polaarkoordinaa-

tidele. Saame 2z° = &-r° ja

T2 a
J=aj a* $ £-S25-g rar =
O o
TR a ¢t
= a( cosCpdCp ( - p:::: = - .
o bYe -2 % v;%

Tehes muutuja vahetuse r? = ati, saame 2rdr = a’du ja



j-aj”_,.ran. £ jowyr@ _ u)-vadu .

o Va2 - a y 2 o
*3
; =T
Vaadeldud muutuja vahetuse asemel vdib teha ka asenduse

= asinu, siis

%/2 2

2.2
_ a“sin“uacos udu _ .3 .
» T (SR -~ =a sin udu =

0 Va2 - a2sin2u

g o/ .
629 I (L - cos 2u)du = A

Raide 2. Arvutada esimest liiki pindintegraal
J = h“AdS,

kus 2- on sfaar xP + );£+ z2 = a2, h = h(x,y,z) on sfaari
punkti (x,y,z) kaugus punktist (0,0,c), c>a ja n on suva-
line arv.
Lahendus_. Leiame funktsiooni h, saame
h2 = (x-0)2 F(-0)2 + (z-c¢)2=2a2 ¢ c2 - 2cz.
Integraali J arvutamiseks kasutame arvutusvalemit (2). See-
parast esitame pinna Z vorrandi parameetrilisel kujul
minnes Ule sfaarilistele koordinaatidele, saame
X = a sin0cos ¢
Jy=asin9sinP  9£[0H] .
Iz=acos0 POjo2T ),
Siis
EG - F9 = a'u'sinzo
h2=a2 «Q - 2accos0
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mr- 1

P

J=(C dp(-_arodde_ - «
n J & +c - 2ac cosO
xa F dCa™ + c2 - 2ac cosQ )

*«?? B(a*flz 2ac cos9) ~ =

Kui n = 2, siis c>a tottu on
Tt
J = In (a2 + ¢c2 - 2ac cos0 )
o
_mitn 7. & + & ¢ 2ac _ 23tag,cta,
a + Cc - 2ac C CcC- a
Kui aga mi/ 2, siis c>a tottu on N

J = n (a2 + c2 - 2ac cos 0 )12 =

=cAN0 [(F+.).- - < *a)2"] *

=c(f.*;) t(c ma)2~-n m(0 + a)2"'n] =

2T=A r 1
"0(n - 2> L -a)""2

Naide 3. Leida pinna 2L mass,

paraboloid! z = xy see osa, mille I6ikab valja

1 1
"(of a)n-2)-
kui X on hlperboolse

silinder

x2 + ); = e@,ja pindtihedus O igas punktis on poéordvdr-

deline selle punkti kaugusega z-teljest.

Lahendus™ Vaadeldaval juhul
y =i (X.Y,2)
ve?2T?~*
kus K on vdrdetegur. Valemi (5) p6hjal on
) - -'[/\:-
r > VFT72

Saadud pildintegraali arvutamiseks kasutame valemit
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Selleks arvutame
X =M zy=X, 1+2z22+22=1+y2+Xx2.

Siis valemi (3) jargi

dxdy,
D Vx2 +y2

kus D on piima Z projektsioon xy-tasandil. Niid, minnes
tle polaarkoordinaatidel« ja tahistades b = arsha, saame
2t a r 1Y a j——--

|<I( dcpl( - M rdr = ZT(](% Vi + r2dr :(r:shu)

E
1

b b
2Ttk ch2u du = < (1 + ch2u)du = Wb+ ~ sh 2b) =

*k(b + shb chb) = 3rk[In(a + \A\ + a2) ¢ a\A + aj =

iki'aVl + a2 + In(a ¢ VA + a2)] .

Ulesanded.
Arvutada jargmised esimest liiki pindintegraalid.
796. g (6x + 4y + 3z)dS, kus Z on tasandi

osa, mis asetseb esimeses oktandis
797» PP (6x + 4y + 32)dS, kus £ on tasandi x + 2y +
+32 =6 osér‘; mis asetseb esimeses oktandis /
798. W xyzdS, kus Z on tasandi x + y+ z =1 osa,
mis asetseb”esimeses oktandis

799 ~ydS, kus Z on poolsfaar z =\Va2 - x2 - y£
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800.\\ VT - x2 - y2 dS. lass 21. on ihiksfaari x2+ y2+
+ 72 =1 ifienine pool

801. ~ (1 + x)dS, kus Z on sfaari x2 +y2 ¢ zc =
_ Z _ -
osa, mis asetseb esimeses oktandis

802« \\ x2y2dS, kus Z on sfaari X2 +y2 + 22 =

tlemine pool
803* (y ¢ z+ V*2 - x2)dS, kus Z on silindri
x2 yZ:A 5 osa, mis asetseb tasandite z =0 Ja z = an
vabel
804. ~ ~ , kus Z on hiperboolse paraboloidi z =
= Xy osa, mi%1e eraldab silinder x <+ ); = a% Ja h on pin-
na W punkti kaugus z-teljest

805. (x2 ¢ y2)dS, kus Z on keha Vx2 ¢ y2~hz"™1
rajapind
806. (X2y2 ¢ x2z2 + y2z2)dS, kus Z on pind, mil-

le eraldab™ioonusest z =Vx2 ¢ y2 silinder x2 ¢ y2 = 2x
Leida jargmiste pindade pindalad
807. Koonuse 22 = 2xy osa, mis asetseb esimeses oktan-
dis tasandite x = 2 ja y= 4 vahel
808. SFaari x2 + v + 72

ri X2 + y2 = ax sees

= a2 osa, mis asetseb silind-

809. Silindri x> + ); = ax osa, mis asetseb sféaris
X2 + y2 7 2= 2
Ce = 2 _ .2 - e =
8t0. Silindri 33 + z° = a” osa, mis asetseb  silindri
x2 + y 2= a 2sees
Leida jargmiste materiaalsete pindade mass.

811. Kuubi 0”x~.1, O<y~1, 0~”zj”l pind, mille pind-

il4-



tihedas punktis M(X,y,z) on vdrdne xyz

812. Poolsfaar raadiusega a, mille pindtihedus igas
punktis on vdrdne selle punkti kaugusega raadiusest, Mis on
risti poolsfaari alusega

813. Silindri x2 + y2 = a2 osa, mis asetseb tasandite
z = O3a z = cvahel, kai pindtihedus igas punktis on
péordvordeline selle punkti kaaguse ruuduga koordinaatide
alguspunktist

Leida jargmiste materiaalsete pindade inertsimomendid
margitud suunas.

814. Koonuse X+ y 227 osa, kus 0<z<1l; aplikaat-
telje suhtes

815. Sfaar x° + )3 + 22 = zi; diameetri suhtes

816. Paraboloid! X2 + y2: 2az osa, kus 0<z<a; ap-
likaattelje suhtes

Leida jargmiste materiaalsete pindade raskuskeskmed.

817. Homogeense sfaari X2+ y 24+ 72=2a% osa, kus
x>0, y>0, z>0

818. Homogeense sfadri x2 + y2 + z2

a2 segment, Kkus
b<z<a

819« Homogeense paraboloid! )} + 2% = 10x osa, mis on
eraldatud tasandiga x = IO

820. Homogeense helikoidi x = u cos v, Y= u sinyv,
z = av o0sa, kus O<u<b, 0O<v<7C

8211 Poolsfaar z =Va2 - x2 - y2, mille pindtihedus
igas punktis on vOrdne selle punkti kaugusega raadiusest,

mis on risti poolsfaari alusega
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822. Poolsfaar z =Va2 - x2 - y2, nmille pindtihedus
igas punktis on vdrdne selle punkti kauguse ruuduga raadiu-

sest, mis on risti poolsfdari alusega

82. Teist liiki pindintegraalid
Siledat pinda nimetatakse kahe kuljega ehk kahepool-
seks pinnaks, kui pinna normaali nihutamisel pinnal mis ta-
hes kontuuri moédda ta suund lahtepunkti tagasindudmisel
jaab endiseks. Kui aga leidub kinnine kontuur, mille labi-
misel normaal omandab vastupidise suuna, siis seda pinda
nimetatakse the kiljega ehk Uhepoolseks pinnaks.

Sile pind Z, mille m&dravad parameetrilised vdrran-

did
X = x(u,v)
Ny = y(u,v) (u,v)£ 2\,
[z = z(U,V),

on alati kahe kiljega pind. Seejuures selle pinna Z Kkiige,
mille mdarab pinna normaal
li = (cosoC , cos(3, eos y),

kus
cos a =
Va2 ¢ b2 ¢ c2
CosS a - — (8)
V42 + R + c2
COS Y = — -———- (_3_ ______
Va2 ¢ 2 ¢ C2
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Aayu*v’B:zuzv_C:xu*v (9)
ztt zv xXu *V yu 7v
nimetatakse pinna positiivseks kiljeks« Pinna Z teist kil-
ge nimetatakse siis pinna negatiivseks kiljeks.
Erijuhul, kui pind Z on antud vlrrandiga
2 = z(%y), (GY)ED,
siis tema positiivseks kiuljeks on pinna tlemine kulg ja ne-
gatiivseks kiljeks tema alumine kilg.
Olgu antud sile vGi siledatest tiukkidest koosnev kahe
kiljega pind Z . Valime sel pinnal Z uhe kilje, marki-
des selle pinna nor-
maali ifabil (vt.
joon. 38). Projek-
teerime pinna Z xy-
tasandile. Saadud
projektsiooni pind-
ala puhul arvestame
marki jargmisel vii-
sil. Seal,kus pinna
normaal "n moodustab
teravnurga z-teljega, vOtame projektsiooni pindala + mar-
giga, s.0. positiivsena, ja seal, kus normaal n  moodustab
z-teljega nirinurga, votame projektsiooni pindala - mar-
giga, S.0. negatiivsena.
Olgu pinnal X maaratud kolme muutuja funktsioon

f(P) = f(x,y,2).
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Jaotame pinna Z suvalisel viisil n osaks ositi sile-
date joonte abil ja igal osal votame vabalt punkti P~ Z

ning moodustame summa

c= 5;1 f(Pi)S*il
kus on pinna osade projektsioonide pindalad  xy-
tasandil, mis on varustatud margiga + vOi - Ulalpool antud
viisil. Pinna osade Z.I suurima diameetri tdhistame A abil.

Arvu J nimetatakse funktsiooni f teist liiki plIndinteg-
raaliks (ehk pindintegraaliks pinna projektsioonide jargi
xy-tasandile) mooda pinna 21 valitud killge ja kirjutatakse

A f(x,y,z)dxdy, (10)
kui iga arvu £>0 korral leidub arv <8>0, et
lJj - ol <e, kui J1< T,
s6ltumata pinna £ jJaotamisviisist osadeks ja punk-
tide P™E£. valikust.

Vottes pinna osade " projektsioonid yz- ja zx-ta-
sandile, me vB8ime samal viisil defineerida veel kaks teist
liiki pindintegraali
i f(x,y,z)dydz (11
d* ¥E

N F(X,y,z)dzdx. 12

Olgu pinnal 2z %naaratud kolm funktsiooni P=P(x,y,z),
0=Q(x,ytz) ja R=R(x,ytz) ning eksisteerigu integraalid
dip(x,y, z2)dxdy, ~Q(x,y,z)dydz, (“R(X,y,z)dzdx. (¢))

Z q z
Pindintegraalide (13) summat nimetatakse ldiseks teist
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liiki pIndintegraaliks ja margitakse simboliga

\\Pdxdy + Qdydz + Rdzdx. (14
r

Sel korral suurust
Pdxdy + Qdydz + Rdzdx
nimetatakse intcftraalialuseks avaldiseks.

Teist liiki pindintegraalidel on samad omadused, mis
on kahekordsel integraalil, s.t. teist liiki pindintegraalid
on aditiivsed, lineaarsed jne.

Kui pind 20 on risti xy-tasandiga, siis integraali(10)
definitsiooni kohaselt on

X,Y,z)dxdy = 0.

Samasugune omadus afka integraalidel (11) ja (12).

Teist liiki pindintegraali arvutamine. Kui  kahepoolne
pind Z on sile ja funktsioon f on pidev sellel pinnal Z t
siis pindintegraalid (f0), (11) ja (12) eksisteerivad ja
nende arvutamiseks vOib kasutada jargmisi valemeid, mia taan-
davad nende pindintegraalide arvutamise teatavate kahekord-
sete integraalide arvutamisele.

1D Olgu pind Z antud vdrrandiga

z=z2(%y), (Y)<ED,
siis pindintegraal (10) arvutatakse valemiga
\\ f(x,y,z2)dxdy = &=  fjx,y,z(x,y)] dxdy, 19%)
L D
kus paremal integraali ees voetakse mark +, kui integreeri-
miseks on valitud pinna Z positiivne, s.o. ulemine kulg,

ja mark - , kui integreerimiseks on valitud pinna Z nega-
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tiivne, s.o. alumine kilg.
Samasugused valemid kehtivad ka pindintegraalide (11)
Ja (12) arvutamiseks. Kui pind 3 on antud virrandiga
X = x(y,2), (v,2)€D,
siis
z)dydz = +jjjfIx(y,z),y,z] dydz , (16)
r D
ja kui pind 57 on antud vérrandiga
Y =y(z,x), (z,x)ED,
siis
(x,y,z)dzdx = + [x,y(z,x),z] dzdx. an
X D
Valemites (16) ja (17) paremal integraalide ees voetakse

mark +, kui integreerimiseks on valitud pinna positiivne
kilg, ja mark - , kui integreerimiseks on valitud pinna ne-
gatiivne Kkilg.

2) Olgu pind 21 antud parameetriliste vdrranditega

x = x(u,v)

y(u,v) (u,v)e AT

z(u,v),

<y
\z

siis

N f(x,y,z)dxdy

+=~ f[x(u,v),yl,v),z(u,v)j Cdudv, (18)

\j f(x,y,z)dydz

+=~ f fx(u,v),y(u,v),z(u,v)] A dudv, (19)
f N
))F(x,y,z)dzdx +jifIx(u,v),y(u,v),z(u,v)]B dudv, (20)
z A

kus A,B mmCon antud vdrdustega (9). Valemites (18),(19)

ja (20) paremal integraalide ees tuleb vdtta mark +, kui
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integreerimiseks on valitud pinna Z positiivne kilg, ja
mark — f kui integreerimiseks on valitud pinna J1 negatiiv-
ne kulg.

3) Teist liiki pindintegraal! arvutamist v0ib taandada
esimest liiki pindintegraal! arvutamisele jargmise seose

abil:
N Pdydz + Qdzdx + Rdxdy =
(Pcoso< + QcosB + Reos ")dS, (21)

kus n = (coso( , cos” f-cosy) on integreerimiseks v valitud
pinna kilje normaal.

4) Kui pind H on antud ilmutamata kujul vOrrandiga
F(x,y,z) = 0, siis toimime analoogiliselt nagu esimest lii-
ki pindintegraal! korral.

Nadide 4. Arvutada pindintegraal

J =" x2y2zdxdy,
£
+ 22 = a2 alumise poole positiivne

kus 1 on kera xP+ y 2
kilg.

Lahendus. Kasutame arvutusvalemit (15)» Selleks aval-
dame pinna 21 vOrrandi ilmutatud kujul, saame

z = -\/a2 - x2 - y2.
Integreerida tuleb modda selle pinna llemist kilge. Seepa-
rast arvutusvalemis (15) tuleb paremal integraali ees vot-
ta mark +. Piirkonnaks D on ring x2 + );A e%. Seega
J = "N x2y2 (- Va2 - x2 - y2)dxdy.
D

Viimase kahekordse integraali arvutamiseks [lahme i(le
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polaarkoordinaatidele. Saame

21T a
J =- " dcp @ r2cos2gr2sin2egp \V/a2 - r2 r dr =
o o

= - X" sin22p d<sp { r3Vva2 - r2 dr.

Teeme muutuja vahetuse r = asin tv aiie
2Tt mr2
J=-n" 1 ~ COB4D, A a”sin”t a lcostl acostdt =
o
T2
g 2na™ N~ (1 - cos2t)2cos2t dcost =

o
? X/2
N (cos2t - 2cos™t ¢ cos”t)dcost

1
>

—‘%Ji@&lgt ~n 2 005 t + 3 cEEig {2
aa? ,1 2 . 2jta?
—————— ZT G “*5 + 7} = =W *
Naide 5« Arvutada integraal
J = jJ\ yzdxdy + xzdydz + xydzdx,
r
médda keha pinna valiskilge, kui keha asetseb esimeses
oktandis ja on piiratud silindriga x2 + yz = a2 ning tasan-
ditega x = O, y=0 2z =.0ja z = h.
Lahendus™ Pind Z on kujutatud joonisel 39- Jaota-
me pinna J1 osadeks I,11,111,1V ja V jargmisel viisil:
I on tasandi z = h osa,
Il on tasandi y = 0 osa,

Il on tasandi z = 0 osa,
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IV on tasandi x = Oosa,

V on silindri x2 + y2 = a2 osa.
Arvutame integraali J mdédda pinna 2 iga osa eraldi.
Mooda osa | on z = h, kust dz = 0. Seepédrast integraa-
lis J jaab ainult esimene lii-
detav ja me saame kasutada
arvutusvalemit 05) mérgiga +,
sest integreerida tuleb médda

osa | ulemist killge. Seega

Joon.39
T/2 a
J,, = J\yzdxdy = yhdxdy = h ( ( r2sing>dr =
I 05) 111 o o
=\ a3h.
Integraal J médéda pinna osasid Il, 11l ja IV on ilm-

selt vérdne nulliga, sest nendel pinna osadel on integraa-
lialune avaldis vdrdne nulliga.

Jaab veel arvutada integraal J moéda pinna osa V. Sel-
lel pinna osal on esimene liidetav vdrdne nulliga, sest pin-
na osa V on risti xy-tasandiga. Seepdrast

J = \\ xzdydz + xydzdx".
v

Arvutame integraali kummagi osa eraldi. Arvutusvalemi (16)

dhjal

pony a h
\ jxzdydz = + ~ V«2 - ¥ zdydz = ~ Va2 - y2 dy \ zdz =
Vv v 0 o]
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% h2a2 ( cos2tdt=
o (y=asint) 0
Tt/2
=J az2h2 ( (@ + cos2t)dt = g7ra2h2.

Arvutusvalemi (17) pdhjal

=-\h=*\JJTj d(e2 . ,2) , 1 a3h.
O
Seega

J5 = Jita2h2 ¢ ja3h.

Jarelikult,arvestades teist liiki pindintegraal! adi-

tiivsust, saame vastuseks

J = 314 J5 =j a5h ¢ J~a2h2 + j ash =

N a2blGa + 3xch) .
Nadide 6. Leida integraal

T _ SS dygz dzg§ dxgy

mooda ellipsoidi

valiskilge.
Lahendus_. Selle integraali J arvutamiseks l&hme ule

esimest liiki pindintegraalile valemi (21) abil. Saame



kus cosot , cos /A ja cos ™ on ellipsoid! valisnormaali suuna-
koosinused. Nende arvutamiseks vdib kasutada valemeid (8)*
Kuna aga ellipsoid on antud vorrandiga ilmutamata kujul,
siis tema normaali suunakoosinuste leidmiseks on otstarbeko-
hane Kasutada normaali vdorrandit sel kujul antud pinna jaoks
(vt. Matemaatilise analiusi praktikum Ill, vihik 1« Tartu,
1974, pt. 111, 81). Selleks tahistame
F(X,y,z) = "2 + + 2y - 1,
a b C

sils, arvestades, et pinna normaal
n = (Ex,Py,Pr),
3aaTte

cosc -1i, a3p asy =

kus F = 2x/a2, F = 2y/b2,F = 2z/c2 ja

Seega

m|l ds,

kus

1 11
K =32 4° of 72*

Vottes valemis (21) funktsioonid P = Q = 0 ja
K=

Inlcos y
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naeme, et

Eespool juba saime, et

ii] cos =Fz = 2z/c2,

siis Idplikult

Sellega integraali J arvutamine taandus lihtsama teist lii-
ki pindintegraali arvutamisele.

Viimase integraali arvutamiseks kasutame arvutusvale-
mit (15)» Et integreerida tuleb ellipsoidi kogu vélispinda
Z mooda, siis peame valemis (15) marki arvestama jargmi-
sel viisil. Ellipsoidi Ulemist poolt mbédda integreerides
tuleb valemis (15) paremal integraali ees vdtta mark + ja
alumist poolt modda integreerides aga mark - . Et aga Iin-
tegreerimisel modda alumist ellipsoidi poolt ka z  muudab
marki, siis integraal médda ellipsoidi alumist poolt sum-
meetria tdttu langeb kokku integraaliga mddda ellipsoidi

ulemist poolt. Jéarelikult

kus D on piirkond x2/al + );/b2<J1. Viimase integraali ar-
vutamiseks lahme ule elliptilistele polaarkoordinaatidele

['’x = arcos 9

saame
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21C 1

2kcab ( ab (- | m=
o OS\A - 12

(&N
1

4T abc k= 4* abc (-1 + -1 + -/[).
a b C

Antud integraali J vOib arvutada ka vahetult, arvestat—

des, et ta on pindintegraalide

r YA I
summa. Arvutades integraali eespool antud viisil, saame

4* ab
* < P
Jg =g
Summeetria tottu, siis

47rca T 4Ttbc
"2 —-T * I~ A&

Seega

J = 4* (L|| + SF + 2|) = 4*abc(— +-J + =J).

Ulesanded.
Arvutada jargmised teist liiki pindintegraalid.

82J, "jj x2y2zdxdy, kus Z on sfaari x2 + y2 ¢ z2 =1

Glemise poole negatiivne kilg.

824. PP z2dxdy, kus Y. on ellipsoidi x2 + y2 + 2z2=

X
= 2 valine kulg. n
825. (()z(?jxdy, kus ’—\Fon ellipsoidi x2 +'V;’? +£2 = 1
% a b c

sisemine kilg.

826. j» X2 + y2 dxdy, kus Z on ringi x2 +y2”7a?2

z
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alumine kilg.

827. gA xdydz + ydzdx + zdxdy, kus Z on tasandite-
gax =0 y=0, z=0, x =1, y=1 ja z = 1 piiratud kuu-
bi positiivne kilg

828. \\ xdydz + ydzdx + zdxdy, kus 2= on sfaari

E
x2 + ); + 22 = a° valine kilg
829. \\ xzdxdy + xydydz + yzdzdx, kus Z on tasandi-

27
tega x = Q y=0, z=0ja x + y+ z : 1 moodustatud pi-

ramiidi valine kilg
830. 2dxdy + ydzdx - x*zdydz, kus T on ellipsoi-

H
di 4xP + ); + 42P = 4 osa valine kilg, mis asetseb esime-

ses oktandis

831. \\ y~zdxdy + xzdydz + x"ydxdz, kus X on pinna
valine kul%, mis asetseb esimeses oktandis ja on moodusta-
tud poordparaboloidi z = x2 + ¥/, silindri x2 +y =1

ja koordinaattasanditest

83. Ostrogjradskl-Gaussi ja Stokes™i valemid
Olgu funktsioonid
P = P(x,¥,2), Q = Q(x,y,2), R = R(X,y,2)
madratud tdkestatud ruumilises piirkonnas E, mille raja-
pind on £ .
1. Ostrosradskl-Gaussi valem. Olgu piirkond E Kkinni-
ne ja tema rajapind Z ositi sile. Kui funktsioonid P, Q

ja R ning nende osatuletised Px, Q ja R™ on pidevad piir-
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konnas E, siis kehtib valem

Pdydz + Qdzdx + Rdxdy = ~ ~(Px + O + Rz)dxdydz, (22)
VA E

kus pindintegraal on vfetud médda pinna X véaliskilge.

Valemit (22) nimetatakse Ostrogradskl-Gaussi valemi k-a.
Ta seob suvalise teist liiki pindintegraali mddda kinnist
pinda Z teatava kolmekordse integraaliga.

Ostrogradski-Gaussi valemit kasutatakse pindintegraa-
lide arvutamisel kolmekordse integraali abil ning mitmesu-
guste kujundite ruumalade arvutamisel.

Kui funktsioonid P, Q ja R taidavad piirkonnas E
tingimust

* «y & Rz

siis piirkonna E ruumala Vg on arvutatav valemiga

VE = W Pdydz + Qdzdx ¢ Rdxdy. 24)
JT

Viimasest valemist (23) erijuhuna saame jargmised valemid:

VE _ y Xdydzt (25)
7

VE _ ydzdx, (26)
7

VE mJ zdxdy” @27
-

VE I» xdydz + ydzdx + zdxdy. (28)

2. Stokeslj valem. Olgu 18plik kanepoolne pind £ osi-
ti sile ja tema rajajoon L ka ositi sile. Kui funktsioonid
P, Q ja R ning nende esimesed osatuletised on pidevad raja-

joonel L, siis kehtib valem
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N Pdx ¢ Qdy + Rdz =
(29)

- E (Ry <<Qz)dydz + (pz - Rx)dzdx + Q. - Py)dxdy,

kus joonintegraal on vOetud médda joont L positiivses suu-
nas pinna Z kilje suhtes, mida médda integreeritakse.
.Valemit (29) nimetatakse Stokes*! valemiks. Ta seob
teist liiki joonintegraali modda kinnist joont L  teatava
teist liiki pindintegraaliga.
Valemi (21) p6hjal vdib Stokes"i valemi kirjutada sim-

boolselt ka kujul
cosoi cosf> cosy-

ig)—( g%, it ds. (30)
P Q R

Stokes"i valemit kasutatakse joonintegraalide arvutami-

sel pindintegraali abil.

Ulesanded.
832. Teisendada kolmekordseks integraaliks pindinteg-
raal

N x2dydz + y2dzdx + z2dxdy,
r
mis on vdetud médda kinnise sileda pinna Z valiskilge.

B33? Teisendada kolmekordseks integraaliks pindinteg-
raal

M\fc2 + y2 + z2 (cos-* + cos/?> + cosy-)dS,

i
mis on vOetud mddda kinnist siledat pinda 21.

834* Leida pindintegraal
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i lixcosc< + ycos/3 + zcos™-J dSF

r
médda mingi Idpliku keha E siledat pinda Z , kui E ruum-
ala on V.

Arvutada Ostrogradski-Gaussi valemi (22) abil

jargmised pindintegraalid.

835. \\ 4x3dydz + 4y~dzdx - 6z~dxdy
|
moéda keha E valispinda Z, kui E on piiratud pindadega
x*+y%a?z =0jaz=h .
836. 7 (v + z)dydz + (z - x)dzdx + xydxdy
L

modda kinnise sileda pinna Z valiskilge

837. i) urdydz + Uydzdx + uzdxdy .

|
médda kinnist siledat pinda Z teades, et funktsioon u ra-

huldab Laplace®i vdrrandit Jn = 0, kus au = u” +
+ Uyy + uzz on Laplace*i operaator

838. \\ Uydydz + uxdzdx + (x + y)dxdy

7 .

médda kinnist siledat pinda X teades, et funktsiooni wm
teised osatuletised on pidevad ja ta rahuldab vorrandit
V. s0

839* Arvutada Ulesandes 833 antud integraal, kui 1-
on sfaari x2 + ); + 2% = a? valispind.

840. Arvutada naites 5 antud pindintegraal Ostrograds-
ki-Gaussi valemi abil.

841. Arvutada Ulesandes 827 antud pindintegraal Ostro-

gradski-Gaussi valemi abil.



842. Arvutada ulesandes 828 antud pindintegraal Ost<
rogradski-Gaussi valemi abil.

843. Arvutada ellipsoidi

ruumala valemi (27) abil.

8441 Leida keha E ruumala, kui E on piiratud pindadega
z=¢ z=-C ja
"X = acosu cosv + bsinu sinv

<y = acosu sinv - bsinu cosv
4Z = csinu.
845. Leida keha E ruumala, kui E on piiratud pindadega

x =0, z=0 ja

iX = usinv
= usinv
[z = -u + 3cosv,

kus u”O.
846. Tdestada, et pinnaga X piiratud keha E ruumala

V-|g on arvutatav valemiga

VE =J ™ (xcosc* + ycosB + zcos”™-)dS.

847* Olgu koonus piiratud sileda koonilise pinnaga
F(x,y,z) = 0 ja tasandiga Ax + By + Cz + D = 0. Toestada,
et koonuse ruumala on

V = j Sh,

kus S on koonuse pdhja pindala ja h on tema kérgus.
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848. Teisendada Stokes"i valemi (29) abil  jooninteg-

raal

i (y2 + z2)dx + (x2 + z2)dy + (x2 + y2)dz,

L
mis vBetud médda kinnist kontuuri L, pindintegraaliks
moédda mingit pinda , mille rajajooneks on L.

Arvutada Stokes"i valemi (29) abil jargmised joon-

integraalid.

849* ~ x2dx + y~dy + chzdz,
L
kus L on kinnine kontuur

850. M x2y~dx + y2dy + zdz,

L
kus L on ringjoon xP +yp = a2, z = 0, vittes pinnaks 2.
poolsfaari z = viO - x? y2 ja integreerides mdédda pin-

na I Glemist kilge

851*. J exdx + z(x2 + y2)5/2dy + yz5dz,
L
kus L on pindade z =V x2 +y2» x=0. x=2, y=0, y=1
Iikejoon, mis labitakse suunas O, kus 0 = (0,0,0) ja

A= (0,1,1)

852. Yy + z)dx ¢ (z ¢ x)dy + (x + y)dz,
L
kus L on ringjoonx2+y2+22=a2,x +y+ z=0
853. P (2x + y)dx - 2ydy + zdz,

L
kui L koosneb kolmnurga ABC kiilgedest, kus A= (0,-1,0),

B= (0,2,0) ja C= (2,0,0), vdttes pinnaks Z Kolmnurga
ABC
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854. Pp8yVo - X2 - z2)3 dx + xy~dy + coszdz,
L

kus L on ellipsoid! 4x2 + y2 + 4z2 = 4 I1dikejoon ACBA
koordinaattasanditega esimeses oktandis, kus A = (1,0,0),

B= (0,2,0) ja C= (0,0,1)

855» ) O~ 2)dx + (z - x)dy ¢ (x - y)dz,
L
wis L on ellips x2+y2=1,x+z=1

856. M xdx + (x + y)dy + (x + y+ z)dz, kus L on kd-

X = a sint
y=acos t 0<t-"2x.

z = a(sint + cost),

857» ()rzzzdx * xzzzdy + x2y2dz, Kis L on kinnine ko-
ver L
(x = a cost
Y= a cos2t
lz = a cos”t,
mis labitakse muutuja t kasvamise suunas
858. Millistel tingimustel kehtib vérdus

A Pdx + Qdy + Rdz =0
L

iga kinnise kovera L korral?
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V. VALJATEOORIA ELEMENDID
81le Skalaarvali. vektorvali ja gradient

Skalaarvél.jaks u = u(P) nimetatakse tasapinnalist vdi
ruumilist piirkonda E, kui selle piirkonna igas punktis P
on maaratud Uks reaalarv u(P).

Skalaarvali u defineeritakse xy-tasandil kahe muutuja
funktsiooni u = u(x,y) abil ja ruumis kolme muutuja funkt-
siooni u = u(xfy,z) abil. Esimesel juhul skalaarvalja ni-
metatakse tasapinnaliseks ja teisel juhul ruumiliseks.

Funktsiooni u nimetatakse val.jafunktsiooniks. Kui
funktsioon u on diferentseeruv, siis skalaarvalja u nime-
tatakse diferentseerivaks.

Tasapinnalises skalaarvéaljas u = u(x,y) jooni u(x,y)=
= C, kus C= const, nimetatakse nivoojoonteks. Ruumilises
skalaarva_jas u = u(x,yfz) pindu u(x,y,z) = C nimetatakse
nivoopindadeks. Nivoojoone v0i -pinna punktides on seega
valjafunktsiooni u vaartused vdrdsed.

Ruumilises skalaarvaljas u iga punkti PQ labib ainult
tks nivoopind u(x,y,z) = Ct kus C= u(PQ);seejuures nivoo-
pinnad omavahel ei I8iku. Sama kehtib ka nivoojoonte kor-
ral.

Diferentseeruvas skalaarvéaljas u vektorit
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nimetatakse skalaarvalja u gradiendiks punktis P = (X,y,2).

Vektori (1) tahistamiseks kasutatakse ka simboolset vek-

torit

V= ("x» ~1*"Si*9
mida nimetatakse nablaks. Vektori V abil kirjutatakse
grad u =V u.
Vektor grad u on nivoojoone v&i nivoopinna normaal.
Funktsiooni
u = a(x,y,z)
Laplace™i operaatorit
Iy = “lc ev  +
vOib kirjutada vektori V abil kujul
ZAu =V *Vu.

Vektorvaljaks A nimetatakse tasapinnalist vdi ruumi-
list piirkonda E, kui selle piirkonna igas punktis P on
maaratud uks vektor A(P).

Vektorvali A defineeritakse xy-tasandil vektorfunkt-
siooni

X = (Ax, Ay)
abil ja ruumis vektorfunktsiooni
A=Ux, Ay, Az)
abil, kus
Ax = AX(P), Ay =iy(P), = AZ(P)

on piirkonnas E maaratud funktsioonid. Esimesel juhul vek-
torval ja nimetatakse tasapinnaliseks ja teisel juhul ruu-

miliseks. Kui vektorfunktsioon A on diferentseeruv, siis
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vektorvalja A nimetatakse diferentseeruvate.

Diferentseeruv skalaarvéali u tekitab piirkonnasg vek-

torvalja grad u, mida nimetatakse u gradiendi valjaks.

Vektorvaljas A jooni, mille igas punktis puutuja siht

langeb Uhte vektori A sihiga selles punktis nimetatakse

vektorjoonteks.

Vektorjooned on diferentsiaalvdrrandite sisteemi

lahendid

Ulesanded

Leida jargmistes s

voopinnad, mis labivad

les punktis PQ.

859.

860.

861.

862.

863.

864.

865.

866.

u Bx +y, PO =

u=x+y, PO-=
u=x2+y2, PQ
u=x2+y2, PO
u = 2y/x2, PO =
u=2y/x2, PQ =
us=x2+y2- z2,

u = 4z arctan

PO = (9,12,28)

kalaarvaljades nivoojooned vdi ni-

punkti PQ, ja mdadrata gradient sel-

(1,0)
@a»-1)
= (1,2
= (0,-1)
(-2,2)
(-1,0)
PO = (1,1,1)

PQ = (1.1,1)
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868. Leida grad u ja tema pikkus, kui
u= Vx2 +vy2 + z2.

869. Skalaarvaljas u = x2 ¢ y2 - z2 leida gradu sel-
lel nivoo pinnal, mis labib punkti (0,0,0).

g870. Millistes punktides Igrad uj = 1, kui u=In(l/r),
kus = Vfc ““a)2 + (y - b)2 ¢ (z - ¢)27?

871. Naidata, et funktsioon u = In(x2 + y2 + z2) ra-
huldab seost u ¢ 2 InlvVul = In 4.

872. Leida skalaarvalja u gradiendi vali, kui

1
kus r? = x2 + y2 + 22
873. Olgu u = z2 + In(x + 1/y). Leida punktid, kus
grad u = (1,-16/9,0).
874. Olgu u = (x2 +y2 )5/2 + y5 z, Leida punktid,

milles u gradiendi pikkus on 3*

Leida vektorjooned jargmistes vektorvaljades A.
875. A*= (x,y,22) 1
876. A= (Y.,X,2)
S==} = (xz, yz, -Xxy)
878. A= (X2, xy - 2z°% xz)

879. A= (v + X +zZ, X xYy)
Tdestada jargmised valemid, kus C= const ning f,u
ja v on diferentseeruvad funktsioonid.

880. grad(u + C) = grad u

881. grad Qu = Cgrad u
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882. grad(u + v) = grad u,+ grad v
883. grad uv = v grad u + u grad v

884. grad £ = vjyad u - u ftrad v » kufl v A0
\'

885« grad f(u) = f*(u) grad u

886. Olgu x,y ja z diferentseeruvad parameetri t
funktsioonid. Tlestada, et iga diferentseeruva funktsiooni
f korral kehtib vdrdus

df(x,y,z) = gradf.dr,
kus vektor ? = (X,y,z).

887. Olgu z = z(u,v), u = u(x,y) ja yrv(x,y) dife-

rentseeruvad funktsioonid. Naidata, et

grad z = zugrad u + zygrad v.

888. Naidata, et funktsiooni u = xy sin z + zy sin x
korral kehtib vérdus Vu = -VAu.
889. Toestada valem
A(u,v) = uAv ¢ vVAu + 2V u-Vv,

kus u ja v on kaks korda diferentseeruvad funktsioonid.

&2. Tuletis antud suunas.
Olgu piirkonnas E antud funktsioon
u = u(P)
ning telg 1, mis labib punkti PQ ja mille suund on maara-
tud Uhikvektoriga
"m = (cosot t cosB , cos ).

Votame teljel 1 punkti P = (Xx,y,z), mis asetseb punktist
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Pp kaugusel A1l vektoriga m maaratud suunas*

Piirvaartust”®

fF_ipi*'P_ U(D)LhU(pc) @)

nimetatakse funktsiooni u tuletiseks suunas 1 punktis PQ.
Tuletis (2) iseloomustab funktsiooni u muutumise Kii-
rust telje 1 suunas. Kui
u on valjafunktsiooniks,
siis tuletist (2) nime-
tatakse skalaarvéalja L,
tuletiseks suunas 1 punk-

tis F?}

Kui funktsioon u on
diferentseeruv punktis P,
siis tuletis (2) eksisteerib punktis P igas suunas 1 ja

on arvutatav valemiga
cos* + cosB + % cosf. (3

Erijuhul, kui 1 t&hendab x-, y- v0i z-telge, siis tu-

letis (2) uhtib vastavalt funktsiooni u osatuletistega u®,

CaV
Funktsiooni u tuletis suunas I"on maksimaalne ja vOr-

dub grad u pikkusega, kui telg 1 langeb Uhte grad u suuna-

ga.

Ulesanded.
Leida jargmiste funktsioonide u tuletised antud Uhik-

vektori m suunas punktis PQ.
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Leida jargmiste funktsioonide u tuletised antud vekto-

ri t suunas punktis PQ.

893. u=xy +vyz +1, K= (12,-3,-4), PO = (0,-2,-1)

894. Leida funktsiooni u = \I777tuletised punktis
PQ = (3,4) koordinaattasandi esimese veerandi nurgapoolita-
ja suunas ja punkti PQ raadiusvektori suunas.

895» Leida funktsiooni u = xyz tuletis punktis pQ =
= (1,-2,2) selle punkti raadiusvektori suunas.

8%6*. Leida punktid, milles funktsiooni u=ex (x-y"+3y)
tuletis iaas suunas on null.

897. Leida skalaarvédlja u = u(x,y,z) tuletis vélja
v = v(X,Yy,z) gradiendi suunas.

898. Millises suunas funktsioon u = x sin z - ycos z
punktis (0,0,0) muutub kdige kiiremini.

899. Millises suunas peab liikuma punkt P=(Xx,y,z,),

labides punkti PQ = (-1,1,-"1), et funktsioon

kasvaks maksimaalse kiirusega?

83. Vektori voog Ja divergents
Olgu ruumilises piirkonnas E mddratud vektorvali

A(P) = (AX(P), Ay(P), Ar(P)).
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Asetsegu selleslvektorvéljas ositi sile kahekiljega pind X.
Olgu pinna.T ks kilg mddratud uhiknormaaliga
7 = (cos«: t cosp t coen)*
Vektori A vooks l&bi pinna Z antud suunas n nimetatak-

se pindintegraal!

W= (A"co6n + Ayc08(3 + A"0s~0dS. (4)

Kui pind Z on ositi sile ja funktsioonid /§, A)/ning
Az on pidevad pinnal Z , siis vektori A voog (4) eksis-
teerib.

Téhistatakse

An = Axcoso< -mAyCOS(3 + A,,cos m& = X»n,

mille tdttu voo avaldise (4) vOib esitada kujul

wr = \\ AndS = A.n dS. )

1 YA
Olgu Z rajapinnaks piirkonnale E ja normaal n maara-

ku pinna Z valiskilge.
- A
Piirvaartust

Wy
div A= lim A~ * (6)
E-*P *B

nimetatakse vektori A divergentsiks punktis P.
Kui vektori 1 koordinaadid Acs A)/ja A, ja nende osa-
tuletised on pidevad funktsioonid piirkonnas E, siis diver-

gente (6) eksisteerib ja kehtib valem
dA 0A 0A

div A =~  *if" * . )
Valemit (7) kasutatakse div A arvutamiseks. Kasuta-

des Hamiltoni ciimboolset vektorit nabla, vdime valemi @)
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kirjutada kujul
divT = V-T. ®)
Kui sile pind L. on keha E rajapind ja pidevalt dife-
rentseeruva vektori A voog on vletud pinna E valisnormaali
n suunas, siis Ostrogradski-Gaussi valemi vdime kirju-
tada kujul

ANAndS = Ajj div X dxdydz. o)
S E
Valemi (9) pdhjal vektori A voog labi piirkonna S raja-

pinna Z tema valisnormaali n suunas on vdrdne vektori A
divergentsi integraaliga ule piirkonna E.

valja A, mille igas punktis on div X = 0, nimetatakse
solenoidaalseks ehk solenoidval.jaks. Valemist (9) on ndha,
et solenoidvaljas vektori A voog labi iga kinnise pinna on
vordne nulliga. Seepéarast solenoidvédlja nimetatakse ka al-
likavabaks valjaks.

Vektorvali X tekitab piirkonnas E skalaarvalja divA.

Ulesanded.
Leida jargmiste vektorite A divergentsid.
900. X = (X,Y,2)
901. X = (x + y+ z)"2/5¢ "L,

902. X = exy C-x, Yy, Xyz)
Leida j&rgmiste vektorite X divergentsid antud punk-

tis PO.
903. A*= (xy2,x2y,z5), FO =
904. X = (X2 + y2 ¢ z2)"V 2 (X,y,z), PQ = (-1,2,-2)
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Naidata, et Jargmised vektorvaljad on solenoidvaljad.

905. A

eXy (¥, -X,Xy)
906. X = yz(4x,-y,-2)
907. A = r(CXr), kus Con konstantne vektor ning ? =
= (X,Y,2) Jar = Ird
Toestada jargmised valemid, kus X ja Bon diferentsee-
ruvad vektorid, Con konstantne vektor, u Ja v on diferent-
seeruvad funktsioonid ning r = (Xx,y,z) jar = 7.
908. div(A + B) = div A+ div B
909. div(u C) = C*Vu
910. div(uA) =X Va + udiv X
911. divvVm =Aa
912. div(uvu) = uAu ¢ |Vu|2

913. div(uVv) = uAv ¢ Vu»Vv

914. Téestada, et 2div (rxA) = div B, kui r=(x,y,z),

I = (y,z,x) jJa B= (x"y".z2).

915» Leida vektori X = (x,y,z) voog koordinaatide al-
guspunkti poolt labi tasandi x ¢ y+ z =1 osa, mis aset-
seb esimeses oktandis.

9"6. Leida vektori A= (xy, y =z, x + 2z) voog koor-
dinaatide al/g\]uspunkti poolt l&bi tasandi 2X + Y+ z =2
osa, mis asetseb esimeses oktandis\.

917« Leida vektori A= (X,y,z) voog keha x + )3

0~z "h seest.
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918. Leida vektori I'= (yz,xz,xy) voog labi silindri
X2 * ); = az» 0<z<h kiulgpinna tema véalisnormaali suunas*
919» Leida vektori X = (X,y,z) voog labi  koonuse
x2 + 3; = 22, 0~z~”h kulgpinna tema véalisnormaali suunas*
920. Leida vektori A= (x,y,z) voog keha x2 + y24z2,
0~z h sisse.
921* Leida vektori A= (Xx,y,z) voog labi pinna z =
-1 - \E? ¢ 72* 0n.z".1 tema valisnormaali suunas.
922. Leida vektori A= ~TATW, kus ¥= (x,y,z), voog
kinnise pinna Z seest, mis Umbritseb punkti (0,0,0).

923. Leida vektori A= (x, -y2, x2+z2-1) 700g ellip~*

soidi
2 2 2
c2
seest*
924. Leida vektori A= (x".y"jZ3) voog koonilise ke-
ha x2 + y2<‘22, Oi~z”~h seest.

84. Vektori tslrkulatsioon ja rootor

Olgu ruumilises piirkonnas E mdédratud vektorvali

A = (Ax» Ay* Az)f
kus Ax = AX(P), Ay = Ay(P) ja Az = AZ(P) on piirkonnas E
pidevalt diferentseeruvad funktsioonid. Ositi sile joon
L asetsegu piirkonnas E.

Joonintegraali
ALds = )) Axdx + Aydy + Azdz (10)
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nimetatakse vektori A lineaarseks integraaliks médda joont
L. Kui joon L on kinnine, siis integraali (10) nimetatakse
vektori A tsirkulatsioonlks médda joont L.

Vektorit
rot A= (—;)b'ﬂ_'— B - - Tis _ _gy) o01)

nimetatakse vektori A rootoriks«

Simboolselt vdime kirjutada valemid

rot A=V X A= (12)
AAY 2
kus 1, J Ja K on vastavalt x-, y- ja z-telje (Mkvektorid.
Valemit (12) kasutatakse rot A* leidmiseks.
Vektorvéali X(tekitab piirkonnas E vektorvédlja rot Zt
Vektorvalja A, mille igas punktis on rot A= 0, nime-
tatakse keerisevabaks valjaks.
Vektorvédlja A nimetatakse potensiaalseks. kui leidub
diferentseeruv funktsioon u, et
A= grad u.
Sel korral funktsiooni u nimetatakse vektorvalja A potent-
siaaliks.
Selleks, et vektorvali A Uheli sidusas piirkonnas E
oleks potentsiaalne on tarvilik ja piisav, et ta oleks

keerisevaba a.o.

(13)
Vektorvalja A potentsiaal u mddratakse vdrrandist

du = Axdx + Aydy ¢ Azdz»
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Kui joon L on pinna Z rajajooneks, siis Stokes"i

valemi vdime kirjutada kujul

( Ajds = jprotX*n ds, (15)
L £
kus n-= (coso< , coS|3, a®¥#) on pinna Z selle kilje

iihlknormaal, mille suhtes joon L integreerimisel labitak-
se positiivses suunas. Valem (15) avaldab vektori X tf,irku-

latsiooni vektori A rootori kaudu*

llesanded«
Leida jargmiste vektorite A rootorid.

925. A= (x, -z2, y2)

926. X

(yz,xz,xy)
927. X

(X2, -z cos2, ysin?)

928. A= (Xyz, X ¢ y+ z, -x2y2)

Leida jargmiste vektorite X rootorid margitud punktis

v
929. X = (xz, -y2, xy), PQ = (0,1,2)
930. X = (X2, 2cos2x, YSin2x) = (0,1,2)

Toestada jargmised valemid, kus A ja Bon diferentsee-
ruvad vektorid, Con konstantne vektor, u on diferentsee-
ruv funktsioon, J1 ja ja on konstandid ning = (x,y,2)
jar = 17|.

931. rot(J/IX +fB) = \ rot A+ fxrot B

932. rot(uC) = gradu x G
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933» rot(uA) = urotX + gradu x 2
934. div(AXB) = rot X¥*2- A-rot B
935» r rotfu(r)(f] = u*(r) ?x C
Naidata, et jargmised vektorvaljad X on keerieevabad.
936. X = (x,y,2)
937» A= grad u, kus funktsiooni u osatuletised on dife-

rentseeruvad.

938. Naidata, et iga diferentseeruva vektori A korral
vektorvali rot X on solenoidaalne.
Ndidata, et jargmised vektorvédljad A on potentsiaalsed

ja leida nende potentsiaalid u.
939. A= (X,Y,2)

940. X = (yz, zx, xy)

941. nr(y + z,x + z,x +Yy)

942. Toestada, €L kui vektorvali X on potentsiaalne

ja solenoidaalne, siis div gradu »0 ja et sel korral valja

potentsiaal u rahuldab Laplace®i vdrrandit
a3 o

Leida jargmiste vektorite A tsirkulatsioon mbééda an-
tud kontuuri L, kus a s const.
943. A 3(0,x,0), L *x 3acost, y=asint, z=0
944. X 3(x2y3,1,z), L : x2 My 3 a2, z=0
9B« x 3 (X - 2, xty, -2z), L on kolmnurga ABC kontuur

tippudega A s (1,0,0), B= (0,1,0) ja C* (0*0,1)
946. A3 + Y, Y, O), L : > ¢y =a2, z=0
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9U-7* A = (>%Y,r), L on joon ABOA, kus AB on Kkruvijoon x =
= aast, y=a sin t, z = at ning BO ja OA on sirgldi-
gud, kusjuures O= (0,0,0), A = (a,0,0) ja B= (a,0,2-x&)
948. Naidata, et kui vektorvali A on potentsiaalne,
siis vektori A tsirkulatsioon selles véaljas modda iga Kkin-

nist joont L on vérdne nulliga.
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VASTUSED
I peatikk
§1.

2* Integraal jaotada kaheks osaks sdltuvalt avaldise
sgn(x-y) margist. 22* 9* Ui* 4. |1j?. arctan 2 - arctan 1=
= arccot 3« 16. 1# 12* ~ + In 2 - In(1 + e). 18. 1. Teoree-
mi 1 kasutamiseks teha muutuja vahetus y = 1/n, siis saab
kasutada teoreemi 1 naiteks ldigus T = [0,1J . 1£. 7w/
20, 2, 22* Tr/2. 22, 2, 2£. 7I/2. Teha muutuja vahetus z=
= y- 2. 24, 0. 2£. In(y/ VI y2). 26, 2arccot y.

27. -y“1 J In“2(xy)dx. 28. 2y /l(co=n2 - cos y2).

0
29. (ey - 1)/y. "0. y-"aresin 2y.
31, y“i(arcsin y- aresin 2y), ~2, Fy = 2y %arcsin(y2z"),
?z = 3z*/larcsin(y2z") = 22. = 2y(y2 - z)?1sinoc(y2 - z),
(z -1y2)"1sin =02 - z). £4. Fy = (2y)*1(4°y/z - 1),
-(22)~1(4"y/z - 1). 22. 26/3. 40. 1/4. 41. 7I/A.

?z

Fz

42. 2,5. Af. 44. 41 + y)y-1(2 + y)~1Inh + y.

45* M1 "E~2yY 1112 + BY + 2y2) - C-Fffi In(2 +y " y2)e
46. 2y“1 [l - 21n(e - y2)] . 4£. 2y >lsin 2y2. 48. 0.

49. y“1(3cos y» - cos y). £0. Fy = y~Inh + y+yz|, Fz =
=*y ¢ 1 +2)’1 In(1 + y+yz).. £l. Fy = (y + z2)-1 *
esin(yz® + z"), Fz = (3y ¢ 5z2)(y + z2)“1 z’1sin(yz" ¢ zM).
£2» Py = J“1[exp(yz2) - 2exp(y22)], Fz = z°1.

e [2exp(yz2) - exp(y22)] . 52«"Fy = 8y 1 cos y- | cos | -
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- -~(sin y - ein 2), = I(sin y- sin f) + cos |.

£4. 2yPy = 3(e“y z - eM3), 2zFz = 3(e“yz2 - e<25).

narcsin y. £6. (jt/2)sgn y In(1 +lyl). . =*
8. In[(ly] + Vy2 - 1)/2 . Olgu |yl= z siis vdime tahis-
tada F(y)
tt

o/ \ _ ( 2z dx ( 2z du >X
(z)- D Ze“=eiim2x ") 2T+7(@2 —-100 -Tyygg 1

Integreerides selle tuletise ja tdhistades z = 1/v, leiame

6(2) =relIn(z + Y2 -1) +C=-miInv +2rIn(1 ¢+ M - v2)+

= G(z), saame
/2

+ C. Teisest kiuljest antud integraalist vahetult saame, et

G(z) = ( In[z2Q - z*2sin2)]dx =

0 Tt/2
=7TIn z + ( In(l - z”2sin2x)dx =
o (v =1/2)
Tw2

= -itIlnv + § In(l - v2sin2x)dx.

Seega saadud kahest G(z) avaldisest naeme, et peab olema

C= f In(1 - v2sin2x)dx - =In(1 + VI - v2). Vottes

viimases avaldises v = 0, saame C= -T7tln 2.

52« TLIn[(Vy +Vy - 1)/2 . 60. sin2le 61. 0. 62. sin2!.
63. -1. 64. In Vaata naide 4. 6£. 1 In *2b tz.
- a+n 2 a +2+?2

66. >K arcsin 3" Toestada ja kaﬂjtada vérdust

sMx™n 5 b osinx - 20 657'_“@2;‘[‘5-’5 %
§ 2.
62. (03,00). 68. (-00,00). 62. (-00,0c). 20.(-00,c™).

21. (-1,04. z2* (-1»00)* 2Z- (-1»00)* ZZ- (-==»L)* Integ-



graal lahutada kaheks integraaliks, jagades integreeriais-
piirkorma pooleks. (-1***)« 28. (-1*00)* zz*

78. (-3,~>). 22* C-=<»3). 80. (-1,00). 81. [-1,1].

82. Olgu y<2. Kuna x sin x #1 protsessis x-*0, siis lei-
dub arv £>0 selline, et x sin x>1/2 vahemikus O<x”"£.

Seepdrast vdrratus (9) ei kehti, kuna

dx’\lﬁ
Xy 22 -y

kui y*2-. &E£. Alumise raja x = 0 lmbruses on integraali-
alune funktsioon tdkestamata, kui y-*0. P&ratu integraali
tUhtlase koonduvuse definitsiooni rakendamiseks wuurime hin-

nangu (9) kehtivust, saame

XN - xy2 y2 1 ]1 1,320
5 (y2 ; “2)2 —-=-1+"7"1In “m <£,
mis peab kehtima O<£<E£ korral sOltumata muutujast

¥6(0,1). vottes aga £ =y, saame

g(l - In 2)< £,
mis £ suvalisuse tottu eri saa kehtida. 84. (-00,00).
fiS. <00,00), 86# (-00,00). 82, fo,2®). 88. (—00,00).
82. (—00,00). 90« (—Oo,00). 9. (—00,cx>). 22. (-00,00).
1Q1. Kasutada hinnangut In x = 0(x”~ protsessis x-* 0+.
102. Vt. idlesande 101 juhendit. Kasutada ka hinnangut
In x = 0(1)(1 - x)V4 protsessis x-*1-. O5. Vorratuse (8)
naitamiseks integreerida ositi, vottes u = (1 - x)2+y*
(1 +x)y Jadv = (1 - x)“2cos(1l - x)""dx. 107. valida
majorandiks funktsioo'n g(x) = (1t/2)(1 - Xa)—1/2, kus a=
= tan(7r/180). 108. Arvestada, et In(1 - x*) = *
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= oo - > _ o)1 - x®)’™ 2 protsessis x-*-1- ,
Tr/2
kus a= In 2. 114. Arvestada, et F(y) = 2 ~ (-In 3in x)ydx

ning iga 0 <a <1 ja b>0 korral on (-In sin x)b = 0(x”%a)
protsessis x->-0+, sest selles protsessis ~s™n s

= (st™ %) sinax(-In sin x)y = 0(1). 116. VaJIida majoran-
diks funktsioon g(x) = (@ - a2sin2x)“® 2, kos O<a<l.

124. (Ti/2)(fl-2y-1).12"« -n(1 - VI"- M2). 126. o In [ +
-tVI - y2)/2]. 127. KIn (1 +Vi - y)/2 - 128. -arcsin’y.
129. rIn (0 + VI +y)/2 . 170. * In[(1 +V1 + y)/2] .
131. arshy. 132. saln(\Vy ¢ \Vz). 133. icIn(ly[ + |1z]).
Arvutada F—z' eeldades esialgu, et y>0 ja z>0.

134. ~ arctan Vi. 135. sUWV8. 176. O ja 1. 122« 1/2 ja
10,5. 178* 1 3a “7* 1Z2* ~ (In 2 - 1). 140. 1. Kasutada
teoreemi 4 vOi teoreemi 3i vahetades osadega x ja y ntng
valida X = [0, */2] ja Y = [0,1). 141. 2. 142. 1.

143. Tt/2 - 1. 144. 2. 143. 2. 146. Lahtuda paratu integ-

raali definitsioonist ning ndidata ja arvestada, et rida

00 v 1
= J ~ - on uhtlaselt koonduv (muutu-
n=1
ja x suhtes) igas Idigus [0,1-e.1lc [ID0,1~ ja rida
+a

n
J (L1)»£'_=  _—  on thtlaselt koonduv (muutuja £ suh-

n=o
tes) loigus [0,1] .

83.
148. Majorandiks voib votta g(x) = exp[-(]x]- b)2],
kui |x] » b = max(]c] ,|dl ). Arvestada, et (x - y)27
NI =-vD2™ (IxXl- b)2. 162. Majorant otsida juhul y~1.
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163« Vaadeldes integraalialust funktsiooni muutuja y funkt-
sioonina, veenduda, et punktis yQ = (a+b-1)0 + x)
on temal globaalne maksimum. Viimase abil saame majorandiks
Mxa“\1l ¢ X)"I"a’t, R M = const. 164. Vérratuse (16) nai-
tamiseks integreerida ositi, valides dv = x sin x2dx. Seej uu-
res arvestada, et v(x) = 0(1), avaldis u(x) = (x +x
kahaneb ja seepéarast u 3 x)”0. 167. Integraali (16) hinda-
miseks teha temas muutuja vahetus xy = z. 170. Kasutada
ulesande 167 lahendust ning valida A = 1/y ja eeldada, et
y*>0+. 175. Teha muutuja vahetus x - y= z. 176. 1/18.
177. w2/8. 1£8. ti/4. 122« /2. Vt. naide 14. 180. 0.
181. 1. 182. Muutuja vahetusega x = 1/u taandada ulesandele
146. 183. Kasutada llesandeid 146 ja 182. 184. 0,5 In y.
183. In(y +1). 186. 0,5 In(y + 1). 182. *7/2.

188. 0,5« sgn y In(1 +lyl). 189. «lyl/2. 190. In(z/y).
191. 0,51n(z/y). 172. In(z/y). 22'e O»5tt In(y/z).

194. 0,5In(1 ¢ z2/y2). 195. arctan y- arctan z.

196. 0,5 In[(1 + y2)/(1 + z2)]. 197. arctan z - arctan y.
198. 0,5 In[(1 + z2)/(1 + y2)] . 12.. (n - 1)1y>h.

200. 0,5 In[(z ¢ y)/z - y)] - 202. 7Tw/Q\[2)- 2CE. H/][2-
204. 0 ja -3. 205. -3/2 ja 10,5. 206. In(b/a).

207. T (b2 - a2)/4. Vt. naide 15* 208. Oletame, et koondub
nditeks parempoolne integraal. Et integraal (14) koondub
thtlaselt hulgas X*, siis iga C> ckorral teoreemi 3 pdhjal

ja paratu integraali monotoonsuse omaduse pdhjal on

C 00 C 00
( P(y)dy = ~dx ™ f(x,y)dy® G6(x)dx = 0(1),
C a c a
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kust jareldub, et tdestatava vdrduse (19) vasakpoolne inte-

graal ka koondub ning kehtib vdrratus

00 f04]
N F(y)dy N § G(x)dx.
c a

Jarelikult kehtib ka vastupidine vdrratus. 209» Wxt/2. Ka-
sutada teoreemi 4 vdi Ulesannet 208. Antud juhul G(x) =

= er—x2(1+\\!2)dy_ Viimase integraali Uhtlase koonduvuse

o
naitamiseks vOib kasutada  jargmist Dini teoreemi (vt.

W B AJoes 2., Qoo vaaevarm-8aao aavea .
M., 1973, Ik. 275): Kui funktsioon f(x,y)".0 ja in-
tegraaliga (18) méd&dratud funktsioon G on pidev piirkonnas
X, siis integraal (18) koondub ihtlaselt piirkonnas X.

210. itz/2 - \[smy Arvutades FJ ja F_,saame peale integree-
rimist vorduse F(y,z) = -V2Ay + C(z) = Tz/2 + C(y),

kust arvutame C(z). 211. (\[Z - Vy). Kasutada ulesande
210 lahendust. 212. F(y) = 0,5\fn exp(-y2/4). 213« ?(y) =
= 0,5\TS exp(-2y). 214. Kasutada Ulesandeid 162, 163 Ja
208. 215« Integraal arvutada ositi integreerimisega,arves-

tades, et Ulesande 209 vastuse pdéhjal on Xx[I -d(><)]= o(1)t

kui x-*o¢6 . 218. Kasutada valemit (20).
84.
221. a/8. 222, T/\[D). 22£. s/(2 V2). 224. 00.
225. n\/2/4. 226.3t. 22€. 1/112. 228. 35*/2097152.

229. n\12/2. 270. n\f2/2 . 2£[. 2a\[J/9* 272. =sA\I'2/A.
233. tw/3. 274. mN/5/3- 2~ ~N2/5. 276. 1/5.
237. 32/35. 238. (4Vs1 )~1 I2(1/4)« Teha muufcuda vahetus
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cos X =1 - 2tN2» 239» -T c2 coste X Sin‘?TtX ja
n:3( + cos2ti X)sin-3Ttx. Kasutada valemit (26). 240. O
241. 21c2/3» 242.7715» 24~. iT2L__ cos xy =1 +

il J1
+2y Y (-Hwr g*» 244. \fn/2. Teha muutuja vahetus
) n=i n -ar
x = t. 246. Tr/>» Integreerimisjarjekorra muutmise poh-

jendamiseks valime 0<z”1/2 ja naitame, et integraal

1/z o 0
(] dx = N ydy ~  e-xy sin2x dx
o 0 0

on dhtlaselt koonduv z suhtes 16igul [0,1/2], kuna punktis
z = 0 voime lugeda exp(-y/z) = 0. Seega tohib teoreemi 1
pdhjal minna piirile integraali mérgi all, kui z o+

247. Jr/4. 248. In 2. 242« \j2n /4. Teha muutuja vahetus
X2 = t. 250* vz2tt /4. 251» Vétta valemis (30) parameetri
a asemele x ning parempoolse virratuse saamiseks x asemele
a+ x, vasakpoolse vOrratuse saamiseks aga x asemele a-1.

252» Kasutada valemit (28). 253» Valemis (25) votta x=1/2.

85.
255» * . 256. 0» 257» O» 2”8. 7F2/4. 259. f(x) =
*f ~ J sin ay cos xy dy. 260. S(x) =8 (JjO - cos ay).

o o
»sin xy dy, kus S(x) = f(x), kuiOO|x| N a, ning S(a) = 1/2

ja S(-a) = -1/2» 261. f(x) =" ~y“2(sin ay - ay cos ay).
o
esin_xy dy, kus |x] a. 262« S(x) =

= % y_z(sin ay - ay cos ay)sin xy dy, fos S(x) = f(x),
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kui Ix1 £ a, ning S(a) = 1/2 Ja S(-a) = -1/2. 26£. f(x) =

2 -2
= 5f § y (cos ay + asin &/ - 1)cos xy dy, kus |xI £ a.
[e] 00
264. S(x) =1 " -[sin(x - a)y - sin(x - b)yldy, kus S(x) =
o
= f(x), kui x £ a,b niogg S(a) = S(b) = 1. Kasutada valemit
(35). 265. S(xX) =" j (@ + y2)“\cos xy + ysin xy)dy,
o
kus S(x) = f(x), kui x £ 0, Ja S(0) = 1/2. Kasutada vale-

0o

mit (35)» 266. f(x) = ( e_aycos xy dy. 26°. fFf(xX) =

@ (@) M
= ( e“aysin xy dy. 268. f(x) =" j Si-” sin xy dy.
o “o0 " o 1-y

269. f(x) =% ( * cos -2-2 cos xy dy. 220. f(x) =
" 2

=f f"jLg cos xy dy. 221. f(x) =1 eixy dy.
Ol+y’
272. S(x) =1 " CO3"at=1- eixy dy, kus S(x) = f(x), Kkui
-0o

IXI £ a, ning S(a) = 1/2 Ja S(-a) = -1/2. 273» f(x) =

=i ™ y (sin ay - ay cos ay)e.xyf kui Ix] / a.

274. S(x) =1 ~ ~[e”iby - e“fay]eixy dy, kus S(x) = f(x),
-a
kui x / a,b ning S(a) = S(b) =1. 275» f(x) =

= f<exp(iyx - y2/4)dy. 226. f(x) =

AIS _L
= (= <yexp(iyx - y2/4)dy. Kasutada ulesande 275 la-
~ loo

hendust. 277. F(y) = V2/UTa/(y2+a2). 278. F(y) = -iv/8/m=

*a Y/(Y2 + a&)» 279» F(y) = exp[-(y2+ a2)/2] ch ay.
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280. F(y) = \&jt a/(y2 + &). 281, F(y) = V2/rt y/(a2+y2).

282« Kasutada naites 19 saadud tulemust. 283« f(x) =

- 2 éDO + >2)_FI cos xy dy. Kasutada tlesande 280 vas-
® @

tust. 284. f(x) = = S y(1 + y2)”?1 sin xy dy. Kasu-
o

tada uUlesande 281 vastust. 283. f(x) = e”¥* x> 0

286. f(x) =1 x/(1 + x2), x>0.
Il peatikk
§1.
287. (1 + "2)/8c0,301. 288. 85 x/128»2,085.
289. . 290. - TR<I<4n.
2 1 1 2
231. N dx N f(x,y)dy = ~dy N f(x,y)dx.
0O 0O
2 x/2 1 2
222, | dx ~ f(x,y)dy = | dy & f(x,y)dx.
0O O o 2y
o 1 2 1
293. ( dx f(x,y)dx + (dx ( f(x,y)dy =
-2 -x/2 0 x/2
1 2y 2 1
= (dy ( f(x,y)dx (vastus ( dx \ f(x,y)dy on ka
0 -2y -2 |x]/2
dige, kuid integraali praktiliseks arvutamiseks sobimatu).
o T+x 1 1-x
224. | dx " f(x,y)dy | dx J f(x,y)dy =
-1 0 0O O
1 1y
= (dy ( f(x,y)dx
0 y—1
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1 \f1-x2 n \fl-y2
222* 5. dx (— Ff(x,y)dy = ( dy ( _ F(x,y)dx.
| - L
2 3V1-x2/4 3 2\/1-y2/9
226. ( dx ( -—--- f(x,y)dy = ( dy ( ~ F(x,y)dx.
-2 -3VI-x2/4 -3 -2\M™y2/9
vV a va-"W5 1 y”™a
222% ( D f(x,y)dy = (dy ( f(x,y)dx.
-Va 1/2-Vv~r? o -fcp
4 Jtfe-x2 5 2t\/4-(y-5)2
298. (dx ( f(x,y)dy = (dy ( f(x,y)dx.
o B x%x-x2 i 12-V4 204 8)3+37)2
11 1 W
299. ~ dx ~ f(x,y)dy = Mdy N F(x,y)dx.
-1 X2 o -V7
| X2 1 #7
300. gdx § F(x,y)dy = ~dy~  F(x,y)dx.
o X3 o 4r
11 1 VI-x2
301. ~dy § f(x,y)dx. £02. ~dx A f(x,y)dy.
0 A\ o 1-x
1 e
o e«
2 Y 4 2
304. (dy CTf(x,y)dx + ~dy ( f(x,y)dx. .
o y/2 2 y/2
0 Vy+l 3 -y
505. (dy ( f(x,y)dx + ( dy \ f(x,y)dx.
il o -Vy+l
1 \V/1-X2
306. ~ dx ) f(x,y)dy.
-1 x2-1
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1 >—Vi—y2 a3 2-7
307. ) dy ~ f(x,y)dx ¢« ~dy ~ f(x,y)dx.
o o 1 o
2 2X 1 arccos y
£08. 1 dx f(x,y)dy. ~0~. ~dy ~ f(x,y)dx.
0 X O -arccos y
1 starcsin y
310. M dy | f(x,y)dx.
0 arcsin y
1 arccos y
Hl« \ & f(x,y)dx.
O -arccos y
512. 1/6. 1/10. £14. 7Tx 3/2. 316. 5jt4/322.

317. 4. Teisendada korrutiseks. 318. 5 In5 - O + e.
319. (e - 1)2/2. ~720. 2 - 3« . 321. -V3/4 + T7t/3.

322. 33/140. 325. 32/21. £24. 35na4/12. Lahendus:

Zea vy 2|
A oynhdxdy = F odx @y2dy = 1 N y3dx =
D 00 o
2A ~o2dl
=1 (ar - cos t)3a(l - a=t)dt = - \ (1 - cos t) dt.
3 3
§ 2.
2 3
325. \ u du ( f(utuv)dv.
1 2
1 1 2 1/u
326. judu ~ f(u - uvtuv) dv. + {udu ( f(u-uvtuv) dv.
< < "1 1-1/u
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2/3 3/(1-v)
327» j dv j N f(u - uv,uv)u du.
1/2 o
1 2t

328. A jsin22v dv ~

331.

332.

333.

334.

333.

336.

337.

338.

f(u cos”v,u sin*v)u du.

rsinip) rdr.

o o
4 4-u
w2 2
( dep \ f(r cosdo,r sinep )rdr.
o 1
/2 2
( dep ( f(r cos<p,r sintp)rdr.
ir/4 1
2.2 a
Ao dM A F(r cosif ,r sinep )rdr.
o o
w2 2cos<p
( dtp ~ Ff(r cosep,r sinep)rdr.
-Tt/2 o
Tt 4sineg
N d(E N f(r cos<p,r sinep )rdr.
o o
arctan2 8cosip
n dep ~ f(r cos<p,r sin ep)rdr.
Ti/4 4cos
2k 1
6 d<p ™ f(2r cosept3r sin <p):cdr.
o o
2
\B" dip”™ T({5 rcos g, "2
o 1
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/2 2
339.( dtp ~ f(reos tf,r sin (p)rdr.
o V2/cos(<p - 31/4)
A VJcos2” sin
340. \I3 f(r cos tf, 5 r sinep) rdr.
o o

2£L* 4/3. 242, JW/2. 277* 5ix/2. 244* (* - 1)/2.

345. 2. 346« 2/3. 347. 0. 248. 4/3. 349.-4/3. 350.4n /3.
351. 1. 352. TW3 25Z* 10 VI ir/3. 354. 2s5/9.

355. 16*/3. 21/3. 2SZ- '@or2. 228* sp/16.

359. 249A. 260- 4J. 281 [s/3 - (16 V2 ~ 20)/9]/2.
362. 3. 363. sa/\£. Minna lle polaarkoordinaatidele ja

arvestada sUmmeetriat. Siis

kus = (cos4<p+ sin4 cb)_ll4 ja u = tanep.

83.
364. smaa2. 365. 12 - 9/In 4. 2£6. 5. 367. 15/2 -

- 8 In 2. 268« 7/120. 369. 38,4. 222» sEb-

371. 7t(b2 - a2)/4. 2Z2. V60. 277* a2. 1Z4. 5:aa2/8.
375. 33w/4. 2z« 2a2. 2zz« (3 VI - n)a2/3. 2zs. 3/4.
379. 395a/25. 380. 1. Teha muutujate vahetus 4x =

= 12u, 4x - 3y =12v. 381. In(3/2)/3. Teha muutujate va-
hetus xy = u, y2/x = v. 382. 37ta2. 383. ab/70. Ule min-

na tldistele elliptilistele polaarkoordinaatidele,

1
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vittes . . 8. 284. [1~@EE , jE) +aVvj. A

7- | * > - - _i AN
227- f (.cg > oKL (ad + be) XX - aV(-iochn).
y.SS (Fs + <2~ 282+ L| A+ <2°% 222% 560/3.

521. 3/4. 122* W6/5. 227* JIB - \(3)/6. 22£. 1/6.

22S. 16. 228 22n. "22. Wm©OV3 + 5)/3. 398. 16/3.

399. 68/15. 400. 3m: 401. 45511 /32. 402. 41 (V6 - 3).
403. 24331/16. 404. 243n. 405. \a. 406. snabc(2 -\/2)/3.
407 . 4nabc(@V2 - 1)/3. 408. 4 nzR. 409. 14.

410. 2n (2\R2 - 1)/3. 411. 36. 412. 2Vv2. Integreerimis-
piirkond votta yz-tasandil. 413. 2V27t. 414. 4n . Integ-
reerimispiirkond vdétta yz-tasandil. 415. 16ao. Integreeri-
mispiirkond vdtta zx-tasandil. 416. 48. Integreerimispiir-
kond votta yz-tasandil. 417. 16(\/8 - 1)/3. 418. 40..
419. 8(n- 2). 420. 28n . 421« syeaaVVa2 + h2 +

+nnh2In[(a + Y82 + h2)/h] . 422. a( G-<t)[b(E - y) +

+ a(sinf- sin™)] . 423. nR™k/3, kus K on vdrdetegur.
424 . 2 naR2/3. 42£. 4a2/3. 426. 2kitln(b/a), kus KOn
vOrdetegur ning b ja a on rdnga valis- ja siseraadiused.
427. 4a2bk/3» kus a>b on ellipsi poolteljed.

428. (0, 4b/(3*)). 422. x = (1 - /AL + VD), X =

= (n/2 - 1)(2 + \[2/B. 430. Raskuskese asub nurga oo
litajal kaugusel 4Rsin( ot/2)/(30< ) ringi keskpunktist.
431. Raskuskese asub nurga <* poolitajal kaugusel
4sin( <*/2)/[3(a-8in<* )] ringi keskpunktist. 452. Xq =

= -a/2, yc = 8a/5. 433. xQ = 5a/6, yQ = 16a/(9").
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434. xc = a2b/(1l4c), yc = ab2/(l4c). 435. = na

Mo - 57/6. 436» = -a/5, yc=0«

437. > = -(64 + 155a)a/(B0 + 407t ), yc= 0. 438. Masske-
se asub kolmnurgas hipotenuusi keskristsirgel téisnurksest
tipust kaugusel kolmveerandit hipotenuusi pikkusest. Votta
x-telg pikki hupotenuusi ja y-telg labi téisnurga tipu.
439. 5xc = a(3a2 + b2)/(a2 + b2), 5yc = b(a2 + 3b2)/(a2+b2),
kui kaatetid pikkustega a ja b asetsevad vastavalt x- ja y-
teljel. 440. Jx = Jy = (1 - 5/16)ad . 441. Jx =

= 217Tr a4/32, Jy= 49 na4/32. 442. 43 = 4‘Jy: 3* av/2.
443» Jx = kan/10, kus kon vdrdetegur. Koordinaatteljed pai-

gutada nii nagu ulesandes 438.

84.
444 . 4LtR5/(3 Va2 + b2 + c2 + WR), kus | <3»

445. 232. 446. 40/3. 447. 4. 448. 1/12. 449. 30.
2 4-2x-4y/3

450. ~dx ~ f(x,y,z)dydz =" dxdy » f(x,y,z)dz, kus
0 Dx D 0

Dx s {(y*z"s ¥5 ¢ z/4"1 - x/2), D =|(X,y):x/2 & y/3™1).

1 1
451« N dx ~ f(x,y,z)dydz =~ dxdy j f(x,y,z)dz, kus
o Dx D 0

Dx ={(y»z): 07*y"\fl - x2, 07z"1J,

D = f(X,y): x2 & y2~1, x"0, y>0).

11 J 1-x2-y2
472%» ) dx 7 f(x,y,z)dydz = Jjjdxdy ( f(x,y,z)dz,
-1 Dx D o
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kus Dx = {(y,z)s 0<y2 + z - X2, z>0},

D = {(x,y): x2 + y2<1} .
a w
4£2« J dx g f(x,y,z)dydz = " dxdy f(x,y,z)dz, kus

w = cVaz2b2 - b2x2 - a2y2 /(ab),

Dx = y2/fe2 + z2/c2<1 - x2/a2j,
D = |(x,y): x2/a2 + y2/b2<1j.
a Cc
454» j dx ~ f(x,y,z)dydz =~ dxdy j f(x,y,z)dz, Kkus
-a D
X

w = c”™x2/a2 + y2/b2,
Dx = {(y»z": z2/=2 **2/B2"x2/a2, 0"z<cj,
D = f(X,y): w2~c2j.

1 2-2x
455. § dx U f(x,y,z)dydz = grdxdy ( f(x,y,z)dz,
-1 DX D (x-1)2+y2

kus Dx = ((y»z": z >*2>(* ““1)2» 0<z "2 - 2xj,
b = {(x,y)s x2 + y2<lj.

1 X 1-x 1 1-x
456« jidx {j dz j Ff(x,y,z)dy + ~dz ~ f(x,y,z)dy =
0O 0 O X Z-X
z 1l-y 1 1-y
=~ dz dy ¢ f(x,y,z)dx +~ dy j f(x,y,z)dxj.
o o z-y z (@) —-
1 1 \I2 -x2 1 z Vz -y
2SZ- { il 5VIZ_ 5)—(" fdy = E)dz ; d?\\{z—5—5 f dXx-
- - - - - -y

1 X2 1 X2+1 1 v
458. Ndxj™ dz J f(x,y,z)dy + ~ dz j f(x,y,z)dyj =

Jz-X
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=j dzjj dy\__ f(x,yfz)dx +

0 o VZ-y \[r 0
2 1 1
+ Ndz A dy;,._ F(x,y,z)dx.
1 vznl Vz-y~
461.101n(4/5). 462. 4K/3. 46£. 1/2.
465»1/364. 466. 11. 46£. 1/48.
§ 5

T3 a 1

468. dip ~ rdr § f(rcosif, rsimp, h)dh.
ir/4 o o
I a c
469. j dip ~ rdr ~ f(rcos<ff rsintp”tOdh.
0 0 0
2
K/2 2 cozup r
470» ~ B ] rdr ~ f(rcos rsinif#h)dh.
- T2 o o
2 ti c h/c

471. ~ dtp § dh ~

464.

f(reosy, rsinifth)rdr.

dy N f(x,y,z)dxj+

(41n 2 - 1)/s.

T a\/cos2vp Va2-r2

472. ( ar> J rdr ( f(rcostp# rsimp”™ h)dh.

- K/4 o -\Va2-r2

2K at#2 /2212

n .

473. /\d ( rdr ) N f(rcos<p. rsinip. h)dh.

o o a-Va-r
474.
T /2 a
( d» ( sind di3 Cf(rcosM sindfrsin® sind, reosd )rzdr_
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475 .

K2 n a

N df jJ sinS dO0 j f(rcos<p sin8, rsin<f sin0t reos 0 )r2dr.
-jt/2 o

o

476.

2n it a

Q&b " sin6d6 g f(reos dsin0, rsin<f>sin 0t reos 0 )r2dr.
0 0] o

m -

2n > cos B

j dp ~sinéd0 ~ fF@aoapsin0, rsinvp sind, reos® )r2dr.
o @ o

478.
Jjt/4 arctan(1/cos(p) 1/(cos<p sin0)

J dp ~ sinddQ gf(reosep sind,rsin<p sin0,rcos O)r2dr.
o o cotd/sind

479. n[3 \id - M2 - 8 + In(\/2 - 1) - In( VIO - 3)] .
480. 4Tta®/\/3. 481. sxcn/4. Valemites (34) vahetada osa-
dega yja z ning kasutada valemit (35). 482. 16tc/3.
483. 4n(b5 - &)/15. 484. Jsia2c2/4. 485. ax2/16.

486. 163t/3. 48£. s/tO. 488. 2tc/3. 48f. 4HAabch.
490. 6Jt2. 471. a/10. 472. 591 an480. 42Z. *abc2/4.
494, « . 42S. 8. 476. 4na-V15. 42Z* nl8.

§ 6.
498. 64. 499. 7/12. £00. 16. 501. 16. £02. 7/24.
503. 3/35. J/04. 55/6. JtO~. /2. £06. 8lsa/4. Kasutada
valemit (30), kus kahekordse integraali arvutamiseks teha

muutujate vahetus x =r C089 » ¥+ 1 = rsintp . 507. /1/2.

-267-



508, jt . £02. 52k /3. £10. 19K/6. £11.. /8. Kasutada
valemit (30), kus kahekordse integraali arvutamiseks teha
muutujate vahetus x + 1/2 =reos @ Y+ 1/2 = r sin<p.

512. 5TtaVl2. £1f. k/96. 514. 2kab/s. 515, wab(2-\/2)/5.
516. K 517. 3/40. 518. 1/2. 512. 4nas5/21. £20. sP.
521. 4. £22. na2bc/(3d). £2£. (abc)4/(360d9).

524. (abc)2/(6d3). £2£. K2abc/4. £26. 4abc7/(21d6).
527. 5Ttabc(3-\/5)/12. £28. 4 kabc/35. £22. abc/90.

530. abc”/(60p3). 531. abc pqg(a/p)V(60aq + 60bp).

552. abc/554400. £££. abcp(5c + 4p)(c + p)"2/60.

554. (abc)2/(560p). 535. abcpg(a/p)V(64aq + 64bp).

536. abc/(3a ). ££2* a4/2* abc(a eb + 0/2.

££2* 3a4/2. £40. ad/24. £41. 162 . £42. «k2R4/4.

543. 87~2/35» £44. kA&, kus Kon virdetegur.

£AE. |<';|a"/12, kus kon vordetegur. 546. 6|<|ep kus Kon
vordetegur. 547. (a,a,a). 548. (3a/5, 3b/5» 9Vah/32).
549. (3a/8,3a/8,3a/8). ££0. xQ =yQ =0, zQ = 3(a + 0)2:

s (8a + 4c¢). 551. (0,0,3c/4). 552.xc =yc =0, zc =

= 3c(2 + \/2)/16. £££. (3a/28,3b/28,3c/28). ££4.(0,0,2a/5).
555. x¢c = yc =0, zc = (20a2 - l5ad + 5d2)/(20a - 5d), kus
a on kera raadius ja d on segmendi kdrgus. 556. J =
abc3/60, J,,, = abbc/60, J,y = ab5¢/60. E£E7. I/ =
4abc3/15, |, = 4s:arbe/15, Jyy = 4rabbc/ls.

558. Jxy =Fa3/15, Jyz = s1a3bc/20, = nab3c/20.
559. = 226c8(15K- 16)/225, Jyz = 2a3bc(105* -92)/1575»
J = 2ac(Oyn - 272)/1575. £69. 14k, kus kon vdrdete-

X
gur. 561. 4ma2/9, kus m = |<|a4’ on kera mass ja kon vOr-
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detegur. 562. J = m(a2 + 2c2/™), kus m = 271 a2c on si-
lindri mass ja 9 on tema tihedus. 565. JQ = Jva’y /8,
kus on keha tihedus. 564. "~[p V&2"+ p2 + dVva2 + d2 -
- plpl- didl* a2In(p + Va2 + p2) - a2In(\va2 + d2 - d)] , kus
p =c-d. £6£. U = 2°<5>(R2 - d2/3), kui d 4R, ning 0 =

- 43t"R3/(5d)t kui d>R, kus d = Va2 + b2 + ¢c2 ja " on ke-
ha tihedus. Paigutada z-telg labi punkti (a,b,c).

87.
566. K. £ef. Tt/8. £68. 2. £62. 1/4. 222. 4..
571.00 . 572. jc/3. 573. V2. f£f4. 2K. 2X .

576. T2 W *,/2. £28* 1/2. 522. 1/16. ~80. 7ca2(21lna - 1).
581. Hajub. 582. it2/8. Kasutada ulesande 179 vastust.
583. TW(t - 1), kui <*>1, ja 00, kui ¢ 1. 584. 9/2.
Jaotada integraal kaheks pdaratuks integraaliks lle piirkon-
dade D1 = ((x,y): 0~ x~1, O04y<xj ja

2 = xey<l). N . 586, -7t2in2/2.
Teha muutujate vahetus 2x = u + v, 2y = u - v. 591.\fj2/2.
592. 1/a + 1/b >m. Kasutada muutujate vahetust Ix!I =

= r2/facos2/,a9 , M = r2/bsin2/,bip . £22» V a + 1/b (m.
£27* m<1. 52~.8/15. 526. 00. 2%. J/16. 598. K\fx.
n22. 4TI /3. 600. oo. 601. Hajub. 602. 8 1a(ln a- 1).
603. Hajub. 604.8Jca5(In a- 1/3)/3. 60£. (1 - a)“s,
1. 606. 4£(2a - 3), a>3/2. 60£. 4j1/(3 - 2a),

&< 3/2. 608. 2xB(3/2, 1 - a), a<l. 602. a>3/2.

610 . &3/2. 611. a<b/2. 612. a- b<3/2. 61" a<3/2.
614. /a + 1/b + 1/c<1. 615. & 1.
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111 peatikk
-§ 1.

616. V5 In 2. Arvutamiseks kasutada valemit (4). 617»
v/5 In 3* 618. \/51n(5/3)/2. Kasutada valemit (5)« 619« 1/2.
620. 21av2a, 621. 16a2/3. 622. a2V2. 623. (A- 2)/4.
624. [(L + 4tc2)5/2 - 11/3. 625. 3(5\/5 - 1). Kasutada va-
lemit (4) vdi (5). Valemi (4) kasutamisel arvestada, et
MY = 3» mistdttu yds = yWI + y"2 dx = "y2 + (yy*)2 dx =
= Vy2 +9 dx = Vox &9 dx. 626. IN0\[G + 3) - In 2.
627. 1 + V2. 628. 24. 629. 0. Kasutada valemeid (4) ja(b)-
630. x/(4a). 671. 31+2. 6£2. a2\}2. 6”°. 29.
634. a5(ch3/2 2 - 1)/6. Vdtta x = acht, y= a eht. 635* 0.
636. 23caea.  6°. [(jr2 ¢ 4)3/2 - 8]/12. 6£8. 2a2(2 - /2).
639. 4\/5 a2/17 . 640 . 8a3”"2/3.
641. 2 K@@ + 4T2 b2) Va2 + BY3. 642. (5677 - 1)/54.
643. (8 - 2\/2)/3. 644. A[Z*[(L + 2n2)5/2 - 1]1/3.
645. a (7 + 1372)/16. Kuna a on sfdédri raadius, siis a>0
ja seepédrast x>0. 646. R¥3/32. 647. R2V2. Kasutades
valemit (8), tuleb integreerida x jargi kohast R/\/2 kuni
kohani 0. Kasutades valemit (7), vdib valida x = y=
= (R/\/2)cos t. 648. 2twa2. 649. a2\R [100738 - 72 -
- 171n(25 + 4\/38) - 171n17]1/5/2.

§ 2.
650. > . 651. 12d . 622**11/3. 653. 1.
654. 16(10"10 - 1)/2?. €££. 98/81. 6£6. 23/6. 62Zc re/2.
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Il =1 (( A*+BY +Cz ~ = -D_s =1 Sh#
522 11 3m 5

848« 2 (y - z)dydz + (z - x)dzdx + (x - y)dxdy. 849« 0#
850« -Jtan/8. 851« -14. Pinnaks X vo0tta pinna z =

= ~Ax2 + y2 osa, mis on piiratud joonega L« 852. 0«

853. -3. 8M. 32/5. 855. +4t . B8£6. -Tc=x. 857. 0.
858. Tarvilik ja piisav on, et Fy = Pz = R™ ja Qz = Ry
eeldusel, et need osatuletised ja funktsioonid P,Q ja R on

pidevad.

V peatikk
§1.
859. x ¢ y=1, (1,1). 860. x + y=10, (1,1).
861. X2 +3y2 =5, (2,4). 862. x2 +3y2 =1, (0,-2).
863. 2y = x2, (1,1/2). 864. y= O, (0,2). 86E. > + V2 -
-z2 =1, (2,2,-2). 866. 4z arctan(y/x) =* , (-2,2,©).
867. VW2 + 2 + (z +8)2 +\P2 + y2 + (z - 8)2 = 64,
grad vi= (9,12,28) 64/975. 868. u grad n= (x,yY,2),
Igrad n|= 2 V2 *. 862« H*d = (>xmY»2a)» kus 2z2 s
=>2 + 3y . 870. Punktides, kus r=1. 872. grad m=

= 2re%(x,y,2). C-1/3, 3/4, O),(1/3, -3/4, O).
674. Punktid, mis asuvad silindril x> + v/ = 2/3*
875. y= ax, z = bx2. 826. x2 - y2 = & X + y= bz.

877. x = ay, xy + 2’ —b. 878.xz = a, Xy ¢ Z2 = b.

879. x - y=a(y - 2), (X +y+ 2)(x - y)2 = b.

8§ 2.
890. -2. 821. -1/9. 822. 0. 82~. -1. 824. 2/10,
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1- s2z1xr “4/3. 826. (-3,1),(1,-1). Vvalemi (3) jargi tuleb
leida punktid, wa un = ao, 897. grad uegrad v/
/lgrad v!. 898« z-telja negatiivaaa auunaa. 899. Vaktori
(2,0,-2) euuna*.

1 3.

200. 3. 221 -2(* ¢ 7 ¢ *r5/3. 222« xja'y.
221. 29. 904. 2/3. 915. 1/2. 916. t0/3. 917. 3* a2h.
918. 0. 212% = 920. -nh5. 921. =. 922. 4pn,.
923. 4nahc/3. 924. DKAMIO.

1 4.
925. (2y ¢ 2z,0,0)= s$26. O.
927. (1,-y sin 2x,s sin 2x). 928. (-1 - Yy, Xy + 2\
1 - x2). 22- (4,-1,0). 222« (-1,0,0). 222% a » x ¢ y+
¢ X ¢ C 940. u=xyz ¢ C. 941. u =Xy ¢ xXx ¢ yx ¢ C.
943. +ira2. 944. =ar=k/8. 27« 1/2. 248. +2*a2.
947. 0.
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