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Sissejuhatus

Kaasaegne evolutsiooniteooria pohineb peamiselt kahel teguril: mutatsioonid
ja looduslik valik. [1, 1k 11] Kéesoleva t66 eesmérk on anda iilevaade Morani
mudelil pohinevatest evolutsioonimudelitest. Matemaatilised evolutsiooni-
mudelid on Markovi ahelad, mis nimetatud tegurite abil modelleerivad po-
pulatsiooni geneetilise struktuuri muutumist ajas.

Esimeses peatiikis antakse iilevaade t66s kasutatavates matemaatilistest
terminitest ning tuntud omadustest ja tulemustest. Kogu t66 pohineb disk-
reetse ajaga ja lopliku arvu seisunditega Markovi ahelatel. Markovi ahelate
teoorias on mitmeid varasemalt toestatud kasulikke tulemusi, mis annavad
voimaluse iildistada ka konkreetseid t66s kasitletavaid mudeleid. Suur rohk
on taandumatute Markovi ahelate statsionaarsete jaotuste leidmisel ning ahe-
late pooratavusel. To0s kasutatakse detailse tasakaalu vorrandeid nditamaks,
et ithe voi teise evolutsioonimudeli puhul on tegemist pooratava Markovi ahe-
laga.

Teises peatiikis uuritakse Morani baasmudelit. Naidatakse kuidas Morani
baasmudelit esitada Markovi ahelana ning millist tiitipi Markovi ahelaga on
tegu. Morani baasmudel on aluseks jargnevatele keerukamatele mudelitele,
seega uuritakse selle voimalike seisundite arvu, iileminekumaatriksit ja tule-
must protsessi pikaajalisel kordamisel.

Kolmandas peatiikis lisatakse Morani baasmudelile muteerumise loogika.
See muudab mudelile vastava Markovi ahela taandumatuks ning edasi on
t00s oluline osa taandumatute ahelate statsionaarsete jaotuste toestamine.
Alustatakse iihest lihtsamast muteerumisskeemist ja lopuks joutakse iildise
muteerumisskeemini. Lisaks néidatakse dra muteerumisega Morani baas-
mudeli seos Polya urni mudeliga.

Neljandas peatiikis lisatakse muteerumise loogikaga Morani baasmudelile
juurde veel loodusliku valiku loogika. Kéesolevas t66s vaadeldakse kolme voi-
malust loodusliku valiku lisamiseks mudelisse. Uuritakse saadud mudelitele
vastavaid Markovi ahelaid ning iildistatakse seos muteerumisega mudelitele
ja loodusliku valikuga mudelitele vastavate detailse tasakaalu vorrandite va-
hel.



1 Markovi ahelad

Esimeses peatiikis kirjeldatud Markovi ahelatega seotud moisted ja tule-
mused tuginevad kahel allikal - [2, ptk 1] ja [3, ptk 6].

Definitsioon 1. Juhuslike suuruste jada X,,, kus n voib omada lopliku voi

loenduva arvu vddrtusi, nimetatakse Markovi ahelaks, kui kehtib
P{Xn - ]|X0 = kOaXl - kla "'7Xn—2 - kn—27Xn—1 - kn—l} =

= P{Xn = j‘anl = knfl}-

Teisisonu, jargmise seisundi ennustamiseks piisab kdesoleva seisundi tead-

misest.

Markovi ahela voimalikke vaartuseid nimetatakse seisunditeks. Toen&o-
sust
P{X, = j| X1 =i} = p}

nimetatakse iileminekutoeniosuseks seisundist ¢ seisundisse j.

Definitsioon 2. Kui iileminekutoendosused ei ole soltuvad n-st, siis on tegemist
homogeense Markovi ahelaga. See tdhendab, et iga n korral pz(»?) = pi;. Tei-

sisonu, Markovi ahel on homogeenne kui:
P<Xn+1 :]’Xn = 2) = P(X, :j‘XO = 2)

Kéesolevas t00s ksitletakse vaid lopliku arvu seisunditega homogeenseid
Markovi ahelaid, seega jérgnevate moistete definitsioonid on lihtsuse mottes

vastavalt kitsendatud.

Definitsioon 3. Maatriksit P = (p;;) nimetatakse Markovi ahela tilemineku-

maatriksiks.

1.1 Seisundite klassifitseermine

Definitsioon 4. Sellist Markovi ahela seisundit i, mille korral p; = 1 nime-
tatakse absorbeeruvaks setsundiks. Joudes monda sellisesse seisundisse

et vdlja Markovi ahel enam sellest kunagi.
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Naide 1.1. Olgu Markovi ahela tileminekumaatriks jargmine:

A B C
A 03 04 0.3
B 0 06 04
cC 0 0 1

Kui see ahel jouab seisundisse C' on edasi toendosus pcc = 1 ning toendo-

sused pca = 0 ja pcg = 0 ehk kui X,, = C, siis X1 =C.

Olgu homogeense Markovi ahela puhul p;;(n) téendosus, et alustades

seisundist ¢ ollakse n sammu pérast seisundis j. Siis p;; = p;;(1).

Definitsioon 5. Oeldakse, et Markovi aheala seisundidi ja j on kaasnevad,
kui on posititune toendosus alustades seisundist v jouda mingi arvu sam-
mudega seisundisse j ning posititune toendosus alustades seisundist j jouda
mingi arvu sammudega seisundisse 1. Seega seisundid i ja j on kaasnevad

kui leiduvad m ja n selliselt, et p;j(m) > 0 ja p;i(n) > 0.
Naide 1.2. Olgu Markovi ahela tileminekumaatriks jargmine:

A B C
A 07 03 0
B 0.2 06 02
C 0 01 09

Seisundist A on positiivne toendosus ihe sammuga jouda seisundisse B ning
sealt omakorda seisundisse C' (vastavalt pap = 0.3 ja ppc = 0.2). Jarelikult
pac(2) =0.3-0.2=0.06 > 0.

Seisundist C' on posititvne toendosus tihe sammuga jouda seisundisse B
ning sealt omakorda seisundisse A (vastavalt pcg = 0.1 ja pga = 0.2). Jare-
likult pca(2) =0.1-0.2=0.02 > 0.

Seega seisundid A ja C' on kaasnevad.

Definitsioon 6. Markovi ahel on taandumatu, kui koik selle seisundid on

omavahel kaasnevad.



Definitsioon 7. Seisund ¢ on ebaoluline kui leidub selline seisund j ja
selline naturaalarv n, et p;;(n) >0, aga p;i(k) =0 iga k korral. Kui seisund

et ole ebaoluline, siis on see oluline.

Definitsioon 8. Markovi ahela seisundit i nimetatakse korduvaks kusi

P{X,, =i mingin > 1 korral | Xy =i} =1,
vastasel juhul nimetatakse seisundit mooduvaks.
Definitsioon 9. Markovi ahela seisund i on perioodiline (perioodiga d;)
kui sellesse tagasipoordumine on voimalik ainult d; > 1 vor selle kordse arvu

sammudega, kusjuures d; on suurim sellise omadusega arv. Vastasel juhul on

setsund aperioodiline.

Naide 1.3. Olgu Markovi ahela ileminekumaatriks jargmine:

A B C D
A 0 1 0 0
B 0 0 1 0.
¢ 1 0 0 0
D 02 03 02 03

Seisund D on ebaoluline, sest sellest on voimalik jouda seisunditesse A, B ja
C, millest tagasi ei ole voimalik seisundisse D enam jouda. Seisundid A, B
ja C on olulised.

Seisundid A, B ja C' on korduvad ja perioodilised perioodiga 3. Nditeks
olles seisundis A on paa(3) = 1 ning vihem kui 3 sammuga ei ole voimalik

uuesti seisundisse A jouda. Seisund D on mdéoduv ning aperioodiline.

1.2 Statsionaarne jaotus

Definitsioon 10. Vektor 7 = (m,mo,...,m,) on Markovi ahela statsio-
naarne jaotus kui w; > 0 iga j korral, Zj m = 1 ning m = 7P ehk

T, =y, Tipij iga j korral.



Naide 1.4. Olgu X Markovi ahel jirgmise tileminekumaatriksiga:

A B C

A 05 0.2 0.3

P = .
B 02 06 0.2

C 03 0.1 06
Selle Markovi ahela statsionaarne jaotus on kujul:
_ M1 s,
TV ar”
Kontrolliks:
14 11 16 14
iPiA = =05-—4+02-—+03.- — = — =
Zi:WPA TAPAA+TBPBA + TCPCA 41+ 41+ R
> Tipip = Tapap+T +r D P L P
: iPiB = TAPAB T TBPBB T TcPcB = V. 11 ST g T4 B
14 11 16 16
ZWPC mapac +7spse +epee =0.3- 5 +0.2- 5 4+06- 2 = o =7c

)

Jargneva teoreemi toestus on éra toodud [3, 1k 232-235].

Teoreem 1.1. Taandumatul homogeensel lopliku arvu seisunditega Markovi
ahelal, mille seisundid on aperioodilised, leidub tiheselt mdadaratud statsio-

naarne jaotus m ning
pij(n) — m;, kui n — oo.

Definitsioon 11. Olgu X taandumatu homogeenne lopliku arvu seisunditega
Markovi ahel statsionaarse jaotusega w. Sellist Markovi ahelat nimetatakse

pooratavaks kui iga i ja j korral:
TiDij = T;Dji- (1.1)
Vorrandeid kujul (1.1) nimetatakse detailse tasakaalu vorranditeks.
Jérgneva teoreemi toestus on esitatud [3, lk 238].

Teoreem 1.2. Olgu X taandumatu homogeenne lopliku arvu seisunditega
Markovi ahel tileminekumaatriksiga P ning leidugu selline jaotus m, et koigi
X seisundite i ja j korral kehtib detailse tasakaalu vorrand m;p;; = mjpj;. Siis

m on X statsionaarne jaotus.



1.3 Mangija laostumise probleem

Jargnev arutluskiik on labi tehtud |2, 1k 22-23|.

Hasartméngija alustab ¢ iihiku rahaga onneméngu méangimist. Iga mangu
voidutoendosus olgu p ning kaotuse toendosus vastavalt ¢ = 1 — p. Kui
méngija voidab, siis saab ta 1 {ihiku raha juurde ja kui kaotab, siis jaab 1
tihikust rahast ilma. Kui méngijal enam raha ei ole (méngija laostumine), siis
rohkem méngida ei saa. Kui méangija jouab NV iihiku rahani, siis lopetab ta
méngimise. Selline olukord on késitletav Markovi ahelana, kus X,, on méngija
rahasumma peale n-ndat méngu. Selgub, et kui p = ¢, siis toendosus, et
méngija teenib enne laostumist N iihikut raha (teisisonu, et Markovi ahel
jouab absorbeeruvasse seisundisse V) on vordeline esialgse rahasummaga,
ehk .

P{miéngija kogub N tihikut enne laostumist} = %

Vaide 1.1. Oletame, et on veel voimalus viiki jidda, mis puhul ei suurene
ega vihene mdngija rahasumma. Olgu vitki jidmise toendosus 0 < r < 1.
1—r

Kuip =q =", siis P{mdngija kogub N iihikut enne laostumist} = +.

Toestus. Olgu X kirjeldatud skeemile vastav Markovi ahel. Olgu méngijal

0 < i < N iihikut raha. Uleminekutdeniosused sellisel juhul on:

Pii—1 = 4;Pis = T3 Piji+1 = P-
Kui méng jaab viiki, siis on méngijal sama rahasumma, mis eelneval sammul.
Rahasumma muutub vaid siis, kui méngija voidab voi kaotab. Arvestades,
et p = q, tinglik toendosus, et mangija voidab kui méng ei ole viik:

p p

B 1
l—r p+q 2

px = P{ méngija voidab | méng ei jaa viiki } =

Tinglik toendosus, et méngija kaotab kui méng ei ole viik:

q q 1

-7 ptq 2

Seega lahtudes [2, 1k 22-23] kirjeldatud arutlusest, on téendosus enne laos-

gx = P{ méngija kaotab | méng ei j&& viiki } =

tumist koguda N iihikut tdpselt sama, mis ilma viikideta skeemi puhul ehk

X
N

[]



2 Morani baasmudel

Olgu populatsioonis n indiviidi ja iga indiviid kuulub {ihte K > 2 genotiiiibist.
Igal ajahetkel ¢ valitakse juhuslikult tagasipanekuga iiks indiviid, kes paljuneb
ja iiks indiviid, kes sureb. Kui paljunev ja surev indiviid on samast genotiiii-
bist, siis populatsioonis midagi ei muutu. Kui ¢-tiiiipi indiviid paljuneb ja
J-titpi indiviid sureb, siis jargmisel ajahetkel on populatsioonis n;+ 1 i-tiitipi

indiviidi ja n; — 1 j-tiilipi indiviidi. Sellise iilemineku (j — ¢) toendosus on

mi 1

n n

2.1 Seisundite arv

Uleminekutdendosused soltuvad vaid kiesoleva ajahetke populatsioonist. See-
ga on mudel esitatav diskreetse ajaga Markovi ahelana, mille seisundid on
kirjeldatavad vektoritena (ny,ng, ..., ng), n; € {0,1,...,n}, S35 n; = n kus
n; on i-ndasse genotiiiipi kuuluvate indiviidide arv populatsioonis. Et indi-
viide on populatsioonis kokku n ja iga ¢ korral n; on mittenegatiivne, siis on

voimalike seisundite arv loplik.

Vaide 2.1. Kui populatsioonis on n indiviidi ja K genotiitipi, sits on Morani

baasmudelile vastavas Markovi ahelas voimalike seisundite arv:

n+ K -1
(W)
Toestus. Olgu populatsioonis n indiviidi. Toestus pohineb matemaatilise
induktsiooni meetodil. Olgu n indiviidi ja K genotiiiibi korral voimalike
seisundite arv S, k.
Baas: kui K = 2, siis on ny jaoks n + 1 varianti ning n; mééarab iiheselt

ara ka teise genotiilipi kuuluvate indiviidide arvu ny = n — n;. Seega on

voimalikke seisundeid:

1
Sn72: (n_l‘_ >:n+1



Samm: Olgu n indiviidi ja K genotiiiibi puhul voimalike seisundite arv
Snx = (”}[f Il) Uuritakse voimalike seisundite arvu n indiviidi ja K + 1
genotiiiibi puhul. Variante n; jaoks on n 4+ 1. Seejérel on variante n — n,
indiviidi paigutamiseks £k genotiiiibi vahel S,,_,,, x. Seega kokku on voimalike

seisundite arv

a L ((n—m)+ K -1
IEPESN| .
n1=0 n1=0 K o 1
Kasutades teadmist > _, (’g) = (Zﬁ), saadakse, et n indiviidi ja K + 1

genotiiiibi korral:

Supn=3" ((n—?le—1> _ ”*iK_l (Kni 1) _ <n(+[(<.rﬁ)1_)z1)

n1=0

2.2 Uleminekumaatriks

Kuna igal sammul valitakse paljunema iiks indiviid ja surema tiks indiviid,
siis lilemineku jaoks on kaks voimalust:

1) Paljunev ja surev indiviid on samast genotiiiibist - populatsioon ei
muutu (iileminek samasse seisundisse).

Toendosus, et i-ndast genotiiiibist valitakse nii paljunev kui ka surev in-
diviid on

n; n;

=

n o n n
Toendosus, et paljunev ja surev indiviid on samast genotiitlibist, on

K K
Z(@>2 _ D i 1
n nz

i=1
2) Paljunev ja surev indiviid on eri genotiiiipidest - iithe genotiiiibi arv po-

pulatsioonis suureneb 1 vorra ja teise genotiiiibi arv populatsioonis vaheneb 1
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vorra. Koigi iilejaanud genotiiiipide arvukus populatsioonis ei muutu. Sellise

sindmuse toendosus on vastavalt:

1_ Zfil ”12
n2

Seega on voimalikud tileminekud (sellised, mille toendosus on suurem 0-
st) mistahes Markovi ahela seisundist kas samasse seisundisse voi sellisesse
seisundisse, kus on muutunud iihe genotiiiibi arvukus 1 vorra suuremaks ja
ithe genotiiiibi arvukus 1 vorra vahemaks.

Olgu P, j(nq, ..., nk) toendosus, et kui Markovi ahel on seisundis (n4, ..., ng),
siis iihe sammu jooksul suureneb ¢-nda genotiiiibi arvukus populatsioonis 1
vorra ja vaheneb j-nda genotiiiibi arvukus populatsioonis 1 vorra. Edaspidi
kasutatakse téhistust P, ; := P, ;(n1,...,nk).

n; ny nin;

n n n2 -’

ij = =

Kui populatsioonis i-nda genotiiiibi indiviide ei ole (n; = 0), siis P, ; =0
ja Pj; = 0 suvalise j € {1,2,..., K'} korral. See tédhendab, et kui populatsioo-
nis ei ole iihtegi i-nda genotiiiibi indiviidi, siis ei saa ¢-nda genotiiiibi arvukus
muutuda.

Kui populatsioonis on i-nda genotiiiibi arvukus n (n; = n), siis see on
ainus genotiilip populatsioonis ja F;; = 1 ehk sellisel juhul on iileminek voi-
malik ainult Markovi ahela samasse seisundisse ja tegemist on absorbeeriva
seisundiga. Kuna igast seisundist on lopliku arvu sammudega voimalik jouda
vahemalt iihte absorbeeruvasse seisundisse, siis kui korrata protsessi lopmata
kaua jouab mudel toendosusega 1 16puks monesse sellisesse seisundisse. Seda
nimetatakse ahela absorbeerumiseks ja mudeli moistes tdhendab absorbeeru-
vasse seisundisse joudmine, et populatsioonis esineb ainult iihe genotiiiibi in-
diviide. Seega jouab mudel lopuks alati sellisesse seisu, kus populatsioonis
on vaid iiks genotiilip esindatud.

Jarelikult on {ileminekumaatriksi kuju jargmine:

1) Olles seisundis (nq,na, ..., ng ) toendosus ithe sammu pérast olla samas

seisundis:

11



Ei[il U

n2

2) Uleminekutéendosus seisundist (nq,ng, ..., ng) seisundisse
(nl,ng, ey My 1, cey Ny — 1, ceey TLK),

kus n; > 0,n; > 0 (seisund, kus kahe genotiiiibi arvukused on muutunud,
kusjuures i-nda genotiiiibi arvukus iihe vorra suurenenud ja j-nda genotiiiibi

arvukus 1 vorra vihenenud) on:

ni-nj

n2
3) Koikide muude iileminekute toenédosus on 0.

Naide 2.1. n =4, K =2 korral:
Voimalikud seisundid on {(0,4),(1,3),(2,2),(3,1),(4,0)}.

Uleminekumaatriks on:

0,4) (1,3) (2,2) (3,1) (4,0)

0,4) 1 0 0 0 0
L3 % & % 0 0
(2,2) 0 1 3 1 0
BH o o & 2
(4,0) 0 0 0 0 1

Kirjeldatud ahela puhul ei soltu iileminekutoendosused ajast ehk tegemist
on homogeense Markovi ahelaga. Iga seisundi (ng,...,nx) puhul leidub i €
{1,..., K} nii, et n; > 0. See tdhendab, et on positiivne toendosus jouda
lopliku arvu sammudega seisundisse, kus n; = n, kust ahel enam ei vélju.
Jarelikult ei ole vastav ahel taandumatu, sest leidub ebaolulisi seisundeid.
Korduvad seisundid on vaid sellised, kus mingi ¢ puhul n, = n. Méoduvad
on koik sellised seisundid, mille puhul leiduvad sellised 7 ja j, et 0 < n; < n
ja 0 < n; < n. Kuna ahel ei ole taandumatu, siis ei ole sellel statsionaarset

algjaotust.
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2.3 Absorbeeruvad seisundid

Nagu eelnevalt selgus, siis Morani baasmudeli korral joutakse toendosusega 1
lopuks absorbeeruvasse seisundisse, kus populatsioonis on vaid {ihe genotiitibi-
ga indiviidid. Selliseid seisundeid on K tiikki ning on selge, et kui ahel
jouab iihte absorbeeruvasse seisundisse, siis see ei joua teistesse. Jargnevalt
uuritakse toendosust fikseeritud algseisundi korral jouda konkreetsesse ab-
sorbeeruvasse seisundisse.

Olgu Xy, Xy, ... Morani baasmudelile vastav Markovi ahel n indiviidi ja

K genotiiiibi korral. Olgu populatsioonis n; = n-le vastava seisundi téhis h;:
hi = (0, 0, LNy =N, ... 0, 0)

Koigi seisundite hulk téhistatakse H,, . Olgu vastava ahela absorbeeruvate

seisundite hulk Hj ;. Siis
H) o C Hyie, Hy jo = {h1, ha, .., hic}.
Sammude arv ahela absorbeerumiseni olgu:
T, =min{s > 1: X, € H, ;}.

Kuna absorbeerumine toimub toendosusega 1, siis P(T" < oo) = 1. Huvi
pakub toendosus, et algseisundi Xy = (nq, ..., nx) korral joutakse absorbeeru-
vasse seisundisse h;, ehk P[Xp = h;| Xy = (n4, ..., nk)]. Téendosus, et i-nda

genotiilibi arvukus ithe sammu jooksul suureneb, on:

nin;
2 Pi=2 .5
n

JF JFi

Toendosus, et +-nda genotiiiibi arvukus iihe sammu jooksul vdaheneb, on:

P — njnl-
VI 2 °
n

J#i J#i

Koigi tilejadnud iileminekute puhul i-nda genotiiiibi arvukus ei muutu. Seega
on toendosus, et lihe sammu jooksul i-nda genotiiiibi arvukus suureneb vordne

toendosusega, et see vaheneb. Kui vaadelda ainult i-nda genotiiiibi arvukuse
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muutumist, siis on tegu méngija laostumise probleemi analoogiga (alapeatiikk
1.3), kus suvalisse seisundisse, milles n; = 0 joudmine on laostumine ning
seisundisse h; joudmine on onnestumine. Otsitav téendosus P[ X = h;| Xy =
(n1, ...,nx)] on seega vordeline i-nda genotiiiibi indiviidide arvuga alghetkel,
ehk:

1

P[XT = hZ|X0 = (nla 7nK)] = E

Erijuhul, kui Xy € H, r, Xo # h; on alghetkel n; = 0 ja seega:
. 0
P(X7 = hi|Xo € H}, /i) = o= 0.

Kui Xy = h;, siis alghetkel n; =n ja
n
n
Jargneva viite tuletuskiik on toodud [1, Ik 104-105].

Viide 2.2. Olgu Morani baasmudeli puhul populatsioonis n indiviidi ja K =
2 genotidpi (A ja B genotiibid). Kui alghetkel on populatsioonis na A
genotiitibi indiviidi (jarelikult n — na B genotitibi indiviidi), siis keskmine

sammude arv absorbeerumiseni on:

nA n—1
E[T|Xo = (na,n —na)] =n(n —nyu) Z(n — )t nny Z gL
j=1 j=na+1

Evolutsiooni kirjeldamiseks selline mudel ei sobi, sest suvalise algseisundi
korral joutakse selle mudeliga lopuks olukorda, kus kogu populatsioonis on
vaid iiks genotiilip. Jargmises peatiikis vaadeldakse, mis juhtub, kui mudelisse

lisada ka mutatsioonid.
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3 Morani baasmudel + mutatsioon

Muteerumist on Morani baasmudelisse voimalik lisada eri moel. Uks voi-
malus on dra toodud [4, ptk 2.1] jargnevalt: olgu u; téendosus, et paljune-
miseks valitud indiviid muteerub tiiiibiks 7. Siis toendosus, et paljunemiseks
valitud indiviid muteerub, on u = u; + us + ... + ug. Toendosus, et ei toimu
muteerumist, on 1 — wu.

Olgu muteerumine ja indiviidi valik soltumatud. Siis on toendosus, et
stindiv indiviid on i-ndast genotiiiibist jargmine: paljunemiseks valitakse -
nda genotiiiibi indiviid ja see ei muteeru (téendosus ™ - (1 —w)) voi paljune-
miseks valitud indiviid muteerub (séltumata esialgsest genotiiiibist) i-ndaks
genotiiiibiks (tdendosus u;). Seega on kokku toenéosus, et stindiv indiviid on
i-ndast genotiiiibist, ** - (1 — ) 4-u;. Sureva indiviidi puhul on tdenéosus, et

ta on j-ndast genotiiiibist jatkuvalt % ning seega igal sammul on:
n; n;
P=(—(1- ) - 2. 3.1
= G-+ (31)

Kirjeldatud mudeli puhul on voimalikud seisundid tépselt samad, mis baas-
mudeli puhul, kiill aga on {ileminekutoendosused erinevad. Jatkuvalt on
iileminekud voimalikud vaid samasse seisundisse voi seisunditesse, milles iihe

genotiilibi arvukus on suurenenud 1 vorra ja teise oma vahenenud iihe vorra.

Naide 3.1. n =4, K = 2 korral ileminekumaatriks on:

(0,4) (1,3) (2,2) (3,1) (4,0)

(07 4) 1 —wu Uy 0 0 0

(1’ 3) 3—311%4-712 5—3u81+uz 3+9u116—3w O O

(2, 2) 0 l—ui+u2 % 1+ui—u2 0

(3’ 1) O 0 3—3u116+91m 5+u18—3UQ 3+Uig3u2
(47 0) 0 0 0 U9 1— U9

Saadud Markovi ahela iileminekutoendosused ei soltu ajast, seega on
tegemist jatkuvalt homogeense Markovi ahelaga. Kui iga ¢ korral on u; > 0,
siis saab ka genotiiiibi arvukus suureneda 1 vorra juhul kui selle arvukus eel-
neval sammul oli 0. Vastava siindumuse toendosus on siis u;. Eeldusel, et iga

1 korral u; > 0, on koik seisundid korduvad ja absorbeeruvaid seisundeid ei
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ole. Jarelikult on Markovi ahel taandumatu. Kuna iga seisundi (nq, ..., nx)
puhul on positiivne toendosus, et iihe sammuga joutakse samasse seisundisse,
siis on Markovi ahel ka aperioodiline ning seega on téidetud teoreemi (1.1)

eeldused ja sellel leidub statsionaarne jaotus.

3.1 Statsionaarne jaotus
Jérgneva viite statsionaarne jaotus on voetud [4, ptk 2.1].

Vaide 3.1. Kirjeldatud Markovi ahel on pooratav ja sellel on jirgmine stat-

stonaarne jaotus:

P(nq,...,ng) = o n' - (Oél)nl(-‘o-ébiak)nx, (3.2)

kus a; = - |lal = £ 0, > 0 ja (), = a(a+1) - (o +n—1).

1—u? 1—u?

Toestus. Toestuseks piisab naidata, et esitatud jaotus rahuldab detailse tasa-
kaalu vorrandeid.

Olgu Markovi ahel seisundis (n4, ..., nx). Eelnevast on teada, et ithe sam-
muga on voimalik sellest positiivse toendosusega jouda kas samasse seisundisse
(nq,...,nx) voi sellisesse seisundisse, kus mingi genotiiiibi arvukus on iihe

vorra vihenenud ja ithe genotiiiibi arvukus on iihe vorra suurenenud
(n1,..,ni+1,..,n; —1,...,nk),

kusjuures m; > 0. Samasse seisundisse tlemineku puhul kehtib detailse

tasakaalu vorrand triviaalselt. Uleminekutdeniosus P j(n, ..., nx) on
n; n;
— (1 —u) +wu;)—.
B~ ) )

Uleminekutéendosus Pj;(nq,....,n; +1,...,n; —1,...,ng) on

Detailse tasakaalu vorrand nouab, et
P(ny,...ng)- P j(ni,...,ng) =
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n! (al)nl (QK>nK 1 J
(=1 —u)+u;)— =
n;! ng! (la])n (5 ¢ ) )
n! (@)n; = (@)nit1 - (@)1 - - (O nge
nal e (g4 Dl (n; — Dl ng! (Ia])n
n; n; +1
. 1—
(F= (1= )+ )=
Olgu
g n!
’I”L1! ce ni,llniﬂ! ce nj,l!njﬂ! ce nK‘
ja
B— (1) -+ (Oéz‘—l)mfl(oéwl)mﬂ t (Oéjfl)njfl(aj+1)nj+1 (K )ng

(lan

Siis noutav detailse tasakaalu vorrand on kujul

1 n; n;
=48 (m + 1)'(nj — 1)[ (O‘z)nﬂrl(aj)njfl( (1 u) + uj) —

1

Jagades vorduse moélemaid pooli (AB (o=
D, —1)!

(Oéi)ni(aj)nj_1%)—ga, saadakse

n

(0 4+ 5 = D)1 — ) ) = (o4 m) (2 (1= ) + ),

Lihtsustades vorrandi vasakut poolt:

nu; +n; —un; —1+u n; —nu+ nu;

n;
VP = (aytn—1)((1-u)tw) = T—a "

Lihtsustades vorrandi paremat poolt:

n nu; + n; —nyu ny —nju — 1+ u+ nu;

PP = (o) (" (1-u) ;) =

1—u n

Lihtne on néha, et VP = PP ja seega detailse tasakaalu vorrand kehtib.
O
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3.2 Seos Polya urniga

Jargnev Polya urni tildistus pohineb [4, ptk 2.1].

Eelnevas peatiikis kirjeldatud mudel on iildistatav Polya urni protsessina.
Polya urni mudelis on urnis alghetkel o kuuli, mis on K eri varvi. Igal sam-
mul voetakse urnist juhuslikult {iks kuul, vaadatakse selle varvi ning seejarel
pannakse urni tagasi. Seejdrel lisatakse urni veel iiks vaadeldud varvi kuul.

Olgu urnis algselt kuulide arvud (ay, ..., ag). Siis pérast esimest sammu
on urnis kuulide arvud (ay, ..., a;+1, ..., g ), kus i on esimesel sammul urnist
voetud kuuli varv. Urnis on niilid o 4+ 1 kuuli. Kui korrata seda protsessi n
korda, siis on urnis a4+ n kuuli. Utleme, et n urni lisatud kuuli moodustavad

alghetke populatsiooni (ny, ...,nk). Urnis on vastavalt kuulide arvud

(g + 11,y g + 1)

Edasi toimub protsess jargnevalt - igal sammul valitakse juhuslikult tiks
kuul urnist, tdheldatakse selle virv ning pannakse tagasi urni. Seejérel vali-
takse juhuslikult iiks kuul n lisatud kuuli (populatsiooni) seast, mis voetakse
urnist vilja. Lopuks lisatakse urni esimesena vélja voetud kuuliga sama varvi
kuul. Niitid on urnis ikka a + n kuuli ning populatsiooni suurus n.

Igal sammul toendosus, et juurdepanekuks valitakse i-ndat véarvi kuul on:

a; +n;
a+n’
Olgu u = S5 ning u; = 5. Slis
O . VO - S L Y
a+n a+n n(a+n) n a+n n
Igal sammul toendosus, et vilja votmiseks valitakse j-ndat varvi kuul on:
n;
—.

Jarelikult toendosus, et iihe sammu jooksul urnis ¢-ndat varvi kuulide arvukus

suureneb 1 vorra ja j-ndat vérvi kuulide arvukus viheneb 1 vorra on:
n; n;
Pj=(—1—u)+u)—=,
n n
mis on vordne mutatsiooniga Morani mudelile vastavale iileminekutoenéo-

susele.
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3.3 Alternatiivne muteerumisskeem

Artiklis [4] kirjeldatakse ka teisi muteerumisskeeme. Néiteks iiks variant
kahe genotiiiibiga populatsiooni korral on jargnev. Olgu w; toendosus, et
genotiiiibi 2 jarglane muteerub genotiiiibiks 1. Olgu uy toendosus, et genotiiiibi
1 jarglane muteerub genotiitibiks 2. Toenéosus, et seisundist (nq,ny) toimub

tileminek seisundisse (n; + 1,75 — 1) on

n n n
Pra(m,ng) = (- (1= ug) + )=~ (33)

Voimalikud iileminekud kirjeldatud muteerumisskeemi puhul seisundist (n, n2)

on samasse seisundisse voi seisunditesse (ny + 1,ny — 1), (ny — 1,n2 + 1).
Naide 3.2. Naiteks n = 4 puhul on tleminekumaatriks jargmine:

(0,4) (1,3) (2,2) (3,1) (4,0)

0,4) 1—w Uy 0 0 0
(1’ 3) 3731fé+u2 573u81+u2 3+9u11673u2 0 0
(2,2) 0 1—@% % 1+u411 —up 0
(3, 1) 0 0 3—311116+9U2 5+u18—3u2 3+uiﬁ_3u2
(47 0) 0 0 0 U9 1 — Uy

Viide 3.2. Kirjeldatud muteerumisskeemile vastav Markovi ahel on péératav
ning selle statsionaarne jaotus on samuti (3.2), kus u on defineeritud kui

U= Uy + usg.

Toestus. Toestuseks piisab néidata detailse tasakaalu vorrandite kehtimist.
Kuna seisundite arv K = 2, siis n = ny + ny. Jérgnev toestus néitab detailse
tasakaalu vorrandi kehtimist tilemineku (n;+1, ny—1)-sse puhul. Vastupidine

toestus on analoogiline. Uleminekutengosus:
ni N2 na
Pio(ni,noe) = (—(1 —ug) + —uy)—.
1,2( 1 2) (n ( 2) n 1) n
Uleminekutdeniosus:

n2—1

n—+1 ni+1
(1-’&1)—}- ! Ug) ! .

P271(n1+1,n2—1):( " - -
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Tasakaaluvorrad on kujul:

n! (@1)n, (Q2)n, 11 N
: - )2 =
nilns! (|a])n ( n (1 =)+ n ) n
n! (1)nyr1(@)ny—1 Mo — 1 n+1 np+1
— : 1—
(1 + D)l(n — 1)1 Gab., g Umwm) s =
Tahistades:

n!(Oﬂ)m (042)n2_1
ni!(ny — D!(|al),n’

A:

on vorrand kujul:

n n
A (ag +ny — 1)(#(1 — ug) + ful) =

TLQ—l n1+1

= A~ (o +m)( (1—w)+

Ug),
mis lihtsustub kujule:

A NuUy + Mo —not — 1 +u Ny — nius + Natg

1—u n

nuy +ny —niu Ng — 1 — nouy + up + nyus + us

=A

1—u n
Kuna n = ny 4+ ns ja u = uy + us, siis lihtsustub vorrand veelgi:

A n1u2+n2—n2u1—1—|—u N1 — N1U2 + NalUy .
1—u n

Noty + Ny — Ny No — 1 — nouy + u + Ny

=A

Y

1—u n
millest on juba selgelt nédha, et vorrandi parem ja vasak pool toepoolest on
vordsed. O]

3.4 Uldine muteerumisskeem

Olgu U = (u;;) maatriks, kus wu;; on toendosus, et siindiv i-nda genotiiiibi
indiviid muteerub hoopis tiitibiks j. Olgu indiviidi valik paljunemiseks ja
muteerumine soltumatud. Koigepealt valitakse juhuslikult paljunema iiks
indiviid ning seejarel toendosusega u; := Zj u;; see muteerub. Jérelikult

toendosus, et stindiv indiviid ei muteeru on vastavalt 1 — ;.
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Viide 3.3. Uldisele muteerumisskeemile vastav tileminekutoeniosus on
P, — (%M ’
iyj(nla"wnK) _(E( _u1>+z_ulz>g

Toestus. Koigepealt valitakse juhuslikult iiks indiviid paljunema. Toendosus,
et siinnib ¢-nda genotiiiibi indiviid on summa toendosustest, et paljunema va-
litakse 4-nda genotiiiibi indiviid ja see ei muteeru [ (1 — ;)| ja et paljunema
valitud indiviidi jérglane muteerub tiiiibiks 7 (>, "uy;)). Soltumatult vali-
takse surema iiks indiviid. Toendosus, et surema valitakse j-nda genotiiiibi
indiviid, on %] ning see on soltumatu paljuneva indiviidi valikust. Seega on

otsitava siindmuse toenédosus
P i(n ng) = (—ni(l—d)Jr E —u )—
1,7\ 01y -oey TUKC n 7 li n .
]

Kui maatriksis U on koik read vordsed, siis ui; = ug; = ... = ug; := u; ehk
suvalise paljunema valitud indiviidi korral on toen&osus, et siindiv indiviid
muteerub tiibiks ¢ ikka w;. Siis ka 4y = Uy = ... = Ux := u. Tulemus on
peatiiki alguses kirjeldatud muteerumisskeem (3.1), mis on erijuht ildisest
muteerumisskeemist. Asendades uued téhistused iildise muteerumisskeemi
iileminekutoenédosusesse on selle kuju:

P, (nq,...,n 1—u+ —u J— 1— )+ u;)-2,
(1) = > = (G- +u)
mis ongi (1).

Olgu K = 2. Uldise muteerumisskeemi maatriks U on kujul:

Uypr Uiz
)
U1 U2

kus @y = uy; +ugo ja e = ugy + uge. Siis iileminekutoendosus P o(ng, n2) on
kujul:

ni ~ n U2
Pl,g(nl, ng) = (—(1 — Ul) + —U11 + —UQI) =
n n n n

=(—

ny ny U no
(1 —uyyp —ugn) + —upp + —ugy ) — =
n n n n
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nq N9 N9
p— — 1 —_— —_— —_—
(n( u12) + num)n

Tahistades ug; := uy ja uje := us jadb lileminekutoendosus kujule:

nq N9 N9
P, = (=(]1 = 2 _Z
1,2(n1,n2) = ( - (1 —ug) + o uy) n

ehk tegu on alternatiivse muteerumisskeemiga (3.3), mis samuti on erijuht
iildisest muteerumisskeemist.

Mutatsioonidega mudel on juba oluliselt parem populatsiooni kditumise
kirjeldamisel kui eelnevalt vaadeldud Morani baasmudel. Kiill aga on ka sellel
oma puudused - nimelt eeldatakse siin, et iga genotiiiibi indiviidil on vordne
toendosus saada valitud paljunemiseks ja vordne toendosus saada valitud
suremiseks. Jérgnevas peatiikis lisatakse mudelisse elulemuse néitaja, mis
annab voimaluse mudeldada olukorda, kus mone genotiiiibi toendosus saada

valitud paljunemiseks on suurem kui teistel.
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4 Morani baasmudel + mutatsioon + looduslik

valik

Lahtudes eelmise peatiiki mudeli eeldustest, lisatakse mudelisse ka loodusliku
valiku komponent. Olgu igal genotiiiibil elulemuse néitaja w; > 0. Mida suu-
rem on w;, seda elujoulisem on i-s genotiilip. Loodusliku valiku kaasamiseks
mudelisse on mitu eri varianti. Koik selles peatiikis toodud loodusliku valiku
skeemid pohinevad [4, ptk 3]

4.1 Uksikturniiri valik

Alustuseks lahtutakse mutatsiooniga Morani baasmudeli valikust, kus tiks
indiviid valitakse paljunema ja iiks surema. Kusjuures paljuneva indiviidi
jarglane voib muteeruda (suvalise muteerumisskeemi jargi). Kui vastav va-
lik on tehtud ja siindiv indiviid on i-ndast genotiiiibist (lihtsa paljunemise
vOl muteerumise tagajirjel) ning surev indiviid on j-ndast genotiitibist, siis
toimub nende vahel voitlus elu ja surma peale, mille voidab ¢-nda genotiiiibi

indiviid toenédosusega:
Wi

w; + wj .
Vastavalt voidab j-nda tiiiibi indiviid toendosusega:

1 W; w;
w; + ’LUj w; + wj

Kui voitluse voidab j-nda genotiiiibi indiviid, siis genotiiiipide arvukused

populatsioonis ei muutu.

Viide 4.1. Muteerumisskeemi (3.1) ja tksikturniiri valikuskeemi korral on
tileminekutoendosus
/rLA

/rl/‘
P =(=(1- )= .
5= G-+ o

wy

Toestus. Toendosus, et siinnib ¢-nda genotiiiibi indiviid, on summa toenédo-
sustest, et paljunemiseks valitakse i-nda genotiiiibi indiviid ning see ei mu-

teeru (7£-(1—wu)) ja et paljunemiseks valitud indiviid muteerub tiiiibiks i (u;).
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Toendosus, et suremiseks valitakse j-nda tiiiibi indiviid, on % Toendosus, et

Wi
w;+w;

voitluse voidab stindinud ¢-nda tiiiibi indiviid, on ning see on soltumatu
paljuneva ja sureva indiviidi valikust. Seega toenéosus, et ithe sammu jook-
sul suureneb i-nda genotiiiibi arvukus 1 vorra ja viheneb j-nda genotiiiibi

arvukus 1 vorra, on nende kolme siindmuse koosesinemise toendosus, ehk

n; n; w;
= (e g 2

O
Piistitatud eeldustel (u; > 0,w; > 0 iga i korral) on ka juhul n; = 0 posi-
tiivne toendosus, et i-nda genotiiiibi arvukus iihe sammu jooksul suureneb.

Seega ei ole loodusliku valikuga mudelile vastavas Markovi ahelas absorbeeru-

vaid seisundeid ja koik seisundid on korduvad.

Naide 4.1. n = 3, K = 2, u; = %,UQ = 2wy, = 5, wy = 10 korral file-

minekumaatriks on:

(S]]

(0,3) (1,2) (2,1) (3,0)

0,3) + i 0 0
L2) % § % 0
2,1) 0 = 2 I
(3,00 0 0 & =

Vaide 4.2. Olgu mingi muteerumisskeemi S korral Markovi ahel péératav

statsionaarse jaotusega kujul (3.2). See tihendab, et (3.2) rahuldab selle

Markovi ahela detailse tasakaalu vorduseid. Lisades sellesse mudelisse k-

sikturniirt valiku loogika, on tulemuseks saadav Markovi ahel on pddratav ja

selle statstonaarne jaotus on kujul:

Wi
Zn,

kus Z, on mormeeriv konstant, mis garanteerib, et toendosuste summa on 1

P*(ny,...,ng) = P(ny,...,nk) , (4.1)

ning P(ny,...,ng) on jaotus (3.2).

Toestus. Pooratavuse jaoks on vaja naidata, et piirjaotus rahuldab detailse
tasakaalu vorrandeid. Detailse tasakaalu vorrandite kehtimisest jéreldub ka,

et piirjaotus on ahela statsionaarne jaotus.
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Kui Markovi ahel on seisundis (ny, ..., nk), siis tihe sammuga on voimalik
jouda kas samasse seisundisse voi seisundisse (nq,...,n;+1,...,n; — 1, ..., ng).
Sama seisundi korral kehtib detailse tasakaalu vorrand triviaalselt. Ule-
minekutoendosus on:

w.
sk . (A
Pi(ny,..ong) = P j(n,..,nk) - p——— w;
kus P; ; on muteerumisskeemile S' vastav iileminekutoenéosus.

Vastupidise iilemineku toendosus on siis vastavalt:
*
Pj’i<n1, ceey nﬁ—l, ceey nj—l, ceey ’I’LK) = Pjﬂ-(nl, cees TLZ+17 ceey nj—l, ceey TLK)

Detailse tasakaalu vorrand on kujul:

wnl P wnK
P(ny,..ng)  ——E . P (ny,...,ng)  ——— =

]
Zn w; + w;

w?l...wni+1...wnj_1... nK

= P(nl, vy My 17 sy Ny — 17 ,nK) :

'Pj’i<n1, vy My 1, ey Ny — 1, ...,nK) —
wi+w]~

Lihtsustades jaab:

nl.n- ni+1:c~ nK

Zy(w; + w;)

P(ny,..,nkg)- P, j(ny,....nk) -

=P(ny,...,n;+1,..,n; — 1, ..., ng)

) w?l o .. w?z"l_l o .. w?{K
Zn(wi + wj) ’
millest on ndha, et detailse tasakaalu vorrand kehtib.

-jjj,i(nl, eyt 1, ey Ny — 1, ,7’LK)

Naide 4.2. Naitele 4.1 vastav statsionaarne jaotus on:

1280 576 180 35 )
2071720717 20717 20717

™=
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Juhul kui tiksikturniiri valiku puhul on elulemuse néitajad koikidel geno-
tiitipidel vordsed

w; = ... = Wg,

siis taandub statsionaarne jaotus kujule (3.2). Markovi ahela iilemineku-

maatriks on veidi erinev, sest igal sammul on iileminekutoendosus erinevasse

seisundisse poole viiiksem (kordaja —%i— = 1). Kui iihe genotiiiibi elule-
witw; 2
muse néitaja on teistest oluliselt suurem (w; >> wy = ... = wg =~ 0), siis

statsionaarse jaotuse teguri wi' - - - wiX pohjal teame, et seisundi n; = n on
elulemuste astendajad nullid ning w;" = 1 kui ¢ # 1. Kui mingi ¢ # 1 korral
n; > 0, siis tegur w;” &~ 0 ja seega kogu statsionaarse jaotuse korrutis on

nullilihedane. Jérelikult domineerib populatsioonis genotiitip 1.

4.2 Poordvordelise elulemuse valik

Teine skeem loodusliku valiku jaoks voiks olla jargnev: ks indiviid popu-
latsioonist paljuneb (v6ib ka muteeruda) ja siinnib ¢-ndat tiitipi indiviid.
Seejarel on populatsioonis n + 1 indiviidi. Niiiid valitakse n + 1 indiviidi
seast nende elulemuse poordvaartustega proportsionaalselt juhuslikult iiks
indiviid surema. Kui see on i-nda genotiiiibi indiviid, siis ei ole populat-
siooni kompositsioon muutunud ja mudelile vastav Markovi ahel jadb samasse
seisundisse. Kui surema valitud indiviid on j-ndast genotiitibist (j # 1), siis
on populatsioonis i-nda genotiilibi arvukus iihe vorra suurenenud ja j-nda

genotiilibi arvukus iihe vorra vihenenud.

Viide 4.3. Muteerumisskeemi (3.1) ja péordvordelise elulemuse valiku puhul

on tUleminekutoendosus:

-1

—1 —1
2o Wy,

n;
P, ij(n,...,ng) = (;(1 —u) + u;) -

Toestus. Toendosus, et siinnib 7-nda genotiiiibi indiviid on summa toenéo-
sustest, et paljunemiseks valitakse i-nda genotiiiibi indiviid ja see ei muteeru
(%(1—u)) ja toendosusest, et siindiv indiviid muteerub tiiiibiks ¢ (u;). Pérast
siindi on populatsioonis n+1 indiviidi. Toen&osus, et surema valitakse j-nda

genotiiiibi indiviid, on proportsionaalne j-nda genotiiiibi elulemuse néaitaja
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—1
T ]w31+w,1, kus nimetajas on koigi populatsiooni
kT Wi i

indiviidide elulemuse néitajate poordvaartuste summa (kaasa arvatud siin-

poordvaartusega, ehk

dinud i-nda genotiiiibi indiviidi elulemuse néitaja poordvaartus).
O

Naide 4.3. n = 3, K = 2, u; = é,u2 = %,wl = b, wy = 10 korral tile-

minekumaatriks on:

(0,3) (1,2) (2,1) (3,0)

(0, 3) % % 0 0
(1,2) # 2% 5 0
2,1) o % 4
(3, O) 0 0 % %

Viide 4.4. Olgu muteerumisskeemile S vastav Markovi ahel pooratav stat-
sionaarse jaotusega (3.2). See tihendab, et (3.2) rahuldab selle Markovi
ahela detailse tasakaalu vorduseid. Lisades sellesse mudelisse poordvordelise
elulemuse valiku on saadud Markovi ahel samuti péératav statsionaarse jao-
tusega:

P*(ny,..,ng) = P(ny,...,ng) - wi* - - - wik.

Toestus. Toestuse jaoks piisab nédidata detailse taskaalu vorrandite kehtivust.
Olgu tingimustele vastav Markovi ahel seisundis (ny, ..., ng). Uleminekutde-
néosus P;; on:

-1
TL’lUj

) —1 —1>
>k Wy W

Pri(n,oni) = Pij(n, ..., ni)

kus F;; on muteerumisskeemile S vastav iileminekutoendosus. Vastupidise

tlemineku toendosus on:
*
Priny,.omi+1,0m; — 1, ong) = Pyg(ng,oong +1,0n5 — 1, ng )

-1
nuw;

) 1 -1
Dk Wy W

Detailse tasakaalu vorrand on kujul:

—1 ny
nw; wy Wy

ankwlzl‘i‘w;l ( 1y ooy K)

-Pi,j(nla 7nK)
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nw,
7
:Pj,i(nl,...,ni—l—l,...,nj—1,...,nK)~ ] 1"
ankwk +wz
1 n;—1
w{” wlnﬂr jj .wnKK
P(ny,..,ni+1,...,n; — 1, ng) - Z
n
Lihtsustades
C™M T
n - wy w; W

Hal(nla“wnl()'P(nh...,nK)- — — —
’ Zn (X g wwy +wi )
= ]Dj’i<n1, Ny + 1, ...,TLJ' — 17 ’nK)

ni nj—1
n.wl ...wj

Zn(Xo newy, 4wy )

on ndha, et detailse tasakaalu vorrand on toepoolest rahuldatud.

ng
...wK

P(ny,...,n;+1,..,n;— 1, ng)-

]

Naide 4.4. Kuna poordvordelise valiku puhul on statsionaarne jaotus sama,
mis tksikturniiri valiku korral, siis nditele (4.3) vastav statsionaarne jaotus

on samuti:
1280 576 180 35

2071720717 2071’ 2071)'

=

4.3 Poorvordelise elulemuse valik teistpidi

Olgu niitid mudel jargmine: koigepealt sureb iiks indiviid eelmises alapeatiikis
kirjeldatud valikuskeemi jargi. Seejarel on populatsioonis n — 1 indiviidi.
Niiiid valitakse juhuslikult iiks indiviid allesjaénutest paljunema ja siindiv

indiviid voib ka muteeruda.

Viide 4.5. Muteerumisskeemile (3.1) ja teistpidi poordvordelise elulemuse

valiku mudelile vastava Markovi ahela tileminekutoendosus P; j(nq, ..., ng) on:
nw; !
et ( n;

ZkZ—’Z n—1

(1 —u)+w)
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Toestus. Koigepealt on populatsioonis n indiviidi, kelle seast valitakse p6ord-
vordelise elulemuse valiku abil surema iiks indiviid. Toen&osus, et selleks on
J titpi indiviid, on:

~1
J

Dok nszl .

Seejarel on populatsioonis n — 1 indiviidi, kelle seast toendosus, et siinnib -

njw

nda genotiiiibi indiviid on summa toenédosusest, et paljuneb i-nda genotiiiibi
indiviid ja ei muteeru (-5 (1 —u)) ning et siindiv indiviid muteerub tiiiibiks
i (u;). Kuna surija ja siindija valitakse soltumatult, siis ongi kirjeldatud
iilemineku toenéosus:

njw-_1

,TIK): Zk]n_k .(n—l
W

Pm(nl,

]

Niide 4.5. n = 3, K = 2, u; =

minekumaatriks on:

, Uy = %,wl = b,wy = 10 korral tile-

(0,3) (1,2) (2,1) (3,0)

0,3) 2 1 0 0
(1,2) 2 2 z 0
(2,1) 0 5 : 5
(3,0) 0 0 2 8

Teistpidi poordvordelise elulemuse valikuga mudeli puhul ei ole (3.2) enam

statsionaarne jaotus.

Vaiide 4.6. Vottes aluseks mutatsiooniskeemi (3.1), siis lisades mudelisse
teistpidi poordvordelise elulemuse valiku on vastav Markovi ahel pooratav ning
selle statstonaarne jaotus on:

1 ' ng " nK , ni nK —
P(nl,...,nK) :Z_nn1|n ‘(61) (’BD(TLBK) wit e w '(;nkwkl),

kus §; = @ gl = B2 G (5, = B (B 1) - (B + s — 1),
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Toestus. Toestuse jaoks piisab néidata, et kehtivad detailse tasakaalu vor-
randid, ehk et

P, i(ny,..,nkg) - P(ny,..,ng) =
= Pj,i(nly w1y + 17 ,n] - 17 7nK) . P(nl’ Ny + 17 ,TLJ - 17 7nK)
Vorrandi vasak pool on kujul:

nwytomg vt (B (B
kg ( o) (18)n

.w’ill .. w?{K . (Z nkwlzl)v
k

n—1

mis lihtsustub kujule

. !
(nqﬁ 1(1 —u) +u;) - Zinnll Ny 71 D! ng! (ﬁl)m(ym)(fK)nK'
- .w;f—l. Wi
Tahistades
L nl (B)ar = (Bidag-1 = (Bicdo
Zpngl---(nj — D ngl (18])n
™ .w;?j—l e

on detailse tasakaalu vorrandi vasak pool

n;

Al (I =w) +w)(f +n; = 1) =

n—1

—NU+ U — U nu; — uj +n; —nju—1+u

_pM

n—1 1—u
Vorrandi parem pool on kujul:
(n; + Dw; ™

Yok nkwgl + w;l —wj

n; —1 1
(- ) + )

1'(

n—1
n!
.nll---(m+1)!---(nj—1)!---nK!'

(B)ny - (Bidnigr - (Bj)ng—1 -+ (Brc)nge
(18)n
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ny n;+1 n;—1 nK 2 : -1 -1 -1
.wl ...wi ...wj ...wK ..( nkwk +wl _w] )’
k

mis lihtsustub kujule

nj—l

n—1

A(

(1 =) +uy) (B +m4) =

nju — 1 +u+un—u;nu; —u; +n; —un;

_pMn T

n—1 1—-u
Seega on vorrandi vasak ja parem pool vordsed, ehk detailse tasakaalu vor-
rand kehtib.

]

Naide 4.6. Naitele 4.5 vastav statsionaarne jaotus on

48 24 10 3

ﬂ-:(_7_7_7_>
85 8585 85

Vorreldavuseks ndite (4.4) statsionaarse jaotusega, nditele 4.5 vastav statsio-

naarne jaotus kimnendmurdudena timardatud kolme komakohani on:
m = (0.565,0.282,0.118,0.035).

Niite (4.4) statsionaarne jaotus kiimnendmurdudena imardatud kolme ko-
makohani on:
= (0.618,0.278,0.087,0.017).
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