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Liihikokkuvote. Magistritoos kirjutatakse lahti moned klassikalised baastulemused
Radon—Nikodymi omadusega Banachi ruumide kohta. T66s on késitletud Radon—
Nikodymi omaduse samaviirsust pidevate lineaarsete operaatorite (Rieszi mottes)
esituvusega, separaableid kaasruume, vektorvidrtustega funktsiooni tingliku ootu-
se olemasolu, martingaalide koonduvuse pohiteoreemi ning Banachi ruumi Radon—
Nikodymi omaduse samavéirsust selle ruumi tokestatud alamhulkade hambuvuse-
ga. Muuhulgas tdestatakse, et Banachi ruumi tokestatud alamhulk on hambuv pa-
rajasti siis, kui tal leidub kui tahes viikese diameetriga viilusid. T66 pohiliseks al-
likmaterjaliks on J. Diesteli ja J. J. Uhli, Jr., monograafia Vector Measures (Amer.
Math. Soc., 1977).

Mirksonad. Radon—-Nikodymi omadus, vektormdot, Bochneri integraal, tinglik ootus,

martingaal, hambuvus, viil.

Radon-Nikodym Property
Master’s Thesis

Julia Martsinkevit$

Abstract. The objective of this master’s thesis is to present detailed proofs of so-
me classical results of Banach spaces with the Radon—Nikodym property. In the
thesis we prove that Banach space X has Radon—Nikodym property with respect
to (€2, 3, u) if and only if each operator 7" € L(L;(u), X) is Riesz representable.
We show that conditional expectation is defined for all Bochner integrable func-
tions and prove using martingale mean convergence theorem that the space X has
the Radon—Nikodym property if and only if every bounded subset of X is dentab-
le. Moreover, we show that a bounded subset of X is dentable if and only if it has
slices of arbitrarily small diameter. Also we shall see that separable dual spaces ha-
ve the Radon—Nikodym property. All basic results of this thesis are taken from the
monograph Vector Measures (Amer. Math. Soc., 1977) by J. Diestel and J. J. Uhl, Jr.

Key words. Radon—-Nikodym property, vector measure, Bochner integral, conditio-

nal expectation, martingale, dentability, slice.



Sissejuhatus

Olgu (92, X, ) 16pliku mddduga ruum ning olgu K iiks korpustest R vai C.

Kiesoleva magistritoo lahtepunktiks on klassikaline Radon—Nikodymi teoreem.

Radon-Nikodymi teoreem. Kuiv: > — K on u-pidev arvmoot (st loplik méirgiga
maoot voi kompleksmoot), siis leidub funktsioon g € Li(u) nii, et v on médramata

integraal funktsioonist g, st
v(E) = / gdu iga E € ¥ korral.
E

Loomulik on kiisida, kas see teoreem jddb kehtima, kui seal vaadelda v rollis
Banachi ruumi X véirtustega loenduvalt aditiivseid hulgafunktsioone ning nduda,
et funktsioon g: 2 — X oleks Bochneri mdttes integreeruv. (Bochneri integraal
on Lebesgue’i integraali iildistus Banachi ruumi véértustega funktsioonile.) Osutub,
et Radon—Nikodymi teoreemi sellise iildistuse kehtivus soltub ruumist X. Banachi
ruume, mille puhul selline Radon—-Nikodymi teoreemi iildistus kehtib, nimetatakse

Radon—Nikodymi omadusega ruumideks.

To6 eesmirk on kirjutada lahti moned klassikalised baastulemused Radon—Niko-
dymi omadusega Banachi ruumide kohta. Viitekiri tugineb pohiliselt J. Diesteli ja
J. J. Uhli, Jr., monograafiale [DU].

Magistritoo koosneb kuuest paragrahvist.

Esimeses paragrahvis on vilja toodud vajalikud mdisted ja tulemused vektor-
modtude kohta. Lisaks vaadatakse 14bi vajaminevad eelteadmised reaalmuutuja funkt-
sioonide teooriast (nt Holderi vorratus, L,-ruumide sisalduvusteoreem) ning Banac-
hi ruumide teooriast (Hahn—Banachi eraldamisteoreem, Goldstine’i teoreem, Banach—

Alaoglu teoreem).

Teise paragrahvi esimeses punktis tuuakse sisse tugevalt, norgalt ja Boreli mot-
tes pu-moodtuva funktsiooni moisted ning toestatakse Pettise modtuvusteoreem, mis
selgitab erinevate modtuvustiiiipide vahekordi. Teine ja kolmas punkt on piihenda-

tud Bochneri integraalile ning selle tdhtsamatele omadustele.

Radon—Nikodymi omadust hakatakse kisitlema kolmandas paragrahvis, kus on

ka toestatud selle to6 iiks pohitulemustest, mis vdidab, et Banachi ruumil X on



Radon-Nikodymi omadus ruumi (2, %, ;1) suhtes parajasti siis, kui iga pidev line-
aarne operaator T: L;(11) — X on Rieszi mdttes esituv. Uheks niiteks Radon—
Nikodymi omadusega Banachi ruumidest on separaablid kaasruumid — selles veen-

dutakse paragrahvi viimases punktis.

Edasiseks Radon—Nikodymi omaduse uurimiseks vajame me martingaali mdis-
tet, milleks omakorda vajame tingliku ootuse mdistet. Neljandas paragrahvis defi-
neeritakse tinglik ootus, veendutakse, et igal funktsioonil f € L;(u) eksisteerib
tinglik ootus, kusjuures ta on iiheselt méératud, ning seejdrel nédidatakse, et igal
funktsioonil f € Lji(u, X) eksisteerib tinglik ootus (mis on iheselt mdératud).
Viiendas paragrahvis tuuakse sisse martingaali mdiste, kirjeldatakse koonduvaid
martingaale ruumis L,(u, X) (1 < p < 00) ning tdestatakse martingaalide koondu-

vuse pohiteoreem.

Osutub, et Radon—-Nikodymi omadus on Banachi ruumi geomeetriline omadus;
just selle aspekti viljaselgitamisega tegeleb t66 kuues paragrahv. Siin tdestatakse
magistritdo teine pohitulemus, mille kohaselt Banachi ruumil on Radon-Nikodymi
omadus parajasti siis, kui tema iga tokestatud alamhulk on hambuv. Muuhulgas de-
monstreeritakse, kuidas on seotud mittetiihja tokestatud hulga hambuvus selle viilu-
dega. Nimelt, ruumi X tdkestatud alamhulk on hambuv parajasti siis, kui tal leidub
kui tahes viikese diameetriga viilusid. Tokestatud hulk on hambuv parajasti siis,
kui tema kumera katte sulund on hambuv. Seda fakti silmas pidades, saab néidata,
et ruumil X on Radon-Nikodymi omadus parajasti siis, kui tema iga kinnine kumer

tokestatud alamhulk on hambuv.

To6s on kasutatud jargmisi tdhistusi.

Kui X on normeeritud ruum ning z € X jar > 0, siis siimbolid Bx(z,)
ja Bx(x,r) tihistavad vastavalt lahtist ja kinnist kera ruumis X keskpunktiga  ja
raadiusega 7; kui ruumi X roll on kontekstist selge, siis me kirjutame By (z,7) ja
Bx(z,r) asemel ka lihtsalt vastavalt B(z,7) ja B(z,r), st

B(z,r):= Bx(z,r):={ye X: |ly —z| < r},
B(x,r): = Bx(x,r) :={ye X: |ly—z|| <r}.



Ruumi X alamhulga D kumerat katet tihistame siimboliga co D, st

coD = {Z)\jxj: TLEN, flfl,...,ZEnED, )\1,...,)\n6 [0,1]72)\j:1}

J=1 J=1

ja kumera katte sulundit siimboliga co D

coD :=coD.

Kui Y on mingi teine normeeritud ruum (iile sama korpuse K, mis X)), siis pi-

devate lineaarsete operaatorite X — Y normeeritud ruumi tdhistame me siimboliga
L(X,Y).

Mis tahes hulga (2 korral tdhistab siimbol P(€2) hulga €2 kdigi alamhulkade ko-
gumit. Kui (2, %, 1) on mddduga ruum ja A € ¥, siis

Ps(A) =PA)NL={EeX: EC A},
PI(A):={EeX: ECA, u(E)>0}.



1 Vajalikke eelteadmisi

Koikjal selles paragrahvis on X Banachi ruum, (2, X, p1) tdieliku 16pliku mddduga
ruum ning 2 hulga €2 alamhulkade algebra.

1.1 Abitulemusi reaalmuutuja funktsioonide teooriast

Definitsioon 1.1. Hulgafunktsiooni v: > — K, mis rahuldab tingimust

E,€X,neEN, E,NEp=0,n#m =— F(UETL)_ F(E,)
n=1

n=1

ehk, teisisonu, loenduvalt aditiivset hulgafunktsiooni > — K nimetame arvmoo-
duks. Arvmootu > — R nimetame reaalmoéoduks. Arvmootu > — C nimetatakse

kompleksmooduks.

Definitsioon 1.2. Oeldakse, et arvmoot v: Y — K on absoluutselt pidev méodu i
suhtes (ehk lihtsalt p-pidev), kui

lim v(F) =0,
w(E)—0

stiga € > 0 korral leidub 6 > 0 nii, et
wE)<ds = [(E)|<e.

Teoreem 1.1 (vrd [F, 1k 89, teoreem 3.5]). Olgu v: > — K arvmoot. Jdargmised
vdited on samavddrsed:
(1) arvméot v on p-pidev;
(il) arvmoddu v tiisvariatsioon |v| on p-pidev;
i) E€ X u(E)=0 = v(E)=0.
Lemma 1.2. Olgu v: ¥ — [0,00) ,u—pide\o/O moot. Siis leiduvad paarikaupa loiku-

matud hulgad E,, € ¥, n € N, nii, et Q@ = |J E,, kusjuures igan € N korral

n=1

(n—1u(E) <v(E) <nu(E) iga E € Ps(E,) korral. (1.1)



Esitame lemmale 1.2 kaks erinevat tdestust. Neist teine toetub reaalmdddu Hahni
lahutusele, esimene aga Radon—-Nikodymi teoreemile ning jirgnevale lausele (mida

kasutame ka paragrahvis 4 tingliku ootuse uurimisel), tipsemalt tema viitele (a).
Lause 1.3. Olgu f,g: Q1 — K p-integreeruvad funktsioonid.
(a) Kui K =R ja
/ fdu>0 igaE € X korral, (1.2)
E
siis f > 0 p-peaaegu koikjal.
(b) Kui K =R ja
/ fdu> / gdu iga E € ¥ korral, (1.3)
E E

siis f > g p-peaaegu koikjal.

/Efdu’ >

siis | f| = |g| p-peaaegu koikjal.

(c) Kui

/ gdp' iga € Y korral, (1.4)
E

Lause 1.3 tdestus kasutab jargnevat lauset.

Lause 1.4. Olgu p-integreeruv funktsioon h: Q — R ja hulk E € %, u(E) > 0,
sellised, et
h(w) >0 igaw € E korral.

/hw>0
E

Toestus. Tihistame iga n € N korral E, := {w € E: h(w) > +};siis Ey C E» C

Siis

..., kusjuures £ = |J E,; seega u(E,) — p(E) > 0; jarelikult mingi n € N
n=1 n
korral p(E,,) > 0. Aga niiiid

1 1
/hd,u}/ hdp)/ — dp = —p(E,) > 0.

Lause 1.3 téestus. (a). Kehtigu (1.2). Oletame vastuviiteliselt, et u(A) > 0, kus
A={w e N flw) <0} ={w e Q: — f(w) > 0}; siis lause 1.4 pdhjal
Ji(=f)dp > 0ehk [, fdu < 0, mis on vastuolus eeldusega.
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(b). Kehtigu (1.3). Siis iga £ € X korral | p(f —9)dp > 0, jarelikult viite (a)
pohjal f — g > 0 p-peaaegu koikjal ehk, teisisonu, f > g u-peaaegu koikjal.

(c). Kehtigu (1.4). Olgu arvmdodud v, p: > — K vastavalt mddramata integraa-
lid funktsioonidest f ja g, st

— [ fan s pB)= [ gdn.  Eex
E E
Viite (b) pohjal piisab lause tdestuseks niidata, et

/\f\d/@/\g\du iga E € ¥ korral
E E

ehk
|V[(E) = |p|(E) iga E € ¥ korral.

Olgu E € ¥ suvaline ning olgun € N ja paarikaupa 10ikumatud hulgad F;, ..., £, €
Y sellised, et £ = | J E;. Siis

/gdu' /fdu' Z\ (B),

Z Ip(Es)| = Z
i=1
jarelikult |p|(F) < |v|(E), nagu soovitud. |

=1

Lemma 1.2 esimene toestus. Radon—Nikodymi teoreemi pohjal leidub p-integreeruv
funktsioon A:  — R nii, et

v(E) = / hdp iga E € ¥ korral.
E

Lause 1.3, (a), pohjal voime iildisust kitsendamata eeldada, et ~ on mittenegatiivne.
Tihistades igan € N korral E,, := {w € Q:n —1 < h(w) < n}, kehtib (1.1), sest
mis tahes £ € Px(F,) korral

(- Du(E) = [

E

(n—l)dué/Ehd,u:V(E):/Ehdug/Endu:nu(E).

Lemma 1.2 teine toestus. Olgu Q2 = P, U N,, reaalmddtude v — nu, n € N, Hahni

lahutused, st P, € X on positiivne ja N, € X on negatiivne hulk (reaalm6ddu v —np



suhtes) ning P, N N,, = (). Imselt

PPOP,DFPD... ja N1CN2CN3C...,
kusjuures
0= (ﬂ Pn)U<U Nn) ja (ﬂ Pn)ﬂ(U Nn) = 0.
n=1 n=1 n=1 n=1
Tahistades

Ei:=NU(\P. ja E,=N,\Noi=N,NP_y, kuin>2

n=1

on hulgad F,, € ¥, n € N, paarikaupa 16ikumatud ja 2 = |J E,. Seejuures, kui
n=1
n>2jak € Ps(E,), siis

v(B) <np(E) ja  v(E)> (n— Du(E).

Kui £ € Pg( N Pn>, siis iga n € N korral v(E) > nu(E), jarelikult moddu v
=1

16plikkuse tottu ;L(E') = 0, mdddu v p-pidevuse tottu v(E) = 0. Kui £ C Ny, siis
v(E) < p(FE), seega mis tahes F' € Pg(FE) korral

0<v(E)= V(Eﬂ ﬁ Pn) +v(ENN) =v(ENN) < u(ENNy) < p(B).

n=1
n

Lemma 1.5 (“ammendamislemma”; [DU, lk 70, lemma 4]). Rahuldagu kogum
A C ¥ tingimusi

(1) AD{BeX: u(B)=0};

2y BeA, ¥X>5CcB = (CedA

3) Bi,Bbe A = B UByec A

(4) iga hulga A € %, u(A) > 0, korral leidub hulk B € P,F(A) N A.

Siis leiduvad paarikaupa loikumatud hulgad E,, € A, n € N, nii, et Q = |J E,.

n=1



Toestus. Tahistame ¢ := sup{u(B): B € A}. Valime hulgad B, € A, n € N,

nii, et lim y4(B,,) = c. Tdhistame iga n € N korral A,, := |J By, siis tingimuse (3)
n k=1

pohjal A, € A, kusjuures A,, C A, 1, ning lim pu(A,) = c. Niitame, et u(Q \

U An) = 0. Oletame vastuviiteliselt, et ,u(Q \ U An) > (. Siis tingimuse (4)
n=1

n=1
pohjal leidub hulk B € A, u(B) > 0, nii, et B C 2\ |J A,. Tingimuse (3) pdhjal
n=1
BUA, € Aigan € N korral ning

lign u(BUA,) = li}ln(u(B) + u(4,)) = w(B) +c>c,

mis on vastuolus arvu ¢ definitsiooniga. Tingimuse (1) pohjal 2\ | A4, € A.
n=1

Tahistades

Ey:=0\|JA., Ei=A ja E,:=A,\A,1, n>2

n=1

saame, et hulgad F,, € A, n € NU {0}, on paarikaupa I6ikumatud ja Q@ = |J E,,.
n=0

Lemma 1.6. Kui 3> = o (1), siis iga F € ¥ ja iga ¢ > 0 korral leidub hulk D € 2
nii, et W( EAD) < ¢, kus

EAD :=(E\D)U(D\ E) = (EUD)\ (EN D)

on hulkade E ja D simmeetriline vahe.

Toestus. Olgu X = o(2). Kuna p on 16plik, siis mdot x|y on samuti 16plik; seega
mdddu ]y Carathéodory—Hahni jétk on tema ainus jitk o-algebrale ¥; jarelikult p

on oma ahendi |y Carathéodory—Hahni jitk, st iga £/ € 3 korral

w(E) = inf{Z,u(Dj): DjeA jeN, | JD; D E}
j=1

J=1

:lnf{Zﬂ(Dj) DjEQ[,jEN, DlmDJZQ,Z?éj, UD]DE}
j=1

Jj=1

Olgu E € X jae > 0. Siis leiduvad paarikaupa 16ikumatud hulgad D; € 2, j € N,

10



o
nii, et |J D; D Eja
7=1

u(E) < Y- p(Dy) < p(E) + 3.

Valime n € Nnii,et ) p(D;) <5 jatihistame D := J D; € 2. Sel juhul
=1

W(EAD) = 4(E\ D) + u(D\ ) < u(ng\D) +u(ng\E)

= M(':[;HDJ') +M(QDJ) — u(E)

= > (D)) + 3 op(Dy) — p(B) <+ ==

Jj=n+1
|

Teoreem 1.7 (Lebesgue’i domineeritud koonduvuse teoreem). Olgu funktsioonid
fn € Li(p), n € N, ja funktsioon f: Q — K sellised, et

(1) f. — f peaaegu koikjal;

(2) leidub Lebesgue’i mottes integreeruv funktsioon g: € — R nii, et igan € N
korral | f,| < g peaaegu koikjal.

Siis [ € Li(u), kusjuures

/Qfduzliin/ﬂfndu.

Lemma 1.8 (Holderi vorratus; vt nt [F, 1k 182, Holderi vorratus 6.2]). Olgu p, q €
[1, 00| kaaseksponendid, st i + é = 1 (seejuures juhtudel p = 1 ja p = oo loeme

vastavalt = coja q = 1). Kui f € L,(u) ja g € Ly(w), siis fg € Ly (u), kusjuures

[ fglle < [1fllp llgllq-

Teoreem 1.9 (vt nt [Byua, 1k 261, teoreem X.1.1]). Olgu oo > s > r > 1. Siis
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Ls(p) C Ly (), kusjuures iga f € Lg(p) korral

S—T
s

11l < p(€) =1 ls- (1.5)

Toestus. Tihistame p := #, sel juhul arvu p kaaseksponent on ¢ := *-. Olgu [ €
L(p);siis | f|" € Ly(p). Kuna p(€2) < oo, siis 1 € L,(u); seega Holderi vorratuse
pohjal | f|" € Li(u), millest jareldub, et f € L,.(u). Jdllegi Holderi vorratuse pohjal

L= v -1l < s, i, = (/Q|f|”’du>;</glqdu)q
— et ( [ mw)g - ([ \f!sdu>:-

Vaéttes viimase vorratuse molemad pooled astmesse % saame voOrratuse (1.5). [

Q=

1.2 Vektormoodud

Selles punktis esitame edaspidi vajaminevad definitsioonid ja tulemused vektormdo-
tude kohta.

Definitsioon 1.3. Oeldakse, et hulgafunktsioon F': 24 — X on [éplikult aditiivne

vektormdot ehk lihtsalt vektormadot, kui
EhEQGQl,ElmEQ:@ - F(E1UE2):F(E1)+F(E2>

Definitsioon 1.4. Oeldakse, et vektormdot F: 2 — X on loenduvalt aditiivne, kui

EnEQl,nGN,EnﬂEmZQ,n%m,GEnGQl - F(G En) :iF(En)
n=1

n=1 n=1

Definitsioon 1.5. Olgu £ € 2. Kogumit {E,..., E,,}, kus m € Nja Ey, ...,
E,, € 2 on paarikaupa 1dikumatud hulgad, mille ithend | J E; = E, nimetatakse

=1
hulga E loplikuks A-mootuvaks tiikelduseks (ehk lihtsalt 2A-mootuvaks tiikelduseks
ehk lihtsalt tiikelduseks). Kui algebra 2( roll on kontekstist selge, siis nimetatakse

2A-mootuvaid tiikeldusi ka lihtsalt mootuvateks tiikeldusteks.

Definitsioon 1.6. Vektormdddu F': A — X variatsiooniks nimetatakse hulgafunkt-

12



siooni |F'|: 2 — [0, oo], mis on defineeritud vordusega
PIE) = sup 3 (A, B e,
Aem

kus sup voetakse iile hulga F koigi 10plike modtuvate tiikelduste 7.

Kui |F|(€2) < oo, siis deldakse, et I on tokestatud variatsiooniga vektormdot.

Vahetult on kontrollitav, et vektormdddu F': 2 — X variatsioon | F'| on aditiiv-

ne ning seega ka monotoonne hulgafunktsioon.

Lause 1.10. Olgu F': A — X vektormoot. Siis
|F(E)|| <|F|(F) igaFE € Ukorral. (1.6)
Toestus. Olgu E € 2 ning olgu hulgad F;,..., E, € 2 (m € N) sellised, et

E;NE;=0,i# j,ning |J E; = E. Siis

- ()

Lause 1.11. Olgu F': A — X tokestatud variatsiooniga vektorméot. Jargmised

>or

=1

< Z I1E(E)] < |FI(E).

véited on samavdidirsed:

(1) F on loenduvalt aditiivne;

(ii) |F| on loenduvalt aditiivne.

Toestus. (1)=-(i1). Eeldame, et F' on loenduvalt aditiivne. Olgu E, € A, n € N,
sellised paarikaupa 16ikumatud hulgad, et | J E,, € 2, ning olgu 7 hulga |J E,
n=1 n=1

suvaline mootuv titkeldus. Kuna

St = Sr(anUs) |- 2

()

Aen Aer AE?T n=1
=YY FanE,)| < ZZIIF(AﬂEn)II
Aern'ln=1 Aem n=1
=N "M IFANE) <Y IFI(E),
n=1 Aenr n=1
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[e o]

siis | F| (nf:jl En> < 2 IFI(E).

Variatsiooni | F'| on aditiivsuse ja monotoonsuse tottu iga n € N korral

n

> iriE) = 1r1 (U B) < 71U £,

k=1 k=1 n=1

jirelikult S |F|(E,) < ]F](U En) ning kokkuvdttes ym(u En> = S |F|(E,).
n=1 n=1 n=1 n=1

Seega variatsioon | F'| on loenduvalt aditiivne.

(ii)=-(i). Eeldame, et | F'| on loenduvalt aditiivne. Olgu E,, € 2, n € N, sellised
paarikaupa 16ikumatud hulgad, et | J E,, € 2. Siis vorratuse (1.6) pohjal

n=1

F(Ue) - Sre] - [r(U =)
< U 2) = 3 1mm) oo

sest koonduva rea jidikliige koondub nulliks (kuna F' on tdkestatud variatsiooniga,

siis |F'| on 16plik mdot ning seega > |F|(E,) = |F| < U En> < 00). Jarelikult
n=1 n=1

Y F(E,) = F( U En> ; niisiis vektormdot £’ on loenduvalt aditiivne. |

n=1 n=1

Definitsioon 1.7. Olgu v: A — [0, co] mdot. Vektormdotu F': 24 — X nimetatak-
se v-pidevaks, kui

lim F(E) =0,
v(E)—0

stiga € > 0 korral leidub 6 > 0 nii, et
Eed v(EF)<d = |F(E)|<e.

Kehtib teoreemi 1.1 jargmine iildistus.

Lause 1.12. Olgu F': ¥ — X tokestatud variatsiooniga loenduvalt aditiivne vek-

tormoot. Jargmised vdiited on samavdidirsed:
(1) F' on p-pidev;
(i) |F|on p-pidev;
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(i) E€ S, w(E)=0 = F(E)=0.

Toestus. (i)=(iii). Olgu F' p-pidev ning olgu F € ¥ selline, et p(E) = 0. Fikseeri-
me vabalt € > 0. Selleks, et F/(E) = 0 (ja implikatsiooni tdestuseks) piisab niidata,
et ||F(E)| < e. Vektormdddu F' p-pidevuse tottu leidub ¢ > 0 nii, et

Dex, uD)<s = ||[F(D)||<e.

Kuna pu(E) = 0 < 4, siis ||F(E)|| < €, nagu soovitud.

(iii)=-(ii). Kehtigu (iii) ning olgu £ € X selline, et u(F) = 0. Lause 1.11
pohjal on variatsioon |F'| moodt; kuna F' on tokestatud variatsiooniga, siis |F'| on
16plik moot; seega teoreemi 1.1 pohjal piisab variatsiooni | F'| p-pidevuseks niidata,
et |[F|(E) = 0. Olgu 7 hulga E suvaline mdotuv tiikeldus. Siis iga A € 7 korral
w(A) = 0, seega eelduse (iii) pohjal ka F'(A) = 0, jarelikult > ||F'(A)|| = 0. Siit
jareldub, et |F'|(E) = 0, nagu soovitud. e

(i1))=-(i) on vorratuse (1.6) tottu ilmne. [ |

Miirkus 1.1. Saab niidata, et samavéirsus (i)<-(iii) lauses 1.12 kehtib ka ilma eel-

duseta variatsiooni | F'| tokestatusest (vt Pettise teoreemi [DU, 1k 10, teoreem 1]).

Lause 1.13. Olguv: A — [0, 00| loplik méot. Siis v-pidev vektormoot F': A — X

on loenduvalt aditiivne.

Toestus. Olgu E; € 2, j € N, paarikaupa 16ikumatud, kusjuures |J E; € .

j=1
Tahistame £ := |J E;. Peame nditama, et ) , F'(E£;) = F(E) ehk ) F(E;) —
j=1 j=1 j=1 "

F(FE). Tahistame igan € N korral £, := Lnj E;. Niiiid vektormdodu F' loenduvaks
aditiivsuseks piisab niidata, et F'(E \ En)J:% 0, sest sel juhul F'(E,) - F(F) ehk
> F(By) = F(U B;) - F(B).
j=1 j=1

Kuna E\ Ey > E\E; D E\Es... ja (] E\ E, = 0, siis moodu » 1plikuse
tottu v(E \ E,) - v(0) = 0 ning seega F(E?Z\lEn) = 0 (sest F'on v-pidev). W

Selle punkti 10petuseks tdestame jargneva norgendatud versiooni Carathéodory—

Hahn—Kluvaneki jitkamisteoreemist [DU, lk 27, teoreem 2].
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Teoreem 1.14. Olgu Y2 = () ning olgu F: A — X ply-pidev vektorméot. Siis

vektormoodul F' leidub iiheselt mddratud loenduvalt aditiivne jdtk o-algebrale ..

See jdtk on p-pidev. Seejuures, |G |’ = |F|. Seega, kui F on tokestatud variatsioo-
2A

niga, siis ka G on tokestatud variatsiooniga, kusjuures |G|(2) = |F|(€2).
Teoreemi 1.14 tdestus kasutab pseudomeetrilise ruumi moistet.

Definitsioon 1.8. Olgu IT # () mingi hulk. Funktsiooni p: II x IT — [0, o0) nime-
tatakse pseudomeetrikaks (hulgas I1), kui mis tahes a, b, ¢ € 11 korral

1° pla,a) =0;
2° p(a,b) = p(b, a);
3° pla,c) < pla,b) + p(b, c).

Sel juhul 6eldakse, et II on pseudomeetriline ruum (pseudomeetrika p suhtes).
Tingimusi 1°, 2° ja 3° nimetatakse pseudomeetrika aksioomideks.
Viitamaks, et IT on pseudomeetriline ruum kauguse p suhtes, kirjutatakse: (I1, p)

on pseudomeetriline ruum.

Jargnevas kasutatavad pseudomeetrilise ruumiga seotud maisted — koonduvus,

alamruum ja koikjal tihedus — defineeritakse analoogiliselt meetrilise ruumi juhuga.

Lemma 1.15. Olgu (11, p) pseudomeetriline ruum, olgu 11y ruumi 11 kéikjal tihe
alamruum ning olgu funktsioon f: 11y — X iihtlaselt pidev, st iga € > 0 korral
leidub 6 > 0 nii, et

a,b €lly, pla,b) <0 = |f(a) = fO)] <e. (L.7)
Siis funktsioon g: 11 — X,

g(a) =1lim f(a,), a€ll, kusa, € Ily, n €N, on sellised, et a,, — a,

n—oo

on funktsiooni f iihtlaselt pidev jdtk ning iihtlasi ka funktsiooni [ ainus pidev jdtk
II— X.

Toestus. Koigepealt veendume, et funktsioon g on korrektselt defineeritud ehk, tép-
semalt, g ei sdltu jada (a,,) valikust. Olgu a € I ning olgu jadad (a,,) ja (b,,) sellised,
et a, — ajab, — a. Tdhistame

c:=lim f(a,) ja d:=1lim f(b,)
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ning nditame, et ¢ = d. Vorduseks ¢ = d piisab niidata, etigae > 0 korral ||c—d|| <
e. Olgu € > 0 suvaline. Kuna f(a,) — cja f(b,) — d, siis leiduvad indeksid
Ni, Ny € N nii, et

€
nzN = |[flan) —cl <5

ning
€
nzNy = [f(ba) —dll < 3.

Vastavalt tingimusele (1.7) leidub 6 > 0 nii, et

3

z,y €y, p(x,y) <6 = Hf(x)—f(y)\|<3

Seega, arvestades, et p(a,,, b,) — 0, leidub indeks N3 € N nii, et

n>Ny = planb) <8 = [flan) = fb) < .

Olgu N := max{ Ny, Ny, N3}; niitid, kui n > N, siis

le = dll < lle = flan)ll + £ (an) = B+ f ) —dll < S+ 2+ % ==

ning arvu € suvalisuse tottu ||c — d|| = 0, millest jareldub, et ¢ = d.

Niitame, et funktsioon g on funktsiooni f jitk. Olgu a € 1l suvaline. Peame
nditma, et g(a) = f(a). Olgu iga n € N korral a,, = a, siis ilmselt a,, — a ning
seega g(a) = lim f(an) = f(a). !

Niitame, etnfunktsioon g on iihtlaselt pidev. Olgu € > 0 suvaline. Kuna funkt-

sioon f on iihtlaselt pidev, siis leidub 6 > 0 nii, et iga ¢, d € 11, korral

€

ped) <5 = |70~ F@] < 5.
Olgu a,b € II sellised, et p(a,b) < 4§, ning olgu a,,b, € Iy, n € N, sellised, et
a, — ajab, — b. Seega f(a,) — g(a) ja f(b,) — g(b). Valime N € N nii, et

0 — p(“? b)

ning
€

If(an) = g(@)ll <5 ja [1F(x) = g(®)ll < 5
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Siis

(S_p<a7b) _
— 0

0 —pla,b
planbx) < plan.a) +p(a.5) +p(b.bw) < 2288 o ) ¢
millest jireldub, et || f(an) — f(bn)|| < 5 (sest f on iihtlaselt pidev). Jarelikult

g & €
—fo+- =g,

lga)=g(O)Il < llga)=faw)ll+If (an) = fon) [+ £ (0x) =g O)l| < 5+5+35 =

seega funktsioon ¢ on iihtlaselt pidev.

Tdestuse 1opetuseks nditame, et g on funktsiooni f ainus pidev jitk II — X.
Selleks olgu g, h: I — X funktsiooni f pidevad jitkud ning olgu a € II suvaline.
Siis leiduvad elemendid a,, € IIy, n € N, nii, et a,, 7 a. Funktsioonide ¢ ja h

pidevuse tottu
gla) = g(li}ln a,) = lirrln g(a,) = liELn fla,) = liELn h(a,) = h(lign a,) = h(a).
Kuna a € II on suvaline, siis g = h. [ |
Lemma 1.16. (a) Funktsioon p: ¥ x ¥ — [0, 00),
p(E1, Ey) = w(E1AEy), Ei,Ey €3,
on pseudomeetrika.
(b) Kui ¥ = o (), siis alamruum (2, p) on koikjal tihe ruumis (3, p).

(c) Olgu F: A — X vektormoot. Tihistame ruumi (3, p) alamruumi (2, p) siim-

boliga 2, ja defineerime funktsiooni
F: 2,3 Ew— F(E) € X.

Siis F' on u-pidev parajasti siis, kui F on iihtlaselt pidev.

Toestus. (a). Kontrollime pseudomeetrika aksioomide kehtivust.
1°. Olgu E € %3; siis

p(E,E) = W(EAE) = p(0) = 0.
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2°.Olgu Ey, Es € 3; siis
p(Er, Ba) = w(E1AEy) = p(ExAE) = p(Es, Ey).

3°.Olgu E1, Ey, E3 € ¥; siis, arvestades, et kdikide A, B, C' € ¥ korral A\ C' C
(A\B)U(B\C),

p(Br, By) = (1 ABs) = p((Ex \ Bs) U (B3 \ Ev)) = u(Ey\ Bs) + p(Bs \ En)
(B \ B2) U (Ea \ E3)) + p((Es \ E2) U (B2 \ E))

p(Er\ Ea) + p(E2 \ Es) + p(Es \ Ea) + p(Es \ Ey)

= 1((Er \ E2) U (Ey \ E)) + p((B2 \ Es) U (B3 \ Ey))

= p(Er\AER) + p(EsAEs) = p(Ev, Es) + p(Es, E3).

NN

Mirkus 1.2. Alternatiivne vdimalus pseudomeetrika aksioomide kontrollimiseks
olnuks panna tihele, et kdikide F, Fs € X korral

p(Er, Ey) = w(E;AEy) = ||XE, — XB||1-
(b). Olgu F € Y jae > 0; siis vastavalt lemmale 1.6 leidub hulk D € 2 nii, et

p(E,D)=u(EAD) < e

(¢c). Tarvilikkus. Olgu vektormddt F' p-pidev. Niitame, et funktsioon F on iiht-
laselt pidev. Fikseerime ¢ > (. Kuna vektormddt F' on p-pidev, siis leidub 6 > 0
nii, et

€
Eed uE)<d = |F(B)]< 7
Seega, kui Ey, By € A on sellised, et p(E1, Es) = pu(E1AE,) < 0, siis,

|F(Ey) — F(Ey)|| = |F(Ey) — F(Es)|
< NF(B) — F(B O E)| + | F(B N Ey) — F(B)|
< |F(EL\ (EyNEy))|| + [|[F(E2\ (BrNEy))|

19



sest E1 \ (E1 N E2) C ElAEQ ja E2 \ (E1 N E2) C ElAEQ ning secga

Piisavus. Olgu funktsioon F iihtlaselt pidev. Niitame, et vektormddt F' on ji-
pidev. Fikseerime € > (. Olgu E € ; kuna F on iihtlaselt pideyv, siis leidub 6 > 0

nii, et
p(By, By) = W(EyAE) <6 = ||F(Ey) — F(B)| <.
Seega, kui u(E) = p(EAD) < 6, siis
IF(E) = F(E) - FO)] <e,

jarelikult vektormodt F' on p-pidev. [
Niitid oleme valmis tdestama teoreemi 1.14.

Teoreemi 1.14 toestus. Tahistame siimbolitega >, ja 2, vastavalt meetrilist ruumi
(X, p) ja tema alamruumi (2, p) lemmast 1.16. Lemma 1.16, (b), pdhjal on alam-
ruum 2(,, koikjal tihe ruumis X, seega lemma 1.15 pdhjal leidub lemma 1.16 vii-
te (c) funktsioonil F': 2, > F— F(F) € X ihtlaselt pidev jitk G- X, — X.

Paneme tihele, et vektormodt G: ¥ 3 E — G(E) € X on vektormoddu F
jatk, sestiga I/ € 2 korral

~

G(E)=G(E) = F(E) = F(E).

Seejuures G on p-pidev (lemma 1.16, (c), pohjal) ning loenduvalt aditiivne (lause
1.13 pdhjal).

Olgu H: ¥ — X vektormdddu F' loenduvalt aditiivne jitk. Jitku G tihesuseks
jadb ndidata, et H = G, st H(F) = G(FE) iga E € ¥ korral. Olgu E € X. Vor-
duseks H(E) = G(F) piisab ndidata, et *H(E) = 2*G(F) iga 2* € X* korral.
Olgu x* € X*. Siis "G ja 2* H on mdddu x* F jitkud o-algebrale . Kuna 2* F' on
15plik, siis tal leidub tépselt iiks jétk o-algebrale o (1) = X, jarelikult 2*H = z*G
ning seega x*H(E) = 2*G(FE), nagu soovitud.

Niitame niiiid, et |G| " |F'|. Olgu D € 2(. Kuna G on vektormdddu F jitk, siis
ilmselt |F|(D) < |G|(D). Jddb ndidata, et |G|(D) < |F|(D). Selleks, fikseerides
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vabalt hulga D 16pliku ¥-modtuva tikelduse {E4, ..., E,} ja arvu ¢ > 0, piisab

néidata, et

D IGE) < |FI(D) + 3.
i=1
Kuna vektormd6t G on p-pideyv, siis leidub § > 0 nii, et
Ees wE)<s = |GB)<-:.
n
Lemma 1.6 pohjal leiduvad Dy, ..., D, € 2 nii, et
o ..
w(E;,AD;) < — igai € {1,...,n} korral.
n

Uldisust kitsendamata vdime eeldada, et Dy, ..., D, C D.Igai € {1,...,n} korral

) )

seega
IGE) | = |F(Dill| < |G(E:) — F(Di)|| = |G(E:) — G(Di)|
= |G(E; \ D;) — G(D; \ Ej)|
< G(E: N\ Dy)|| + [|G(Ds \ Ey)||
€ € 2¢e
< —4—-—=—
non n
ning jérelikult

S IGE) = IF D))

Tahistame iga i € {1,...,n} korral

< |IGE) | - 1F(Di| < 2e.
=1

siis hulgad By, ..., B, € 2 on paarikaupa Idikumatud.
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Olgui € {1,...,n} suvaline. Paneme tihele, et

DinGC; c | D\ E;). (1.8)

J=1

Tdepoolest, kui w € D; N Cy, siisw € D; N C; mingi j € {1,...,n}, j # i, korral.
Kuiw € E;, siisw ¢ E;,seegaw € D; \ Ej. Kuiagaw ¢ E;, siisw € D; \ Ej.

Sisalduvusest (1.8) jareldub, et

u(D; N Cy) ZN < WD;AE) <6,

seega || F'(D; N C;)|| < £ ning jérelikult

< HF(DZ) - F(Di \ Cz)” = HF(DJ - F(Dz’ \ Cz)”

[E (D)l = [[F'(
—|[F(D:inCy)|| < =.
n

Eelnevast jareldub, et

S |iF@ol - 1P (B <=
1

1=

S IFD)) =315

Kokkuvdttes saame niiiid (arvestades, et hulgad By, ..., B, € 2 on paarikaupa

I6ikumatud), et

> IG(E| ZHF )|+ 2¢ < ZHF )| + 3¢ < |F|(D) + 3e.

1.3 Lisateadmisi Banachi ruumide kohta

Teoreem 1.17 (Hahn—Banachi eraldamisteoreem; vt nt [M, 1k 180, teoreem 2.2.28]).
Olgu K ja D loikumatud ruumi X mittetiihjad kinnised kumerad alamhulgad, kus-

juures hulk K on kompaktne. Siis leidub funktsionaal x* € X* nii, et

min Re z*(K) > sup Rez*(D).
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Definitsioon 1.9. Kaasruumi X * topoloogiat, milles punkti z* € X* timbruste baasi

moodustavad hulgad
{z* € X" 2% () —a ()| <e, i = 1,...,n}, e>0,neN, x,...,z, € X,

nimetatakse x-norgaks topoloogiaks.

Lihtne on ndha, et ruumi X* %-ndrk topoloogia on lineaarne topoloogia. Pe-

re () koonduvus elemendiks z* selles topoloogias tdhendab, et

i () — z*(z) igax € X korral;

«
e}

seda koonduvust tihistatakse

Kehtivad jirgmised tulemused.

Teoreem 1.18 (Goldstine’i teoreem; vt nt [M, lk 232, teoreem 2.6.26]). Olgu jx: X —
X** loomulik sisestus. Siis jx(Bx) = Bxs+, kus Bx ja Bx« on vastavalt ruumi-
de X ja X** kinnised iihikkerad.

Teoreem 1.19 (Banach—Alaoglu teoreem; vt nt [M, 1k 229, teoreem 2.6.18]). Kaas-

ruumi X* kinnine iihikkera Bx+ on x-norgalt kompaktne.
Lause 1.20. Olgu kaasruum X* separaabel. Siis
(a) ruum X on separaabel;

(b) iga x** € X** korral leidub ruumi X elementide jada (x,) nii, et ||x,| <
|z**|| iga n € N korral ja x,, S g,

Toestus. (a). Olgu {z’: n € N} kaikjal tihe hulk kaasruumis X*. Kuna ||z | =

sup |z} (x)|, siis iga n € N korral valime elemendi x,, € X nii, et ||z,|| = 1 ja

|z ()] > IIwziiH_ Tahistame Y := span{z,: n € N} ning niitame, et hulk ¥ on
koikjal tihe ruumis X, st Y = X. Oletame vastuviiteliselt, et # € X \ Y. Kuna Y’
on ruumi X Kinnine alamruum, siis leidub 2* € X*, |[z*|| = 1 nii, et 2*|yz = 0.

Seega iga n € N korral 2*(x,,) = 0 ja

:I;*
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Teiselt poolt, kui n € N on selline, et ||z} — z*|| < ”x—;H, siis

[z
R e e B
millest N
ol > 2™l > 2lar, — 2™ > 2752 = |73

vastuolu. Jérelikult ruum X on separaabel.

(b). Olgu x** € X**. Uldisust kitsendamata vdime eeldada, et [|z**|| = 1. Olgu
{#%: j € N} loenduv kdikjal tihe hulk kaasruumis X*. Goldstine’i teoreemi 1.18
pohjal leidub pere (z,,) ithikkeras Bx nii, et x,, "5 2**. Valime igan € N korral

indeksi o, nii, et

1
lz**(25) — 7} (T, )| < - iga j € {1,...,n} korral.

Tahistame x,, := z,,, n € N. Nditame, et x,, AN Olgu ¢ > 0. Paneme téhele,
n
etigaz* € X*jaiga j,n € N korral

[ (27) — 2™ (@")] < fan(27) — @ (@7)] + |2 (2) — 2™ (25)] + [ (25) — 2™ (27)]
leallllz™ = 23l + |n(25) — 27 (25)] + [ | l2] — 27]]
|

|27 = @l + | (25) — 2 (25)] + 25 — 27

V/ANV/ANV/AN

Valime j € N nii, et ||z* — x;‘H < € ning % < . Kui niiiid n > j (st % < %), siis

| (27) — 2™ (@) < [lo” = 2G| + |on(2F) — 2™ (27)] + [|2f — 27|

1
<e+—+e< 3,
n

jarelikult x,, BN Muuhulgas, iga n € N korral

[2nll = lza, | <1 =™
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2 Vektorvairtustega funktsioonide integreerimine

Koikjal selles paragrahvis on X Banachi ruum ja (€2, X, p) tdieliku 10pliku modduga

ruum.

2.1 Mootuvad vektorvaartustega funktsioonid

Definitsioon 2.1. Funktsiooni f: €2 — X nimetatakse lihtfunktsiooniks, kui leidu-
vad arv m € N, elemendid 1, ..., z,, € X jahulgad A,,..., A, € ¥ nii, et

F=> " xax, @.1)
=1

kus

1, kui w € A;,

XA4; (w) = .
0, kuiw ¢ A;,

on hulga A; karakteristlik funktsioon.

Paneme tihele, et lihtfunktsiooni esitus kujul (2.1) ei ole iiheselt méddratud. Liht-
funktsiooni f:  — X esitust (2.1), kus hulgad Ay, ..., A,, on paarikaupa 16iku-
matud, nimetatakse funktsiooni f kanooniliseks esituseks. Juhime tihelepanu selle-
le, et lihtfunktsiooni kanooniline esitus pole samuti itheselt méddratud. Monikord on
aga otstarbekas opereerida lihtfunktsiooni f sellise esitusega, mis on iitheselt mééra-
tud — standardesitusega. Lihtfunktsiooni f: ) — X esitust (2.1), kus

(1) Ay, ..., A #0,A;NA; =0, kui i # j, ning Lnj A =Q;
i=1

(2) @; # xj, kuii # j,

nimetatakse funktsiooni f standardesituseks.
Funktsiooni f: £ — X korral defineeritakse funktsioon || f||: 2 — R eeskir-
jaga
[l (@) = F ), w e

Definitsioon 2.2. Funktsiooni f: €} — X nimetatakse tugevalt ji-mootuvaks ehk
lihtsalt p-méotuvaks, kui leidub lihtfunktsioonide jada ( f, ), mis koondub funktsioo-

niks f p-peaaegu kdikjal, st lim || f,, — f|| = 0 u-peaaegu kdikjal.
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Definitsioon 2.3. Funktsiooni f: €2 — X nimetatakse norgalt ji-mootuvaks (ehk

skalaarselt i-méotuvaks), kui funktsioon x* f on p-moodtuv iga x* € X* korral.

Definitsioon 2.4. Funktsiooni f: ) — X nimetatakse Boreli méttes ji--mootuvaks,
kui f71(A) € ¥ iga Boreli hulga A C X korral.

Mirgime, et funktsioon f: 2 — X on Boreli mottes p-mdodtuv parajasti siis,
kui f71(O) € X iga lahtise alamhulga O C X korral.

Definitsioon 2.5. Oeldakse, et funktsioon f: € — X on p-oluliselt separaabel-
vddrtuseline, kui eksisteerib hulk £ € ¥ nii, et u(2\ £) = 0 ja f(E) sisaldub
ruumi X mingis separaablis alamruumis Y. Sellisel juhul 6eldakse, et f(£2) sisaldub

p-oluliselt alamruumis Y.

Kui mdddu p roll on kontekstist selge, siis iitleme p-modtuva ja p-oluliselt
separaabel-viirtuselise funktsiooni kohta lihtsalt vastavalt mdotuyv ja oluliselt sepa-
raabel-viirtuselise funktsioon.

Edasises kasutame korduvalt jirgnevat abitulemust.

Lause 2.1. Kui funktsioon f: Q@ — X on médotuv, siis ka funktsioon || f||: 2 — R

on mootuv.

Toestus. Kuna funktsioon f on mddtuv, siis leidub lihtfunktsioonide jada (f,,) nii,
etlim ||, — || = 0 peaaegu kbikjal. Kuna ||| £~ | /]| < £~ £, siis i | ]| -
, n € N, on lihtfunktsioonid. Jirelikult

||f||‘ = 0 peaaegu koikjal, kusjuures || f,
funktsioon || f|| on mddtuyv. |

Teoreem 2.2 (Pettise mdotuvusteoreem; [R, 1k 26, lause 2.15]). Olgu f: Q — X.

Jargmised vdited on samavddrsed:
(1) f on mootuv;
(i1) f on norgalt mootuv ja oluliselt separaabel-viidrtuseline;
(iii) f on Boreli mottes mootuv ja oluliselt separaabel-vddrtuseline.

Toestus. (i)=>(ii). Eeldame, et funktsioon f on mddtuv. Olgu ( f,,) lihtfunktsioonide
jada, mis koondub peaaegu kdikjal funktsiooniks f. Néitame, et f on ndrgalt mdo-
tuv. Olgu x* € X* suvaline funktsionaal, siis x* f,, on lihtfunktsioon iga n € N kor-

ral. Toepoolest, kuna f,, on lihtfunktsioon, siis leiduvad elemendid «7, 2%, ..., 2! €

mn
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Mn
= > Xarz}. Kuna iga
=1

1=

X ja hulgad AT, A3, ... A

mn

€ X (m, € N) nii, et f,
w € ) korral

@A) @) = () = 2 (3o (el = Y war ) (a7) =

= (D et @) @),
i=1
siis x* f,, = i Xarx*(x7), jérelikult 2* f,, on lihtfunktsioon. Kuna
i=1

o fu = " £l = 0 (o = DI < 2l — FIl —> 0 peanegu koikjal,

siis lihtfunktsioonide jada (z* f,,) koondub peaaegu kdikjal funktsiooniks x* f. See-

ga z* f on modtuv ning jarelikult funktsioon f on ndrgalt mddtuv. Funktsioon f on
oo

oluliselt separaabel-vidrtuseline, sest Y := span (J {z},...,z}, } on separaabel

ja f(£2) sisaldub oluliselt alamruumis Y. T(N)epoolgs_tf olgu B € ¥, u(Q\ E) =0,
selline, et lim f,(w) = f(w) iga w € E korral. Piisab veenduda, et f(E) C Y.
Olgu z € fELE) suvaline. Siis * = f(w), mingi w € E korral. Seega Y > f,,(w) —
f(w) = x. Kuna Y on kinnine, siis € Y. '

(i)=-(iii). Eeldame, et funktsioon f on ndrgalt mddtuv ja oluliselt separaabel-
vidrtuseline, st leiduvad hulk £ € 3, u(2\ E) = 0, ja ruumi X separaabel alam-
ruum Y nii, et f(F) C Y. Kui me defineerime funktsiooni g: 2 — X, g|g = f|&,
glove = 0, siis g(2) C Y; kuna f = g pu-peaaegu kéikjal, siis ruumi (2, X, ;1) tiie-
likkuse tottu f on tugevalt moStuv (ndrgalt mdotuv, Boreli mottes modtuv) parajasti
siis, kui g on mootuv (ndrgalt modtuv, Boreli mottes modtuv). Seega me voime iildi-
sust kitsendamata eeldada, et f(€2) C Y. Aga niitid me voime iildisust kitsendamata
eeldada, et X on separaabel, sest kuna f(€2) C Y, siis f: 2 — X on tugevalt m306-
tuv (ndrgalt moodtuv, Boreli mottes moodtuv) parajasti siis, kui ta on tugevalt modtuv
(ndrgalt mdStuv, Boreli mottes mddtuv) tdlgendatuna funktsioonina f: 2 — Y.

Funktsiooni f Boreli mdttes mddtuvuseks piisab niidata, et f~(O) € Y. Kuna

mittetiihi lahtine hulk separaablis meetrilises ruumis esitub kinniste kerade loenduva

oo
ihendina, siis O = [J B, mingite kinniste kerade B;, j € N, korral ruumis X.
j=1
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Jarelikult

0= (UB) =Urs)

Seega piisab implikatsiooni tdestuseks ndidata, et, fikseerides vabalt kinnise kera
= B(a,r) ruumis X, kehtib f~}(B) € X. Selleks valime 2% € Sx-, n € N,

*
ne

nii, et ||z|| = sup |z} (z)| iga + € X korral. Sellised z, n € N, eksisteerivad.
N

ne
Toepoolest, olgu {z,,: n € N} kdikjal tihe hulk ruumis X. Hahn—Banachi teoreemi
pohjal leiduvad z} € Sx«, n € N, nii, et 2 (z,) = ||x,||. Kui z € X, siis leidub

jada (z,,) nii, et lirrln x, = x. Sel juhul
lzll = lim ]| = lim 27, (2,) < sup |, (2)] < sup [l [[|zl] = [l
Niitid
B ={we: [If(w) —all <r} ={we: sup |z, f(w) = @ (@)] < -
Kuna iga n € N korral on funktsioon
Qo3wr— |z f(w) —x)(a)| €R
mootuv, siis ka funktsioon
Qo3wr— sug |z} f(w) — x5 (a)] € R
ne

on mddtuv, seega hulk {w € Q: sup |z} f(w)—z}(a)| < r} onmddtuy, st f~1(B) €
neN

Y. Sellega on nididatud, et f on Boreli mottes modtuyv.

(iii)=(i). Eeldame, et funktsioon f on Boreli mottes modtuv ja f(2) sisaldub
oluliselt separaablis alamruumis Y C X, st mingi £ € X, u(Q2 \ E) = 0, korral
f(E) c Y. Uldisust kitsendamata vdime eeldada, et f(Q) C Y, sest kui defineerida
funktsioon g: Q@ = X, g|g = fl|g, 9lag = 0, siis g(2) C Y; kuna f = g p-
peaaegu koikjal, siis ruumi (2, ¥, 1) tdielikkuse tSttu f on tugevalt mdotuv (ndrgalt
modtuv, Boreli mdttes modtuv) parajasti siis, kui ¢ on moédtuv (ndrgalt modtuv,
Boreli mottes modtuv).

Olgu {y;} ruumi Y loenduv koikjal tihe alamhulk. Siis iga n € N korral Y C
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(]

B(yy, n) Kuna f on Boreli mdttes mdotuyv, siis £} := f‘l(B(yk, %)) € X,
k=1
n, k € N. Téhistame iga n € N korral

Fr=E' ja  F'=E!\(EPU---UE} ), kuik> I

siis hulgad F}’, k£ € N, on paarikaupa 16ikumatud ja mddtuvad, kusjuures 2 C
U F{'. Defineerime iga n € N korral g, : Z X siis || f(w) — gn(w)]| < =
1ga w € ) korral. Seega jada (g,,) koondub uhtlaselt funktsiooniks f hulgas €. Iga
n € N jaoks valime m, € N nii, et u( U F,?) < 2—n ja defineerime h,,

k=mn+1
Zn Xrpis siis || f(w) — hy(w)|| < Ligaw € Q\ Cp korral, kus €, = |J  F.
k=1 k=my,+1
OlguC := | U C,;siis
m=1n=m
[e.e] oo o0 1
C) =1 Cn | <1 C,) <li — =0
u(C) glnu(ngl ) g}l;u( )<imd o

Muuhulgas, kuiw € Q\C = |J () (2\C,), siis leidubm € Nnii,etw € Q\ C,
m=1n=m

igan > m korral. Jdrelikult iga n > m korral || f(w) — h,(w)| < &;seega b, — f
hulgas 2\ C, millest jdreldub, et funktsioon f on mddtuv. |

2.2 Bochneri integraal

Jargnevalt defineerime Bochneri integraali, mida tuntakse ka Dunfordi ja Schwartzi
integraali vo1 Dunfordi esimese integraali nime all. Bochneri integraal on Lebes-

gue’i integraali iildistus.

Definitsioon 2.6. Olgu f: €2 — X lihtfunktsioon kanoonilise esitusega f = Z XE,;Ti-

Bochneri integraal funktsioonist f iile hulga £/ € 3 (mdddu p jéargi) deﬁneerltakse

vordusega
/ fdp=> " p(E;NE)x;
E i=1

Paneme tihele, et [, fdu = [, fxedpu.
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Lemma 2.3. Olgu f: €2 — X lihtfunktsioon. Siis mis tahes hulga E € ¥ korral

HLf@H<éwwm

Toestus. Olgu f = Z X &, ¢; funktsiooni f kanooniline esitus. Siis || f|| = Z

on funktsiooni || f|| kanoonlhne esitus, seega iga £/ € X korral

o] [ S [t

Definitsioon 2.7. Oeldakse, et mdotuv funktsioon f: € — X on Bochneri méttes

integreeruv, kui leidub lihtfunktsioonide jada ( f,,) nii, et

i [ 14, = flldu =0
noJa

Sellisel juhul defineeritakse Bochneri integraal funktsioonist f iile hulga F € X

(moddu p jéargi) vordusega

/ fdu= lim/ fndp. 2.2)
E " JE

Niitame, et definitsioon 2.7 on korrektne, st piirvéirtus (2.2) eksisteerib ja ei
sOltu jada (f,,) valikust.

Olgu ( f,,) suvaline lihtfunktsioonide jada, mille korral lign Jo llfa = flldp = 0.
Veendume, et ( Il 5 Jn d,u) on Cauchy jada ruumis X. Lemma 2.3 pohjal

[Efndu—/EfmduH - H/(fn—fm)duH </E|!fn—medu

= [ =D+ (7 = Sl du
</Ean—fHdw/EHf—fmndumo.

Ruumi X tédielikkuse tottu jada ( Il 5 fn du) koondub, seega piirvdirtus (2.2) eksis-
teerib.

Niitame, et piirvddrtus (2.2) ei soltu jada (f,,) valikust. Olgu lihtfunktsioonide
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jadad (f,) ja (g,) sellised, et lim Jo lfa = flldp = 0ja lim Jo lgn = flldp = 0.
Peame niitama, et lim [, f,, du = lim [}, g,, dp. Kasutades lemmat 2.3, saame

/Efndu—/gnduH /(f 9n) duH /Ilfn Gnl| dp
= [ M=+ (7 = gl du

</nn—fwm+/Wf—%wm——ﬁa
E E n—oo

seega lim [, f, dp = lim [, g, dpu. Jarelikult definitsioon 2.7 on korrektne.

Jargnevalt tdestame iihe tarvilikku ja piisava tingimuse modtuva funktsiooni f

integreeruvuseks (Bochneri mottes).

Teoreem 2.4. Olgu funktsioon f: 2 — X moéotuv. Funktsioon f on Bochneri mot-

tes integreeruv parajasti siis, kui | || f| dp < oc.
Q

Toestus. Tarvilikkus. Olgu funktsioon f Bochneri mdttes integreeruv ja olgu (f,,)
lihtfunktsioonide jada, mille korral lim [, || f, — f|| dp = 0. Siis iga n € N korral

KﬂﬂmM:me—nwammM<lﬂf—nwm+4wmmu<m.

Piisavus. Eeldame, et [, ||f||dpu < oco. Olgu (f,) lihtfunktsioonide jada, mis

koondub peaaegu koikjal funktsiooniks f. Tdhistame

%@y:{hW% kui (@) < 2]l

0 mujal.

Funktsioonid g,, n € N, on lihtfunktsioonid ning g, — [ peaaegu kdikjal. Toe-
poolest, olgu E € 3 selline, et u(Q2 \ £) = 0ja f,(w) L f(w) iga w € E korral.
Olguw € E. Kui f(w) = 0, siis g,(w) =0igan € N korlfral, seega g, (w) = f(w).
Vaatleme niitid juhtu, kus || f(w)|| > 0. Kuna || f,,(w)|| = [|.f(w)]], siis leidub indeks
N € Nnii, et n > N korral || f,(w)] < 2| f(w)]]. Te?sisénu, gn(w) = fu(w), kui
n > N. Jarelikult lim g, (w) = lim f,,(w) = f(w). Seega g, — f peaaegu koikjal.
Peale selle igan € I% korral ' !

lgn = FI < Mlgnll + 1A < 20T+ 1A= 31
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Kuna || f|| on Lebesgue’i mottes integreeruv, siis ka funktsioon 3|| || on Lebesgue’i
mottes integreeruv ning Lebesgue’i domineeritud koonduvuse teoreemi 1.7 pdhjal

lim [, [lgn — f|l dpe = 0. Seega funktsioon f on Bochneri mdttes integreeruv. W

Lause 2.5. Olgu funktsioon f: () — X Bochneri mottes integreeruy. Siis

H / fduH < [ 170 du

Toestus. Olgu ( f,,) lihtfunktsioonide jada, mille korral lim [, || f, — f|| dp = 0; siis
ka fQ fdp =lim fQ fn dp. Osajadale iile minnes vdime eeldada, et f,, — f peaaegu
koikjal, seega ka || f,.|| — || f|| peaaegu kdikjal. Arvestades, et

Ny N
Q Q

saame lemma 2.3 pohjal

oo ] ]

<tin [ fulldu= [ 7] dn
moJo Q

Niitame, et pideva lineaarse operaatoriga voib minna Bochneri integraali mérgi

alla.

Teoreem 2.6. Olgu f: ) — X Bochneri méttes integreeruv funktsioon, olgu Y
Banachi ruum ning olgu T' € L(X,Y'). Siis funktsioon Tf: Q — Y on Bochneri

mottes integreeruv, kusjuures

/Qdeu:T</Qfd,u).

Toestus. Olgu (f,) lihtfunktsioonide jada, mille korral lim [, || f, — fl|dp = 0;
siis ka [, fdp = lim [, f, dp. Osajadale iile minnes V(”);me eeldada, et f, — f
peaaegu koikjal. Siig (T'f,,) on lihtfunktsioonide jada, mis koondub funktsioo%iks
T f peaaegu koikjal, sest

1T = TFI = [T = DI < ITUIS~ Fl —— 0 peasegu koikjal.

32



Seega funktsioon 7'f on mdotuv. Olgu f, = Zn xerz; funktsioonide f,, n € N,
=1
kanoonilised esitused, siis iga n € N korral

[rtaan =S utenra =( Y penar) =1( [ foan). e
& i=1 i=1 Q

Kuna

[zt =T sldu< (17005 = Fldn =171 [ 152 = e —0,
Q Q @

siis T'f on Bochneri mdttes integreeruv ning, kasutades vordust (2.3) ja operaatori

T pidevust, saame

/Qde/L:hrrln/QTfndu:hrrlnT(/and,u>
D)

2.3 Miiramata Bochneri integraal

Teoreem 2.7. Olgu funktsioon f: 2 — X Bochneri mottes integreeruv. Siis

(a) lim /fd,u:0;
E

n(E)—0

(b) kui &, € X, n € N, kusjuures F; N E; = 0, kuii # 4, ning £ = U E., siis

n=1
dp = du, 2.4
/Efu ;/Enfu (2.4)

kusjuures rida Z f du koondub absoluutselt;

n=1 En

(c) vektormoot
F::/fd,u: ZBEr—>/fduEX (2.5)
() E
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on tokestatud variatsiooniga, kusjuures

|F|(FE / | fIl due iga E € ¥ korral. (2.6)

Vektormddtu (2.5) nimetatakse mddramata integraaliks funktsioonist f. Teo-
reem 2.7 iitleb muuhulgas, et middramata integraal Bochneri mottes integreeruvast
funktsioonist on p-pidev tokestatud variatsiooniga loenduvalt aditiivne vektormoot.
Toestus. (a). Teame, et (lir)n Sz |h|dp = 0iga h € Ly(p) korral (sest teoreemi 1.1

n(E)—0

samaviirsuse (i)<(iii) pohjal on médramata integraal ¥ > E +— [, |h| dp p-pidev

moot), seega lausest 2.5 ja teoreemist 2.4 jareldub, et

O<H/fduH</HfHdu—>0
E E u(E)—0

S li dp = 0.
o Je £

(b).Olgu E,, € >, n € N, paarikaupa 1dikumatud hulgad, mille ithend U E,=FE.

Kdigepealt veendume, et rida Z / B, f dp koondub absoluutselt. Lause 2.5 pohjal
| fo, fdu|l <[5 IIf] d,u igan 6 N korral. Kuna Lebesgue’i monotoonse koondu-
vuse teoreemi kohaselt Z Jo Il dp = fﬁ . | fI| dpe , siis

n=1 " n

n=1

IRCE fj/E = [ U [ 1l <o

)
n=1

Jarelikult rida Z | 5, | dp on absoluutselt koonduv.

Niitame, et kehtlb vordus (2.4). Kuna Bochneri integraal on aditiivne, siis Le-
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besgue’i domineeritud koonduvuse teoreemi pdhjal

‘ [ pau-d | fduH=' g, fduH
U En ‘= Je, U Bn UEn
n=1 n=1 n=1
L < [ s
UEn UEn
n=m-+1 n=m-1

= [ 1l dn s

n=m-+1

sest || f HXGE — 0. Jarelikult (2.4) kehtib.

n=m-+1
Miirkus 2.1. Alternatiivne véimalus vOrduse (2.4) tGestuseks on mirkida, et mii-
ramata Bochneri integraal on p-pidev vektormddt ja kasutada lauset 1.13, mille ko-
haselt p-pidev vektormddt on loenduvalt aditiivne.

(c). Paneme tihele, et kui 7 on hulga £/ € > mingi tiikkeldus, siis

S IE@) =Y /AfduH < [ Usdn= [ 1sd

Aem Aem Aem

Jarelikult |F|(E) < [, | f|| dy. Teoreemi 2.4 pShjal on vektormddt F' tokestatud
variatsiooniga.

Varratuse |F|(E) > [, | f|| du toestuseks vaatleme kdigepealt juhtu, kus f on
lihtfunktsioon standardesitusega f = > xa,2;. Olgum := {ENA;,...,ENA,}
i=1
siis

2

Aen

Joul-x

Seega |F|(E) > [, || f]l du ning kehtib vordus (2.6).

/mfd’“‘H = 2 uEN A = JALED

Olgu niitid funktsioon f suvaline, olgu ¢ > 0 ning olgu g: 2 — X selline

Bochneri méttes integreeruv funktsioon, et [, || f — g|| di < €. Siis ka

du — du| = - du| < — d
\/Eufu u= [ Tl u‘ ‘/E(HfH l9l) u‘</E|HfH lal| dy

</ I = glldpt < <.
E
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Defineerime vektormdddu G := f(_) g dp. Kui 7 on hulga £ mingi tiikeldus, siis

Sirl- Y iewi =X | [ fduH / gduH
Aem Aem Aem Aer

- (H/ il | [ o))

Aem A
fdu gdu‘ > (f—g)duH
Aer A

<;/AHf—ngu—[EHf—ngu<€,

seega

DUIE@A) <Y IGA)] +e <IGI(E) +

Aem Aem
ning jarelikult |F|(E) < |G|(E)+¢<. Analoogiliselt saame, et |G|(F) < |F|(E)+¢
Seega
IFI(E) - |GI(E)| <«

Valides Bochneri mdottes integreeruva funktsiooni g rolli lihtfunktsiooni, mis rahul-

dab tingimust [, || f — g|| dp < e, saame

'|F|<E>— / ||f||dﬂ'=‘|F|( ~ (65 + [ Nl [ ||f||du‘

< |IFI(E) - GI(B)] + \/E lolldn = [ 111 du‘ <2

Kuna ¢ > 0 on suvaline, siis |F|(E) = [, || f|| du, nagu soovitud. |

Lause 2.8. Olgu f,g € L1(p, X), kusjuures

/fd,u:/gdu iga I/ € X korral.
E E

Siis f = g p-peaaegu koikjal.

Toestus. Defineerime vektormdddu F(E) = [,(f —g)du, E € . Siisiga E €
korral F'(E) = 0 ning jérelikult iga £ € X korral |F|(F) = 0. Sel juhul teoree-
mi 2.7, (c), pohjal

0= |F|(© /nf gl dp



ning seega || f — g|| = 0 p-peaaegu kdikjal ehk, teisisonu, f = g p-peaaegu koikjal.
[ |

2.4 Lebesgue-Bochneri ruumid L, (x, X)

Koigi Bochneri mdttes integreeruvate funktsioonide f: €2 — X ruumi téhistatakse
siimboliga L1 (2, X, u, X) voi lihtsalt Ly (u, X). Siis L1(p, X) on vektorruum loo-
mulike tehete suhtes. Kui ruumis L;(u, X) lugeda kaks funktsiooni vordseks, kui
nad on vordsed peaaegu kdikjal, siis L;(u, X ) on Banachi ruum jérgmise normi

suhtes:

Wﬂwzlﬂﬂwm f e L, X).

Uldisemalt, kui 1 < p < oo, siis siimboliga L, (2, ¥, 1, X) vdi lihtsalt L, (1, X)

tahistatakse selliste -modtuvate funktsioonide f: €2 — X klassi, mille korral

/ L1P dpe < .
Q

Niisiis, L,(p, X) = {f: @ = X, ||f|| € Ly(n)}. Paneme tihele, et L,(x, X) on
vektorruum loomulike tehete suhtes. Kui ruumis L, (4, X) lugeda kaks funktsioo-
ni vordseks, kui nad on vordsed peaaegu koikjal, siis L, (s, X)) on Banachi ruum

jargmise normi suhtes:

wmfz([ﬂﬂwmgi f € LX),

Me iitleme et p-mddtuv funktsioon f: €2 — X on p-oluliselt tokestatud (ehk

lihtsalt oluliselt tokestatud, kui moddu g roll on kontekstist selge), kui

[[flloo := esssup || f]| < oo,

kus

esssup |f]| = inf{a € B : p({w: | f(@)]| > a}) = 0}
= min{a ER: p{w : [|f(w)] > a}) = 0}
= min{a € R :||f]l € apeaaegu kﬁikjal}.
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Koigi p-oluliselt tokestatud p-mddtuvate funktsioonide klassi tidhistatakse siimbo-
liga Lo (2, X, 1, X) (ehk, lihidalt, L., (p, X)). Juhime tidhelepanu, et klass Lo (1, X)
koosneb funktsioonidest, mis on viljaspool mingit nullmddduga hulka tokestatud.
Mirgime, et L., (y, X) on vektorruum loomulike tehete suhtes; kui ruumis L (g, X)
lugeda kaks funktsiooni vordseks, kui nad on vordsed peaaegu kdikjal, siis Lo (g, X)

on Banachi ruum normi || - ||, suhtes.

Banachi ruume L, (i, X), 1 < p < oo, nimetatakse Lebesgue—Bochneri ruumi-
deks. Lebesgue—Bochneri ruumid on ruumide L, (1) loomulik iildistus. Mérgime, et

kuil < p < g < oo, siis

Loo(p, X) C Ly(p, X) C Lyp(pr, X) C Ly (u, X).
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3 Radon-Nikodymi omadus

Kaikjal selles paragrahvis on X Banachi ruum ja (2, 2, ) tdieliku 16pliku médduga
ruum.

Sissejuhatuses me defineerisime Radon—Nikodymi omaduse matemaatiliselt vi-
ga lodvalt: me iitlesime, et Banachi ruumil X on Radon—-Nikodymi omadus, kui
X-viirtustega loenduvalt aditiivsete hulgafunktsioonide jaoks kehtib klassikalise
Radon—Nikodymi teoreemi loomulik iildistus. Jirgnevalt anname Radon—Nikodymi

omadusele matemaatiliselt range definitsiooni.

Definitsioon 3.1. Oeldakse, et Banachi ruumil X on Radon—Nikodymi omadus ruu-
mi (0,3, 1) suhtes', kui iga p-pideva tokestatud variatsiooniga loenduvalt aditiivse

vektormdddu G: ¥ — X korral eksisteerib funktsioon g € Ly (p, X) nii, et
G(FE) = / gdp iga E € ¥ korral (3.1)
E

(st G on médramata Bochneri integraal funktsioonist g).
Oeldakse, et Banachi ruumil X on Radon—Nikodymi omadus, kui ruumil X on

Radon—Nikodymi omadus iga tédieliku 16pliku médduga ruumi suhtes.

3.1 Radon-Nikodymi omadus ja Rieszi mottes esituvad

operaatorid ruumis L (u)

Reaalmuutuja funktsioonide teooriast tuntud Rieszi esitusteoreem kirjeldab Banachi

ruumi Ly (p) kaasruumi Ly (p)*.

Teoreem 3.1 (Rieszi esitusteoreem). Iga ® € Lq(pu)* korral leidub iiheselt mdiiira-
tud g € Lo (p) nii, et

O(f) = /Qfgdu iga [ € Li(u) korral.

Seejuures || @[] = |g]|oo-

Sisuliselt titleb Rieszi esitusteoreem, et kaasruum L, (4)* on kanooniliselt iso-
meetriliselt isomorfne ruumiga L., () — need ruumid on loomulikul viisil samasta-

tavad.

'K&neldes ruumi X Radon—Niodymi omadusest mittetdieliku médduga ruumi suhtes, mdistame
me ruumi X Radon-Nikodymi omadust selle ruumi tdieldi suhtes.
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Radon—Nikodymi teoreem ja Rieszi esitusteoreem on teineteisega tihedalt seo-
tud — neid voib tdestada teineteisest sdltumatult, kuid neid on mugav teineteisest
jareldada. Selles punktis néditame, et nende teoreemide loomulikud iildistused vas-
tavalt (u-pidevate tokestatud variatsiooniga loenduvalt aditiivsete) vektormdotude
Y — X esitusest ja (pidevate lineaarsete) operaatorite L;(u) — X esitusest on
samal moel seotud — nad kas mdlemad kehtivad voi ei kehti kumbki.

Kdigepealt formaliseerime, mida me mdistame Rieszi esitusteoreemi nimetatud

uldistuse kehtivuse all.

Definitsioon 3.2. Oeldakse, et operaator T € L(L; (1), X) on Rieszi méttes esituv
(ehk lihtsalt esituv), kui leidub funktsioon g € L., (i, X) nii, et

Tf = / fgdu iga f € Ly(u) korral. (3.2)
Q

Selle punkti eesmérk on tdestada, et ruumil X on Radon-Nikodymi omadus
ruumi (€2, 3, ;1) suhtes parajasti siis, kui iga operaator 7" € L(L1(u), X) on esituv.

“Tarvilikkus” selles viites jdreldub vahetult jirgnevast lemmast.

Lemma 3.2. Olgu T € L(Ly(n), X). Defineerime vektorméodu G: ¥ — X vor-
dusega

(a) G on u-pidev tokestatud variatsiooniga loenduvalt aditiivne vektormoot.
(b) Jdrgmised vdited on samavddrsed:

(1) T on esituv;

(ii) leidub funktsioon g € Li(u, X) nii, et kehtib (3.1).

Sel juhul funktsioon g € Loo(p, X), kusjuures ||g||oo = ||T||, ja kehtib (3.2).

Toestus. (a). Koigepealt paneme tihele, et kui £/ € X, siis
IGEN < [IT]|n(E), (3.3)

sest

IGEN =Tl < I TNHIxell = HTH/QIXE\du = ||| /QXEdu = [1Tl[u(E).
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Siit jareldub, et G on pu-pidev, sest

IGEN < IT[u(E) —— 0.
w(E)—0

Niitame, et vektormdot G on tokestatud variatsiooniga. Vorratuse (3.3) pdhjal vek-

tormdddu G variatsioon |G| rahuldab iga E' € ¥ korral tingimust
GI(E) < IT[u(E), 3.4)

sest kui {F1, ..., E,} on hulga £ mootuv tiikeldus, siis

SO IGE < 3 IT (B = |71 Y- (B = T (B,

Seega GG on tdkestatud variatsiooniga. Vektormddt GG on ka loenduvalt aditiivne.

Toepoolest, kui F; € ¥, ¢ € N, on paarikaupa 16ikumatud hulgad, siis

<o 0) - Som]-[e( 0,5) < 0, ) o

i=n+1 i=n-+1

Seega G ( U El) = > G(E;); jarelikult G on loenduvalt aditiivne.
=1 =1

(b). 1)=(i1). Eeldame, et operaator 7' on esituv. Definitsiooni 3.2 kohaselt leidub
funktsioon g € L., (i, X) nii, et kehtib (3.2). Seega kui £ € ¥, siis

G(E) =T(xe) = [ xegdn= [ gin
Q E
(i1)=-(i). Olgu funktsioon g € L;(u, X) selline, et iga F' € ¥ korral
G(E)=T(xe) = / gdp.
E
Kuna teoreemi 2.7 viite (c) kohaselt iga E € X korral |G|(E) = [ |9l dp, siis

llg]] < ||T'|| peaaegu kdikjal. Toepoolest, tahistame F := {w € Q : ||g(w)|| > ||T]|};
siis £ € X. Oletame vastuviiteliselt, et z(E) > 0. Sel juhul lause 1.4 pdhjal

GI(E) = /E lgll dye > /E Il dye = | Tl|u(E),
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mis on vastuolus vorratusega (3.4); niisiis g € Lo (1, X) ning ||g]|- < || 7.

Paneme tihele, et operaator

s: Ll(u)BfH/QfgdueX

on pidev ja lineaarne. Toepoolest, kui f,h € Li(u) ja A € K, siis

SO +1) = [+ Wgd= [ (\(F9) + ho)

—)\/fgdu+/hgdu—/\5f+5h,
Q Q

seega operaator .S on lineaarne. Niitame, et S on tokestatud. Olgu f € L;(u) suva-

line; siis
||Sf||=H / fgcmH < / gl d < / Fllglloe dit = lglloll 1l

Seega S € L(Ly(n), X), kusjuures ||S|| < |9/ co-
Niitame, et iga lihtfunktsiooni f € L;(u) korral Sf = T'f. Olgu f € Ly(u)

lihtfunktsioon kanoonilise esitusega f = > x4, ;. Siis
i=1

Sf=/fgduz/(fijiai)gduzfjai/xAigdu
—Zaz/ gdu = ZO‘% X4:) (ZXA%)-

Siit jareldub, et 7' = S ruumi L, (p) kdikjal tihedal alamruumil (lihtfunktsioonide
alamruumil), jarelikult 7' = S ja kehtib (3.2). Seega operaator 1" on esituv. Muuhul-
gas | T]| = [[S]| < [|glo ning kokkuvdttes || 7' = |[g]|oc- u

Niitid oleme valmis tdestama selle punkti pohiteoreemi, mis annab tarviliku ja

piisava tingimuse Radon—-Nikodymi omaduse olemasoluks Banachi ruumil X.
Teoreem 3.3. Jirgmised vdited on samavdidrsed:
(i) ruumil X on Radon—Nikodymi omadus ruumi (2, ¥, 1) suhtes;

(i) iga operaatorT € L(L,(p), X) on esituv.
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Toestus. (i)=-(ii) jareldub vahetult lemmast 3.2.

(ii)=-(i). Eeldame, et iga operaator 7" € L(L;(p), X) on esituv. Olgu G: ¥ —
X suvaline p-pidev tokestatud variatsiooniga loenduvalt aditiivne vektormdot. Lau-
se 1.12 pdhjal on variatsioon |F| u-pidev, seega lause 1.11 pdhjal on F' loendu-

valt aditiivne, jarelikult Lemma 1.2 kohaselt leiduvad paarikaupa 16ikumatud hulgad

E, € X, n €N, nii,et Q)= |J E,, kusjuures iga n € N korral

n=1

(n—1Du(E) < |GI(E) < nu(E) iga F' € Ps(E,) korral.

Fikseerime n € N. Defineerime ruumi L; () lihtfunktsioonide alamruumil X -

védrtustega operaatori .5,, vordusega

Suf = aiG(ANE,),

=1

kus f = Z X 4,; on lihtfunktsiooni f € L;(u) kanooniline esitus. Ilmselt on S,,
i=1
lineaarne. Kuna

=1

m

i=1

m

<Y lillGlA N E,)

=1

[Snf1l =

siis .S, on ka tdkestatud. Kuna lihtfunktsioonide alamruum on kdikjal tihe ruumis
Ly (), siis leidub operaatoril .S,, (iiheselt médratud) jitk 7,, € £(L1(u), X). Eelduse
kohaselt leidub funktsioon g,, € L (1, X) nii, et

T,.f = / fondp iga f € Ly(p) korral.
Q

Seejuures iga £/ € X korral

G(ENE,) = SuXenE, = TnXEnE, = / Gn dp.

ENE,
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Defineerime funktsiooni g: 2 — X vordusega

g = Z XEn9n
n=1

Siis g on pu-mddtuv, sest g,,n € N, on p-mddtuvad; veelgi enam, g € L;(u, X),

sest
/ gl du = / S | it = / S e lgalldi =3 / i gl i
Q Qll =1 Q=1 n=1"

[e e}

=3 [l = Y 16180 = 161(U B2) = 1610 < o

n=1

seejuures iga I/ € X korral

G(F) :G(Em (TQEH>> :G<G(EmEn)) :nio:lG(EmEn)

n=1

= Gn dp = / gdﬂz/gdu-

Sellega oleme néidanud, et ruumil X on Radon—-Nikodymi omadus ruumi (€2, 32, 1)
suhtes. |

3.2 Uks “Radon-Nikodymi teoreem”

Jiargnev lemma, mida me vajame to0 viimases paragrahvis teoreemi 6.1 tdestamisel,
on sisult “Radon—Nikodymi tiilipi teoreem” — ta annab piisavad tingimused selleks,
et vektormddt oleks midramata integraal mingist Bochneri mottes integreeruvast

funktsioonist.

Lemma 3.4 ([DU, Ik 135, lemma 6]). Olgu F': ¥ — X u-pidev tokestatud variat-
siooniga loenduvalt aditiivne vektormoot. Kui iga ¢ > 0 jaiga A € 77; (Q) korral
leidub hulk B € P;f (A) nii, et

dlam{ ) EeP, (B)} < e, (3.5)
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siis leidub funktsioon f € Li(p, X) nii, et
F(F) = / fdu iga E € Y korral
E

Toestus. Olgu € > 0 suvaline. “Ammendamislemma” 1.5 pdhjal leidub iilimalt
loenduv mittetiihi indeksite hulk ./ ja paarikaupa 16ikumatud hulgad E; € P (€2),

1 € J,nii, et
ieJ
jaigai € J korral diam{%: EePr (E,)} < e. Toepoolest, tihistame

By :={BeX: u(B)=0}, B:={BePl(Q): kehtib (3.5)}
ja

A::{UBj: neN, By,...,B, € B,UB, Bijk:@,j7ék},

j=1

st A on kogumi B, U B paarikaupa 16ikumatute hulkade 16plike ithendite kogum.
Vahetult on kontrollitav, et A rahuldab “ammendamislemma” 1.5 eeldusi, jarelikult
2 esitub kogumi A paarikaupa 16ikumatute hulkade loenduva iihendina, aga selline
ithend esitub paarikaupa 16ikumatute hulkade tihendina Ey U |J E;, kus u(Ep) = 0,
indeksite hulk J on mittetiihi ja iilimalt loenduv ning E; € ‘Bz,e ijga © € J korral.

Defineerime funktsiooni f.: 2 — X vordusega

B F(E;)
fe - ZXEi ,U(Ez) .

icJ

Funktsioon f. on Bochneri mdttes integreeruv, sest monotoonse koonduvuse teoree-
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mi pohjal
F(E;) | F(E)]]
fell dp = E X ’duz/i XE, o dp
/QH | 5 () 0 u(E)

_ IEEN 5~ IEE)]
- Z/ XE; 77\ p Ez) dp = ZGZJ “WE) /QXEi dp
= ”F p(E) =Y IF(E)] < [F|(Q) < oc.

ied ied

Defineerime vektormdddu F. := f(.) f- dy; siis hulga €2 mis tahes 10pliku moo-

tuva tiikelduse 7 korral, arvestades, et p-pidev vektormdot F' on p-nullhulkadel null,

SO IF(B) - F(B)|| = / fng”

F(E;
:E;T ;F(EHE ZEZJM (ENE) u(<E))
(E;)
E;r; (ENE) (EﬁE)M(El)‘
F(ENE) F(E)
_E%; EnE) g |MENE
\Zzeu(EﬂEi)Zw(ﬂ),

seega |F' — F.|(Q2) < eu(Q).
Teoreemi 2.7 pohjal

/Qer—faH dp = [Fe=E5|(Q) < [Fe=F|(Q)+[F = E5|(Q) < (e+0)u(2) — 0;

€,0—0

niisiis (f;):;l on Cauchy jada ruumis L (p, X). Olgu f € Lq(p, X) selle jada
piirv‘a'artus ruumis L1(/L7 , st Hf1 — f||1 — 0; siis iga /' € X korral, arvestades,
et |F(E) — FL(E)| < \F Fi|(E) =0,

F(E):hglFi(E>:h£n/Efidu:/Efdu'
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3.3 Separaablitel kaasruumidel on Radon—-Nikodymi omadus

Selles punktis on meie eesmérk tdestada, et separaablitel kaasruumidel on Radon—
Nikodymi omadus. Selleks on otstarbekas eelnevalt tdestada jargnevad abitulemu-

sed. Koikjal selles punktis jargime me kokkulepet, et

— =0
0

Lihtne on veenduda, et hulga &/ € Y kdikvoimalikud mddtuvad tiikeldused moo-
dustavad suunatud hulga loomuliku jirjestuse < suhtes: kui m = {Ey,..., E,}

ja mo on hulga E 16plikud modtuvad tiikeldused, siis m; < 7, tdhendab, et tii-

keldus o koosneb tiikelduse m; hulkade tiikeldustest, st mingite ny,...,n,, € N
korral my = {Ei: i = 1,...,m,j = 1,...,n;}, kusigai € {1,...,m} korral
Ei= U E.

j=1

Lemma 3.5 ([DU, 1k 67, lemma 1]). Vastavalt hulga §2 igale loplikule mootuvale

titkeldusele  defineerime operaatori

Ja fdp
1(A)

Bt Ly, X) 3 f+— > xa

Aem

S Ll(u,X)

Siis
(a) operaator E, on pidev ja lineaarne, kusjuures | E.|| < 1;

() Er(Loo(it, X)) C Loo(p, X); operaator Ex|1(ux): Loo(pt; X) = Loo(pt, X)

on pidev ja lineaarne, kusjuures tema norm on < 1;

(¢) vaadeldes hulga ) koigi loplike mootuvate tiikelduste hulka jarjestatuna loo-

mulikul viisil,

o |E.f—fli— 0igaf € Li(u, X) korral;
o |E.f — flloo = Oiga f € Loo(11, X) korral, mille kujutishulk f($2) on

ruumi X (normi topoloogias) suhteliselt kompaktne alamhulk.

47



[Exfll =

Toestus. (a). Ilmselt operaator £, on lineaarne. Iga f € L; (i, X) korral
XA dp
D_xa s

1 /Q Aer

d d

Z AfAfdM

Aer

g

Zqufdun /X . ZHfAfduH

Aem Aem

H <§/Aufudu=/9ufudu= 11,

seega E; on ka pidev, kusjuures ||E|| <1

(b). Paneme tihele, et kui f € Lo (u, X), siis

e
1Ex flloo = max W.

lga A € S korral || f, f du|| < [, I/l die < |1 fll r(A), seega || Enflloc < 1S
ning jérelikult vaadeldava operaatori norm on < 1.
(c). Olgu f € Li(p, X) lihtfunktsioon standardesitusega f = ZXE% Siis

7o := {F1, ..., By} on hulga Q) tiikkeldus. Kui 7 3= 7, st mingite nl, ooy, €N
korral 7 = {E} i=1,...,m,j = 1,...,ni},ku51gaz € {1,...,m} korral
E, = | Ei,siis

j=1

> u(Ei A
fAfd'u i=
E.f = AZ@X ) ZXA T
,uEﬂA o U ok n M(Eszf)x
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Jarelikult £ f — f iga lihtfunktsiooni f € L;(u, X) korral.

Olgu f € L:(u, X) jae > 0. Kuna lihtfunktsioonide alamruum on kdikjal tihe
ruumis Ly (p, X), siis leidub lihtfunktsioon g € Li(u, X) nii, et [[g — f[|1 < 5.
Ulaltdestatu pohjal leidub hulga €2 mddtuv tiikeldus 7y nii, et E,g = ¢, kui 7 = 7.

Kuna || E, || < 1iga modtuva tiikkelduse 7 korral, siis 7 = 7 korral

|Exf = fllv = 1Exf — Exg+ 9 — flh | Exf = Ezgllh + [lg — fllx
< NENS =gl + llg = flly
< c + - €
2 2
Seega E, f — fruumis L;(u, X) iga f € Li(p, X) korral.
Olgu niitid funktsiooni f € Ly (1, X) kujutishulk f(£2) ruumi X suhteliselt
kompaktne alamhulk ning olgu € > 0. Siis Hausdorffi teoreemi pdhjal leidub hulgal
J(2) 1oplik £-vork {z1, ..., 2, } (m € N). Tihistame

i—1
By :=B(z,e) ja  Bi:=DBze)\|JB;, kuiie{2,...,m}
j=1

siis By, ..., B,, on ruumi X paarikaupa ldikumatud Boreli mottes mdodtuvad alam-

hulgad, kusjuures f(Q) C J B; jaigad € {1,...,n} korral diam B; < §; see-
=1
juures me vdime eeldada, et hulgad By, ..., B, on mittetiihjad. Igai € {1,...,m}

korral valime mingi x; € B; ja tdhistame A; := f~1(B;) (siis {4y, ..., A,,} on hul-

ga Q) tikkeldus) ning g := > x4,%; € Loo(p1, X). Paneme tihele, et ||g — f|l < 5.
=1

(2

Tdepoolest, olgu w € (2 suvaline; siis mingi ¢ € {1,...,m} korral w € A; ning
jarelikult f(w) € B;ja g(w) = x;. Kuna x; € B, siis

lg(w) = f(w)l| = [lzi = f(w)]| < diam B; <

)

DO ™

seega ||g — f|l« < 5. Kuna g on lihtfunktsioon, siis leidub hulga {2 mdotuv tiikel-

dus 7 nii, et F,g = g, kui m = 7. Niiiid, kui 7 > 7, siis

HEﬂ'f - f”oo = HEﬂ'f - Eﬂg_'_g - fHoo g HEﬂ'f - Eﬂ'gHOO + ”g - fHoo

SNEZNS = glloo + llg = flloo

g €
+ - =g

< =
2 2
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jarelikult E, f — f ruumis L., (p, X), [ |

Jargnev lemma iitleb, et kui eelnevas teoreemis X = K, siis operaator £, on

“enesekaasne”. (Mirgime, et kdesolevas tods me seda lemmat ei kasuta.)

Lemma 3.6. Olgu 7 hulga ) 1oplik méotuy tiikeldus ning olgu Er: Li(p) — Lqi(p)

operaator lemmast 3.5, kus X =K, st

E.f= Z fz(fACi/L Xa, [€ Ll(:u)'

Aer

Siis iga g € Loo(p) korral (tolgendades funktsioone ruumist L..(p) sobival juhul

loomulikul viisil kaasruumi Li(p)* elementidena)

d
Eig=Y fz(g A)” Xa (= Erg). (3.6)

Aem

Toestus. Olgu f € Ly(u)ja g € Ly(u)*, siis (tdlgendades funktsiooni g € Lo (1)
sobival juhul loomulikul viisil kaasruumi L, (4)* elemendina)

Erg(f) = g9(Exf) = g(z fZ{AC;M XA> => Ja du 9(xa)

< “ 1(A)
_ fAfdM o fAfdM B ngd,u
_;r ey /XAQCZM—%r ) Agdu—; (A /Afd,u
o Jagdu 3 [, 9dp
g el SS9 et
Z/QfEﬂgdu,

seega Rieszi esitusteoreemi 3.1 pdhjal (tdlgendades funktsiooni E,g € Lo (p) so-

bival juhul loomulikul viisil kaasruumi L; (x)* elemendina) kehtib (3.6). [ |

Lemma 3.7. Olgu T € L(Ly(p), X). Vastavalt hulga 2 igale loplikule mootuvale

tiikeldusele  defineerime funktsiooni

Txa
gr 1= XA Q0 — X
AZE; 1(A)

Iga x* € X* korral olgu g, ruumi L., (1) (Rieszi esitusteoreemi pohjal iiheselt
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mddratud) element, mis rahuldab tingimust

oTf = / fgue dp iga f € Ly(p) korral.
Q
Siis mis tahes x* € X* ja hulga ) lopliku mootuva tiikelduse m korral
x*gﬂ = Lrfex,

kus Er: Loo(1t) = Loo(pt) on operaator lemmast 3.5, (b), kus X = K.

Toestus. Olgu x* € X* ning olgu 7 hulga (2 16plik mootuv tikkeldus; siis iga f €

L (1) korral
T'xa *T'xA
dp = d
i) /fz () A

/Qfx*gdeZ/Qfﬂ?*(Aze;xA "
. fQ XA Gz d,u . fA G+ d:u
= [ R e [ S

Aem Aem

= / fEﬁgz* d,u,
Q

seega Rieszi esitusteoreemi 3.1 pohjal z*g, = E;g,+. |

Lemma 3.8. Olgu kaasruum X* separaabel ning olgu T € ﬁ(Ll(p),X*). Siis
leidub tokestatud funktsioon g: ) — X™ nii, et iga v € X korral on funktsioon xg

mootuy, kusjuures

(Tf)(x) = / fzgdp iga f € Li(u) korral. 3.7
Q
Mirkus 3.1. Lemmas 3.8 esinevat funktsiooni xg: (2 — K tdlgendame jargmiselt:

r9(w) = (9(@) (@), weQ

Mirkus 3.2. Toetudes liftingute teooriale, saab nididata, et lemma 3.8 kehtib ka
ilma eelduseta kaasruumi X* separaabluse kohta (vt [T, lk 74, lause 7-1-2]). Stan-
dardne allikas liftingute teooria pohitulemustele viitamiseks on A. Ionescu-Tulcea

ja C. Ionescu-Tulcea monograafia [IT?].

Lemma 3.8 téestus. Iga x € X korral olgu g, ruumi L, (u) (Rieszi esitusteoreemi
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pohjal iiheselt midratud) element, mis rahuldab tingimust

(Tf)(x) = /Qfgx dp iga f € Ly(p) korral.

Defineerime vastavalt igale hulga €2 16plikule modtuvale tiikkeldusele 7 funktsiooni

TXA *
gr = XA N — X )
AZEW 1(A)

Ja operaatori

d
Eﬂ’: Ll(ﬂaX*) > f — ZXA le)u € Ll(,uaX*)

Aer (

(st g, ja E; on funktsioon ja operaator vastavalt lemmadest 3.7 ja 3.5, kus ruumi X

rollis on kaasruum X*). Lemmade 3.7 ja 3.5 pohjal
|2gr — Gzllooc = ||Erge — 9zlloc — 0 igaz € X korral.

Kaasruumi X* separaabluse tottu on ka ruum X lause 1.20 pohjal separaabel, seega
leidub (loenduv) kdikjal tihe alamhulk C' := {z;: ¢ € N} C X. Hulga C' loendu-

vuse tottu leidub kasvav tiikelduste jada () nii, et

|€iGr, — 9u;llc0 — 0 igai € N korral. (3.8)
n— oo
Tdepoolest, valides iga n € N korral 7, nii, et

1
< — igaie {l,...,n} korral,
n

|2ZiGm, — G2 |l oo

saame tiikelduste jada (7, ), kusjuures kehtib (3.8). Kuna koikide 7, n € N korral

|, (W) = o, (W)| < ||TiGr, — Gzl peaaegu kdikide w € 2 korral,
siis leidub nullmodduga hulk V nii, et iga ¢ € N korral

ZiQr, — Gz, Vviljaspool hulka N.
n—oo

Paneme tihele, et iga tiikelduse 7 ja iga w € Q korral g.(w) € Bx- (0, [|T])) (siin

52



me vOime iildisust kitsendamata eeldada, et 7" # 0), sest kui A € 7 on selline, et
w € A, siis

ITxall _ IT N Dxalls _ T #(A)
= < = < |7

w(A) = u(A) p(A)

Txa
1(A)

ool = |

Banach—Alaoglu teoreemi 1.19 p&hjal on B+ (0, ||T'||) kaasruumi X* *-ndrgas to-
poloogias kompaktne, seega iga w € (2 korral leidub jadal (gﬂn (w)) x-ndrgalt koon-
duv osapere. Niitid me saame defineerida funktsiooni g: €2 — X* jirgmiselt: iga
w € Q korral g(w) on jada (g, (w)) mingi *-ndrgalt koonduva osapere piirvértus.
Siis g on tokestatud funktsioon, sest g(€2) C By-(0,||T||). Seejuures iga i € N
korral

;g = gy, Vvaljaspool (nullmddduga) hulka V. (3.9

Tdepoolest, olgu i € N ja olgu w € Q\ N. Siis leidub jada (gx,(w)) osapere
(9, (w)) nid, et g, (w) " g(w), aga niiiid

ng(w) = hgl xigwna ((U) = hin Zigr, (W) = Ox; (LU)

Vordustes (3.9) jireldub, et iga ¢ € N korral on funktsioon x;g mddtuv, kusjuures
iga f € Ly(p) korral

Jadb niidata, et iga * € X korral on funktsioon zg modtuv, kusjuures keh-
tib (3.7). Olgu z € X. Kuna hulk C' on kdikjal tihe ruumis X, siis leidub hulga C'
elementide jada (z;) nii, et z; — x. Funktsiooni xg mdotuvus jareldub niiiid sellest,
et z;g - g (punktiviisi), sestzm()(”)tuvate funktsioonide jada (punktiviisi) piirvaar-

tus on modtuv. Niitid mis tahes f € L;(u) korral

(1)) = tin(T)(z) =lim [ fagdu= [ fagdy
(2 (2 o) 0
nagu soovitud. Viimase vordusteahela viimane vordus kehtib Lebesgue’i dominee-

ritud koonduvuse teoreemi pohjal, sest, esiteks, f z;g — f xg punktiviisi ning, tei-
seks, kuna jada (z;) koondub, siis leidub M > 0 nii, et iga i € N korral ||z|| < M
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ning seega iga w € € korral

[f(w) zig(w)| = |f (W) |zig(w)] < [f ()] ||zl g(w)l] < MIT| [ f(w)],
kusjuures M ||T|| | f| € Li(p)- |
Niitid me oleme valmis tdestama selle punkti pohiteoreemi.

Teoreem 3.9 (Dunford—Pettis; [DU, Ik 79, teoreem 1]). Separaablitel kaasruumidel

on Radon—Nikodymi omadus.

Toestus. Olgukaasruum X * separaabel. Olgu T € £(Ly(p), X*) ningolgug: Q —
X* funktsioon lemmast 3.8. Selleks, et kaasruumil X* oleks Radon—Nikodymi oma-

dus, piisab teoreemi 3.3 pdhjal nididata, et g € Lo (u, X*), kusjuures

Tf= / fgdu iga f € Ly(p) korral. (3.10)
Q

Kdigepealt nditame, et funktsioon g on ndrgalt mddtuv. Olgu z** € X**. Lause
1.20 pohjal leidub ruumi X elementide jada (x,,) nii, et z,, BN seega iga
w € Qkorral z,,(g(w)) = 2" (g9(w)), st z,g — =*¢ punktiviisi.nLemma 3.8 pohjal
on funktsioonid x,g, n ne N, mootuvad, j'eirglikult on ka funktsioon x**g mddtuv
(sest modtuvate funktsioonide jada punktiviisi piirvddrtus on modtuv); seega g on
norgalt mootuv. Kuna funktsioon g on separaabel-viirtuseline, siis vastavalt Pettise
modtuvusteoreemile 2.2 on funktsioon g modtuv. Funktsiooni g tokestatuse tottu
g € Loo(pt, X*) ning seega ka g € Lq(p, X*).
Vorduse (3.7) ja teoreemi 2.6 pohjal iga f € L, (u) jaiga x € X korral

(Tf)(x)z/gfxgduzx(/ﬂfgdu>,

jarelikult kehtib (3.10). |
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4 Tinglik ootus

Koikjal selles paragrahvis on X Banachi ruum ja (€2, X, p) tdieliku 10pliku modduga

ruum.

Definitsioon 4.1. Oeldakse, et o-algebra 8 on c-algebra ¥ alam-o-algebra, kui
B C 2.

Kui f € Li(Q,3, u, X) ja B on X alam-o-algebra, siis funktsiooni f nimeta-
takse B-mootuvaks, kui f € L1(Q2,B, ], X).

Jargnev lause aitab selgitada 2B-moddtuva funktsiooni mdistet.

Lause 4.1. Olgu *B o-algebra Y. alam-o-algebra. Jdrgmised viiited on samavdidir-
sed:

() f € Li(u, X), kusjuures f on u|s-mootuv;

(11) f € L1(97%7M|%7X) = Ll(”|%7X)
Seejuures

/ fduls = / fdu iga E € B korral. 4.1)
E E

Mirkus 4.1. Jiargnevas toestuses kasutame korduvalt lihtsastikontrollitavat ja histi-
tuntud fakti, et lause 4.1 kehtib, kui X = K.

Lause 4.1 toestus. (i)=-(ii). Eeldame, et funktsioon f € L;(p, X) on p]s-modtuv.
Lause 2.1 pohjal siis ka funktsioon || f|| on x|s-mddtuv; kuna teoreemi 2.4 pdhjal
|fll € Li(p), siis lause 4.1 kehtivuse tottu eeldusel X = R ka ||f|| € Li(pu|»),
seega (jille teoreemi 2.4 pdhjal) f € L1(Q2, B, |, X).

Esitame implikatsioonile (ii))=-(i) ja valemile (4.1) kaks erinevat tdestust. Neist
esimene kasutab Bochneri integraali definitsiooni, teine — teoreemi 2.4, teoreemi
piisavast arvust funktsionaalidest ja teoreemi 2.6 (juhul, kus ¥ = K). Mdlemad
tdestused kasutavad lause 4.1 kehtivust eeldusel, et X = K.

IMPLIKATSIOONI (i1)=>(i) JA VALEMI (4.1) ESIMENE TOESTUS. Kdigepealt
vaatleme juhtu, kus f € L;(u|s, X) on lihtfunktsioon kanoonilise esitusega f =
Zn: XE;Ti; siis f on B-mddtuv ning ilmselt ka f € L;(u, X), kusjuures iga ' € B

i=1
korral

/fdul%—ZulgEﬂE ZuEﬂE /fdu
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Olgu niitid f € L;(p|s,X) suvaline. Vastavalt definitsioonile 2.7 on funkt-
sioon f ji|,s-modtuv (niisiis iihtlasi ka p-modtuv), seega leidub B-modtuvate (ning

iihtlasi ka >-modtuvate) lihtfunktsioonide jada ( f,) nii, et

0= lim / 1o = fll dulss = lim / 1o — £l du
n Q n Q

(siin viimane vordus jdreldub lause 4.1 kehtivusest juhul, kui X = R). Definitsioo-
ni 2.7 pohjal f € L;i(u, X); seejuures valemi (4.1) kehtivuse tottu B-mddtuvate

lihtfunktsioonide jaoks

[ Fauls =tims [ fodls =t [ fodn= [ s
E n JE " JE E

IMPLIKATSIOONI (ii)=-(i) JA VALEMI (4.1) TEINE TOESTUS. Eeldame, et f €
Li(p|s, X). Siis f on u|g-modtuv (ning iihtlasi ka p-modtuv). Lause 2.1 pdhjal
ka funktsioon || f|| on p|g-mddtuv, kusjuures teoreemi 2.4 pdhjal || f|| € L1 (u|s).
Lause 4.1 kehtivusest juhul, kui X = R, jdreldub niitid, et || f|| € L1(p), seega (jille
teoreemi 2.4 pohjal) f € Lq(p, X).

Olgu £ € *B ning olgu z* € X*. Valemi (4.1) tdestuseks piisab teoreemi pdhjal
piisavast arvust funktsionaalidest niidata, et z* < Iuf du]%) = x* ( i du). Teo-
reemist 2.6 (kus Y = K) ning valemi (4.1) kehtivusest juhul, kui X = K, jdreldub,

x*(/Efdm) szx*fdul%z/Ex*fduzx*</Efdu>-

Definitsioon 4.2. Olgu B o-algebra ¥ alam-o-algebra ja f € L;(u, X). Oeldak-
se, et funktsioon g € L;(u, X) on funktsiooni f tinglik ootus (alam-c-algebra B

suhtes), kui g on B-mddtuv ja

/gdu:/fdu iga E/ € ‘B korral.
E E

Sel juhul funktsiooni g tihistatakse siimboliga F'(f|B).

Tinglik ootus E(f|®B) on iiheselt middratud (eeldusel, et ta eksisteerib). Toe-
poolest, olgu g, h € Li(u, X) funktsiooni f € L;(u, X) tinglikud ootused (alam-
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o-algebra B suhtes); siis g, h € Li(u|s, X), kusjuures iga £/ € *B korral

/]Egduszfduz/Ehdu-

Lause 2.8 pohjal g = h u|g-peaaegu koikjal.

Niitame, et iga funktsiooni f € L;(u, X) korral leidub tinglik ootus E(f|B).
Selleks kasutame jdrgnevat lemmat, mis kirjeldab tinglikku ootust E(f|%B) juhul,
kui f € Li(p).

Lemma 4.2. Olgu B o-algebra Y. alam-o-algebra ning olgu f € Li(u). Siis
(a) eksisteerib tinglik ootus E(f|B);
(b) kui f on B-mootu, siis E(f|B) = f;

(c) mis tahes g € Ly(1) ja o € K korral

E(of +9|B) = aE(fB) + E(g|B);

(d) kui Ly(p) on reaalne ruum ning f > 0, siis E(f|B) > 0 (u|s-peaaegu
koikjal);

(e) kui Li(p) on reaalne ruum ning g € Li(p) ning f < g, siis E(f|B) <
E(g|®B) (u|s-peaaegu koikjal);

® |E(f1B)| < (I£1]8):

(2) (Jenseni vdrratus) kui Li(p) on reaalne ruum ning ¢: R — R on kumer
funktsioon, mille korral p o f € Ly (), siis

¢ o E(f|B) < E(do f|DB); (4.2)
(h) kui f € L,(1) (1 < p < 00), siis

IEC 1B < 11/ 1lp;

muuhulgas, E(-|*B) on pidev lineaarne projektor ruumis Ly (f1).
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Toestus. (a). Defineerime arvmooddu A: B — R vordusega

/\(A):/Afdu, AeB.

Sellisel viisil defineeritud arvmddt A on ji|p-pidev (see jareldub teoreemist 1.1, sest
kui hulk A € B on selline, et |y (A) = 0, siis ka (A) = 0 ning seega \(A) =
[4 f dp = 0). Radon-Nikodymi teoreemi phjal leidub funktsioon g € Ly (f]s) nii,
et
AMA) = / gdp iga A € B korral,
A

aga niiiid iga A € B korral [, gdu = [, fdu, stg = E(f|B).
(b) jareldub vahetult tingliku ootuse definitsioonist.

(c).Olgug € Li(pn)jacv € Rysiiskaaf + g € Ly(p) ning iga E € B korral
/(afﬂ/)du:oz/fdu+/gdu=oz/E(fl%)du+/E(g\%)du
B E E B E
= [ (aB(r18)+ BG61)) dn.

Seega E(af + g|B) = aE(f|B) + E(g9|B).

(d). Olgu L;(u) reaalne ruum ning olgu f > 0. Siis iga E' € B korral

[ B s = [ B~ [ sianzo,

jarelikult lause 1.3, (a), pohjal E(f|B) > 0 u|g-peaaegu koikjal.
(e) jareldub vahetult viidetest (d) ja (c).

(f). Iga £/ € *B korral

/EE(f!‘B)du‘ - ‘/Efdu‘ < [ 1fldu= [ B(51I%)

seega soovitud vordus jireldub lausest 1.3, (c).

(g). Olgu L;(u) reaalne ruum ning olgu ¢: R — R kumer funktsioon, mille
korral ¢ o f € Ly(p). Kui ¢ — at + b on funktsiooni ¢ graafiku tugisirge (st
at +b < ¢(t) igat € R korral ja aty + b = ¢(to) mingi ty € R korral), siis
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viidete (c) ja (e) pohjal (arvestades, et (b) pohjal E(b|B) = b)
E(f|B) +b=E(af|B) + E(b|B) = E(af + b[B) < E(¢o f[B).

Fikseerime vabalt w € () ja tdhistame ¢y := E(f|®B)(w). Siis leiduvad a, b € R nii,
et p(to) = ato +bjaat +b < ¢(t) igat € R korral ning jarelikult

(60 B(FIB)) (w) = élto) = ato + b= aB(f|B)(w) + b < E(é o f|B)(w),

seega kehtib vorratus (4.2).
(h). Olgu f € L,(1) (1 < p < 00). Paneme tihele, et funktsioon ¢(t) = |¢|?,

t € R, on kumer ning seega viite (f) ja Jenseni vorratuse pdhjal
P
[EU1B)" < E(f1B)" = |E(/1B)] < E(F|B).

Kuna €2 € B, siis

s:de\ p%d: pd
LIEcrm)Pan< [ B(s71%) du= [ 157 dn

ning jarelikult [[E(f|B)[, < |[fl,- Seega E(f|B) € Ly(1)-

Viite (c) pohjal on operaator E(- |8): L,(u) — L,(p) lineaarne. Paneme tihe-
le, etiga f € L,(u) korral E(E(f|B)|B) = E(f|®B), jarelikult operaator E(- |B)
on pidev lineaarne projektor ruumis L, (). [

Teoreem 4.3. Olgu B o-algebra X alam-o-algebra. Igal funktsioonil f € Ly (1, X)
leidub tinglik ootus E(f|B). Kui f € L,(p, X) (1 < p < 00), siis

IECF 1B < (£l

Muuhulgas, E(- |'B) on (pidev lineaarne) projektor ruumis Ly (1, X).

Toestus. Olgu f = E X g, ; lihtfunktsiooni f € L,(u, X) (1 < p < 0o0) kanooni-

line esitus. Paneme tahele et
E(f|B) = Z E(xE,|B)x;,

kus E(xg,|B) on funktsiooni xp, € L,(u) tinglik ootus, mille olemasolu on tdes-
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tatud lemmas 4.2. Tdepoolest, funktsioon > E(xg,|2B)z; on B-mddtuv, kusjuures
i=1

iga I/ € *B korral

n

[E(;ﬂ;E(mm)xi) 3

2

n

E(xg,|B)adp =) (/E E(xE|B) du) i

i=1

J
</EXEZ- du)xi—[E(iXEixi> d'u_/EfdM‘

M- 21

—_

1=

Vaatleme operaatorit
To: By(%, X) 3 f — E(fB) € Ly(pls, X),

kus B{(X, X) on ruumi L,(p, X) (X-mddtuvate) hhtfunktswomde (koﬂqal tihe)

alamruum. Operaator 7j on lineaarne. Toéepoolest, kui f = Z XETijag = Z XE;Yi
=1 =1

on lihtfunktsioonide f ja g kanoomhsed esitused ning o € ]R siis funktsiooni o f + g

kanooniline esitus on af 4+ g = Z X e (ox; + y;), jarelikult
i=1

To(af +9) = E(af +g|B) = > E(xz|B)(ax: + ;)

i=1

—a ) BxsB)a
i=1

= aE(f|B) + E(g|B) = oTof + Tog.
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Lemma 4.2 pdhjal

2= | ||E(f|%)||pdu>p= < /

-(/ (i!E(ml%m)pdu);

~( (e %)xi)pdu);

(Lot ) oSt
Zx =l = ( / fpd/L); = 1l

Kuna lihtfunktsioonide alamruum on kaikjal tihe ruumis L, (u, X), siis leidub ope-

[un
-

n

> E(xg|B)x:
=1

D P
dp

p

<

|

raatoril 7; (iiheselt médratud) pidev lineaarne jatk 7: L,(p, X) — Ly,(p|s, X).
Niitame, et operaatori T jdtk 7" on tinglik ootus. Olgu f € L,(p, X ). Nditame,
et Tf = E(f|B),stiga B € Bkorral [, Tfdu= [, fdu. Kuif, € Bj(Z,X),
n € N, on sellised, et f,, — f ruumis L,(u, X), siis 7' f,, — T'f ruumis L, (4|5, X),
seega iga F € ‘B korral ! !

[ s~ [rran| < [1rs-rians [ g - s
T [ o= = ITF ~ £
Q

S A (e eV —

(viimane vorratus jéireldub teoreemist 1.9), jdrelikult | gL fndy — /, 5 T'f du; sa-
muti [, fndp — [, fdup. Seegaiga E € 9B korral

/de,u—lim/Tfnd,u—lim/fnd,u—/fd,u;
E " JE " JE E

niisiis 7" = E(- |*B). Tolgendades operaatorit E(-|B) operaatorina L, (y, X) —
L,(p, X), on E(- |8) ilmselt projektor. |

Jargnevat lauset, mis iildistab lemma 4.2 véidet (c), vajame me jirgmises parag-
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rahvis martingaalide koonduvuse pdhiteoreemi 5.4 tdestamisel.

Lause 4.4. Olgu f € Ly(u, X) ning olgu B o-algebra ¥ alam-o-algebra. Siis
IECF1B)II < E(I£II[B)  pls-peacegu koikjal. (4.3)

Toestus. Defineerime vektormdddu F': B — X jamdddu v: B — [0, 00) vasta-

valt vordustega
FE) = [ BB o o(B) = [ B(SIB)de.  Ee,

st F ja v on midramata integraalid vastavalt funktsioonidest £(f|B) ja E(|| f|||B).
Olgu E € ‘B suvaline. Siis hulga £ mis tahes ‘B-mddtuva tiikelduse 7 korral

> I ||—AZ/A E(f|8) duH /fduH
> <3 [ Uflde = > / (1711%) dr = 3= vi) = v(E).

seega |F'|(F) < v(E) ehk, teoreemi 2.7, (c), pdhjal

/E VE(F1B)|| du < / E( %) du

Vorratus (4.3) jareldub niitid lausest 1.3, (b). [
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S Martingaalid. Koonduvusteoreemid

Selles paragrahvis defineerime martingaali ja tdestame martingaali koonduvusega
samavéarsed tingimused.
Koikjal selles paragrahvis X on Banachi ruum ja (€2, ¥, ) tdieliku 16pliku mdo-

duga ruum.

Definitsioon 5.1. Olgu 7" suunatud hulk ning olgu (8, ),cr o-algebra ¥ alam-o-
algebrate mittekahanev pere, st B, C B, kuim < 7,7, € T. Oeldakse, et

ruumi L, (1, X), 1 < p < oo, elementide pere (f;),er on martingaal, kui
E(f;|%8,) = fr, igaT > 7 Kkorral.

Ulaldefineeritud martingaali tihistame siimboliga (f,,B,),cr. Kui suunatud hul-

gaks T on naturaalarvude hulk N, siis tdhistame martingaali stimboliga ( f,,, B,,).
Toome modned nidited martingaalide kohta.

Niide 5.1 ([DU, Ik 123, ndide 6]). Olgu (B, ),cr o-algebra ¥ alam-c-algebrate
mittekahanev pere ja f € L,(u, X) (1 < p < o0). Siis (E(f\%f),iBT) on

TeT
martingaal.

Niide 5.2 ([DU, Ik 124, ndide 7]). Lopmatu puu J ruumis X on jada (z,) ruumis

X omadusega
_ Top t Topg

Tp = )
2
Vaatleme puud J = (z,,) kui martingaali ruumis L, ([0, 1), X); selleks olgu z Le-

n € N.

besgue’i moodt ja
fi=2ixp0),  f2= 22X 1) + XLy Jne,

st, tildiselt,

2k 1
fr = Z TiX1.., keEN,
i=2k—1
kus
_ 2k—1 2k—1 1
Ii = | T - 2k1+ ) =kl ok=lyq .. 2" -1, keN.
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x2+$3

Kuna z; = , Siis

Jidp = Jadp.
0,1) 0,1)

Analoogiliselt saame, etiga k € Njaigai = 2¥=1 28=1 11, ... 2F — 1 korral

Jorvdp = [ fidp.

I,i
Kui B, :={0,[0,1)} jaiga k € N korral on

B = J({I,m-: j= okl oh=l g ok 1})

(kogumi {I;;: i =21 21+ 1 ... 28 — 1} poolt genereeritud o-algebra), siis
(fr, Bx) on martingaal ruumis L, ([0, 1), X).

Vaatleme niiiid puud ruumis L4 [0, 1). Olgu
1= X[o,1), L2 = 2X[07%)7 T3 = 2X[%1) jne,
st, tildiselt,
zi =2y, kusi=21 241 2F 1 keN,

ja poolldigud I; ; on nagu iilal kirjeldatud. Paneme tihele, et

Hazl—a:QH:/ du:/ Vdp = 1.
[0,1) [0,1)

Analoogiliselt saame, et iga n € N korral

X[0,1) — QX[O,%)

Hxn - xQnH = ”xn - x2n+1” =1

Moodustame martingaali ( f,,, B,,) ruumis L; ([0, 1), L1 [0, 1)) samal pdhimdttel na-
gu nidite esimeses osas. Kuna ||zx|| = 1 iga k& € N korral, siis || f,(¢)||z, = 1
iga t € [0,1) korral, seejuures || f,(t) — foi1(t)|lz, = 1igat € [0,1) korral
(sestkui t € I,,;, siis f,,(t) = x; ja fop1(t) = 29 VOI fri1(t) = 29i41). Jdreli-
kult on funktsioonid f,,n € N, iihtlaselt tokestatud ruumis L, ([0,1), L1[0,1)) ja
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| fn — fas1llz, = 1igan € N korral. Seega martingaal ( f,,,B,,) ei koondu ruumis
Ly([0,1), Ly[0,1)).

Lause 5.1. Olgu (f;,B,),er martingaal ruumis L,(p, X) (1 < p < oo). Siis iga
E € \U®B, korral eksisteerib piirvddrtus lim / frdp. Tapsemalt, kui 1y € T on
T JE

-
selline, et B € B, siis

/ frdp = / fro dp iga T > Ty korral.
E E

Toestus. Olgu E € |JB, ning olgu 7y € T selline, et £ € B,,. Kuna (B, ) cr

on o-algebra ¥ alam-o-algebrate mittekahanev pere, siis iga 7 > 7 korral £/ € ‘B,

AﬁW:AE%mM@:Am@.

ning seega

Teoreem 5.2. Olgu (f-,B;) e martingaal ruumis L,(p, X) (1 < p < o0). Jdrg-

mised vdited on samavdidrsed.:
(i) martingaal (f.,B;)-er koondub ruumis L,(u, X);

(ii) leidub funktsioon f € L,(p, X) nii, et

lim/ frdp = / fdup iga E € U‘BT korral; (5.1
T JE E -

(iil) leidub funktsioon f € L,(p, X) nii, et

E(f|B,) = f, igat € T korral. (5.2)

Implikatsiooni (ii1)=(i) tdestus kasutab jirgnevat lemmat.

Lemma 5.3. Olgu 2 C P(Q) algebra, kusjuures > = o (L), ning olgu 1 < p < oc.

Siis iga f € L,(u, X) jaiga ¢ > 0 korral leidub lihtfunktsioon f. = > xg,;, kus
=1

neN iy, ...,z € XjaFEy,...,E, € niiet]|f.— f|, <e

Toestus. Olgu f € L,(u, X) jae > 0. Kuna lihtfunktsioonide alamruum on koik-
jal tihe ruumis L,(u, X), siis leidub lihtfunktsioon ¢ = > xp,z;, kus n € N,
=1

1=
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T1,...,2, € X jaDy,...,D, € 3, nii, et ||g — f|, < 5. Uldisust kitsenda-
mata voime me eeldada, et x1,...,x, # 0. Lemma 1.6 pohjal leiduvad hulgad
Ey, ..., E, € nii,etigai € {1,...,n} korral u(E;AD;) < (2n” H> Téhistades

= > X& i, Saame
=1

n

- Z XDﬂCz‘ Z(XE — XD,)Ti
i=1 i=1

gin(m_m)xinp_ ( [l = xo) i du)

::Ej(/Mx ) - (/WXEAD

n

:EXXyMwA@ mm=§jmaAaﬁmm
=1

i=1

/e =gl =

p

)|mu

n

5 5
< zi| = =
;271“:172”” il 2

ning seega

g £
1= Ao < I = gl +llg = fllp < 5 +5 = ¢

Teoreemi 5.2 toestus. (i)=>(ii). Eeldame, et f; — f ruumis L,(p, X), st lim || f, —
fll, = 0. Siis mis tahes E' € ¥ korral teoreemi 1.9 pohjal

[ e /mﬂ /m Plan< [ 15~ Sl =17~ 7l

<7 |f: - Fllp =2 0,

seega lim [, fr dp = [, f dp.

(ii)=-(iii). Rahuldagu funktsioon f € L,(u, X) tingimust (5.1) ning olgu y € 7.
Mis tahes £ € *5,, korral lause 5.1 pohjal

/Efdﬂzli;n/EdeMZ/Efmdu,

seega E(f|B,) = fr; niisiis (5.2) kehtib.
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(iii)=-(i). Rahuldagu funktsioon f € L,(u, X) tingimust (5.2). Tdhistame B, :=
o (U ‘BT> (kogumi [ J B poolt genereeritud o-algebra) ja f, := E(f|®B). Ndita-

me, et lim || f; — foll, = 0. Uldisust kitsendamata vdime eeldada, et B, = 3.

Olgu ¢ > 0 suvaline. Kuna | JB, on algebra (sest (8,),cr on mittekahanev

pere), kusjuures O‘<U ’BT> = ), siis lemma 5.3 pohjal leidub lihtfunktsioon f. =

n

Yo XxETikusxy,...,x, € Xjaky, ..., E, € DB, nii, et f. — fll, < 5. Kuna
i=1 =

(B, )-er on mittekahanev pere, siis leidub indeks 7o € T nii, et F1, ..., E, € B,,.

Seega f. on B,-mdotuv iga 7 > 7 korral ning
E(f:|%,) = f. igat > 1 korral.

Kui 7 > 79, siis teoreemi 4.3 pohjal, arvestades, et f. = E(f:|B,)ja f; = E(fx|B,),

1fr = foollp < \fr = Sellp + e = fusllp = 1E(fe = fool Bo)llp + [ /2 = foolly

15
< 2||f€ - foo”p <2

228.

Seega martingaal (f;,B,),cr koondub ruumis L, (u, X). [ |

Definitsioon 5.2. Oeldakse, et martingaal (f,, B, ),cp ruumis L, (p, X ) on iihtlaselt

integreeruv, kui
/ | fr|| dp ————— 0 iihtlaselt 7 € T suhtes,
B Ee€B-, n(E)—0

stiga ¢ > 0 korral leidub 6 > 0 nii, et

Tel, E€B,, n(F)<o = / | f-|l dp < e. (5.3)

E
Niide 5.3. Martingaal (f;,B,),;cr ruumis L;(p, X), mis on normi || - ||« jérgi
tokestatud, st M := sup||f;|lcc < o0, on iihtlaselt integreeruv. Toepoolest, kui

e > Oning £ € |JB, on selline, et u(E) <
Jellflldp < Mu(E) < e.

1. siisigaT € T, E € B, korral

Teoreem 5.4 (martingaalide koonduvuse pohiteoreem; [DU, lk 126, jareldus 4]).
Olgu ruumil X Radon—Nikodymi omadus, olgu 1 < p < oo ning olgu (f-,B;)rer
martingaal ruumis L,(j1, X). Siis martingaal (fr,B;)-er koondub ruumis L, (1, X)
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parajasti siis, kui

(1) p=1,sup||f-||1 < oo ja martingaal (f.,B,).cr on iihtlaselt integreeruv

Vol
(2) 1 <p<oojasup|fr|, < oo

Toestus. Tarvilikkus. Koondugu martingaal (f,, B, ),cr ruumis Ly, (p, X). Siis teo-
reemi 5.2 pohjal leidub funktsioon f € L,(y, X), mis rahuldab tingimust (5.2). Aga
niiiid iga 7 € T korral teoreemi 4.3 pohjal

1=l = IECF Bl < [1f]lp < 00,

seega sup | £, |, < oc.
T

Eeldame niiiid, et p = 1, ja niditame, et martingaal (f.,B,),cr on iihtlaselt
integreeruv ruumis L, (i, X ). Fikseerime vabalt ¢ > 0. Paneme tihele, et mis tahes
7 € T ja E¥ € B, korral lause 4.4 pdhjal

/Enffndu:[EuE(ﬂ%T)ndu</EE(an}asT) dMZ/EHfHdM-

Kuna integreeruva funktsiooni || f|| médramata integraal ¥ > E — [, [|f]|dp € R
on p-pidev moot (see jareldub lihtsasti teoreemi 1.1 samavéirsusest (1)< (iii)), siis
leidub ¢ > 0 nii, et kui

Eex, wE)<s — /HfHdu<5.
E

Aga niiiid kehtib ka implikatsioon (5.3), seega martingaal (f,,B.) <7 on iihtlaselt

integreeruv.

Piisavus. (1). Eeldame, et sup || f;||1 < oo ja martingaal (f;,B,),er (ruumis

Lyi(p, X)) on iihtlaselt integreeruv. Niitame, et martingaal (f;,B,),cr koondub
ruumis L;(p, X). Selleks defineerime vektormdodu F': | J B, — X (r6hutame, et

|J B on algebra), ’
F(E):= lim/ frdu, E€ U B,
T E =
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(siin piirvddrtus lim ||  Jr dp eksisteerib lause 5.1 pdhjal). Paneme tihele, et vektor-
modot F' on tdkestatud variatsiooniga, p-pidev ja loenduvalt aditiivne. Tdepoolest,

kui 7 C |J*B, on hulga Q 15plik mddtuv tiikeldus, siis leidub indeks 7o € 7T nii, et
T C %TO,Tseega lause 5.1 pdhjal

7 =3 1'LmH: de
Eze; 19“/ K Z/ 1
Z/ | f7]l dp = /HfTOHdu suprTHl < 00:

Eern

jarelikult vektormddt £’ on tokestatud variatsiooniga. Veendume, et F' on p-pidev.
Olgu ¢ > 0. Mis tahes £ € |J*B, korral, valides 7y € T nii, et £ € B,,, saame

mjﬂwH /mﬂ]/wmw (5.4)

Martingaali (f.,B,),cr thtlase integreeruvuse tottu leidub 6 > 0 nii, et kehtib
implikatsioon (5.3). Seega, kui u(E) < 4, siis (5.4) pohjal ||F(E)|| < d; niisiis,

lause 5.1 pohjal, et

1F(E

vektormdot £’ on p-pidev ning lause 1.13 pdhjal ka loenduvalt aditiivne.

Teoreemi 1.14 pdhjal leidub vektormdddul F' (tiheselt médratud) p-pidev tokes-
tatud variatsiooniga loenduvalt aditiivne jiatk G: Yo — X, kus ¥y on kogumi | J B,

poolt genereeritud o-algebra. Kuna ruumil X on Radon—-Nikodymi omadus, siiTs lei-
dub funktsioon f € Li(uls,, X) nii, et G(E) = [, fduiga E € X, korral. Niiiid
iga £ € |J*B- korral

M/ﬂw F(E) /Nu

Teoreemi 5.2 pohjal martingaal (f;, B, ),cr koondub ruumis L; (e, X).

(2). Olgu 1 < p < oo ning olgu M := sup || f-|, < oco. Nditame, et martingaal

(frB,)rer on tokestatud ruumis L (u, X) ja iihtlaselt integreeruv.

Holderi vorratuse pohjal

1=l < Al 1llg = (@) e[l f2llp < Mp(2)7 < oo
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(¢ on p kaaseksponent), seega sup || f||1 < oco.

Niitame, et martingaal ( f,,B,),cr on iihtlaselt integreeruv. Olgu £ > 0. Pane-

me tdhele, et Holderi vorratuse pohjal mis tahes 7 € T'ja 2 € ‘B korral

Justans ([rnran) ([ va) <isumt <
E E E

(¢ on p kaaseksponent). Seega, kui p(E) < (&) ja E € B, siis [, || f-]|du < e

Q=

ning jérelikult martingaal ( f,, B, ),cr on iihtlaselt integreeruv.

“Piisavuse” tdestuse osa (1) pdhjal leidub funktsioon f € L;(u, X) nii, et
lim || f, — f||s = 0. Teoreemi 5.2 (implikatsiooni (i)=-(ii) tdestuse) pohjal iga £ €
| B korral

T

/ fd,uzlim/ frdu = F(FE).
E T JE
Niitame, et f € L,(u, X). Olgu (7,) selline indeksite jada, et lim || f,, — f|[1 =0

jalim f, = f p-peaaegu koikjal. Vastavalt Fatou lemmale

/ 1P dpe < lim in / Vo lP dia < sup [L£5 2 < oo
Q n Q T

Seega f € L,(p, X) ning teoreemi 5.2 pdhjal martingaal (f;,B,),cr koondub
ruumis Ly, (4, X). |

Miirkus 5.1. Teoreemi 5.4 tOestusest ndeme, et, tdhistades >y := a(U EBT>, jaab

teoreemi vidide kehtima, kui ruumi X Radon—-Nikodymi omaduse asemel eeldada,

et ruumil X on Radon-Nikodymi omadus ruumi (€2, X, p|s;,) suhtes.

Mirkus 5.2. Teoreemi 5.4 pdhjal piisab tdestamaks, et ruumil X ei ole Radon—
Nikodymi omadust, konstrueerida tokestatud iihtlaselt integreeruv mittekoonduv mar-
tingaal ruumis L, ([0, 1), X ). Selleks piisab konstrueerida martingaal ( f,,, B,,) ruumis

Ly ([0, 1), X ) , mis rahuldab jdrgmisi tingimusi:
(1) sup [ folloe < o0;
(2) [|fu(t) = fat1(t)|| =€ mingie > 0 ning kdikide n € Njat € [0, 1) korral,

sest selline martingaal on ilmselt tOkestatud, iihtlaselt integreeruv ja mittekoonduv.
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6 Radon-Nikodymi omadus kui Banachi ruumi

geomeetriline omadus

Banachi ruumi Radon—Nikodymi omaduse definitsioon kasutab selle ruumi vili-
seid objekte (10pliku mddduga ruumi). Selle paragrahvi pohiteoreemid kirjeldavad
Banachi ruumi Radon—Nikodymi omadust ainuiiksi selle ruumi enda sisemise geo-
meetria terminites. Niisiis, Radon—Nikodymi omadus on Banachi ruumi geomeetri-

line omadus.

Kdikjal selles paragrahvis on X Banachi ruum ja (€2, 3, i) 16pliku mddduga

ruum.

6.1 Hambuvus ja Radon—Nikodymi omadus

Definitsioon 6.1. Ruumi X alamhulga D jadaliselt kumeraks katteks nimetatakse
hulka

scoD = {i)\j:pj: A €10,1], z; € D, j €N, i/\j = 1}.
j=1 Jj=1
Mirgime, et
(a) scoD C coD;
(b) tildjuhul co D ¢ sco D.
Mirkus 6.1. Saab (ja pole raske) niidata, et kui D = {x,,: n € N}, kus elemendid

z, € X,n €N, on sellised, et z,, — 0, siis scoD =<co D.
n

Viite (a) pohjenduseks mirgime, et kui x € scoD, stx = > \;z;, kus \; €
j=1

0,1, z; € D, j € N,ja >  \; = 1, siis, tdhistades iga n € N korral y,, :=
j=1

dYoAjx+ ( > )\j>x1 € co D, kehtib y,, — x, seegax € co D.

j=1 j=n+1 n

Jargnev néide pohjendab viite (b).

Niide 6.1 ([DU, 1k 135, ndide 5]). Olgu D reaalse ruumi L, [0, 1] kinnine iihikkera.
Niitame, et x[o,1] € €0(D \ B(x[o,1], 3))- kuid (0.1 € sco(D \ B(xp,1),3))-
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Fikseerime vabalt m € N ning valime paarikaupa 16ikumatud rangelt positiiv-
se mddduga paarikaupa 16ikumatud hulgad £, ..., E, C |[0,1]. Tdhistame iga
je€{l,...,m}korral f; := X0\, = X[o,1] — XE;5 Siis

1
Ixo0 = fill o= Xm0 = 1> 5

seega f; € D\ B(X[,), 5)- Seejuures
IR T I %
X[0,1] m X[0,1] m < X[01

j=1
H—ZXE

’ oo

1
- Ll =

Kuna arvu % saame valida kui tahes viikese, siis x(o,1] € E(D \ B(x0,1]» %))
Teiselt poolt, kui xj01) = > A; fj, kus A; € (0,1], [[fillo < 1,5 € N, ja
j=1

> Aj = 1,siisiga j € Nkorral f; = 1 = x[o,1] peaaegu kdikjal. Tdepoolest, olgu
j=1
¢ € N. Oletame vastuviiteliselt, et fi < 1 mingis positiivse modduga hulgas A.

Tihistades iga n 6 N korral 4, := {w € A: fi(w) < 1 — 1}, kehtivad A; C
Ay C ... jaA= U A, seega i(A,) — u(A) > 0, jarelikult mingi n € N korral
w(Ay) > 0. NuudlgakeN k >1i,jaigaw € A, korral

k o)
S A(@) = A @) A Z)\Jr)\(l——) Z)\J——: -2
j=1

Jefl R\ {d} JeN\{d}

seega ka

‘ Xiou (& ZA y(w

k
=1-) Nfilw) >~
j=1

ning jérelikult

)

k
HX[O,l] - Z Ajfi
i=1 o0

mis on vastuolus eeldusega, et x[o.1) = > A; f;. Niisiis, iga j € Nkorral f; =1 =
j=1

X[0,1] peaaegu koikjal ning jarelikult x(o1) & sco (D \ B(x0,1]: %))
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Definitsioon 6.2. Olgu D C X. Oeldakse, et hulk D on
e o-hambuy, kui iga ¢ > 0 korral leidub = € D nii, et z ¢ sco(D \ B(z,¢));

e hambuv, kui iga & > 0 korral leidub € D nii, etz ¢ co(D \ B(z,¢)).

Vahetult definitsioonist on selge, et iga hambuv hulk on ka o-hambuv.

Kiesoleva punkti pShiteoreem on

Teoreem 6.1 (Rieffel-Maynard—Huff—Davis—Phelps; [DU, lk 136, teoreem 7]). Jérg-

mised vdited on samavddrsed:

(i) ruumil X on Radon—Nikodymi omadus;
(i1) ruumi X iga tokestatud alamhulk on hambuv;

(ii1) ruumi X iga tokestatud alamhulk on o-hambuv.

Jargnevast teoreemist 6.2 jiareldub lihtsasti teoreemi 6.1 implikatsioon (i)=>(iii).
Kuigi teoreemi 6.1 tdestuse seisukohalt ei oma see implikatsioon tdhtsust (sest teo-
reemist 6.4 allpool jareldub teoreemi 6.1 implikatsioon (i)=-(ii) ning implikatsioon
(i1)=-(iii) jdreldub faktist, et iga hambuv hulk on o-hambuv), pakub teoreemi 6.2
toestus siiski ka iseseisvat huvi, sest ta néditab, kuidas Banachi ruumi X tokestatud
alamhulk D, mis pole o-hambuv, indutseerib loomulikul viisil D-viartuselise (ning
seega L,-normi suhtes tokestatud) L;-normi suhtes mittekoonduva martingaali ruu-
mis L; ([0, 1), X).

Teoreem 6.2 (Maynard; [DU, lk 132, teoreem 2]). Kui X sisaldab tokestatud alam-
hulga D, mis ei ole o-hambuvy, siis leiduvad ¢ > 0 ja martingaal ( f,,*B,,) ruumis
Ll([O, 1), X) nii, et igan € N korral

f(0,1))cD  ja | fu(t) = fus1 ()] =€ igat € [0,1) korral.

Jareldus 6.3. Kui Banachi ruum sisaldab tokestatud mitte-o-hambuvat alamhulka,

siis sellel Banachi ruumil ei ole Radon—Nikodymi omadust.

Toestus. Olgu D ruumi X tokestatud mitte-o-hambuv alamhulk. Teoreemi 6.2 pdh-
jalleiduvad & > 0 ja martingaal ( f,,, ®B,,) ruumis L; ([0, 1), X) nii, et f,,([0,1)) C D
ja || fu(t) = fusa(t)]| = eigan € Njaigat € [0, 1) korral. Martingaal ( f,,,B,,) on
tihtlaselt integreeruv ja mittekoonduv ning seega mirkuse 5.2 pohjal ei ole ruumil X
Radon—Nikodymi omadust. |
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Teoreemi 6.2 toestus. Olgu D ruumi X tdkestatud alamhulk, mis ei ole o-hambuv.

Siis leidub € > 0 nii, et iga x € D on esitatav kujul
T = Z aj(x)z;(z), (6.1)
j=1

kusigaj € Nkorral z;(z) € D, ||z —x;(2)| = ¢, a;(z) € [0,1] ning Y «a;(z) = 1.
j=1
Paneme koigepealt tdhele, et
(o) kui J :=[a,b) C [0,1)jax € D, siis leiduvad paarikaupa loikumatud (vasa-

kult kinnised) poolloigud I; C J, j € N, nii, et J = U I; ja

‘77

/Xdem (b—a) x—/ZXIx]
J

(stimbol m tédhistab siin Lebesgue’i modtu).

Toepoolest, kui tihistada ag(x) := 0 ja

J-1 J
I = { +(b—a) Zaz ,a+ b—a)Zoz(x)), jeN,
1=0

i=0
siis iga j € N korral m(I;) = (b — a) oj(x) ning seega

o0

/ZXIQJJ )dm = Z/ Ix] x)dm = Zm )xj(x

= (b—a)ocj( ) x; (b—a) Zoz]

j=

:(b—a)xz/Xdem.
J

Konstrueerime niiiid soovitud omadustega martingaali ruumis L, ([0, 1), X ) . Fik-

seerime vabalt z € D ning defineerime f1 := xjo1) = ja By := {0,[0,1)}. Defi-
neerime fy := Z X1, zj(x) ja By := o ({I;: j € N}) (kogumi {I;: j € N} poolt

J_
genereeritud (poolldigu [0, 1) alamhulkade) o-algebra), kus 1;, j € N, on poolldigud

viitest (e), kus J = [0, 1).
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Edasi toimime jargmiselt. Kui mingi n € N korral on antud funktsioon f, =

> X1, Tk, kus I, k € N, on paarikaupa 16ikumatud (vasakult kinnised) poolldi-
k=1

gud, mille ithend |J I, = [0, 1), siis viitele (o) toetudes valime iga k € N korral

paarikaupa 16ikumatud (vasakult kinnised) poolldigud I ]’?, j € N,nii,et |J I j’“ = I

j=1
ja
/Xjkxkdm (b—a)x, = /fokxj xy)
Iy,
ning defineerime f, 1 = ) fok () ja Bpyr == o({IF: k,j € N}). Sel
k=1 5=
viisil saadav jada ( f,,,B,,) on martlngaal, millel on soovitud omadused. [

Jargnevast teoreemist 6.4, mis tugevdab teoreemi 6.2 ning mille tdestus on teo-
reemi 6.2 tdestuse modifikatsioon, jareldub teoreemi 6.1 implikatsioon (i)=>(ii).
Teoreemi 6.4 tdestus nditab, kuidas Banachi ruumi X tdkestatud alamhulk D, mis
pole hambuv, indutseerib loomulikul viisil L..-normi suhtes tokestatud, kuid L-

normi suhtes mittekoonduva martingaali ruumis L ([0, 1), X )

Teoreem 6.4 (Huff-Davis—Phelps; [DU, 1k 133, teoreem 4]). Kui Banachi ruum si-
saldab tokestatud mittehambuva alamhulga, siis sellel Banachi ruumil ei ole Radon—

Nikodymi omadust.

Toestus. Sisaldagu ruum X tokestatud mittehambuva alamhulga D. Siis leidub € >
0 nii, et iga € D korral € co(D \ B(z,¢)). Néitame, et leiduvad poolldigu
[0,1) tikeldused 7, = {I1,..., Ik, } (K, € N) vasakult kinnisteks poolldikudeks
ja funktsioonid f,, € L1([0,1), X), n € N, mis rahuldavad jirgmisi tingimusi:

Ky
(1) iga f, on esitatav kujul f, = > xr,ax, Kus z1, ..., 2k, € D;
k=1
(2) m,41 on saadud tiikelduse 7, peenendamisel nii, et tiikkelduse 7, iga poolldik
on tiikelduse 7,11 mingite poolldikude 16plik iihend;

(3) poolldigu [0, 1) Boreli g-algebra on o ({m,: n € N});

(4) "fn(t) - fn+1<t)H 2 € lga n e NJa lgat < [Oa 1) korral;
(1

| [ =1 <5

w tihistab Lebesgue’i mootu).

igan € N,igam > njaiga [ € m, korral (siin
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Paneme tihele, et kui tingimusi (1)-(5) rahuldavad funktsioonid f,,, n € N, tde-

poolest leiduvad, siis tingimuse (5) pohjal jada ( / I fn d,u) koondub iga I}, € |,

korral, seega leidub piirvéirtus lim [ o Jndp = F (I1,). Téhistame

K"

_ (1)
gn ‘= ;X!kT[:)

(siin me jargime kokkulepet, et g = 0)jaja’®y, = a({]k € m,: k € N}); siis
(gn, B,) on martingaal ruumis Ll([O, 1), X). Kuna D on tokestatud, siis iga [}, €
|J 7, korral

lim [ f, d,uH
TATAT Sl D
e e ’
kus M > 0 on selline, et ||z|| < M igax € D korral. Seega sup  ||gn(t)|| < M
tel0,1),neN

ning jarelikult martingaal (g, B,,) on tokestatud ja iihtlaselt integreeruv. Tingimuse
(5) pohjal

Ky Knp

F(Iy)
an—ganM_/ X1, Tk — X1
/[0,1) [0,1) ; * ; p(ly) "
K
n F(]k)
< ’XI | T —
/[071) ; ’ 1(1x)
K K
- F(Iy) ‘/ - F(Iy) ‘
= Ty — X1, dp = T — aen
kz:; w(Le) || Jio,1) . kz:; p(Iy)
K Ky,
= It = £ =S| [ o=t [
k=1 k=117 1k moJIn,
K K
e ~ (T 1 1
:lﬁnz /(fn_fm)dluH gz%zﬁu([()?]‘)) = on’
k=11 1k k=1

Seega (f,, — gn) on Cauchy jada ruumis L; ([0, 1), X). Tingimuse (4) pohjal ei ole
(fn) Cauchy jada ruumis L, ([0, 1), X), jdrelikult ka (g, ) ei ole Cauchy jada ruumis
Ly([0,1), X), niisiis tkestatud ja iihtlaselt integreeruv martingaal (g,,, B,,) ei koon-

du. Vastavalt mirkusele 5.2 ei ole ruumil X Radon—Nikodymi omadust.

Jédb veenduda tingimusi (1)—(5) rahuldavate funktsioonide f,, € L ([O, 1), X )
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ja poolldigu [0, 1) tikkelduste 7, n € N, olemasolus. Paneme tihele, etiga § > 0 ja
N

igax € Dkorral leiduvad N € N, reaalarvud a4 (), ..., an(z) > 0, > o (x) =1,
=1

j
ning elemendid x,(z),...,zy(z) € D\ B(z,¢) nii, et

< 4. (6.2)

v =3 @)

Konstrueerime niitid soovitud omadustega funktsioonid f,, ja tiikeldused m,,, n € N.

Fikseerime vabalt # € D ning defineerime f1 := xpnz ja m = {[0,1)}. Edasi

toimine jargmiselt. Kui mingi n € N korral on antud funktsioon f,, = > xr, @,
k

kus K,, € N, I, ..., Ix, on paarikaupa ldikumatud (vasakult kinnised) poolldigud,
Ny
mille tihend |J I, = [0,1),jam, .= {f1,..., Ik, } siisvalimeiga k € {1,..., K,}
k=1
N
korral N;, € N, reaalarvud o (), ..., an, () > 0, Y oj(x) = 1, ja elemendid
j=1

z1(zr), ..., xN, (z) € D\ B(wy,e) vastavalt tingimusele (6.2), kus § = 5, st iga

ke {1,..., N} korral

< —. (6.3)

Jargmise sammuna defineerime funktsiooni f,, ; analoogiliselt teoreemi 6.2 tdestu-
sega ja tiikelduse m,, 1 := {IJ’?: ke{l,....,K,},je{l,..., Nk}} Tépsemalt,
kui k € {1,..., K,} ning I}, = [a, b), siis, tihistades a(x)) = 0, defineerime

IF = [aJr(b—a)Zai(xk), a+(b—a)2ai(xk)>, jed{l,....N.},

=0 1=0
Kn Ny
ja fat1:= > > xmxj(zy). Sellisel viisil saadud funktsioonid f,,, n € N, rahulda-
k=1j= "

vad tingimusi (1) ja (4) ning saadud tiikkeldused 7,,, n € N, tingimust (2).
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Paneme tihele, et iga [}, € , korral

/ (fn = fut1) dﬂ” = || p(Ip)zr — Z,u x] xy)

I,

k
e - Z %xm) (1)
= ||z, — Zoz] (@) (ze) || (L) < M(;k).

Seega on tdidetud tingimus (5). Tingimuses (6.3) saame validaiga k € {1,..., K, }
korral reaalarvud o (), ..., an, (7x) < 5. See asjaolu garanteerib tingimuse (3)
tdidetuse. |

Niiiid saame tdestada teoreemi 6.1.

Teoreemi 6.1 toestus. (1)=-(i1) jireldub teoreemist 6.4.
(i1)=-(ii1) on ilmne, sest iga hambuv alamhulk on ka o-hambuv.

(iii)=-(1). Olgu (€2, X, u) 1opliku mddduga ruum ning olgu F': ¥ — X p-

pidev tokestatud variatsiooniga loenduvalt aditiivne vektormdot. Téhistame iga A €

P () korral
D(A) := {% E e 73:(/4)}

Olgu A € 73;“ (©) ning olgu € > 0. Lemma 3.4 pdhjal piisab implikatsiooni tdes-
tuseks niidata, et leidub hulk B € P;(A), mille korral diam D(B) < 2e.
Selleks paneme tihele, et leidub modtuv hulk A" € P (A) nii, et D(A’) on
tokestatud. Toepoolest, lemma 1.2 pohjal esitub €2 loenduva ithendina 2 = Ej Aj,
j=1

kus iga j € Nkorral A; € ¥ ning hulk {'FE(E) EePr(A )} on tokestatud. Aga

niitid, kuna, A = |J AN A;, siis mingi indeksi j € N korral p(A N A;) > 0, niisiis
j=1
me voime votta A" = AN Aj, sestiga E € P,F(1), korral ‘\F((g))\\ < |ﬂ(]§), ning
jarelikult on hulk D(A’) tokestatud.
Eelduse pohjal on hulk D(A’) o-hambuyv, seega leidub hulk C' € P (A’), mis

rahuldab tingimust

% ¢ o’ {Z(—JTEE) EeP,(A), HF<E) - F(O>H > a}. (6.4)

~—
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Oletame vastuviiteliselt, etiga B € P,1 (A) korral diam D(B) > 2¢. Paneme tihele,

et

e iga B € P;f(A) korral leidub hulk E € P;(B) nii, et

H F(E) F(C)
u(E) ()

sest vastasel juhul mis tahes Ey, Fy € P, (B) korral

< 2¢

‘gHF(El) F(C) F(C) _ F(E)

W) u(0) H i H W(C)  ul(Ey)

ning seega diam D(B) < 2¢, mis on vastuolus tehtud eeldusega;

e kui hulgad C1, ..., C, € P(C) (n € N) on paarikaupa ldikumatud, kusjuu-

F(C;)  F(O) . "
AR m” > e, siis p(C'\ jL=J1 Cj) > 0,

resiga j € {1,...,n} korral

sest vastasel korral (arvestades, et F' on y-pidev) oleks F(C'\ | C;) = 0,
j=1
seega ['(C) = > F(C;) ning jérelikult
=1

J

=

F(C) &G F(C)
H0) ~ 22 W(0) 1Ty

mis on vastuolus tingimusega (6.4).

Seega, tihistades Cjy := (), saame induktiivselt valida paarikaupa 16ikumatud hulgad

C; € PH(C),j € N, nii, etiga j € N korral 5((8])) - %H > eja

1 g-1
1(Cy) = §Sup{u(E): xsEcc\|Ja,
i=0

Implikatsiooni tdestuseks piisab niiiid ndidata, et

F(C) _ 5~ u(Cy) F(G) 65
) = ) )
sest see vOrdus on vastuolus tingimusega (6.4). Kuna iga n € N korral % —
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F(o\ L:J c)
c

IR u(j ; , siis piisab vdrduse (6.5) tdestuseks niidata, et F'(C'\
J

U Cj) — 0, milleks omakorda (arvestades, et F' on pu-pidev) piisab nédidata, et
n(C\ UCj) = 0,st u(C\ U C;) = 0. Selleks paneme kdigepealt tihele, et
j=1 n j=1

pu(C;) — 0 (sest Y p(Cy) = u( U Cj> < u(C) < oo ning koonduva rea jadkliige
n j=1 J=1

[e.e]

koondub nulliks). Oletame vastuviiteliselt, et 11(C'\ (J C;) > 0; siis leidub B €
j=1
PO\ U ) il et HE) %H > c. Valides indeksi j € N nii, et 4(C}) <
J:

+1(B), saame

w(B) <sup{u(E): ZBEGP;(C\U@)

1=0

< 2u(Cy) < u(B),

vastuolu. [ |

6.2 Hambuvus ja viilud

Definitsioon 6.3. Olgu D C X tokestatud hulk ning olgu z* € X*, ||z*|| = 1, ja
a > 0. Hulka

S(x*,a,D) ={x € D: Rez"(x) >supRez"(D)— a},

nimetatakse hulga D viiluks.

Lause 6.5. Olgu D ruumi X tokestatud mittetiihi alamhulk. Jdrgmised vdited on

samavddrsed.:
(1) hulk D on hambuv;
(11) hulgal D leidub kui tahes vdiikese diameetriga viilusid.

Toestus. Uldisust kitsendamata vdime eeldada, et X on reaalne ruum.
(1)=>(i1). Olgu D hambuv ning olgu € > 0 suvaline. Siis leidub = € D nii, et
z ¢ (D \ B(z, ¢)). Hahn-Banachi eraldamisteoreemi pShjal leiduvad z* € X* ja
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« > 0 nil, et
z*(z) —a > supz*(co(D \ B(z,¢))).

Tiahistame 5 := sup 2*(D) — z*(x) + a; siis § > « ja
z*(z) =supa™(D) +a— > supz™ (D) — L.

Seega x € S(z*, 8, D). Nditame, et S(z*, 3, D) C B(z,¢). Olguy € S(z*, 3, D)
suvaline ning oletame vastuviiteliselt, et y ¢ B(z,¢). Sel juhul y € D \ B(z,¢),

seega

z*(y) < supa*(D\ B(z,e)) <supa*(co(D\ B(z,¢)))
< z*(x) —a=supz(D) - B < z*(y),

vastuolu. Jarelikult y € B(z, <) ning diam S(z*, 5, D) < 2e.

(ii)=(i). Fikseerime ¢ > 0 ning olgu hulga D viil S(z*, «, D) selline, et
diam S(z*, o, D) < €. Olgu x € S(z*, v, D) suvaline; siis S(z*, a, D) C B(x,¢).
Seega

D\ B(z,e) Cc D\ S(z*,a, D) ={y € D: z*(y) < supz™(D) — a}
={yecD: z*(y) <supzx*(D) —a}=FE

Kuna hulk F on kinnine ja kumer, siis co(D \ B(z,¢)) C E. Jarelikult = ¢ co(D \
B(z,¢)), mida oligi vaja hulga D hambuvuseks niidata. [

Lemma 6.6. Olgu D C X tokestatud hulk ning olgu x* € X*. Siis
supz*(D) = supz*(co D) = supz*(co D).

Toestus. Uldisust kitsendamata voime eeldada, et X on reaalne ruum.

Kuna D C coD C coD, siis supz*(D) < supa*(coD) < supax*(coD),
seega jadb ndidata, et sup x*(¢o D) < sup z*(D). Selleks piisab niidata, et iga = €
co D korral 2*(z) < supa*(D). Olgu x € ¢o D suvaline. Siis leidub hulga co D

Mn
elementide jada () nii, et ¥, — 2. Kuna z,, € coD, n € N, siis z,, = > A7,
n :
Jj=1

kus m, € N,z € D, \} € 0,1], 7 € {1,...,m,}, JZ::IA;L = 1. Funktsionaali z*
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pidevuse ja lineaarsuse tottu

2*(z) = 2*(limz,) = limz*(x,) = imz* <Z A?m?) = limz ANja*(x})
o =1

< lim Z A sup z*(D) = sup 2*(D) lim Z A} =supr*(D).
j=1 j=1

Lemma 6.7. Olgu D C X tokestatud hulk ning olgu x* € X*,

Siis

¥ =1jaa > 0.

diam S(z*, o, D) = diam S(z*, a, D). (6.6)
Toestus. Uldisust kitsendamata vdime eeldada, et X on reaalne ruum.
Kuna D C D, siis diam S(2*, , D) < diam S(2*, o, D). Niitame, et

diam S(z*, @, D) > diam S(z*, o, D).

Olgu z,y € S(x*,a, D) ning olgu x,,,y, € D, n € N, sellised, et x, — = ja
Y, — y. Siis funktsionaali z* pidevuse tottu x*(z,) — =*(x) ja 2*(y,) — x*(y).
Kuna

z*(z) > supa*(D) — a = supz*(D) — «
ja

z*(y) > supx*(D) — a > supz™(D) — «,

siis leiduvad indeksid Ny, Ny € N nii, et z*(z,,) > supx™(D) — «, kui n > Ny,
ning z*(y,) > supz*(D) — o, kui n > Ny. Vottes N := max{Ny, Ny}, saame, et
Ty Yn € S(x*,a, D), kuin > N. Seega

|z —y| = liT{n |Tn — ynll < diam S(z*, «, D),

jarelikult diam S(2*, a, D) < diam S(2*,«, D) ning kokkuvéttes kehtib vdrdus
(6.6). |

Teoreem 6.8. Olgu D C X tokestatud hulk. Jdrgmised vdited on samavdcdrsed:
(1) D on hambuv;

(i) co D on hambuv.
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Toestus. Uldisust kitsendamata vdime eeldada, et X on reaalne ruum.

(1)=>(ii). Olgu hulk D hambuv ning olgu € > 0. Lause 6.5 kohaselt leidub viil
S(z*, a, D) nii, et diam S(z*, o, D) < €. Lemma 6.7 pohjal piisab niidata, et so-
biva § > 0 korral diam S(z*,da,coD) < 2e. Olgu § > 0 suvaline ning olug
z,y € S(x*,dc, co D). Uldisust kitsendamata vdime eeldada, et r = i Az ja

j=1

y = > Ny; mingite n € N, x1,...,Zn, Y1, Y0 € D, A1, N, € [0,1],
=1

Aj = 1, korral. Téhistame

j=1

d:=supz*(D) =supx*(coD), M :=sup |z

zeD

ja

J = {j e{l,...,n}: x%(z;),2"(y;) >d— a}.
Niiid
lz =yl = D Nz =D Ayl <D Allzs — sl

=1 j=1 j=1

= > Ml =yl + Do Nilleg =yl < e YA+ >0 Al + )

jer i = 2
<e+2M) N

Tahistame J, := {j € {1,...,n}: 2*(z;) >d—a}jaX:= Y \;siis
J¢Jx

z*(z) = 2" (é )\j%) = é Nat () = Y Nt (a) + Y Nt (xy)

J€Jz J¢Jx

<(1=Nd+MNd—a)=d-— .

Kuna z*(z) > d—da, siis d — dov < d— Aa ehk A < 4. Siit jareldub, et > \; < 24.
i¢J

~ S €
Vottes § = 17> Saame, et

|z —yll <5+2MZ)\]-<5+4M(5:25,
2

jarelikult diam S(x*, dcr, co D) < 2e, nagu soovitud.
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Esitame implikatsioonile (ii)=-(i) kaks erinevat tdestust. Esimene neist kasutab
hambuva hulga definitsiooni ja teine — lauset 6.5.

IMPLIKATSIOONI (i1)=-(1) ESIMENE TOESTUS. Olgu hulk ¢6 D hambuv ning
olgu ¢ > 0. Vastavalt definitsioonile 6.2 leidub 2 € ¢o D nii, et z ¢ co((co D) \
Bz, %)) =: (). Paneme tihele, et D \ @ # (). Tdepoolest, oletades, et D C (@,
saame hulga () kumeruse ja kinnisuse tottu, et co D C (). Seega jdbuame vastuoluni,
sest z € co D, kuid x ¢ Q).

Olgu d € D\ Q. Teoreem on tdestatud, kui niitame, et d ¢ co(D \ B(d,¢)).
Selleks paneme tihele, et d € B(z, 5); vastasel korral d € D \ B(z,5) C (co D) \
B(z, %) C @, see on aga vdimatu, sest d ¢ (). Eelnevast arutelust jéreldub, et
D\ Q C B(w, 5). Niitame, et kehtib sisalduvus D \ B(d, ) C Q. Oletame vastu-
viiteliselt, et dy € D \ B(d,e), kuid dy ¢ Q, stdy € D\ Q ning ||dy — d|| > e.
Kuna dy,d € D\ Q, siis
£

5 — &

£
ldo = dll < lldo — 2| + lle —df| < 5 +

vastuolu. Kuna @ on kinnine ja kumer, siis c6(D \ B(d,¢)) C Q. Jdrelikult d ¢
co(D\ B(d,e)),sestd ¢ Q.

IMPLIKATSIOONTI (ii)=-(1) TEINE TOESTUS. Olgu hulk co D hambuv. Hulga D
hambuvuseks piisab lause 6.5 pdhjal ndidata, et hulgal D leidub kui tahes véike-
se diameetriga viilusid. Olgu £ > 0 suvaline. Kuna co D on hambuv (mérgime, et
hulga D tdkestatuse tottu on ka hulk co D tokestatud), siis vastavalt lausele 6.5 lei-
dub viil S(z*, a, €6 D) nii, et diam S(z*, a, €6 D) < e. Niitame, et S(z*, o, D) C
S(z*,a,c0 D). Olgu z € S(z*,a, D), st x € D ja x*(z) > supa*(D) — a. Siis
2 € co D ning lemma 6.6 pdhjal

z*(z) > supz*(D) — a =supz*(co D) — a,
jarelikult x € S(z*, o, 0 D). Niiiid saame, et
diam S(z*, o, D) < diam S(z*, a,c0 D) < ¢,

niisiis, hulk D on hambuv. [ |

Jareldus 6.9. Ruumil X on Radon—Nikodymi omadus parajasti siis, kui tema iga

kinnine kumer tokestatud alamhulk on hambuv.
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Toestus. Tarvilikkus jareldub teoreemi 6.1 implikatsioonist (i)=-(ii).

Piisavus. Olgu ruumi X iga kinnine kumer tdokestatud alamhulk hambuv ning
olgu D C X suvaline tokestatud hulk. Kuna ¢o D on kinnine kumer tokestatud hulk,
siis eelduse pohjal on ta hambuv. Vastavalt teoreemile 6.8 on ka hulk D hambuv.

Seega teoreemi 6.1 pohjal on ruumil X Radon—Nikodymi omadus. [
Kokkuvdttes oleme tdestanud jargmise tulemuse.
Teoreem 6.10. Jdrgmised vdiited on samavddrsed.:
(1) ruumil X on Radon—Nikodymi omadus,
(11) ruumi X iga tokestatud alamhulk on hambuv;
(ii1) ruumi X iga kinnine kumer tokestatud alamhulk on hambuy;

(iv) ruumi X igal tokestatud alamhulgal leidub kui tahes vdiikese diameetriga vii-
lusid;

(v) ruumi X igal kinnisel kumeral tokestatud alamhulgal leidub kui tahes vdikese

diameetriga viilusid.
Toestus. (1)<(ii) on toestatud teoreemis 6.1.
(1)< (ii1) on jireldus 6.9.
(i1)<(iv) on lause 6.5.

(ii1)<>(v) jéareldub lausest 6.5. n
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