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Предислов1е 
Въ настоящемъ изсл'вдованш мы указываемъ новое при-

ложете теорш функпдй комплекснаго перемъннаго къ плос
кой задачъ математической теорш упругости, которое при-
водитъ къ ръшетю такихъ вопросовъ, отвътъ на которые 
въ общей задачъ теорш упругости представляетъ пока 
недосягаемый трудности. 

„Аз т о!Ьег (1ераг1;теп1;8 о$ тайетаИса! рпузмз", говорить 
А. Н. Ьоте въ своемъ извЪстномъ курсЬ теорш упругости 
[№ 14]*) „тсплсЪ Ьауе геЫюпз 1ю "ЬЬе 1Ьеогу о? ро1енИа1, И 
{г^иепМу Ъаррепз *Ьа1; 1Ье апаЪ&иез, т 1;тсо ситепзюпз... аге 
сараЫе о! ехас1; зоШюп, во 1% т\\ арреаг, {Ьа1т й е 1Ъеогу о? 
Еквйсйу а 1жо-сИтепзюпа1 вокйюп сап ойеп Ье йншй тсЫсЪ 
{Ьгото И&Ы; ироп зоте тйег ргоЫет 1Ьа1 саппо! Ье 8о1уей 
сотрЫе^" **). 

Здъсь въ особенности ум-встно припомнить уснвхи 
плоской задачи въ гидродинамики послъ извъстныхъ из
сл'вдованш Гельмгольца и Киргоффа о строети плоской 
струи, вызвавшихъ рядъ изслъдовашй и гг. русскихъ уче-
ныхъ Д. К. Бобылева, Н. Е. Жуковскаго, А. В. Котельни-
кова, И. В. Мещерскаго, С. А. Чаплыгина и проч. 

Могущественное значете имъетъ въ этихъ изслъдо-

*) № поставленный въ скобкахъ вслъдъ за цптирусмымъ авторомъ 
указываешь № по приводимому выше списку литературы плоской задачи. 

* * ) СЬ. I X . ТМУО сИтеп810па1 е1аз1;1с зузЪетз стр. 201. 



вашяхъ методъ функцш комплекснаго перемъннаго и свя
занное съ нимъ конформное преобразоваше одной плоской 
области въ другую. Нетрудно поэтому придти къ предпо
ложены), что и въ плоской задачъ математической теорш 
упругости нисколько болЪе трудной чъмъ задача гидро
динамики, этотъ методъ можетъ имъть важное значеше. 
Замътимъ, что подъ именемъ „плоской" мы разумъемъ та
кую задачу математической теорш упругости, въ которой 
перемъщешя частицъ упругого тъла совершаются || - но 
нъкоторой плоскости, (т. е. частицы тъла совершаютъ плос
кую деформащю) а площадки въ тълъ- || - ыя этой плоскости 
не испытываютъ никакихъ напряженш т. е. въ тълъ раз
вивается плоское распредълете напряженШ. Плоская де-
формащя тъла можетъ и не сопровождается плоскихъ рас-
предълетемъ напряженш, а послъднее можетъ быть вы
звано деформащею и иного рода, какъ это мы увидимъ далъе. 

Диф-ыя ур-1я плоской задачи даны въ видъ уравнетй 
(2) стр. 9 Маипсе Ьёту [№ 4] и плоская задача математи
ческой теорш упругости представляетъ въ этомъ вид'В 
естественное развитсе задачъ Дирихле и Нейманна въ тео
рш логарифмическаго потенщала. 

Введете теорш функцш комплекснаго перемъннаго со
вершается въ плоской задачъ теорш упругости совершенно 
естественно, т. к. основныя ур-1я плоской задачи въ прямо
угольныхъ прямолинейныхъ координатахъ: 

гдъ X и ц коэффищенты упругости, Д кубическое расши-
реше, а о угловая скорость вращенш частицъ прямо ука-
зываютъ, что 

(Л + 2/л) Д+г2ца> (1) 
*) Ьоте [№ 14] стр. 202. 



является функщей комплексна™ перемйннаго : 

з = х + гу 

Введя эту функщю и интегралъ отъ нея, т. е. функщю 
комплекснаго перемъннаго: 

= Г { ( Я + 2/л)А + 2г/ко)йг 

А. Н. Ьоте находить для перем1ицетй и и V формулы: 

• (2) 
и 2/л + 2//(А+ 2/1) у ду + дх 

ь " 2 ( А + а д ЭДА+ад у V 

(гдъ* функщя, удовлетворяющая ур-ш: /\г/=0), въ 
которыхъ нетрудно узнать наши формулы (12) стр. 76. Но 
однако для получения удобныхъ формулъ, кромъ- функцш 
комплекснаго перемъннаго (1) необходимо ввести еще одну 
функщю комплекснаго перемъннаго г. Самъ А. Н. Ьоуе 
признаетъ, что теор1я функщй комплекснаго перем,вннаго 
не оказала ему въ плоской задачи той помощи, которую отъ 
нея можно бы было ожидать. *) Если контурныя услов1я въ 
плоской задачъ* состоять въ заданныхъ на контуръ пере-
м'Ьщетяхъ, такой функщей является функщя: 

5*М = | + * | 

фор. (2), но, если заданы, какъ это обыкновенно и бываетъ, 
не перемйщетя, а напряжетя, 2-я функщя комплекснаго 
перемъннаго вводится несколько иначе, а именно мы вво-
димъ ее въ настоящей работъ, основываясь на весьма 
зам'Ьчательныхъ свойствахъ комплекснаго выражешя: 

2 Г + * ( 2 Г 1 — N2), (обозначешя см. стр. 8 § 2) 

*) Ьоуе [№ 14] стр. 211. ТЫз йе!есЬ оГ соггезропйепсе 18 *Ье т а т 
сИШсиИу т Ше \?ау о{ аскапсе 111 *Ье {;пеогу о! 1;\УО <шпеп810па1 е1а8ис 
вуейета. 



на которыя, насколько намъ известно, никъмъ еще не было 
обращено надлежащего вниматя. 

Введя 2-ую функцш комплекснаго перемвннаго, мы 
получили всв формулы, относяпцяся къ плоской задачи въ 
простомъ и изящномъ видв, въ которомъ значительно об
легчено р-вшеше различныхъ вопросовъ, относящихся къ этой 
задачи напр. теор1я отверстш въ видв круга, эллипса или 
лемнискаты и проч. 

Основашя нашего метода изложены въ нашей статьв 
въ Сотр1;е8 геп^из 1908, (№ 16) и сообщены на IV интер-

29 марта 
нащональномъ конгресса математиковъ въ Римъ •=•— 

г 11 апръля 
1908*) и постепенно выработался новый методъ для рв-
шешя различныхъ вопросовъ плоской задачи математи
ческой теорш упругости, основанный на отысканш 2-хъ функ-
щй комплекснаго перемвннаго, который весьма легко даетъ 
всв полученныя до сихъ поръ рвшешя плоской задачи и 
кромв того безконечное множество другихъ, тогда какъ до 
послвдняго времени былъ только одинъ обнцй способъ для 
нахождешя рвшешй плоской задачи — способъ А1гу, за
ключающейся въ томъ, что можно положить : 

д*ф д2ф д2ф 

-»! ду2 . 1 У 2 дх2 . * д х д у > 
гдв ф есть функщя, удовлетворяющая гипергамоническому 
ур-ш: 

А 2 Агф=0. 
Въ настоящей работв мы указываемъ совершенно про

тивоположную точку зрвшя, рекомендуя не плоскую задачу 
теорш упругости сводить къ отысканш гипергамонической 
функцш, удовлетворяющей даннымъ контурнымъ услов1ямъ, 
а наоборотъ: задачу объ отысканш такой функцш приво-

*) Мы им'Бли случай бесЬдовать по его поводу съ иностранными 
учеными: В о ^ о , Найатагй, ЬаипсеПа, Ьеч1 СМЪа, Магсо1оп^о, О. Мо-
гега, (I 8 фев. 1909) Кип^е, Зопи^Иапа, УНо УоЙегга и проч. 



дить къ плоской задачи теорш упругости, такъ какъ въ 
нашемъ изложенш эта задача оказывается проще 1-ой. 

Плоскую задачу математической теорш упругости какъ 
въ случай, если контурныя услов1я состоять въ заданныхъ 
на контурй напряжешяхъ, такъ и въ случай, если на по-
слйднемъ заданы перем-вщешя точекъ, мы приводимъ къ 
довольно простому функциональному ур-ио, содержащему 2 
неизвъстныя функцш комплекснаго перемйннаго г, вещест-
венныя и мнимыя части которыхъ линейнымъ образомъ свя
заны съ производной одной изъ этихъ функцш по г. 

Это соотношете мы приводимъ къ линейному инте
гральному ур-ио Фредгольма, слъдуя пр1ему Б. ШЬегЪ'а, из
ложенному въ его извЪстныхъ мемуарахъ, посвященныхъ 
линейнымъ интегральнымъ уравнетямъ. 

Указавъ обшде способы ръшен1я плоской задачи, мы 
излагаемъ теорию опредйлешя перемйщешя точекъ тъла 
въ : случай, если изв-встно распредълеше напряженш въ 
тйлй т. е. ръшена плоская задача о напряжешяхъ, и уста-
навливаемъ весьма простыя формулы для опредйлешя пере-
мъщенШ по заданнымъ напряжешямъ какъ въ прямоли-
нейныхъ прямоугольныхъ такъ и въ изотермическихъ криво-
линейныхъ координатахъ. Эти обнця выражешя позволяютъ 
намъ высказать интересный законъ, названный нами зако-
номъ взаимности 2-хъ плоскихъ задачъ математической 
теорш упругости, и указать рядъ способовъ преобразовашя 
одной плоской задачи въ другую, названныхъ нами ал-
гориемомъ комплексныхъ преобразовании, частнымъ слу-
чаемъ которыхъ является преобразована при помощи взаим-
ныхъ рад1усовъ векторовъ (шуегаоп), примененное къ плос
кой задачи МюЪеИ'емъ [№ 6 Ыз] на основанш замйчашя Ьет! 
Сш1а о свойстве такого преобразовашя по отношенш къ 
гипергамоническимъ функщямъ.*) 

Многочисленные примйры примйнетя этого преобразо-

*) Т. ЬеУ1 СтЪа. Зорга ипа ЪгапзГоттагюпе т её з^езза <1е11а 
е^иа2^опе Д Д = О. Уепеиа 1898. 



вашя даны Тшре [№ 10]. Наконецъ въ посл'Ьднихъ гла-
вахъ настоящей работы мы указываемъ тъ- случаи, въ ко-
торыхъ плоская задача теорш упругости можетъ давать ръ-
шешя и для общей задачи теорш упругости. Переходя къ 
детальному разсмотр-внш настоящей работы замътимъ, что 
въ § 1 мы указываемъ рядъ теоремъ относительно такъ 
называемыхъ сопряженныхъ функщй и составленныхъ изъ 
нихъ особаго рода дифференщальныхъ уравненш, съ ко
торыми весьма часто приходится встречаться въ плоской 
задачи теорш упругости и которыя значительно упрощаютъ 
изложеше этой задачи. Въ § 2 мы приводимъ диф-ыя 
ур-1я плоской задачи для прямоугольныхъ прямолинейныхъ 
координатъ въ томъ видъ, какъ онв даны Маипсе Ьёуу и 
при помощи особыхъ вспомогательныхъ множителей а и /9, 
удовлетворяющихъ урчямъ (б) стр. 9 : 

^ _ ^ = _ , <* +

 д 1 = 0 (3) 
дх ду ду дх ' ' " ' ^ ' 

приводимъ задачу къ особаго рода простому функциональ
ному ур-ш. 

Ур-1я (3), опредъляюпця множители, интегрируются сряду 
и мы получимъ ръшеше основныхъ ур-ш въ весьма удоб-
номъ для приложешй видъ, вполнъ аналогичномъ съ ур-]'ями 
(2) Ьоуе, которыя онъ получаетъ, исходя изъ ур-Ш для 
перемъщешй и въ которыя поэтому входятъ коэф-нты упру-
рости. Замътимъ, что, прежде чъмъ вводить множители 
а и /9, мы сами ур4я теорш упругости нисколько преобра-
зуемъ къ виду, который вполнъ умъстно назвать канони-
гескгиьъ. Какъ примерь мы получаемъ решетя ВдЫеге [№ б] 
и Мезпа&ег [№ 7], обративппя въ свое время внимаше уче-
ныхъ инженеровъ, чутко прислушивающихся (въ особенности 
послъ извъстной катастрофы въ Воигеу) къ успъхамъ со
временной теорш упругости. Въ § 3 мы обобщаемъ нашу 
теорш на случай криволинейныхъ координатъ и для удоб
ства беремъ послъ\цн1я въ изотермической формъ, т. е. 



предполагаемъ, что криволинейный координаты & татя, 
что с + *^— функцш комплекснаго перемвннаго х-\-гу и 
получаемъ простую формулу: 

2Т7+г(1>— г , йФ 
Р — - = - 2 / ^ ) ^ ( 0 ^ + ^ ( 0 

гдъ Р , ф, 27 напряжешя нормальный и тангенщальныя, 
дъйствуюшдя на площадки _1_-ыя къ осямъ криволинейныхъ 
координатъ 6, у; <Г=^ + *^, г = ж + «у = /"(С), й-диф-ый 
параметръ системы координатъ 6, ^ ; въ § 4 мы примЪ-
няемъ общую теорш къ случаю полярныхъ координатъ на 
плоскости и получаемъ общее ръшете данное нами въ 
Сотр1;е8 гепйиз 1908 [№ 16] и какъ частные случаи ръ-
шетя КИлёге'а 3] и [№ 8], С. И. Белзецкаго [№ 9], 
А. ТЧтре [Л° 10]. Частный случай этихъ ръшенш ( т = 1 ) 
былъ открыть X. С. Головинымъ [№ 1] еще въ 1881 г. *) 
Найденные формулы мы примъняемъ къ изученш напря
жение, развивающихся при растяженш въ полосв, ослаблен
ной круговымъ отверспемъ и получаемъ формулы Клгзг.Ь'а**), 
выводъ которыхъ недавно данъ П. А. Велиховымъ 13]. 
Здъсь читатель можетъ сразу убъдиться въ простогв нашего 
метода изслъдоватя и его краткости: изслъдовате П. А. 
Велихова приводить къ разсчетамъ, значительно превы-
шающимъ разсчеты § 4 по сложности и трудности. Ана
логичный выводы приведены нами для отверстш въ формъ 
эллипса и въ формъ сплошной лемнискаты [стр. 26 и слъ-
дуюшдя]. 

*) Замечательная по своей простоте и изяществу работа X. С. 
Головина едва ли не первая „плоская" задача математической теорш 
упругости, обстоятельно изслъдованная. Напечатанная къ сожальпио 
въ мало распространенныхъ „Извъспяхъ Технологпческаго Института" 
она мало пзвъстна даже и въ Россш и совершенно неизвестна загра
ницей. Поэтому неудивительно, что мы не имЪемъ указана! на нее въ 
„ЕпсуЫорасИе йег таШетайзсЬеп ^ззепзспр^еп" , гдъ впрочемъ не ука
заны и работы ШЫеге'а, хотя послъдтя напечатаны въ широко распро
страненныхъ СотрЪеа гепаиз [№ 3 и № 8]. 

**) Къ нашему удпвлетю и объ этой работъ мы не нашли ука
заний въ „Епсук1ор'а<ие йег такЬешаИзсЬеп ЛМззепзспаЛеп". 



Если примкнете нашихъ пр^емовъ весьма просто даетъ 
результаты Клгзсп'а для кругового отверспя, то еще въ боль
шей степени оно упрощаетъ теорш эллиптическихъ и лем-
нискатныхъ отверстШ, впервые здъсь приводимыя, разра
ботка которыхъ по старымъ пр1емамъ привела бы къ вы-
кладкамъ, невыполнимымъ по своей сложности. Въ даль-
нъйшемъ [стр. 30 и стр. 40] мы изслъдуемъ распред/в-
лете напряжешй на контур-в самаго отверстая и пока-
зываемъ (въ „приложешяхъ") характерную разницу распредъ-
лешя контурныхъ напряжешй въ случаяхъ эллипса и лем
нискаты, которую мы иллюстрируемъ на опытв съ эласти
ческими пленками (см. „приложешя"). Въ дальнъйшемъ 
(§ 9—§ 12) мы развиваемъ весьма важныя въ теоретическомъ 
и въ практическомъ отношенш формулы, рЪшаюшдя плоскую 
плоскую задачу при заданныхъ напряжешяхъ на контуръ-

въ видв опред'вленныхъ интеграловъ для ц-влаго ряда кон-
туровъ : прямолинейнаго отрезка, круга, эллипса и т. п. 
Выводимыя нами формулы представляютъ развит1е соот-
вътствующихъ формулъ теорш логариемическаго потенщала 
и чрезвычайно упрощаютъ р-вшеше плоской задачи теорш 
упругости при заданныхъ напряжешяхъ на контуръ- для 
ц'Влаго ряда контуровъ; въ § 13 мы вкратцъ- указываемъ 
способъ ръшешя плоской задачи при помощи тригономе-
трическихъ рядовъ, бывшШ до посл-вдняго времени почти 
единственнымъ способомъ для получешя рЪшенш теорш 
упругости при заданныхъ напряжешяхъ на контуръ. Въ 
§ 14 нами изсл'Вдованы, вводимые въ настоящей работв, 
символы: 

п *-дГЛ- Ч 
и*»т~'дх^~г ду 
Вх^~дх 1 ду 

и перечисленъ рядъ ихъ иптересныхъ свойствъ*). 
*) Эти свойства, разработаны намп здъсь совершенно самостоя

тельно, но только въ томъ объемъ, въ какомъ онЪ необходимы для по-
нпмашя нашихъ дальнъйшихъ разсчетовъ. 



Въ § 15 и § 16 мы указываемъ рйшеше плоской за
дачи математической теорш упругости при заданныхъ пе-
рем'ьщетяхъ на нйкоторомъ замкпутомъ контурй какъ въ 
случай прямолинейныхъ прямоугольныхъ, такъ и въ случай 
крпволинейныхъ изотермическихъ координатъ. 

Сравнеше найденныхъ рйшенш съ рйшешями при за
данныхъ на контурй силахъ приводить къ весьма замйча-
телыюму з а к о н у в з а и м н о с т и перемйщенш и усилш въ 
плоской задачи математической теорш упругости. 

Найденныя въ § 16 общая формула для оиредйлетя 
перемйщешй (фор. (1.0) стр 80), которой можно придать 
видъ: 
V + иг X + д 

- л щ+%1)Га)т){^я)+ 

гдй Р вещественная часть функцш комплекснаго перемйн-
наго 

представляетъ естественное развитае формулъ (2) стр. V для 
случая изотермическихъ координатъ, никймъ повидимому*) 
еще не указанное, и поэтому этой формулй и аналогичнымъ 
ей въ §§ 22 и 23 на стр. 94—102 мы придаемъ особен
ное значеше. По поводу этихъ формулъ мы печатаемъ 
сейчасъ статью въ Меззеп&ег оГ тайета&св. **) 

Въ § 18 приведена одна форма плоской задачи въ 
изотермическихъ координатахъ весьма удобная во многихъ 

*) А. Е. II. Ь о V е (№ 14) ръшаетъ вопроеъ объ онредъленш и и V 
даже въ п р о с т ъ й ш е м ъ пзъ этпхъ случаевъ — случаъ эллпптпчес-
кпхъ координатъ при иомощп трпгонометрпческихъ рядовъ: 

»1п ЪЪе сазе оГ сШрМс суИпйегв м/Л ап(1 V,!* сап Ъе ехргеззел! ая зе-
пез 1п Созщ ап<1 8т щ пгасп сЦШсиКу." См. АррНсгйюпз оГ 
с и т И п е а г еоопИпа^ез агЪ. 187 (с) стр. 259 (иослъдшя 2 строчки снизу). 

**) О. К о ! о 8 0 И. Оп з о т е аррПсаШпз оПЬе тпеогу о! Гипсйопз 
о! ЪЬе сотр!ех уапаЫе Ъо Шо 1л\*о (Итепзюпа! с1азис зузЪетз, 



приложетяхъ. Въ § 19 и § 20 мы ръшаемъ задачу объ 
опредъленш перем&щешй при заданныхъ напряжетяхъ на 
контуръ какъ въ прямолинейныхъ прямоугольныхъ, такъ и 
въ криволинейныхъ изотермическихъ координатахъ, а въ 
§ 21 приводимъ простой примъръ такого опредълетя. На-
конецъ въ § 22 и § 23 даны обпця выражетя для пере-
мъщетй при заданныхъ напряжетяхъ, въ § 24 объяснено 
значете, входящихъ въ ръшете постоянныхъ произволь-
ныхъ, а въ § 25 разсмотръна плоская задача теорш упру
гости при заданныхъ перемъщешяхъ на контуръ. Въ § 26 
приведена теор1я такъ называемыхъ комплексныхъ преобра
зование, совокупность которыхъ составляетъ а л г о р и е м ъ 
комплексныхъ преобразовали, а въ § 27 плоская задача 
математической теорш упругости приведена къ интеграль
ному ур-ш Фредгольма. 

Та математическая задача, къ которой мы приводимъ 
въ настоящей работъ плоскую задачу математической тео
рш упругости примыкаетъ къ цълому ряду задачъ постав
ленное въ последнее время Б. НПЬегЪ'омъ въ его извъст-
ныхъ изслъдоватяхъ по интегральнымъ уравнетямъ *), про-
стъйшимъ типомъ которыхъ является извъстная задача Ри-
мана, поставленная въ его Хпаи&игакИззегЫюп (АЬзсЬши 19) 
объ отысканш функцш комплекснаго перемъннаго веществен
ная имнимая части, которой на нъкоторомъ контур* связаны 
линейнымъ соотношетемъ; приведете задача Римана къ инте
гральному ур-ш Фредгольма сообщено Б. ННЬегЪ'омъ на Ш 
интернацюнальномъ конгресс* математиковъ въ Гейдельбергъ. 
НЛЬег1, угадывая,.что теперь наступила эра развитая такого 
рода задачъ, пишетъ: 

„1>1е МеШоДе (1ег Ые&га1&]е1спип&еп 181; аисЬ аи? т\1 
аН&ететеге РгоЫете ап\уенс1Ьаг; 81в шЬИ п)8Ье8опс1еге шсМ 
лиг яит Йе1е, тпп 1'йг сИе ЖегЬв аег ^езисЫеп БЧткИопеп 

*) Б. Н11Ь е г I. Огипйги^е е т е г аН^ететеп ТЬеопе <1ег Ипеагеп 
1п1;о^га1^1е1сЬип^еп. (БпМе М1Ме11ип&). КасЪпсЫюп у о п йег Кбт&1. Ое-
зеЩспай йег \У188еп8е11аЙ ги ОоШп^еп 1905. 



8е1Ьз1 аиГ <1ег Капдкште Нпеаге Ьото&епе о<1ег тпото&епе Ве-
Ыюпеп Уог^езсЬпеЬеп вш<1, вопиет аисЬ, мепп посЬ <Не АЬ-
1ейипдеп егз1;ег о(1ег Ьйпегвг Огсипт^ <1вг ^евисЫеп БЧшМопвп 
тИ йен Гипк&опвтсегкеп аш* йег ЕапЛкигув ш Нпеагег ^Утзв 
ш-кпйр(Ч; аийгв1еп. БигсЬ. ВеЬапй1ип§ зокпег Аи%аЬеп тогй, 
ше Ш1Г всЬеш1; <1ег ТЬеопе <1ег Гипкйопеп ешег котр]ехеп 
УапаЫеп ет пеиез йапкоагез КарНе1 Ыиги^ега^." *) 

Въ § 28 мы даемъ теорш иптегрировашя гипер-
гармовическаго ур-1я при заданныхъ на контурв значе-
шяхъ функцш и ея производной по нормали, сводя эту 
задачу къ плоской задачв математической теорш упру
гости, которая въ нашемъ изложенш проще задачи объ 
интегрированш гипергармоническаго ур-1я при заданныхъ 
услов1яхъ на контурв, а въ дальнвйшихъ §§ мы примв-
няемъ эту теорш къ контурамъ проствйшаго вида — прямой, 
кругу, эллипсу и т. п. Объ этомъ способъ мы предполагаемъ 
сдВлать докладъ на предстоящемъ XII съвздъ* естествоиспы
тателей и врачей въ Москвв въ концв декабря 1909 г. 

Онъ по нашему мнвнш проще другихъ способовъ, при-
мвняемыхъ для опредвлешя фуцкцш V, удовлетворяющей 
гипергармоническому ур-ш, т. к. во 1-хъ, ведетъ къ опре-
двленш не самой функцш V, а ея частныхъ производныхъ 
д2У д1У д2У 
дх*' ду*у дхду* с а м а ж е ^ определяется двойнымъ ин-
тегрировашемъ; производныя же вообще говоря проще 
самой функцш; во 2-хъ, способъ рвшешя прюбрвтаетъ 
болве однообразный характеръ, применимый ко всвмъ 
контурамъ, для которыхъ до сихъ поръ рвшеше было най
дено (для прямолинейнаго отрвзка**), круга***), кругового 

*) Б. Н I I Ь е г * 1. с. стр. 338. 
**) Е. А1 ш а п а 1. „8и1Г тЪе^гагшпе ае1Г едиагюпе Д 2 Д з и — ®-и 

АШ йе11а К. Асе. <Ц Тогто XXXI 1895/96. 
О. Ь а и Н с е П а . 8и1Г едиагюпе ае11е уШгагшш йе11е р1асЬс ш-

еазЪга^е." Мет. <И Тогто 2 Х1Д1 1896. 
***) О. Ь а и М с е П а . „Ме&гагшпе йе1Г едиагюпе Д 2 Д 2 = 0 

1П ип сатро <И к>гта с1гсо1аге." АШ Йе11а 8. Асе. <Н Тогто XXXI 1895/6. 
Е. А 1 т а п 8 1 см. **). 



кольца* >, контуровъ конформно преобразующихся на кругъ 
при помощи Ц'Ьлыхъ полиномовъ**) прямоугольника***) и 
къ очень многимъ другимъ (для всякаго изотермиче-
скаго контура) и въ 3-хъ, рЪшете получается вообще го
воря въ болъе простомъ видъ; такъ напр. решете А1тапз1 
для контуровъ конформно преобразующихся на кругъ при по
мощи полиномовъ приводится къ 3-мъ задачамъ Дирихле**) 
и опред'Ьленш нъкоторыхъ постоянныхъ, а нашъ способъ 
приводить къ 2-мъ задачамъ Дирихле и опред'Ьленш по
стоянныхъ, которыя войдутъ при нахожденш V по ея част-
нымъ производнымъ. Наконецъ въ послъднихъ главахъ по
мещены тЪ решетя общей задачи математической теорш 
упругости, которыя приводятся къ плоской задаче. 

Намъ осталось сказать еще нисколько словъ объ об-
щемъ характеръ настоящей работы. 

Она представляетъ оригинальное' и самостоятельно из-
слъдоваше, въ основе котораго лежитъ введеше множи
телей а и /3 или върнъе множителя а + г /9, такъ что 
способъ изслъдовашя мы назвали бы способомъ комплекс
наго множителя а + г/9; этимъ изслъдовашемъ намъ мо-
жетъ быть удалось прибавить § къ „Ъесмзз зиг 1ез соог-
(1опнёез сигуШ^пез" знаменитого учителя, слова которого 
помъщены въ эпиграфъ и котораго руководства и сейчасъ не 
потеряли своего обаяшя и привлекаютъ новыхъ работниковъ 
на научное поле, хотя авторъ ихъ почти уже полъ-въка 

*) Е. А1 т а п 81 . 8и1Г игве&гагюпе <1е1Г едиагюпе <Ий:егеп21а1е 
Д 2 п _ О. АппаН <П Ма^етаМса 3, П. (1899) 

Л. Н. ШсЪеП [№ 6 Ыв]. 
**) Е. А1 т а п 8 1 . „8и1Г тЪе&гагюпе <1е1Г щи&т,1опе Д 2 Д 2 и — О. 

АШ Е. Асе. ае1 Ьтсеъ Еепакютл, Е о т а вег. 5, то1. 8, 1 (1899); УО1. 9,1 (1900). 
Е. А 1 т а п 8 1 . 8и11а псегса йе11е й т а ш т . роП-агтошвспе т ип'агса 

ветрИсетепЬе соппевва рег йаЪе сошШют а1 сопЪогпо. ЕепсИсопй Йе1 
С1гсо1о Ма*ет. сИ РаДегто XIII (1899). 

***) К о я л о в и ч ъ, Б. М. Объ одномъ ур-ш къ частными про
изводными четвертаго порядка. СПБ. 1902. 

Е в I а и а V е. СопйпЫШоп а ГёЪиае йе Г^иШЪго (Типе р1адие гес-
{.ап^иЫге пипсе. Аппа!ев йе ГЕсо1е Когта1е 1900, стр. 295—358. 



сошелъ съ жизненнаго пути, а наука далеко развилась и 
ушла впередъ за это время. 

Мы приводимъ задачу къ интегральному ур-ш Фред
гольма, теор!я которыхъ въ послъднее время обратила все
общее внимате.*) 

Сближая настоящей работой плоскую задачу теорш 
упругости съ гораздо раньше ея развившимися плоскими 
задачами электростатики и гидродинамики т. е. задачами 
Дирихле и Неймана (для которыхъ мы имъемъ рядъ из-
слъдованш РюагсГа, вспугагг'а, Д. А. Граве и проч.), мы 
конечно далеки отъ мысли, что наша теор1я имъетъ совер
шенно законченный характеръ. 

Прошло не мало времени, пока, начатое трудами Гаусса, 
Дирихле, Римана и Неймана, изучеше задачъ Дирихле и 
Неймана дошло до современныхъ изслъдованш Ротсаге, 
А. М. Ляпунова и В. А. Стеклова, обогатившихъ науку но
выми теор1ями (напр. теор1ей фундаментальныхъ функцш) 
и поэтому можно думать, что пройдетъ еще не мало вре
мени, пока третш аналогъ этихъ задачъ — задача теорш 
упругости выльется въ татя же точныя аналитически 
формы какъ и первыя; но мы думаемъ что настоящей ра
ботой значительно подвинуто это дЪло по отношетю къ 
п л о с к о й задачъ этой теорш. Мы столкнулись при этомъ 
съ массою новыхъ вопросовъ, само собой напрашивающихся 
на изслйдовате, и во многихъ мъстахъ мы откладываемъ 
обстоятельное изслъ\цовате до особыхъ мемуаровъ; цъль на-

*) Французская акаделпя присудила въ 1908 г. Фредгольму пре
мию РопсеМ. Въ Россш эта теор1я мало пзвъстна. Какъ извъстно она 
даотъ разложешя функщй но трпгонометрпческпмъ, Бееселевымъ, ша-
ровымъ, по функщямъ Ьатё , но функщямъ Штурма-Шувилля (изслъ-
дованныя В. А. Стекловымъ п А. Кпевег'омъ) п т. п. функщямъ. Между 
тъмъ въ вышедшей недавно прекрасной монографии А. А. Адамова, по
священной этому вопросу мы не имъемъ указашй на эту теорш (см. но 
этому поводу диссертацию В. Е. Лебедевой. Б1е Тпеопе Лег 1п1;е$га1д1с1-
сп.ип#еи т Лтуепаип^ аи* ехп^е КеШепеп1л\г1ске1ип§;еп. ОоШп&еп 1900. 
См. также только, что вышедшую ея замътку: виг Гес^айоп пурегдёоте-
гпдие. СотрЪез гепаиз 1909 Ь. СХЫХ, № 14). 



стоящей работы была бы вдвойне достигнута, если бы намъ 
удалось заинтересовать нашимъ изслъдоватемъ возможно 
больше паучныхъ работниковъ и привлечь ихъ въ работъ 
въ намъченной нами области. Теоретики должны „обосно
вать уже известные пр1емы и распространить ихъ на воз
можно обширный классъ случаевъ" *), практики найдутъ 
здъсь новые пр1емы и способы практическихъ разсчетовъ 
разнаго рода многочисленныхъ задачъ строительной меха
ники, и имъютъ возможность проверить свои выводы экспе
риментально напр. оптическимъ способомъ. Профессоръ 
С.-Петербургскаго Политехническаго Института С. И. Дру
жинину объщалъ проверить экспериментально некоторые 
изъ нашихъ выводовъ и мы приносимъ ему за это нашу 
искреннюю признательность. Въ заключеше приносимъ также 
искреннюю благодарность: Совъту Императорскаго Юрьев-
скаго Университета въ лицъ редактора Ученыхъ Записокъ 
проф. Д. Н. Кудрявскаго за помъщете настоящаго изслй-
доватя въ Ученыхъ Запискахъ Университета, нашему другу 
профессору С.-Петербургскаго Политехническаго Института 
С. И. Белзецкому, заинтересовавшему насъ плоской зада
чею теорш упругости и вдохновившему къ той упорной и 
тяжелой работе, потребовавшей обстоятельнаго изучешя 
всЪхъ ръшешй плоской задачи до сихъ поръ полученныхъ, 
результатомъ которой является настоящее изслъдоваше, а 
также гг. иностраннымъ ученымъ, почтившимъ нашъ до-
кладъ въ Римъ своимъ присутств1емъ и сдълавшимъ весьма 
полезныя замъчашя въ особенности же геттингенскому про
фессору К. Кип&е, отозвавшемуся о нашей работъ весьма 
лестнымъ для насъ образомъ. 

Г. Юрьевъ, Лифл. губ. 
8 октября 1909 г. 

*) Слова В. А. С т е к л о в а. См. „Ьез тё^пойез ^ёпёга1ез роиг гё-
зоийге 1ез ргоЫётез *огк1атеп1;аих Де 1а рЬуз1дие таЪЬётайдие" стр. 15. 



§ 1. О содряженныхъ функщяхъ ж объ интегри-
рованш нвкоторыхъ связанныхъ съ ними дифферен-
щальныхъ уравнешй съ частными производными. 

Двъ функщи (р и ф мы будемъ называть сопряжен-
нымы, если 

дли ^ ^ _ # _ _ . ( 1 ) 

дх ду ду дх 
а следовательно 

2^ ^ 2 + ду2 ' - а * 2 ^ ду2 

и ^ + *5& функщя комплекснаго перем-винаго г = х + гу 
(г = У=Л). 

Въ дальнъйшемъ мы будемъ часто встречаться съ 
интегрироватемъ уравнешй съ частными производными 
вида: 

ди дь ^ _ ™ = ч 2 Л, Р ; 

ди 

Ц + дх - = 27 л,-
3=1 

(2) 

где Л/ каюя угодно функщи отъ х, у, а Ру и Я; сопря
женный такъ что: 

дх дуу ду дх 
; = 1, 2 . . . п . . . . (3) 



дх 

Ур4я (2) можно переписать въ видь: 

3=п 3=п | 

3=п 

ду 

3=п • 

з=1 ; = 1 

ду 

3=п 3=п ) 

; = 1 > - 1 ) 

дх \ )=1 
- И оу #/ 
^"=1 

(4) 

если ау и /9у удовлетворять услов1ямъ 
да V 
дх ду 1 ду дх (б) 

Ур4я (4) показываютъ, что 

2—п 3—п 3—п ?=п 
и- Ц ауРу + 2 РзО,] и V- 27/?уРу-27 ау Оу 

у = 1 7 = 1 , ;=1 >=1 
двъ сопряженныя функцш; обозначивъ ихъ <р и ^, мы 
найдемъ: 

7=?г 7=тг 
ад = 27 ау Ру — ^ Д- 0/ 4- р 

7 = п 
V = 2? & Ру + 2* ау Оу -|- ̂  

7=1 .7=1 

(6) 

Для интегрирования ур-ш (б), которыя являются про-
стъйшими ур-шми типа (2) [при п = 1, Р1 = 1, 01=0 ] 
можно воспользоваться разными пр1емами; предположивъ, 
напримъръ, что х и у прямоугольныя координаты точки 



на некоторой плоскости, вообразимъ эту плоскость покры
тою массой плотности — всв элементы которой ПрИТЯ-

лТГ 

гиваютъ другъ друга съ силами пропорщальными ихъ 
массамъ и обратно пропорциональными разстоятямъ между 
ними. Если V^ будетъ потенщальная функщя притя-
жетя этими массами массы = 1 , находящейся въ той же 
плоскости, мы можемъ положить: 

и эти ау, /2у удовлетворять (б). 
Такимъ образомъ всякое ръшете уравнешй (2) можетъ 

быть представлено въ видъ (6); очевидно и наоборотъ: 
всягая выражетя вида (6) удовлетворять ур-1ямъ (2) при 
ау и /9у, удовлетворяющихъ ур-1ямъ (5) т. к. изъ (6) слъ-
дуетъ тогда (4) и (2). 

Изъ (6) слъдуетъ 

и + гу= 2 (а/ + #у) (Ру + г^у) + ^ + . . (7) 

Точно также легко убъдиться, что р*вшете системы 
уравненш: 

3=п 

ди 
дх 

ди дь 
ду дх 



гдъ Ту и ^^ сопряженныя функцш можетъ быть предста
влено въ видв: 

Г* 

гдъ ау и /9у удовлетворяют ур4ямъ: 

3=п 

и= 21 «у Р/ 

;==тг 
(9) 

За 

да 

ш 
дх 

(10) 

и наоборотъ — всятя выражешя вида (9) удовлетворяютъ 
ур-1ямъ (8). 

Замътимъ еще нисколько очевидныхъ свойствъ сопря-
женныхъ функцш: 

а) 2 сопряженныя функцш Р и ф можно всегда раз-
сматривать какъ частныя производныя одной и той же 
функцш Ф, удовлетворяющей ур-ш 

дФ 
,2 ' я-?/' ^ дх' ' 

д 2 ф , д 2 ф П -Р д Ф П 
\ / 2 Ф = _ - - + - - = 0 , а именно Р = — , ф 

га'2 ^г/̂  д«/ 
и наоборотъ: всятя 2 выражены вида (11) сопряженныя. 

Ъ) Если Рх и (2, сопряженныя и Р 2 и ф2 сопряжен
ныя, то и Р, Р 2 — <3, $ 2 и -Р| $ 2 ~Ь Р% Я\ сопряженныя. 

Въ самомъ двлв, перемножая функцш комплекснаго 
перемвннаго Р , -\- Я{г и Р 2 + ЯгЬ мы найдемъ функцш 
комплекснаго перемвннаго 

Р.Р 2 — й & + г{Рх Я2 + Р.в,) 
откуда и слъдуетъ сопряженность Р, Р 2 — ^ % и 
Р, Ф2 + Р 2 $ 1 . Отсюда при помощи а) слъдуетъ, что, если 
Ф, и Ф2 две функцш, удовлетворяющая услов1ямъ: 



и 

то 
дФх дФг дФх дФ2 

ду ду дх дх 
дФ, дФ2 дФх дФг 

ду дх дх ду 
сопряженный. 

с) Если Р , и сопряженныя, Р 2 и ф2 сопряженныя 
то и 

Р , Р 2 + 0, % „ 2̂<2< — Р | % И 

р 2

2 + а2

2 р 2

2 + % 2 

сопряженныя. 

Мы убедимся въ этомъ, отдЪливъ вещественную и 

мнимую части функцш комплекснаго перем-винаго 
Р 2 + г # 2 

Всяюя 2 сопряженныя функцш <р и ^ могутъ быть 
представлены въ вид'В: 

р дФ п дФ 
дг/ дх 

• (12) 

гдъ Ф какая угодно функщя, удовлетворяющая ур-ш 

д2 Ф д2Ф 
\7 2 Ф__ _ = 0 , а Р и ф сопряженныя; въ самомъ 

дх2 ду2 

д-влй, р-вшивъ (12) относительно Р и ф, найдемъ въ силу 
с) что онъ: будутъ сопряженныя. 

е) Если Р и ф сопряженныя функцш, то выражетя 

Шх — Ойу и Яйх + Рйу 
представляютъ полные дифференщалы сопряженныхъ функцШ: 

1? = $ Рйх - Яйу <3 = ^<№: + Р<&/ 



Въ самомъ деле, если Р и Я сопряженный, Р + Яг 
функщя комплекснаго перемъннаго и пусть Р-г-фг = /(г) 

$ {г)йг = ${Р+ гЯ) (Ах + гЛу) = Р + 

откуда и следуетъ сопряженность Р и 
Легко убедиться, что решете системы дифференщаль-

ныхъ уравнешй: 

ди ду у 

* З^1 
дх 

ди ду 
ду дх 2 (Ру&у-Ро/ф) 

7 = 1 
где Р^, фу и Р0у, 0,о] пары сопряженныхъ функщи можетъ 
быть представлено въ виде: 

. (13) 

(14) 

_7=п 
и = 2,11 о/ Ру + ? 

V = X 0,0] Ру + ф 

где риф две сопряженныя функщи, а 
Ру = /Ру«**-фу% 

Отсюда при помощи (8), (9) можно заключить, что ре 
шеше системы уравнешй 

я я 3=п 3~п ?=п 

2ЪРу- ^ Лу«у+ ^(РуРо, + «у ^у) 

(15) 

7 = 1 7 - 1 
я я 7=™ 7=™ 

ду бх ; . = 1 ; = 1 ^ 1 

где (Р0у, ф0у), (^-, фу) пары сопряженныхъ функщи можетъ 
быть представлено въ виде: 

(16) 



]—П )=П ]—П 

и = 2уРу-И&Яу+ 2Ро^ + <р 
; = 1 ]=п / = 1 
]—п у=п )—п 

V = 2 & Ру - Ь 2 ау Я; + 2 Ооу Р / + Ф 
/ = 1 7 = 1 7=1 

гдъ а/ и $ удовлетворяютъ ур-1ямъ (10), <р к ф сопряжен 
ныя функцш, а 

Р>=$Рэ<1х-Я}<1у 
Наприм'връ, чтобы получить ръшете уравненш: 

ди ду _ у, 
дх 
ди 
ду + д х = ^ ( т - >

 Р > + п> 0>} 

(18) 

гдъ к], 1р т$, П) к а т я нибудь постоянный, положимъ 

*>• = \ Ф) + *$) ро} - 4 № - П-) | 

Л ; = ^ ( т ; - г ; ) Ф 0 ; = 4 ( т , + # ' • 1 ] 

и мы найдемъ ръшете ур-ш (18) по формуламъ (17). 
Такъ какъ, если Р^, Я) и Р у - , Яу представляютъ пары 

сопряженныхъ функцш, и 

Р> Ру 0; Фу» Р> Фу ~Ь Ру О» 
представляютъ функцш сопряженныя *), то мы можемъ ихъ 
вставить вм-всто Р^ и въ (13), (16) и тогда при по
мощи (8) и (9) мы заключимъ, аналогично (16), (17), что 
ръшете системы уравненш: 

+ 2 7 [(Р,- Ру - ф Яу) Ро; + (Р/ Фу + Ру Ф ^ ] 
7 = 1 

(20) 

') см. замъчате Ъ) стр. 4. 



1=п )=п 

2 1 [(Р,- Ру - я, ад - «у + р„- о,) Рой 

гдъ (Р 0 ;-, ф 0 Д (Р1 ;-, ад, (Ру, 0,-) пары сопряженныхъ функ
цш, представляется въ видъ : 

у—п ]~п ] = п 

и = - 2 & Я] + ^ Р о ; Р / + ? 
; = 1 .7=1 У=1 

» = Ерэ*э+ 2?ъОэ+ ЯЯоэЪ + Ф 
; = 1 ; = 1 . /=1 

Г Д Ъ ' Р,- = / (Р,- Ру - О," ад <** - (Ру Су + Ру <%) 

• (21) 

§ 2. Плоская задача математической теорш 
упругости въ прямолияейныхъ прямоугольныхъ ко-
ординатахъ. 

Мы будемъ называть плоскою*) задачею математиче
ской теорш упругости такую задачу последней, въ которой 
перемЪщетя точекъ твла и развиваюшдяся въ немъ на-
пряжешя являются функщями только 2-хъ координатъ, за 
которыя мы возьмемъ напр. х и у и при этомъ изъ шести 
напряжение -#з> Ти ^2» Рз**) равны нулю три: 
Тх = Т2 = = О. Напряжетя ^ , # 2> Т3 = Т должны 
въ этомъ случае при отсутствш внвшнихъ силъ удовле
творять ур-шмъ: 

*) Мы слъдуемъ з д е с ь терминологии иностранной литературы: 
РгоЫёте р1ап. Баз еЬепе РгоЫет (см. ЕпсуЫорасИе йег таЪпета&зспеп 
ШзаепвспаЙеп. Вй. IV 2 II, Ней 2, 8. 161 § 11.) 

**) Обозначен1я заимствованы изъ курса гидростатики и теорш 
упругости Д. Бобылева СПБ. 1886. 



^ 1 + ^ = 0 
дх ду 

ду дх 

и кромъ того N1 + К2 должно удовлетворять ур-ш: 

V , ( « + 25) = + + ^ * ° > - 0 . . (2) 

Ур-1Я (]) можно переписать слъдующимъ образомъ: 

. . (3) 

д2Т д(Жх-^) 
ду дх 

д2Т д^^-Щ 
ду 

дх 

дх ду 

Замъчая, что въ силу (2) и замъчашя а) на стр. 4 § 1 
4 * — и -- 1 ^являются сопряженными, мы за-

ду дх 
ключимъ, что (3) подходятъ къ типу ур-ш (2) § 1 и 
следовательно: 

ду дх 

ду дх 

(4) 

гдъ <р п ф сопряженныя функцш, а а и /9 удовлетворяютъ 
ур-1ямъ: 

? а _ ^ = _ 1 ^ + ^ = 0 . . . (5) 
дх ду ду дх 

Для а и /9 намъ необходимо лишь частное рйшеше 
ур-ш (б) и мы можемъ напр. положить: 

а = О Р = У • • • • (6 а) или 
а = — х /9 = 0 . . . . (6ь) или 

х о У <а^ 



Ур4я (4) можно переписать въ видЪ: 

2Т+ед-^) = (а+ЦЩ±^ +гд№+Ш}+Щ*).. (7) 

гдЪ Ж {г) = у> -|- ф г есть некоторая функщя комплекснаго 
перемъннаго г. Введя функщю комплекснаго перемъннаго 
Ф (г), которой вещественная часть ^-{-N2, мы найдемъ: 

&% ду дх 
и (7) приметъ видъ : 

2 Т+ г № - ЛЦ - г (а + • /9) + . . . (8) 

Такимъ образомъ плоская задача приводится къ опре-
дЪленш 2-хъ функщи комплекснаго перемЪннаго Ф(г) и 1?{г) 

Эти функщи должны быть выбраны такъ, чтобы на 
контурЪ, ограничивающем^ разсматриваемое тЪло, нормаль
ное и тангенщальное напряжешя были равны заданнымъ 
на этомъ контурЪ величинамъ. 

ЗамЪтимъ, что формулу для преобразоватя плоскихъ 
напряжешй мояшо представить въ одномъ очень удобномъ 
въ разсматриваемъ вопросЪ видЪ. 

Повернемъ оси координатъ ох, оу на уголъ О и пусть 
напряжешя N2, Т замЪнятся при новыхъ осяхъ напря-
жешями Д Ф, 17. 

ИмЪемъ формулы преобразовашя напряженШ *) 
В=Щ Сов* О+ N2 8гп* в + 2Т8гп6 Сов О 
Ф — Л; 8т* О + ]\/2 Сов2 О — 2 Т 8гп 9 Сов О 
Г — — Л , 8гп 6 Сов 6 + Л 2 8гп 6 Сов О + Т(Сов2 в—8гп2 в) 

ИЛИ 

211=2Т Сов20 — (Л, — Щ8гп2в) ' ' ' К ' 
211+ЦВ—Ф) = [2Т+1№1 — Щ\еЮ<. . . . (10) 

а такъ какъ: 

*) 1ЬЪе1;80п, (№ 2) стр. 97. Ьоуе. ШаайгШ; (№ 14) § 49. 



2 (27+ г В) — [2Т + г (А х —А 4 ) ] е 2 0 / + г (Л, + А,) 

гдъ %х—х — гг/ 
Такимъ образомъ при заданныхъ на контуръ- V и 22 

задача приводится къ следующей: 
По заданнымъ на н'Вкоторомъ замкнутомъ контуръ* зна-

чешямъ 

{гЧ« + ^ ) ^ ^ + ^ ( ^ ) } е 2 0 ' + 2 - | ф ( ^ ) + Ф ( ^ ) } • .(12) 

гдъ- х — гу, О = углу образованному нормалью въ какой-
нибудь точкъ съ осью ж-овъ найти функцш Ф{г) и I? (г) 
Разделяя (12) на е 2 в { можно на контуре считать задан
нымъ выражеше: 

г(*+1®-^ + Пг) + ъе-™ПФ(г) + Ф(*& . (13) 

Прежде ч'Ьмъ переходить къ задачъ объ опредъ\пенш 
функцш и Ф(г) по заданнымъ контурнымъ услов1ямъ, 
разсмотримъ нисколько прим-Ьровь въ которыхъ видъ этихъ 
функщй мы задаемъ напередъ. 

1) Положимъ: 
^ + Нг = АтФт+АХтФш 

гдъ- Ат и А1т нЪкоторыя постоянныя а Фт и ФХт гармо-
ничесгае полиномы тате, что 

ф

т + г ф 1 т = (х + гу)т и слЪд-о Ф{г) = Ашгт—гА1тгт 

т. е. 
г т(т—1) „ , т{т—1)(ж-2)(т—3) А А 

ф — ~ т V 1 Т т - 2 „АЛ * 11 хт у*— 
т х 1.2 У ^ 1 . 2 . 3 . 4 У " " 

л т(т— 1)(т—2) „ , . 
Ф 1 д а = тх у- ~ 1.2 з Х ' У + 

, т(ж-1) ( т - 2 ) ( ж - 3 ) ( т - 4 ) т _ л _. к 



Точно также, положивъ 

<Р= Вт Фт+В1тФ1т 

Ф = ВтФ1т-В1тФт 

такъ что (р + г ф = 1Р(г) = В т 2 ' " — г В1тгт и, взявъ за а и /9 
значешя (6 6 ) : а = — ж/9 = 0 , мы найдемъ ръшеше данное 
Ме8па§ег (Сотр^ез Еепаиз 1 СХХХИ № 24), а именно: 

2 Т = - х -Н^" + Г = ~ х ду (А- Ф - + ^- Ф-) + 

или 

т ( т — 1 ) 

~ т Г . т ( т — 1 ) 
2 Т = - Ж | А т ( \ 1 х™-*у + 

, т(т—1) (т—2)(т—3) 
-т- 1.2.3 У "> 

. л . , т(т—1) ( ж - 2 ) о в , ] , 
+ А1т (тх - 1 " хт-»у> + ..)\ + 

, _ , ж ( т - 1 ) „ „ , 
+ Вт (хт р х™-* у2 + ...) 

, „ , , т ( ж - 1 ) ( т — 2 ) о . , 
+ Я 1 и (тж— 1 у - Т 7 ^ — з — * ж - 3 2/3 + . . . . ) 

, т Г . , т(т—1) (ж—2) „ , 
М1 — Щ= — х1Ат (тхт-г - 1 ~ хт~3 у% +. . ) 

, . л т (т-1) (т—2) (т—3) „ , ч ) 
+ Аш(т(т-1)хт-*у * ь ^ Т З ^ -хт-*У3+ • • .)} 

+ Б И ( т ж — 1 ? / - . . . ) - Я 1 1 Я (жм - ^ - ^ - ^ - ж - 8 ^ - ) 

У Мезпа&ег Ат = а + а'\ А1т = а' + а"', 
Я т = ж (а' + а'") — 2 а'", Д т = (1 - т) а" - ( 1 + т) а 
Какъ другой прим'Ьръ положимъ 



Л7

1 + А / 2 = 2 ' (Ат ету + А_т е~т») Сов тх 
у> = Ъ(Вт етУ + В_т е~"») Яш тж 
^ = 2* ( В т е т »—В_ т е-тУ) Сов тх, 

а для а и /? возьмемъ выражетя (6 6) стр. 9. 
Мы найдемъ р-вшеше ВШёге'а (Сошр1;е8 Еепйиз СХХУ1 

№ 5). У ШЫёге Ат = 4 та%, Вт = 2 (а2 — 2 а г) т , ^ ._ т = 
= — 4 т Ь2, Д_, п = 2 (Ь2 — 2Ь,) т 

Замътимъ, что для нахождетя различныхъ р'Ьшетй 
плоской задачи математической теорш упругости иногда 
пользуются такъ называемой функщей А]гу, къ которой 
мы придемъ, если замътимъ, что основныя ур-1я (1) въ 
сущности выражаютъ, что 

N. ах2 + N. Ду* — 2ТШу 
есть полный 2-ой дифференщалъ нъкоторой функцш ф 

и следовательно 

2 дх2 1 ду2 дхду 
Эту функцш ф называютъ функщей Ану по имени 

впервые примънившаго ее англшскаго астронома. Однако 
самъ А1гу ошибся, полагая что она вообще говоря можетъ 
быть взята произвольно*), тогда какъ въ силу ур-1Я (2), 
она должна удовлетворять ур-ш : 

/д*ф д'1ф\ 

Это зам,вчав1е ставитъ плоскую задачу въ связь съ 
равновъс1емъ тонкой пластинки,**) какъ на этомъ мы оста
новимся ниже. 

Наши разсуждетя предполагаютъ отсутствз'е внъшнихъ 
силъ ; они легко могутъ быть распространены на случай 

*) См. по этому поводу статью А. "Пиаре (№ 10). 
**) У П^еЪзоп'а (№ 2) приведены заимствованныя изъ сочинеше 

А1гу, въ которыхъ повторяется ошибка Аи*у, замеченная впрочемъ уже 
самимъ 1ЪЪе1;8оп'омъ (см. стр. 350—358). 



и 

силъ, им'вющихъ потенщалъ II, въ каковомъ случае ур-1я 
теорш упругости*) примутъ видъ 

дт е ц = = 0 

дх ду дх 
дЩ дТ д!1 
— - Н 1 = 0 
ду дх ду 

(14) 

и кроме того (1ЬЬе1;80п стр. 342, § 303, формула (164)) 

V I (* ( ^ 1 + ^ 1 ) + Я ) « О . . . . (16) 
где к некоторая постоянная; потенщальную функщю II мы 
предположимъ удовлетворяющей ур-ш 

и следовательно изъ (16) 

\72№ + М2)=0 и 
V 2 ( ^ 1 + ^V; + 2 0 ) = О 

Ур-1я (14) могутъ быть представлены въ виде: 
д2Т д№-^)_ д^ + Щ + 211) 

дх ду ду 
д2Т д{^-Щ) = _ д^1 + М> + 2У) 

дх дх дх 
и следовательно подходятъ къ типу ур-Ш (2) § 1 и 

2 Г = « щ р ш + ? 

^ - м г = ? ау + « й 
где ^, ^, а, /9 те же, что и на стр. 9. 

Такимъ образомъ въ данномъ случае плоская задача 
приводится къ случаю отсутств1я внешнихъ силъ и легко 
видеть что решивъ задачу при отсутствш последнихъ мы 
решимъ ее и въ разсматриваемомъ случае если на кон
туре №г и Мг будетъ увеличены на II. 

*) Плотность тъла предполагаемъ постоянною = 1. 



§ 8. Плоская задача математической теорш упру
гости въ криволинейныхъ изотермическихъ координа-
тахъ. 

Дифференщальныя ур-1я математической теорш упру
гости въ изотермическихъ координатахъ, какъ известно,*) 
имЪютъ видъ 

д / Р \ д /Т1\ дк 

д /Т1\ д /0\ дк (1) 

где Р , Я, V нормальныя и тангенщальное напряжетя и-
площадки _]_-ныя къ криволинейнымъ осямъ координатъ, 
Д-дифференщальный параметръ системы изотермическихъ 
координатъ, одинаковый въ каждой точки для объихъ ко-
ординатныхъ лиши и равный 

е + ^ = Р ( ж + гу) (2) 
есть основное ур-1е, определяющее систему изотермическихъ 
координатъ у и следовательно ^ и у являются сопря
женными функщями отъ х, у и 

д$ ду д$ ду 
дх ду» ду дх 

42 — Р + Я и зд^сь удовлетворяетъ ур-1ю: 
дгУ , л 

Ур-1я (1) можно переписать въ вид*: 

д^\кЧ~ Ыд^г Ц ) Юд* 

де\к*)~ к* дг/ Ц ) к*дг) 
или въ вид*: 

*) При отсутств1и внЪшнихъ сидъ. ГЪЪеЪвоп (№ 2) стр. 243. 



д^/2Т1 2 дЬ 
дг} 

или 
д /217\ _д(Р—Я\ дР+Я 2дк^ 

К6 к3 дг) 

< 9 Р + ф 2д/г 
д% к* к3д? 

Эти ур-1я подходятъ къ типу ур-Ш (2) § 1 т. к. 

д д 

щ{Р-\-0) и щ ( Р + ф ) функцш сопряженныя (примъ1 

стр. 4 § 1) и потому мы можемъ положить 

дг, 
гд-в а и @ удовлетворяютъ ур -1ямъ 

(4) 

ь*-=Р й 1-Р+ в) + « а г ( Р + е > + ' 
( б ) 

да 1 
Л» 

= 0 
(6) 

& у> и ф сопряженныя ур-1я (5) можно подобно формулъ (8) 
стр. 10 заключить въ одну формулу: 

Легко указать р ъ ш е н 1 е ур-ш (6). Пусть изъ ур-1я (2): 
г = х + гу — /(С), гд-в С = ^ + % 



Легко видЪть, что за а и /9, удовлетворяюшдя (6) можно 
принять 

« + # = - М О / ( 0 (8) 
гдъ ^ = ^ — -му; / (О е с т ь е с л и въ операцш /"не 
входитъ мнимый знакъ г; въ противномъ случай, чтобы изъ 
/ ( ^ + ^ ) образовать / ( ^ ) , надо въ операцш {изменить 
знакъ у г; такъ что вообще, если отдйлеше веществен
ной части отъ мнимой въ / (С) даетъ 

/{С) = А + Вг, 
гдт> А и В функцш отъ & у, не содержащая мнимаго знака, то 

/ ( й ) = 4 - В | . 
Въ самомъ дълъ, дифференцируя (8) по $ и по зу, 

найдемъ : 

| + § /' (О (О -1 / (О Г Ю 
(9) 

5 + ^ = ^ ' Й ) / ' ( 0 - ^ й ) / " ( 0 
/ ' (С)) есть выражеше сопряженное съ / ' {С) подобно тому 
какъ /(СО сопряженно съ ^(О-

Изъ ур-Ш (9) получимъ: 

V (О /' (С) какъ произведете 2-хъ сопряженныхъ выраже
ния есть величина вещественная = квадрату модуля /'(С) 
такъ что 

| - | = - ( м о Д . / ' ( 0 ) \2 

Но 

такъ какъ Р ' ( 0 ) = ^ + г-^, * ) ; сл*вд-о: 

*) Здъсь Г(2) = % + щ имъетъ з н а ч е т е (2); ее не слъдуетъ смъ-
шпвать съ Г&)= ? + ур-гя (7) стр. (16) п съ Г (г) ур-1я (8) стр. (10). 

2 

ЕНВМ Теаск^с А!:ас !сет;а 
Таг*и 6еоПШ$1КА ОЬ$егуа1оопит 

№ 



д% ду к2 

а эти ур4я какъ разъ совпадаютъ съ (6). Къ такому же 
результату мы придемъ непосредственнымъ преобразоватемъ 
перем'внныхъ въ ур-ш (8) стр. 10. 

Мы им-вемъ по формуле (10) стр. 10 
211+1(Р-Я) = (2Т + г{М1~М1))е№, гдъ 

9 уголъ, образованный новою осью ^ съ осью ж-овъ. 
Принявъ за а и ^ въ 2Т-\-г(№1— Ыг) выражешя 6С 

§ 2, мы найдемъ изъ фор. (8) стр. 10. 

г д,Ф 
е-Ш[2Т7 + г(Р-Я)] - - ^ ( х - г у ) + Щя) . (10) 

Им-вя кромЪ того въ виду, что х—гу — /"(СО и 
д, , . дх .ду 

/ г , ( 0 = 5 ? ( ^ + * г / ) = ^ + * а | = 
дх , .ду 

2 д? ^ ^1/(9х\2/ду\2 О* о* 

V \дг)! + \ д у ) ^^у+^Щ 

=М Соз О -Ь г # т в | = ~ е*0, т. к. очевидно 

Л / ( д * \ \ (дУ\2 = 1 1 _ 1 
2 — /г 

Соз 6> = - — - - = , 8гпв= ^ 

мы найдемъ, умножая обе части ур-1я (10) на 

[/ '(О] 2 = р е 2 0 ' , полагая [ / ' = Р © и замечая, что 



г* [ 2 # + г ( Р - «)] = - 4 гг* - ^ Р + Р ( Ц . . . (1) 

0 
50 

(2) 

гдъ ,0 = Р + #, <р + 1ф = Я'&). 
Эти формулы указаны нами въ Сотр^ез Кепйиз 1908 г. 

15). 
Полагая 

Рп-Я = 2( Ат гт + А_тг~т) Соз тв 
(р = 2 ( Втгт + В_т г~т) 8гп т в 
ф = 2' (— Р т г"» + Р _ г о г~ т ) Соз тв 

мы найдемъ рвшете Е1Ыёга 3 и М 8), а, прибавляя 
къ Р + Я членъ Сг 1дг+ (\, ръшете С. И. Белзецкаго (№ 9) 
и А. Тшре (№ 10). Частный случай т — 1 былъ открыть 
еще въ 1881 X. С. Головинымъ (№ 1), а именно: 

227 + г (Р — О) г йФ 

которое совпадаетъ съ формулой (7) при условш (8) 
« + (О 

§ 4. Полярныя координаты на плоскости въ изо
термической форм*. 

Возьмемъ 

^Л-щ — 1д (х + гу) — !дг + г в 

гд-в г — V х2 + у2 > а О = агс^г ? 

АС) -е$, а + */9 = - ^ = - ^ в* = - ^ г 1 

и для полярной системы координатъ мы найдемъ: 

г2 [211+ г{ 
гдъ С = ^ + г^, а 



1) Р = Г 2 + 4 1 + 4 2 ^ г , V=0 

2) Р=(^ + у1+Вг)у 

И 

3) Р = 

/у2 

X 

Комбинируя эти три ръшетя, X. С. Головинъ даетъ ре
шете : 

Приложимъ найденныя выражетя напряженш въ по-
лярныхъ координатахъ къ выводу распредълетя напряже-
т й въ полосъ, ослабленной круговымъ отвертемъ, растя
гиваемой по направлетю оси а?-овъ. 

Положимъ: 
Р + ф == Й = Iат Сов тб + Ът 8ттб = 

2 ат гт Сов тО-\- Ът гт 8гп тО 
<р = I Ат Сов тб + Вт 8т тб = 

2 Ат гт Сов тО + Вм г™ 8т тО 
^ > . ( о ) 

ф = 2 Ам ем$ 8т тО — Вт ет% Сов тО = 
2 Ат гт 8т тО — Вм гт Сов тО 

Здъхь т можетъ имъть катя угодно положительныя и от-
рицательныя значетя. 

р = А { г ^ - ( 1 - ^ ) ^ ^ г ^ ) + 

+ {ВСо8б+С8т6)1 

17= (В &т О-С Сов 

1 1 г 2

2 + г , 2 1 г | 
Г ! 2 Г 2

2 Г Г, 2 Г 2

2 | 

+ г , 2 1 г \ 
2 г^2 у ' ^ 2 ^21 



Направимъ ось х-овъ по направленно растягивающихъ 
силъ и примемъ за начало прямоугольныхъ прямолиней-
ныхъ координатъ центръ кругового отверспя (чер. 1). 

/ 

У 

/У 

м 
•У 

о ж 

чер. 1. 

У с л о в 1 Я , которымъ должны удовлетворить Р , Шудутъ: 
1) въ безконечно удаленныхъ точкахъ т. е. при г — °о; 

ДГ2 = Т = 0 , Я.=р (4) 
2) при г = В: 

Р = 0 , 17=0 (5) 
Въ силу услов!я (4) 

[ 2 Т 4 - г ( ^ ~^)]г = оо = гр 
[N1 + Щ г = оо=Р 

и следовательно при помощи (10) стр. 10 
[2*7+ г ( Р - ©] г = оо = [ 2 Р + г (#, - # 2 ) ] г=оо = 

= гре^' . . . (6) 
[Р + Я] г = ос = № +Щг = ос=р. 

Соответственно этому положимъ: 
И = Р+ Я=р + Ъ а_т г~т СовтО — Ъ_т г~т 8тт0 . (7) 
Принимая за <р и ф выражешя (3), найдемъ: 

[277+ г ( Р - Я)] г* = - 4 г» в + + ? + ^ (8) 

гдъ 9> + гф = Х(Ат-гВт)г'"е'»* . . . (9) 
/ д д \ 



Въ силу (6) это выражеше должно приводиться при 
г = оо къ гре2е* и, т. к. 

\_дв ^ _ ] г = = 0 О ^ ] г = О 0 О 
[г—2 {<р + %ф)\г=00 = ф е 2 0 ' 

Для этого положимъ (9) : 

<р + %ф — грг2 е ш + А0 — г'Д, + («^ — г'Д) ге0г* + 

+ 2 — г~т е~тт . . (10) 
т = 1 , 8 , 8 . . . 

Теперь остается выполнить услов1е (5). 

Мы найдемъ при помощи (2), (7), (10): 

2С7 = А0г~*+Ах г-1 Соз в + Вх г-18т в —р8гп 20 + 

+ 2 {А_т г - 7 " - 9 + ^ Ъ_т тг~'") Соз тв + 
т = 1 , 8 . . . 

+ (—Р_ т г~т~2 + ^ а_,„ т г " ) 8т т О 
2 Р =- — В0г~% + ?̂ + 4 , г-18т9 —Вх г" 1 0о$0 + р Соз 2 0 + г(11) 

+ 21 ( — Б _ о т г - т - 8 Н ~— а_т г~ т ) Созтв 
т = 1, 2 . . . ^ 

2 —̂-
( — г " - 7 1 - 2 2 ~ ^ - т 8т тв 

При г = В въ силу (б) 11= Р = О; приравнявъ О 
при г = Р коэффищеты при Соз'ахъ и # т ' а х ъ въ (11), 
мы найдемъ: 

Ао = 0 В0=рВ* Ах = ~ , А_1=—ВЧ_1 

Вх В_1 = В2а_1 

А_,= 0, В_, = -ЗрВ4 

а_ь = — 2рВ'\ Ъ_я = 0 
и 

А-т = В_т = а_т = Ь_т = О при т > 2 



Такимъ образомъ„ полагая = Ь_, = О, мы найдемъ: 

& = Р+Я=р-2рВ2е-^Соз2в=р-^В^2~-

Ф(Ъ)=р - 2В2ре~%, г д е ; = * + -ф = ? + въ 

? = (-рг*+ ~^)8гп2в 

( Зт)В\ 
Рг* + г*~ ) ° 0 8 2 # — рК2 

= <р + г<р = гр (еК - Р 2 + З Р 4 е -*) 

2Ъг2 = р8т20\—ъ— г2 — 2 Р 2 ] 

( Р - г* = 2? | - 2 Р 2 С о 5 26> + г2Соз 20+ Соз 20 — Р 2 | 

г2—ВВ2 

2Рг2 = (Р-Я)г2 + ( Р + д ) г » = р ( г 2 - Р 2 ) (1 + — ^ — Со* 20) 

2 Т + 1 - ДГ 2) = в - 2 « ( 2 и+ г(Р- = 
е V 2 Я ^ г 2 / 

откуда 

^— В* 8гп 40 - -г 8т 20 \ 

Л 7 Л Т Г ( З Р 2 - 2 г 2 ) Р 2

 Л , Р 2

 Л , 1 
# 1 - # 2 = V \ ^ С°8 4 в — ^ 2 С ° 8 % в + 1 ) | 

и т. к. # , + # 2 = Р + ф 

Л л т ^ / , З Р 2 С о $ 2 е , ( З Р 2 - 2 г * ) Р * \ 

Л л т ^ / В*Соз20 ( З Р 2 - 2 г * ) Р 2 _ . ) 
2У2 = 2р{ 2 Й " — С о 5 4 в | 

ГЗР 2 —2г 2 Р 2 ) 
2 Г — 2р|-- - ^ . — ^ ^ 4 0 - ^ Л л 2 в | 

Отсюда получаются формулы Клгзсп'а [б Ыз], если ввести 
вместо полярныхъ прямоугольный координаты х и у, положивъ: 



с* Соз к*% с*8тк2% 
Кривыя ^ = пост, гиперболы : 

Ж8 « 8 

с* Соз* 7) с*8т%у 
1 1 

= 1 (3) 

сУСозк2% — Соз2 у с К # т Д8 ̂  + 8т% у 

(4) 
с V СозШ^—СозЩ 

/'& = с8т}1(? + 7]1) (5) 
1 с8 

^ = с*(Созк*е- Соз2у) = ^(Созк2$-Соз2у) . (6) 

а + 1 / 3 = — | с 8 Соз к ($ — гу) 8тк 

с2 с8 

= — 1 2 8 т к ( ^ + гзу) СЫг(^—У /г) = — -^(Втк2%+г8ьп2г/) 

Г Соз е — х 
г 8гп 6 = у 

ЗВ2р {х% — у") В*р (2г 8 — 3# 2 ) (г 4 — 8хг у*) 

• ^ 2 — 2т 4 ' 2г 8 

_ -В2рж?/ 2В?р(2г*-ЪВ*)(х* — у*)ху 
у4 ^8 

которыя и были Елгзсп'омъ (Ср. 1Горр1, Тесшшспе Меспа-
шк I IV). 

§ 5. Эллиптичестя координаты на плоскости б ъ 
изотермической форм*. 

Положимъ 
г = х + уг = с Созк (1-Й?) = / ( С ) . . . (1) 

откуда 
х = с Соз к 6 Со5 г), у — с 8тк ? Л г; 

Кривыя ^=пост. будутъ эллипсы: 
ж8 у* 

^~м^ГТ>Ч: = 1 . . . . (2) 



1 г& (1ФЮ 
р [2г7-Н(Р-в)] = - - ^ 8 т Н 2 6 + г 8 т 2 ч ) + 1\0..(6Ыв) 

ГДЪ ^ - = ^ + 1 ^ 

Отсюда: 
2В д д 
7г2 + * 

Р—Я д д (7) 

Полагая 
Й == Р + ф = I Ат ет% соз ту + Вт етЬ 8т ту, 

мы найдемъ: 
211 с2 ( 
" р " = 4 | Ат ^ {8гп 2у Соз ту + 8гп к 218гп ту) + 

+ ВшетЬ (8т 2у 8гп ту — 8т к 21 Соз ту) | 4* <р 

к*— = 4 I ̂ т е ^ ^ П ^ т ^ — ^ ^ т г ^ ~ 

— Вт етЬ (8гп 2у Соз ту + 8гп 2 кЪ &ьп тзу)| + ф 

Въ частномъ случа-в, если 
Р + ^ = 2 Д И е^Созту 

мы получимъ выражетя: 
227 с2 _ 

— = -т 21т Ат ет% (8гп 2у 8т ту — 8т к2Ъ Соз ту) + ф, 

которыя могутъ быть получены изъ формулъ С. II. Белзец-
каго [№ 11] или А. Е. Н. Ьоуе [№ 14] СЬ. XI аг*. 187 (с). 

Мы примънимъ найденныя формулы къ выводу рас-
предвлешя напряжешй въ плоской полосъ, растягиваемой 
силами параллельными оси ж-овъ, и ослабленной эллипти-
ческимъ отверспемъ и выведемъ формулы аналогичный фор-
муламъ КквсЬ'а для случая кругового отверсйя. Какъ и 
въ случав кругового отверспя постараемся удовлетворить 
двумъ услов1ямъ: 



1) Въ безконечно удалепныхъ точкахъ т. е. при € = ° ° : 
#, =р, N2 = О, Т= О и слъд-о пред. [# , + Щ$ = О0 = 
пред. [ Р + Я]$ = оо=р и 

2) Р = 17= О при Ъ = а 

Чтобы удовлетворить первому условно, положимъ: 

& = Р+ Я = р+ 2] а_т е~т%С08 ту — Ъ_т е~*"• $ 8т ту 
т = 1, 2, 8 . . . 

(8) 

чер. 2. 
Мы найдемъ: 

-р- = т ^ т\ <1-т е~ч (8гп п2$ 8т ту — 

— 8т 2у Сов ту) + Ь_т е~< (8т 2Ы Сон ту + 

+ 8гп 2ц 8гп ту | + <р 

—Л~ = 7) ш< а_ т е~т« тэу № 2зу + 
"> ^т = 1 , 2 , 8 . . . (. 

+ # т 2 й$ (7о§ + Ь_т е~тЬ (Соз ту 8т 2у — 

— 8гп 2Ы 8гп т ^ ) | + ф 

Если О будетъ уголъ, образованный съ осью ох нормалью 
въ какой нибудь точкъ М эллипса I = пост. (чер. 2), то 

„ „ дг 1 „ . 

Г® = Ж - Ъ е * или 

с 8гп к (€ + Щ) — д в0* 



откуда 

V С08Н%1— 008* 7] 1 ' 
т. е. 

8гпк% Созтп . 8т у Соз 
Соз в = — , ^ , - = = = = , 8гпв= КоозДЧ— Соз*7}' V СозНЧ —С08*Г/ 

что непосредственно проверяется изъ ур-ш (2). 
Чтобы удовлетворить окончательно первому условш, надо 

[ 2 Т + « д а - а д 5 = - - о с = Ф 
или при помощи фор. (10) стр. 10 
[ 2 Е Ж ( Р - ® ] е = с»==[(2Т+т-Щ)еЩ% = ж=гр[еЩ^ 
и, т. к. изъ (9) слъ\цуетъ: 

пред. [е20*] ̂  = оо — е2*7) 
[ 2 1 7 + г ( Р ~ в ) ] б = о о = ф е 2 ' ч . . . (10) 

Им^я въ виду, что 

мы найдемъ изъ (6 Ыз) 
[227+ г ( Р - Я)] 6 = оо = [Ь2 (р + г^)] | = • 

и след-о въ силу (10) 
[Да(Р + ^ ) ] 5 = о о = ф е 2 « з . . . . (11) 

Прежде чемъ подбирать (р и ф, удовлетворяюпця 
2-му условш т. е. Р = # = = 0 при € —а, заметимъ, что 

а 0 + г/90 — 8ш к 2? + г ^»2т ; 
при 5 = а принимаетъ значешя одинаковыя съ значешями 
функцш комплекснаго переменнаго 

е2&—а)—е-2&—а) 
X($) = 8гпк 2а Н 2 = ^ п Н 2 а + 8шк2$-а); 

въ силу (11) мы можемъ положить 

Д 9 = р + ^ = ^ ф е ^ + 4 0 + ф(С) . . (ИЫв) 



где А0 некоторая пост, при условна [Ф© ЩI = да = О.. (12) 
т. к. тогда (11) будетъ выполнено. Имъя въ виду, что 
изъ (6 Ыв): 

мы приводимъ нашу задачу къ отысканию такой функщи 
комплекснаго перемъннаго Ф(С), что вещественная часть 
ея $ = Р + ф , а на контуре эллипса Ъ = а выполнено 
услов1е 
Г гс2 йФ(Ъ\ О, с 2 1 

( ~ 4 ( « о + ^ о ) - ^ - + * > + 4 » У ^ + 4 0 + ф ( ? ) ] 5 = ( 1 = 0 . (13) 
Предположимъ, что на контуръ эллипса 5 = а мы 

им'Ьемъ: 

( й ) с2 

П\ = ъЯ&ОовЪц . . (14) 

Услов1е (.13) приметь видъ 

—±(«о+гРо)-щ;1-ЖгреЬ--Ъ + фЩ = а = 0 . . (15) 

Легко убедиться, что мы удовлетворимъ (14), если за 
И возьмемъ вещественную часть функщи комплекснаго пе
ремъннаго 

ф © = V&а +Р0- — е2а) СоЬдК . . . (16) 
гдъ М д К ~ — — = Согд}ь$ + ф) = 2 ( С о 8 к Ч ^ 0 щ , 

а въ (14) А0 = — ̂  гр с2 {(1 — е 2 я ) Л к 2а + е2« Со$ Д 2а}. . (17) 
т. е. положимъ 

о , 8гпк2Ъ 
а - <1 - $«) С 0 8 к % _ С 0 - щ 

Это й , удовлетворяя, какъ вещественная часть функ
щи комплекснаго перемъннаго (16) ур-ш: 

с « , 8жк2а 
при 5 = а обращается въ у * * + р (1 - <;„,,,, 2а - (*>« 2? . 



совпадающее съ 
с2 

получаемомъ изъ (14) при А0 (17). Имйя въ виду, что 
+ 1 4- е - 2 & 

мы найдемъ 
т = со 
П? = 1 

и следовательно 
т = со 

42 = ^ + 2^(1—е 2 «) 2 е~т^Созтг} 

т. е., сравнивая съ 42 на стр. 26 
а _ и = 2 ^ ( 1 - е П Ь_ т = О. 

Чтобы удовлетворить (15) возьмемъ: 

= - д * - * - ( в » н 2 а + 2 - ( 1 8 ) 

Такимъ образомъ при помощи (6 Ыв), (11 Ыз), (17) ръ
шете нашей задачи будетъ: 

д-2 = — ^ ( $ г п Л 2 $ + г#т2э7)—^г- + 

+ | - г>е2& - ^ г> с21 (1 - е2«) 8 т Л 2 а + е 2 а Со$&2а}+ Ф(0-.(19) 

гутв Ф(С) и Ф(С) имъютъ значешя (16) и (18). Имъя въ 
виду, что 

Л Ф ( 0 _ р(1 — е*«)_дЯ М _ 

= в ^ ! 1 ~ ° ° 8 2 7 > 

и, подставляя въ (19) вместо Ф(С) ея выражеше (18), мы 
найдемъ: 



2П_ 
к2 ~ 

= Ж 8т 2У ; { 8тШ(8тк2$—8тк2а-8тк2(%~ а) Сову) 
о 

+ Р ( 3 3 } + ^ е%а &™к2 (а — © 8т2у 

к2 ~ 
= т{р(8гпк2а — 8гпк2^+8гпк2(^-а) Сову)-}- '(20) 
+ 8т22г) 8тк 2? 03 } + \ е2а Сов к2($—а) Сов 2г/ -

— %рс2{(1 — е 2«) 8тк2а + е 2« Сов к2а) 

_ ^ с 2 ( 1 — е2*) 
гдъ Ш - 2 (Оо5/г2е- Сов2у)2 9 

р = 1-Сов2у]Совк2^ ф = 1— Совк2(%— а) 
и, такъ какъ 

Р Л- О ж2 

— = ^{(Сов к2€— Сов 2?) е2« + (1 — е2«) &п к 2?} 

2Р рс2(1 — е2а) 
V = 2(Совк2!--Сов2г1)2 Й 1 ~ ° ° 8 2 * ° 0 5 А 2 ^ / г 2 а " 

— 8тк2%+8тк2{е—а) Сову) + 
+ # т 2 &пЛ 2^ (1 — Совк 2 - а))} + 

+ Ц- е2а(Совк2(%-—а)-1) Сов2у + 

+ е^)(8тк2^-8тк2а) + ~е^(Совк2^-- Совк2а) 

Интересно изолировать изм1шете ф н а контуре эллипса 
% — а. Такъ какъ при а : Р = О, то 

+ (1 — е2«) № А 2а} 
т. е. 

№1 = <,=ре*°+р(1 Сов2г) 



Составивъ первую и вторую производныя этого выражен1я 
по у легко убедиться, что тахшшп'ы и пмштпт'ы его со-
отвътствуютъ корнямъ ур-1я: 

8т 2у = О 
т. е. будутъ при 

7Г Згг бя* 
4=0, 2» "2"» 27Г, "2", Зя" . . . . 

и при этомъ 
= О, /Г, 2л-, . . соотв'Ьтствуютъ ппш'тит'амъ 

тг Зтг 
= ^ > "2~ • • • соотв'Ьтствуютъ тахшит'амъ 

Чтобы найти напряжетя лУ,, ^ 2 , Т составимъ при по
мощи фор. (10) стр. 10 и фор. (9) стр. 2 7 : 

2 Т + * да - # 2 ) = (2V + г ( Р - О Д в - » « = 

= (2Е7 + г ( Р - 0)) д - ^ — — ^ 
откуда 

2 Т (Соз к 2 6 - Соз 2у) = 2 С/ (Соз 2? Соз Д 2 | - 1) + 
+ ( Р — ф) Л й 2$Вт 2зу 

- {Созк 2 Соз 2зу) = ( Р - в) (Соз 2>? Созк 2$-1) -
— 2118т к 2%8т2у 

или при помощи (20): 
2Т(Созк2{- Соз2у)2 = 

р(1 — еЩ 
= ( С ^ Л 2 е ~ о » а » я х ' 2 ^ 2 з у 7 г 2 * ( Л 7 1 2 е ~ ^ г ь 2 а ~ 
— 8тк2$-а) Соз2г)) + (1—Созк2$—а)) [8тк2 218гп3 2у — 

— 8гп2г) (1 — Соз2у Созк2Щ + 
+ рё*а{8тк2(а — %)&п2у (Соз2зу Созк 21 — 1) + 

+ [Созк2 (§ — а) Соз 2у — (е~2а — 1)8гпк2а — 
— Соз к 2а] 8гп к 218т 2у } 

да — # 2 ) (Ооз к 21 — Соз 2>?)2 = 

= ( о Л « - 1 * Д ^ « 1 - Созк2Ъ)2 -



С 

е 2 е 2 

с С . С 
= — ^Со1д-^ = сгСо1д^ . . . (2) 

/ ' © = Гг , / й ) = - сг С о ^ о , где С, = 5 — гг} 
28гпЦ * 

По формуле (8) стр. 17 

с 2 Сойй 

с 2 с в ^ С х 

4 #я^ДЙ»'*{ 2 ( С & « й ? - а » 9 " 

такъ какъ 

Соз М — СозЪ = 2 8гп — 5 — Яги — „ — 

- 8гпк2?8т*2г))(8тк2? — 8гпк2а— 8гпк2(% — а) Сову) + 
+ 2 А 2 2>?8ьпк21 (1 — С о § 2 а ) ) (СозЫ Соз2г}- 1)} + 

+р{ е2« Соя&2(5 - а) Соз2*) — 
— (1 — е2«) #т/&2а — е2« Со$&2а} (Сое 2>? Соя & 2? — 1) -

— _ р е 2 а Л к 2 { а — Ъ)8гп22>? Яш Д2? 
При € = ° о : [Т]5 = о о = 0 , — Щь = оо=Р- Кром-в того 
т . к . Р + ^ = ^ + ^ 2 

§ 6. Система неконцентрическихъ окружностей 
въ изотермической форм*. 

Возьмемъ 

+ . . . . (1) 

# "4" с 
т. е. С = % 7 ^ откуда 

г- - ^ 4 - _ 

е у + 1 е 2 _ г е г 



Следовательно 
_ с 2 8гп — гу) 

а + гР~2 (Совку-Сов!)2 И 

_ с 2 ВьпЪ Совку с 2 СозЪйгпкг) 
а — 2 { С о Ч к ^ ^ о Щ 1 Р~~~ 2(С08кг) — С08%)2 ' ' ' 

Отделяя въ (1) вещественную часть отъ мнимой, мы 
найдемъ: 

}/(х + с)2 — у 2 

7 1 ~~ ^ Щ х - с ) 2 + у* 

Кром^ того легко найдемъ : 

_ с8гпку _ с # т € 
ж ~~ Созку — СозЪ у ~ Созкг) — СовЪ ^ 

Совку —Сов^ 
К = = с <4> 

Системы § = пост, и у = пост, представляютъ 2 орто
гональный системы неконцентрическихъ окружностей. 

Решете плоской задачи математической теорш упру
гости можетъ быть представлено въ виде [формула (7) 
стр. 16] : 

2Ц+г(Р—Я)\ 28гп€ 008/я? — г(70858ткъдф(С) , 
к* ~2С (Совку'- Со*Ь)% К 

или, принимая во внимаше (4): 217+г(Р— Я)— 

г , . с т . - . , ,йФ(С) , Щ)(Совку — Соз%)* 
= 2 5 008 7^ — г Сов 18тЩ —^рг1 + — ф 

Задача сводится къ определенно 2-хъ функщй ком
плекснаго переменнаго Р(^) и Ф(С)\ вещественная часть 
Ф(С) равна'Р. + Я. 

*) См. О. Ьатё . Ьесопз зиг 1ез соогйоппеез сигоИ^пез е* 1еигя 
йпгегзез аррНсаМопз. Р а п з 1859 12-ете 1есоп р. 199. 



ег-2п + е~^ СозЪ + ге-'п 8гп € 
— _ 1 СЦ 

4 V е-*ч + 1 + 2е—п созЪ 

л „ е-*! 8гпЪ — г + Соз 
—~ 1 ^2 *" — 

4 V е-2>)+ 1 + Ъе--псозЪ 
т. е. 
а = 4 С'1У'^+1Т2е-^С081= 

= — ^ 1 с2 К 6-244-1+26-^ Соз5 

Р = 1 с V е ^ ^ Т + 1 е = ? а ) $ 1 = 

= щк<?У е~2>з+1+2е-ч а»5 

Отделяя въ (1) вещественную часть отъ мнимой, мы 

(2) 

найдемъ: 

§ 7. Система лемнискатъ въ изотермической форм*. 

Возьмемъ 
^ .7 (х + уг-с)(х + уг + с) 
С=% + гг) = — г1д -г . . (1) 

.7 (* — с) (2 +с) 
т. е. С = — г1д ~2 - , откуда: 

С Ъ 

ДС) = * К 1 + е - Ч где С, = 

По формуле (8) стр. 17 : 
С % 

* + гр К Ш ^ ' ^ щ , = 



5 = агсЬд У + атсЬд У 
х + с х — с 

У(х + с)2+у2 У(х-с)2Лу 2 

Изъ перваго ур-1я (3) найдемъ: 

(4) 

а изъ* второго ур-оя (3) : 

(х2 + у2 + с 2 ) 2 — 4 с 2 х2 = с 4 

или (ж1 + ?/2 ~ с 2 ) 2 + 4 с 2 ?/2 = с 4 е~21Г) 
• ( 5 а ) 

• (б*) 

Система = пост, будетъ система лемнискатъ, а сис
тема % = пост, система гиперболъ. 

Ур4я (3) и (б) указываютъ основное свойство лемнис
катъ = пост.: произведете разстоянШ какой нибудь точки 
взятой на такой кривой до 2-хъ точекъ С\ (у = о, х = с) 
и С%(у — о, х = — с) равно с 2 е~ч = т. е. постоянно. Зна-
чеше э? = °о соответствуем 2-мъ точкамъ С, и Са- 3 на
чете зу = — оо соответствуем безконечно удаленнымъ точ
камъ. Значенш г/ —о соответствуем лемниската 

Это есть кривая, имеющая въ начале координатъ двой
ную точку, причемъ касательныя къ кривой делятъ попо-
ламъ углы между координатными осями ох, оу. Лемнис
каты = сопзЬ. = а можно разделить на т р и категорш: 
1) а > о ; лемнискаты этой категорш состоять изъ 2-хъ 
отдельныхъ замкнутыхъ ветвей, симметричныхъ относи
тельно оу и окружающихъ точки С\ и С%; обе ветви ле
жать внутри основной лемнискаты (6). 2) а < о но > — 1д 2 ; 
эта категор1я окружаетъ лемнискату (6) и кривая состоитъ 
изъ одной сплошной лиши бисквитообразнаго вида, име
ющей 4 точки перегиба 3) а < — 1д 2 ; кривая не имеетъ 

(х2 + у2+ с2)2 — 4 с 2 х2 = с* 
или 

(х2 + у2)2 + 2 с2 (у2 - х2) = О (6) 



точекъ перегиба и принимаетъ овальный видъ, напомина
ющей эллипсъ. 

На чер. (3) изображены лемнискаты 1) 7] = — Хд 3 (полу
оси 2 с и с]/2) 2) зу = — 1д2 (полуоси с 1/3 и с), 3) зу = 
— Ход | (полуоси | с и ^ ; наибольшая ордината | с), 4)? = 
— Ход Л (полуоси с | / Ц т. е. около у с и \ с; наибольшая 
ордината | | с), 5) 7) — О (полуоси О, с]/"2; наибольшая ор
дината = ^) 6) а = 1д | | ; кривая изъ 2-хъ замкнутыхъ 
ветвей, вершины которыхъ на оси х-оъъ отстоять отъ О 
въ разстояшяхъ ^ с и \с\ наибольшая ордината = \ \ с 7) 
а—Хд^; кривая изъ 2-хъ вътвей, вершины которой на оси 
ж-овъ отстоятъ отъ О въ разстояшяхъ с (около | с ) и ^с; 
наибольшая ордината = •§ с. 

чер. з. 
Дифференпдальный параметръ зд^сь равенъ: *) 

к = 2 
V 1 + е-2*) + 2 е-ч Соз! 

се-'п (7) 

Формула (7) стр. 16 приметъ здвсь видъ: 
[2 Ц+г^-Я)} с'е-^ { [ е-п 8гп% 
4 КГТе-2^ + 2 е-ч Соз! = 1 с 2 { й Т + + + 2 е-7» Соя? 

— е-27/ - е-ч Соз I \&ф (Е) 

или 
*) См. О. Ьатё, 1. с. 13-ёте 1есоп. р. 217—235, откуда нами заим

ствована классификация лемнискатъ и чер. 3. 



(9) 

2Ус2 е-з*) е-ч&пЪ # 

+ ? с 2 К 1 + е - 2 ^ Г 2 е - ^ С 0 5 ? й + ? 

( Р — ф ) С 2 6-2*3 е - 2 т ) 4 - е - г ) ^ 0 5 ^ ^ 

4^1+6^2^+26-73(705? - 1 С ' Р Т Т ^ Щ ^ С Ь Й ^ + 

+ 1 с1 р Т ч ^ Т а е - * соз1 + 

Какъ примъръ разсмотримъ растяжете полосы, ослаб
ленной отверспемъ въ видв лемнискаты. Соответственно 
изложенному на стр. 21 и 26 для случаевъ кругового и 
эллиптическаго отверстш положимъ 

,Й = Р + ф = р + 2 а т е т г 1 С08тЪ+Ътет718ттЪ . . (10) 
т 

где I распространена по п о л о ж и т е л ь н ы м ъ значетямъ 
т . При у = — оо т. е. въ безконечно далекихъ точкахъ 
{^) П = - оо = (Р + Я) Г} = - оо = ~\- N2) п = ^ оо = Р Т . К. 

№ Ь = - 0 О = ^ , №]^ = - о о = т > , = - о о = о . 

. . . . (11) 

где О уголъ, образованный съ осью ох нормалью .А7 въ 
какой нибудь точке М къ лемнискате зу = пост. (чер. 3) 
и след-о : 

4 

Ые# Уе-^ + 1 + 2 6 - 4 созЪ 
6 =ЪЯ?\Ш = 1 / Г + ^ - ( 1 2 ) 

а поэтому: 
[е 0 , "] ч = _ « , = ге*. 

Поэтому, пользуясь фор. (10) стр. 10 : 
[ 2 * 7 + г ( Р — ф ) ] т , = _ а о = 

= { [ 2 Т + г д а - а д е 2 0 « } У З = _ о о = -г>б?«. . (13) 

Имея въ виду, что 



~ 4 С К 1 + в ~ * 1 + 2 е ~ ч « » 1 
(16) 

при 7] = а принимаетъ значешя одинаковый съ значетями 
функцш комплекснаго переменна™ С — 5 + «у : 

46** 
* ( 0 = - 4 с * К Т ~ е - » - * р у ^ д а • • (17) 

а 
4 Ке~ 2 г > + 1 + 2е -ч С7о&1 

значешя одинаковый съ значешями функцш комплекснаго 
перемъннаго 

с8 е - 2 " 
такъ что: 

[^Ъ = « = Д ^ [ К Т + ^ К Г + е - ^ - 2 « ] , = а . . (18) 
с 

Чтобы удовлетворить (16), положимъ: 
е - 2 а 

^ ( 0 = , + ф = - ф о» ^ Г Т Ж у = = — -

- Т Ч » * ' + Ф ( 0 (19) 

(1 е~-п 8гп1 — г(е~^ + е-ч Соз I) 

{(а + # ) А-} ч Ц С 8 К + 1 + а в ~ - ^ Г ~ Х 

ч , 4 Ке^ 2 7з + 1 + 2е- 7 ) Со$€) 
х ? ?=* / ^ - „ о 3 8 - 4 - • • ( 1 4 ) 

Ы ч « — в " ° - м ы н а й д е м ъ и з ъ ( 7 ) с т р-
16 и изъ (13) : 
{ 2 * 7 + * ( Р - д ) } Ч = - о о - {А 2Р(С)}^ = - а о = 

= [к* (р + ф ) Ь — • " ' — Д О . . (16) 
Зам-втимъ, что 

сг е (5+*ч) • 
а + ^ = - ^ К 1 4 - в Ч ^ ^ = = = = . = 



где 

[ф(С)й2]г) = - о о = О (20) 
Имея въ виду, что по фор. (7) стр. 16 : 

^ = г ( а + ^ - ^ + г - ^ + Р ( 0 , • . (21) 

мы приведемъ нашу задачу къ отыскание такихъ функцш 
комплекснаго переменнаго Ф(С) и Ф(<Г), что на контуре 
лемнискаты у = а удовлетворяется условге 

е ~ 2 а 

• (22) 

Положимъ, что на этомъ контуре 
0_ рс% е~ 2 а

 с* 
» в Т И Т Р » К Г + в ^ + З ^ ^ • ( 2 3 ) 

т. е. а =р + 2р е* С085 | / 1 + е ~ 2 а + 2 е - а Со$€ 

= # + 2 р С08 5 К 1 + е2* + 2 е* Со$ 5 . . (24) 
Условге (22) приметъ тогда видъ: 

{ г (а +щЩ(р- + ^ е - * - 2 « + Ф©} ^ = а = 0 . (25) 

Чтобы удовлетворить (25) положимъ 

. . (26) 

где #(С) имеетъ значеше (17). 
Чтобы удовлетворить (24), примемъ за & веществен

ную часть функцш комплекснаго переменнаго 
ф = р + 2р в-С< V 1 + & К Г + е - е - г а , (27) 

При у — а 
ф 00 = Р + 2 р е а - 5* К(1 + (1 + е-^—а) = 



= р + 2ре~& VI + е 2 й + 2 е а С 0 5 ? . . (28) 
и вещественная часть Ф (С) совпадетъ съ (24). 

Такимъ образомъ ръшете нашей задачи будетъ дано 
формулой (21), гдъ Ф (С) имъетъ значеше (27), а Р(С) зна
чеше (19) причемъ Ф(У имЪетъ значеше (26). 

Выражетя напряженш ЭД, Т мы найдемъ изъ 
фор. (10) стр. 10: 

2 Г + » Й - # 2 ) = {2 1 7 + г ( Р — 0)}е-^\ 
гдъ (12) : 

Ке—2ч + 1 + 2 е-ч Соз I е2^ 
И ИЗЪ УСЛ0В1Я 

. Э Д - Щ - Р + в 
Получаемый такимъ образомъ выражетя мы не выпи-

сываемъ вслъдствш ихъ сложности. 

Изследуемь въ заключеше измънеше Я на контур-в у =сс. 

М Ч м = [ Р + = Й ч « = 
= р + 2 р (705 5 V 1 + е 2*+~2е* <7о$€ 

Составивъ первую и вторую производный этого выра
жетя по 6 легко убъдиться, что наибольшимъ и наимень-
шимъ его значешямъ соотвътствуютъ корни ур-Ш : 

8гпе=0 
е 2 а + 1 + Зе« Созе=0 

т. е. будутъ 
$ = О, 7Г, 2 7Г, 3 7Г 

^ - ) . . . . (29) 

Значешя ^ = 0 , 2 л-, 4 л- соотвътствуютъ тахнпиш'амъ а зна-
чешя $=тг, Зл-, б л соотв. ттгтшп'амъ, если Созкя>§у 

^ 7 3 + | / 5 , 3 - 1 / 5 
т. е. а > 1д ^ и л и « < «7 2 ' е с л и ж е ^08'1(Х < 4 
мы имъемъ опять зд^сь тахгпшт ы. Значеше (29) с о о т в ъ т -

= агсоз^-



ствуетъ пишшшп'у, но, чтобы оно было возможно, необходимо 
е" +е~а 

^ < 1 т. е. Созка< | . Дальнейшее изследовав1е по-
лученныхъ формулъ распределешя напряжешй въ полосахъ, 
ослабленныхъ эллиптическими и лемнискатными отверст!ями, 
мы приведемъ въ особомъ мемуаре. 

§ 8. Мкоторыя друпя изотермитеск1я системы. 
1) Положимъ 

ш = /(С) = с 8п* (* + ^0 = с8п*С 
/'(С) = 2 с 8 » ( $ + г>7) ( 7 п с ? п (М-зуг) = 2с 8пС СпСйпС 
а + г/? = — с2 <5?г2 — г>;) 5м + гг/) Сп ($ + г">;) <&г (? + зуг) 

Кривыя $ = пост, представляютъ здесь систему ова-
ловъ Декарта. Систему такихъ же оваловъ представляютъ 
И КрИВЫЯ 7] = пост. *) 

2) Положимъ 
м** Г® =2 ( а * . . . . (1) 

п 

где «„, Ъп вещественный постоянныя, а I распространена 
по целымъ значешямъ п. 

Изъ (1) 
х — I ап еп* Соз щ + &„ еп* 8гп щ 
у = 2ал еп?8гп щ — Ъп еп* Соз щ 

Кривыя $ = пост. = а представляютъ систему кривыхъ: 
х = 2' ап епа Соз щ + Ъп епа 8ш щ 
у «= I ап епа 8т щ — Ьп епа Соз щ 

Если для некотораго зпачешя а мы вычерчнмъ кри
вую (2) въ плоскости комплекснаго перемЬнпаго г = х + у% 
то въ плоскости комплекспаго переменнаго 

) . . . (2) 

*) См. О. БагЪоих. Ье^опз виг 1а 1Ъёог1е $ёпёга1е (1ез зиг*асез. 
Рапз 1887 *. I р. 165. 



мы получимъ кругъ, т. к. изъ (3 ) : 

X = еа Соз у, У= еа 8ьп у 

и слЪд-о переменная 2 будетъ описывать кругъ: 

Х2+ У* = е*а 

Т. к. изъ (1): 

то площади замкнутыхъ кривыхъ $ — а могутъ быть к о н 
ф о р м н о преобразованы на площадь круга посредствомъ 
полиномовъ (4). 

§ 9. Рвпгете плоской задачи математической 
теорш упругости для прямолинейнаго контура въ 
опредвленныхъ интегралахъ. 

Представимъ себе (чер. 4), что по некоторой прямой, 
которую мы примемъ за ось ж-овъ прямолинейной прямо

угольной системы координатъ и которая представляетъ 
границу упругого тела, расположенваго по ту ея сторону, 
где у> О, заданы нормальное (-А )̂ и тангенщальное (Т) 
напряжешя такъ что при у — О: 

г = 2 (ап — гЪп) Еп> (4) 

чер. 4. 



Каково будетъ распредйлеше напряжение въ твлй, въ пред-
положенш, что оно занимаетъ всю полуплоскость у > О. 
При этомъ, чтобы задача была вполне определенная, не
обходимо должны быть заданы папряжешя въ безконечно 
далекихъ точкахъ. Мы будемъ обыкновенно предполагать, 
что напряжешя въ тълъ вызваны конечными силами въ 
конечное время, и тогда въ безконечно далекихъ точкахъ на
пряжешя = О. 

На основати фор. (8) стр. 10 мы имъемъ: 

2 Т+ г да - # 2 ) - г (а + 

а, полагая по фор. (6Я) стр. 9 а = 0 /?=«/, мы найдемъ: 

2 Т + г ( К 1 - Щ = - у ~ ^ + 1?(г) . . (2) 

Изъ (2) слъдуетъ, что на оси ж-овъ т. е. при у = О: 
[2 Т + г - # 2 ) ] у = о = [Ж (*)] у = о = \<р + гф] у = 0 

или 
[2(Т-гЩ)у = 0 = [? + 1(ф-а)]у==о, гдъ Я = # , + # 2 

и слйд-о: 
[2Т]у = 0 = [<р}у = 0 [2Щу = 0 = [в-ф]у = о 

т. е. въ силу ( 1 ) : 
[рЬ = о = 2/,(аО [ й - ^ ] 3 / = = 0 = 2 / 2 ( ж ) . . (2Ыз) 

а, принимая во внимаше, что 

дх2 ^ ду* ~~ ' 5 ж 2 дг/2 ^ 
и что ^ и 0,—ф должны быть конечны и непрерывны на 
всей полуплоскости у> О, мы можемъ положить: 

_ 2 Г + » Ь(8)уй8 
( 5 - Ж ) 2 + 2/ 2 • • • ^ 

Въ самомъ д-вл-в, если /"(я) будетъ значеше, прини
маемое на оси ох функщей / (ж, у), удовлетворяющей ур-ш 



конечной и непрерывной въ всвхъ точкахъ той половины 
плоскости координатъ ху, гугв у> О, то 

/ ( ^ 2 / ) = - ^ _ о о ( ^ 2 + - ^ . . . . (7) 

удовлетворяетъ ур-но (6), т. к. представляетъ веществен
ную часть функщи комплекснаго перемъннаго г = х + уг': 

+ 0 0 1(8)6,8 
———, мнимая часть которой 

+ «> (х-8){(8)й8 

- с о (8-Х)* + у * ^ 

Кроме того легко убедиться, что (7) представляетъ 
везде конечную и непрерывную функщю, а, принявъ за 

5 -—~ X &8 
новую переменную I = такъ что йЪ = —, мы найдемъ 
левую часть (7) въ виде 

+ 00 1(Ьу + х)й1 
и . 

При у= О это выражеше обращается въ 
1 Г + *> /(х) М _}(х) Г + М 

- со Ц - ^ - ^ Г е / - с о Ш*~Г{х) 

и след-о (4) и (б) представляютъ функщи, удовлетворяю
щая (3), конечный и непрерывныя на полуплоскости у> О 
и удовлетворяюнця при у = О у с л о в 1 я м ъ (2 Ыз). 

Кроме того изъ (8) очевидно, что ф какъ функщя со
пряженная съ (р (4) можетъ только на постоянную отли
чаться отъ 

Г* + °° (X ~8) А (8)08 

т. е. 

- Г 
7 Г ^ _ о о ( 5 - Ж ) 2 + 2/ 2 

2 Г + <* ( * - « ) / ; ( « ) & 



и слъд-о изъ (5) 

Я " . / - со 
д,8-\- С (Ю) (§ — ж)2 + у2 

Постоянная С зависитъ отъ значетй, принимаемыхъ напря 
жешями въ безконечно далекихъ точкахъ и ее надо опре 
делять въ каждомъ отдъльномъ случае. 

Решете задачи мы получимъ изъ (2): 

такъ что 

да , 
2Т—УТх + г 

да 

да 

да 

да 
2Я2=а-Ущ-ф 

(П) 

(12) 

где а дано ур-1емъ (10), а у и ф ур-1ями (4) и (9). 
Какъ примеръ разсмотримъ случай, когда напряжете, 

приложенное по оси ж-овъ есть постоянное гидростатичес
кое давлете р на протяжети отъ точки Л (х = — а) до 
точки В (х = + а) т. е. след-о : 

/ , (5) = О /"2 (в ) = р (для х > — а, но < а) 
/, (з) = О / 2 (б-) = О (для х < — а и для х > а) 

По фор. (4), (9), (10): 
руйз 2 Г + а руйз 

2р 
ТТ. 

агс1д—- + С = ~ ( а г ф — : - + а г с Ь / — — ^ + О 
У 

Поэтому, т. к. по фор. (11) : 
да 



.т . ,_ л 2р \ а —х , а-\~х\ , 
и т. к. У̂, + ]Я% = 12 = -— | агс1д — \-агс1д ——— | -+- О, 

8 а 2 у2хр 
2Т = ж {{у2 + х2 — а 2 ) 2 + 4 а 2 1 / 2 ) 

лт _ лг 4 у ( ж 2 — у 2 ~ а 2 ) а р 
^ 1 ^ 2 - ^ ( ( 2 / 2 _|_ Ж 3 _ а 2 ) 2 + 4 а 2 у 8 ) Т О 

и слъд-о: 
Ар а2у2х 

Т = л((у2 + х2 — а2)2 + 4 а 2 ?/2) 

-»-т- Р Г а — ж , а -4- я 1 , 
# 1 = -[агОд ——+агс1д —— | + 

2 у а ( ж 2 - 2 / 2 - а 2 ) ^ 
^ тт((?/2 + ж 2 - а 2 ) 2 Н - 4 а 2 2 / 2 ) ^ 0 

2? Г а — я; , а-\- х) 
Ж2 = - | а г с ^ - — - + агсЬд —— ] 

2/ " 2 / 
2 2/а (я;2 — у2 — а2)р 

~~ л- ((у 2 + ж2 — а 2 ) 2 + 4 а 2 ! / 2 ) 
Если при х и у равномъ оо напряжешя должны быть 

= О, то С = О и мы окончательно найдемъ: 

, , ( а — я? а + я?1 
# 1 = — - + агс^г — — I + 

2^?г/а(я; 2—у 2—а 2) 
+ я- ((у* + ж 2 — а 2 ) 2 + 4 а 2 у2) 

р ( а — х , а + ж! 
# 2 = - 1 а*с& + агЫд — —| -

2руа(х2 — у2—а2) 

Г = 

7г((г/2 + я ? 2 - а 2 ) 2 + 4 а 2 у а ) 
4 а 8 г/8 я?_р 

я- ((г/2 + х2 — а2)2 + 4 а 2 ?/2) 
Направлешя главныхъ напряженШ найдутся по формуле 



2Т 

гдъ V уголъ, образованный однимъ изъ нихъ съ ох и слъд. 
въ настоящемъ прим^р-в 

2 аух 
*Я 2 У = а п г з ж У а 

Этотъ частный случай изслъдованъ МюЪеН'емъ [№ 8 Ыз], 
показавшимъ что лиши главныхъ напряжешй (изостатиче-
ск1я лиши) будутъ здъсь софокусные эллипсы и гиперболы, 
фокусы которыхъ А и В (см. также Ъоуе [№ 14] СЬ. IX 
151 (и)). МтсЬеП изсл'вдовалъ этотъ примъръ при помощи 
функцш Аку, за которую можно принять зд-всь 

гд-в г,, Ох и г 2 , Вг полярныя координаты какой-нибудь 
точки по отношешю къ полюсамъ А и В и оси ж-овъ какъ 
полярной оси. 

Для всвхъ точекъ на осяхъ ох и оу (у = о или х = о) 
ж 

Ьд2Чг=о, Чг—о, 2> я.... т. е. главныя напряжешя на
правлены параллельно осямъ ох, оу. Для всвхъ точекъ 
равносторонней гиперболы 

х* — у* = а*, 
1д 2 # ' = ± о о 

и 

^ = = 4 ' Т * 
и сл*вд. одно изъ главныхъ напряжешй встр'Ьчаетъ эту ли-

нш подъ угломъ 7 къ оси ж-овъ. 

Какъ другой прим-връ разсмотримъ распред-влеше на
пряжешй въ разсматриваемомъ случай, если по оси ж-овъ 
приложено на протяженш отъ — а до + а тангенщальное на-



пряжете постоянной величины к; въ разсматриваемомъ 
случай: 

/ , ( 5 ) = к (для х > — а но < а) 
/г (з) = О (для х < — а и для х> а) 
Ш = о 

По фор. (4), (9), (10) : 

9 
Г + « 2& + «| 8 —СС 

8 — Х)2 + у* 7С - а 

2к 

= — I агс1д = 
У 

ж / а — х а + ж\ 
= — ^ агс^г —— \- агс1д ——) 

_2к Г + <* (х — 8)0з 
- а (8 -^7+7 + ° ~ П - а 

1д{(8-х)*+у*}+С 

к (а + ж)2 + у 2 

5=1 ? ^ (а~^хТ~+ у* + 0 

О, = ф. Если въ безконечно далекихъ точкахъ напря-
жешя должны быть = О, то С = О и мы найдемъ: 

у д х ^ 9 ~ тг \ ( а + ж ) 2 + 2 / 2 ^ {а-х)й+у*\ 
2к / а — ж а + ж\ 

+ — ( а г с ^ — - + атс1д ) 

А 7 - Л Г - Ш 1 . / - Ы { 2У 2 1 - - \ 

* 1 —Уду-г?- я \ ( а + х у + у * (а-х)*+у*) 

+ 

+ 

или 
Акуа 

к (а + а;)8 + у 
л & (а — х)* -\-у 

а 2 — хг + ?/2 

+ 7: (а 2 + у2 + а?2)2 — 4 о? х* 
, к / а — х. а + х\ 

8ку2ах 
тг{(а 2+ж 8 + ?/2)2 — 4 а 2 ж2} 

2/ 

+ 



, к ( а + ж) 2 + г/ 

и т. к. У, + # 2 = а = ф = - 1д { а _ х у + - 2 

то 
_ к/ а—х . а-\-х\ 4кау а2 — х* — у* 
Т=-{атс1д — + агЫд—-) — ^ ^ ^ 

_ к (а + %У + у% Акаху2 

п ^ (а — ху + у* т г { ( а 2 + ж 2 + у*У —4: а2х*} 

А к ах у* 
^2 ~" тс{(а*-{-х*+уу—4а*х>} 

Направлетя главныхъ напряжешй найдутся по формуле 
2Т 

у Ях—Ы2 

и образуютъ 2 системы кривыхъ несколько болъе слож-
пыхъ, чъмъ въ предъидущемъ прим-врй. 

§ 10. Рйшете плоской задачи математической 
теорш упругости для круга въ опредъленныхъ инте
гралахъ. 

Пусть им-вемъ (чер. 5) окружность круга (круговой 
дискъ) и къ точкамъ ея обвода приложены напряжетя, 
такъ что проекщя напряжетя, дМствующаго на элементъ 
окружности (_1. -ый къ полярной оси г), на ось г будетъ 
Р , а на _1_ - ую къ ней ось 6 (направленную по касатель
ной) будетъ Л. 

Если подъ вл1яшемъ такихъ напряжешй дискъ нахо
дится въ равнов'всш, то напряжетя эти должны удовле
творять услов1ямъ равновъс1я силъ, приложенныхъ къ твер
дому тйлу т. е. 

ХХ=0 2У=0 1уХ—х У== О . . (1) 
гд-в х, у координаты точекъ приложешя силъ къ тйлу а 
X, У проекцш этихъ силъ на 2 прямолинейный прямоутоль-

4 



ныя оси координатъ ох, оу> начало которыхъ (чер. б) мы 
возьмемъ въ центре круга. 

Услов1Я (1) примутъ видъ : 

(РСозв- V8тв)йв=0 

( Р 8п О + ТГ-С08 в) с1 в = 0 
о 

'2тг 
Лйв — О 

(2) 

чер. 5. 

Для дальнъйшаго зам-втимъ сначала, что, если / (О) 
будутъ значешя функцш /"(г, 0), удовлетворяющей ур-ш 

^~дх~' + ' ь у " 0 (3) 

на контуръ круга г = В (О цент, уголъ въ круге; см. чер. б), 
и внутри его конечной, непрерывной и однозначной, то 

п г ' ' 2 л - ^ 0 Р 2 - 2 Р г С08(в-ф) + Г* ' • • • ( 4 ) 
Сопряженная съ этою функщей функщя /(/>, О) будетъ 



- _ 1 р г /(ф)2гВ8гп(9 — ф) 

Для круга мы им-ьемь по фор. (2) стр. 19 

. . . (6) 
2ТТ1* 4 г» 

гдъ е = 1дг 2̂ = Р + ^ 
9 + гф = Р{Я, г д ъ С = ^ + г 0 

Положимъ, что на контуре круга 
17 = / , (в) Р=/г(9) (7) 

Изъ 1-го ур-1я (6), принимая во внимаше (7), мы найдемъ: 

= \-Ь&Эвй + <р\г=к . . . . (8) 

Такъ какъ функщя 

удовлетворяетъ ур-ш (3), то, зная въ силу (8) ея значешя 
на контуре круга, мы найдемъ: 

0 _ _1_ Г » 2ВЧЛФ) ( Д а ~ ^ ) # 
и двил'<р-2пЗ о В*-2ВгСо8(в-ф)+г* ' ' { У ) 

д 
Функщя — ^ В% в + Ф будетъ очевидно функщя со

пряженная съ (9), а, определяя ее по формуле (5), мы 
найдемъ: 

д 1 П«2ВЧх(ф)2гВ8т(е-ф) л , 

Изъ 2-аго ур-1я (6) мы имеемъ: 

и след. на контуре г = .В: 



[ ( Р - Я)} г = к Р 2 == - ^ В^щ а ] г = в + №г=« 

и, т. к. Р+<2 = ц и въ силу (7): [ Р ] г = й = / 2 ( 0 ) 

2Д ( О ) в " = - \ в ^ ~ е ] г = + &Мг=к+[ф]г=к 

и слъд-о: 

^ Р 2 ^ 0 + ^ В* + #^ _ = 2 / 2 (0) Р 2 . . (10 Мз) 

а, т. к. функщя 

- ^ Р 2 ^ Я + Я Р 2 + ^ 

очевидно удовлетворяетъ ур-ио (3), то, зная въ силу (ЮЫв) 
ея значешя на контуре круга г — В, мы найдемъ по фор. (4) 

ъ к д е а ^ а м 2ж] 0В*-2Вг Со8(0-</>) + г* 
и сл-вд-о въ силу (10): 

г>2__1 Г 2 * %Ш)ЕХЯ*-**)-2Щ {Ф)2Вг8ш{0-ф) 
аМ~2ж]0 ~ В*~-2ВгСо81в-ф) + г* а<Р 

или 
- I С^Ш)^-г%)-2Вг8ш(в-ф)^ (ф) С 

п ~ о В*-2ВгСо8{0 — ф) + г* а < р В*'У11> 

<р и ф найдутся изъ (9) и (10): 
_1_ Г** 2 Р 2 / 1 ( ^ ) ( Р 2 - г * ) # а 

^ _ 2 т г ^ 0 Р 2 - 2 Р г < 7 о ^ 6 > - ^ ) + г 2 ~ ^ 0 0 ^ 
1 р 

Г . (12) 

Р 2 — 2 В г С о 8 ( в — Ф ) + г г у г * м д$ 
Подставивъ въ (6) вместо $*> и ф выражешя (12), а 

вместо @ выражеше (11) и, замечая, что в = Р + Я> м ы 

найдемъ изъ (6): 

2 г 7 г 2 = - ^ г 2 ^ 1 0 + р> = 

Р 2 —г 3 5 1 р * 2В*{1(ф)(В* — г&)йФ 1 Р 
2 д е " * 1 2тг^ о Р 2 - 2 Р г С 0 5 ( е - ^ ) + г 2 



д 
2 Р т% = - ^ г 8 ^ Я + /' + .0 г 2 

Р 2 - г 8 5 , Р 2 — г 2 ^(Ф)2гВ8гп(9-ф) 
^ ТГ ^ 0 Р 2 — 2 Р г Со$(0— ^)+г 8 

, ^ р * 6 ( 0 ( Д » - * * ) р » - Г * 

"^тг ^ о Р 2 - 2 Р г О о 8 ( 0 - ^ ) + г 2 ^ " 1 " С / Р 8 ' ' 

Изъ (14) слъдуетъ, что если напряжешя внутри круга 
г = В (и слйд-о и при г = О) мы будемъ предполагать ко
нечными и непрерывными, мы должны положить С = О и 
формулы, ръшающш нашу задачу будутъ: 

(16) 

дб* 1 гг./ о Р 2 - 2 Р г С о 5 ( 0 - ^ ) + г 8 

2 _ ^ — г 2 5 Р 2 - ^ Г 2 * Д ( 1 ) 2 г Д 8гп(в-ф) 
2 1 г ~ 2 г д г ^ + л- ^ 0 Р 2 - 2 Р г С о 8 7 0 ^ Я = ^ 

Г 8 / 2 ( ^ ) ( Р 2 - Г 2 ) 

л" ^ о Р 8 - 2 Р г С о 8 ( 0 - ^ ) 4 - г з а ^ 

§ 11. Примеры решетя плоской задачи для 
круга въ опредЬленныхъ интегралахъ. 

Предположимъ, что къ точкамъ окружности радгуса =В 
л 

отъ 0 = 0 до 0 = а < 2 приложено равномерное гидро

статическое давлеше р и такое ж е давлеше приложено на 

противоположную часть окружности отъ 0 = 7Г до 0 = п-\-а. 
Чтобы р е ш и т ь вопросъ объ упругомъ равновесш площади 

круга, ограничиваемой разсматриваемой окружностью, мы 

должны полояшть въ формулахъ § 10: 
А (#) — О на всемъ контуре круга 
и(6)—Р Д л я О отъ О до а и для О отъ л- до л + а 

и /г (0) = О -для в с е х ъ другихъ значенш О. 



Р № Г2) о Е Ъ _ 2 х г Со

Ф

8 + Г 2 + 

е / * Д * - 2 # г С ( ) $ ( 0 - ^ ) + г 2 / 

л «I ( Я + г 0 — 0 ) «I Г-В —г 0 — 0 ) 
= 22) о | 0 1 4 * 1 5 ^ ^ - ^ - 1 + ^ о | ^с1д[щ_-1д-—^-] = 

п Г ГЯ + г о - 0 1 , Г-В + г ©1 
= 2 ^ ^ а ^ { д 3 7 * - 2 ~ / + а ^ { д З Г ^ * 2 1 + 

/ Я — г а — 0 ) , \В-т © П 
+ а г с Ц ^ - ^ - т - | + а г ф | д Т - ^ 2 у , 

найдемъ по фор. (16) и (15) § 10 : 

2рГ Г # + г а — ©) 
в = Р+Я=^агсЬд{1^^-^\ + 

(В + г е \ . (В —г а —о] 

+ т г а 9 \ в ^ ^ 2 1 + агс1д\Щгг*д~~2~} + 

(В —г о)~\ 

В* —г2 д 

В2 — г2 д 
2 дг 

(1) 

При помощи этихъ формулъ решается вопросъ объ 
упругомъ равновесш круга. 

Если мы предположимъ, что вмъсто гидростатическаго 
давлешя р къ точкамъ окружности отъ е — о до о — а и к ъ 
точкамъ ея отъ 0 = тт до 0 = тт + а приложено постоян
ное тангенщальное напряжете = к т. е. 

Им-вя въ виду, что 

о В* — 2ВГ Соз (в—ф) + г* ~~ 



/ 0 В*-2Вг Со8(е-</>) + г* ^ 

2г-й $т (в —0 
В*-2Вг Со~8(в-<р) + гь^ 

р + д 2тВ8гп{е — ф) \ 
, г Р 2 ~ 2 г Р " Ж " ( ё _ 0 + г 2 

о 

о 

* ^ + 2 Р г Со* (в —$ +Г 2) = 

1д(В* — 2Вг Соз(в_^) + г2) 

Р 2 - 4 -К2 г 2 Соз в Соз ( 0 - а ) + 4 # г Р # ш 18гп( 0 — | ) 

— к1д — 
Р 2 - 4 В* г* Соз в Соз (в—а) — 4 Вт Р | # т ( 0 - | ) 

Г Д Ъ р = Р2_|-Г2 
мы найдемъ изъ (16) и (15): Й = Р + <2 = 

^ р 2 — 4 - й 2 г 2 Со* 0 С о з ( 0 - а ) - 4 Р г Р 8гп ^8гп{е— | ) 
= -1д — 

Р 2 — 4 Р 2 г 2 Соз 0 Соя [в—а) + 4 Р г Р Ап ^ ^ ( в -

Р 2 — г 2 д -2кВ*Г (В + г а—в\ . 
2 ^ 2 = = _ _ _ _ в + _ | ^ ( _ _ „ _ | + 

Г Р - г г 0 ) (В — г а — 0 \ 

/2 (в) = О па всемъ контуръ круга, а 
Л (в) = ^ Д л я

 0 > О и < а и /1 (в) = — к для 0 > я*, 
и < 7 г + а и /\(в) = О для всвхъ прочихъ значетй 0 , то, 
имъя въ виду, что 

2* /1(ф)2гВ8гп{в~ф) 



Д2~г2 Р 2 - 4=В2г2СозвСоз(б-а) + 4 й г Р 8т | я т ( е - | ) 

7 1 Р 2 — ±В2г2Со8вСо8(в -а) — Ш Р Л 

Какъ другой примъръ разсмотримъ случай, когда ги
дростатическое давлеше = р приложено кромъ частей окруж
ности, гдъ О < в < а, тт <с о < тг 4- а, еще въ тъхъ точ-
кахъ, гдъ 

п 7Г , Зяг Зл* 
2 < 0 < 2 ~ ^ а ; Т < : в < С Т + а 

Им-вя въ виду, что въ этомъ случаъ: 

2* к(ф)(&2 — г2)а1ф _ 
0В2-ъВг Соз(е—ф) + г 2 ~ 

= Р(Е2-^{] о в*-2ВгСо8(е-ф)+Т2 + 

7Г 

4 « р -г « 
^ ж Я 2 — 2 г . 

, I ^ I 

Я С08(О — ф)-\~Г2 

2 

• + « 

ВЪ-2Вг Соз (о — ф) + г 2 + 

+ Г 2 - * 1 = 
^^ ыВ*-2Вг Соз(е-ф)+г*1 

+ 
2 

+ 
7Г 

"2 

(«I /-К + г 0 — 0) 
_2? ( Р 2 - г 2 ) | ^ агс1д{%^- 1д — -̂1 + 

^ 1 р + ^ ^ - ^ 2 ~ | ) = 



ГР —г а — . ( Р —г ©'1 

/ Р —г /я" , а — е \ ) ) Р —г /тг 0 \ П 
+ <™*9 [ Ж Г г 1д Ц + - д - ) | - а г ф , д - р - $ - 2 ) у , 

мы найдемъ $ по фор. (16) § 10, а 2 С7" и 2 Р по фор. (15) 
§ 10 или по фор. (1) стр. 54. Точно также весьма просто 
можетъ быть разсмотрънъ случай, когда въ частямъ окруж-

_ Зж Зж Зж , 
ности: 0 < е < а , 7 г < е < ; г + а, , < 0 < : + а при
ложены тангенщальныя напряжешя постоянной величины к. 
Бол^е подробныя изследовашя полученныхъ формулъ мы 
приведемъ въ особомъ мемуаре. 

§ 12. Ръшете плоской задачи математической 
теорш упругости для изотермическаго контура. 

Представимъ себе, что намъ заданы нормальное и тан-
генщальное напряжешя вдоль некотораго (чер. 6) изотер
мическаго контура, ур4е котораго 

%=<Ро (х> У)= пост. = ос, . . . . (1) 
где <р0 (Ху у) удовлетворяетъ ур-ш: 

Найдя функцш у сопряженную съ ^ = (р0 (#> у)> мы 
введемъ изотермическую систему координатъ ^, у; тогда 

С - 2 + 41 = Р(х + уг), а * = / ( 0 . . (3) 
Ур-1я плоской задачи математической теорш упругости 

напишутся въ виде ур-ш (4) стр. 16 и по фор. (б) стр. 16 
мы найдемъ: 



Р— О д д 

или по фор. (7) стр. 16 

^ = г(«<гВ/? 0)—;^- +-РЧО • ( б ) 

чер. в. 
гдъ* по фор. (8) стр. 17 

« о + ^ о — ^ Ю / Ч О . . . . (6) 
Данный контуръ (1) соотв'Ьтствуетъ ^ = а . Но при ^ = а : 

[«о + « Й = а = - 4 ? ( а - ^ ) / ' ( а + ^ ) * ) = 
= - ± а - е - ^ г ) /"'(М-^«6 = « = - ^ [/"(2 а - О /'«Мб = « 

Поэтому, такъ какъ на контуре (1) мы предполагаемъ 
заданными нормальное (В) и тангенщальное (II) напряжешя, 
задача приводится къ отыскание 2-хъ такихъ функщи ком
плексна™ перемъннаго С: 

Ф(0 и ^ (С) , 
что на контуръ* (1) 

г(а + Щ—^ + Р ( 0 + ^ . . . . (8) 

*) /" есть операщя въ которой г заменено — *. 



обращается въ заданное на этомъ контуре выражеше 

А» < 9 ) 

Предположимъ, что 

Ф(0 = / " ( 2 а - С ) / ' ( С ) . . . . (Ю) 

представляетъ функцш комплекснаго перем-вннаго конечную, 
непрерывную и однозначную на всей площади, ограничи
ваемой контуромъ (1); вещественная часть (8), обращаю
щаяся на контуре (1) въ задалную на этомъ контур* ве-

л 2*7 
вещественную часть (9): -у^ совпадаетъ на этомъ контуръ-
въ силу (6) и (10) съ вещественной частью функцш ком
плекснаго перем'Ьннаго С: 

хЮ^-к^ХО^-Л-ЩО. • • ( И ) 

однозначной и конечной на всей площади контура (1), съ 
мнимою частью которой совпадаютъ на этомъ контур-в зна-

чешя — р — . 

Мы найдемъ слйд-о вещественную часть (11), рЪшая 
задачу Дирихле объ опредйленш конечной, непрерывной и 
однозначной функцш / (^, г/) на площади замкнутаго кон
тура, (1) удовлетворяющей ур-ш: 

д2/ д'Ч 
Тфг + - ф - 0 , . . . . . (12) 

а на самомъ контур* принимающей напередъ заданныя 
/ 2*7\ 

значешя I въ данномъ случай - р - 1 . 

Найдя вещественную часть функцш х(0 ( И ) > м ы найдемъ 
ея мнимую часть посредствомъ простой квадратуры; зна
чешя последней на контур-в (1), совпадаютъ съ значешями 



, и слъд-о на контуръ будутъ известны Р— Я и Р + Я 

т .к . 0 = Р + ф = 2 Р — ( Р — Я) . . . (13) 
а 2 Р на контуре (1) задано. 

Зная въ силу (13) значешя на контуре (1) $ = Р + ф , 
мы найдемъ само 42, решая вторую задачу Дирихле ана
логичную решенной первой. Найдя такимъ образомъ 
мы найдемъ 

а след-о изъ (11) и Р(С) и наша задача будетъ решена-
Такимъ образомъ решете плоской задачи для изотер-

мическаго контура (1) при условш, что выражеше (10) пред
став ляетъ конечную, непрерывную и однозначную и функ
цш внутри контура (1) приводится къ 2-мъ задачамъ Ди
рихле. 

Въ случаяхъ прямолинейнаго и кругового контуровъ 
мы этймъ путемъ получимъ решете въ определенныхъ 
интегралахъ, приведенныя въ § 9 и § 10. 

Мы можемъ получить решете плоской задачи въ опре
деленныхъ интегралахъ и для какого угодно изотермиче-
скаго контура (1), если последнш представляетъ замкну
тую кривую, къ контуру которой приложены заданныя на-
пряжетя V и Р . Для этого сначала заметимъ, что вся
кую функцш / (^, у), удовлетворяющую ур-ш (12) и внутри 
контура (1) конечную, непрерывную и однозначную, а на 
самомъ контуре (1) обращающуюся въ напередъ заданную 
функцш у — / (у), мы можемъ представить определеннымъ 
интеграломъ, положивъ: 

Въ самомъ деле выражеше (15) очевидно удовлетво-
ряетъ ур-ш (12), т. к. представляетъ вещественную часть 
функцш комплекснаго переменнаго С—Ь + Щ'-

йФ 
ас д% 1 дг) ' (14) 



.... , . . ( 1 6 ) 

ТТ^ — <х> С— а — гз 4 ' 
мнимая часть которой равна 

1 Л Ь 

Кроме того легко убедиться, что выражеше (15) пред
ставляетъ внутри контура ^ — а непрерывную функщю, об
ращающуюся на немъ въ /(зу), такъ какъ, принявъ за но
вую переменную 

^ —а 
такъ что 

Аз 
АЬ — ё , 

С ~ а 
мы приведемъ (16) къ виду: 

^ 6 ' ) - 5 ? ^ _ . Г + Ж • • ( 1 8 ) 

и при 6 = а правая часть (18) обращается въ 
1 Г + » ЛДОЛ _ / ^ ) Г + « _ е й _ 
я - ^ _ о о 1 + * 2 ~ ~тг ] 1 + Р~Г{Я> 

Применяя формулу (16) къ нашему случаю, мы най
демъ, что вещественная часть (11), которой значешя на 

2*7 
контур* (1) равны значешямъ = / (зу), будетъ равна 

- с о (8-ч)* + (е-ау ' ' ' ' 
Мнимая часть (11) по фор. (17) можетъ только на 

постоянную отличаться отъ 
*+°° /($)($ — 7)) Аз 

( 8 - ^ ) 2 - г - ( е - « ) 
т. е. будетъ: 

00 /(з) (8 — г/) Аз 1 Г+> 
я ^ _ ( * - ? ) * + ( - ? - а ) 2 

а сама функщя (11) #(С) будетъ въ силу (16) 

+ С . . (20) 



1 / Ч - » / ( * )& 

Постоянную С мы выберемъ такъ, чтобы напряжетя 
были внутри контура (1) непрерывны и конечны. 

Чтобы найти О, зам*тимъ, что на основанш (13) мы 
можемъ положить: 

а = ах—аг; (22) 
гд* и 422 функцш, удовлетворяюпця ур-ио (12), и 

[0,]г = « = [2Р|г=« № 2 к = « = [ Р - « ] * = « . . (23) 
Р на контур* (1) намъ задано; положимъ: 

[ я ^ _ . - Л ( » ) 
Тогда по фор. (15) мы найдемъ: 

1 /Ч-» / , ( * ) № - а ) * 
^ - 7 Г ^ _ х ^ - а ) 2 + { 8 - ^ 2 . . . (24) 

р— я 

Чтобы найти 422, зам*тимъ что — р — совпадаетъ на кон
тур* (1) т. е. при ^ = а съ мнимою часть функцш (11)^(0 
т. е. въ силу (20): 

И С Л * Д - 0 

1 Р - « е - « ^г- ^ _ м + С М » « . (26) 

и поэтому въ силу (23) и (15): 

Г Д * й о = Я ^ _ „ ( « - О)" + (8 - , ) » 

Найдя при помощи (24) и (27) Я, и Иг, мы найдемъ изъ 



(22) 42, а слйд-о, изъ (14) и -^р , а, зная изъ (21) х (О» мы 

найдемъ изъ (11) Р(<Г) и наша задача будетъ рвшена. 
Особенно просто получается решете если 11.= О т. е. 

къ контуру (1) приложены исключительно нормальныя дав-
летя или натяжешя. 

Въ этомъ случай % (О = % С 
' 1 Д а) Ф 

Если давлеше Р равно постоянной величинв_р и при
ложено напр. на частяхъ кривой (1) отъ зу = А до у=р. и 
отъ у = у до у = д (причемъ должны быть выполнены усло-
В1я (1) § 10), то 

_рГ Г» (е-«)^ Л? (?-«)<& "| _ 
1 ^ Ы Д (г-«)2+(*-?)2 + ;/ г №~а)» + ( в - ^ ~ 

р( А»| 5 — , *| 5 — я ! 
== -\ \агс1а •= Н атаа •=—' \ = 

VI А1—Ч А — я ^ — я г — я \ 

= -\агсЬд -^га - агсЬд + агс1д — атсЬд 
Ог = Яо Я = 42, — 

У ( 0 - < 0 + 1 < # ( 0 | ^ - ^ } 

и задача ръшается весьма просто. 
ДальнъйшДя приложешя этой теорш мы дадимъ въ 

особомъ мемуаръ. 
Рвшете плоской задачи для изотермическаго контура 

дано нами въ вышеизложенномъ видв- въ Сотр1е8 гепйиз 
1909 [№ 17]. 

§ 18. Рйшете плоской задачи математической 
теорш упругости при помощи тригонометрическихъ 
рядовъ. 

Обыкновенно при рвшети плоской задачи математи
ческой упругости удовлетворяютъ контурнымъ услов1ямъ за-



дачи при помощи тригонометрическихъ рядовъ. Возьмемъ 
напр. фор. 9 для случая прямолинейныхъ прямоугольныхъ 
координатъ причемъ для а, /9 возьмемъ значеше (6 Я) стр. 9 ; 
найдемъ: 

(1) 

Положимъ: 

#, + ^2 = (Ат етУ -Ь А—т е~тУ) 8т тх . . (2) 

<р— (а-т етУ + а-т е~тУ) Соз тх\ 
ф — (—ат етУ + а-т е-тУ) 8т тх ] 

Предцоложимъ, что контуръ состоитъ изъ 2-хъ пря-
мыхъ || - ыхъ оси ямжъ: у — е, и у — е2. 

При помощи (1) мы найдемъ 

2Т= [—ут (Ат етУ + А _ о т е~тУ) + 

/ ' • ' . . . + ат етУ - г а-т е~тУ] Соз тх 
N1 —'N2 = [ут (Ат етУ — А-т е ~тУ) — 

— ат етУ + а-т е~тУ] 8т тх \ . . (4) 
и слъд-о 

2 N2 = \Ат етУ (1 — ут) + А-т е~тУ ( 1 + г / т ) + 
+ От етУ — а-т е—тУ\ 8гп тх 

Предположимъ, что на контуръ т. е. при у — вх и 
у = е 2 заданы тангенщальное и нормальное напряжешя т. е. 
даны Г и 1 2 какъ функцш отъ х; которыя мы можемъ 
представить себъ разложенными въ тригонометричесюе ряды: 

2Т= I Соз тх 2Л4 = I^т 8т тх \ 
при у = ех и въ тригонометричесше ряды: \ . . (5) 

2Т= I ае%т Соз тх 2 ^ 2 = 1 8т тх \ 

-при у = е2, гд-в а е,«,, 0, будутъ сл-вд-о за
данный постоянный. Но изъ (4) при у = вх 



2 Т = [— ©, т (Ам етЕ* + А—т е~те>) + 
+ ат ете1 + а-т е~тЦ Соз тх 

2 ^ = [Ат е™1 (1 —ехт) + А-т е-™> (1 + е, т) + 
+ а т е"е1 — а _ т е-",г1] 5 т та?, 

а при г/ = е 2 [ . . (6) 
2Т=[-егт (А1П е'"е* + А-т е -те>) + 

+ аП1 етег + а—т е-'"г»] Соя тж 
2 # 2 = [4,„ е"1^ (1 - е 2 т ) + ^ _ о т е~т^ (1 + е 2 т ) + 

+ ат е т е» — а-т е-*"6»] # т та? 

Определяя Ат, т , «л,, а—т такимъ образомъ, 
чтобы коэф-ы въ (6) совпали съ коэф-ами при Соз тх и 
8гп тх въ (5) т. е., рЪшая для этого 4 ур-1я съ 4 неиз
вестными и положивъ: 

N1+ N2 = 2 (Ат етУ + А—т е 8гп тх 

<р = I (ат етУ + а—т е~тУ) Соз тх 
ф = 2 (— ат етУ + а - т е~ с т ») 5 т тж 

мы очевидно удовлетворимъ контурнымъ услов1ямъ задачи; 
такимъ образомъ, если мы предположимъ е, = О, г2 = 26, 
2 Т = О какъ при ?/ = е1 = О такъ и при у = е2= 2Ь, Ж2 =0 
при у = О и 

^2 — 2' /5ш 01П (От х, гдъ = 2о" 

при ?/ = 2Ь, мы найдемъ: 
^ = 2 ст (о2

т 8гп и>т х \ешту — е~ш»У + 

+ Ух (2 еш'»У + «>„» 2/ев,-»У) -4- д ?/е ~ШтУ — 2е-<°™у)] 

N2 = — 2 с,п <у 2

о т #гп л>т а; [е""-!' — е - " « у + 
+ *п л>« уеа'»У + Га 2 / 6 - ^ . " ] , 

гдъ 
_ А» 

Ст • О), 
|й е—2о»т6 - } -



— 1+4ьа)тЪ + е±ш™ь 

а 7*1 1 — 2штЪ - (1 + 2о>т Ь )е 4 " - 6 

— 1 + е 4 ш '» 6 -\-4:(отЪ е±ШтЬ 

и 7'2 1 — 2сотЪ — (1 + 2 о>ш Ь) е*»«6' 

которыя даны были А. Т'шре [№ 10 § 8 стр. 364] для 
изгиба прямого бруса подъ вл1ян1емъ нагрузки N2 на его 
верхней сторон*. Апалогичныя формулы для изгиба пря
мого бруса, свободно лежащаго на 2-хъ опорахъ получены 
также С. И. Белзецкимъ [№ 10 Ыз]. 

Предположимъ теперь, что контуръ представляетъ прямо-
угольникъ, стороны котораго 2в{ и 2е2 образованы 2-мя 
прямыми х = ех и х — — Б , параллельными оси у-оъъ и 
2-мя прямыми у — е2 и у = — е2 параллельными оси ж-овъ. 

По фор. (4) стр. 9 мы им*емъ: 

ду ^ дх * 

гд* а и р удовлетворяютъ ур-1ямъ (б) стр. 9. Зам*тимъ, 
что N1 4" А^ м ы можемъ разбить на 2 части, положивъ 

и въ фор. (7) для каждой изъ этихъ частей брать особые 
а и р. Напр. мы моя«емъ для части [А7, + А7

2]| взять зна
чешя (6 а ) стр. 9 : 

а = 0 , р = у, 
а для части [А7, + А ^ значешя (6А) стр. 9 : 

<х = — х, р=0 
т. е. положить: 

2 Г = 2/ 
^ д а - ь а д , 

а д а + ад, 
ду 



1 п—у —п—у\ 7^71 

Ш\ + Ш\ = А « « е 51 +а-пе е> ) Соз~ 
/ п—х —п—х\ ЯТЬ 

Ш, + Ш = 1\К е ; +Ь-„е :)Со8—у 

и предположим!), что къ бокамъ нашего прямоугольника 
приложены заданный нормальный и тангенпдальныя напря-
жешя. Замътимъ, что мы можемъ всегда подыскать та
кую гармоническую функцш V т. е. функцш, удовлетво
ряющую ур-ш 

дх* + ду2~0' 

которая принимала бы на контуръ этого прямоугольника 
значешя 

- У х + . . (Ю) дх " ду 

гдъ [А?! + N2)1 и [N1 + N2)2 имъютъ значешя (9), а именно 

положить 

г,- 7 : 7 1 I 

8гп — у + (р 

( п—у —п—у\ тт 

Ап е е 1 + А-п е е « ) 8гп — 

( 7Г П \ 

п—х —п—х \ 
в п е ^ +в-пе е»; 

при условш, что А„, А-п> В», В—и удовлетворяютъ ур-1ямъ: 

Апе^ + А-пе*г* 

Л^е~~V , + А - п е7^ • 

П7Г 

1̂ 
- е\ап е ^ + а _ » е с« / 
1 

.(12) 



Въ дальнъйшемъ мы предположимъ, что [N1 + N2)1 и 
№ + №>]> представляютъ четныя функцш относительно х 
и у; тогда: 

ап = а_„ Ъп = Ъ—и 

и изъ (12): 

п—е. , —п~в, 
П7С е е 1 + е ег тгп тг 

• Ап = — = — е 2 — — а„ = — г, Ш1гп- е2 аа 

е е 1 — е е 1 

Вп = — В-п = —е1— — о н = — ег Шпп — г, Ь» 
Ч п - е . —п-в. е 2 е 2 

е е» — е е» 
Функщя сопряженная съ У (11) будетъ 

Ж — 2' (апЛу - А^п е~пЬ) Со8-х + 

+ 2' ( - Вя е%* + В_„ е ~ п ^ ) Соз — у + ф+С 

= Е — с 2 Ш / г /г — 5 2 ( е « I + е е» Ь„Со$— х — ех вг \ / ех 

— 2' — е, СоПгп— еАеЕ* + е -"^)Ь„Соз—у-\-ф+С, 
$г е г V / Ч 

где С некоторая постоянная. 
Такъ какъ значешя У на контуре прямоугольника со-

впадаютъ съ значешями (10) т. е. въ силу (8) съ значе-
Н 1 я м и 2 Т, то оне являются у насъ заданными и след-о, 
решая задачу Дирихле, мы найдемъ V, а след-о и ТУ. 

Вычитая IV изъ левой части 2-го ур-1я (8), а изъ пра
вой части (8) вычитая выражете ТУ (13), мы найдемъ: 

N,-N•1'- УУ + С = 

(13) 

1 а » — \(У — Ч СЫд-е%) е 
7Г 

7Г — 1 ??7Г 
(у + г 2 СоЬд— с 2 ) е - | Соз — ж — 

5 1 1 е 1 



(13 018) 

П7Г( 71 \ п - х 

— ±Ъп — на? — ех Со1д — ех) е г» — 

— (х + г х Со^ ^ е 1 ) е -"5/1 Соз~у — 

= 2 а й - ( < / ( е . . ' - в ч ) -

— г 2 С % ~ е2 ( е я ^ + е~ V ) | Соз ™ х — 

-ЪЪп-[х{еч - е ) -

— е, Со1д ^ег [е'е? + ё~\в} | Соз ^у 
При у = + 8 2 

^ + — ^ + С) = 2 Л 2 + Ж - 0 = Д(аг) 
будетъ извъстная намъ функщя (четная) отъ х и слйд-о, 
им-вя въ виду выражешя (9) и (13 Ыз): 

1\ {х)=Хап\п Соз — х + 1'Ъп ( - 1)« \^х{е1х-е~%*) + 

( 1 - е ^ С о ^ ) ( е ^ + е-^)}, . . (14) 

Г Д * Хп = 

7Г 7Г _ 
2«—е, -2п—е, . . «&2 е е 1 — е е 1 + 4м — 

^_ 
и — г , — п — г , 

в е 1 — б е 1 

При х = ± ^ 
М + + (М - ^ 2 ~ С) = 2 ^ , - С = /2(у) 

будетъ известная намъ (четная) функщя отъ у и 

А (У) = 1'Ъп/Лп Соз ?/ 4- 2 а„ (—1) п {^«/ ( Л у - е~ V ) + 

4 ( 1 - , 8 ^ ^ | е 8 ) ( / ^ + в - ^ ) } . . . (16) 



гдъ !1п = 

и —е. —г»—е. 
е е » 1 —- е е-> 

Предположимъ, что Д (х) и ^% (у) разложены въ три-
гонометричесше ряды: 

717Г ^ П71 

и(х) = 2 а , „ Со8~~х /а(у) = 2' а2„ С о 8 Т" 2/» г д Ь 

а,„ = — I тг(х) Сов — х ах 
61 ^ 

= 1 Г + Е а 

е2еУ — е, 
«2» = г / й<У) Соз — уйу 

УУЬТС 

Умножая объ части ур-1я (15) на Соз — х и взявъ инте-

гралъ отъ нихъ отъ х == — ег до х = -{- ег мы найдемъ, 

е г* — е~ е> ) 

» 

а, умножая объ части ур-1я (15) на Соз^-у и взявъ инте-

гралъ отъ нихъ отъ у = — ег до у = -+- 5 2 , мы найдемъ 

е е . - е~~ *« / 
« 2 О Т - ^ / ^ е 2 = ^ л - - х ; тг[ж2е2

2 + ^ 2 ^ ] 2 " " а » ' ( 1 6 Ь 1 8 ) 

п 

Мы можемъ определить изъ ур-ш (16) и (16 Ыз) коэф-
фицентъ ап и Ъп при помощи послъдовательныхъ прибли-
женШ. *) 

Им^я обпця выражетя напряжетй въ изотермическихъ 
координатахъ, мы можемъ, задавшись какими нибудь выра-
выражетями основныхъ гармоническихъ функцш, отъ кото
рыхъ зависитъ решете плоской задачи, въ виде тригоно-

*) См. по этому поводу: Б. М. Кояловичъ. Объ одномъ уравне
нш съ частными производными четвертаго порядка. СПБ. 1902 г. 



(5) 

метрическихъ рядовъ напр. въ вид* 2 ап еп% Соз щ + 
Ьп е"^ 8т щ, удовлетворить контурнымъ услов1ямъ соотв'вт-
ственнымъ подборомъ коэффищентовъ ап и Ъп. Такъ напр. 
Р'вшаютъ задачу о равновйсш полосы ограниченной двумя 
концентрическими окружностями А. Тнпре [№ 10], В1Ыёге 
[№ 3 и № 8] и С. И. Белзецкш [№ 9] и о равнов*сш арки, 
ограниченной 2-мя софокусными эллипсами С. И. Белзец
кш [№ 12]. Неудобство такихъ р*шешй при помощи ря
довъ заключается главнымъ образомъ въ томъ, что не всегда 
эти ряды быстро сходятся и саму сходимость ихъ каждый 
разъ надо изслъ\цовать. 

§ 14. О символахъ 1>Жу V и ОжУ Я* и ихъ 
свойствахъ. 

Положимъ 

( 1 ) 

Очевидны сл,вдующ1я свойства этихъ символовъ : 

1) ВХу±Я= ЕЭхуР, ^ 2 ^ = 2 ' ^ ^ . . (3) 

2) ^ ( & Р ) = &А>2,Р, Оае9(кЖ) = кВХ9Р . (4) 

4) Если Р — $ + гг) = Р (г), гд* г = х 4- гу, а 

"у = ^ — щ р{гг), гд-в гг — х — гу, то: 

Д г з , Р = 0 , ~ЪщР=0, (6) 
и сл*д-о: 

Вщр= 2ВЩ $ = 21"(г,), В х у Р = 2 П х у . ( 7 ) 

такъ какъ 



и 

Дед г - д х

 г

ду-Р'(г) 

б) Если введемъ новыя перем-вниня %у, положивъ: 

/дх .дх 

гдъ 

_ _ /ох ,ох\ _ _ 

^ л * ^ » » * - ^ + и?) •=*»• • 

> • = © • + © ' = ( 8 ) ' + © " • • 

(9) 

(10) 

( П ) 

(12) 

дх 
её 

дх , „ 
ду 

дх дх 1 
1 > ^ Ж = ^ Н - г ^ - / ' ( О и / Ч 0 / / ( О 5 = р • • (13) 

При помощи символовъ 

1Ущ и -1^ху 

весьма просто производятся различный вычисленья, относя
щаяся къ плоской задачъ математической теорш упругости. 

Примеры. 
1. Найти решете системы ур-ш: 

да д$ К 
М ду~~ъ? 

да .(фк* 
ду + д$ Ь% 

гдъ кх и кл нвкоторыя постоянныя. 
Ур-ш (12) равносильны ур-ш: 

кг -\- % к% 

(14) 

Д 2 

и очевидно мы ему удовлетворимъ, положивъ : 



« + %р=—2— /'(О Л«) , . . . (16) 

т. к., составивъ отъ (16) символъ 2 )^ , мы въ силу (4) и 
(6) приведемъ его къ : 

- ^ — / 4 0 ^ / ( 0 , 

а, т. к. въ силу (7) = 2 / ' (Сг), а въ силу (13) 

^'(С)/'(С,) = ^ . (16) удовлетворить (15), а слъд-о и (14). 

2. При помощи свойствъ символовъ Т> и О можно изъ 
диф-ыхъ ур-Ш плоской задачи въ прямоугольпыхъ прямо-
линейныхъ координатахъ (см. фор. (3) стр. 9) получить 
ур-ая этой задачи въ изотермическихъ координатахъ ^, г] 
(см. фор. (4) стр. 16). 

Диф-ыя ур-1я въ прямолинейныхъ координатахъ (фор. 
(3) стр. 9) можно представить въ вид-в: 

Вху&Т+г^ — МЪ^-гЯхуШг+Ю, . (17) 
т. к. изъ (17) сл-вдуютъ ур-1я: 

д2Т _ д(^-М =__ д(^ + Ю 
дх ду ду 

д2Т д ( ^ - т ) = _ д{Ыг + т ? 

ду дх дх 

совпадаюпця съ фор. (3) стр. 9. 
Если О будетъ уголъ образованный осью 6 съ осью г»овъ, 

то по фор. (10) стр. 10: 

2 *7+ г ( Р - 0) - [2 Т+ г (М - АЙ] 

гдъ Р , ф, Ц" нормальный и тангенщальныя напряжетя на 
площадки _1.-ыя къ осямъ криволинейныхъ координатъ 6, ?у. 

Ур-1е (17) можно сл-вд-о переписать слъдующимъ об
разомъ : 

б * 



-2Ц+г(Р-ЯП _ . Щ(Р± Я) П^х 

или, т. к. въ силу (20) е- 0 4' =—— = 1 , 
X 

откуда вытекаютъ ур-1я (4) стр. 16 плоской задачи теорш 
упругости въ изотермическихъ координатахъ. 

§ 15. Плоская задача математической теорш 
упругости при заданныхъ перемъчцешяхъ на контур* 
въ случа* прямоугольныхъ прямолинейныхъ коорди
натъ. Обпця выражетя для перемъщетй точекъ т*ла. 

Диф-ыя ур-1я равновъс1я упругого тъла им-Ьютъ въ 
этомъ случаъ видъ: *) 

*) Ьохе (№ 14) Сп. IX 144 (4) стр. 202. 

т. к. Л Г 1 + Л Г

В - » Р + 

Но (стр. 18) : ^ = ^=/*(0 
и изъ (18) мы найдемъ: 

Д2 е-20. д , ? / Г ^ _ ^ ^ 1 = _ г вщ1 (Р+ Я) . (19) 

Имъя въ виду, что въ силу (10): 

. . . (20) 

такъ какъ 

мы найдемъ изъ (19) при помощи (10) стр. 72: 



д Д 2 ^ = ° 

гд* 
^. ди | дг; 

2<у = а 3— 
д# ду 

(2) 

миг) проекщи перем*щешй точекъ т*ла на оси координатъ, 
X и ц коэф-ы упругости такъ, что 

(А + ЭДД+*^а> = Р + * ' в = Ф 0 (*) . . (3) 
есть функщя комплекснаго перем*ннаго г = х-\-гу. Эам*-
тимъ, что напряяшшя N1, Т связаны съ перем*щетями 
и, V уравнешями: 

ди дю 
дж 

дг/ 

(4) 

такъ что 

М + А ; - 2 + + ^ ) = 2 (А+/*) Д 
дгл 

(5) 

Въ § 2 (стр. 10) мы ввели функцш Ф(г) веществен
ная часть которой = 2ИХ 2У8; изъ (5) и (3) сл*дуетъ: 

_ Я + 2« ^ , ч 

Само р*шеше плоской задачи при заданныхъ перем*-
щев'яхъ на контур* приводится къ интегрированш ур-ш: 

1 . л ди ,дю^_ 
^~11х+ду~~Л + 2/л 

дь ди 1 
(7) 

при условш, что и и V заданы на контур*. 
Ур4я (7) подходятъ къ типу ур-Ш (18) стр. 7 и по 

фор. (17) стр. 7 мы найдемъ: 



г; = а Р - ^ + Р 0 Р + р 
и = рР+а<2+Я0?+ф 

гдъ риф сопряженныя функцш такъ, что 
<р + гф = Р(г) , 

7? = $Ра-х-(гс1у (9) 
есть вещественная часть функщй комлекснаго перемъннаго 

/ / ( ^ ) ^ = / ( Р + ^ ) ( ^ + г ^ ) . . . (10) 

А - 0 . Я - ^ ^ - Э . Р . - О . в . - ^ + д ^ ) . 2/* 
а а и /9 удовлетворяютъ диф-ымъ ур-1ямъ: 

5а ^ 1 / 1 _ 1 \ 
ду 
да др 

- ^ = О 
(П) 

ду 
Чтобы удовлетворить ( 1 1 ) положимъ: 

_ 1 / 1 1ч 2/ ^ + / * 
а ~~ 2ЛА + 2 ^ ~1х)у~~2 / / (А+ 2//)' * 

Мы найдемъ : 

2/^ (Я + 2/1) 3 + ^ 

2//(А + 2//)' 

А + З/г 

О 

2 //(А + 2 /1) 

гд*ь 
а Р 

2/г(А + 2/*) 

Р + г ф = Фо(*)==(А + 2 / 0 Д + г2/и<>, 
вещественной части § Ф0 {г) йг = 

= 2 (А+^) в е щ - ч* ^ ф 

Ур4я (12) можно переписать въ видъ: 

У + г " и = - 2 ^ з д 2 / ( Р + ^ + 

+ 2 М А + ЗДРг + ^ + ^ ' ' • 

(12) 

( 1 2 Ыв) 



А. Е. Н. Ьоуе даетъ формулу ((9) стр. 203) 

2/1 2р{Х + 2р) 
1 . *+/л 

(14) 

2 (А + 2/0 
1 

(14) 

* ^ 2 ( А + 2/0 2МА + ад 
гдъ / удовлетворяетъ ур-ио 

дх2 ду2 

Если мы положимъ въ (12): 
• д/ 1 

?=Ту + Ч 

™ г 2 ( А + 2/*), 
которыя очевидно сопряженныя, то въ фор. (12) приведутся 
къ виду (13). 

Прежде чЪмъ переходить къ н-вкоторымъ сл^вдств1ямъ 
ур-Ш (12) зам-втимъ, что эта теор1я легко обобщается па 
случай какихъ угодно изотермическихъ координатъ. 

§ 16. Плоская задача математической теорш 
упругости при заданныхъ первмъщетяхъ на контур* 
въ случай изотермическихъ координатъ. 

Задача приведется здъхь къ интегрирование уравнешй: 
А _ д_ /и\ д_ /У\ 

к2 ~~ д{ \к) ду \к) 
2а> _ д /у\ д / и\ 
Н2~дё\Н/~Щ \к) 

причемъ 
(А + 2 « ) Л + г 2 / ^ = Р + г Ч > = Ф 0 (С) . . (2) 

есть функщя комплекснаго перемъннаго С— с + Ц9 а ^ и >*/ 
изотермичестя координаты точки такъ, что 

« й - « О (3) 
Ур-1я (1) могутъ быть переписаны въ видЪ: 

(1) 



д /и\ д /V 

дё\к) + Ц \к 
(4) 

X + 2« к2 

д_ /У\ д /и\ _1 Я 

Ы\к) Щ\к)~]1к2 

Эти ур4я мы приведемъ къ тину ур-ш (20) стр. 7 : 
д /у\ д /и\ 

тк)~д$(к) = ^ Р ' ~ В * « 1 + < Р * Р " - Яг Яп)Ро1 

+ (Р 1 ви + -Рн ^ ) вс»! 
5 /У\ " д /и 

дп \к) + ^ Ы = ^ & + р > + ( Р > р " ~ * в » ) ® 0 1 

если положимъ : 
Р г = Р , я, = я 

( б ) 

Р ц Р о 1 + Оц $ 0 1 = — к и

 = ~~ Д ~~ ^11 ^ 0 1 + Р ц Ф. 01 

Р ц Р о 1 "Г" Оц Оо1 ^1 
1 

(А + 2/*)Д! = Д + Р и 0 О 1 - « 1 1 Р о 1 

или 

Р ц Р о 1 + ^ и в о 1 = 0 

Р ц Оо| Он Рог ~ 2 ^ + д _ | 1 й ' 

Чтобы найти Р п , Ои, Р 0 1 , 0 О 1 , удовлетворяющ]"я (6), 

(6) 

положимъ: 

01 
6 ^ 

А е в 

(7) 

- * = И З Ч 2 ? - И 8 ) * + < § ) ' 

а О уголъ, образованный осью ^ съ осью ж-овъ. 
2{л + Я + 2/г}' 



Въ самомъ дъ\т1Ъ изъ (7) слъдуетъ: 
к 

Р ц * Яч Тй & ®1 

и слъдов-о, перемножая эти выражетя, мы найдемъ: 

Рп Рог + Яп Яог + ( Р ц Ооь ~ Рог Яп) /г2 

т. е. РпРог+ЯпЯо^О 

/г2 

А: 
Р ц Фо1 Ро1 ^ 1 1 = 

т. е. ур4я (б). 
По фор. (21) стр. 8 мы найдемъ слъдующдя выраже

т я для и и V, удовлетворяющихъ (5) или (4) : 

1=аР-рЯ+Р01 Ъ + р 

и 
. (7Ыз) 

Г Д Ъ 

Р 1 - Д Р Р п - Я Я^ - (Р Яп + Р „ ф ц 
= ^ ( Р е * * - Ойу) Рп - ( Р Л ? + ЯЩ Яп 

Это есть вещественная часть функцш комплекснаго пере
мъннаго : 

.V ( Р + * Я) (Рп + »' Яп) (# + 
= - «7 ( Р + # г) йг = - * Л Ф0 (С) &г, 

а а и /9 удовлетворяютъ ур-1ямъ (10) стр. 4, которыя въ 
разематриваемомъ случаъ принимаютъ видъ: 

* + ту = ч 1 м п 
да дВ , 

. . (8) 

Эти ур-1я подходятъ къ типу ур-Ш (14) стр. 72, если по
ложимъ въ послътшихъ: 



и по фор. (16) стр. 73 мы найдемъ: 

Такимъ образомъ по фор. (7 Ыз) мы пайдемъ: 

I (V + ги) = ( Р + г Я) (а + гр) + ( Р в 1 + г 0О1) Р, + Р(С), 

гдъ Р ( С ) = ^ + г^ 
или 

| _ г | = ( Р + г е ) 1 { Г 1 _ _ 1 } / , ( 0 / ( О _ 

где Р есть вещественная часть функщй комплекснаго пе
ремвннаго 

§ 17. Законъ взаимности перемъчцешй и усилш 
въ плоской задачи математической теорш упругости 

Найденныя въ § 15 и § 16 обиця выраженья для пе-
ремещеньй указываютъ на замечательное свойство этихъ пе-
ремещешй, которое обнаруживается если сравнить съ ними 
общья выраженья для напряженш, полученныя нами въ 
§§ 2 и 3. Мы имели для напряженШ формулу (7) стр. 16: 

где « + « 0 — * / ( 4 ) / Ч О ; . . . . (2) 
вещественная часть функцш Ф (С) равна Р + Я. Сравнимъ 
съ (1) фор. (10) § 16 умноженную на — « / ' (О и разде-

., 1 1 
ленную на к0 = д ^ р ^ ~~ ~ т« е« формулу: 



и 

| - ( и 8 г п в - ь Созв) = 26 т — (Р + <Э) Жп2в 

(8) 

*) Эти Рп (напряжения) не слъдуетъ смъцшвать съ Р п ф § 1С. 
6 

-тк-*® ' 2 т+^р'^—^оют+щс), • (3) 

/ Ф 0 (С) ; Ф0 (С) — 2(яНтО ^ а и м * е т ъ з н а " 

чете (2). Ур-1е (1) напишемъ въ вщгв: 

= г(а + * / ? ) - ^ - + Р(С) . . . (4) 

Сравнивая (3) съ (4), мы видимъ, что, если положимъ 

Фо(0/с'(0 = ^ / ^ . 3 2 ^ , ( 0 - ^ ( 0 • • • (б) 
2(«+ш) 2Е/ + г ' (Р—6) А + Зи 

- - т г а г >* ( О = — г ? - — +»' т т ^ г (р+е» А<>«. • (6) 

то (3) и (4) совпадутъ. Им'вя въ виду, что 

/ ' ( С ) = ^ е « / ' ( 0 * " = р ^ а 

гдъ 0-уголъ, образованный осью 6 съ какой нибудь произ
вольно взятой осью ох, мы перепишемъ ур4е (6) въ видъ: 

1 Л I О 

- 2 ( » + 1 и ) ^ е Ю = 2 Е ^ ( Р - Ф Н • <Э)е 2 0»'.. (7) 

т. е. 



или 

Л + и , 1 Х + 3/1 „ , л 

Такимъ образомъ, если въ 2-хъ плоскихъ задачахъ пере-
мещенья и усилья связаны ур-ьями (8), то основныя функцш 
комплекснаго перемвннаго связаны въ нихъ соотношешемъ: 

йФ(С) 

2 Р 0 ( С ) = Р(С) 

Мы получимъ простейшую форму этого закона, если 
сравнимъ съ (12Ыз) стр. 76 т. е. съ формулой: 

+ ^ д х т а Р г ' + р + ^ • • ( 1 0 ) 

формулу (8) стр. 10, въ которой положимъ а + г р — г у : 

+ Г(А • • (11) 

переписанною въ виде 

~ УЩЙЩ йг ^2/л(Х+2/л) + 

+ 1 т Й ^ ) ( Р + ^ ) г ' ' * ' ( 1 2 ) 

Изъ сравненья (10) и (12) вытекаетъ, что въ этихъ 2-хъ 
задачахъ перемещенья и усилья связаны соотношешемъ: 



Я , # 2 
/х ^ Х + 2/х 

а основныя функцш соотношешями: 

• (13) 

Различные частные случаи примйнетя настоящаго пр1ема 
мы дадимъ въ особомъ мемуар*. 

§ 18. Объ одной формъ дифференщальныхъ урав
нений плоской задачи математической теорш упру
гости въ изотермическихъ координатахъ. 

Дифференщальныя уравнешя плоской задачи матема
тической теорш упругости въ изотермическихъ координа
тахъ им-вють видъ (фор. (1) стр. 15): 

Умножая 2-ое изъ ур-ш (2) на г и складывая съ 1-ымъ, 
найдемъ: 

»*(ж)+»5(Й+«$-<> 
(1) 

Эти ур-1я можно представить въ вид*: 

(2) 

1 /дН , . дк\, „ . „ л ч д€ дР . 

а, зам-вняя г на — г: 
1/дк .дЬ\ тт , . „ л ч дЛ , дР ,/дТ7 . дЯ\ ,,ч 



Имъя въ виду (стр. 18), что 
1 
к 

и сл-вд-о: 
1дПО=-1дк + гО, 

найдемъ 

' ~ 740 = й [ " в д " [ ~ * 4 = 

дк\_г/дкдк\ 
~к\1Щ~~ дё)~~кЩ+гдё) " ' ( 4 ) 

и слъд-о ур4е (3) можно переписать въ видъ: 

ц ? , < ^ - ' < ^ ) - ' ( 1 + г + ' ( 1 + 1 ) ) - -
или 

/ " ( О дР /дЛ дО\\ 

Это есть форма диф-ыхъ ур-ш плоской задачи, въ ко
торой эти ур-1я намъ впосл"Вдствш понадобятся. 

§ 19. Объ опредйленш перемйщешй по напря-
жешямъ въ плоской задачъ математической теорш 
упругости въ прямолинейныхъ прямоугольныхъ ко
ординатахъ. 

Если и, V будетъ проекцш перем-Бщешй на оси коор
динатъ, то 

, /ди , ду\ ди 

* \ . . . . (1) 
, (ди , ду\ . п ду 

_ {ду , ди) 



й = л , 1 + Лг2 = 2 ( Д + А « ) ( | + | ) 

Если в будетъ функщя сопряженная съ 42, то въ силу 
ур-Ш (1) стр. 76 : 

(4) 

2/х \дх ду, 
Изъ ур-Ш (1), (2) и (3) мы найдемъ: 

ди = 1 | ЛИ \ ди _ 1 А+2/л 
дх 2/Л^ 2(Я + /х) / ' ду~2/х 4 /*(А+/х)^ 

^ 2/Л1** 2{л+/х))> дх~ 2/лТ + 4/л(Л+/1)в 

Ур-1я (4) требуютъ условШ: 
дЫ, А_ = д Г _ А + 2/1 &а 
ду 2 ( А + ^ ) 5г/ ~~ дх 2(А+/л) &* 

2 ( А + ^ ) &г ~~ ду + 2(А + д) 
или, имъя въ виду, что 

ди _ дй (Ш^^дй 
дх ду' ду дх 

. д_3 __дТ _ди д№ дТ _дИ 
ду дх~~ ду' дх ду ~ дх 

дЩ , дТ „ дЫ,. , дТ „ или 2 4- = о, • + - я - = О , ду дх ' дх ду ' 
которыя выполнены въ силу диф-ыхъ ур-Ш плоской задачи 
(ур-1я (1) стр. 9 ) ; г* и V найдутся тогда изъ ур-Ш (4) по 
правиламъ интегрироватя полныхъ дифференщаловъ. 

§ 20. Объ опредвленш перемйщетй по папря-
жетямъ въ плоской задачъ теорш упругости въ 
криволинейныхъ изотермическихъ координатахъ. 

Если Щп и у?г) проекщи перемйщенш на оси 6 эу, то 

*) С — постоянная; мы не будемъ въ дальнъйшемъ вездъ явно 
ее выписывать, предполагая, что она заключена въ знакъ Я. 



%=°т + 1т . . . . а » 
к2 д$ \ к / ду \ к / 4 

2а)_ _5 (ЩЛ_ 1 (Щ\ / 9ч 
к2~ д?\к ) ду \ к ) ' ' ' ' ^ 

причемъ 
(А + 2//) Д -\-г2рео = 

функцш комплекснаго перемъннаго С = ? + *>/. Если Р , 
?7 будутъ нормальный и тангенщальное напряжешя на 

площадки Л.-ыя съ осямъ ^, (см. § 3 и § 18), то 

1 5 5 
-У = щ^Ь) + ц(Щг)к) . . . . (3) 

^ ( Р - < Й в ^ ( « ^ А ) - ^ ( ^ Л ) . • • (4) 

Т. к. 

Р + в А + 2/и л А+2/л 
Л = Щ Х + ^ ' а 2 й > = ^ ~ с о п Р я ж - Л = 2 Т А + ^ Р + ^ ' 

где Р + ф есть функщя сопряженная съ Р + то ур-1я 
(1) и (2) примутъ видъ: 

2(А+^) к2 ~ дЦ ( Л 9 ) + Л*) * * ( 1 Ь 1 8 ) 

. . (2ыв) 
2(А+/*)/л д$ \ к / ду\к/ ' 

Ур-1я (3), (4), (1 Ыз), (2 Ыз) легко вывести при по
мощи свойствъ & и. Л изъ формулъ § 19 для прямоуголь-
ныхъ координатъ. Въ самомъ деле изъ фор. (4) § 19 
(стр. 85) следуетъ: 

5(1*+» «О 1 / А(Р+#) , . ^ ^ А + 2 / 1 1 Г А(Р+ф) . _ , А+2« ) 

5у 2/Л1 2 ( А + / г ) ^ + У + Ч ^ 2 ( А + Л ) / / 

(ЗЫз) 



(6) 

(« + » > ) = 2 ( д ^ {Ж + Ш + . (Р+ЯУ 

ИмЪемъ: 

и + гь= (щ-ц + • е ю . . . (6Ыз) 

и по фор. (10) и (13) стр. 7 2 : 

или, им-Ья въ виду, что въ силу (б) : 

(и + = ^ { М - ^ + 2 г Т}=^{2Т-г(Я-Щ} -

= = ^ { 2 С / - г ( Р - 0 ) } е ^ . . . (7Ыв) 

(фор. 10 стр. 10) и 

= т &е (Щт, /г + г г;*, А) 

(см. фор. (6) стр. 71) найдемъ изъ (7): 

# М ^ + г > ^ = ^ ( 2 Г 7 - г ( Р - Я)) 
т. е. 

дм^7г до^Л _ Р — (2 ди&)Ь ду^Ъ _ V 
д$ 2/1 ' дэу д? ~~ 

и сл^д-о: 

7 1 I», _ 1 _ л* « Л = 

2л 



т. е. фор. (4) и (3). 
Точно также 

2 ^ + ^ ) = ^ + ! ^ . . . ( 8 ) 

или, имйя въ виду, что въ силу (6 ) : 

Вщ(и + гь) = щ 3 ^ [ ( Р + + г(Р+0)} . (8Ы8) 

и Щ + г ц,,) в» = ( + » ^ ) к е*) = 

- > ^ ( ^ + , ^ ) , 

т. к. (фор. (6) стр. 71) ~П^фе{в)=Ъ(г,(^—\ = О 

найдемъ 

т. е. 

к ? ) * т \ ( р + 

д$ Ц I 2(\ + 1±) 

/ К 1 ) _ ! ( 5 ) ) _ ^ „ 
т. е. формулы 1 Ыз и 2 Ыз. 

Переходя къ вопросу объ интегрировании ур-Ш (3), (4), 
(1 Ыз), (2 Ыз), т. е. къ определенно перем'Ьщетй по напря-
жетямъ, им-вемъ [фор. (7 Ыз) и (8Ыз)]: 

^ ( и + » « ) « ^ { 2 1 7 - » ( Р - 0 ) } в а а . . (9) 



а, такъ какъ: 

Д в д (и + %ь) — к ё в (и + г V) 

&ху (и+г У) =к е~*в (и + *г>) 
то (9) и (10) дадутъ: 

^ ( и + й ? ) = ^ { 2 1 7 - - 1 ( Р - 0 ) } е * 

.(11) 

Отсюда, складывая эти ур-1я и вычитая: 

2 ^ ( « + «» )= ^ { ^ ( 2 С - г ( Р - 0 ) ) + 

Ъц (и + .« ) = ( 2 р - < с р - од + 

Легко видъть, что здъсь выполнено услов1е интегри 

руемости т. е. (т. к. у е в { = / ' (О) у с л о в 1 е : 

( Р + Ф ) ] д с ) } 

(12) 

Въ самомъ д-влй, выполняя дифференцировашя и, заме
чая, что 

б» 



по 

д(Р+0) д(Р+Я) 

мы приведемъ (12) къ виду 

±(2—-г— 1 (д(р+®> АН-2/д .д(Р+Я)\ 
р \ г ду 1

 / X + /л \ ду р 1 д$ ) 

_и9дЛ__.дР..Щ 1 _ / .д(Р+Я) Х+2рд(Р+Я)\ 
,А* д; 1 дс ^\д$) Х+р V д$ " + р дщ Г 

/"(С}Г1 г X 4-2п 

+ ^ (2Г7—* <р- 0)) + ~ а (Р+ «, - ^±3е (р+о,)] 

или послъ сокращешй къ виду: 

. /дЛ дР ./дТ! дЯ\\ / " (С) , 

совпадающему съ ур-]"емъ (7) § 18 (стр. 84). 

Такимъ образомъ при помощи (11), интегрируя пол
ный дифференщалъ 

й (и + Щ 

мы найдемъ г* + гг», а тогда по фор. (6 Ыб) мы найдемъ: 

• ч л и-{-IV 1 
Щп + гу^ = (и + гу) — ^ — у т ^ у 

Точно также: 

г*^ — г У ^ — ( и — * V) е , е = (г* — г V) к / ' (С) такъ что : 

^ - • ^ - ( и - * « ) / ' ( 0 . . . . (14) 



§ 21. Брим:Ьръ опред&хешя леремйщешй по за-
данпымъ напряжешямъ въ изотермическихъ коорди
натахъ. 

Возьмемъ случай на стр. 26, где былы получены вы
ражетя для напряженш въ эллиптическихъ координатахъ: 

/'(С) --=с8тк(с -Кг;) (1) 

& = Р 4 Я = 1Ат ет* Соз ту 4 Вш ет*8тту, 

Я = Р + Я = I Ат ет*8т ту — Вт ет? Соз ту + С 

217 с1 

-р- = т" 2' т { Ат ет? ( # т 2у Соз ту 4 # т к 2? # т тз?) + 
4- Вт ет* (8т 2у 8т ту — 8гп к 2$ Соз ту)} + <р 

Р — ф с 2 

— р — = 7" 2' т { Ат ет% (8т 2у 8т ту — 8гп к 2с Соз ту) — 

— Вт е1"^ (8т 2у Соз ту — # т 2 № 8гп ту)} 4- ф 

^(и 4 IV) = | к(?+ гу) [д ( 2 * 7 - г ' ( Р - Я)) + 

+ ( ( 2 ̂ » е ' п ? ^ 5 ш з 7 + т зУ) + 

4- ^ + 2 / * * ( А т е"* # т тзу — Д» е т о* Соз ту + С))\ 

д с Г1 

ц (и 4 ю) = ^ Л / г 4- г?) | - ( 2 * 7 - • (Р— Ф)) 4 

4- (Г г (Л« Оде тзу + А* е т * 8гп ту) — 

— — — е < # т тзу — Р т ет*Со$ тзу 4 С))} 

Имея въ виду, что (фор. (7) стр. 16): 

2У+г(Р-Я) , < л йФ(С) 



мы найдемъ, заменяя г на — г: 

к2 = -г{а—гр) д • (3) 

где Сг — $ — г'у; здесь а и р удовлетворяютъ ур-1ямъ (6) 
стр. 16: 

да _др^_ 1 
5 | ду ~~ К 

д* +
 д1=о 

5з? 5с 

(4) 

Въ разсматриваемомъ случае (см. § 5 стр. 24) мы 
можемъ положить: 

с 2 

а + г р = — тг (Ягм Д 2 + * 8гп 2 гу) , 

с2 с2 

а—г/9= — ^ ( # т /г 2|—г#ш2г/) = — ^ С М + гу) 8гпк (с—г^) 

и р = / ' (О / ' ( О = с 2 Яго Л + г у) 8гп к^-гу) 

Выраженья 

5 

5(% + г^) 5(м + ггЛ 
и ^ примутъ тогда видъ: 5? 5̂ / 

5 е 
(г* 4- г V) = 

4 
( с 2 й ф ^ ) 

+ - Л 2 Р ( С ) + т ^ ^ + 4 ^ ч ^ 1 = /г 4 V Я + /г /1(Л + /!л) ) 

~ 41 2/* ° 0 5 Л С С + яс 2 ЯгиЛ СГ 

-~8гпк:Ф(Сг) + ь^8ткСФ(С)+^81пЬСФ(С)} 
(б) 



с ( г сг с1Ф(С) 
= д&п к + г » | -7г* ( Л /г 2? — г # т 2^) — + 

к2 1 Л + 2/* ) 

4(2/* ь я с 2 # т /& С, 

- ^вткСФ^ + ^&ткСФ (С)+~5Й1ЛСФ(С)} 

Выражешя (5) показываютъ, что 
с Г 1 г / * Ж ) й С 1 

+ ( я Т ^ + ^ ) /Я*яйСФ(С)<гс} + соя$« . . (6) 

Такъ какъ въ разсматриваемомъ случаев 

Ф (С) = 2\Ат - гВт) е - с + г О 
Т/1 

то, полагая 

мы легко выполнимъ квадратуры въ (6), т. к. 

»п ^ 

«. 
г , /Я" — 1 # » - 3 # 2 ч 

= 2 2 ' ( * .+Ль) ( - _ п + — з + . . • + т + ^ / 1 / ^ - 1 ) 
при т нечетномъ 

и 

при ж четномъ 



(1) 
дх ~~ 2/Л 1 2(Х + /л)'*~гТ+2{Х+ц) 0 % | 

ду 2/Л1 2 (А4^) V 2 2{Х+,х)Ц 

гд-в й = 2$х + К2, & функщя сопряженная съ й. 

По фор. (8) стр. 10 мы им'Ьемъ: 

2 Г + * ( # , -Щ = г{а+Щ~Р + Р(г). . (2) 

гд* аир удовлетворяютъ ур-1ямъ (б) стр. 9 : 

да _др да д_Р _ п 

дх ~~ ду ~ 1 9 ду + дх ~ 0 ' ' ' (3) 
Ф (г) есть функщя комплекснаго перем'Ьннаго, вещественная 
часть которой ]У| + N2 т. е. Ф (г) = & + % 13. 

Изъ (2) слъ\дуетъ: 

2Т-г№1-^) = 2Т+1(Мг-^) = 

- - Ч ш - ю - ^ + я ы . • • • ( 4 ) 

$ 8т Ь С Ф (С) = И(Ат — г Вт) $ е<8т 7гСс1:+ г С Соз К 
т 

Ге('» + 2)С е ( ' » - 2 ) П 
— 2, ^ ( А т - г ' Б щ ) — ^ 2 ~т-Ъ + г' 0 0 0 5 М 

т '— —' 

Опредйлеше перемйщенш по напряжетямъ удобнее 
впрочемъ делать при помощи общихъ выражешй перем-в-
щенш при заданныхъ напряжетяхъ, къ которымъ мы и 
переходимъ. 

§ 22. Обпця выражешя для перемъщенШ при 
заданныхъ напряжетяхъ въ прямолинейныхъ прямо-
угольныхъ координатахъ. 

Мы имйли (стр. 86 фор. (3 Ы§)) для прямоугольныхъ 
прямолинейныхъ координатъ: 

д(ад + г V) 1 Г XII Х-\-2}х _ 



(5) 

где гх = х — гу. Подставляя (4) въ (1), мы найдемъ: 

д(и + %у) 1(1 йФ{вх) 
Щ— = 2ГД2 ( а ~ г р ) ~ШГ + 

— а Г ~ = 2^1~ 2 ( а "" *Л НЕТ" + 

Легко видъть, что можно положить: 

где # (я) и # (я,) две надлежащимъ образомъ выбранныя 
функцш отъ г и отъ гх. Въ самомъ деле, составляя отъ 
(6) частныя производный по х и по у и приравнивая ихъ 
(б), мы найдемъ: 

*'(*)+*'<«0 + 1 ( й -

•У Ю - «*' (*.)+* - * * (л) -
откуда 

, Гда 5/9 . /д# , д<х\~\ _ 
2 * ' < * ) - $ ~ » ( б + щ ) \ ф (*•> = 

} -.(7) 



или, принимая во внимаше (3): 

2дг'(*) = 2 1 Й % Ф ( * > 
л , ч *" , \дВ да , . 

Кдх^ду)) 
Но 

дх ду \дх ду) (Ю) ду \дх ду, 

есть функщя комплекснаго перемъннаго г = х гу, т. к. 
въ силу (3) : 

д_ /др _ да\ __ _0 /5а 5/2\ 
5# \5ж 5?// ' 5г/ \5# 5г// 
д /др __да\_ д (да , 5̂ > 

^/ 5ж \дх ду) ду \дх ду) дх \дх 1 ду, 

т. е. соблюдены условья, чтобы (10) было некоторой функ-
щей комплекснаго перемвннаго г = х + гу; если эту функ
цш мы обозначимъ черезъ ф (х + гу), то 

5/9 5а , . /5а , дВ\ 

Гх-щ+Лдх + Т у ) - * ^ - ^ 

и слъд-о (9) приметъ видъ: 

А + 3/; 
2 / ( 2 ) Ф(*) 

2*,Ч*|) = 2 Ф ( * , ) ^ 
и слъд-о (7) намъ дастъ: 

5/9 5а . /5а , 5/?\ 

(П) 



Замътимъ, что общее ръшете ур-Ш (3) можетъ быть 
представлено въ видъ-: 

а + 4р = а0 + гро + ${г) 

х —г у 
ГД-Б 

«о + = 
и мы найдемъ изъ (12) : 

< * ( * ) = = - 2 ;$ ' (* ) 

и (11) приметъ видъ: 

и + г V = ^ { ̂  (а - г /5) Ф {г,) + ±г /V Д», + 

и слъ\ц-о: 

(13) 

и - « » = ̂ {На
 + »Л ф ( * ) - 2 » Г + 

(14) 

Формула (14) совпадаетъ съ фор. (12 Ыв) стр. 76, если 
вместо аир введемъ а! и удовлетворяюнця ур-1ямъ: 

ду да? 

да? ду 

Изъ ур-Ш (3) и (15) слъдуетъ, что 

дж ду I 

(16) 

Эу Эж 

т. е., что 



« - & + • (/? + «г) = а + г/9 + г (аа + $рх) 

есть функщя комплекснаго перемъннаго г = х -\- г у , пусть 

а + + I (а а + г/9,) = СУ (г) 
и слйд-о: 

а + %р = а) (г) — г (а, + * А) 
Введя это а + г/9 въ (14) и обозначая: 

мы приведемъ (14) къ виду: 

ад - { у = - 5 ( а ' + #0 Ф ( ^ { & + 4 ^ ( Щ Р о • ' ( 1 8 ) 

гдъ Р 0 = веществ, части \ Ф (г) йг 

и слйд-о, замъчая что (фор. (6) стр. 76)) 

и умножая (18) на г, мы найдемъ: 

V + ги = ^ К + г/9,) ( Р + * Я) + 

+ Й Й 7 ) Р г " + ^ + ^ ' • • ( 1 9 ) 

гд-в Р = веществ, ч а с т ь ^ ( Р + г О) йг, 

а эта формула очевидно совпадаетъ съ фор. (12 Ыэ) стр. 76. 

§ 23. Обпця выражетя для перемъщетй при 
заданныхъ напряжетяхъ въ криволинейныхъ изо
термическихъ координатахъ. 

Обпця выражетя для перемъщетй легко получить 
зд^сь изъ формулъ предъидущаго §-а. Мы имъемъ (фор. 
(10) стр. 10): 



217 + г(Р- Я) = { 2 Г + • ( # - Щ)е^ 
или 

211 + г (Р — О) 
р — ~ = { 2 Г + г - } (/<(0)а 

По общихъ формуламъ для напряженШ мы им'вемъ 
(фор. (10) стр. 18 и фор. (7) стр. 16): 

Лф 
2 Г + г ( Д - Щ = - ЦХ - гу) + 

2 г 7 + \ (

г

Р ~ е ) = { 2 Г + г № - Л , ) ) (/' ( О ) 2 = 

= - | / Г ( С 1 ) / ' ( 0 ^ + Д О . . . (1) 

и слъ\ц-о: 

*ЧО = Р ( * ) [ П О ] 2 

1 ' ~ ~ [/"'(О]2 

Имйя въ виду фор. (14) стр. 90 и фор. (14), стр. 97 мы 
найдемъ: 

+ -4^р5)/"© / +№0 / Ф & 5 ' • • (2) 
или положивъ: 

X— IV 
а - Н / 9 = 2 I / ( С 1 ) 

и им-вя въ виду, что тогда §(г) = 0, Ф(г) = Ф(() есть 
функщя комплекснаго перем^ннаго г или С, вещественная 
часть которой =./У 1 + .Л/8 = Р + ф и 

мы найдемъ изъ (2): 



к 

+ т($ят{*югю*) • • • о ) 
Эту формулу можно получить и непосредственнымъ 

интегрировашемъ дифференпдальныхъ ур-Ш (3), (4), (1 Ыв), 
(2Ыв) стр. 8 6 : 

1 . дА дк дщч ду&, 

Р + Я , дщ-г, , _ дк дк 
= А ^ - + А - ^ - - ^ ^ - ^ 

. . (4) 

2(Л+^) " ^ 1 " Ц "Яде 
Я + 2/1 - - дю*п _ дг^г, дА дА 

Изъ ур-Ш (4) сл'Вдуетъ; 

1 л „ , . ч /дк , .дк\ , _ _ . . . 
^ { 2 *7г + ( Р - ^ ) } = (Щу+г ыъ) \д%+гЦ) +ЪВ*№ч+1*ь) 

Р+Я , . А + 2 я - . - /дА ,<ЭА\ , 

и сл'ъд-о мы им'Ьемъ: 

2 Л а - ^ 0 ^ - 2 | ( » е , + ^ ) = 

= • ^ { 2 г / - ( р - <ги}+*|±| -

(б) 



+ Ь (А- / / ) ^ г 2 ( А + / * ) / / ^ + ^ | 2 Ь 2 

д Щг) + \ / .дк дк\ + __ 
^ 7* + X V г ^ + V к ~ 

+ \ г 2 ( А + / х ) 2(А + /х)/И + ^ ) 2 й * 
Имея въ виду, что въ силу соотношешя (4) стр. 8 4 : 

_ 1 / .дй _ дк\_ ^(дк .дк\ 
~Ж~ "кУду д& ~~ кКдг) + г ди 

и что (фор. (13) стр. 72): 

Р 
мы найдемъ изъ (6), разделяя эти ур-1я на / ' ( ^ 1 ) : 

диЙ1±гщп_д 1 | . ГЩЛ^ 

(6) 

+ 4(А + /*) 

Изъ ур-ш (1) мы им'Ьемъ: 

Я) _ ^ йФ(С) 
Р ~ ~ 2 / ( У ' ^ " 1 Г + т 

и след-о: 

Р З ^ Ш - ^ -

Подставляя эти выраженья въ ур-1я (б), разделенный 
на 2А2, мы найдемъ: 
д + ъщ 1/ .дк | дй\ + г ̂  _ 
3* /г /Л гдэу д%/ к ~" 



Отсюда 

5 (ч* + гщ) = ^ {- А № Г ф & ) 4-

а перемънивъ здъсь г на — г мы и найдемъ фор. (3). 
Этой формулъ можно дать видъ формулы (10 ) стр. 8 0 , 

идя совершенно тъмъ же путемъ какимъ мы шли для пе
рехода отъ фор. 1 4 стр. 9 7 къ фор. ( 1 2 Ыз) стр. 7 6 . 

Для этого вмъсто а и @ въ ур-1е ( 2 ) введемъ аг и /9Х, 
удовлетворяющее ур-ямъ ( 1 5 ) стр. 9 7 , такъ что (стр. 9 8 ) 

а + %р + % (а, 4- »#) = со (г) = в» (С) 

и мы найдемъ изъ ур4я ( 1 8 ) стр. 9 8 : 

х - * т = ^ — & ф ^ 

+ 4 д а 7 ) Р о / / ( С ) • • ( 7 ) 

гд*в Р 0 = веществ, части ^ Ф (С) бйг, 

а изъ ур4я ( 7 ) слъдуетъ фор. ( 1 0 ) стр. 8 0 . 

§ 24. О значетяхъ постоянныхъ произвольныхъ 
въ формулахъ предъидущихъ §§-овъ. 

Въ предъидущихъ §§-ахъ въ наше изслъдоваше вошли 
слъ^уюшдя постоянный произвольный: 1) Постоянная въ 
выраженш ~й (опредъляемомъ по О, до постоянной произ-



вольной) см. фор. (3) стр. 86. 2) Постоянная въ выраже-
н1яхъ и и У, опредгвляемыхъ по правиламъ интегрировашяпол 
ныхъ дифференщаловъ или непосредственными ихъ выраже-
шями напр. фор. (14) стр. 97, гдъ- постоянныя произвольный 
въ и и V входятъ черезъ знакъ Легко видеть, что на
личность указанныхъ постоянныхъ показываетъ, что вопросъ 
объ опред^ленш перемЗыценш по заданнымъ напряжешямъ 
определяется до элементовъ движешя твердаго твла, т. е. 
въ данномъ случай до движешя твердаго твла || -но не
подвижной плоскости, а именно: постоянная въ ~й обуслов
ливаем угловую скорость этого движешя, а постоянныя въ 
выражешяхъ и и У — перем'вщешя полюса твердаго твла. 
Въ самомъ д^лй, если возьмемъ дв'в системы значешй 
и, У : щ , Ух и щ , ?;2, отличаюшдяся только на эти посто
янныя то для разностей щ — щ и ух — уг мы будемъ имйть 
УР-1Я: 

д (уг — уг) д (щ — щ) 

дх ду 
пост. = 2(о0 

д ^ — щ) _ д{щ — щ) _ 

дх ~ и > ду ~ 

д (Уг ~ У%) = 0 д (у, — У2) = 0 

дх ' ду 

откуда слйдують сл'вдуюиця обшдя выражешя для этихъ 
разностей: 

щ — щ = Сх — о)0 у , Уг — Уг = С 2 + о>0 х, 

которыя характерируютъ выражешя скоростей твердаго тйла, 
движущагося || - но неподвижной плоскости. 

Если поэтому закр^пимъ въ твлъ- полюсъ и элементъ 
кривой, проходящей черезъ этотъ полюсъ (т. е. направлеше 
касательной къ этой кривой) — задача будетъ вполне опре
деленная какъ это впрочемъ выясняется во всвхъ кур-
сахъ теорш упругости при определенш перемещешй твла 
по элементамъ его чистой деформацш. 



§ 25. 0 рйшенш плоской задачи математической 
теорш упругости при заданныхъ перемъщешяхъ на 
контур*. 

Въ §§ 15 и 16 (стр. 74—80) мы указали те функ
циональный уравнетя къ которымъ приводится плоская за
дача математической теорш упругости при заданныхъ пе-
ремЪщешяхъ на контуре, а именно въ прямоугольныхъ 
координатахъ задача приводится къ определенно двухъ 
функщй комплекснаго переменнаго 

<Р + гф 

и 

У ( Р - Н в ) й г = ^ Ф0{г)йг = § [(Я + 2//) А + * 2/х со] йг . (1) 

такихъ, чтобы 

на контуре принимало бы заданный значешя. 
Эта задача совершенно такая-же, какъ задача объ 

определеши напряженШ по заданнымъ напряжешямъ на 
контуре только вместо функцш Ф(г) (и определяемой по 

Лф \ 

ней - р \ задачи напряженШ (см. § 2 стр. 8) одной изъ 

2-хъ подлежащихъ определенно функщй является функщя 
Фо {г) йг 

(и определяемая по ней ея производная Ф0 (г)). Къ тому 
же заключешю мы придемъ, если сравнимъ ур4я обеихъ 
задачъ въ криволинейныхъ изотермическихъ координатахъ 
т. е. § 16 и § 3, а потому все что было нами сказано о 
решенш плоской задачи при заданныхъ напряжешяхъ на 
контуре относится и къ случаю, когда на контуре заданы 
перемещешя. Разсмотримъ напр. задачу о равновесш кру-



глаго диска, если заданы перемъщешя точекъ его контура. 
Мы имъемъ (ур-1я (10) стр. 80 ) : 

— г ( Р + , © * { щ - - } Г (О • «О -

гд-в Р есть мнимая часть функцш комплекснаго перемъннаго : 

§(Р+г<3)<г* = у* (Р+*в )ПО#. . . (2) 

а Р + г ф = (А + 2/л) Д + г*2/«ы. 

Обозначивъ черезъ Р 0 вещественную часть функщи 
комплекснаго перемъннаго (2), мы можемъ вмъсто (1) взять 
формулу 

гд* 

' . ( О - ^ О - ^ З Т ^ + У и о / (Р+*<2)/'(С)« 
Примънимъ для ръшешя нашей задачи фор. (3) къ 

случаю полярныхъ координатъ на плоскости. 
Мы им,вемъ здъсь (стр. 19) : 

/ ( 0 = /ЧО = е>, Д О - е й , гдъ С=? + гг/ = г^ + г6>, П = \ 

и изъ (2): 

г ( « - . Ч , ) - . . ( Р + . < й 4 ( г ^ - ^ ) г « + 

или, раздъляя на е» и, обозначая: 



+ *(1Т?; + Э Ь + Л ( 0 . . . (4) 

Предположимъ, что на контур-в круга раддуса г — В 
заданы нормальное и тангенщальное перемйщетя и и V. 

Отделяя въ (4) вещественную часть отъ мнимой, мы 
найдемъ: 

и Соз 6 — V 8гп 6 = 

" * (тТйтН)^вещ-4
 К р + * « в - * 1 + 

в ! 4 * ( я Т ^ " " ^ ) ^ 2 м н и м . ч. [(Р + Яг)е-<\ — ф0 . . (бЫз) 

Функцш: 

* г ' (яТ2^~/7) Д 2 м н и м ' ч- К-Р+«в) ^ ] - 0* 
/ 1 IV - ( 6 ) 

* (я + !2^~~ л) Д * в е щ ' ч ' [ ( Р + * ® е ~ С ] + ^ 0 

очевидно сопряженный и, зная значешя первой на контуръ* 
круга изъ ур4я (б Ыз), найдемъ ее по формулъ- (4) стр. 50: 



* * (АТ2^ " I) К 1 м н и м - Ч ' [ ( Р + ' ® ~Фо = 
/ 1 1\Е2 

1_ К (0 ?т ф + Ь (ф) Соз ф] {В* - г2) # 
2тг^ 0 В2-2Вг Соз[в—ф) + г2 * - - КО 

а значете 2-ой изъ функщи (6) мы найдемъ по фор. (б) 
стр. 51 , т. е. 

* (яТ2^ ~ I) В 1 в е щ - ч - К р + * ® ^ + °̂ = 

_ 2 т г ^ 0 Д 8 - 2 Л г а » ( е - Д О + * , а ^ - г - о . ч о ; 

Применяя теперь фор. (5) къ обводу круга, мы найдемъ: 

\ (х^р^ + ^) 1Ро]г=« = О » в - у8гпв]г=п -

- [А ( д ^ ; ~ Т ( Р 0 0 5 6 + 0 ^ м е ) + Ы г = к 

и сл-ьдов. 

= [и Соз е — V 8т 6]г=к = /, (в) Соз 9 — V Д (0) 

а поэтому по формулъ* (4) стр. 60 найдемъ: 

и сл-вд-о намъ будетъ известно (въ силу фор. (8)) 

Ро 
а тогда будутъ извъстны и Р и т. к. 



/ ' (С)(Р+г<2) = У ( Р + * « / ' ( < ) # - г д$ ду 
<р0 и ф0 найдутся по формулахъ (7) и (8). 

Такимъ же совершенно образомъ мы ръшимъ задачу 
для случая прямолинейнаго контура (по пр1ему изложен
ному въ § 9 стр. 42—49) и для всякаго изотермическаго 
контура (по пр1ему изложенному въ § 12 стр. 67—62). 

§ 26. О комплексныхъ преобразовашяхъ въ плос
кой задачи математической теорш упругости. 

Пусть имъемъ плоскую задачу математической теорш 
упругости, характеризующуюся въ прямолинейныхъ прямо-
угольныхъ координатахъ 2-мя основными функщями Р ( # ) 
и Ф (2) (см. § 2 стр. 10) такъ, что: 

2 Р + г д а - ^ ) = *(« + * ) ^ - + Р ( ^ ) . . (1) 
причемъ 

N1 + N2 = вещ. ч. Ф (г) 

Примемъ за а и /? значешя (6С) стр. 9 такъ, что 

. . . х — гу « + = ^ 
Тогда: 

2Т+г{^-Щ = -1{х-гу)Щ&+1?{2), . . (2) 

гдъ 
г = х-\-гу 

Вмъсто перемънныхъ х и у введемъ перемънвыя Хи У, 
связанный съ х и у соотношешемъ: 

(х + у г) (X + Уг) = пост. = Р 2 . . . (3) 

т. е. г2=В\ (4) 

йг г Р 2 



гдъ- 2= X + У г 

Соотношете (3) еоотвътствуетъ иреобразовашю при по
мощи взаимныхъ рад1усовъ векторовъ такъ, что, если точка 
т (х, у) описываетъ нъкоторую кривую, точка Ж (X, У) описы-
ваетъ кривую, преобразованную изъ 1-ой при помощи взаим-

В2х „ В* у \ 
ныхъ рад1усовъ векторовъ [Х=^^—г,, У = - ^ + — > ) • 

Если йз = У ^ + йу2 и а*8= УШ^йУ2 будутъ диф-
ференщалы дугъ обЪихъ кривыхъ, то изъ (3) легко получить: 

В* йз = Я8 (х2 + у'1) или В* йа из (X2 + У*) . . (б) 

Введемъ теперь въ основное ур-1е (2) вмъсто х и у 
перемънныя X и У и обозначимъ черезъ N1, N2, Т выра
жетя, получаюшдяся изъ N1, Ж2, Т, есть въ нихъ вместо 
х, у ввести при помощи (3) X, У; найдемъ: 

• 2* Л ф (2) 

гдъ ф (7) и р(^) выражетя Ф(^) и -7^(2) , если въ нихъ 
вместо г ввести 2. 

Ур-1е (6) можно переписать въ видъ: 

ВТ + »(Н, - Ы 2 ) ] ( ^ + У ^ ) = - | ( Х - г У ) ^ р + Д2 ) ; . . (7) 

гдъ $(2) = <М^ 2?(2)й2 . . . . (8) 

Изъ (7) сл-вдуетъ, что № (X 2 + У 2) + .р, Иа(Х* + 
•^)Н~Р> Т ( Х 2 + У 2) соответствуют новой плоской за
дачъ. При этомъ напряженш (не принимая въ разсчетъ р) 
распределяются въ обеихъ задачахъ одинаково, т. к., хотя 
напряжешя и умножаются повидимому на X2 + У 2 , но за 
то и Й8 увеличивается въ X'2 4- У 2 разъ (см. фор. (5)). 



н о 

Зд^сь р найдется изъ услов1я N1 (X2 4- У2) + V + 
N•2 + У"2) + р = вещ. части ф(2) т. е. 2 р = вещ. части 
&(2)-{Цх + Г1 2)(Х 24- У 2 ] . 

Это преобразоваше*) было указано МюЬоИ'емъ 8 Ыз] 
на основаши теоремы ЪеУ1 С1у11а. 

Мы можемъ обобщить эту теорш, взявъ вместо соотно-
шешя (4) более общее соотношете : 

* = <р{2) (Ю) 

где г — х + гу, 2= Х-\-гУ. 

Введя въ ур4е (2) новыя переменныя X, У и, обозна
чая черезъ 

ф{2) и ?(2) 
выражетя Ф(я) и если въ нихъ вместо г ввести 
при помощи (10) 2У мы найдемъ: 

г<р(Х-гУ) Оф(2) 

Если введемъ теперь две функцш комплекснаго пере-
меннаго 

ф0{2) и ?о(2) 

пока совершенно произвольныя, то положивъ 

-*-{Х-гУ)ЩР+ыг> 
' '

 ( 1 2 ) 

2 <р'(2) 02 
мы найдемъ, положивъ: 

{ 2 Т + *«1 -Пг)}(Х+/л1) = 2Т0 + ИН1о-Нго) • • (1В) 

2То + г(Н10-и2о)=-1(Х-1У)~^ + Ы2) • • (14) 

*) Наше преобразование совпадаетъ съ преобразоватемъ М1сЬе1Гя 
при поворот* оси у-оьъ. 



т. е., если къ этому прибавить еще условге 

N10 - } - N20 — вещ. части ф0(2) . . . (16) 

напряжетя N,0, N20 и То соответствуют новой плоской 
задачи, напряжетя, которой связаны съ напряжетями 
первой ур-1ями (14) и (16). Такимъ образомъ мы можемъ 
найти изъ данной задачи безчисленное множество новыхъ, 
преобразованныхъ изъ нея при помощи соотношешя (11). 
Тоже самое можетъ быть распространено и на случай криво-
линейныхъ координатъ. Представимъ себе, что имеется 
р-вшете плоской задачи въ криволинейныхъ изотермичес
кихъ координатахъ, которое мы соответственно изложенному 
въ § 3 [фор. (4) стр. 16] можемъ задать урчемъ: 

или взявъ за а + г/3 выражеше (8) стр. 17 : 

р = -4»/(в)г(0"~яё~ {^ ' ' ( ^ 
Введемъ вместо С новую переменную 2, положивъ 

С=?&) (17) 

Ур4е (.16) приметъ видъ : 

где Я , ГГ, Р, Ф{2), Р(^), 1(2) выражешя, получаю-
нцяся изъ #, Р , Ф, Ф(0» ^(0« /"(О е с л и вместо С 
ввести 2 т. е. вместо ж, у ввести X, У при помощи (17). 

Введемъ теперь функцш комплекснаго переменнаго 
1о(%), Фо(^) и Т0(%) п о к а совершенно произвольныя, и 
положимъ: 

А + / п = — д ф / г > 



мы найдемъ, положивъ : 

(/ + (I г) 2 ц + < ( Р - д ) а ц 0 4 ч ' ( Р 0 - д 0 ) 
Я 2 ' й 2

0 

+-Ро(Я) • (21) 

т. е., если къ этому прибавимъ еще услов1е, что 

Ро + ($о = вещ. части ф 0 (2) (22) 

а Ь0 есть дифференщальный параметръ изотермической 
системы координатъ 

изъ (21) слътгуетъ, что Р 0, ХТ0 соотв-Ьтствують новой 
плоской задаче, напряжетя которой связаны съ напряже-
шями 1-ой (20) и (22). Изъ одной плоской задачи можно 
слйд-о получить безчисленное множество другихъ. Сово
купность подобнаго рода преобразовашй мы назавемъ а л -
г о р и е м о м ъ комплексныхъ преобразовашй и примеры по
добнаго рода преобразовашй, частнымъ случаемъ, которыхъ 
является преобразоваше при помощи взаимныхъ рад1усовъ 
векторовъ мы приведемъ въ особомъ изслъ\цованш. 

§ 27. Приведете плоской задачи математической 
теорш упругости къ интегральному уравненш Фред-
гольма. 

Плоская задача математической теорш упругости при
ведена нами (§ 2) къ отысканш 2-хъ функщи комплекснаго 
перем'Ьннаго Ф (г) и Р(я) по заданнымъ на нЪкоторомъ 
замкнутомъ контуръ- 2' (внутри котораго Ф (г) и Р{г) ко
нечны и непрерывны) значешямъ выражешя 

гд-ь г = х + у г, гх~х—уг, т. е. ^ [Ф (г) + Ф (гх)] вещест
венная часть функщи Ф (г). 

аФ(г) 
+ *{й + \ег*&[Ф($ + Ф(в1)Ъ • • (1) 



Будемъ на нашемъ замкнутомъ контуръ 2' отсчитывать 
дуги 8 отъ некоторой взятой на немъ постоянной точки. 
Обе искомый функщи явятся на этомъ контуре фуНК-

ЩЯ МИ ДуГИ 5. 

Эти функщи мы будемъ обозначать Р(з) и Ф («). Пусть 
Ф (з) = и + г V. Значешя и и V на контуре 2 мы будемъ 

обозначать черезъ их и У3; производная - у - на контуре 2' 

будетъ совпадать съ зпачешями ~Ь « ^ и след-о въ силу 

ур-1я (1) на контуре 2' мы будемъ иметь условте: 

(2) . . г (а + -ч- + * л! Н- Р(в) + г е м, = дан. функ. 8, 

т. к. по условно значешя (1) на контуре заданы. 
Вообразимъ теперь функцш Грина 2-го рода для дан-

наго контура, т. е. функцш 6г (с, тп х, у), которая во 1-хъ, 
внутри контура 2' конечна и непрерывна за исключешемъ 
точки х — у = у, где она обращается въ безконечность 
какъ Ход V\х — + {у — ту)2 такъ, что : 

в(х, у, с, //) = -1дУ(х-{-)2 + (у-у]У + А(х, у, у), 

где А{х, у, у) конечная и непрерывная функщя отъ ж, у, & г/. 
Во 2-хъ, О (х, у, ^, у) имеетъ во всехъ точкахъ контура 

2 производную по нормали постоянной, т. е. независящей 
отъ 8. Если точки ж, у, ^, у мы будемъ брать на самой 
кривой I, то соответствуюшдя значешя О (ж, у, ^, у) мы бу
демъ писать Ст(з, &у) или в(з, а). 

Введемъ, следуя В. НПоег1'у *) операцш М И7, положивъ 

где I есть длина всей замкнутой кривой 2'. 

*) Б. НПЪег*. ОгипсИа^е е т е г а И ^ т е т е п ТЬеопе йег Нпеагеп 
БК&гепиа^МсЪип&еп. КасЪпсМеп УОП йег Коп1^1. О. д. \\Ч8. ги ОоШп^еп 
1905, стр. 312. 

йи . йъ 



Легко доказывается*) свойство такого символа: если 
ТУ (а) представляютъ значешя функщй комплекснаго пере
мвннаго конечной и непрерывной внутри контура 2', то МТУ 
только на постоянную можетъ отличаться отъ самой ТУ и 
эту постоянную всегда можно считать = О, если придать 
соотвътстующую постоянную къ ТУ. 

Продълаемъ теперь операщю М надъ обеими частями 
ур-1я (2), которое перепишемъ въ видъ : 

гдъ со8 = г (а + г/5), %л ~ г е 2 9 \ ф3 = данной функщй во 
2-ой части (2). 

Найдемъ: 

и вычтемъ отсюда (3), въ которомъ вместо члена: 

Ли3 . . С1У„ 

< б > 

представляющаго значешя функцш конечной н непрерыв
ной внутри контура поставимъ 

/йи, . Лол 

которому въ силу вышеуказаннаго замъчашя можно всегда 
предположить равнымъ (б). 

Найдемъ: 

м(°» (5г+»'та)) ~ +«ж) + 
+ М (х> щ) - х* и3 — Мф8 — ф8 

т. е. 

*) Ь. НПЬеН 1. с. стр. 312. 



г Г1дО(о,8)[ /Лиа ,дма\ . 1 7 

• * ' • ( 7 ) 

Имъя въ виду, что интегрировашемъ по частямъ мы 
находимъ: 

/
' дСг(а,8) /йиа . А У Л 

л р * я м > з а е д а л . . . 

мы найдемъ изъ (7), обозначая: 

д 6г (8, а) а" соа д2 Сг (а, з) 
да йо да2 (сиа — (09)=*& (а, 8) . . (8) 

2~п 
УР -1в: 

I Г1 

2^ I [12 (<7, 8) ( ^ + *!?„) + ю,] &т — у8 щ = т (з) . 
(10) 

ЗамЪтимъ, что мы можемъ положить (Б. ШЬег1 1. с. 
стр. 311): 

1 ПдО(<т,з) 
К . о — Ь Г - ъ Ь - ь . . . . . (11) 

Ур4я (10) и (11) можно заключить въ одно интеграль
ное ур4е Фредгольма: 

Г ( * ) = ? ( * ) - Г • • <12) 

если положить 
7" 

Г (8)=— ДЛЯ 0 < 8 < / И <гг (8) = Щ ДЛЯ 0<8<1 

= 0 для I < 8 < 21 и = для Кз^21. 



К (о, 8) = = „ г т ДЛЯ \ < г 

1 >/ ( 0 < 8 
Д > , 8) = — ^ 42 (а - I, 8) для | г ~ о 

1 дв(а,8-1) \ I < 8 < 2? 
К й д л я 1 о < * < * 

г г < 8 < 
^(вг.в) -- О для | г < < г < 

< 2 г 

2? 
2г 

Такимъ образомъ задача приведена къ ур-ш Фред
гольма (12). Болъе подробное изслъдоваше этого ур-1я 
мы сообщимъ въ особомъ мемуаръ. 

§ 28. Задача объ интегрировании гипергармони-
ческаго ур4я при заданныхъ на контуръ значешяхъ 
этой функщи и ея производной по нормали. 

Пусть им'вемъ неизвъстную функцш V, удовлетворя
ющую гипергармоническому ур-ш: 

\7ъЧгУ=0 (1) 

Д2 у Д2 у 
гдъ \/2 — -^—^ + ~о~2 ' а х> У прямоугольныя прямолиней

ный координаты точки. 
Будемъ искать не саму функцш V, а ея производный : 

_д'*-У д2 V _ д2 V 
Ухх~~д&> УУУ~~ду^> У--Шду ' ' (2) 

Если эти производный будутъ найдены, V найдется 
путемъ 2-хъ квадратуръ, а именно будетъ: 

Я *У д2У д2 V 

_ _ ^ а + _ ^ 2 + 2 _ _ з д . ( 3 ) 

Эти Ухх, Ууу, уху удовлетворяютъ слъдующимъ ур-1ямъ: 



*1п + *г-_1з1 = о 

У 2 (Ухх + 7ц) = О 

Кроме того предположимъ, что на н-вкоторомъ зам-
кнутомъ контуре 2 намъ заданы значены функцш 7 и про
изводной ея по нормали къ контуру и след-о эти выра-
жешя заданы напр. какъ функцш дуги § на контуре 2' т. е. 

ду 
7 = / , ( * ' , ^ = 4 ( 5 ) (5) 

Поэтому можно считать на контуре также известными : 

д2У дг У 

§?-/."(•)• яг* = /.'(•) • • • • («) 
Чтобы интегрировать ур-1я (4), который совершенно 

одинаковы съ ур-1ями плоской задачи теорш упругости въ 
прямоугольныхъ прямолинейныхъ координатахъ [см. фор (1) 
и (2) стр. 9), мы можемъ положить: 

9 Т 7 __д(Ухх+Ууу) д{У,п+Ууу) 
2 Уху—а-щ р ъ„- У<р дх 

у - г г -одЛ^±1т) • д(Ухх+Ууу) 

где (риф сопряженный функцш, т. е. 

д<р дф д<р дф 
дх ~ ду и ду ~~ дх 

такъ что 

.(7) 

где г —х -\- уг, а а и р удовлетвориютъ ур-1ямъ: 

дх ду * ду дх 

(8) 



причемъ для а, /9 намъ необходимо лишь частное ръшеше 
ур-ш (9). Напр. можно положить: 

а = О, р = у (да) или 

а — — х, / 9 — 0 (90) или 

« = ~ | , Р*=\ Ос) 

Ур4я (7) можно переписать въ видъ: 

йФ (в) 
Ут - 7 » 4- 2 г 7*, = (а + г/9) — ~ - г Щв) . (10) 

где I? (в) = <р-\-г ф и Ф(г) функцш комплекснаго пере
мвннаго в = х + гу причемъ вещественная часть функцш 
Ф (в) равна ТИР + 7 У У . 

Эти функцш нужно определить такимъ образомъ, 
чтобы на контуре 2 были выполнены услов1я (6). 

Заметимъ теперь одну формулу преобразовашя коор
динатъ. 

Повернемъ оси координатъ ох, оу на уголъ О и пусть 
значешя производныхъ функцш 7 по новымъ координатамъ 
ж и У\ будутъ 7 в 1 в 1 , 7 Л у 4 , 7*. у,; мы легко убедимся въ 
справедливости следующихъ формулъ для преобразовашя 
старыхъ производныхъ въ новыя: 

Ухх+ Уш = У^х, + УМх • . • • (11) 

УугУг — УХ,хх + 2%УХ1 у^^уу—Уш + 2*7*3,) . . (12) 

Возвращаясь теперь къ разсматриваемой задаче объ 
интегрирование гииергармоническаго ур-1я (1), заметимъ, что 

въ силу (6) намъ являются заданными на контуре ^-^ и 

0*7 
дп08- Если 0 будетъ теперь уголъ, образованный каса
тельной къ контуру въ некоторой его точке съ осью ж-овъ 
и след. нормалью къ контуру съ осью у-овъ (направлешя 
касательной и нормали мы полагаемъ расположенными въ 



томъ же порядке какъ оси ох и оу такъ, что при повороте 
па уголъ 9 обе системы прямыхъ совпадутъ: касательная 
съ + ох, нормаль съ + оу). 

Мы имеемъ тогда по формуле (12): 

7„м — 7« + 2 г 7.» = (Уу>, - У*х + 2 г ухц) е26>'* . (13) 

где Упп = 2-ой производной функщи У по нормали и сле
довательно, т. к. въ силу (11): 

Упп + У33 = Ухх + Ууу, . . . . (14) 
мы найдемъ изъ (13) и (10): 

2(Упп Н г Ут) = (УПп + Уз* + 7«п ~ 7м + 2г Узп) = 

- [(« + « Л - \Р(г)\ + 7„„ + 7« , 

а въ силу (14): 

7,.« + 7« = Ух + 7«.„ =• вещее, ч. Ф(г)= ^ { Ф (г) + Ф(гх)}, 
где 2{ — х — гу. 

Задача приводится такимъ образомъ къ определенно 
2-хъ функщи комплекснаго переменнаго Ф(г) и 1?(г) по 
заданнымъ на некоторомъ замкнутомъ контуре значешямъ: 

(а + й ^ - 1 ^ ) + ^ ^ { ф ( г ) + Ф ( . , ) ) . . (16) 

Эта теоргя легко обобщается на случай изотермическихъ 
криволинейныхъ координатъ у т. е. такихъ, что %-\-гу — 
Р(х-\-уг)\ пусть: 

дифференщальный параметръ системы координатъ зу. 
Пусть 8, и 8 2 будутъ дуги, отсчитанныя отъ какой 

Н И б у Д Ь ТОЧКИ М ПО КООрДИНаТНЫМЪ ЛИН1ЯМЪ 7] = С0П81., 

% — сопзЬ., проходящимъ черезъ М; если О будетъ уголъ, 
образованный нормалью къ лиши $ = сопзЬ. съ осью сс-овъ, 
въ силу (12): 



7,,*2 - 7,,., + 2 » 7 М , = ( 7 „ - 7 « + 2 г 7,,,) . . (16) 

Имъя въ виду, что основныя ур-]'я (4) могутъ быть 
написаны въ вид-в: 

ХЦ, (УуУ - 7** + 2 • Угу) = - Д , , (7™ + 7 „ ) *) . (17) 

мы придемъ изъ (17) совершенно также, какъ на стр. 73— 
74 § 14 къ ур-но: 

Г 7 М > - 7 М | + 2 г 7 М Л _ 1 
^ | А* ^ } ( т - 7 М , ) , 

или къ системе ур-Ш: 

д / 2 Уз з \ д (Увг*г—7# *Д 1 д / \ 

^ / 2 7 у Л 3 / 7 , , , , - 7 ^ , 4 1 0 / \ 
^ \ /г8 / + /г4 )~1г*д^\ъ^у^Ч 

.(18) 

Чтобы найти р-вшеше системы ур-Ш (18) достаточно 
положить: 

.(19) 

2 7 * , д д 
в щ ( 7 , , , + 7 М . ) ~ У * ^ ( 7 М | + 7,^) + р 

которыя можно заключить въ одну формулу: 

" • 2 7 ^ , + * ( 7 у , - 7 ^ ) _ _ (О • , 9 П ч 
= г (а + гР)—ах> г * (С), . (20) 

или 

7 Я * — 7*« -Ь 2 г 7«« й Ф (С) 
^ = (« + * /?) - « ^ ( О . (21) 

если при этомъ положить: 

а + г ^ = - 4 / ( С , ) / ' ( С ) (см. стр. 17). 

• ) Зд*сь + Т)*уГ=й-%&у <§ 1 4 С Т Р - 7 1 >' 



Здесь 

Р(С) = (р + гф, а веществ, часть Ф (О = Р М 1 + У,л . . (22) 

Заметимъ, что въ предъидущихъ формулахъ У„„, Ум , 
Увп (см. фор. (13), (14) и следуюпця) и Уна%9 У,л 

(см. фор. (16), (18), (19), (20), (21) и (22)) представляютъ 
в т о р ы я п р о и з в о д н ы я функцш V въ н а п р а в л е -
Н 1 я х ъ 5, п, 5 , , з2 и ихъ надо отличать отъ в т о р ы х ъ 
п р о и з в о д н ы х ъ по дугамъ 5, п, $,, з2, которыя мы будемъ 

д2у д2у д2у дгу дгу дгу 
обозначать черезъ , , ^ , ^ , ^ , ^ 

Мы сейчасъ увидимъ, что 2-ыя производныя по направ
лешю и по дуге касательной къ этому направлешю, вообще 
говоря, различны. 

Первыя производныя функщй V по некоторому на
правлешю 5 и по дуге касательной къ этому направлешю 
одинаковы, т. к. обе эти производныя являются проэкщями 
на направлеше § дифференщальнаго параметра 1-го порядка 
функщй V т. е. выражешя: 

/ 1 //дУ\2 , /дУ\2 

отложеннаго по положительной нормали къ кривой V— сопзЬ. 
такъ что, вообще говоря: 

7 , = ^ = #<7о$а, . . . . (23) 

где а-уголъ, образованный нормалью къ кривой \ = сопзЬ. 
съ направлешемъ 5 . * ) 

Вторыя же производныя по дугамъ вообще говоря от
личаются отъ 2-ыхъ производныхъ по направлешямъ, ка-
сательнымъ къ этимъ дугамъ, т. к. : 

д2У . д /дУ\ д „ д 
дз2 

о /а У\ о о 
(по дуг* •) - Я ( * ) - 3» У' = Тв(Н С о 8 а ) 

*) См. по этому поводу: I. И. С о м о в ъ. Рацюнальная механика. 
Ч. 1. Кинематика § 51, стр. 105. Не слъдуетъ смЪшпвать это а съ а въ (20). 



(см. фор. (23)) или 

5 а 7 д „ Л ч 5Н „ я . да 
~дз2~ = ~дз 8 а'~~дз 8 ®гп а д§ 

а т. к. = ± углу смежности дуги йз, то 

да__ 1_ 

дз~ ~~ р; 

гдъ /?5 радгусъ кривизны 5 и мы найдемъ формулу: 

5 2 7 т т дУ 1 

Точно такясе: 

д2У д дН да 
а—5- = «- (7/ Соз а) = -5— Соя а — Н 8гп а 3 -ггадз 5?гч ' дп дп 

и мы найдемъ: 
д*У т т 5 7 1 

• ^ Т т т . . . . . (25) дз г п ! ^ дп рп' 

гд-в рп р а д 1 у с ъ кривизны элемента дуги дп (если этотъ 
элементъ мы предположимъ криволинейнымъ) и: 

д2У д . дН да 
а а = (Н 8гп а) — - 3 - # т а + Я Соз а ~~ 5$<т 5 $ 4 ' дз дз 

т. е. 
дгУ т т 5 7 1 

= 7 , „ ± ^ - - (26) дздп тт-л- дз р„ 
Наконецъ: 

д2У д дН да 5 7 1 
Ш = Гп{Н8гпа)=ш8гп а + НСоза ^ = 7 Н Й ± ^ - * ) . (27) 

Для системы изотермическихъ координатъ мы соот
ветственно вышеизложенному найдемъ: 

*) См. по этому поводу Е. М а 1; Ы е и. Тпеопе йез Ро1в1Ша18 ипй 
Шге Ап-^епйип^еп аи{ ШекЬювЪа^к ипа Ма&пеМзтиз. Аи1ог181ег1;е деи&спе 
-Аиз^аЪе УОП Н. Мазег. ЕгзЪег ТеН, § 15, Зейе 94. 



д2У 
Уг^ Н-

0 7 1 
08, 2 Уг^ Н- дз2 рЙ1 

0 2 7 дУ 1 
дзхдзг 

0*7 дУ 1 
0 8 2

2 ~~ 08, ^ 

гдъ р,г, р$% радиусы кривизны криволинейныхъ элементовъ 
йзх и <#82, взятыхъ по коордипатнымъ лишямъ; им/вя въ 
виду, что: 

мы найдемъ: 

0 2 7 

дз 

У _ ъ О / ду\ _ 

, 2 ~ ~ Л 0 * \ 0 с / ™ 
; г 2 * Г + Л » * Г 
Л 0с -2 ^ п д$ 

0 2 7 = 0 / 0 7 \ ^ ,„ 0 2 7 
08!082 0 С \ ду / ~~ к2 

0с* 0? ^ д? ду 

0 - 7 , 0 / , 0 7 \ й 2 0 2 7 0 ^ 0 7 
0зу2 0^ 0зу 08 2

2 03у V" 0зу 

и отьд-о изъ (28) и (29): 

0 2 V 

(29) 

7 8 , » , 
0/1 0 7 0 7 1 

* 0с"г ^ 0^ 0С 0? 

7*, в , 
0 2 7 07г 0_7_ , 0 7 1̂  

Л 0^0>у + / г 0 | 0>7"*"Л 0? ^ 

0 2 7 , _ дк 0 7 _ 0 7 1 
^ = Д 2 ^ 2 + Д 0 ^ ^ ^ Л 0 ё ^ 

(30) 

0зу 0э? 

гд"Ъ р$ рад'усъ кривизны координатной линш у = сопзЬ., 
а ру радгусъ кривизны координатной линш с = сопз1. 



Напр. для полярныхъ координатъ (стр. 19), мы им^емъ: 

%=1дг, г; = в, к=-, ^ = °°, рч 

Утв = 

1д/ дУ\ 1ду_д2У 
г дг \ дг / г дг дг2 

1 д2у 1 дУ д /1дуу 
г дг дв 

1 оУ а /1оУ\ 
г 2 дв дг \г ~дв / 

1 д2У , 1о]У 
г дг Уев = л - ^ г 4- -

(31) 

г 2 дв2 

Переходя теперь къ задаче объ определенна функщй 
1?(С) и Ф (С) въ ур-ш (21) по заданнымъ контурнымъ усло-
В1ямъ, заметимъ, что последними определяются значешя 
на контуре функцш У въ зависимости отъ 5 и значешя 

| ^ т. е. (фор. (5)): 

ду 

и след-о являются заданными: 

дУ ду д2У 
= Л ( 5 ) , ^- = к (*), = А (в) 0§ дп дз 

При помощи формулъ (24) и (25), мы найдемъ на 
контуре значешя: 

У* и Уп! 

и след-о, если контуръ будетъ кривая ^ = сопзЬ., . . (32) 
значешя: 

Учч * У»л (33) 
Имея въ виду, что изъ фор. (21) мы имеемъ: 

Уз,, + Т у , 2 ( Г у ^ Г м > ) 

причемъ въ силу (22): 

вещ. ч. Ф(С) = Уз1Й1+ Р»,«, 

Л 2 
.(34) 



и сл-вд-о л^вую часть (34) на ковтуре (32) мы должны 
въ силу заданныхъ на этомъ контуре значешй (33) считать 
намъ заданною. 

Мы получаемъ такимъ образомъ задачу вполне ана
логичную задаче § 12 (стр. 57—63) и мы можемъ ре
шить эту задачу совершенно также, какъ и тамъ. 

Заметимъ, что 
а + ^ = -* /ЧС, ) / ' ( 0 

на контуре ^ = а совпадаетъ съ значешями функцш ком
плекснаго переменнаго: 

- ^ а - О / Ч О * ) . . . . (35) 
и предположимъ, что (35) представляетъ внутри всей 
площади нашего контура (32) функцш комплекснаго пере
меннаго конечную, непрерывную и однозначную. 

Мы решимъ тогда нашу задачу следующимъ образомъ: 
Имея въ виду, что выражеше (34) на нашемъ кон

туре задано и что мнимая часть его совпадаетъ съ мни
мою частью функцш комплекснаго переменнаго 

-±7{2«-С)1'(е)ЩР-гЪ\С), • • (36) 

всюду внутри нашего контура конечной, непрерывной и 
однозначной, мы найдемъ эту мнимую часть, решая задачу 
Дирихле. 

Тогда мы найдемъ и вещественную часть, (36) при 
помощи квадратуры, а эта вещественная часть сложенная 

съ ^ ' 8 1 д 2 ^*8*> является въ силу (34) на нашемъ контуре 

заданной и след-о мы найдемъ такимъ образомъ на по-
следнемъ значешя: 

*) ( есть операщя (, въ которой г (если онъ въ эту операцш вхо
дить) замъненъ в а — ». 



а сл'вд-о и значешя: 

Узхзх + К», 5, 

Такъ какъ 
Vг(Vз^8^+ К,*,) = О 

и функщя У8%$1 4- Ь,я. конечна непрерывна и однозначна 
внутри нашего контура, мы найдемъ ее по значешямъ на 
контуре, р'Ьшая 2-ую задачу Дирихле, и тогда наша задача 
будетъ вполнъ- ръшена, т. к., зная р М 1 + Г,,,,, мы будемъ 
знать: 

ДГ г ^ ' • 

а сл'вд-о, зная функщю (36), найдемъ Р ( С ) и при помощи 
формулъ (21), (22) задача будетъ ръшена, т. е. будутъ 
найдены: 

У%х Я, ч Уз^ в, , У$к 32 

Зная послъдшя, мы найдемъ изъ ур-1я (16) и изъ оче
видной зависимости 

ухх + уУу = Г,л + Уз,з, . . . . (38) 

величины ухх, ууу, уху\ въ самомъ дъ^тъ изъ (16) и (38) 
мы им-вемъ: 

Увх»х "Г" Увхзл — Ухх -\- Ууу 

Узгз, — Узхзх = {Ууу - Уха) Соз26 - 2 Уху 8%П 26 

2 У*хзг = 2 Уху Соз 26 + (Ууу — ухх) 8т 26 
т. е. 

У'г'г = ъ (У** + Ууу) + { {Ууу — Ухх) Соз26_ Ущ 8т 26 

У,л = {(Ухх + Ууу) - Ъ (Ууу - Ухх) Соз 26 + Ущ 8гп 26 I . (39) 

У,хз, =.Уху Соз26 + ±2(Ууу — Ухх) 8т26 

Изъ твхъ же ур-Ш (16) и (38) мы им*вемъ: 



Ууу — Ухх + 2»К*, = — И,,. + 2 * у.л) е-** 

УхХ 4~ Ууу = ^ 4 8 , 4" ^ 1 * 1 

т. е. 

Ухх 4" = 4~ 
^у2/ _ Ухх = (Ум1Ч - У,х.) Соз 20 + 2 у , л 8т 20 

2 Ущ = 2 у , л Соз 20 - (У,г,г — у,^) 8гп 26 
или 

Ухх = $ (у^+у,^) — 4 (Уз^-У,з,)Соз20-Унч8т20 

УУУ = I {У^+У,^) + Д [Уз.з-Уз^Соз 26+У,л8т2в • . (40) 

Угу = уш%ч Соз 20- $ (у^—у^Згп 20 

По фор. (40) мы и найдемъ Ухх, УуУ, ущ по даннымъ 
Уз^, Узгз2, Узгзг и слъд-о при помощи фор. (3) найдемъ у. 

§ 29. Иримъры: примънеше предъидущей теорш 
къ прямой лиши и къ кругу. 

Представимъ себъ, что контуръ состоитъ изъ прямой, 
которую мы примемъ за ось ж-овъ, и предположимъ, что 
во всъхъ точкахъ этой прямой намъ заданы значешя функ-

ду дУ 
щи У и производной по нормали ^ == -щ. 

Примемъ для а и /5 значешя (9Л) стр. 118. 
Найдемъ: 

. ЛФ(г) . „ 
Уу], - Ухх + 2гУщ = —~- - гЖ(г) . . (1) 

На оси #-овъ т. е. при у, = О намъ заданы значешя: 

дУ 

и сл-вд-о при у = О: 

д2У д2У 
г - - ар - Л " И • ^ - ШЦ - * (ж> • • <*> 



• ос (5 — Ж ) 2 + 2/* 

и сл^д-о изъ (б): 

Ухх ~Ь 2 / Ч — |у Я " (5) + (Ж — «) ^'(в)]Й5 
X X I - Ууу 7 Г / _ ( С { § - х ) 2 + у 2 

НаЙДЯ $Г, фу Ухх + Ууу, МЫ ОПреД'ВЛИМЪ Ига, Ууу, Уху 
по формуламъ (7) стр. 117: 

2 ^ = = 2 / Ш 9 
д(Ухх+Ууу) 

ууу-Ух*=у"КУХ\;, ууу)+ф д(Ух^ + Ууу) 
ду 

и слъ\ц-о: 

йзъ ур-1я (1) при у = О: 

[г (Ууу - Ухх) ~ 2 Уху]у = о - [У = о 

или 

* ( Я ю + Ууу)у = о = 2 [Кху + г Ухх]ц = 0 + []?{г)]у=о 

т. е. въ силу (2): 

[г(Ухх + Ууу) - * Ш = о = 2 (/,'(ж) + "(х)) . . (3) 

Предполагая, что Ухх + и ]?{%) конечпы и непре
рывны на всей полуплоскости у > О, мы можемъ положить 
(стр. 43): 

* к ] -„(з-ху + у* ' ' ' ' ^ 

гд-ь р + гф = ^ (г ) 

Съ другой стороны по фор. (8) стр. 44 функщя ф со
пряженная съ функщей у (4) будетъ: 

2 (Х — 8)/г'(8)08 



- к г* —7ГГ- ~ *-*ЧО + (Угг + Уев) г2 = 2(Увв + • Угв)г2.. (6) 

тг _уд{У*х + Ууу) ? 
Уху — ЪУ д х 2 

гг - \ п , Л.т,л . д^±Ууу} Ф Ухх — ^ \ухх *Т Vуу) \У д 2 

Ууу==1(У** + Ууу)+$У Щ г 2> 
а V найдется по фор. (3) стр. 116. 

Решетя этого вопроса въ нисколько иной формъ даны 
Е. А1тап81 и О. ЬаипсеИа (см. примеч. **) къ стр. XIII). 

Чтобы применить нашу теорш къ кругу, введемъ по
лярный координаты, положивъ (стр. 19): 

! = 1дг, 71 = 6, Н=\, /(С)==еС 

Если на обвод* окружности г = В намъ заданы зна-
ду 

четя у и значешя какъ функцш отъ 5 (или отъ 0, т. к. 
8 = ВО на обводе окружности рад1уса В), то въ силу со
отношение (31) стр. 124 намъ будутъ заданы на обводе 
этой окружности: 

Уев и Угв т. е. У,х9% и К»,», 

Обращаясь теперь къ фор. (34), положимъ (стр. 17): 

а + 2/9 = - 4 / ( С 1 ) / ' ( 0 = - ^ 2 ^ = - ^ 2 

т. е. а = — ^ г 2 , р = О 

и след-о изъ (34) найдемъ: 

<*ФЧС) 
ас 

Такъ какъ на обводе круга намъ заданы значешя У и 
ду дУ г ду 
^: У=и (д)> то заданы на немъ и - ^ = Г(^), 
д2У д2У 
аРвЛ"(^)» дгдв^^'^ а т о г д а п о * о р - ( 8 1 ) стр* 1 2 4 , 

найдемъ для точекъ обвода круга: 



1 д'У , 1 дУ 1 , й , 1 

1 а1 Г 1 Э 7 1 1 А 

и слъд-о изъ (6) для точекъ обвода круга мы найдемъ: 

[ - ^ ~ » ̂ (С) + ( 7 , г + 7 ^ ) Д 2 ] г = « = 

= 2 ( й л ( ^ + Л / 1 ( ^ + » 2 г ^ - » 7 , ' № ) • • (8) 
и слйд-о, если обозначимъ: 

- 4 .й 8 - ЩС) = - г > ( 0 - - .. (9) 

а потому по фор. (4) стр. 50 : 

^~~тг]0 В* — 2ВгСоз{в-ф) + г% ' ' { Х К ) ) 

и по фор. (б) стр. 6 1 : 

а, т. к. изъ (8) по фор. (4) стр. 5 0 : 

- »(# + * *") + (Угг + Уев) - й 2 = 

г ^ 0 Я 8 - 2 # г С о 5 ( 0 - # ) + г 8 « р . - и ^ 

то мы найдемъ изъ (10), (11) и (12): 

(7гг + Увв)В* = 

^ К 'Хф)+МЪ{фЖ&-г*)~2гЩ \ф)- В/йЩ8гп(0-ф) 

Л 2 - 2 Д г Соз(в — ф) + г 8 

Найдя 7гг •+- 7<де, мы найдемъ, по фор. (19) стр. 120: 



2 7 * г1 = ^ г 2 ^ ( 7 , т + 7 * ) — $р 

( 7 * 9 — 7гг)г2 = - ^ г 3 уг (7гг + 7е*) + 0, 

гд'Ь (риф найдутся изъ (9 ) , т. к. р + гф=]?(С), & и V 
определяются изъ ( 1 0 ) и ( 1 1 ) , а 

йФ(0 = д(Угг+Увв) _ . д(Угг+У(ю) 

Зная: Угг=Уз1з1, 7 ^ = 7 . , » , , 7 * = 7 , 1 » 1 , мы найдемъ 
7га-> 7(/у» 7г|/ по фор. ( 4 0 ) стр. 1 2 7 и сл'вд-о найдемъ 7 по 
фор. ( 3 ) стр. 1 1 6 . 

Р-вшеше вопроса для круга дано въ другомъ вид-в 
Е. А1тап81 и О. ЪаппсеПа (см. примеч.***) къ стр. ХШ). 

§ 30. Примкнете предъидущей теорш къ эл
липсу и къ нйкоторымъ другимъ контуражъ. 

Введемъ теперь эллиптичесюя координаты въ изотер
мической форм^, положивъ (стр. 2 4 ) : 

г — х-\-гу — /(С) = с Созк{= с Созк ($+щ) 
откуда: 

х = с Соз к $ Соз г], у = с 8гп к $ 8т у 

Кривыя ^ — сопзЬ. будутъ эллипсы: 

%2 , У2

 = 1 

с1 Соз к2€ с2 8т к2 $ 
1 

Кривыя у) = сопзЬ. будутъ гиперболы: 



ТО 

мнимая часть [ * и * з р - . » » 1 _ . - « | > 1 _ 
и мы можемъ положить (см. стр. 60 ) : 

а + %р — — \ с 2 Соек гу) 8тк($ + гзу) = 

с 2 

- -г{8тк2$ + г8тЪг)) . . (1) 

Если на обводи эллипса % = а намъ заданы значешя 
дУ дУ 

У и значешя = /г -^р какъ функщи отъ ту, то въ силу 
соотношешй (29) стр. 123 намъ будутъ заданы на обводе 
эллипса У9^ и У,г?2 т. е. 

По фор. (34) найдемъ: 

(* + г(*)—% г ^ Ю + р р ..(2) 

причемъ вещ. ч. Ф (С) — У»х$х + Т7*,»,. 

Изъ (1) имеемъ: 

[ос + г Я * = « = [—^ с 2Со$&(2а — С) Л С к - а — Й (01е - «, 

где 5(0 = — ^ с 2 С о 5 / г ( 2 а — С) 8гпкС, а С—$ + 

Такъ какъ для всехъ значешй внутри эллипса $ = а 
^ (С) остается конечной, непрерывной и однозначной и кроме 
того въ силу (2) : 



мнимая часть 

тт ] _ оо [ Д 2 ] , = й { ( 5 - У ; ) 2 + ( е _ а ) г } > » 

вещественная часть ^ ( С ) — ^ ^-г(0 = 

* ] - со [ ^ « { ( З - Г у ) ' ^ ! ? - ^ 2 } ' 

а сл-вд-о изъ (3): 

Найдя К М 1 + ^ , 8 , и слъ\д-о, зная 

мы найдемъ: 

Ухх> Ууу> Уху 
по фор. (40) стр. 127, а затЪмъ найдемъ V при помощи 
2-хъ квадратуръ. 

Точно также мы можемъ разсматриваемую теорш при
ложить къ случаю контуровъ, преобразующихся конформно 
на кругъ при помощи ггвлыхъ полиномовъ, положивъ (см. 
фор. (1) стр. 41) 

г = /( О — 2 (ап ~ гЬп) е < 
п 

гд-в ап, Ъп вещественный постоянныя, а 1 распространена 
по ц-влымъ значешямъ п. 

Прим-вняя нашу теорш къ кривымъ ^ = пост., мы 
Р'вшимъ задачу для кривыхъ, конформно преобразующихся 
на кругъ при помощи ггвлыхъ полиномовъ. 

При этомъ мы предполагаемъ, что (см. стр. 125 фор. (35)): 

5 ( 0 = - 4 / Г ( 2 « - С ) / ' ( 0 . . . . (4) 



представляетъ- внутри разсматриваемаго контура конечную, 
непрерывную и однозначную функцш комплекснаго пере-
мъннаго С. Заметим!), что, если бы (4» въ какой нибудь 
точке внутри контура теряло свойство конечности и непре
рывности, но произведете 

* (О=5 (0 г (0 (б) 
было конечно, непрерывно и однозначно, где р(С) функщя 
комплекснаго переменнаго внутри разсматриваемаго контура 
конечная, непрерывная и однозначная, то легко обойти тре-
боваше, чтобы (4) было конечно, непрерывно и однозначно. 
Мы множимъ въ этомъ случае обе части ур-1я (34) стр. 
125 на Р(С); найдемъ: 

йФ(С) У,,+Уа, 

= ^ 4 1 Р ^ - ) Р ( С ) , . . (6) 

где ж0 (О = ^ ( 0 р (О 
ПО УСЛОВШ: а = (5 (01*= а 

и [ Р ( 0 ( « + ^ ) ] , = в = [^(С)] , = а . . . (7) 

Такъ какъ Т 7 ,^ и Т7*,̂  на контуре являются задан
ными, то, обозначивъ вещественную и мнимую части функщй 

, ЛФ{С) . „ г 

везде внутри нашего контура конечной, непрерывной и 
однозначной черезъ Ж" и У̂Ч', т. е., положивъ: 

Х(Ъ^^~*Яо(С) = М+Щ . . . (8), 

мы найдемъ въ силу (6), (7), положивъ: р(С) = ^ + г Б 



= { ~ [ Ун НА- Р . , Л + г (В Ун ,г + А Р,4 0] } ^ = в 

т. е. след-о, обозначая значешя М, Д -4, Д /г, Р!«,*> 
при С = а черезъ Ж а , Д , , ^.«, Д», /га, Г( 8,*>, 7 ( 5 , , а ) а : 

Ж а Н Л « = ( Ч*г Н) аАа — У (в, гг) а &а) 

^ + В а = ~ ( Г{н а Ва + Гь в 4.) 

откуда: 

МаВа-^Аа = - ~ (В*а + Г ( в | . . (9) 

и след-о для определешя функцш комплекснаго перемен
наго (8) т. е. 

мы должны решить задачу Римана (9), въ силу которой 
вещественная и мнимая часть этой функцш связаны линей
нымъ соотношешемъ (9). Эта задача приведена Б. НПЪегГомъ 
въ 1904 г. къ ур-ш Фредгольма (сообщено на III конгрессе 
математиковъ въ Гейдельберге), а въ 1905 г. имъ же съ 
2-мъ задачамъ Дирихле*). Условш (б) удовлетворяют 
напр. полюсы и, если особыми точками ДС) являются полюсы: 
г = а{, г = а-1, г = ат, мы за функцш р(С) можемъ принять: 

(г — а,)*» [г — %)*» . . . (*—а^кт 

Напр. этимъ способомъ можно решить задачу объ 
отысканш гипергармонической функцш для прямоугольнаго 
контура, решенную Еьйапауе и Б. М. Кояловичемъ при по
мощи безконечныхъ тригонометрическихъ рядовъ, введя изо
термическую систему координатъ ^ и такихъ, что 

*) Ь. Ш1Ьогк. Мегга^Ыспипдеп. ОШш^ег ИасЬисЬкеп 1905. 



$\.щ=Вт ат(х+гу) или г=х+гу=/(С) =^ ^ ^ —=== 

Одной изъ кривыхъ % — соп81. является здесь прямо-
угольникъ, котораго стороны относятся какъ 2 К: К', а 

* - 4 1 / л Н 1 + Л ( 1 + а 4 ) ' • ' I 4 - 2 ^ + 2^1+ . . . 
2# + 2 о 4 + . . 

я* 
где ^ = е к ' (Н. А. ЗсЬотагг. Огезат. АЬЬапд. II Вс1. 8. 75.) 

Особыми точками (4) здесь могутъ быть только полюсы 
и потому предъидущее разсуждеше здесь вполне применимо. 

Совершенно также, какъ на стр. 112—116 въ § 27 
мы приведемъ разсматриваемую нами задачу къ интеграль
ному ур-ш Фредгольма. Если обозначимъ черезъ 1?(8) и 
Ф{з)—и3 + №е значешя функщй и Ф{г) на разсматри-
ваемомъ контуре, мы въ силу ур-1я (14) предъидущаго §-а 
придемъ къ ур-ш: 

г(а + гр) 4- г^-} + Ж(8) + ге и3 = дан. фун. 5 

на разсматриваемомъ контуре. Если мы введемъ, следуя 
НПЪеП'у, операцш: 

то, подобно изложенному на стр. 114 и 115, придемъ и 
зд^сь къ интегральному ур-ш Фредгольма*): 

Г 21 
Г(8) = (р(5) К(о,8) <р {а) йа. 

*) Приведете задачи отъ интегрировании гипергармоническаго 
ур-1я при заданныхъ услов!"яхъ на контур* къ интегральному ур-ш Фред
гольма, но изъ совершенно другихъ соображение дано А. Нааг. Б]е Капй-
^ег4аи1§аЬе аег В1П©гепйа]#1е1сЪип& Д Д 11= о. ОоШп&еп КасЪпсЫеп 1907. 



§ 31. О ръшетяхъ общей задачи математической 
теорш упругости, приводящихся къ ръчпешямъ пло
ской задачи последней. 

Дифференщальныя ур-"я общей задачи математической 
теорш упругости, какъ известно, приводятся во 1-хъ): къ 
3 дифференщальпымъ ур-'ямъ равновъс1я элементарпаго 
параллелепипеда, "представляющимся при отсутствш внъш-
нихъ силъ въ видъ *) : 

Щ дТг дЪ = 

дх ду дг 

дт3 + еъ + дт1^0 дх 
дТ2 

ду дг 
дЪ дЖ + — - + — = О дх ду дг 

(1) 

и во 2-хъ): къ соотношешямъ, связывающимъ перемъщешя 
частицъ гвла и развиваюшдяся въ немъ напряжешя**): 

# , = 2 ^ , + Вв, Тх = 29д{ 

Ж2 = 2&з2 + В0, Тг = 20д2 

# 3 = 2 # е 3 + Б0, 2Ъ = 2 % 3 

где О, В коэф-нты упругости тела 

ди ду дго 
~дх} = ~ с ^ 

(2) 

Ч 

дго . ду 
ду' 

ди . дго 
ду 1 д*' ™ дг 1 дх ' и А дх 

дг 
ду ди 

2#з = я^. » ~Щ 
(3) 

а и, V, гу, — приращешя координатъ точекъ тела***). 

Въ силу ур-Ш (2) значены ./V,, Ж2, Т,, Тъ Т% 
помимо (1) должны удовлетворять еще некоторымъ уело-

*) См. курсъ гидростатики и теор!и упругости Д. Бобылева. СПБ. 
1886, откуда нами заимствованы обозначешя. 

**) см. вышеуказан, курсъ стр. 113. 
***) см. тамъ же стр. 114. 



В1ямъ, аналогичнымъ условно Маипсе Ъёуу въ плоской за
даче. Этимъ у с л о в 1 я м ъ легко придать видъ уравнешй*): 

1 д*№ + # 2 + # з ) 
У 2 # , 

У 2 # г 

У 2 Дз 

1 4 - х дх2 

1 -+- х ду2 

1 д 2 ( # , + # г + Д 0 
1 + х дг 2 

1 ^ № + Щ + Щ 
1 + х д?/ 

1 ^ д а + ^ + а д 

(4а) 

ГДЪ* X — 
Е 

29 1 и 

1 + х дгдх 

1 д 2 ( ^ + # 2 + 1 У 3 ) 
> 

1 + х д# 3?/ 
1 29 „ 

^ПГ7 = ^т, Е модуль упругости 

(4Ь) 

з 2 г а 2 г д 2 Р 
дж2 ду'2 дя 2 

Будемъ искать р-вшешй ур4й (1), удовлетворяющихъ 
услов1ямъ (4) и зависящихъ только отъ 2-хъ перем-вн-
ныхъ х , у . 

Тогда вт2 дТг дЛ7

3 дг 
= - д г = О и ур-1я (1) приведутся 

къ виду 

дж дг/ 

0Ж """"" 5?/ 

я̂? ~*~ ду и ' 

(б) 

*) Эти услов!я легко выводятся изъ (2); мы пришли къ вимъ со
вершенно самостоятельно, но оказалось при изученш литературы вопроса, 
что он* даны Е. А1тапз1 въ АШ ае11а геа1е ассайеппа сЫ 1лпсе1 В. XVI 
1° зетезкге 1907 стр. 23—26 и поэтому мы не приводимъ зд-всь ихъ вывода. 



а ур-1я (4) къ виду: 

Г7 V = - ^ — 

4 / 2 1 1 + х дхг , 

Ч^Nг = —^-^ ^ , 4*^3 = 0 
1 а 2 ( Ж + Л + Л ) 

V,'А= О, V*Г 2 = О, у г Г 3 = ~ - * - Ч - , ' - . . • СЬ дхду 

Г Д * 
_ 52_Р 

Складывая 1-ыя 2 ур-1я (6 а), и, прибавляя къ нимъ 
1 

3-е ур-1е (6 а), умноженное на 1+х , мы найдемъ: 

У 2 ( Д + ^ 2 ) = О 

(7) и след-о: У 2 ( ^ 1 + ^ 2 ) = 0, . . . . 
а въ силу 3-го ур-1я (6 а) : 

у 2 ( Д + ^ 2 + ^ з ) = 0 (8) 
Поэтому первыя 2 ур-1я (6 а) и 3-е ур-1е (6 о) можно 

переписать въ виде: 

1 + х д х 2 

1 ^ ( ^ Н - ^ + Л з̂) 
1 + * дхду 

(9) 

Разсмотримъ теперь плоскую задачу теорш упругости, 
напряжешя въ которой 1^, N2, Т 3 удовлетворяютъ след-о 
услов1ямъ такой задачи (см. § 2 стр. 9): 



н о 

д Ь +

 д1 = 0 

дх ду 

ду дх 

V2(N 1 ^-N 2 ) = 0 . . (10) 

Если <р будетъ функщя Аггу, соответствующая раз 
сматриваемой плоской задаче, то 

Изъ этихъ ур-Ш следуетъ: 

(П) 

02 02 

02 

02 02 
^ Т = - ^ ^ ^ = 0 ^ ^ + ^ ) 

(12) 

Ур-'я (10), (12) совпадутъ съ первыми 2-мя ур-'ями 
(б), съ ур4ями (7) и (9), если ^ = ^ Иг=Щ Т = Г 3 и 
кроме того 

+ ^ + = Ож у + К 1 + ^ = Сц+Лг + Ъ, 

где (7^ произвольная линейная функщя ху: С ^ = Сг х-\- Сг у+ Съ 

т. е., если 

Итакъ след-о в ъ р а з с м а т р и в а е м о й з а д а ч е р а с -
п р е д е л е н ' е н а п р я ж е н 1 й Л^, -Л~"2, Т 3 соответствуем 
плоской задаче математической теорш упругости, а 

Яъ = ах + Ъу + с + х№ + # 1 ) , . . . (13) 

где а, Ь, с — катя угодно постоянныя. 
Разсмотримъ теперь напряжешя Г, и Г 2 , Для которыхъ 

мы имеемъ соотношешя: 3-е ур-'е (б) и 1-ыя два ур4я (6Ь) 
т. е. 



^ • + ^ - 0 (14) 

У 2 Т х = 0 , ЧгТг = 0 . . . . (15) 

Изъ ур-Ш (14) и (15) слвдуетъ: 

дх ду 
дТ\ дТ2 ^ к 

дх ду 
где к некоторая постоянная. 

Эти ур-1я подходятъ къ типу ур-Ш (18) стр. 7, если 
положить: 

и= Т1} у= Т2, К3 = к, Р , = 1, & = 0 

1$ — т3 = п8 = О 

и след-о но фор. (17) стр. 7 : 

Т1 = и = а + ^к?0 + 9: 

Т2=у = р + ф, 
где 

д?/ да? 
да д/9_ Л 
дж дг/ 2 

(16) 

т. е. 
(17) 

где а и /5 удовлетворяютъ ур-1ямъ (16), а <г и ^ две со
пряженный функщи. 

Положивъ: 

мы найдемъ: 

кх ^ _ 

!Га = Ла? + р, Г 2 = ^', 



Такимъ образомъ мы найдемъ окончательный резуль-
татъ въ сл,вдующемъ вид-в: 

Д, Т3 

соотв'втствуютъ какому нибудь р^шенио плоской задачи, 

Е— 2(т 
Щ=х{Я1+Щ)+ ах+ ъУ+с=:—20~ №+^2) + ах+Ъу+с, 

Т1 = кх + <р, Т2 = ф, гдъ 

а, Ъ, с, к — катя нибудь постоянныя, а (р и.ф дв"Б сопря
женный функцш. 

П р и м е р ы : 

1) Возьмемъ р-вшеше плоской задачи въ иолярныхъ 
координатахъ: %=1дг и 0 и, положивъ въ фор. (2) стр. 19: 

й = Р + Я = А&-* 8гп 0 + Ве~? Соз 0 + Се-& 8гп 20 + 

+ Ве-ъ* Соз 2 0 = ^ (.48Ы0 + В Соз0) + 

+ ^(С8т20 + ЯСо820), . . . (19) 

<р = ^ ( ^ е Соз 0 — Яе^ &п (9) = | (А Соз 0 — Б 8гп 0) 

ф=1(Ае*8т0+ Ве?Соз0) = ^ (А8гп0 + ВСоз0), 

найдемъ: 

2Т1г2 = - \ г2 И + <р = Б8т20 — ССоз20 

и сл*вд-о: 

С7= № 2# - О Соз 20) 

Точно также: 

{В-О)г2 = -^г2-^а + ф==%Ае?8т0 + % Ве$ Соз 0 + 

+ С 8т 2 0 + Б Соз 2 0 + ф = Аг 8т 0 + Яг Соз 6/ + 

+ С8т20 + Р Соз20 т. е. 



Р - (А&пв + В Со8б) + ^ (С8т2в + ВСоз2в) 

или въ силу (19): Р— Я = Р + Я и слъд-о: 

я — о, 
Р=~{А8тд + В Соз6) 4- - 5 (С Яш20 4- Х> Со*20), 

а Щ = 
Е-2а 

2а Р 4- сопз1. (а = Ъ = с — 0) 

Положивъ въ (18): к = 0 <р = ср = 0, мы найдемъ 
ръшете: 

Р = Л (АЗгпв + ВСоз 0) + ^ (С8т2в + В Соз2в), 

<2 = О, Г / = (X) $ п 2 0 — С Соз 20), 

Я - 2 # # - 2 # / 1 

+ ^ 20 + 1) Со$ 20)) + Сои**. Т, = Т2 = 0 

2) Положимъ теперь: 

и=Р+Я=4е~'8тв+Ве-?Со8е + Се^8т26+Ве^Соз20-

= \(А 8т 6 + В Соз О) + г 2 (С Ям 29 + Х> Со* 20) 

и возьмемъ: 
Зг 

Ф — — ^ (АСоз 9 — В 8гп 9) 

Зг 
• • • (20) 

ф = — (А8т9 + В Соз 9) 

Найдемъ: 

2 # г 2 = - ^ г 2 ^ 0 4- сг = - г 4 (С Со* 2 0 - В 8т 29) — 

— 2г (А Соз9-В 8т 0) . 



и слъд-о: 

Л= — (ССозЯв-Л8гп2б) - \{А СозО — В&тв) 

Точно также: 

( Р — (2) г% = — ^ г 2 ^ а + ^ = ^ &п в + Вв? Соз О) — 

— г 2 (Се*;Жп2в + Ле^ Соз2 9) + ф = — г 2 (Сг 2 #ш 2 0 + 

+ # г й (7о5 26) — (Аг 8т 9-\-Вг Соз 9) или: 

Р — в = — ^ ( ^ ^ 0 + ^ ^ 0 5 0) — г 2 ( С # т 2 0 + 

+ # С о $ 2 0 ) = ~ ( Р + ф ) 
т. е. Р = О, а сл^д-о: 

ф = ^ (Л Яш 0 + В Соз О) + г 2 (О Яш 20 + Л Соз 20) 

# 3 = 2 # $ + соп5*. = ( - (А8тО + ВСоз0) + 

+ г 2 (О Яш 20 + Л Соз 20)) + соиз*. (а = Ь = с = 0) 

Положивъ въ (17): к = 0, <р — ф — § и, придавъ къ <р (20) 
постоянную, найдемъ решете проф. Н. Н. Митинскаго*), 
совершенно аналогичное 1-ому: Р = Т 8 = 27

1 = 0 

Я=\{А 8т 9+В Соз 0) + г 2 (С 8т 20 +Л Соз 29), 

11= — ~ (С Соз 29-Л 8гп 29) (А Соз 9 — В 8т 9), 

8 = 2(х ^ 00 

*) Инженеръ Н. Н. Митинсюй. Объ изгиб* кривыхъ бруеьевъ 
СПБ. 1900. Первый изъ разобранныхъ случаевъ совершенно аналогия*-
ный второму ускользнулъ отъ внимашя автора. 



3) Положимъ теперь: 

а =Р+0=Ае-е8т 6+Ве-$Соз О+Се* 8т о в+Пе^Соза (9= 

= - (А 8т в + В Соз в) + га (С 8т а в + 2) Соз а в) 

и возьмемъ: 

т0 = -—Г22- {АСозв-ВВгпв) 

ф = - (А 8гп е-\-ВСозв) 

Найдемъ: 
д а 

2 0г* = — 4 г 2 ^ & Н - ? = о г«+2(ССоз26 — В8гп2в) — 
« 4 - 1 

о - г (А Соз в — В 8гп в). 

д 

(В- ф ) г 2 = —± г 2 - р ^ 4 - ^ - ^ ( 4 г Я п 6> 4- Со* 0) — 

— | г>42 (С#ш а О + X) Со* а в) - & ^ ^ - Г #ш 9-{-В Соз 9) 

Отсюда: 
2(Я-Р) = а(Р+Я) 

т. е. 

Р ( а + 2) = ф ( 2 - а ) 

и сл'вд-о для разсматриваемаго случая мы им'вемъ: 

В = ^ ( Р 4- в) - ( 4 в т О + В Соз 9) + 

4- Г« ( С # т а 0 4 " # С о 5 а 0 ) 

2 4 - а 
4- - ~ — г«(С8та9 + ВСоза9) 

Ю 



ГГ= — | г*(ССоз 2 0 - В Вт 20) - ^ (4 Соз 9 - В Вт В) 

Е—26г 
а 3 ~ 26г— ^ ' + сошЯ. = 

Е—2&/1 
^д— ( - ( 4 # * и 0 + В Соз 9) + г« {С8т аВ + ЛСоза0)) 

Предъидупце результаты получаются отсюда при 

а = — 2 и а = 2 

4) Йнтересныя решетя получаются также изъ слу-
чаевъ X. С. Головина (стр. 20) (№ 1) и КлЫёге'а (стр. 19) 
(№ 3) и (№ 8). 

Полагая, какъ и на стр. 19 въ формулахъ (2) стр. 19: 

Р + Я = Ц{Атгт + А-тг~т) Созт9 

(р = 2!(Втгт + В-тг-т) 8гпт 9 

ф = 2!'(— ВтГт + - В - т Г ~ т ) СОЗ Ш 9 

и, разсматривая соответствующую задачу 3-хъ измеретй, 
мы придемъ къ ряду интересныхъ р-вшешй общей задачи 
теорш упругости, которыя легко получаются при помощи 
предъидущихъ формулъ. Во веъхъ этихъ ръшешяхъ на
пряжете ^ 3 найдется по фор. (13) стр. 140: 

Щ = ах + Ъу-\-с + х(Я\ +Щ, 
где а, &, с — катя угодно постояпныя. 

Все эти решетя даютъ для всехъ напряженш выра
жетя , зависяшдя только отъ 2-хъ переменныхъ ж, у, дефор-
мащя же тела, сопровождающая эти напряжетя вообще 
говоря зависитъ и отъ третьей переменной г. 

Предположимъ теперь, .что и распределете напряженш 
зависитъ отъ переменной г и возьмемъ простейшШ случай, 
когда напряжетя выражаются черезъ г целыми полиномами 
отъ г, коэффищенты которыхъ являются функщями х, у. 



§ 32. О ръчпетяхъ общей задачи математической 
теорш упругости, расположенныхъ по степенямъ одной 
изъ координатъ в. 

Постараемся удовлетворить ур-1ямъ (1) и (4) § 31 ря
дами расположенными по степенямъ г, положивъ: 

1 = 0 

1 = 0 

1 = 0 

п 

Г, = Т ! 0 + Г и * + + . . . + Тхпг» = 2Т«& 
г—о 

п 

Т 8 = Т 2 0 4- Тпг + Т 8 г * 3 + . . . + Т%пг» = 27Т» г* 

Т 8 = Т 3 0 + Т 3 1 * + Т 8 8 * 2 + . . . + Т„* -
* = 0 

••(1) 

где коэф-ты N,1 и Т« при степеняхъ г мы предположимъ 
функщями однихъ ж, г/. 

Подставляя эти выражетя въ ур-1я (1) стр. 137 и (4) 
стр. 138, мы найдемъ, приравнивая въ немъ 0 коэф-нты 
при г*: 

^ + Ж + } 2 ' г + 1 = = 

5- < + ^ < + « + 1 ) 1 Г „ . + 1 - 0 



У 2 # х . + ( * + 2 ) ( * + 1 ) ^ „ < + 8 в 

1 _ ^ ( ^ + ^ 2 « + % ) 

1 + х да;2 

^ # 2 г + ( г + 2 ) ( г + 1 ) ^ 2 , 1 + 2 = 
1 а 2 № 4 - % + ^ ) 

1 + х д у 2 

V 2 ЛГц + ( г + 2 ) ( 1 + 1 ) + 2 = 

= - (» + 2> (* + 1) г+2 + 4-1 + Я | , «+*) 

и точно также: 

V , Гх< -1- 0 + 2 ) ( г + 1 ) Г , , . + 2 = 

1 д 

= - 1^р- (г + 1) ^ № , г+1 + Щ,1+1 + Яд, 
V , Тц+ ( 1 + 2 ) ( г + 1 ) Т 2 , г - + 2 = 

1 д 

= - 1 4 1 - (» + 1) ^ № > .-+1 + # 2 , + # 3 . 

. (2 В ) 

У 2 ^ + (*+2) ( 1 + 1 ) Т 3,г + 2 = 

1 д 2 

1 + х да?дг/ 

• (2с) 

Если г~п, то ур4я (2а) (2в) (2с) принимаютъ про
стой видъ: 

да? ду 

^ 1 ^ = 0 
да; ду 

д ^ г » д У г 

да? ду 

1 ^ 
1 + х да?8 

(3) 

1?" I у-чп ф 

5 (^ 1 П + ^ 2 П + ^ З В ) | . . (4) 



. • (б) 

Ур4я (3), (4) и (5) совпадаютъ съ ур-1ями (5), (6„) и 
(6б) предъидущаго § и поэтому 

N N Т 
•*-т1"» х т 2 " > - * - З м 

соотвътствуютъ плоской задаче математической теорш упру
гости, а (фор. (13) стр. 140): 

Щп = ах + Ъу + с + х ( Д , « + -^ ,«) . . • • • (б«) 
где а, Ъ, с катя угодно постоянныя 

Т1Я = кх + р Т%п = ф (см. фор. (18)) . . . (6) 

Положимъ теперь г = п — 1; ур-1я ( 2 а ) ( 2 в) (2с) при-
мутъ видъ: 

+ = - п Г 1 И , . . . (7) 

Н 5 7 . — = _ м ^ 3 " » 

V» Д , « _ 1 = = -

дх ду 

1 + * 
^ „ 1 _ ^ № „ - 1 _ + ^ , . . - 1 + ^ 3 . « - 1 ) 

дх2 

ду* 
.(8) 

п д 
V , „ _ ! = - 5 ^ ^ (Д , „ + „ + ^ 3 , ,,) . . (9„) 

V . Т1П = О V , Т%п = О 



71 д 
\7з ^2> п — 1 — ~ тГ~| ~ ^ ( - ^ 1 1 П ~ Г " ^ 8 > " "Г"^»> ») • • (9 б ) 

1 а2 

V,* Т 8 , й _ 1 = — у - р - ^ ^ ^ № , п — 1 + ^ » , п - 1 + - ^ 8 » » - 1 ) • • ( 8 с ) 

Имея въ виду, что по фор. (6) на основанш примй-
чашя а) стр. 4 можно положить: 

дУ _дУ 
Т1п = к х - \ - Т 2 П — -щ . . . . (10) 

где V удовлетворяетъ диф-ому ур-ш: 

мы найдемъ изъ (7), (8) и (9) : 

Г . , . - 1 + п Г + - а - ) ^ 

а ( г , . - 1 + пГ + - ^ - ) _ 

да; ' дг / 

т. е. напряжешя: 
тхкх2 

N , « ^ „ ^ 1 , ^ = Ж 2 , П _ 1 , Т3 = Т3,п_1-\-пУ-\—.. (11) 
соответствуют напряжешямъ плоской задачи. 

Изъ первыхъ 2-хъ формулъ (8) совершенно также какъ 
въ предъидущемъ §-е мы заключимъ, что 

Я9,п--1 = ах+Ъу + с + х(Я1,т--1 + Я1,п-1), . . (12) 
где а, Ъ, с катя угодно постоянныя. 

Для интегрировашя ур-Ш, определяющихъ Тг и Тх, 
т. е. ур-ш (9Я) (дь) и 3-яго ур-1я (7), въ которое вместо 
Ж 3 п поставлено (б 0), положимъ: 

дТг,»-1 _ дТх,п-\ _ 
ду дх г» 

Для определешя р „ мы будемъ иметь ур-1я: 



ду дх 
дТЪп-\ . дТ^п—1 , г 

Н ^ 7 " = —яА'з, 

. . . (14) 

а, т. к. въ силу (б и ): 

7У3„==аа; + % + с + х(7У|,„Н-./У2,„), то 
въ силу (13): 

02„ = 1 ^ ( ( — *) А ^ . - 5" (аж + 0*/+с)) 

т. е. 

« = 2 {(1 + *) Ф« + ^ (оо? + Ьу + с)} = 
х 1 

= РГ^ <22« + Г - 7 2 ( а ж + & 2 / + с ) 

дх ду ~ пУ» 
дТип-1 , дТг,п-1 х п 

—Щ- + — 0 о Т - в " П Т=х - 1 = 3 ( а ж + & 2/ + с ) 

Эти ур-1я подходятъ къ типу ур-Ш (18) стр. 7, гдъ- )= 1,2 

^ 1 = рп, й = ф й , Р 2 = аж + оу + с, Я%*=ау—Ъх + с„ 
А:, = — п, — 0, к2 = 12

:=0 

т. е. слъд-о: 

Р« и аг„ = т ^ ( ^ , „ + ^ 2 , „ - ^ « ) • • • аз) 
функщи сопряженныя и для опредълешя Т1>п-1 и Т2,«—1 
мы имъемъ систему ур-ш: 

дТ2,п~1 дТип-\ ^ 



о\ — П = 0 

Нх 0, Нг — ̂  х 2 ЯоХ —0, ^ 0 2 — Ъ у2—. 
— Г 

и Т, и Тг найдутся по формуламъ (17) стр. 7. 
Прежде чймъ переходить къ дальнейшему изследо-

вашю коэф-овъ въ фор. (1) стр. 147 изследуемъ 2 част
ные случая: 

1. З а д а ч а С а н ъ В е н а н а . Постараемся удовле
творить основнымъ ур -1ямъ (2) въ предположение что 

т. е. след-о: 
N^—N•11=^1 = 0 при всякомъ г 

Изъ 1-хъ 2-хъ ур-1й (2а) мы найдемъ: 
Тг, 1+1 = Т2,г+1 = 0 при всякомъ г 

т. е. след-о: 

т. е. изъ всехъ ^з» не равны О лишь Д 0 и Д ц , которыя 
могутъ быть только линейными функщями отъ х, у т. е.: 

Д о = а + ахх + а2у, Д , == Ь + Ъхх + Ъяу, 
где а, ах, ай, Ъ, ЪХ) Ьг — катя угодно постоянныя и след-о: 

$ з — а + ахх + а%у + [Ъ + &хж + % ) г, 
где а, ах, а8, о, Ьх, &8, — к а т я угодно постоянныя. 

Для определешя Тхо и Т 8 0 мы имеемъ услов1я: 

д = д = т 3 = о (15) 

дТ» , дТх 10 + Ъ + Ъхх + Ъ,у = 0 дх ду 



1 дКп Ь2 

1 + х ду 1 + х 

1 Ж » Ьл_ 
V I 1 + х ^ - 1 + 

которыя мы подобно ур-1ямъ для опред-влешя 2 \ , п — 1 и 
Т2,п—1 приведемъ къ системе ур-Ш: 

- 5 - + - ^ ь-ь^-ъя 

дТю дТ10 х 

ж-ж = т+х-(-ь*+ь'у+ь°) 

Эти ур-1я приводятся къ типу ур-Ш (18) § 1 (стр. 7), 
если положить: 

Т 1 0 = и , Т20=Ъ, Ъ2х — Ъху — ЪО^РЦ Ъ + ^х + Ъм^Я^ 

&, = 14Т^ 2, = 0 , т , = = 0 , щ = — 1 , Я , ~=ф 0 1 = 0 , 

По формуламъ (17) стр. 7, положивъ: 

« 1 = 0, А = г14Т^ 

и, им^я въ виду, что 

Р 1=У Р^ж— Яхйу= У ( М - Ъху—Ъь)<1х— (Ъ+Ъ1х+Ъ<1у)с1у = 

х2—у2 

— Ь2— — Ьо^ — Ьу-т-с, где с — постоянная про

извольная, мы найдемъ: 

Ти—4 (ь + М + а д + ( ь ^ - -
— ^ая/ — Ь^х — оу + с) 4- р 

ю 



2 2 0 = 4 (ЪгХ-Ъуу— Ъ0) + ф, 

где <р и ф две произвольныя сопряженныя функцш*). 

2. З а д а ч а К л е б ш а . 
Другой замечательный частный случай представляется, 

если предположимъ: 
Г 1 = Т 2 = Д = 0 т. е. 

ТХг= Т2% = Дз» = О при всякомъ г 
3-е ур-1е (2в) стр. 148 даетъ тогда 

Д , г - + 2 + Д , . + 2 = 0 (16) 
при всякомъ г, а изъ 1-ыхъ 2-хъ ур-Ш (2в) следуетъ 

Чг№и + Я«) = 0 (17) 
при всякомъ г, а след-о, имея въ виду, что первыя 2 ур-1я 
(2а ) стр. 147 даютъ: 

дх ду 

дТ3< . зщ{ = 0 

(18) 

дж ду 
мы заключимъ,.что все 

Д г , ЛГ* % 
соответствуютъ плоскимъ задачамъ математической теорш 
упругости. 

*) Легко видеть, что выражетя, даваемыя обыкновенно въ курсахъ: 

Г*> = Ц Е Д [ - ^ - Н 1 + > ) У - ^ + ( ^ - ( * + 2 ) ^ + д | ] . 

гдв $ удовлетворяетъ у р - ш : 

(см. (ЛвЪвсп. Тпеопе йег Е1а&1;1с1Ш; *ев1юг Когрег, в. 79. Д. Бобылевъ. 
Гидростатика и теорш упругости стр. 145 фор. (252) и (253) и стр. 148 
фор. 262) приводятся къ нашимъ формуламъ при надлежащемъ выбор* 
постоянныхъ Ъо, Ъ, Ъх, Ь2 и функцш Й. 



Изъ 1-хъ 2-хъ ур-ш (2с) стр. 148 слЪдуетъ при г 

Кп + — сопзЬ. 

Изъ 1-хъ 2-хъ ур-ш (2в) найдемъ при г>0 т. е. г — 1, 2, 

^т—^и—... — О, ^ = ^ = . . . = 0 

Изъ 3-го ур-1я (2с) и изъ ур-1й (18) слъдуетъ: 
х д2 

(г + 2) (г + 1 ) Г„ . + 2 = 3 ^ ^ № + %) 

т. е. слъд-о: 

Т3,{+2 — 0 при г^>0 

Такимъ образомъ мы находимъ: 

2 т з = 2 1 0 + Г 3 1 я + V 

и кромъ того должны быть выполнены услов1я: 

1 ^ ( Д ^ + Л д 
+ X д # 2 

1 дЦ^0 + ^0) 
+ х ду2 

1 0 2 . . ._ 

т. е. 

V 2 ^ 8 о + 2 2 ^ = -

V 2 ^зо + 2Г 3 2 = -

X V 2 2 

^32 = ~ 1 ^ 1 ^ + ] 

Эти выражетя удовлетворяютъ условно (20) т. е.: 



й ур-1ямъ (18) и след-о мы можемъ найденные результаты 
формулировать слЪдующимъ образомъ: 

Напряжешя вьшажаются формулами (19) причемъ коэф-ы 
Дг, N4, Т&г соответствуют^ (г = 0, 1, 2) 3-мъ плоскимъ 
задачамъ теорш упругости. 

Изъ нихъ: 
1) .А710,* Д> 0 , Т 3 0 могутъ быть взяты произвольно лишь 

бы они удовлетворяли' основнымъ ур-1ямъ плоской задачи 
(17) и (18). 

2) Л'ц, Д л , Т 3 1 связаны кроме того еще условгемъ: 

Д ! + .Ув1 = сопзЬ. 

3) Жш, 1Ти, Д й найдутся изъ формулъ (21), которыя 
при помощи ур-Ш (18) могутъ быть переписаны въ виде*): 

х Р(NЫ + N^ 

Ж, 

т = 

2(1 + х) да;2 

х д 2 № 0 +ау 
2(1 + х) дг/2 

х д 2 

2{ТТх~) дхду 

(22) 

*) Легко видъть, что данное Клебшомъ р ъ ш е т е (ТЬеопе йегЕ1ав1д-
сША, в. 153; 1ЪЪе*8оп [№ 2] стр. 387) 

^ 2 = 

Г 8 = 

1 + х 1 1 — х 2 \дхду*^дуЗ/ ^ 1 — х \ дх^ ду/ \ду* 2П 

/ « и / а у а у \ . 1 /ду . д у \ 
11 — х 2 \да!2ду дждг/1/ 2 \дг/ "г" дж/ джд*//' 1 - { - х 1 1 — х 2 \да?ду 1 дхдуг/ 1 2 1 дж 

ГДЕ $?, ^, определяются ур4ями: 

д ^ 

совпадаютъ съ наличными формулами (19). 



Переходя теперь къ общему случаю, замътимъ, что 
изъ первыхъ 2-хъ ур-Ш (2а) слъдуетъ: 

" Т Ь - + + ( » + 1 ) 7 Г . , 1 + 1 - 0 

• • (23) 

Подставляя въ (23) вмъсто \/2^{, \/2№2г, \72ТЪ{ 
ихъ выражетя изъ первыхъ 2-хъ ур-ш (2в) и 3-го ур-1я 
(2с), мы найдемъ при помощи первыхъ 2-хъ ур-Ш ( 2 а ) : 

(24) 

( 1 + 1 ) V * Т2, г + х + (» + 3) ( 1 + 2) ( 1 + 1) Т 2 , , + 8 = 
1 $ 

(*+ 1) У 2 Г,,,-+! + ( 1 + 3) (г + 2) ( г + 1) Г , , « + 8 = 

Но, складывая 3 ур-1я (2в), мы найдемъ: 

У 2 да.+^ 2 .+^УзО+(г+1)(г+2)(^ , , + 2 +Л Г

2 , . -+2+^ ( ^+2=0. . (2б) 

и тогда изъ ур-Ш (24) мы найдемъ первыя 2 ур-1я (2с) 
для всякого г ^ 1 , которыя являются слъд-о слъдств1емъ 
ур-Ш (2 А), (2в) и 3-го ур4я (2с). Одно изъ ур-Ш (2в) 
напр. 3-е мы замънимъ ур4ямъ (26) и обозначая: 

^^ = N^^ + N2^ + Nы^ 

мы придемъ окончательно къ 3-мъ ур-1ямъ ( 2а) и 4 ур-1ямъ: 

& + (Н -1)(« '+ 2) # . + 2 = О . . . (26) 

1 дгв; 

+ (» + 1) (» + 2) # „ 4 - 2 - ~ 1+-у 

V * Я* + а + 1) (* + 2) 2Ь.«+« = ~ Т+-х ~эф 1 • <27> 

V * Г „ - + 0+ 1) (. + 2) Тл,,+2 = - 1 + Щ 
10*» 



Къ ур-1ямъ (26) и (27) и приводится въ сущности задача 
объ определены Щи ^з*. Т$и а первыя 2 ур-1я ( 2 а ) 
даютъ при г^О*) выражетя Т, и Т2,«_|_1: 

г + х \дх ^ ду ) 

т 1_ (д1л . 
< + 1 ^ З ж -I- Э у ; 

• • (28) 

3-е ур-1е (2а) даетъ ^ з , « + 1 при г^О, а сл'вд-о требуетъ 
выполнешя условШ: 

/дТго дТ10\ 

и хУ3, г - + 2 = - ( — + — ) т - е - в ъ С И Л У (28): 

при г ̂  О 
( 

дЩг , Л ^ 2 Т 3 | , ЗЩг 
+ 2 + (г + 1) ( г + 2) V дх2 1 да% 1 ду2 -).(30) 

Разсмотримъ теперь последовательное определеше 
коэф-овъ ]У,{, Д>ь ^з» П Р И помощи ур-Ш (27) при условш 
(30); аУ,„, N2*, Тдп какъ мы видели на стр. 149 соотвйт-
ствуютъ плоской задаче математической теорш упругости, а 

Я^АХ + ЪУ + С+хМп+ЯЬД • • • (31) 

Изъ фор. (27) мы найдемъ для всякого четнаго значка 2к: 

(-1)* 1.2.3.4...2* Я ; , 2 * - V2* Щ 0 + ^ У 2 , * - 1 # 0 

( -1)* 1.2.3.4...2& # 2 , 2 * = V 2 ^ А'2о + 1 + 5 V . , 4 - 1 1 <32) 

А; д 2 

( -1)* 1.2.3.4... 2& Г , , » - V * ? з 0 + Г ^ ^ ^ , * - ! ^ 

*) Т 1 0 и Г20 определяются при помощи 1-хъ 2-хъ ур-1Й (2с) при * = 0. 



(36) 

где V24 обозначаетъ операцш V2» произведенную к разъ, 
а изъ фор. (26): 

(—1)* 1 . 2 . 3 . 4 . . . 2 Л ^ = У « * • • (32Ыв) 

или изъ (32) и (32Ыз) 

( - 1 ) * . 1 . 2 . 3 . 4 . . . 2 & Д , 2 4 = У а ь ^ з о -

- г̂ Ь й ° в Ч 2 к Т+~х д ° ] ' ' ( 3 3 ) 

Сравнивая (33) съ (30) при г + 2 = 2&, въ которомъ 
Д « | Д » > ^з» заменены по фор. (32) мы придемъ къ условш 

^ Л Т . 1 _ „ _ ^ / 5 " Д о , л ^ " ^ 8 0 , ^ Д о \ / о о и . ч 

- V » Д о + 1 ^ 2 4 ^ о = ^ , 4 - 1 ( Т ж Г + ЪЩ + -ЦТ) .(83Ь1В) 
которое очевидно является простымъ следств1емъ условия 
(30) если заменимъ въ немъ по фор. (33): 

1.2 Д , - - V , Д о + 1 ^ V , й о 

Такимъ образомъ условге (30) т. е.: 

1 т х ^ Ы , - V , Д , + ^ 8 + + ^ « • • (34) 

является основнымъ услов1емъ связывающимъ функцш Д 0 , 
N N Т 

Изъ фор. (32) по фор. (28) мы найдемъ: 

( - 1 ) * + 1 1 . 2 . 3 . . . 2 й : + 1 Т 2 , 2 4 + 1 = 

~^'к\дх ^ ду ^ 1+хдхи*\ 

( - 1 ) 4 - 1 ! . 2 . 3 . . . 2к + 1 Г х > 2 4 + 1 = 

Точно также для всякого нечетнаго значка 2& + 1 мы 
придемъ изъ (27) къ формуламъ: 



(-1)* 1.2.3...2Й+1 = ^ , 4 - 1 1+-хм* Ц 

( - 1 ) Н . 2 . 3 . . . 2 / т Д , 2 4 + 1 = У 2 , 4 - 1 { ^ 

(-1)*1.2.3...2&+1Т 3, г ^ ^ ^ ^ - ^ ^ + ^ ^ Ц 

а изъ (26) къ формуле: 

( - 1 ) Н . 2 . 3 . 4 . . . 2 А ; + 1 ^ + 1 = У 2 * й 1 . . (ЗбЫз) 

или изъ (36) и (ЗбЫз): 

( - 1 ) * 1. 2 . . . 2к + 1 Д , 2 * + 1 = V * (Дх - ^ • (37) 

Сравнивая (37) съ (30) при г + 2 = 2к + 1 мы придемъ 
къ услов1ямъ (для всякого А;): 

- V.* Д х + ^ V * 4 = V , , 4 - 1 ( - д а - + 2 щ + Т у Г ) (38) 

которыя совершенно также какъ аналогичный услов1я (ЗЗЫз) 
вытекаютъ изъ основного услов1я: 

дТ9 Л—1 5 
ду Н 1+х д# 

& - 1 5 
. дх ду 1 Ц-х ду 

Изъ фор. (36) по фор. (28) мы найдемъ 

(-1)*1.2 .3 . . .2йТ» 2 4 = У 2 , 4 - 1 | 

(-1)* 1.2.3... З Л Г х . и - У , , 4 -х [ 

а, замечая, что по фор. (28): 

12 *\дх ду ] 

(40) 



а по фор. (2с) при г —О: 

г 1 0 

-.{ 1 + х дх •1 
+ х ду 

мы найдемъ сравнивая (41) и (42) услов1я: 

Ми , дТ, 
дх 1 ду х * "° 1 1 + х дж 1 

дж ду ч / з ^ 1 0 _ г 1 + х ду""1 

(43) 

связывающдя Тм, Тш Щ, и Т м , въ силу которыхъ (40) 
примутъ видъ: 

к ( - 1 ) * 1.2.3. . . 2к Т 2 > 2 * = V , * Т 8 0 + ^ ^ V», *-10, 

к ( - 1 ) 4 . 2 . 3 . . . 2к Тх, 2к=V,* Т10 + ^ щ V*, ъ-1 
(44) 

Не входя въ настоящемъ изслйдованш въ бол"ъе обсто
ятельное изученье уравнешй, опред'Ьляющихъ Щи Щ=, Тн{, 
отмЪтимъ частный случай, при которомъ гвло имЪетъ форму 
цилиндра съ производящими ||-ыми оси г-овъ и допустимъ, 
что распредвлеше напряжешй выражается въ немъ форму
лами (1), а вн'вшшя напряжешя приложены къ его боко
вой поверхности и къ 2-мъ основашямъ — плоскостямъ 
нормальнымъ къ оси г-овъ. Для этого во всвхъ точкахъ 
боковой поверхности должны быть соблюдены услов!я: 

Щ Соз а + Тг Вт а — X 
ТяСоза + Щ 8гп а — У 
Тх Соз а+Т18гпа = 2, 

(46) 

гдъ* а уголъ, составляемый нормалью къ боковой поверх
ности цилиндра съ осью ж-овъ, а X, У, 2 заданныя для 



всвхъ точекъ боковой поверхности функщй координатъ 
этихъ точекъ. Предположимъ: 

X = п 

• = 1 
1 = 11 

• = 1 
1 = 71 

г=1 

гд-в Х%, У{, 2г функщй однихъ х, у; ур-ая (37) въ силу 
(1) и (37 Ыз) распадутся на т г + 1 ур-1е: 

Соз а + Тв{ 8гп а — Х% \ 
ТагСо8а + 2Гх8гпа = У{ |г" = 0 , 1 , 2 . . . г с . . (46) 
Т2г Соз а + Тгг 8т а = 21) 

Кром-в того Л^, Т й, Тг должны быть заданными функ-
щями на обоихъ основашяхъ цилиндра. Высоту верхняго 
основашя надъ плоскостью ху мы предположимъ = г, а 
высоту плоскости ху надъ нижнимъ основашемъ мы пред
положимъ тоже =е, такъ что цилиндръ разделяется пло
скостью ху-овъ на 2 равныя части. 

Разсмотримъ равновес1е нашего цилиндра въ н-вкото-
рыхъ довольно общихъ случаяхъ. 

1) З а д а ч а Маиглсе Ъёту*). 
Предположимъ, что къ основашямъ нашего цилиндра 

(верхнему и нижнему) не приложено никакихъ внешнихъ 
усилш, а деформащя происходить по фор. (1). 

Мы получимъ рядъ условш: 

^ з » еп + еп~2 + . . . - О | 
Л Г 8 , я _ 1 5 « - 1 + ^ - 3 ^ - 3 - г . . . = 0 / ' * ( } 

*) Маипсе Ьёуу „Мётсиге виг 1а Ъпёопе йев р1адиеа ё^зМдиев р1а-
пев". Лоигпа! <1е Ма1;пёта^ие8 ригев е* арр^иёев, 8ёпе Ш. Т. III (1877). 



2 \ , „ е " + Г 1 , „ _ 2 е « - 2 + . . . = 0 
: = 0 = о ! • • < -

: ~ 1 о 1 • • да> 
Дифференцируя (49) по ж, а (48) по г/, складывая 

полученные результаты, вводя въ нихъ Д$2, Д, 3, № м . . . по 
3-ей формулъ ( 2 а ) и сравнивая полученныя выражетя съ 
(47) мы придемъ къ заключенно: 

^ 3 0 = ^ 3 1 = 0 (50) 

и слъд-о (фор. (33) и (37)): 

( - 1 ) Н . 2 . . . 2 А : ^ з , 2 ^ = 
к 

1 + х 
к 

. . (61) 
(-1)* 1 .2 . . . 2к + 1 # з , 2 * + 1 = - ^ V** ^ 0 

Изъ (51) мы при помощи (47) придемъ къ заключетю: 

^ 8 2 = - ^ 3 3 = ^ 8 4 = • • • = ^ З П = О И 

а слъд-о при помощи фор. (44) къ заключетю: 

( -1 )* 1 . 2 . 3 . . . 2к Т„2к = V** Ть 

(-Х)П.2.Ь...2кТи2к = ^кТ11 

при всякомъ к > 1 

20 1 
10 ) 

(52) 

и 
/ 1 д \ 

г т п - - ( ъ т я + Лгх§-о,) 
(53) 

а при помощи (35) къ заключенно: 

( - 1 ) 4 - 1 1 . 2 . . . 2& + 1 Т г > 2 > + 1 = ( ^ Г + ^ ) } ( б 4 ) 



( -1 )*+! 1 . 2 . . . 2к + 1 Ти м + 1 = V,» , + - ~ ) )(54А) 

при всякомъ /с > О 

Изъ (541 (48) (49) слЪдуетъ 

Я7»» 2*4-1 = 2 1>2*41 = ^ 

а изъ (52) (53) (48) (49) слъдуетъ 

V , Т*0 = V , Г,, = О, Т„2к = Ти2к = 0 при к> 1. 

Изъ предъидущаго сл*вдуетъ, что ДГ10, З ,̂, соотв"ВТ-
ствуютъ плоской задаче математической теорш упругости. 
Пусть ф будетъ въ ней функндей Аггу такъ что: 

дЧ дЧ дЧ 
АГ = — АГ = —- Г = 2- Гбб^ 

^ 2 . ^ и . д ж 8 . ^ з о 5 а . ^ • • < о о ; 
и 

У 2 У 2 ^ = 0 
•^12» -^22» ^82 также будутъ соответствовать плоской задаче 
и найдутся по формуламъ: 

1 д*Д0 х д 2 ^ 

_ д*ф 
2 ^ 2 " 

дЧ 
9Т =\7 —— 

1 д2Х>0 

14-х дж2 

х д 2& 
1 + х дуг 

1 д 2# 0 

14-х ду* 
у. д^0 

(56) 

т. к. 
14-х дхду 14-х да% 

Чяф = я10 + яю = е0 

Такимъ образомъ напряжетя будутъ иметь видъ: 

Яг = Я» 4- шКи 4- +2Га + *Яи 

^ = #20 4" *Яп + 1 » ^ + +2Гп 

^ 8 = = -^80 "Т* ^ 2 ^ 3 2 Н - ^ ^ 8 3 

^ = ^10 + ^ 2 

^ 2 = ^ 0 + ^ 2 2 , Ч « 0 



т. к. всв остальные члены будутъ = О; №13, Щ, 
дутся по формуламъ: 

блг18 = - ^ # и

 1 ^ 

Т„ най-

6 ^ = 

6 Т38 = — V 2 

1 + х дж2 

^ 2 1 1 + х ду2 

1 Уд, 
1 + х джду' 

(58) 

где и, -^и + ^ 2 1 - ^ 1 2 и определяется по фор. (53) 

1 д 
1 + хду 1 1 

и сл'вд-о по фор. (48) (49): 

е2 

22^2 — 

227«п — 1 + х дж 1 + х ду 

•^11» ^ 2 1 И ^ 3 1 определяются изъ ур-Ш (43): 

1 

.0 
1 + хдж 1 

дх ду 1 + х ду и 
дКи , ^ 3 ! 1 
дж 

А д 
ду 1 + х дж 

(69) 

которыя приводятся къ ур-1ямъ (2) стр. 1 совершенно 
также какъ диф-ыя ур4я плоской задачи. Въ полученномъ 
р-вшенш легко узнать решете Маипсе Ъбчу *), а если поло
жимъ ил — соп$1. то решете Клебша. 

2) Т е о р е м а В. А. С т е к л о в а . 
Предположимъ, что къ боковымъ сторонамъ нашего 

цилиндра не приложено никакихъ усилШ, а распределеше 
напряжешй совершается по фор. (1). В. А. Стекловъ**) 

*) См. примъчате къ стр. 162. 
**) Сообщешя Харьковскаго математическаго общества, 2 сер1я; 

томъ III, стр. 42—93. 



показалъ что распределеше напряжетй можетъ въ дан-
номъ случае быть только такое же, какъ въ задаче Санъ 
Венана, если мы предположимъ, что главный моментъ изгй-
бающихъ напряженШ въ каждомъ изъ сеченш цилиндра 
||-ыхъ плоскости ху имеетъ постоянную, независящую отъ 
разстояшя г этого сечешя до плоскости ху, величину. 

Для этого*) должны быть выполнены услов1я: 

§(хТ1{-уТ%1)о1со = 0 . . . . (60) 

^xN&^йо) = У у ^ й с о =УN^6,(0 = 0, . . (61) 

где интегралы распространены на всю площадь сечешя 
цилиндра плоскостью ху. Т. к. къ боковой поверхности 
цилиндра не приложено никакихъ усилШ X, У, 2 въ фор. 
(46) и Хц У^ 2ч въ фор. (46) должны быть = 0 . Легко 
убедиться, что предположеше, что распределеше напря
женШ совершается по фор. (1), приведетъ насъ при всякомъ 
г къ услов1ямъ задачи Санъ Венана: 

Дг. = #2 1- = ^ = 0 (62) 

Действительно, первыя 2 условгя (46) при г = п по-
казываютъ, что въ плоской задаче математической теорш 
упругости, къ которой приводится определеше 2?1П) .Л^, Тап 

(см. стр. 149) къ замкнутому контуру — сеченш нашего 
цилиндра плоскостью ху~овъ — не приложено никакихъ 
усилШ, а след-о необходимо: 

Тхп и Тгп найдутся изъ условш (3) и (б) стр. 148—149, 
которыя приводить къ ур-шмъ: 

дТгп

 дТш = 0 

дх ду 
дТ1П _ дТ^ = к 

дх ду 

*) См. В. А. Стекловъ. 1. с. фор. (7 6) стр. 59 и фор. (7^ стр. 49. 



Легко показать, что въ силу (60) и 3-ей фор. (46): 

Т1П=Т>» = 0 (64) 

Въ самомъ д^лъ, въ силу ур-Ш (63) можно положить: 

дУ 

дУ 

т = 
2п дх гд-в У удовлетворяетъ условно: 

а въ силу (60): 

(65) 

Я дУ дУ "1 

х-Щ) -•1*(*+Л]*»«"0 • • (66) 
Но изъ услов1я (46) на контуре свчешя цилиндра: 

дУ дУ 
Соз а + -щ 8гп а = \ к (у Соз а — х 8гп а) 

или 

1дУ дУ \ 
' ^ \дх ^ 0 8 а ~ду®ш / ~ \кУ(уСозо. — х8гпа), 

а сл-вд-0, умножая на -2$ (дифчалъ дуги свчешя) и, взявъ 
интегралъ по всему замкнутому контуру свчешя, а загвмъ, 
преобразуя этотъ интегралъ въ интегралъ по площади свчешя: 

дУ\* 
дх) 

Изъ (66) и (67) слъдуетъ 

т. е. слъд-о: 
/ к 

дУ 
ду + ^кх = О 



т. е. въ силу (65) действительно справедливо (64). Имъя 
въ виду, что въ силу (61) слъдуетъ, что въ выражепш 
&т

3№ (31) стр. 158 коэф-нты а, Ъ, с равны 0 т. е. 

Такимъ образомъ: 

Х У Щ х у 2 « х т 3 « 1« 2И 8» ^ 

Примъняя гв же разсуждешя къ - ^ , « - 1 . ^п-ъ ^ з » » - ь 
Уцм—1, Тг,п-1, Тг,п_1 мы последовательно придемъ къ рас-
предълешю напряженш въ задачъ Санъ Венана и теорема 
В. А. Стеклова окажется доказанной*). 

*) В. А. Стекловъ задается не напряжениями расположенными по 
степенямъ г , а перем'Ьщешями, расположенными по степенямъ этой пере
менной, но легко видъть, что это въ данномъ случав безразлично, такъ 
какъ по заданнымъ такимъ образомъ перем'&щетямъ, напряжетя оче
видно определятся по фор. (2) стр. 137 въ видв такого же рода полино-
мовъ, расположенныхъ по степенямъ г и наоборотъ; по заданнымъ напря-
жетямъ 1$Х, №В, 2\ , Т 2 , Т8 перемъщетя и , V, го найдутся при помощи 
простыхъ квадратуръ и представятся также какъ и напряжетя поли
номами расположенными по степенямъ г . 

Если мы обозначимъ: 

* 2 = К 2 - 2С^В ( ^ 1 + ^ 2 + ^ 3 ) = ЦГХ № ~ * ( В Д - Э Д 

мы легко найдемъ выражетя: 

) - / © - © * + < 2 - 2 ) * + ( 2 - 2 ) * 

* . = < - | ) - / 
Услов1я интегрируемости этихъ полныхъ дифференщаловъ при-

водятъ къ услов1ямъ: 



3) С л у ч а й В. А. С т е к л о в а и е г о о б о б щ е н г я . 
Какъ частный случай изъ нашихъ формулъ получается 

случай В. А. Стеклова*), въ которомъ значокъ п послъ-дняго 
члена = 3, а также обобщетя этого случая при п > 3. 

ДГДУ ДХ\ ДХ ' ДУ ДГ / ' ДХДГ ДУ\ДХ ДУ ДГ 1' 

Д*Щ _ Д /ДТХ ДТ2 ДТЛ 

ДХДУ ДГ \ ДХ ' ДУ ДГ > 

2 ^ = ^ - 1 . ^ 2 < ^ = * % , ^ N 1 2 ДЩ^Д^ Д2Щ 
ДГДУ ДУ* ' ДГ2 ' ДХДГ ДХ2 ДГ2 ' ДХДУ ДУ2 ДХ2 ' 

вытекающимъ изъ условий (4) стр. 138. 

и, V, ю найдутся по формуламъ: 

И = § Е ~ № № ) ) + ^ ( Г з - г з ) ( Г 2 + Т 2 ) Л г 

Ь = (^з+^з) ^ + ^ (^2— ̂  ( ^ з + ^ х ) ) й2/ + ^ (^1—^1) ^ 

услов1Я интегрируемости которыхъ, какъ легко убедиться, выполнены. 

*) Сообщетя Харьковскаго Математическаго Общества. Вторая 
серхя, т. VI 1899, стр. 160—193. 



Т Т р и л о ж е ш я . 



1. О распред4денш напряжений по краямъ круго
вого, эллиптическаго ж лемниекатнаго отверти, вы-
текавэщемъ изъ формулъ §§ 4, 5 и 7. 

Данныя въ §§ 4, 5, 7 формулы распределения напря-
женШ въ полосахъ, ослабленныхъ круговыми, эллиптическими 
и лемнискатными отверспями, обнаруживаюсь любопытное 
вл1ян1е к р и в и з н ы контура отверстая на распредълете на
пряжение по этому контуру. 

Въ случай кругового и эллиптическаго отверстШ въ 
точкахъ, лежащихъ на оси ж-овъ, по направленно которой 
происходить растяжеше наблюдается сжатае элементовъ 
полосы такъ что, если она состоитъ изъ матер1ала плохо 
сопротивляющагося сжатио, въ этихъ точкахъ происходить 
выпучиваше ея; на чер. А изображена пленка эластич
ной резины съ отверстаемъ въ вид'В круга, растягиваемая 
по горизонтальному направлешю и ясно обнаруживается 
выпучиваше пленки въ точкахъ при лежащихъ къ горизон
тальной оси ох: 



Наоборотъ при растяженш полосъ съ отверспемъ въ 
виде лемнискаты, какъ сл'вдуетъ изъ нашихъ формулъ на 

.стр. 36—41 эти элементы явятся растянутыми и выпучи-
вашя не появится. На чер. В изображена пленка эластич
ной резины съ отверспемъ въ виде лемнискаты, растяги
ваемая по горизонтальному направление. 

Чер. В. 

Такимъ образомъ несомненно большое вл1яше кривизны 
контура отвертя на распределеше вдоль По этому контуру 
напряжешй и съ этимъ вл1яшемъ приходится очень часто 
считаться въ строительной механике и технике напр. при 
проектированш каменныхъ трубъ и арокъ*). 

2. О некоторых'* способахъ вычисления опреде
лен ныхъ интеграловъ. 

Формула (16) стр. 60 : 

*) Мы обязаны С. И. Белзецкому некоторыми весьма интересными 
примерами въ этомъ отношении. Имъ выработанъ при постройкъ Цари
цынской, Петровскъ-Бакинекой и др. вътвей Владикавказской ж. д . въ 
особенности для, оставшейся неосуществленной Черноморской вътви, рядъ 
типовъ каменныхъ арокъ и трубъ. Въ одномъ изъ этихъ типовъ неболь
шая выкружка въ средней части арки существенно видоизмъняетъ рас-
предвлеше въ ней напряжетй и даетъ въ пятахъ арки вмъсто весьма 
нежелательнаго въ нихъ растяжения — сжатие. 



1 /I 
Пг,6) = - ^ 

— г » V 

/($) (1дг—а)йз 
0)2+{1дг—а)2 

или, если а = 1дК: 
,+сх> ш _ г 1(з)1д^йз 

. / _ „ ( » - ? > • + ( Ы 

или 
4-оо 

1 / НВ>8)к(дй8 

Нг,в) = 
7Г I / Г \ 2 

Напр., положивъ: 
Д г , 0) = Vм Соз т в, 

найдемъ: 
/ 9 + » у 

. / К"1 Соз тз 1д Лз 
гт Созт 6 = - I — 

V - . О-Ф+^Н 

Въ самомъ д-вле, последит интегралъ подстановкой: 
5 - 0 
7 Г 

преобразуется въ : 

/ № ' , _ ^ _ 0 0 («-*)»"+(€-а)» 

можетъ служить для вычислешя ряда опред'Ьленныхъ 

^ - о в ъ ; пусть напр. мы имйемь случай полярныхъ коор

динатъ (стр. 19): 

%=1дг у = О 



„ • . 1 Г + 0 0 С о Л т % ^ ) 
= #т Созт в . - I V _ д / 

а последнее очевидно приводится къ 

3. Дополнете къ § 12. 

Проф. В. А. Стекловъ обратилъ наше внимаше на 
некоторую неясность изложешя § 12 и предложилъ*) сле
дующую редакцш основныхъ положешй этого §-а: 

„Ур-1ямъ упругости можно удовлетворить, положивъ 
(по фор. (4) стр. 58 ) : 

= а0 щ {Р+Я) - роТе(Р+ Я) + <Р 
217 д _ , _ „ ^ 

Р — О 5 д (1) 

где 
дро 1_ 

де ^ дг] и' 

(2) 

(к дифференнДальный параметръ). 

Докажемъ что можно найти 2 сопряженный функцш 
а и р и 2 функцш а 0 и у90, представляются решетя 
уравнетй (2) подъ услов1емъ, что на контуре: 

«о = « /*о —/* (3) 

Пусть на контуре ^ = ^ 0 . Имеемъ (рав. (6) стр. 58) : 

*) Въ письмъ, адресованномъ на наше имя; разсуждетя мы при 
водимъ съ разръшетя автора. 



«в+ = - * / « ) / ' ( О . . . . (4) 
Возьмемъ функщю комплекснаго перем-вннаго: 

ф(О = / " ( 2 ^ - О /'(О 

(фор. (10) стр. 59). Положимъ: 

Функщи лир, будучи сопряженными въ силу (4) оказы
ваются таковыми, что на контуръ соблюдаются услов1я (3). 

Возьмемъ вм-всто функцш (ур. (1)): 

Ык д& 

д& дй 
и Т0=р0-д- + а0-^ + ф 

217 Р-Я 
черезъ которыя д о л ж н ы выражаться -р- и ^ 2 (искомыя 

величины) сл*вдуюнпя функщи: 
дО, д& , 

(б) 

Легко видеть, что это суть функцш сопряженный. 
Составимъ функцш / , удовлетворяющую ур-ш Лапласа 

и обращающуюся на.контуръ- въ напередъ заданное значеше 
2Ъ 

Д2~, и опред"Влимъ зат-вмъ (простой квадратурой) функщю 

/ сопряженную съ / . 
Р — я 

Д о п у с т и м ъ что —р— принимаетъ на контур* гв 
значешя, камя им"ветъ на этомъ контур* только что най
денная функщя / . 

Въ такомъ случаев функщя 4 2 = - Р + ф будетъ имъть 
определенное значеше на контур*, если предположимъ зна-



чешя Р напередъ на немъ заданными. Решая задачу Ди
рихле, найдемъ функцш №. 

Разумея въ $ и Т подъ И именно эту функцш, по
ложимъ 

да эа , 

что всегда возможно, ибо $ и Т суть функщи сопряженныя. 
Функцш а, /9, / и / известный. Отсюда опредъ-

лимъ & ж ф. 
Разумея теперь подъ У, с и ф въ урав. (1) именно 

эти функцш и решая ихъ относительно II, Р и найдемъ 
ихъ въ опред-вленныхъ функпдяхъ отъ ^ и у. Эти выра
жетя II, Р и ф будутъ удовлетворять уравнешямъ упру
гости и, такъ какъ въ силу (3) на контуръ # 0 = $ и Т0—Т, 
а функцш 42, у и ф выбраны такъ, что II и Р, слъдуюшдя 
изъ ур. (1) действительно обращаются въ напередъ задан
ный функцш /| 0?) и / 2 (э?) (при $ = т. е. на контуре), 
то полученный указаннымъ способомъ выражетя II, Р и ф 
представятъ решеше задачи. Такъ какъ ур-1я упругости 
(при известныхъ услов1яхъ, которыя считаемъ выполнен
ными) допускаютъ единственное решете, то полученное 
этимъ гплемомъ решете и есть единственно возможное." 

4. Дополнение къ § 28. 

д2У д*У 
Производный и ~о^о~8 въ формуле (6) на стр. 117 

суть производный по д у г е 5, но не по н а п р а в л е н 1 ю 8. 
Первыя производныя V по д у г е $ и по н а п р а в л е н 1 ю 
8 очевидно одинаковый; если черезъ У8 мы будемъ обозна-

дУ 
чать производную по направленно 8, а черезъ - у — произ
водную по дуге §, очевидно: 



дУ 
7 < = Ж ' 

но 2-ыя производныя по дуге и по направлешю вообще 
говоря различны. Формулы (24), (25), (26)'стр. 122 со-
впадаютъ съ формулами МаШеи*). 

Задача объ опредйленш гипергармонической функцш 
по контурнымъ у с л о в 1 я м ъ можетъ быть впрочемъ решена 
значительно проще, чЪмъ въ § 28 если ограничиться раз-
смотрешемъ только первыхъ производныхъ гипергармониче
ской функщй. Припомнимъ для этого общее выражеше 
такой функцш V, данное Ооигза!**), которое, если ограни
читься только функщями вещественными, имъетъ видъ: 

У=№ + 7Ы + **1(у(*) + 7М) • • - " ( 2 ) 

Зд^сь Дя) и с (г) две катя угодно функщй переменной 
г = х-\-гу, г{ = х — гу, а / ( 0 , ) и у { 2 \ ) выражешя сопряжен
ныя съ / ( г ) и <р(я), получаюшдяся, если въ последнихъ 
вместо г = ] / — 1 подставить всюду —г = — ] / — 1 . 

Подвергая обе части (2) операцш: 

^ дх * ду 

(см. § 14 стр. 71), мы найдемъ: 

дУ дУ 
^ - г ~ = 2 [ / ' ( 4 + ^ ^ ^ ) + ^(^,)) + ^ , ^ ) ] 

или 

. (дУ .дУ\ <*(*?(*)) , Х1 , , , - , 
*\дх~~ г д у ) = *»—Тг ^ ~~ г * { г ) + (*^*) + *|^|)} 

*) см. Е. МаШеи. ТЬеойе дез Ро*епиа1з. Егз1ег ТеП IV Кар. § 15 
и § 16 фор. А, В, С, Б. 

**) Е. Ооигза!;. 8иг Г^иайоп Д Д « = 0 8. М. Р. Ви11. 26 1898 г. 
стр. 206—237. 



(4) . . ?(*) = \ф(г), а / (*)==§(Ф(*) + 

Получаемая такимъ образомъ задача вполне аналогична 
плоской задаче математической теорш упругости, но прежде 
чемъ детально проследить эту аналога) въ самомъ общемъ 
случае, вставимся на простейшихъ предположетяхъ отно-

тт дУ 
сительно контура, на которомъ намъ заданы значешя к и 

Обозначимъ: 

г<р(г) = Ф{г) — — 2Р(г). . . (3) 

и положимъ: 

42 = вещ. часть Ф(г) т. е. 

Ф(г)Ф(г1)=г<р(г)~\тг^у^у)^242, а кроме заметимъ, что 

эу эу 
где -~- и ~—- — производныя въ какой нибудь точке за-
даннаго контура, а 0-уголъ, образованный въ ней каса
тельной къ этому контуру съ осью ж-овъ. 

Задача объ отысканш У приводится такимъ образомъ 
къ задаче объ отысканш 2-хъ функщй комплекснаго пере
меннаго Ф{г) и 1?(г) при условш, что на данномъ контуре 
заданы значешя выражешя: 

(х - гу) + 2Г(г) + 242 или 

значенш выражешя: 

где 42 вещественная часть Ф(г). Само У определится по 
фор. (2), въ которой въ силу (3): 



МНИМ. ч . 

и по фор. (7) стр. 4 4 : 

1 Г + 0 0 / 1 
2 1 ' 4 у 4л- . /_ а о 8 —г 

а 

(7) 

1 / '+<*[ / ' (% + (д—а?)/,(д)]Д» 
&г = 

и слйд-о: 

_ 1 Г 
(8-х)* + у* 

Ф(е) 4 ^ _ 

+ 0 ° [ / / ( 5 ) + * У , ( 5 ) ] ^ 

_ 8 —г 

и изъ (7): 

^ ) - - ^ _ 0 0 7 ^ 7 + 2 4 ^ / _ 0 0 ( 8 - , ) 

Само V найдется изъ фор. (2) и (4). 

А) С л у ч а й п р я м о л и н е й в а г о к о н т у р а (см. чер. 
4 на стр. 42), принятаго за ось х-овъ. Пусть на этой оси: 

дУ дУ 

У = /(х), а ш = ^ = А Ф • • • (б) 

Такимъ образомъ: 

и слъд-о: 

=\{т - * / . ( * » • • (6) 
Поэтому: 

вещ. ч. | | ф ' ( * ) + ^С*)} + (Ф</=о = \п*) 



В) С л у ч а й к р у г о в о г о к о н т у р а (см. чер. б 
стр. 50). 

дУ дУ 
Пусть на этомъ контур* 7 = {(в), а ^ = ^— =-Д(0) > 

где р и 6 полярныя координаты какой нибудь точки въ 
плоскости контура, а полюсъ взятъ въ его центр*. Въ фор. 
(2) мы можемъ положить: 

У = {(ре*) + {(ре-*) + р2 {<р(ре*) + <р (ре~*)} 

и составимъ: 

1Г дУ дУ] 

+ р2{<р(ре*) + <р(ре~*)} . . (8) 

На контур* т. е. при р = К (К рад1усъ окружности): 

1Г дУ дУ\ 1 

И ^ - ^ 1 = Г 2 ^ ^ - ^ ^ 
Поэтому мнимая часть функцш комплекснаго пере-

м*ннаго: 

Ф(ре*°) — {/' (ре*) + К2 у' (ре*)} ре* . . (9) 

на контур* круга т. е. при р = К обращается въ 

Эта мнимая часть будетъ сл*д-о по фор. (4) стр. 50 
равна 

4,71} о № — 2КрСо8(6-ф)+р2 

вещественная же часть функцш (9) будетъ по фор. (б) 
стр. 51 

1_ Г* 2Вр{'(ф)8т(в-</>) 
4 л - о К2—2 Вр Со8(В—ф)-\-р2<Р~^' 

а сл*д-о: 



Опред'Ьливъ Чг(рет) и, замечая, что при р = К ея значе
шя совпадаютъ съ значешями: 

{/'(ре?*)+р2 <р'{реМ)}рее1 

мы найдемъ изъ (8) значешя на контуре круга 

<р(рев{) + (р(ре~в{) 

т. е. вещественной части функцш р(реР'), а след-о найдемъ 
эту вещественную часть по фор. (4) стр. 50, а зат-ъмъ 
найдемъ и мнимую по фор. (б) стр. 61 и след-о <р{ревх) 
будетъ известна; а т. к. Ч-(ред{) тоже известна, то изъ 
(9) найдемъ {'(ре91), а слёд-о и }{рев() и тогда V опреде
лится по формуле: 

7 = НреР) + /(ре-^+р* {(р {р&в) + <р {ре-*9)} 

Найденное значеше V совпадаетъ съ выражешями дан
ными А1ТАП81*; и ЬаипсеНа**) какъ мы это покажемъ въ 
особомъ изследованш. 

Точно также легко решить вопросъ и для всякаго 
изотермическаго контура. 

5. О контурной функцш Аггу. 

Сравнеше предыдущихъ формулъ съ формулами реша
ющими плоскую задачу ведетъ къ введенш въ последнюю 
гипергармонической функцш аналогичной функцш Аггу, но 
представляющей несколько нагляднее распределеше на
пряженШ внутри некотораго контура. 

*) АШ йе11а К. ассаЛепиа Йе11е вюепге <И Тогто 32 1896—1897, 
стр. 881—888. 

**) тамъ же стр. 1010—1018. См. также замътку УИ;о УоИегга 
стр. 1018—1021. 



Напр. для случая прямолинейнаго контура мы имЪемъ 
для опредълешя гипергармонической функцш У условие 
(см. стр. 179 и 180): 

\\дУ .дУ) х — гуйФ(г) , „ , л 

гдъ- О. вещественная часть Ф(г)\ съ другой стороны для 
того же контура мы им,вемъ условхе въ плоской задаче 
теорш упругости: 

гдъ- Й =• вещ. ч. Ф (г). Мы можемъ поэтому положить 

г дУ дУ 
4 Ф ( ^ = ' Ф ^ ) , я г = ш , т=~дг7 
и, т. к. 

дт д*у 
дх ду ду2 

Гд*У 
^ = = } д 1 7 а х 

Функщей Аггу зд^сь очевидно является функщя: 

'Р= § Уйх, 

т. к. 

^ ~ ду2 ' ^ ~ дх* ' ' 

а гипергармоническую функцш 

дх 

мы назовемъ к о н т у р н о й ф у н к ц 1 е й Аггу или функщей 
Аггу 2-го рода. Если частныя производный п е р в а г о , 



порядка и — ^— выражаютъ напряжешя на прямыхъ 

литяхъ у — сопзЬ. ||-ыхъ нашему контуру ож, тогда какъ 
функщя Аггу требуетъ составлешя вторыхъ производвыхъ. 

Для случая кругового контура возьмемъ полярныя 
координаты. 

Мы имЪемъ по фор. (8): 

1 Г дУ .дУ) йи>(ре*) 
2 - гдё) - Р*Щ&> + + 

+ Р2{Р(РЕМ) + Р(РЕ-*)} . . (10) 

Сравнивая эту формулу съ фор. (1) стр. 19 написан
ной въ вид*: 

Л 1 Ф (ое*0) 

РЧЯ+гЩ = р* -^еШ)

,+2^!^по+рЧ^ф(0+^ф{:,)) 
мы можемъ положить: 

дУ 

дУ 

а Р найдемъ изъ услов1я 

^ < Р + « ) = О . 
Здесь вместо функцш Аггу удобно ввести функщю V, 

которую также мы назовемъ здесь контурной функщей Аггу. 
Аналогичный формулы мояшо вывести и для общаго 

случая изотермическихъ координатъ какъ мы это иокажемъ 
въ особомъ изсл*вдованш. 

6. Дополнеше къ § 17. 
Законъ взаимности перемещены и усилШ можно вы

сказать весьма различно. Напр., сравнивая фор. (10) стр. 
82, написанную въ вид*: 



1 ^ , % Х+Ьиг Г 
у + уфф + ^ - - ^ ^ р - [вещ.ч. I Ф(*)йг] + р - г 

съ фор. (11) стр. 8 2 : 

ЙФО) ЕЧг) г 
Т+гЪ ^ - ^ у - ^ + ^ + ^вещ. ч. Ф(ж)] , . (11) 

зам-втимъ, что эти формулы совпадутъ, если предположить 

и придать къ обЪимъ частямъ (11) : е = ^ ^ . ^ № + -^г); 

задача теорш упругости съ перем-Ьщетями и ш ь обра
тится къ задачу теорш упругости съ напряжец1ями 

Т=у N1+3 = 11 

Такимъ образомъ начало взаимности получаетъ въ 
этомъ случае характеръ, оправдываюшдй это назван1е. 

Во время печаташя настоящей работы вышли на русскомъ языкв 
еще 2 работы, посвященныя плоской задачъ математической теорш 
упругости: 

1. Герсевановъ Н. М. Плоская задача теорш упругости. Сбор-
никъ И. И. П. С. 1909. 

2. Тимошенко С. П., О распредзленш напряжетй въ круговомъ 
колыгв. О вл1яши круглыхъ о т в е р т и на распредълете напряжетй въ 
пластинкахъ. (Извъстая Шевскаго Политехническаго Института.) Шевъ, 
1907—1908. 
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