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Ââåäåíèå

Âåêòîðíîå ïîëå X íà ïëîñêîñòè îïðåäåëÿåò ïîòîê. Â ïîòîêå òî÷êè ïåðå-
ìåùàþòñÿ ïî ñâîèì òðàåêòîðèÿì è ôóíêöèè ïîäâåðãàþòñÿ èçìåíåíèÿì. Âîîáùå
ãîâîðÿ, ëþáîå òåíçîðíîå ïîëå (âåêòîðíîå ïîëå, äèôôåðåíöèàëüíàÿ ôîðìà è ïð.)
óâëåêàåòñÿ ïîòîêîì è ýòî óâëå÷åíèå ìîæåò áûòü îïèñàíî ïðîèçâîäíûìè Ëè ýòîãî
ïîëÿ îòíîñèòåëüíî X è ñîîòâåòñòâóþùèì ðÿäîì Ìàêëîðåíà.

Ñèììåòðèåé âåêòîðíîãî ïîëÿ X íàçûâàåòñÿ ïðåîáðàçîâàíèå a, êîòîðîå
ñîõðàíÿåò ïîëå X. Ïðè ýòîì òðàåêòîðèè ïîëÿ X ïðåîáðàçóþòñÿ â òðàåêòî-
ðèè ýòîãî æå ïîëÿ (ñ èçìåíåíèåì ïàðàìåòðèçàöèè), à èíâàðèàíòû ïîëÿ X

ïðåîáðàçóþòñÿ â èíâàðèàíòû ýòîãî ïîëÿ.

Âåêòîðíîå ïîëå P , ïîòîê êîòîðîãî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé 1-ïàðàìåòðè÷åñêóþ
ãðóïïó ñèììåòðèé âåêòîðíîãî ïîëÿ X, íàçûâàåòñÿ èíôèíèòåçèìàëüíîé ñèììåò-
ðèåé ïîëÿ X. Íàëè÷èå ñèììåòðèé è èíôèíèòåçèìàëüíûõ ñèììåòðèé îñîáåííî
âàæíî â òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.

Ñ ïîìîùüþ ñèììåòðèé íàõîäÿò íîâûå ðåøåíèÿ è ïåðâûå èíòåãðàëû èëè
ðàçìíîæàþò óæå èçâåñòíûå. Ïåðåõîä ê èíâàðèàíòíûì êîîðäèíàòàì ïîëÿ P ïîç-
âîëÿåò ñâåñòè äàííîå óðàâíåíèå ê ïðîñòåéøåìó âèäó. Â ýòîì çàêëþ÷àåòñÿ ñìûñë
ðàçëè÷íûõ ïîäñòàíîâîê ïðè èíòåãðèðîâàíèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.

Â äàííîé ðàáîòå, êðîìå òåîðåòè÷åñêîãî (ðåôåðàòèâíîãî) ìàòåðèàëà, ðàçðà-
áîòàí ðÿä ïðèìåðîâ. Â íèõ ïîêàçûâàåòñÿ, êàêóþ ðîëü èãðàþò èíôèíèòåçèìàëüíûå
ñèììåòðèè ïðè ðåøåíèè îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (ÎÄÓ)
1-ãî ïîðÿäêà, ïî÷åìó òå èëè äðóãèå ïîäñòàíîâêè îêàçûâàþòñÿ öåëåñîîáðàçíûìè
è êàê â ðåçóëüòàòå ýòèõ ïîäñòàíîâîê óïðîùàåòñÿ ðåøåíèå óðàâíåíèé.

Âñåãî ðàçîáðàíî 9 ïðèìåðîâ. Â Ïðèìåðå 1 ðàññìàòðèâàåòñÿ âåêòîðíîå
ïîëå X íà ïëîñêîñòè uv ñ êîîìïîíåíòàìè (1, 2u). Ïîêàçàíî, ÷òî â êîîðäèíàòàõ
(s, I), ãäå s = u, I = v − u2, ïîëå X ïðèîáðåòàåò âèä ∂

∂s
. Ïîêàçàíî òàêæå, êàê â

êîîðäèíàòàõ (u, v) è (s, I) óâëåêàåòñÿ ïîòîêîì ïîëÿ X ôóíêöèÿ f = uv.
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Â Ïðèìåðàõ 2-5 ðàññìàòðèâàþòñÿ îáûêíîâåííûå äèôôåðåíöèàëäíûå óðàâ-
íåíèÿ 1-ãî ïîðÿäêà èç êíèãè [8]:

y′ =
x2 + y2

xy
, yy′ =

2

x3
− 3

x2
y,

y′ + py = q, y′ =
y

x + x2 + y2
.

Õîòÿ ðåøåíèÿ ýòèèõ óðàâíåíèé èçâåñòíû, íàøåé öåëüþ ÿâëÿåòñÿ íå èõ íàõîæäå-
íèå. Öåëüþ ÿâëÿåòñÿ ïîêàçàòü, êàêóþ ðîëü ïðè ýòîì èãðàåò âåêòîðíîå ïîëå P ,
äîïóñêàåìîå äàííûì óðàâíåíèåì. Ñ óðàâíåíèåì àññîöèèðóåòñÿ âåêòîðíîå ïîëå X

è 1-ôîðìà ω, à ïîëå P ÿâëÿåòñÿ èõ èíôèíèòåçèìàëüíîé ñèììåòðèåé:

LP X ‖ X, LP ω ‖ ω.

Â Ïðèìåðå 6 ïîêàçàíî, íàñêîëüêî ïðîùå íàõîæäåíèå èíâàðèàíòà ïîëÿ X

â êîîðäèíàòàõ (ρ, ϕ), ãäå ρ � êàíîíè÷åñêèé ïàðàìåòð ïîëÿ P è ϕ � èíâàðèàíò
ïîëÿ P . Â Ïðèìåðå 7 ðàññìàòðèâàåòñÿ âåêòîðíîå ïîëå X â ïðîñòðàíñòâå xyz ñ
êîìïîíåíòàìè (y, z, x). Îïèñàí ïîòîê ýòîãî ïîëÿ. Ïðèìåð ñëóæèò èëëþñòðàöèåé
ëèíåéíîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ, îïðåäåëÿåìîãî ìàòðèöåé C ñî ñâîéñòâîì C3 = E.
Â Ïðèìåðàõ 8 è 9 äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà U ′ = CU (ëèíåéíîå âåêòîðíîå ïîëå X)
ñîîòíîñèòñÿ ê áàçèñó èç ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ ìàòðèöû C. Â ýòîì áàçèñå ïîòîê
ïîëÿ X îïèñûâàåòñÿ çíà÷èòåëüíî ïðîùå.
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Ïðèìå÷àíèå

Âî èçáåæàíèå íåäîóìåíèé, êîòîðûå ìîãóò âîçíèêíóòü ïðè ÷òåíèè ðàáîòû,
ìû îáóñëîâèìñÿ î ñëåäóþùåì. Âñå íàøè äåéñòâèÿ, êàñàþùèåñÿ äèôôåðåíöèðîâà-
íèÿ ôóíêöèé è (òåíçîðíûõ) ïîëåé, ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèé äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé, ñõîäèìîñòè ðÿäîâ è ïðîáëåìû ëîêàëüíî-ãëîáàëüíîãî, ñ÷èòàþòñÿ äîïó-
ñòèìûìè.

1. Êîãäà ìû äèôôåðåíöèðóåì (íà ïëîñêîñòè, â ïðîñòðàíñòâå) íåêîòîðóþ ôóíê-
öèþ f îòíîñèòåëüíî âåêòîðíîãî ïîëÿ X, ñ÷èòàåì, ÷òî ôóíêöèÿ f äèôôå-
ðåíöèðóåìà. Ïðè ýòîì äèôôåðåíöèðóåìîñòü ôóíêöèè íå äîëæíà ïîíèìàòü-
ñÿ â ñìûñëå ñóùåñòâîâàíèÿ íåïðåðûâíûõ ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ. Ôóíêöèÿ f

äîëæíà áûòü "ãëàäêîé" íà òðàêòîðèÿõ ïîëÿ X. Ýòî èìååòñÿ â âèäó è ïðè
äèôôåðåíöèðîâàíèè òåíçîðíûõ ïîëåé îòíîñèòåëüíî X, ò.å. ïðè âû÷èñëåíèè
ïðîèçâîäíûõ Ëè.

2. Êîãäà ìû ãîâîðèì î ðåøåíèÿõ ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

u′ = x(u, v)

v′ = y(u, v)
,

òî, åñòåñòâåííî, ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ôóíêöèè x è y â ïðàâûõ ÷àñòÿõ óäîâëå-
òâîðÿþò óñëîâèÿì òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ, ñì. [3], ñòð. 266. Èç òåîðèè äèô-
ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé èçâåñòíî (ñì. òàì æå), ÷òî îáùåå ðåøåíèå äàííîé
ñèñòåìû îïðåäåëÿåò ñåìåéñòâî òðàåêòîðèé è âäîëü òðàåêòîðèè � äâèæåíèå
òî÷åê, êîðî÷å, îïðåäåëÿåòñÿ ïîòîê. Ãîâîðÿ î ïîòîêå âåêòîðíîãî ïîëÿ, èìååò-
ñÿ â âèäó, ÷òî íà äèôôåðåíöèðóåìîì ìíîãîîáðàçèè � ýòî 1-ïàðàìåòðè÷åñêàÿ
(ïñåâäî-)ãðóïïà ëîêàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé. Äëÿ íàñ íàãëÿäíî âûðàæàÿñü,
âåêòîðíîå ïîëå ýòî "ñòîï-êàäð" äâèæåíèÿ.

3. Ìû íå âõîäèì â òåðìèíû êîìïëåêñà äå Ðàìà, ãäå çàìêíóòûå è òî÷íûå äèô-
ôåðåíöèàëüíûå ôîðìû íàçûâàþòñÿ êîöèêëàìè è êîãðàíèöàìè, ñì. [6], ò.III,
ñòð. 203. Îäíàêî, ìû çíàåì, ÷òî íà ïëîñêîñòè xy 1-ôîðìà ω = P dx + Q dy

ïðè óñëîâèè

∂Q

∂x
=

∂P

∂y
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çàìêíóòà, ò.å. åå âíåøíèé äèôôåðåíöèàë dω ðàâåí íóëþ, è ÷òî çàìêíóòàÿ
ôîðìà (ïðè îïðåäåëåííûõ óñëîâèÿõ íà êîýôôèöèåíòû P è Q) ëîêàëüíî òî÷-
íà. Â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè ôîðìà ω òîãäà ñîâïàäàåò ñ äèôôåðåíöèàëîì
ôóíêöèè I � èíâàðèàíòà âåêòîðíîãî ïîëÿ X: ω = dI . Äëÿ âîññòàíîâëå-
íèÿ ôóíêöèè I ïîëüçóþòñÿ èçâåñòíûì ïðèåìîì, ñì. Ñëåäñòâèå èç ôîðìóëû
Ãðèíà [9], ñòð. 348. Â òàêîì ñëó÷àå ïèøåì I =

∫
ω è ñ÷èòàåì ýòó çàïèñü

ýêâèâàëåíòíîé çàïèñè ω = dI.

4. Êîãäà òåíçîðíîå ïîëå f óâëåêàòñÿ â ïîòîêå at = exp tX, ìû ïîëüçóåìñÿ ðàç-
ëîæåíèåì Ìàêëîðåíà-Ëè

ft =
∞∑

k=0

f (k) t
k

k!
,

ãäå f (k) � ïðîèçâîäíûå Ëè ïîëÿ f îòíîñèòåëüíî âåêòîðíîãî ïîëÿ X. Ïðè ýòîì
ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî êîýôôèöèåíòû f (k) ðåàëüíî âû÷èñëÿþòñÿ, ò.å. ïîëå f

äèôôåðåíöèðóåìî êëññà C∞, è ÷òî ñòåïåííîé ðÿä â êàæäîé ôèêñèðîâàííîé
òî÷êå íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè íà ïëîñêîñòè (â ïðîñòðàíñòâå) ñõîäèòñÿ. Àíà-
ëèç ñîîòâåòñòâóþùèõ ñèòóàöèé, êîòîðûå ïðè ýòîì âîçíèêàþò, öåëüþ íàøåé
ðàáîòû íå ÿâëÿåòñÿ.

5. Ðàáîòàÿ â êîîðäèíàòàõ, ÷òî âàæíî äëÿ êîíêðåòíûõ ïðèëîæåíèé, ìû ïîíè-
ìàåì, ÷òî âñå ýòî ìîæåò ïðîèñõîäèòü íà ëîêàëüíîé êàðòå îáùåãî äèôôå-
ðåíöèðóåìîãî ìíîãîîáðàçèÿ. Ïðîáëåìà ãëîáàëüíîãî íå çàòðàãèâàåòñÿ, õîòÿ
íà êàæäîì øàãó îíà íåÿâíî ïðèñóòñòâóåò. Ñîçíàåì, ÷òî òåíçîðíûå ìåòîäû
èìåþò õàðàêòåð áîëåå ÷åì ëîêàëüíûé è ÷òî èíâàðèàíòíîå èñ÷èñëåíèå Ëè-
Êàðòàíà îòíîñèòüñÿ ïî ñóòè ê ãëîáàëüíîìó àíàëèçó.

6. Òåðìèíû è ïîíÿòèÿ, êàñàþùèåñÿ òåíçîðîâ è ïðîèçâîäíûõ Ëè, ìîæíî íàéòè
â äîñòóïíûõ ïîñîáèÿõ. Ê ñîæàëåíèþ, "òðåõòîìíèê Ôèõòåíãîëüöà" ïî èñ÷èñ-
ëåíèþ Ëè-Êàðòàíà îòñóòñòâóåò. Ïîýòîìó ññûëàåìñÿ íà 5-òîìíóþ "Ìàòåìà-
òè÷åñêóþ ýíöèêëîïåäèþ" è åå 6-òîìíîå èçäàíèå â ïåðåâîäå íà àíãëèéñêèé
ÿçûê, ñì. [6] è [11].
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1 Âåêòîðíîå ïîëå íà ïëîñêîñòè

Â ãëàâå I ïîêàçûâàåòñÿ, êàê â ïîòîêå äàííîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ X óâëåêàþò-
ñÿ ðàçëè÷íûå òåíçîðíûå ïîëÿ, â òîì ÷èñëå âåêòîðíûå ïîëÿ è äèôôåðåíöèàëüíûå
ôîðìû. Óâëå÷åíèå òåíçîðíûõ ïîëåé èçó÷àåòñÿ ñ ïîìîùüþ ïðîèçâîäíûõ Ëè. Âûðà-
áàòûâàåòñÿ òåõíèêà äèôôåðåíöèðîâàíèÿ Ëè (îñíîâíûå ïðàâèëà, äåðèâàöèîííûå
ôîðìóëû). Ïîêàçàíî, êàê âû÷èñëèòü èíâàðèàíòû ïîëÿ X íà ïëîñêîñòè è êàê ýòîìó
ñïîñîáñòâóåò íàëè÷èå èíôèíèòåçèìàëüíîé ñèììåòðèè.

Ñâåäåíèÿ î òåíçîðàõ, òåíçîðíûõ ïîëÿõ è îïåðàöèÿõ íàä íèìè, î äèôôå-
ðåíöèðóåìûõ ìíîãîîáðàçèÿõ è äèôôåðåíöèðóåìûõ îòîáðàæåíèÿõ, ðàññëîåíèÿõ è
êàñàòåëüíîì ôóíêòîðå T ìîæíî íàéòè â ñëåäóþùèõ ïîñîáèÿõ [2], [4], [5], [7].

1.1 Ïîòîê âåêòîðíîãî ïîëÿ X

Íà ïëîñêîñòè uv çàäàíî âåêòîðíîå ïîëå â âèäå äèôôåðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà

X = x
∂

∂u
+ y

∂

∂v
. (1)

Åãî êîìïîíåíòû (x, y) ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿìè1 êîîðäèíàò (u, v).

Îáóñëîâèìñÿ îáîçíà÷àòü ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèè f îòíîñèòåëüíî âåêòîðíîãî
ïîëÿ X øòðèõîì: f ′ = Xf , à ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ïî êîîðäèíàòàì � íèæíèìè
èíäåêñàìè:

f1 =
∂f

∂u
, f2 =

∂f

∂v
.

Ñëåäóþùàÿ çàïèñü îçíà÷àåò, ÷òî ê ôóíêöèè f ïðèìåíåí îïåðàòîð (1):

f ′ = f1x + f2y. (2)

Ïðîèçâîäíûì êîîðäèíàòíûõ ôóíêöèé ñîîòâåòñòâóþò êîìïîíåíòû x è y.
1Äèôôåðåíöèðóåìîñòü ôóíêöèé ïðåäïîëàãàåòñÿ. Ïðåäïîëàãàåì òàêæå îòñóòñòâèå îñîáûõ òî-

÷åê, ãäå îáå êîìïîíåíòû x è y îäíîâðåìåííî îáðàùàþòñÿ â íóëü.
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Â ðåçóëüòàòå îáðàçóåòñÿ ñèñòåìà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé:




u′ = x(u, v)

v′ = y(u, v)
. (3)

Ðåøåíèå ñèñòåìû (3) îïðåäåëÿåò 1-ïàðàìåòðè÷åñêóþ ãðóïïó ïðåîáðàçîâàíèé ïëîñ-
êîñòè èëè, êàê ãîâîðÿò, ïîòîê âåêòîðíîãî ïîëÿ X

at : (u, v) 7→ (ut, vt). (4)

Â ïîòîêå at òî÷êè ïëîñêîñòè äâèæóòñÿ ïî ñâîèì òðàåêòîðèÿì, è ôóíêöèè
óâëåêàþòñÿ ïî çàêîíó êîìïîçèöèè:

ft = f ◦ at. (5)

Ïàðàìåòð t òðàêòóåòñÿ êàê âðåìÿ. Ïðè ýòîì

(f ◦ at)
′
t=0 = lim

t→0

1

t
(ft − f) = f ′.

1.2 Ðàçëîæåíèå óâëåêàåìîé ôóíêöèè â ñòåïåííîé ðÿä

Ôóíêöèÿ ft ðàçëàãàåòñÿ â ðÿä Ìàêëîðåíà ïî ñòåïåíÿì t:

ft =
∞∑

k=0

f (k) t
k

k!
. (6)

Êîýôôèöèåíòû f (k), k = 1, 2, ... � ïðîèçâîäíûå ôóíêöèè f , âû÷èñëÿåìûå ïî ïðà-
âèëó (2).

Åñëè f (n) 6= 0 è f (k) = 0 äëÿ ∀k > n, òîãäà áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ôóíêöèÿ f

âåäåò ñåáÿ â ïîòîêå at êàê ïîëèíîì ñòåïåíè n, íàïðèìåð, ïðè n = 1 � êàê ëèíåéíàÿ
ôóíêöèÿ: ft = f + f ′t, ïðè n = 2 � êàê êâàäðàòè÷íàÿ ôóíêöèÿ: ft = f + f ′t + f ′′ t

2

2
,

è ò.ä. Ïðè n = 0 ôóíêöèÿ f ïîñòîÿííà íà òðàåêòîðèÿõ ïîëÿ X, ft = f .

Ìîæåò ïðåäñòàâèòüñÿ, ÷òî ïðîèçâîäíûå f (k) ìåæäó ñîáîé ñâÿçàíû. Òîãäà
èìååì îáûêíîâåííîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå è ôóíêöèÿ ft îïðåäåëÿåòñÿ
êàê ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ. Íàïðèìåð, êîãäà f ′′ + f = 0, íàáëþäàåòñÿ ïóëüñè-
ðóþùåå ñêàëÿðíîå ïîëå ft = f cos t + f ′ sin t.
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Ôóíêöèÿ, ïîñòîÿííàÿ íà òðàåêòîðèÿõ âåêòîðíîãî ïîëÿ X, íàçûâàåòñÿ
èíâàðèàíòîì ýòîãî ïîëÿ. Ôóíêöèÿ s, ïðîèçâîäíàÿ êîòîðîé îòíîñèòåëüíî ïîëÿ
X ðàâíà åäèíèöå: s′ = 1 (ïåðâîîáðàçíàÿ åäèíèöû), íàçûâàåòñÿ êàíîíè÷åñêèì
ïàðàìåòðîì ïîëÿ X.

Êàíîíè÷åñêèé ïàðàìåòð îïðåäåëÿåòñÿ ñ òî÷íîñòüþ äî èíâàðèàíòà. Äåéñòâè-
òåëüíî, åñëè s1 è s2 � äâà êàíîíè÷åñêèõ ïàðàìåòðà, òî s1 − s2 = I � èíâàðèàíò,
I ′ = 0, è s1 = s2 + I. Íàîáîðîò, åñëè s2 � êàíîíè÷åñêèé ïàðàìåòð è I � èíâàðèàíò,
òî s1 = s2 + I � êàíîíè÷åñêèé ïàðàìåòð.

Ïðåäëîæåíèå 1. Åñëè s � êàíîíè÷åñêèé ïàðàìåòð è I � èíâàðèàíò âåêòîð-
íîãî ïîëÿ X, òî â ñèñòåìå êîîðäèíàò (s, I) ïîëå X ñòàíîâèòñÿ îïåðàòîðîì ∂

∂s
.

Â ñèñòåìå (s, I) ïîòîê ïîëÿ X

at : (s, I) 7→ (st, It)

îïèñûâàåòñÿ ñèñòåìîé 



st = s + t

It = I
.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïðåîáðàçîâàíèå êîîðäèíàò (u, v) 7→ (s, I),





s = s(u, v)

I = I(u, v)
,

âëå÷åò çà ñîáîé èçìåíåíèå íàòóðàëüíîãî áàçèñà, ðåïåðà è êîðåïåðà:

(
∂

∂u

∂

∂v

)
=

(
∂

∂s

∂

∂I

)
·



s1 s2

I1 I2


 ,




ds

dI


 =




s1 s2

I1 I2


 ·




du

dv


 .

ßêîáèåâà ìàòðèöà îïðåäåëÿåò ïåðåõîä îò êîðåïåðà (du, dv) ê êîðåïåðó (ds, dI), ñì.
ïðàâóþ ôîðìóëó, è òà æå ìàòðèöà îïðåäåëÿåò ïåðåõîä îò ðåïåðà

(
∂
∂s

∂
∂I

)
ê ðåïåðó

(
∂
∂u

∂
∂v

)
, ñì. ëåâóþ ôîðìóëó. Îáå ôîðìóëû ïðåäñòàâëåíû â ìàòðè÷íîé çàïèñè.
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Âîñïîëüçóåìñÿ ëåâîé ôîðìóëîé:

X =

(
∂

∂u

∂

∂v

)
·



x

y


 =

(
∂

∂s

∂

∂I

)
·



s1 s2

I1 I2


 ·




x

y


 =

(
∂

∂s

∂

∂I

)
·



1

0


 .

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî s1x + s2y = s′ = 1, I1x + I2y = I ′ = 0, âûÿâëÿåòñÿ: X = ∂
∂s

. Ïîòîê
at îïðåäåëÿåòñÿ â êîîðäèíàòàõ (s, I) ñèñòåìîé âèäà (3) è åå ðåøåíèåì:





s′ = 1

I ′ = 0
, ⇒





st = s + t

It = I
.

u

Ïðåäîñòåðåæåíèå. Çàïèñü X = ∂
∂s

íå ñîâñåì êîððåêòíà. Ïðàâèëüíåå áûëî
áû ïèñàòü X = Tϕ−1 ∂

∂s
, èìåÿ â âèäó ïðåîáðàçîâàíèå êîîðäèíàò

ϕ : (u, v) 7→ (s, I).

Óòî÷íèì ýòî â ñëåäóþùåì ïðèìåðå.

Ïðèìåð 1. Íà ïëîñêîñòè uv äàíî âåêòîðíîå ïîëå

X =
∂

∂u
+ 2u

∂

∂v
.

Îïðåäåëÿåì ïîòîê at : (u, v) 7→ (ut, vt),




u′ = 1

v′ = 2u
⇒





ut = u + t

vt = v + 2ut + t2
,

à òàêæå êàíîíè÷åñêèé ïàðàìåòð s = u è èíâàðèàíò I = v − u2. Ïðè çàìåíå êîîð-
äèíàò (u, v) êîîðäèíàòàìè (s, I),





s ◦ ϕ = u

I ◦ ϕ = v − u2
⇒





u ◦ ϕ−1 = s

v ◦ ϕ−1 = I + s2
,

ïðîèñõîäèò ïðåîáðàçîâàíèå ðåïåðà è êîðåïåðà:

Tϕ−1

(
∂

∂s

∂

∂I

)
=

(
∂

∂u

∂

∂v

)
·



1 0

2u 1


 ,




ds

dI


 ◦ Tϕ =




1 0

−2u 1


 ·




du

dv


 .
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Âî âòîðîé ôîðìóëå èìååì ÿêîáèåâó ìàòðèöó ïðåîáðàçîâàíèÿ ϕ, â ïåðâîé ôîðìó-
ëå � îáðàòíóþ åé ìàòðèöó. Ïðè ýòîì Tϕ−1 ∂

∂s
= X, Tϕ−1 ∂

∂I
= ∂

∂v
è ïîòîê at

óïðîñòèòñÿ:
at : (s, I) → (st, It), st = s + t, It = I.

Ïóñòü äàíà ôóíêöèÿ f = uv. Åå óâëå÷åíèå ïîòîêîì at â êîîðäèíàòàõ (u, v)

îïèñûâàåòñÿ ôîðìóëîé

ft = utvt = (u + t) · (v + 2ut + t2),

è â êîîðäèíàòàõ (s, I) � ôîðìóëîé

(f ◦ ϕ−1)t = (It + s2
t )st = [I + (s + t)2] · (s + t).

Â îáîèõ ñëó÷àÿõ ôóíêöèÿ f óâëåêàåòñÿ êàê ïîëèíîì òðåòüåé ñòåïåíè îòíîñè-
òåëüíî ïàðàìåòðà t. Â ïåðâîì ñëó÷àå êîýôôèöèåíòàìè â ðàçëîæåíèè (6) ñëóæàò
ôóíêöèÿ uv è åå ïðîèçâîäíûå X(uv) = v + 2u2, X2(uv) = 6u, X3(uv) = 6, âî
âòîðîì ñëó÷àå � ôóíêöèÿ (I+s2)s è åå ïðîèçâîäíûå ïî ïàðàìåòðó s: I+3s2, 6s, 6.

Î÷åâèäíî, ýòè êîýôôèöèåíòû ñâÿçàíû ïîäñòàíîâêîé ϕ. Âàæíî, îäíàêî, çàìåòèòü,
êàê îíè óâëåêàþòñÿ ïîòîêîì at. Âî âòîðîì ñëó÷àå ïðîèñõîäèò ïðîñòîé ñäâèã
àðãóìåíòà s → s + t, â ïåðâîì ñëó÷àå ýòî íå òàê.

1.3 Ïðîèçâîäíûå Ëè

Ïîòîêîì at óâëåêàþòñÿ íå òîëüêî ôóíêöèè, ñì. (4) è (5), íî è òåíçîðíûå
ïîëÿ2, â ïåðâóþ î÷åðåäü âåêòîðíûå ïîëÿ è 1-ôîðìû.
Óâëå÷åíèå âåêòîðíîãî ïîëÿ Y 7→ Yt îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

Ytft = (Y f)t, (7)

èëè, ÷òî òî æå, ôîðìóëîé

Yt(f ◦ at) = (Y f) ◦ at, (8)
2×òî êàñàåòñÿ óâëå÷åíèÿ ïîòîêîì at âåêòîðíîãî ïîëÿ Y , òî ïðè ëþáîì ïðåîáðàçîâàíèè a

äâèæåíèå òî÷êè M → bτ (M) â ïîòîêå bτ ïîëÿ Y ïðåîáðàçóåòñÿ â äâèæåíèå òî÷êè b(M) →
abτa−1(a(M)) , ïîòîê bτ ïîëÿ Y ïðåîáðàçóåòñÿ â ïîòîê abτa−1 ïîëÿ TaY . Â ïîòîêå at ïîòîê bτ

ïîäâåðãàåòñÿ èçìåíåíèþ atbτa−t è âåêòîðíîå ïîëå Y óâëåêàåòñÿ ïî çàêîíó Yt = TatY .
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ãäå f � ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ.

Óâëå÷åíèå 1-ôîðìû Φ 7→ Φt îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

Φt(Yt) = (Φ(Y ))t, (9)

ãäå Y � ïðîèçâîëüíîå âåêòîðíîå ïîëå.
Âåêòîðíîå ïîëå Yt è 1-ôîðìà Φt îïðåäåëÿþòñÿ ôîðìóëàìè (7) è (9) îäíî-

çíà÷íî.

Ïðèìå÷àíèå. Ïóñòü äàíî äèôôåðåíöèðóåìîå îòîáðàæåíèå îäíîãî äèôôå-
ðåíöèðóåìîãî ìíîãîîáðàçèÿ â äðóãîå

ϕ : Ṽ −→ V. (10)

Áóäåì íàçûâàòü ϕ-ñâÿçàííûìè çàäàííûå íà ìíîãîîáðàçèÿõ Ṽ è V ñîîòâåòñòâåííî
� ôóíêöèè f̃ è f , åñëè èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

f̃ = f ◦ ϕ; (11)

� âåêòîðíûå ïîëÿ Ỹ è Y , åñëè äëÿ ëþáûõ ϕ-ñâÿçàííûõ ôóíêöèé f̃ è f ϕ-ñâÿçàíû
ïðîèçâîäíûå Ỹ f̃ è Y f ,

Ỹ f̃ = (Y f) ◦ ϕ; (12)

� 1-ôîðìû Φ̃ è Φ, åñëè äëÿ ëþáûõ ϕ-ñâÿçàííûõ âåêòîðíûõ ïîëåé Ỹ è Y ϕ-ñâÿçàíû
ôóíêöèè Φ̃(Ỹ ) è Φ(Y ),

Φ̃(Ỹ ) = (Φ(Y )) ◦ ϕ. (13)

Òîãäà, èñõîäÿ èç îïðåäåëåíèé (11), (12) è (13), ôóíêöèÿ ft, ñì. (5), îïðåäåëÿåòñÿ
êàê ôóíêöèÿ, at-ñâÿçàííàÿ ñ ôóíêöèåé f ; âåêòîðíîå ïîëå Yt, ñì. (7), îïðåäåëÿåòñÿ
êàê âåêòîðíîå ïîëå, at-ñâÿçàííîå ñ âåêòîðíûì ïîëåì Y , à 1-ôîðìà Φt, ñì. (9), �
êàê 1-ôîðìà, at-ñâÿçàííàÿ ñ 1-ôîðìîé Φ.

Âîîáùå, äâà (p, q)-òåíçîðíûõ ïîëÿ S̃ è S íà ìíîãîîáðàçèÿõ Ṽ è V ñîîò-
âåòñòâåííî áóäåì íàçûâàòü ïðè îòîáðàæåíèè (10) ϕ-ñâÿçàííûìè, åñëè äëÿ ëþ-
áûõ ñîîòâåòñòâåííî ϕ-ñâÿçàííûõ 1-ôîðì Φ̃1, ..., Φ̃p è Φ1, ..., Φp è âåêòîðíûõ ïîëåé
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Ỹ1, ..., Ỹq è Y1, ..., Yq èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî3:

S̃(Φ̃1, ..., Φ̃p; Ỹ1, ..., Ỹq) = (S(Φ1, ..., Φp; Y1, ..., Yq)) ◦ ϕ. (14)

Óâëå÷åíèå òåíçîðíîãî ïîëÿ S ïîòîêîì at îïèñûâàåòñÿ òåíçîðíûì ïîëåì St,
êîòîðîå at-ñâÿçàíî ñ ïîëåì S.

Îïåðàöèè ñ ϕ-ñâÿçàííûìè òåíçîðíûìè ïîëÿìè íà ìíîãîîáðàçèÿõ Ṽ è V ,
òàêèå êàê: ñâåðòûâàíèå, ñèììåòðèðîâàíèå, àëüòåðíèðîâàíèå, òåíçîðíîå ïðîèçâå-
äåíèå è ëèíåéíûå êîìáèíàöèè îäíîòèïíûõ òåíçîðíûõ ïîëåé, à òàêæå ñêîáî÷íûå
îïåðàöèè âåêòîðíûõ ïîëåé è âíåøíåå äèôôåðåíöèðîâàíèå äèôôåðåíöèàëüíûõ
ôîðì, � ïðèâîäÿò â ðåçóëüòàòå ê ϕ-ñâÿçàííûì òåíçîðíûì ïîëÿì. Ñêàçàííîå
îòíîñèòñÿ è ê at-ñâÿçàííûì òåíçîðíûì ïîëÿì. Ê ýòèì ñâîéñòâàì ìû ïðèáåãàåì
ïðè âûâîäå îñíîâíûõ ïðàâèë äèôôåðåíöèðîâàíèÿ Ëè.

Ïðîèçâîäíàÿ Ëè òåíçîðíîãî ïîëÿ S â ïîòîêå âåêòîðíîãî ïîëÿ X îïðåäåëÿåòñÿ
ôîðìóëîé4:

S ′ = lim
t→0

1

t
(St − S). (15)

Èçëîæèì âêðàòöå îñíîâíûå ïðàâèëà äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïî Ëè.

Ïðåäëîæåíèå 2. Ëèíåéíûå êîìáèíàöèè5 âåêòîðíûõ ïîëåé è 1-ôîðì äèô-
ôåðåíöèðóþòñÿ ïî îáû÷íûì ïðàâèëàì:

Y = Riy
i ⇒ Y ′ = Ri(Xyi) + (Ri)

′yi, (16)

Φ = ϕiθ
i ⇒ Φ′ = (Xϕi)θ

i + ϕi(θ
i)′. (17)

Ïðîèçâîäíàÿ Ëè âåêòîðíîãî ïîëÿ Y ðàâíà ñêîáêàì äâóõ ïîëåé X è Y :

Y ′ = [XY ]. (18)
3Êàê èçâåñòíî, òåíçîð òèïà (p, q) ÿâëÿåòñÿ ïîëèëèíåéíîé ôóíêöèåé (p + q) àðãóìåíòîâ, p

êîâåêòîðîâ è q âåêòîðîâ.
4Ïðîèçâîäíûå Ëè îòíîñèòåëüíî âåêòîðíîãî ïîëÿ X îáîçíà÷àþòñÿ øòðèõîì S′ = LXS. Ñóùå-

ñòâîâàíèå ïðîèçâîäíûõ, ò.å. äèôôåðåíöèðóåìîñòü òåíçîðíûõ ïîëåé, ïðåäïîëàãàåòñÿ.
5Â âûðàæåíèÿõ âèäà Riy

i èìååòñÿ â âèäó ñóììèðîâàíèå ïî ïîâòîðÿþùåìóñÿ èíäåêñó i (ïðà-
âèëî À. Ýíøòåéíà); ïðè ýòîì ñóììèðîâàíèå èñêëþ÷àåò äèôôåðåíöèðîâàíèå.
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Ïðîèçâîäíàÿ Ëè 1-ôîðìû Φ îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

Φ′(Y ) = (Φ(Y ))′ − Φ(Y ′) (19)

èëè, åñëè îñâîáîäèòüñÿ îò àðãóìåíòà, ôîðìóëîé

Φ′ = dΦ(X, .) + d(Φ(X)). (20)

Îïåðàòîð äèôôåðåíöèàëà d ïåðåñòàíîâî÷åí ñ ïðîèçâîäíîé Ëè:

(df)′ = df ′, (21)

(dΦ)′ = dΦ′. (22)

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ëèíåéíûå êîìáèíàöèè ϕ-ñâÿçàííûõ âåêòîðíûõ
ïîëåé è 1-ôîðì íà ìíîãîîáðàçèÿõ Ṽ è V ñ ñîîòâåòñòâåííî ϕ-ñâÿçàííûìè êîýôôè-
öèåíòàìè ϕ-ñâÿçàíû. Ýòî ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèé (12) è (13). Ïîýòîìó

(Riy
i)t = (Ri)t(yi)t, (ϕiθ

i)t = (ϕi)t(θi)t.

Â ðåçóëüòàòå äèôôåðåíöèðîâàíèÿ îáåèõ ÷àñòåé êàæäîãî ðàâåíñòâà ïî îïðåäåëå-
íèþ (15) ïîëó÷àåì ôîðìóëû (16) è (17).
Äàëåå, èç ôîðìóëû (12) èìååì

Ytft = (Y f)t

è â ðåçóëüòàòå äèôôåðåíöèðîâàíèÿ îáåèõ ÷àñòåé ýòîãî ðàâåíñòâà ïîëó÷àåì

Y ′f + Y Xf = XY f,

èëè æå
Y ′f = (XY − Y X)f = [XY ]f.

Òàê êàê f � ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ, âûâîäèì îòñþäà ôîðìóëó (18).
Òàêèì æå îáðàçîì èç (13) èìååì

Φt(Yt) = (Φ(Y ))t,

îòêóäà â ðåçóëüòàòå äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïîëó÷àåì ôîðìóëó (19). Âíåøíèé äèô-
ôåðåíöèàë 1-ôîðìû Φ îïðåäåëÿåòñÿ êàê 2-ôîðìà ôîðìóëîé

dΦ(X,Y ) = X(Φ(Y ))− Y (Φ(X))− Φ([XY ]).
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Îòñþäà, ó÷èòûâàÿ (19) è îïóñêàÿ àðãóìåíò Y , ïîëó÷àåì ôîðìóëó (20). Èç (20),
êîãäà Φ = df è dΦ = 0, ïîëó÷àåì ôîðìóëó (21). Íàêîíåö, ÷òîáû óáåäèòüñÿ â ðàâåí-
ñòâå (22), äèôôåðåíöèðóåì îòíîñèòåëüíî âåêòîðíîãî ïîëÿ X îáå ÷àñòè ðàâåíñòâà

dΦ(Y, Z) = Y (Φ(Z))− Z(Φ(Y ))− Φ([Y Z]),

ó÷èòûâàÿ ïðè ýòîì òîæäåñòâî ßêîáè [Y Z]′ = [Y ′Z] + [Y Z ′]. Ïîñëå óïðîùåíèé
ïîëó÷àåì

(dΦ)′(Y, Z) = dΦ′(Y, Z),

÷òî, â âèäó ïðîèçâîëüíîñòè àðãóìåíòîâ Y, Z , äàåò (22). u

1.4 Äåðèâàöèîííûå ôîðìóëû

Â ïðîñòðàíñòâå Rn èìååì êîîðäèíàòû ui è íàòóðàëüíûé áàçèñ. Îïåðàòîðû
÷àñòíîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ Ri = ∂

∂ui îáðàçóþò â êàæäîé òî÷êå ðåïåð, à äèôôå-
ðåíöèàëû êîîðäèíàòíûõ ôóíêöèé θi = dui � äóàëüíûé êîðåïåð (i = 1, 2, ..., n).

Òåíçîðíîå ïîëå òèïà (p, q) îïðåäåëÿåòñÿ â íàòóðàëüíîì áàçèñå ôîðìóëîé

S = Ri1 ⊗ ...⊗Rips
i1...ip
j1...jq

θj1 ⊗ ...⊗ θjq , (23)

ñ êîýôôèöèåíòàìè
s

i1...ip
j1...jq

= S(θi1 , ..., θip ; Rj1 , ....Rjq) (24)

Ïîëîæèì, ÷òî òåíçîðíîå ïîëå (23) óâëåêàåòñÿ ïîòîêîì âåêòîðíîãî ïîëÿ
X = Rix

i. ×òîáû âû÷èñëèòü ïðîèçâîäíóþ Ëè S ′ = LXS, íóæíî îïðåäåëèòü, êàê
èçìåíÿåòñÿ áàçèñ (R, Θ) â ïîòîêå ïîëÿ X è êàêîâû áóäóò ïðîèçâîäíûå Ëè äëÿ
ðåïåðà è äëÿ êîðåïåðà. Ïîëüçóåìñÿ ìàòðè÷íîé (áåçèíäåêñíîé) çàïèñüþ ôîðìóë6.

Ïðåäëîæåíèå 3. Ïðîèçâîäíûå Ëè äëÿ ðåïåðà R è äóàëüíîãî êîðåïåðà Θ

îïðåäåëÿþòñÿ (äåðèâàöèîííûìè) ôîðìóëàìè

R′ = −RC, Θ′ = CΘ. (25)
6Â çàïèñÿõ âèäà (25) ñèìâîë R îçíà÷àåò ìàòðèöó-ñòðîêó èç ýëåìåíòîâ Ri, à ñèìâîë Θ �

ìàòðèöó-ñòîëáåö èç ýëåìåíòîâ θi. Â çàïèñè X = Rx èìååì ìàòðèöó-ñòîëáåö x èç êîìïîíåíò xi,
à â çàïèñè Φ = ϕΘ � ìàòðèöó-ñòðîêó èç êîìïîíåíò ϕi, i = 1, ..., n.
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Â íàòóðàëüíîì áàçèñå ìàòðèöà C ñîñòîèò èç ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ êîìïîíåíò
âåêòîðíîãî ïîëÿ X

xi
j =

∂xi

∂uj.
(26)

Â íåãîëîíîìíîì áàçèñå, ñ îáúåêòîì íåãîëîíîìíîñòè ci
jk:

[RiRj] = Rkc
i
jk, dθi = −1

2
ci
jkθ

j ∧ θk, (27)

ìàòðèöà C îáðàçîâàíà èç ýëåìåíòîâ

Ci
j = Rjx

i + ci
jkx

k. (28)

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Âî-ïåðâûõ, êàêîâ áû íè áûë áàçèñ (R, Θ), ãîëî-
íîìíûé èëè íåãîëîíîìíûé, â îáåèõ ôîðìóëàõ (25) èìååì îäíó è òó æå ìàòðèöó
C. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ìàòðèöû â ýòèõ ôîðìóëàõ ðàçíûå:

R′ = −RC̃, Θ′ = CΘ,

òî ó÷èòûâàåì, ÷òî Θ(R) = E � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà (ñâîéñòâî äóàëüíîñòè ðåïåðà
è êîðåïåðà), è äèôôåðåíöèðóåì ýòî ðàâåíñòâî ñëåâà è ñïðàâà: Θ′(R) + Θ(R′) = 0.
Îòñþäà ñëåäóåò C − C̃ = 0 è C̃ = C.

Íåãîëîíîìíûé áàçèñ (R, Θ) îáëàäàåò îáúåêòîì íåãîëîíîìíîñòè, îòëè÷íûì îò
íóëÿ, è èìåþò ìåñòî ôîðìóëû (27). Ïîêàæåì, ÷òî èç ôîðìóëû ñëåâà [RiRj] = Rkc

i
jk

ñëåäóåò ïðàâàÿ ôîðìóëà:

dθi(Rj, Rk) = Rj(θ
i(Rk))−Rk(θ

i(Rj))− θi([RjRk]) =

= −θi([RjRk]) = −ci
jk = −1

2
ci
pqθ

p ∧ θq(Rj, Rk),

òàê êàê (ïîëüçóåìñÿ ñèìâîëàìè Êðîíèêåðà)

θp ∧ θq(Rj, Rk) = θp(Rj)θ
q(Rk)− θp(Rk)θ

q(Rj) = δp
j δ

q
k − δp

kδ
q
j ,

è

ci
pqθ

p ∧ θq(Rj, Rk) = ci
pq(δ

p
j δ

q
k − δp

kδ
q
j ) = ci

jk − ci
kj = 2ci

jk.
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Ñ ó÷åòîì îáúåêòà íåãîëîíîìíîñòè ïðîèçâîäíûå Ëè R′ âû÷èñëÿþòñÿ ñëåäóþùèì
îáðàçîì:

(Ri)
′ = [XRi] = −[Ri, Rjx

j] = −[RiRk]x
k −Rj(Rix

j) =

= −Rj(c
j
ikx

k + Rjx
j).

Îòñþäà èìååì ôîðìóëó (28) äëÿ ìàòðèöû C. Åñëè áàçèñ ãîëîíîìíûé (íàòóðàëü-
íûé): ci

jk = 0, θi = dui, Rj = ∂
∂uj , òî ìàòðèöà (28) îáðàùàåòñÿ â ÿêîáèåâó ìàòðèöó

äëÿ êîìïîíåíò xi, ñì. (26).
Êñòàòè, ôîðìóëà Θ′ = CΘ äëÿ íàòóðàëüíîãî êîðåïåðà θi = dui âûâîäèòñÿ è

ñ èñïîëüçîâàíèåì ñâîéñòâà (21):

(θi)′ = (dui)′ = d(ui)′ = dxi = xi
jduj = xi

jθ
j.

u
Ñ ïîìîùüþ äåðèâàöèîííûõ ôîðìóë (25) ëåãêî âû÷èñëÿåòñÿ ïðîèçâîäíàÿ Ëè

S ′ òåíçîðíîãî ïîëÿ (23). Êîìïîíåíòû òåíçîðíîãî ïîëÿ S ′ èìåþò âèä:

S ′(θi1 , ..., θip ; Rj1 , ....Rjq) =

= Xs
i1...ip
j1...jq

− Ci1
k s

k...ip
j1...jq

− ...− C
ip
k si1...k

j1...jq
+ s

i1...ip
k...jq

Ck
j1

+ ... + s
i1...ip
j1...k Ck

jq
. (29)

Ýòî âûÿñíÿåòñÿ ïóòåì äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ëèáî èç ðàâåíñòâà (23), ëèáî èç ðàâåí-
ñòâà (24).

Â ÷àñòíîñòè, ôîðìóëû (16) è (17) çàïèñûâàþòñÿ òåïåðü â ìàòðè÷íîé çàïèñè
ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Y = Ry ⇒ Y ′ = R(y′ − Cy), (30)

Φ = ϕΘ ⇒ Φ′ = (ϕ′ + ϕC)Θ. (31)

Ïðèìå÷àíèå. Íà ïëîñêîñòè uv, ãäå âåêòîðíîå ïîëå X çàäàíî ôîðìóëîé (1),
äåðèâàöèîííûå ôîðìóëû äëÿ íàòóðàëüíîãî áàçèñà èìåþò âèä
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(
∂

∂u

∂

∂v

)′
= −

(
∂

∂u

∂

∂v

)
·



x1 x2

y1 y2


 ,




du

dv




′

=




x1 x2

y1 y2


 ·




du

dv


 . (32)

Ìàòðèöà

C =




x1 x2

y1 y2


 (33)

ÿâëÿåòñÿ ÿêîáèåâîé äëÿ êîìïîíåíò x è y. Åå ñëåä ðàâåí äèâåðãåíöèè âåêòîðíîãî
ïîëÿ X:

tr C =
∂x

∂u
+

∂y

∂v
= div X. (34)

1.5 Ôîðìà ω è èíòåãðèðóþùèé ìíîæèòåëü

Ñ âåêòîðíûì ïîëåì X = x ∂
∂u

+ y ∂
∂v

íà ïëîñêîñòè uv àññîöèèðóåòñÿ 1-ôîðìà

ω = −y du + x dv. (35)

Ïðåäëîæåíèå 4. Åñëè 1-ôîðìà ω òî÷íà, òî îíà ÿâëÿåòñÿ äèôôåðåíöèàëîì
èíâàðèàíòà âåêòîðíîãî ïîëÿ X:

ω = dI, I =
∫

ω. (36)

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Âî-ïåðâûõ, ïîëå X àííóëèðóåò 1-ôîðìó ω

ω(X) = 0.

Ïîýòîìó, åñëè ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ I, äèôôåðåíöèàëîì êîòîðîé 1-ôîðìà ω ÿâëÿ-
åòñÿ: ω = dI, òî

ω(X) = dI(X) = XI = I ′ = 0

ò.å. I � èíâàðèàíò ïîëÿ X. Èíâàðèàíò âû÷èñëÿåòñÿ ïóòåì èíòåãðèðîâàíèÿ:
I =

∫
ω. u
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Ïðåäëîæåíèå 5. Âíåøíèé äèôôåðåíöèàë 1-ôîðìû ω èìååò âèä

dω = div X · (du ∧ dv). (37)

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Òàê êàê

dx = x1 du + x2 dv, dy = y1 du + y2 dv

òî, äèôôåðåíöèðóÿ âíåøíå (35), èìååì

dω = dx ∧ dv − dy ∧ du = (x1 + y2) · (du ∧ dv),

ãäå x1+y2 = div X, ñì. (34). u

Ñëåäñòâèå. Äëÿ ñîëåíîèäàëüíîãî ïîëÿ X, êîãäà div X = 0, èíâàðèàíò
âû÷èñëÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííî ôîðìóëîé (36).

Ïðåäëîæåíèå 6. Ïðè óìíîæåíèè 1-ôîðìû ω íà ôóíêöèþ η åå âíåøíèé
äèôôåðåíöèàë ïðèìåò âèä

d(η ω) = (η′ + ηdiv X) · (du ∧ dv). (38)

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äèôôåðåíöèðóÿ 1-ôîðìó η ω âíåøíå, èìååì:

d(η ω) = dη ∧ ω + ηdω,

ãäå dω èìååò âèä (37). Ðàñïèñûâàÿ, ïîëó÷àåì

d(η ω) = (η1 du + η2 dv) ∧ (−y du + x dv) + ηdiv X · (du ∧ dv) =

= (η1 x + η2 y + ηdiv X) · (du ∧ dv),

ãäå η1 x + η2 y = η′. u

Ñëåäñòâèå. Åñëè 1-ôîðìà ω íå òî÷íà, òî åå ñëåäóåò óìíîæèòü íà ôóíêöèþ
η, óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëîâèþ

η′ + ηdiv X = 0. (39)
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Â ðåçóëüòàòå èíâàðèàíò âåêòîðíîãî ïîëÿ îïðåäåëèòñÿ èíòåãðàëîì

I =
∫

η ω. (40)

Ôóíêöèÿ η, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ (39), íàçûâàåòñÿ èíòåãðèðóþùèì
ìíîæèòåëåì 1-ôîðìû ω.

Ïðåäëîæåíèå 7. Ïðîèçâîäíàÿ Ëè 1-ôîðìû ω îòíîñèòåëüíî âåêòîðíîãî ïî-
ëÿ X èìååò âèä

ω′ = (div X) · ω. (41)

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äèôôåðåíöèðóåì âûðàæåíèå (35) îòíîñèòåëüíî X:

ω′ = −y′ du + x′ dv − y dx + x dy =

= −(y1x + y2y)du + (x1x + x2y)dv − y(x1 du + x2 dv) + x(y1 du + y2 dv) =

= (x1 + y2) · (−y du + x dv) = (div X) · ω.

u

Ïðåäëîæåíèå 8. Ïóñòü âåêòîðíîå ïîëå X è 1-ôîðìà ω óâëåêàþòñÿ ïîòîêîì
íåêîòîðîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ P . Òîãäà ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

LP X ‖ X ⇔ LP ω ‖ ω. (42)

ãäå çíàê êîëëèíåàðíîñòè ‖ îçíà÷àåò ðàâåíñòâî ñ òî÷íîñòüþ äî êîýôôèöèåíòà
ïðîïîðöèîíàëüíîñòè. Ïðè ýòîì òðàåêòîðèè ïîëÿ X ñîñòàâëÿþò ñèñòåìó èìïðèìè-
òèâíîñòè â ïîòîêå ïîëÿ P è ëþáîé èíâàðèàíò ïîëÿ X ïðåîáðàçóåòñÿ â èíâàðèàíò
ïîëÿ X.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Âî-ïåðâûõ, èç òîãî, ÷òî ω(X) = 0, ñëåäóåò

LP ω(X) + ω(LP X) = 0,

è ïîýòîìó
LP X ‖ X ⇔ LP ω(X) = 0 ⇔ LP ω ‖ ω,

LP ω ‖ ω ⇔ ω (LP X) = 0 ⇔ LP X ‖ X.

20



Ýêâèâàëåíòíîñòü óñëîâèé (42) äîêàçàíà. Ïóñòü LP X = αX, ãäå α � êîýôôèöèåíò
ïðîïîðöèîíàëüíîñòè. Òîãäà

[PX] = αX, [P [PX]] = (Pα + α2)X, ...

ò.å. âñå ïðîèçâîäíûå Ëè ïîëÿ X â ïîòîêå ïîëÿ P îñòàþòñÿ êîëëèíåàðíûìè ïîëþ
X. Òî÷íî òàêæå èç Lpω = βω, ãäå β � êîýôôèöèåíò ïðîïîðöèîíàëüíîñòè, ñëåäóåò:

Lpω = βω, L2
pω = (Pβ + β2)ω, ...

ò.å. âñå ïðîèçâîäíûå Ëè 1-ôîðìû ω â ïîòîêå ïîëÿ P îñòàþòñÿ êîëëèíåàðíûìè
1-ôîðìå ω. Ïóñòü bτ � ïîòîê ïîëÿ P , óâëåêàþùèé âåêòîðíîå ïîëå X → Xτ è
1-ôîðìó ω → ωτ . Êàê âåêòîðíîå ïîëå Xτ , òàê è 1-ôîðìà ωτ ðàçëàãàþòñÿ â ðÿä
ïî ïðèìåðó (6), ãäå êàæäûé ÷ëåí ðÿäà êîëëèíåàðåí âåêòîðíîìó ïîëþ X, èëè
ñîîòâåòñòâåííî 1-ôîðìå ω. Ñëåäîâàòåëüíî, Xτ ‖ X è ωτ ‖ ω. Ïîýòîìó òðàåêòîðèè
ïîëÿ Xτ ñîâïàäàþò, ñ òî÷íîñòüþ äî ïàðàìåòðèçàöèè (åñëè α 6= 0, òî ñ èçìåíåíèåì
ïàðàìåòðà), ñ òðàåêòîðèÿìè ïîëÿ X. Èíâàðèàíò I ïîëÿ X óâëåêàåòñÿ ïîòîêîì bτ

â èíâàðèàíò Iτ ïîëÿ X. Äåéñòâèòåëüíî,

I ′ = 0 ⇒ (PI)′ = P ′I + PI ′ = [XP ]I = −αI ′ = 0,

âñå ïðîèçâîäíûå èíâàðèàíòà I îòíîñèòåëüíî ïîëÿ P , âõîäÿùèå â ðàçëîæåíèå ôóíê-
öèè Iτ â ñòåïåííîé ðÿä ïî ñòåïåíÿì τ , ñì. (6), ðàâíû íóëþ. Â öåëîì (Iτ )

′ = 0 è Iτ

� èíâàðèàíò ïîëÿ X. u
Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ LP X ‖ X ãîâîðÿò, ÷òî âåêòîðíîå ïîëå P ÿâëÿåòñÿ

èíôèíèòåçèìàëüíîé ñèììåòðèåé7 âåêòîðíîãî ïîëÿ X, èëè ÷òî âåêòîðíîå ïîëå
X äîïóñêàåò âåêòîðíîå ïîëå P . Òàêîå ïîëå èãðàåò îñîáóþ ðîëü ïðè îïðåäåëåíèè
èíòåãðèðóþùåãî ìíîæèòåëÿ.

7Èìååòñÿ â âèäó ÷àñòíûé ñëó÷àé ñëåäóþùåé ñèòóàöèè. Äëÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ∆, çàäàííîãî íà
ìíîãîîáðàçèè V , ëþáàÿ èììåðñèÿ ϕ : W → V ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì, åñëè Im Tϕ ⊂ ∆, è ëþáàÿ
ñóáìåðñèÿ ψ : V → W ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàëîì, åñëè Ker Tψ ⊃ ∆. Ñèììåòðèåé ðàñïðåäåëåíèÿ ∆

íàçûâàåòñÿ äèôôåîìîðôèçì b : V → V , òàêîé, ÷òî Tb∆ = ∆. Ñèììåòðèÿ ïðåîáðàçóåò ðåøåíèå
ϕ â ðåøåíèå b◦ϕ è èíòåãðàë ψ â èíòåãðàë ψ◦b. Âåêòîðíîå ïîëå P íàçûâàåòñÿ èíôèíèòåçèìàëüíîé
ñèììåòðèåé ðàñïðåäåëåíèÿ ∆, êîãäà åãî ïîòîê bτ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé 1-ïàðàìåòðè÷åñêóþ ãðóïïó
ñèììåòðèé ðàñïðåäåëåíèÿ ∆.

21



Ïðåäëîæåíèå 9. Åñëè P � èíôèíèòåçèìàëüíàÿ ñèììåòðèÿ âåêòîðíîãî ïîëÿ
X, òî âåëè÷èíà ω(P ) ÿâëÿåòñÿ îáðàòíîé âåëè÷èíîé èíòåãðèðóþùåãî ìíîæèòåëÿ
äëÿ 1-ôîðìû ω. Â òàêîì ñëó÷àå èíâàðèàíò ïîëÿ X îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

I =
∫ ω

ω(P )
. (43)

Ïðè ýòîì èíâàðèàíò I ÿâëÿåòñÿ êàíîíè÷åñêèì ïàðàìåòðîì âåêòîðíîãî ïîëÿ P .

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëîé, ñì. (19),

(ω(P ))′ = ω′(P ) + ω(P ′).

Âòîðîå ñëàãàåìîå ðàâíî íóëþ: P ′ = [XP ] ‖ X, ω(P ′) = 0. Ïåðâîå ñëàãàåìîå,
ââèäó (41), ðàâíî ω′(P ) = (div X) ·ω(P ). Ïîýòîìó äëÿ âåëè÷èíû ω(P ) èìååò ìåñòî
ðàâåíñòâî

(ω(P ))′ = (div X) · ω(P ).

Îáðàòíàÿ âåëè÷èíà
η =

1

ω(P )
(44)

óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (39) è ôîðìóëà (40) ñîâïàäàåò ñ ôîðìóëîé (43).

Íàêîíåö, dI = ω
ω(P )

è PI = 1, ò.å. èíâàðèàíò I âåêòîðíîãî ïîëÿ X ÿâëÿåò-
ñÿ êàíîíè÷åñêîì ïàðàìåòðîì âåêòîðíîãî ïîëÿ P . u

Ïðèìå÷àíèå. Äëÿ ñèñòåìû 1-ôîðì θi, i = 1, ..., n, ìîæíî ãîâîðèòü îá èí-
òåãðèðóþùåé ìàòðèöå (ηi

j), îáðàùàþùåé ýòè ôîðìû â òî÷íûå äèôôåðåíöèàëû:

ηi
jθ

j = dui.

Êîãäà â ðàññëîåíèè π : V1 → V çàäàíà ñòðóêòóðà ñâÿçíîñòè ∆h ⊕ ∆v ñ âåðòè-
êàëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì ∆v = Ker Tπ, êàñàòåëüíûì ê ñëîÿì, è ãîðèçîíòàëü-
íûì ðàñïðåäåëåíèåì ∆h (dim ∆h = dim V = n; dim ∆v = r), íà êàæäîé
êîîðäèíàòíîé îêðåñòíîñòè U ⊂ V1, ñ áàçèñíûìè êîîðäèíàòàìè ui è ñëîåâûìè
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uα (i = 1, ..., n; α = n + 1, ..., n + r), îïðåäåëÿåòñÿ àäàïòèðîâàííûé áàçèñ, ñì.
[10], ñòð. 22,

(Xi Xα) =

(
∂

∂uj

∂

∂uβ

)
·



δj
i 0

Γβ
i δβ

α


 ,




ωi

ωα


 =




δi
j 0

−Γα
j δα

β


 ·




duj

duβ


 . (45)

Âåêòîðíûå ïîëÿ
Xi =

∂

∂ui
+ Γα

i

∂

∂uα
, (46)

îáðàçóþùèå áàçèñ ðàñïðåäåëåíèÿ ∆h, äîïóñêàþòñÿ ðàñïðåäåëåíèåì ∆v è ïðîåê-
òèðóþòñÿ ïðè Tπ íà îêðåñòíîñòü U = π(U) ⊂ V â íàòóðàëüíûé ðåïåð ∂i = ∂

∂ui ,

ui = ui ◦ π. Òîãäà, êàêîâ áû íè áûë êîáàçèñ θi âåðòèêàëüíîãî ðàñïåðåäåëåíèÿ ∆v,
ìàòðèöà θi(Xj) ÿâëÿåòñÿ îáðàòíîé ìàòðèöåé èíòåãðèðóþùåé ìàòðèöû äëÿ ñèñòå-
ìû ôîðì θi. Äåéñòâèòåëüíî, ïðè ïåðåõîäå ê íàòóðàëüíîìó êîáàçèñó θi = µi

jduj

ïîÿâëÿåòñÿ ìàòðèöà µi
j = θi(Xj). Â áåçèíäåêñíîé çàïèñè:

µ = Θ(X), Θ = µdu, µ−1Θ = du.

Ìàòðèöà η = µ−1 ÿâëÿåòñÿ èíòåãðèðóþùåé ìàòðèöåé.

Çàêëþ÷àåì: åñëè äëÿ âåðòèêàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ∆v èçâåñòíû èíôèíè-
òåçèìàëüíûå ñèììåòðèè X, ïðè Tπ ïðîåêòèðóþùèåñÿ íà áàçó V â ãîëîíîìíûé
ðåïåð, òî äëÿ ëþáîãî êîáàçèñà Θ ðàñïðåäåëåíèÿ ∆v èìååò ìåñòî èíòåãðèðóþùàÿ
ìàòðèöà η = µ−1, ãäå µ = Θ(X). Â Ïðåäëîæåíèè 9 îïèñàí òðèâèàëüíûé ñëó÷àé,
êîãäà n = r = 1.

Ñïðàøèâàåòñÿ, êàê îïðåäåëèòü èíôèíèòåçèìàëüíóþ ñèììåòðèþ âåêòîðíîãî
ïîëÿ X, ñì. (1).
Äëÿ ýòîãî ïðåäñòàâèì èñêîìîå âåêòîðíîå ïîëå â âèäå

P = ξ
∂

∂u
+ λ

∂

∂v
. (47)

Òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü êîìïîìåíòû (ξ, λ). Âû÷èñëèì ïðîèçâîäíûå Ëè âåêòîðíîãî
ïîëÿ (1) è 1-ôîðìû (35) îòíîñèòåëüíî P :

LP X = (Px−Xξ)
∂

∂u
+ (Py −Xλ)

∂

∂v
,
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LP ω = −Py du + Px dv − y dξ + x dλ =

= (xλ1 − yξ1 − Py) du + (xξ2 − yλ2 + Px) dv

è ïîòðåáóåì, ÷òîáû âûïîëíÿëèñü óñëîâèÿ (42). Â îáîèõ ñëó÷àÿõ ïðèõîäèì ê îäíî-
ìó ðàâåíñòâó

(Px−Xξ) y − (Py −Xλ) x = 0. (48)

Óñëîâèå (48) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå â ÷àñòíûõ ïðîèç-
âîäíûõ, êîòîðîìó äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü êîìïîíåíòû (ξ, λ):

λ1x
2 + (λ2 − ξ1)xy − ξ2y

2 + (x1y − y1x)ξ + (x2y − y2x)λ = 0. (49)

Ïðè x = 1 âåêòîðíîå ïîëå X è 1-ôîðìà ω çàïèñûâàþòñÿ â âèäå:

X =
∂

∂u
+ y

∂

∂v
; ω = dv − y du, (50)

è óðàâíåíèå (49) óïðîùàåòñÿ:

λ1 + (λ2 − ξ1)y − ξ2y
2 − y1ξ − y2λ = 0. (51)

Åñëè âìåñòî λ ââåñòè ôóíêöèþ

µ = λ− ξy, (52)

à ýòî çíà÷èò, ÷òî èñêîìîå ïîëå (47) ïðåäñòàâèòñÿ â âèäå

P = ξX + µ
∂

∂v
, (53)

òîãäà óðàâíåíèå (51) åùå óïðîñòèòñÿ è ïðèìåò âèä:

µ′ − µ · div X = 0, (54)

ãäå div X = y2. Îáðàòíàÿ âåëè÷èíà η = 1
µ
óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (39). Ýòî åñòå-

ñòâåííî, òàê êàê èç (50) è (53) ñëåäóåò µ = ω(P ), ñì. Ïðåäëîæåíèå 9.
Ïîäûòîæèì ñêàçàííîå.

Ïðåäëîæåíèå 10. Äëÿ òîãî, ÷òîáû âåêòîðíîå ïîëå (1) äîïóñêàëî âåêòîðíîå
ïîëå (47), íóæíî, ÷òîáû åãî êîìïîíåíòû (ξ, λ) óäîâëåòâîðÿëè äèôôåðåíöèàëü-
íîìó óðàâíåíèþ (49). Ïðè x = 1 óðàâíåíèå (49) óïðîùàåòñÿ è ïðèíèìàåò âèä
(51). Åñëè ïðè ýòîì ïîëå P èùåòñÿ â âèäå (53), òî åãî êîìïîíåíòà µ = ω(P )

äîëæíà óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèþ (54) èëè, ÷òî ðàâíîñèëüíî, îáðàòíàÿ âåëè÷èíà
µ−1 äîëæíà áûòü èíòåãðèðóþùèì ìíîæèòåëåì äëÿ 1-ôîðìû ω.

24



1.6 Èíôèíèòåçèìàëüíàÿ ñèììåòðèÿ P

Â ñëåäóþùèõ ïðèìåðàõ áóäåò äåìîíñòðèðîâàíà âàæíîñòü èíôèíèòåçèìàëü-
íîé ñèììåòðèè P ïðè ðåøåíèè îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé 1-ãî
ïîðÿäêà.

Ïðèìåð 2, ñì. [8], ñòð.1. Äàíî îäíîðîäíîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå
1-ãî ïîðÿäêà

dy

dx
=

x2 + y2

xy
.

Ýòîìó óðàâíåíèþ ñîîòâåòñòâóþò âåêòîðíîå ïîëå X è 1-ôîðìà ω, ñì.(1) è (35)

X = xy
∂

∂x
+ (x2 + y2)

∂

∂y
, ω = −(x2 + y2) dx + xy dy.

1-ôîðìà íå òî÷íà:
dω = 3ydx ∧ dy,

îäíàêî, ïîëå X äîïóñêàåò îïåðàòîð ãîìîòåòèé

P = x
∂

∂x
+ y

∂

∂y
.

Â ïîòîêå ïîëÿ P 



xτ = xeτ

yτ = yeτ

äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ñîõðàíÿåò ñâîé âèä:

dyτ

dxτ

=
x2

τ + y2
τ

xτyτ

.

êðîìå òîãî, ñì. (42),

LP X = X, LP ω = 3ω, ω(P ) = −x3.

Â ñîîòâåòñòâèè ñ ôîðìóëîé (43) âû÷èñëÿåì èíâàðèàíò:

I =
∫ ω

ω(P )
=

∫ (x2 + y2) dx− xy dy

x3
=

∫ [
dx

x
− y

x
d

(
y

x

)]
= ln |x| − 1

2

(
y

x

)2

.

25



Íàéäåííûé èíâàðèàíò I ÿâëÿåòñÿ ïåðâûì èíòåãðàëîì äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâ-
íåíèÿ.

Ïðèìå÷àíèå.
Òîò æå ðåçóëüòàò ïîëó÷èì, åñëè ââåñòè èíâàðèàíò u = y

x
ïîëÿ P . Â õîäå

ïîäñòàíîâêè ðàçäåëÿþòñÿ ïåðåìåííûå:

y = xu, dy = u dx + x du, x
du

dx
=

1

u
,

dx

x
= u du,

d ln |x| = 1

2
du2,

∫
d ln |x| = 1

2

∫
du2, ln |x| = 1

2
u2 + I

è ïîñòîÿííàÿ èíòåãðèðîâàíèÿ I èãðàåò ðîëü èíâàðèàíòà ïîëÿ X:

I = ln |x| − 1

2

(
y

x

)2

.

Åùå ëó÷øå ââåñòè èíâàðèàíò u = y
x
ïðÿìî â 1-ôîðìó

ω = −x3d

(
ln |x| − u2

2

)

è â ðåçóëüòàòå ω = 0 ïðèéòè ê èíâàðèàíòó I.

Ïðèìåð 3, ñì. [8], ñòð. 3. Äàíî äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå

y
dy

dx
=

2

x3
− 3

x2
y.

Îïðåäåëÿåì âåêòîðíîå ïîëå X è 1-ôîðìó ω, ñì. (1) è (35):

X = x3y
∂

∂x
+ (2− 3xy)

∂

∂y
, ω = −(2− 3xy) dx + x3y dy.

Èíôèíèòåçèìàëüíîé ñèììåòðèåé ÿâëÿåòñÿ âåêòîðíîå ïîëå

P = x
∂

∂x
− y

∂

∂y
,

åãî ïîòîê 



xτ = xeτ

yτ = ye−τ

ñîõðàíÿåò äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå. Êðîìå òîãî,

LP X = X, Xτ = Xeτ ,
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LP ω = ω, ωτ = ωeτ ,

ω(P ) = −x(xy − 1)(xy − 2).

Ïîëå P îáëàäàåò èíâàðèàíòîì u = xy. Ââåäåì ýòîò èíâàðèàíò â 1-ôîðìó ω è â
âûðàæåíèå ω(P ):

ω = −(u− 1)(u− 2) dx + xu du,

ω(P ) = −x(u− 1)(u− 2),

âû÷èñëèì èíâàðèàíò:

ω

ω(P )
=

dx

x
− u

(u− 1)(u− 2)
du =

dx

x
+ (

1

(u− 1)
− 2

(u− 2)
)du = d ln x

u− 1

(u− 2)2
,

I = x
xy − 1

(xy − 2)2
.

Ïðèìåð 4, ñì. [8], ñòð. 31. Ëèíåéíîå îáûêíîâåííîå óðàâíåíèå 1-ãî ïîðÿäêà

y′ + p(x)y = q(x)

ðåøàåòñÿ, ïðè íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ (x0, yo), ìåòîäîì íåîïðåäåëåííîãî êîýôôè-
öèåíòà. Çàïèñûâàþò ðåøåíèå îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ ñ êîýôôèöèåíòîì C è, ïî-
ëàãàÿ ýòîò êîýôôèöèåíò çàâèñÿùèì îò àðãóìåíòà x:

y′ + p(x)y = 0, y(x) = C(x)e
−

∫ x

x0
p(t)dt

, C(x0) = y0,

ïîäñòàâëÿþò y(x) â íåîäíîðîäíîå óðàâíåíèå; îïðåäåëÿþò êîýôôèöèåíò C(x):

C ′ = q(x)e
∫ x

x0
p(t)dt

, C(x) = y0 +
∫ x

x0

q(s)e
∫ s

x0
p(t)dt

ds

è ïîëó÷àþò ðåøåíèå íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ:

y(x) = e
−

∫ x

x0
p(t)dt

[
y0 +

∫ x

x0

q(s)e
∫ s

x0
p(t)dt

ds
]
.

Ýòî ðåøåíèå õîðîøî èçâåñòíî, ñì. íàïð. [1], ñòð. 10. Çàïèøåì åãî â áîëåå óäîáíîé
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äëÿ íàñ ôîðìå. Ïóñòü ϕ(x) � ïåðâîîáðàçíàÿ äëÿ ôóíêöèè p(x) è ψ(x) � ïåðâîîá-
ðàçíàÿ äëÿ ôóíêöèè q(x)eϕ(x). Òîãäà, îïóñêàÿ àðãóìåíò x, èìååì

ϕ′ = p, ψ′ = qeϕ,

∫ x

x0

p(t)dt = ϕ− ϕ0,
∫ x

x0

q(s)eϕ(s)ds = ψ − ψ0,

ϕ0 = ϕ(x0), ψ0 = ψ(x0),

è ðåøåíèå ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå

y(x) = e−ϕ(ψ + y0e
ϕ0 − ψ0).

Âåêòîðíîå ïîëå X è 1-ôîðìà ω â äàííîì ñëó÷àå èìåþò âèä

X =
∂

∂x
+ (q − py)

∂

∂y
, ω = (py − q) dx + dy.

Èç ðàâåíñòâà (ñì. ïîëó÷åííîå ðåøåíèå)

yeϕ − ψ = y0e
ϕ0 − ψ0

ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèÿ
I = yeϕ − ψ

ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòîì âåêòîðíîãî ïîëÿ X. Ýòî ëåãêî ïðîâåðÿåòñÿ:

XI = Xy · eϕ + yϕ′eϕ − ψ′ = (q − py)eϕ + ypeϕ − qeϕ = 0.

Èíôèíèòåçèìàëüíóþ ñèììåòðèþ ïîëÿ X áóäåì èñêàòü â âèäå

P = ξ
∂

∂x
+ ηy

∂

∂y
,

ãäå ξ è η � ïîäëåæàùèå îïðåäåëåíèþ ôóíêöèè ïåðåìåííîé x. Âû÷èñëèì ïðîèç-
âîäíûå Ëè:

LP X = −ξ′X + [q′ξ + qξ′ − ηq − (p′ξ + pξ′ + η′)y]
∂

∂y
,

LP ω = −[q′ξ + qξ′ − ηq − (p′ξ + pξ′ + η′)y] dx + ηω,

è ïîòðåáóåì, ÷òîáû âûïîëíÿëèñü óñëîâèÿ êîëëèíåàðíîñòè (42):





q′ξ + qξ′ − ηq = 0

p′ξ + pξ′ + η′ = 0
,





(qξ)′ = ηq

(pξ)′ + η′ = 0
.
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Âòîðîå óðàâíåíèå äàåò
η + p ξ = C1 − const,

ïåðâîå óðàâíåíèå ïðåâðàùàåòñÿ â ëèíåéíîå íåîäíîðîäíîå óðàâíåíèå

ξ′ +

(
q′

q
+ p

)
ξ = C1

è äàåò ðåøåíèå
ξ =

1

q
e−ϕ(C1ψ + C2).

Òåì ñàìûì êîýôôèöèåíòû ξ è η = C1−ξp íàéäåíû. Âåêòîðíîå ïîëå P îïðåäåëåíî
ñ ïðîèçâîëîì C1, C2.

Âûïèøåì ðÿä ôîðìóë, ñâÿçàííûõ ñ âåêòîðíûì ïîëåì P . Èìåííî íàñ èíòå-
ðåñóþò èíâàðèàíò I âåêòîðíîãî ïîëÿ X, äèôôåðåíöèàë dI è ïðîèçâîäíàÿ PI:

I = yeϕ − ψ, dI = eϕ[(yp− q) dx + dy] = eϕω, PI = eϕω(P ),

åùå ïðîèçâîäíûå:

LP ω = ηω, P (ω(P )) = LP ω(P ) = ηω(P ), P 2I = eϕ(η + Pξ)ω(P ) = C1PI,

PI = C1I − C2, P (I + ψ) = C1(I + ψ),

âåëè÷èíà

ω(P ) = e−ϕ(C1I − C2)

è èíâàðèàíò Ĩ ïîëÿ X ñîãëàñíî (43):

Ĩ =
∫ ω

ω(P )
=

∫ dI

C1I − C2

=
1

C1

ln(C1I − C2);

êàíîíè÷åñêèå ïàðàìåòðû ïîëÿ P :

s1 =
1

C1

ln(I + ψ), s2 =
1

C1

ln PI = Ĩ ,

èíâàðèàíò ïîëÿ P

s1 − s2 = ln
PI

I + ψ
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è êàíîíè÷åñêèå êîîðäèíàòû (u, v):

u =
PI

I + ψ
, v =

1

C1

ln(I + ψ).

Î÷åâèäíî, ýêâèâàëåíòíû çàïèñè:

ω = 0 ⇔ dI = 0 ⇔ d(PI) = 0, ⇔ du + C1u dv = 0.

Íàøå óðàâíåíèå â êîîðäèíàòàõ (u, v) çàïèñûâàåòñÿ ââèäå

du

dv
= −C1u

Ýòî óðàâíåíèå äîïóñêàåò ðåøåíèå

u = u0e
−C1(v−v0),

÷òî ðàâíîñèëüíî ðàâåíñòâó
ueC1v = u0e

C1v0

èëè, ÷òî òî æå, PI = const.

Ïðèìåð 5, ñì. [8], ñòð. 55.

Íà ïëîñêîñòè uv çàäàíî äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå.

dv

du
=

v

u + u2 + v2
.

Ýòîìó óðàâíåíèþ ñîîòâåòñòâóþò âåêòîðíîå ïîëå X è 1-ôîðìà ω:

X = (u + u2 + v2)
∂

∂u
+ v

∂

∂v
, ω = −v du + (u + u2 + v2)dv.

Èíôèíèòåçèìàëüíîé ñèììåòðèåé ÿâëÿåòñÿ âåêòîðíîå ïîëå

P =
u

v

∂

∂u
+

∂

∂v
.

Äåéñòâèòåëüíî, ïðè çíà÷åíèÿõ

x = u + u2 + v2, y = v, ξ =
u

v
, λ = 1
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óñëîâèå (49) âûïîëíåíî. Ïðîâåðÿåì, ÷òî è óñëîâèÿ (42) âûïîëíåíû. Äëÿ ýòîãî
âûïèñûâàåì äåðèâàöèîííûå ôîðìóëû (32),

LP

(
∂

∂u

∂

∂v

)
= −

(
∂

∂u

∂

∂v

)
·



1
v
− u

v2

0 0


 , LP




du

dv


 =




1
v
− u

v2

0 0


 ·




du

dv


 .

è âû÷èñëÿåì ïðîèçâîäíûå Ëè â ñîîòâåòñòâèè ñ ôîðìóëàìè (30) è (31) :

LP X =

(
∂

∂u

∂

∂v

)
·







u+2(u2+v2)
v

1


−




1
v
− u

v2

0 0


 ·




u + u2 + v2

v








=

=
1

v

(
∂

∂u

∂

∂v

)
·



u + u2 + v2

v


 =

1

v
X,

LP ω =





(
−1

u + 2(u2 + v2)

v

)
+ (−v u + u2 + v2) ·




1
v
− u

v2

0 0







·



du

dv


 =

=
2

v
(−v u + u2 + v2) ·




du

dv


 =

2

v
ω.

Óñëîâèÿ (42) âûïîëíåíû:

LP X =
1

v
X, LP ω =

2

v
ω.

Èíâàðèàíò ïîëÿ X îïðåäåëÿåòñÿ ñîãëàñíî ôîðìóëå (43). Äåëèì 1-ôîðìó ω íà
ω(P ) = u2 + v2, ïîëó÷àåì òî÷íóþ 1-ôîðìó

ω

ω(P )
=

u dv − v du

u2 + v2
+ dv = d(v + arctan

v

u
)

è îïðåäåëÿåì èíâàðèàíò:
I = v + arctan

v

u
.
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Ïîòîê ïîëÿ P

bτ : (u, v) 7→ (uτ , vτ )

îïðåäåëÿåòñÿ ïðîñòî. Ñîñòàâëÿåì ñèñòåìó (3) è íàõîäèì åå ðåøåíèå:




u′ = u
v

v′ = 1
⇒





uτ = u
v
(v + τ)

vτ = v + τ
.

Óáåæäàåìñÿ, ÷òî â ïîòîêå bτ ñîáëþäàþòñÿ óñëîâèÿ êîëëèíåàðíîñòè

Xτ ‖ X ωτ ‖ ω.

Óâëå÷åíèå íàòóðàëüíîãî êîðåïåðà îïðåäåëÿåòñÿ ÿêîáèåâîé ìàòðèöåé ïðåîáðàçî-
âàíèÿ bτ , à óâëå÷åíèå íàòóðàëüíîãî ðåïåðà � îáðàòíîé ìàòðèöåé:

(
∂

∂u

∂

∂v

)

τ

=

(
∂

∂u

∂

∂v

)
·



v
v+τ

uτ
v(v+τ)

0 1


 ,




du

dv




τ

=




v+τ
v

−uτ
v2

0 1


 ·




du

dv


 .

Êîìïîíåíòû ïîëÿ X è 1-ôîðìû ω óâëåêàþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

xτ = (u + u2 + v2)τ =
u(v + τ)

v
+

(u2 + v2)(v + τ)2

v2
, yτ = vτ = v + τ.

Ïîñëå ýòîãî îïðåäåëÿåì âåêòîðíîå ïîëå Xτ è 1-ôîðìó ωτ :

Xτ =

(
∂

∂u

∂

∂v

)

τ

·



x

y




τ

=

(
∂

∂u

∂

∂v

)
·



v
v+τ

uτ
v(v+τ)

0 1


 ·




xτ

yτ


 =

=
(
1 +

τ

v

) (
∂

∂u

∂

∂v

)
·



x

y


 =

(
1 +

τ

v

)
X,

ωτ = (−yτ xτ ) ·



v+τ
v

−uτ
v2

0 1


 ·




du

dv


 =

=
(
1 +

τ

v

)2

· (−y x) ·



du

dv


 =

(
1 +

τ

v

)2

ω.
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Óñëîâèÿ êîëëèíåàðíîñòè âûïîëíåíû:

Xτ =
(
1 +

τ

v

)
X, ωτ =

(
1 +

τ

v

)2

ω.

Òîëüêî â ïåðâîì ñëó÷àå êîýôôèöèåíò ïðîïîðöèîíàëüíîñòè ÿâëÿåòñÿ ëèíåé-
íîé ôóíêöèåé îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðà τ , à âî âòîðîì ñëó÷àå � êâàäðàòè÷íîé
ôóíêöèåé. Äèôôåðåíöèðóÿ ïî ïàðàìåòðó τ ïðè τ = 0, ñì. (15), íàõîäèì óæå
ïîëó÷åííûå ïðîèçâîäíûå Ëè:

(Xτ )
′
τ=0 =

1

v
X, (ωτ )

′
τ=0 =

2

v
ω.

Èíâàðèàíò I ïîëÿ X óâëåêàåòñÿ ïîòîêîì bτ â èíâàðèàíò ýòîãî ïîëÿ

I = I + τ.

Ïîñëåäíÿÿ ôîðìóëà èìååò ìåñòî åùå ïîòîìó, ÷òî I � êàíîíè÷åñêèé ïàðàìåòð
ïîëÿ P , òàê êàê dI = ω

ω(P )
, PI = dI(P ) = ω(P )

ω(P )
= 1, ñì. Ïðåäëîæåíèå 1.

Ïðèìåð 6. Äàíà ìàòðèöà

C =




1 −1

1 1




Â êîîðäèíàòàõ (x, y) èìååì âåêòîðíîå ïîëå X è 1-ôîðìó ω:

X = (x− y)
∂

∂x
+ (x + y)

∂

∂y
, ω = −(x + y) dx + (x− y) dy

Îïåðàòîð ãîìîòåòèé
P = x

∂

∂x
+ y

∂

∂y
,

ÿâëÿåòñÿ èíôèíèòåçèìàëüíîé ñèììåòðèåé. Âåëè÷èíà ω(P ) ñîâïàäàåò, à òî÷íîñòüþ
äî çíàêà, ñ âðîíñêèàíîì W :





x′ = x− y

y′ = x + y
, W =

∣∣∣∣∣∣∣

x x′

y y′

∣∣∣∣∣∣∣
= x2 + y2,
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ω(P ) = −(x + y)x + (x− y)y = −W.

Íàõîæäåíèå èíâàðèàíòà ïîëÿ X ñâîäèòñÿ ê âû÷èñëåíèþ èíòåãðàëà:

I =
∫ ω

ω(P )
=

∫ (x + y) dx− (x− y) dy

x2 + y2
=

∫ 1
2
d(x2 + y2) + y dx− x dy

x2 + y2
=

=
1

2
ln(x2 + y2) +

∫ y dx− x dy

x2 + y2
;

Èíòåãðàë áåðåòñÿ ïîäñòàíîâêîé, ãäå p � èíâàðèàíò îïåðàòîðà P :

p =
y

x
, y = px, dy = x dp + p dx, y dx− x dy = −x2 dp, x2 + y2 = x2(1 + p2),

∫ y dx− x dy

x2 + y2
= −

∫ dp

1 + p2
= − arctan p = − arctan

y

x
,

è èíâàðèàíò ïîëÿ X íàõîäèì â âèäå

I = ln
√

x2 + y2 − arctan
y

x
.

Â êîîðäèíàòàõ (ρ, ϕ), ãäå ρ � êàíîíè÷åñêèé ïàðàìåòð ïîëÿ P è ϕ � èíâàðèàíò
ýòîãî ïîëÿ, ñèòóàöèÿ áóäåò èíàÿ:





x = eρ cos ϕ

y = eρ sin ϕ
,





ρ = ln
√

x2 + y2

ϕ = arctan y
x

,




dρ

dϕ


 =

1

x2 + y2




x y

−y x







dx

dy


 ;

Âî-ïåðâûõ, óáåæäàåìñÿ, ÷òî Pρ = 1 è Pϕ = 0, ÷òî ρ � êàíîíè÷åñêèé ïàðàìåòð è
ϕ � èíâàðèàíò ïîëÿ P; âî-âòîðûõ, îïðåäåëÿåì êîìïîíåíòû ïîëÿ X:

Xρ = 1, Xϕ = 1.

Â ðåïåðå
(

∂
∂ρ

∂
∂ϕ

)
ïîëå X îïðåäåëÿåòñÿ êàê

X =
∂

∂ρ
+

∂

∂ϕ
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Ïîòîê ïîëÿ X îïðåäåëÿåòñÿ â êîîðäèíàòàõ (ρ, ϕ) ñèñòåìîé





ρ′ = 1

ϕ′ = 1
⇒





ρt = ρ + t

ϕt = ϕ + t

è èíâàðèàíò âûÿâëÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííî:

I = ρ− ϕ.

Äëÿ âûÿâëåíèÿ ãåîìåòðè÷åñêîãî ñìûñëà ââîäèì âåëè÷èíó r = eϕ è ïåðåõîäèì ê
äðóãîìó èíâàðèàíòó

a = eI = re−ϕ

Ïðè ôèêñèðîâàííîì çíà÷åíèè a îïðåäåëÿåòñÿ ëîãàðèôìè÷åñêàÿ ñïèðàëü

r = aeϕ.

Òðàåêòîðèè ïîëÿ X � ëîãàðèôìè÷åñêèå ñïèðàëè, ðàñêðó÷èâàþùèåñÿ ïðîòèâ
÷àñîâîé ñòðåëêè è óäàëÿþùèåñÿ îò íà÷àëà êîîðäèíàò.
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2 Ëèíåéíîå âåêòîðíîå ïîëå

Â ãëàâå II ñôîðìóëèðóåòñÿ ýêñïîíåíöèàëüíûé çàêîí, îïðåäåëÿþùèé ïîòîê
ëèíåéíîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ X, ñì. (55). Ìàòðèöà C óäîâëåòâîðÿåò ôîðìóëå
Ãàìèëüòîíà - Êýëè, ñ ïîìîùüþ êîòîðîé âîññòàíàâëèâàåòñÿ ýêñïîíåíöèàë ìàòðè-
öû Ct, ñì. Ïðåäëîæåíèÿ 3 è 4, à çàòåì è ïîòîê ïîëÿ X. Ïîòîê îïèñûâàåòñÿ ïðîùå
â áàçèñå èç ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ ìàòðèöû C (Ïðèìåðû 8 è 9).

2.1 Ýêñïîíåíöèàëüíûé çàêîí

Âåêòîðíîå ïîëå íà ïëîñêîñòè uv

X = x
∂

∂u
+ y

∂

∂v

íàçûâàåòñÿ ëèíåéíûì âåêòîðíûì ïîëåì, åñëè åãî êîìïîíåíòû (x, y) ÿâëÿþòñÿ
îäíîðîäíûìè ëèíåéíûìè ôóíêöèÿìè êîîðäèíàò (u, v):





x = c1u + c2v

y = c3u + c4v
.

Ïîòîê ëèíåéíîãî ïîëÿ X îïðåäåëÿåòñÿ ýêñïîíåíöèàëüíûì çàêîíîì:

U ′ = CU ⇒ Ut = eCtU, (55)

ãäå

C =




c1 c2

c3 c4


 , U =




u

v


 , U ′ =




u′

v′


 , Ut =




ut

vt




è eCt � ýêñïîíåíöèàë ìàòðèöû Ct,

eCt =
∞∑

k=0

(Ct)k

k!
. (56)

Ýëåìåíòû ìàòðèöû C � äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà. Ñàìî âåêòîðíîå ïîëå X
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ïðåäñòàâèòñÿ ìàòðè÷íîé ôîðìóëîé

X =

(
∂

∂u

∂

∂v

)
·



c1 c2

c3 c4


 ·




u

v


 . (57)

Ïðè ýòîì
div X = tr C = c1 + c4. (58)

Çàïèñü U ′ = CU îçíà÷àåò ñèñòåìó





u′ = c1u + c2v

v′ = c3u + c4v
. (59)

Èìïëèêàöèÿ (55) òðàêòóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ðàâåíñòâî U ′ = CU ïîíèìàåòñÿ
êàê ìàòðè÷íîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå è Ut = eCtU ïðè ôèêñèðîâàííîì U

� êàê ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ. Ýòèì ðåøåíèåì îïðåäåëÿåòñÿ ïîòîê

at : U → Ut.

Òî÷êà U íà÷èíàåò äâèæåíèå ñî ñêîðîñòüþ U ′ è â ìîìåíò t åå ïîëîæåíèå íà
òðàåêòîðèè îïðåäåëåíî òî÷êîé Ut.

Ïîä âëèÿíèåì ïîòîêà at óâëåêàþòñÿ íå òîëüêî òî÷êè, íî è ôóíêöèè (ñêà-
ëÿðíûå ïîëÿ), âåêòîðíûå ïîëÿ, äèôôåðåíöèàëüíûå ôîðìû è, âîîáùå, ëþáûå
òåíçîðíûå ïîëÿ.

Ïðåäëîæåíèå 1. Äëÿ íàòóðàëüíîãî áàçèñà

R =

(
∂

∂u

∂

∂v

)
, Θ =




du

dv


 (60)

èìåþò ìåñòî äåðèâàöèîííûå ôîðìóëû

R′ = −RC, Θ′ = CΘ. (61)

Óâëå÷åíèå íàòóðàëüíîãî áàçèñà îïèñûâàåòñÿ ôîðìóëàìè

Rt = Re−Ct, Θt = eCtΘ. (62)
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Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Îïðåäåëÿåìàÿ çäåñü ìàòðèöà C ñîâïàäàåò ñ ÿêîáè-
åâîé ìàòðèöåé êîìïîíåíò x è y, ñì. (33). Ïîýòîìó äåðèâàöèîííûå ôîðìóëû (61)
ñîâïàäàþò ñ äåðèâàöèîííûìè ôîðìóëàìè (32), ñì. òàêæå (25). Òàêèì æå îáðàçîì
êàê èìïëèêàöèÿ (55), èìåþò ìåñòî èìïëèêàöèè

R′ = −RC ⇒ Rt = Re−Ct, Θ′ = CΘ ⇒ Θt = eCtΘ.

Ýêñïîíåíöèàëüíûé çàêîí (55) ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ íà ôîðìóëû (61) è (62). u

2.2 Ôîðìóëà Ãàìèëüòîíà � Êýëè

Ñ èñïîëüçîâàíèåì ôîðìóë (60) è (61) ëåãêî âû÷èñëÿþòñÿ ïðîèçâîäíûå Ëè
òåíçîðíûõ ïîëåé â áàçèñå (R, Θ), ñì. (23) è (29).

Ââèäó òîãî, ÷òî 2 × 2 � ìàòðèöà C óäîâëåòâîðÿåò ðàâåíñòâó Ãàìèëüòîíà �
Êýëè (Hamilton � Cayley):

C2 − tr C · C + det C · E = 0 (63)

(E � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà), âûñøèå ïðîèçâîäíûå ìîãóò áûòü ñâåäåíû ê íèçøèì.
Íàïðèìåð, âåëè÷èíû U óäîâëåòâîðÿþò äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ

U ′′ − tr C · U ′ + det C · U = 0, (64)

è ïðîèçâîäíûå U ′′ ìîãóò áûòü âûðàæåíû ÷åðåç âåëè÷èíû U è U ′ = CU . ×òîáû
óáåäèòüñÿ â ñïðàâåäëèâîñòè ðàâåíñòâà (64), äîñòàòî÷íî ïðèïèñàòü ê âûðàæåíèþ
(63) ñïðàâà ñèìâîë U è ó÷åñòü, ÷òî EU = U, CU = U ′, C2U = U ′′.
Òî÷íî òàê æå, ñ ó÷åòîì (61), âûâîäÿòñÿ äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ äëÿ ðåïåðà
R è êîðåïåðà Θ:

R′′ + tr C ·R′ + det C ·R = 0, (65)

Θ′′ − tr C ·Θ′ + det C ·Θ = 0, (66)
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Ïðåäëîæåíèå 2. Äëÿ âåêòîðíîãî ïîëÿ Y = Ry èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå
èìïëèêàöèè:

y′ = 0 ⇒ Y ′′ + tr C · Y ′ + det C · Y = 0, (67)

Y ′ = 0 ⇒ y′′ − tr C · y′ + det C · y = 0, (68)

Äëÿ 1-ôîðìû Φ = ϕΘ èìåþò ìåñòî èìïëèêàöèè:

ϕ′ = 0 ⇒ Φ′′ − tr C · Φ′ + det C · Φ = 0, (69)

Φ′ = 0 ⇒ ϕ′′ + tr C · ϕ′ + det C · ϕ = 0, (70)

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïðîèçâîäíàÿ Ëè âåêòîðíîãî ïîëÿ Y = Ry èìååò
âèä, ñì. (33): Y ′ = R(y′ − Cy). Åñëè êîìïîíåíòû y ïîñòîÿííû íà òðàåêòîðèÿõ
âåêòîðíîãî ïîëÿ X, y′ = 0, òî Y ′ = −RCy, Y ′′ = RC2y è âåêòîðíîå ïîëå Y , êîãäà
îíî óâëåêàåòñÿ ïîòîêîì at, óäîâëåòâîðÿåò äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ (67).
Åñëè æå ïîëå Y èíâàðèàíòíî â ïîòîêå ïîëÿ X, ò.å. Y ′ = 0, òî y′ = Cy, y′′ = C2y,
è åãî êîìïîíåíòû y óäîâëåòâîðÿþò äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ (68).

Ïðîèçâîäíàÿ Ëè 1-ôîðìû Φ = ϕΘ èìååò âèä, ñì. (31): Φ′ = (ϕ′+ϕC)Θ. Åñëè
ϕ′ = 0, òî Φ′ = ϕCΘ, Φ′′ = ϕC2Θ, è 1-ôîðìà Φ óäîâëåòâîðÿåò äèôôåðåíöèàëüíî-
ìó óðàâíåíèþ (69). Åñëè æå Φ′ = 0, òî ϕ′ = −ϕC, ϕ′′ = ϕC2 è åå êîìïîíåíòû ϕ

óäîâëåòâîðÿþò äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ (69).

u

Ïðèìå÷àíèå 1. Çàìåòèì, ÷òî åñëè çàïèñü U ′ = CU îçíà÷àåò ñèñòåìó äèô-
ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (59), òî (64) äàåò íàì äâà ñàìîñòîÿòåëüíûõ äèôôåðåí-
öèàëüíûõ óðàâíåíèÿ íà êàæäóþ êîìïîíåíòó u è v â îòäåëüíîñòè:

u′′ − tr C · u′ + det C · u = 0,

v′′ − tr C · v′ + det C · v = 0

Ñêàçàííîå îòíîñèòñÿ òàêèì æå îáðàçîì è ê äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì (68)
è (70).

Ïðèìå÷àíèå 2. Óðàâíåíèÿ (65) è (67) ýêâèâàëåíòíû â ñëåäóþùåì ñìûñëå:
ïîñêîëüêó (67) èìååò ìåñòî äëÿ ëþáîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ Y ïðè y′ = 0, òî îíî
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èìååò ìåñòî è äëÿ êàæäîãî èç îïåðàòîðîâ, ñîñòàâëÿþùèõ ðåïåð R, ò.å. èç (67)
ñëåäóåò (65); è íàîáîðîò, åñëè ê (64) ïðèïèñàòü ñïðàâà y, òî ïðè óñëîâèè y′ = 0

èìååì Ry = Y, R′y = Y ′, R′′y = Y ′′, èç (65) ñëåäóåò (67). Â òàêîì æå ñìûñëå
ðàâíîñèëüíû óðàâíåíèÿ (66) è (69).

Ïðèìå÷àíèå 3. Åñëè λ1 è λ2 � ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû C, ò.å. êîðíè
åå õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ

|C − λE| = 0,

òî ýòè æå âåëè÷èíû λ1 è λ2 ÿâëÿþòñÿ êîðíÿìè õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ óðàâíåíèé
ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (64), (68) è (69), à ñ ïðîòèâîïîëîæíûìè
çíàêàìè âåëè÷èíû −λ1 è −λ2 ÿâëÿþòñÿ êîðíÿìè õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ óðàâíåíèé
ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (65) è (67). Â ýòîì çàêëþ÷àåòñÿ äâîé-
ñòâåííîñòü óðàâíåíèé (67) è (68) è òàêæå óðàâíåíèé (69) è (70).

2.3 Ýêñïîíåíöèàë ìàòðèöû Ct

Äëÿ äàëüíåéøåãî íàì ïîíàäîáÿòñÿ âåëè÷èíû:

tr C = c1 + c4 = λ1 + λ2, det C = c1c4 − c2c3 = λ1λ2,

∆ = tr2 C − 4 det C = (c1 − c4)
2 + 4c2c3 = (λ1 − λ2)

2. (71)

Âåëè÷èíà ∆ ÿâëÿåòñÿ äèñêðèìèíàíòîì õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ
|C − λE| = 0.

Ïðåäëîæåíèå 3. Â çàâèñèìîñòè îò òîãî, ÿâëÿþòñÿ ëè ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ
λ1 è λ2 ìàòðèöû C êîìïëåêñíûìè ÷èñëàìè (∆ < 0), äåéñòâèòåëüíûìè ðàçëè÷íûìè
(∆ > 0) ëèáî ðàâíûìè (∆ = 0), äëÿ ýêñïîíåíöèàëà ìàòðèöû Ct ìîãóò ïðåäñòà-
âèòüñÿ ñëåäóþùèå ñëó÷àè:
1) λ1,2 = α± iβ, tr C = 2α, det C = α2 + β2, ∆ = −β2,

etC = eαt

{
E cos βt + (C − αE)

sin βt

β
)

}
; (72)
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2) λ1,2 = α± β, tr C = 2α, det C = α2 − β2, ∆ = β2,

etC = eαt

{
E cosh βt + (C − αE)

sinh βt

β
)

}
; (73)

3) λ1 = λ2 = α, tr C = 2α, det C = α2, ∆ = 0,

eAt = eαt {E + (C − αE)t} . (74)

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïðåäñòàâèì ýêñïîíåíöèàë ìàòðèöû Ct â âèäå

eCt = eαt e(C−αE)t (75)

Ýòî âîçìîæíî ïîòîìó, ÷òî äâå ìàòðèöû αE è C − αE ïåðåñòàíîâî÷íû è ïîýòîìó

eαEt e(C−αE)t = eCt,

è åùå ïîòîìó, ÷òî
eαEt = eαtE.

Ýêñïîíåíöèàë ìàòðèöû (C − αE)t îïðåäåëÿåòñÿ ïðîùå. Òàê êàê (ñì. (63) è (71))

(C − αE)2 = ∆ · E, (76)

ìàòðèöû E è C − αE â ðàçëîæåíèè ýêñïîíåíöèàëà e(C−αE)t ÷åðåäóþòñÿ, ñì. (56):

e(C−αE)t = E + (C − αE)t∓ E
(βt)2

2
∓ (C − αE)

1

β

(βt)3

3!
+ E

(βt)4

4!
+ ... =

= E

{
1∓ (βt)2

2
+

(βt)4

4!
∓ ...

}
+ (C − αE)

1

β

{
βt∓ (βt)3

3!
+

(βt)5

5!
∓ ...

}
.

×ëåíû ñ ìàòðèöåé E, ñîáðàííûå âìåñòå, îáðàçóþò ñëàãàåìîå E cos βt â ñëó÷àå 1,
è ñëàãàåìîå E cosh βt � â ñëó÷àå 2.
×ëåíû ñ ìàòðèöåé C − αE, ñîáðàííûå âìåñòå, îáðàçóþò ñëàãàåìîå (C − αE) sin βt

β

â ñëó÷àå 1, è ñëàãàåìîå (C − αE) sinh βt
β

� â ñëó÷àå 2.
Ñ ó÷åòîì (75) ôîðìóëû (72) è (73) óñòàíîâëåíû. Â ïðåäåëüíîì ïåðåõîäå

β → 0, ââèäó òîãî, ÷òî

lim
β→0

cos βt = lim
β→0

cosh βt = 1, lim
β→0

sin βt

β
= lim

β→0

sinh βt

β
= t,
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èç ôîðìóë (72) è (73) âûâîäèòñÿ ôîðìóëà (74). u

Îïèøåì áîëåå îáùóþ ñèòóàöèþ. Ïóñòü C � ìàòðèöà ïîðÿäêà n × n è
λ1, λ2, ..., λn � åå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ. Òîãäà ïî ýòèì ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì,
âîñïîëüçîâàâøèñü ýêñïîíåíöèàëüíûì çàêîíîì

U ′ = CU ⇒ Ut = eCtU,

ìîæíî âîññòàíîâèòü ýêñïîíåíöèàë ìàòðèöû Ct. Ýòî ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî
ìàòèöà C, êàê ýëåìåíò àëãåáðû Ëè ëèíåéíîé ãðóïïû GL(n,R), ïîðîæäàåò â
ãðóïïå GL(n,R) 1-ïàðàìåòðè÷åñêóþ ïîäãðóïïó eCt. Ìàòðèöà C îïðåäåëÿåò â Rn

(ïðîñòðàíñòâå ïðåäñòàâëåíèÿ) ëèíåéíîå âåêòîðíîå ïîëå, à ýêñïîíåíöèàë eCt �
ñîîòâåòñòâóþùèé ïîòîê at : U → Ut..

Ïðåäëîæåíèå 4. Åñëè ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ λ1, λ2, ..., λn ìàòðèöû C ðàç-
ëè÷íû, ò.å. ñðåäè íèõ íåò êðàòíûõ, òî ýêñïîíåíöèàë ìàòðèöû Ct îïðåäåëÿåòñÿ
ôîðìóëîé

eCt =
(
eλ1teλ2t · . . . · eλnt

)
·




1 1 · · · 1

λ1 λ2 · · · λn

... ... . . . ...
λn−1

1 λn−1
2 · · · λn−1

n




−1 


E

C
...

Cn−1




. (77)

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äëÿ ìàòðèöû C èìååò ìåñòî ôîðìóëà Ãàìèëüòîíà
� Êýëè

(C − λ1E)(C − λ2E) · . . . · (C − λnE) = 0.

èëè, åñëè ýòó ôîðìóëó ðàñïèñàòü, òî

σ0C
n + σ1C

n−1 + σ2C
n−2 + . . . + σnE = 0, (78)

ñ êîýôôèöèåíòàìè σ0, σ1, ..., σn � ñèììåòðè÷åñêèìè ïîëèíîìàìè èç êîðíåé
λ1, λ2, ..., λn:

σ0 = 1, σ1 = −(λ1+λ2+...+λn), σ2 = λ1λ2+...+λn−1λn, ..., σn = (−1)nλ1λ2·· · ··λn.
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Ââåäåì ñèìâîë U , çíà÷åíèå êîòîðîãî íàì èçâåñòíî, è îïðåäåëÿåì ïðîèçâîäíûå:

U ′ = CU, U ′′ = C2U, ..., U (n) = CnU. (79)

Ïðèïèñûâàÿ ê âûðàæåíèþ (78) ñïðàâà ñèìâîë U , ïîëó÷èì ëèíåéíîå
äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ïîðÿäêà n:

U (n) + σ1U
(n−1) + σ2U

(n−2) + . . . + σnU = 0. (80)

Ñîãëàñíî òåîðèè, îáùåå ðåøåíèå äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (80) èìååò âèä:

Ut = K1e
λ1t + K2e

λ2t + . . . + Kne
λnt. (81)

Êîýôôèöèåíòû K1, K2, ..., Kn, âîîáùå ãîâîðÿ, ïðîèçâîëüíû, íî èõ ìîæíî âûðà-
çèòü ÷åðåç íà÷àëüíûå äàííûå; â äàííîì ñëó÷àå ÷åðåç âåëè÷èíû U0, U

′
0, ..., U

(n−1)
0 .

Çäåñü U0 � ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà ïðîñòðàíñòâà Rn ñ n êîîðäèíàòàìè, à ñëåäóþùèå
âåëè÷èíû U ′

0, U
′′
0 , ... îïðåäåëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì (79). Òàêèì îáðàçîì, îáùåå

ðåøåíèå (81) îïðåäåëÿåòñÿ ñ òî÷íîñòüþ äî n ïðîèçâîëüíûõ êîíñòàíò.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû âûðàçèòü êîýôôèöèåíòû K1, K2, ..., Kn ÷åðåç âåëè÷èíû
U0, U

′
0, ..., U

(n−1)
0 , äèôôåðåíöèðóåì ðåøåíèå (81) ïî ïàðàìåòðó t n− 1 ðàç, ïîëàãàÿ

êàæäûé ðàç t = 0. Ïîëó÷àåì ñèñòåìó ëèíåéíûõ óðàâíåíèé:





K1 + K2 + . . . + Kn = U0

λ1K1 + λ2K2 + . . . + λnKn = U ′
0

λ2
1K1 + λ2

2K2 + . . . + λ2
nKn = U ′′

0

. . .

λn−1
1 K1 + λn−1

2 K2 + . . . + λn−1
n Kn = U

(n−1)
0

.

Ïðåäñòàâèì åå â ìàòðè÷íîì âèäå. Ïîÿâëÿåòñÿ ìàòðèöà Âàíäåðìîíäà äëÿ âåëè÷èí
λ1, λ2, ..., λn, êîòîðàÿ ïðè óñëîâèè, ÷òî íåò êðàòíûõ êîðíåé, îáðàòèìà.
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Ðåøàåì ñèñòåìó:



K1

K2

...
Kn




=




1 1 . . . 1

λ1 λ2 . . . λn

... ... . . . ...
λn−1

1 λn−1
2 . . . λn−1

n




−1 


U0

U ′
0

...
U

(n−1)
0




. (82)

Òåïåðü óìíîæàåì ìàòðèöó�ñòðîêó (eλ1t eλ2t .. eλnt) íà ïîëó÷åííóþ
ìàòðèöó�ñòîëáåö, âûíîñèì âïðàâî ñèìâîë U0, êàê îáùèé ìíîæèòåëü, è ïîëó÷àåì
ðåøåíèå (81) â âèäå Ut = eCtU0, ãäå eCt èìååò âèä (77). u

Ñëåäñòâèå 1. Ïðè n = 2 ýêñïîíåíöèàë ìàòðèöû Ct èìååò âèä:

eCt =
1

λ1 − λ2

{
(C − λ2E)eλ1t + (C − λ1E)eλ2t)

}
. (83)

Â çàâèñèìîñòè îò çíàêà äèñêðèìèíàíòà ∆, îòñþäà ñëåäóåò îäíà èç ôîðìóë (72)
èëè (73).

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ôîðìóëà (77) çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

eCt =
1

λ1 − λ2

(
eλ1teλ2t

)


−λ2 1

λ1 −1







E

C




÷òî äàåò ôîðìóëó (83). Ðàññìîòðèì ñëó÷àè:

1) ∆ < 0, λ1,2 = α± iβ, λ1 − λ2 = 2iβ, C − λ1,2E = C − αE ∓ iβE,

eλ1,2t = eαte±iβt = eαt(cos βt± i sin βt),

eCt = eαt

2iβ

{
(C − αE + iβE)eiβt − (C − αE − iβE)e−iβt

}
=

= eαt

2iβ

{
iβE(eiβt + e−iβt) + (C − αE)(eiβt − e−iβt)

}
=

= eαt
{
E cos βt + (C − αE) sin βt

β

}
;
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2) ∆ < 0, λ1,2 = α± β, λ1 − λ2 = 2β, C − λ1,2E = C − αE ∓ βE,

eλ1,2t = eαte±βt = eαt(cosh βt± sinh βt),

eCt = eαt

2β

{
(C − αE + βE)eβt − (C − αE − βE)e−βt

}
=

= eαt

2β

{
βE(eβt + e−βt) + (C − αE)(eβt − e−βt)

}
=

= eαt
{
E cosh βt + (C − αE) sinh βt

β

}
. u

Ñëåäñòâèå 2. Ïðè n = 3 ýêñïîíåíöèàë ìàòðèöû Ct âûðàçèòñÿ ôîðìóëîé:

eCt =
(C − λ2E)(C − λ3E)

(λ1 − λ2)(λ1 − λ3)
eλ1t+

(C − λ1E)(C − λ3E)

(λ2 − λ1)(λ2 − λ3)
eλ2t+

(C − λ1E)(C − λ2E)

(λ3 − λ1)(λ3 − λ2)
eλ3t.

(84)

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Âû÷èñëèì îáðàòíóþ ìàòðèöó äëÿ ìàòðèöû
Âàíäåðìîíäà:




1 1 1

λ1 λ2 λ3

λ2
1 λ2

2 λ2
3




−1

=
1

(λ1 − λ2)(λ2 − λ3)(λ3 − λ1)




(λ3 − λ2)λ2λ3 λ2
2 − λ2

3 λ3 − λ2

(λ1 − λ3)λ1λ3 λ2
3 − λ2

1 λ1 − λ3

(λ2 − λ1)λ1λ2 λ2
1 − λ2

2 λ2 − λ1




,

(85)

à çàòåì êîýôôèöèåíòû (82):




K1

K2

K3




=
1

(λ1 − λ2)(λ2 − λ3)(λ3 − λ1)




(λ3 − λ2)[U
′′
0 − (λ2 + λ3)U

′
0 + λ2λ3U0]

(λ1 − λ3)[U
′′
0 − (λ1 + λ3)U

′
0 + λ1λ3U0]

(λ2 − λ1)[U
′′
0 − (λ1 + λ2)U

′
0 + λ1λ2U0]




=
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=
1

(λ1 − λ2)(λ2 − λ3)(λ3 − λ1)




(λ3 − λ2)(A− λ2E)(A− λ3E)

(λ1 − λ3)(A− λ3E)(A− λ1E)

(λ2 − λ1)(A− λ1E)(A− λ2E)




U0.

Â ñîîòâåòñòâèè ñ ôîðìóëîé (81)

Ut = K1e
λ1t + K2e

λ2t + K3e
λ3t

ïðèõîäèì ê ôîðìóëå (84). u

Ñëåäñòâèå 3. Åñëè ìàòðèöà C ïîðÿäêà 3 × 3, âîçâåäåííàÿ â êóá, äàåò
åäèíè÷íóþ ìàòðèöó, ò.å.

C3 = E,

òî ýêñïîíåíöèàë ìàòðèöû Ct èìååò âèä

eCt =
1

3
(ΘtC

2 + Θ′
tC + Θ′′

t E), (86)

ãäå
Θt = et + 2e−

t
2 cos

(√
3

2
t + 2π

3

)
,

Θ′
t = et + 2e−

t
2 cos

(√
3

2
t− 2π

3

)
,

Θ′′
t = et + 2e−

t
2 cos

√
3

2
t.

(87)

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ôîðìóëà (86) ìîæåò áûòü âûâåäåíà èç ôîðìóëû
(84). Îäíàêî, çäåñü ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû C � êóáè÷åñêèå êîðíè èç
åäèíèöû:

λ1 = −1

2
+

√
3

2
i, λ1 = −1

2
−
√

3

2
i, λ3 = 1,

è îáðàòíàÿ ìàòðèöà Âàíäåðìîíäà ïèøåòñÿ ñðàçó â âèäå




1 1 1

λ1 λ2 λ3

λ2
1 λ2

2 λ2
3




−1

=
1

3




1 λ2
1 λ1

1 λ2
2 λ2

1 λ2
3 λ3




.
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Ýòî ëåãêî ïðîâåðèòü, åñëè ó÷åñòü, ÷òî

λ1 + λ2 + λ3 = 0, λ2
1 + λ2

2 + λ2
3 = 0, λ3

1 + λ3
2 + λ3

3 = 3.

Ýêñïîíåíöèàë ìàòðèöû Ct îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé (77):

eCt =
1

3

(
eλ1teλ2teλ3t

)
·




1 λ2
1 λ1

1 λ2
2 λ2

1 λ2
3 λ3







E

C

C2




.

Îòñþäà ïîëó÷àåì ôîðìóëó (86), ñ êîýôôèöèåíòàìè

Θt = λ1e
λ1t + λ2e

λ2t + λ3e
λ3t,

Θ′
t = λ2

1e
λ1t + λ2

2e
λ2t + λ2

3e
λ3t,

Θ′′
t = eλ1t + eλ2t + eλ3t.

Âñå òðè ôóíêöèè, êàê è ôóíêöèè (87), ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè äèôôåðåíöèàëüíîãî
óðàâíåíèÿ Θ′′′ = Θ. Ïîñëåäíèå ôóíêöèè ñîâïàäàþò:

eλ1t + eλ2t + eλ3t = et + e−
t
2

(
e
√

3
2

ti + e−
√

3
2

ti
)

= et + 2e−
t
2 cos

√
3

2
t.

Ñëåäîâàòåëüíî, ñîâïàäàþò è ïðîèçâîäíûå, ò.å. ïåðâûå ôóíêöèè, è
âòîðûå. u

Ïðèìå÷àíèå. Ñëó÷àé êðàòíûõ êîðíåé â Ïðåäëîæåíèè 4 íå çàòðàãèâàåòñÿ.
Ñîøëåìñÿ íà Ïðåäëîæåíèå 3, ãäå â ïðåäåëüíîì ïåðåõîäå ïðè β → 0 ïðèõîäèì ê
ñëó÷àþ λ1 = λ2. Òàêèì æå îáðàçîì íóæíî íà÷èíàòü àíàëèç îáùåãî óðàâíåíèÿ (80).

Ïðèìåð 7. Ôîðìóëà (86) ïîëó÷àåò õîðîøåå ãåîìåòðè÷åñêîå èñòîëêîâàíèå.
Ïóñòü â òðåõìåðíîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå, ñ êîîðäèíàòàìè xyz, çàäàíî
âåêòîðíîå ïîëå:

X = y
∂

∂x
+ z

∂

∂y
+ x

∂

∂z
.
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Ïîòîê at îïðåäåëÿåòñÿ ýêñïîíåíöèàëüíûì çàêîíîì

U ′ = CU, ⇒ Ut = eCtU,

ãäå

C =




0 1 0

0 0 1

1 0 0




, C2 =




0 0 1

1 0 0

0 1 0




, U =




x

y

z




, U ′ =




y

z

x




, U ′′ =




z

x

y




,

à èìåííî, ôîðìóëîé

Ut =
1

3
et(U+U ′+U ′′)+

2

3
e−

t
2

[
U cos

√
3

2
t + U ′ cos

(√
3

2
t− 2π

3

)
+ U ′′ cos

(√
3

2
t +

2π

3

)]
.

Ôóíêöèÿ f = x + y + z óâëåêàåòñÿ ïîòîêîì at ïî çàêîíó

f ′ = f ⇒ ft = fet.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïëîñêîñòè f = f0 6= 0 óäàëÿþòñÿ îò ïëîñêîñòè f = 0, êîòîðàÿ
íåïîäâèæíà. Èíâàðèàíòîì ïîëÿ X ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèÿ

I = x3 + y3 + z3 − 3xyz = (x + y + z)(x2 + y2 + z2 − xy − yz − zx);

ëåãêî ïðîâåðèòü: I ′ = 0.
Ïîâåðõíîñòü óðîâíÿ I = I0 6= 0 � ïîâåðõíîñòü âðàùåíèÿ ñ îñüþ x = y = z.

Äåéñòâèòåëüíî, ëèíèÿ ïåðåñå÷åíèÿ ïîâåðõíîñòè I = I0 ñ ïëîñêîñòüþ f = f0 òà æå,
÷òî ëèíèÿ ïåðåñå÷åíèÿ ïëîñêîñòè f = f0 ñî ñôåðîé
x2 + y2 + z2 = R2, ãäå R2 = 2

3
I0
f0

+ 1
3
f 2

0 .

Ïîñëåäíåå ñîîòíîøåíèå, çàäàþùåå R2, ïîëó÷åíî èç ñèñòåìû





I0 = f0 · (x2 + y2 + z2 − xy − yz − zx)

f 2
0 = x2 + y2 + z2 + 2(xy + yz + zx)

r2 = x2 + y2 + z2

.

Òàêèì îáðàçîì, ñå÷åíèå ïîâåðõíîñòè I = I0 ñ ïëîñêîñòüþ, ïåðïåíäèêóëÿðíîé
ïðÿìîé x = y = z, � îêðóæíîñòü. Ðàäèóñ îêðóæíîñòè ðàâåí r =

√
R2 − d2, ãäå
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d =
√

3
3

f0 � ðàññòîÿíèå ïëîñêîñòè f = f0 îò íà÷àëà x = y = z = 0; ñëåäîâàòåëüíî,
r =

√
2I
3f
. Ó÷èòûâàÿ çàêîí ft = fet, óçíàåì, ÷òî r èçìåíÿåòñÿ ïî çàêîíó rt = re−

t
2 .

Ïðè óäàëåíèè îò íà÷àëà ðàäèóñ îêðóæíîñòè ñòÿãèâàåòñÿ.

Ýòî ïîäòâåðæäàåòñÿ êîýôôèöèåíòàìè et è e−
t
2 â ôîðìóëå äëÿ Ut: òî÷êà U t

óäàëÿåòñÿ âìåñòå ñ ïëîñêîñòüþ ft = fet è, âìåñòå ñ òåì, âðàùàÿñü âîêðóã îñè
x = y = z (ïî ïðàâèëó ëåâîãî âèíòà), ïðèáëèæàåòñÿ ê íåé ïî çàêîíó rt = re−

t
2 .

Ïî ïðàâèëó ëåâîãî âèíòà ïîòîìó, ÷òî òðîéêà âåêòîðîâ N,U, U ′, ãäå N � âåêòîð
íîðìàëè ê ïëîñêîñòè f = 0, èìååò ëåâóþ îðèåíòàöèþ:

(N,U, U ′) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 x y

1 y z

1 z x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

= xy + yz + zx− x2 − y2 − z2 = −1

2
[(x− y)2 + (y − z)2 + (z − x)2] < 0.
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2.4 Ïðèâåäåíèå ìàòðèöû C ê äèàãîíàëüíîìó âèäó.

Èçâåñòíî, ÷òî ìàòðèöà C ïðèâîäèòñÿ ê äèàãîíàëüíîé ôîðìå C̃, ñ ñîáñòâåí-
íûìè çíà÷åíèÿìè λ1, λ2, ..., λn íà ãëàâíîé äèàãîíàëè. Ïåðåõîä îò ìàòðèöû C ê
ìàòðèöå C̃ è, íàîáîðîò, îò ìàòðèöû C̃ ê ìàòðèöå C, îñóùåñòâëÿåòñÿ ïî ôîðìóëàì:

C̃ = V −1CV, C = V C̃V −1. (88)

Ìàòðèöà V ñîñòàâëåíà èç ñòîëáöîâ, ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ ìàòðèöû C. Ýêñïî-
íåíöèàë äèàãîíàëüíîé ìàòðèöû C̃t, ÿâëÿåòñÿ òîæå äèàãîíàëüíîé ìàòðèöåé, íî ñ
ýëåìåíòàìè

eλ1t, eλ2t, ..., eλnt

íà ãëàâíîé äèàãîíàëè. Ýêñïîíåíöèàëû ìàòðèö Ct è C̃t ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé ôîð-
ìóëàìè

eC̃t = V −1eCtV, eCt = V eC̃tV −1. (89)

Ïîýòîìó, êîãäà èçâåñòíû ñîáñòâåííûå âåêòîðû ìàòðèöû C è èç íèõ ñîñòàâëåíà
ìàòðèöà V , ïî âòîðîé ôîðìóëå (89) ëåãêî âû÷èñëÿåòñÿ ýêñïîíåíöèàë eCt.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ n = 2 ðåçóëüòàò (83) ìîæåò áûòü ïîëó÷åí ïðÿìî;
ïîëàãàåì c2 6= 0:

C =




c1 c2

c4 c4


 , V =




−c2 −c2

c1 − λ1 c1 − λ2


 , V −1 =

1

c2(λ1 − λ2)



−c1 + λ2 −c2

c1 − λ1 c2


 ,

eCt = V eC̃tV −1 =
1

c2(λ1 − λ2)




−c2 −c2

c1 − λ1 c1 − λ2







eλ1t 0

0 eλ2t






−c1 + λ2 −c2

c1 − λ1 c2


 =

=
1

λ1 − λ2








c1 − λ2 c2

c3 c4 − λ2


 eλ1t −




c1 − λ1 c2

c3 c4 − λ1


 eλ2t





. (90)
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Ïðèìåð 8. Äàíà ìàòðèöà

C =



−1 1

0 2




Áóäåì äåéñòâîâàòü ïî øàãàì.

1. Âûïèøåì äëÿ ìàòðèöû C õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ïîëèíîì è íàõîäèì ñîáñòâåí-
íûå çíà÷åíèÿ:

|C − λE| = −(1 + λ)(2− λ), λ1 = −1, λ2 = 2.

α =
1

2
, β =

3

2
.

2. Îïðåäåëÿåì ñîáñòâåííûå âåêòîðû ìàòðèöû C, îáðàçóåì ìàòðèöó V è åé
îáðàòíóþ V −1:

V =




1 1

0 3


 , V −1 =




1 −1
3

0 1
3


 .

3. Âêëþ÷àåì ñîáñòâåííûå âåêòîðû â íîâûé áàçèñ è îïðåäåëÿåì ôîðìóëû
ïðåîáðàçîâàíèÿ êîîðäèíàò:

(
e1 e2

)
=

(
i j

)
·



1 1

0 3


 ,

(
e1 e2

)
·



u

v


 =

(
i j

)
·



1 1

0 3


 ·




u

v


 =

(
i j

)
·



x

y


 ,




x

y


 =




1 1

0 3


 ·




u

v


 ,




u

v


 =




1 −1
3

0 1
3


 ·




x

y


 .

4. Îñóùåñòâëÿåì ïðåîáðàçîâàíèå êîðåïåðà è ðåïåðà:



dx

dy


 =




1 1

0 3


 ·




du

dv


 ,

(
∂
∂x

∂
∂y

)
=

(
∂
∂u

∂
∂v

)
·



1 −1
3

0 1
3


 .

5. Ïðåäñòàâèì âåêòîðíîå ïîëå X â ñòàðîì è íîâîì ðåïåðå:

X =
(

∂
∂x

∂
∂y

)
·


−1 1

0 2


 ·




x

y


 =

(
∂
∂u

∂
∂v

)
·



1 −1
3

0 1
3


 ·




1 1

0 3


 ·




u

v


 =

=
(

∂
∂u

∂
∂v

)
·


−1 0

0 2


 ·




u

v


 .
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6. Îïðåäåëÿåì ïîòîê âåêòîðíîãî ïîëÿ X â íîâûõ êîîðäèíàòàõ:




u′ = −u

v′ = 2v
⇒





ut = ue−t

vt = ve2t
,

è, äëÿ ñðàâíåíèÿ, â ñòàðûõ êîîðäèíàòàõ, ñì. (19):




x′

y′


 =



−1 1

0 2


 ·




x

y


 ⇒

⇒



xt

yt


 = e−

t
2







x

y


 cosh

3

2
t +

1

3




2y − x

y


 sinh

3

2
t


 .

Â íîâûõ êîîðäèíàòàõ (u, v) ïîòîê îïðåäåëÿåòñÿ ïðîùå, â ñòàðûõ (x, y)

çíà÷èòåëüíî ñëîæíåå.

7. Èíâàðèàíò â êîîðäèíàòàõ (u, v) îïðåäåëÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííî:

I = u2v,

â êîîðäèíàòàõ (x, y) ïîñòóïàåì ñëåäóþùèì îáðàçîì:

x′′ = y′ − x′ ↔ x′′ − x′ − 2x = 0 ⇒

⇒




(x′ + x)′ = 2(x′ + x)

(x′ − 2x)′ = −(x′ − 2x)
⇒





x′t + xt = (x′ + x)e2t

x′t − 2xt = (x′ − 2x)e−t
,

ïîëó÷àåì èíâàðèàíò

Ĩ = (x′ + x)(x′ − 2x)2 = y(y − 3x)2,

ñîâïàäàþùèé, ñ òî÷íîñòüþ äî ìíîæèòåëÿ, ñ èíâàðèàíòîì I:

Ĩ = 9I.

8. Íà ïëîñêîñòè ïðîèñõîäèò ãèïåðáîëè÷åñêèé ïîâîðîò, ïîäâåðãàþùèéñÿ ãîìî-
òåòèè ñ êîýôôèöèåíòîì e−

t
2 , â íà÷àëå êîîðäèíàò íàáëþäàåòñÿ îñîáåííîñòü

ñåäëî.
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Ïðèìåð 9. Äàíà ìàòðèöà

C =




1 1

0 2




Ïîâòîðèì òå æå øàãè, ïðîäåëàííûå â Ïðèìåðå 8.

1. |C − λE| = (1− λ)(2− λ), λ1 = 1, λ2 = 2, α = 3
2
, β = 1

2
.

2. V =




1 1

0 1


 , V −1 =




1 −1

0 1


 ;

3.
(

e1 e2

)
=

(
i j

)
·



1 1

0 1


 ,

(
e1 e2

)
·



u

v


 =

(
i j

)
·



1 1

0 1


 ·




u

v


 =

(
i j

)
·



x

y


 ,




x

y


 =




1 1

0 1


 ·




u

v


 ,




u

v


 =




1 −1

0 1


 ·




x

y


 ;

4.




dx

dy


 =




1 1

0 1


 ·




du

dv


 ,

(
∂
∂x

∂
∂y

)
=

(
∂
∂u

∂
∂v

)
·



1 −1

0 1


 .

5. X =
(

∂
∂x

∂
∂y

)
·



1 1

0 2


 ·




x

y


 =

(
∂
∂u

∂
∂v

)
·



1 0

0 2


 ·




u

v


 .

6.





u′ = u

v′ = 2v
⇒





ut = uet

vt = ve2t
,




x′

y′


 =




1 1

0 2


 ·




x

y


 ⇒

⇒



xt

yt


 = e−

3
2
t







x

y


 cosh t

2
+




2y − x

y


 sinh t

2


 ;

7. Ïîëó÷àåì èíâàðèàíò â êîîðäèíàòàõ (u, v):

I =
u2

v
,
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è, áîëåå ñëîæíûì ïóòåì, òîò æå èíâàðèàíò â êîîðäèíàòàõ (x, y):

x′′−3x′+2x = 0 ⇒




(x′ − x)′ = 2(x′ − x)

(x′ − 2x)′ = −(x′ − 2x)
⇒





x′t − xt = (x′ − x)e2t

x′t − 2xt = (x′ − 2x)et
,

I =
(x′ − 2x)2

x′ − x
=

(x− y)2

y
=

u2

v
.

8. Ñóäÿ ïî âûðàæåíèþ â 6, ñì. êâàäðàòíûå ñêîáêè [...], íà ïëîñêîñòè ïðîèñõîäèò,
òàê æå êàê â Ïðèìåðå 8, ãèïåðáîëè÷åñêèé ïîâîðîò, íî çäåñü ñèòóàöèÿ èíàÿ:
ãîìîòåòèÿ ñ êîýôôèöèåíòîì e−

3
2
t îáðàùàåò ãèïåðáîëû â ïàðàáîëû è ñåäëî

ïðåâðàùàåòñÿ â óçåë.
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Vektorv�alja s�ummetriad tasandil
ja nende rakendused harilike

diferentsiaalv�orrandite lahendamisel

Olga Bogdanova

Res�umee

1. On n�aidatud, kuidas tasandil vektorv�ali X m�a�arab voo at = exp tX. Voo m�ojul
punktid liiguvad piki trajektoore,

at : u → ut = at(u),

ja funktsioonid teisenevad vastavalt kompositsioonile

f → ft = f ◦ at.

Voos teisenevad ka tensorv�aljad ja diferentsiaalvormid.

2. Funktsiooni ft on v�oimalik (teatud tingimustel) arendada astmeritta

ft =
∞∑

k=0

f (k) t
k

k!
,

kus kordajaks f (k) on funktsiooni f tuletised vektorv�alja X suhtes. Samamoodi
kehtib Lie-Maclaurini rida suvalise tensorv�alja puhul, kuid kordajaks on Lie
tuletised.

3. Hariliku diferentsiaalv�orrandiga

dy

dx
= f(x, y)

seondub vektorv�ali X ja diferentsiaalvorm ω.

X =
∂

∂x
+ f

∂

∂y
, ω = dy − f dx, ω(X) = 0.

Kui 1-worm ω on t�apne, s.t. ω = dI, siis sellega on m�a�aratud vektorv�alja
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X invariant I � diferentsiaalv�orrandi 1. integraal ja ka �uldlahend. V�orrandi
integraaljoonteks on funktsiooni I tasemejooned, mis moodustavad vektorv�alja
X faasiportree.

4. Kui 1-vorm ω pole t�apne, siis v�oib teda muuta t�apseks, korrutades
integreeruvusteguriga η, mis peab rahuldama tingimust

Xη + η
∂f

∂y
= 0.

5. Vektorv�ali P on vektorv�alja X, 1-vormi ω ja diferentsiaalv�orrandi in�nitesimaalne
s�ummetria, kui

LP X ‖ X ⇔ LP ω ‖ ω,

kus LP t�ahendab Lie tuletist ja m�ark ‖ v�ordust kordaja t�apsusega. Siis osutub,
et ω(P ) on integreeruvusteguri p�o�ordv�a�artus. Seega 1-vorm ηω on t�apne, kui
η = [ω(P )]−1.

6. Integraalide arvutamine ja di�erentsiaal v�orrandite lahendamine lihtsustub, kui
kasutada vektorv�alja P invariante. N�aiteks, diferentsiaalv�orrandid

dy

dx
=

x2 + y2

xy
, y

dy

dx
=

2

x3
− 3

x2
y,

ei muutu vektorv�alja

P = x
∂

∂x
± y

∂

∂y

voos (vt. vastavalt �ulemisele ja alumisele m�argile), kuna

P = x ∂
∂x

+ y ∂
∂y

, ω = xy dy − (x2 + y2) dx ⇒ LP ω = 3ω,

P = x ∂
∂x
− y ∂

∂y
, ω = x3y dy − (2− 3xy) dx ⇒ LP ω = ω.

Asendusel u = y
x
v�oi vastavalt u = xy �ulesanne lihtsustub, sest m�olemal juhul on

tegemist vektorv�alja P invariandiga.
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7. Lineaarse diferentsiaalv�orrandi puhul

y′ + p(x)y = q(x)

vektorv�alja X invariant on leitud kujul I = yeϕ − ψ, kus ϕ ja ψ on vastavalt
funktsiooni p ja q(x)eϕalgfunktsioon, ning v�ordus I = I0, e. yeϕ−ψ = y0e

ϕ0−ψ0,
annab otsekohe lahendi antud algtingimustel.

8. Lineaarse vektorv�alja voog at on m�a�aratud eksponentsiaalseadusega

U ′ = CU ⇒ Ut = etCU,

kus C on konstantne Jacobi maatriks. Sel juhul on n�aidatud, kuiv�ord lihtsaks
muutub olukord, kui teljestik on ehitatud maatriksi C omavektoritele.

9. Antud t�o�os, v�orreldes raamatuga [8], on diferentsiaalv�orrandite s�ummetriate
k�asitlemine lihtsam, sest siis kasutatakse Lie diferentseerimistehnikat.

10. Jooniste saamiseks on kasutatud arvutiprogrammi "MAPLE V Release 4" ja
"Paint".

58


