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Sissejuhatus

Kéesolev oppevahend on alusmaterjaliks loengutele ja praktikumidele
aines algoritmid ja andmestruktuurid. Selles antakse konspektiivses vormis
pohiosa vajalikust faktilisest materjalist. Esitatakse néiteid juba klassika-
liseks kujunenud algoritmidest ja andmestruktuuridest ning tutvustatakse
efektiivsete algoritmide koostamise pohimotteid.

Oppevahendi esimeses peatiikis esitatakse algoritmi tookiiruse hindamise-
ga seotud pohimoisted: algoritmi ajaline keerukus, O-relatsioon, funktsiooni
astimptootiline hinnang, poliinomiaalne keerukus, algoritmianaliiiisi elemen-
did. Teises peatiikis defineeritakse peamised struktuursed andmetiiiibid ehk
andmestruktuurid, kusjuures iiksikasjalikumalt kirjeldatakse mitmesuguseid
puustruktuure ja nendega seotud operatsioone. Peale lihtsa kahendotsimise
puu vaadeldakse veel AVL- ja B-puud ning esitatakse ka binomiaalpuu mois-
te. Kolmas peatiikk on piithendatud andmestruktuuride realiseerimise kiisi-
mustele. Korvuti selliste iildiste realiseerimismeetoditega, nagu jarjestikpai-
gutus, seotud paigutus ja paisksalvestus, kirjeldatakse veel klasside (iihiso-
sata hulkade) tootlemist ning kuhja moistel pohinevaid realisatsioone. Sor-
teerimismeetodeid vaadeldakse neljandas peatiikis, kus esitatakse iiksikasja-
likud algoritmid massiivi sorteerimiseks kiirmeetodil ja ahela sorteerimiseks
ithildusmeetodil. Nimetatud meetodid annavad lugejale ettekujutuse ,,jaga-
ja-valitse“-tiiiipi algoritmidest. Selles peatiikis tuletatakse ka vordlemisel po-
hinevate sorteerimisalgoritmide ajalise keerukuse alampiir ja tutvustatakse
moningaid kiiremaid erimeetodeid. Viiendas peatiikis kirjeldatakse tuntu-
maid sonetdotlusalgoritme: Knuth-Morris-Pratti, Boyer-Moore’i ja Rabin-
Karpi algoritmid alamsone otsimiseks, teksti pakkimine Huffmani koodide
alusel, pikima iihise osasone otsimine. Viimane on iihtlasi ka diinaamilise
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kavandamise meetodi néiteks. Ahne algoritmi moistele pooratakse lugeja té-
helepanu aga seoses Huffmani algoritmiga. Graafitootluse pohivotteid valgus-
tatakse kuuendas peatiikis. Késitletakse tsiikliteta graafi tippude topoloogi-
list sorteerimist ja selle rakendusi vorkgraafiku analiiisimisel, graafi 1dbimise
meetodeid, lithimate ja otseteede leidmist ning graafi minimaalse toese konst-
rueerimist nii Kruskali kui ka Primi meetodil. Seitsmendas peatiikis selgita-
takse voimalusi efektiivsete planimeetriaalgoritmide koostamiseks. Suurema-
te ndidetena tuuakse algoritmid punktihulga kumera katte konstrueerimiseks
(Grahami seiremeetodil) ja vihima vahemaaga punktipaari leidmiseks. Vii-
mases, kaheksandas peatiikis esitatakse algoritmi korrektsuse ja selle toesta-
mise moiste. Oppevahendi 16pus paikneb indeks, milles tihestiku jirjekorras
loetletakse kasutatud terminid koos nende ingliskeelsete vastete ja lehekiilje-
viitadega.

Esitatud algoritmide jaoks on reeglina antud ka nende ajalise keerukuse
hinnangud. Oppevahendi piiratud mahu tottu pole aga dra toodud vastavaid
tuletuskiike, samuti puuduvad algoritmide korrektsuse matemaatilised toes-
tused. Aine siivendatud omandamiseks voib soovitada sellealase kirjanduse
tihtteoseid [1] ja [2]. Uheks koige tiielikumaks algoritmide koguks on samu-
ti [3]. Andmestruktuuride praktilist realiseerimist objekt-orienteeritud stiilis
tutvustavad raamatud [4] ja [5]. Veebimaterjalidest vddrib esilet ostmist algo-
ritmide ja andmestruktuuride leksikon [6]. Algoritmide esitamist skeemkeeles
selgitatakse pohjalikumalt 6ppevahendites [7] ning [8]. Viimases kirjeldatakse
ka programmeerimiskeele C algmoisteid.

Kasutatav algoritmikeel on iildjoontes lahedane programmeerimiskeelele
C. Viimasest on ,laenatud® nii algoritmi iildine struktuur kui ka omista-
miskésu ning tingimuse moisted. Tosi kiill, omistamise mérgina kasutatakse
siimbolit ,:=", mis omakorda voimaldab vordumise kontrollimist véljendada
ikkagi tavalise vordusmirgi abil. Uldse piiiitakse voimalikult palju kasuta-
da tavapérast matemaatilist siimboolikat. Algoritmide koostamisel peetakse
esmatihtsaks arusaadavust, mistottu mitmelgi juhul on loobutud voimali-
kust lakoonilisemast esitusvoimalusest. Juhtimiskonstruktsioonid kujutatak-
se graafiliste skeemidena.



Lihtskeemi tahistab

[ p

kus D on nn. skeemielementide vertikaalselt paigutatud jéarjend. Skeemi-
elemendiks selles jirjendis voib olla kas kdsuriihm, tingimus, (véljund)nool
voi (alam)skeem. Késurithm on rida, mis sisaldab iihte voi mitut (semikoo-
loniga eraldatud) kéisku.

Tingimuseks nimetatakse kirjutist, mis koosneb avaldisest ja sellele jarg-
nevast kiisimargist. Tingimus paigutatakse alati omaette ritta.

Nool
-—
asub samuti omaette reas ja voib olla ka pikendatud, ulatudes mone teise,
holmava skeemi jooneni. Nool ise aga loetakse alati selle skeemi elemendiks,
millest ta algab.

Lihtskeemi taitmine toimub tilalt-alla suunas skeemielementide kaupa.
Seejuures noole tdhenduseks on tema poolt osutatud skeemi tditmise lopeta-
mine. Lihtskeemi abil kirjeldatakse hargnevaid lahenduskaike.

Tingimuse tditmine tdhendab valikut kahe voimaluse vahel: kas jatka-
ta tingimusele jargneva skeemielemendi tditmisega voi jatta osa jargnevaid
skeemielemente vahele:

tingimus ?® © tingimus ?® ©
s = |

Valik soltub sellest, kas tingimus on rahuldatud (st. avaldise vaartus on toene
ehk mittenull) voi mitte (avaldise véédrtus on védr ehk null). Nimelt jitkub
tingimuse rahuldatuse korral skeemi taitmine loomulikus jarjekorras, vastasel
korral aga jaetakse vahele koik tingimusele jérgnevad skeemielemendid kuni
jargmise nooleni (kaasa arvatud) ning jatkatakse téditmist sellele noolele jérg-
nevast skeemielemendist. Kui mitterahuldatud tingimuse jérel noolt skeemis
ei esine, siis lopetatakse iildse selle skeemi tditmine, st. vialjutakse skeemist.
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Funktsioonikirjeldus esitatakse pédisega moodulskeemina, kusjuures
funktsiooni viartuse tagastamist tdhistatakse noolega, millele jargneb tagas-
tatavat viaartust madrav avaldis sulgudes:

Funktsioonikirjelduse iildkuju:

funktsioonikirjelduse péis - - - funktsiooni vélimine spetsifikatsioon

D - - - funktsiooni sisemine spetsifikatsioon

Funktsioonikirjelduse sisu (D) taitmine on analoogiline lihtskeemi tditmisega.

Tsiikliskeemi

ED

ehk piiramata tsiikli peamiseks isedrasuseks on see, et parast jiarjendis D
viimase kasurithma téditmist jatkub tsiikliskeemi t66 jélle algusest, st. D esi-
mesest elemendist. Sellise skeemi tditmine saab loppeda vaid ,sunnitult”: kas
noole kaudu voi siis sellise mitterahuldatud tingimuse avastamisel, millele
jargnevate skeemielementide seas ei leidu noolt. Tsiikliskeemis voib kasuta-
da ka norka noolt. See kujutatakse punktiiris ja tdhendab mitte skeemi
taitmise katkestamist, vaid selle taasalustamist algusest (nagu oleks téitmis-
jarjega juba joutud tsiikliskeemi 16ppu).

Piisega tsiikli iildkujuks on
*p
D

kus p on tsiikli péis ja D tsiikli sisu.



Péisega tsiikli eriliigid erinevad péise kuju poolest:

lihtkorduse puhul nédidatakse péises sisu kordamiste arv;

jadatsiikli péises i = vy, vy, ... , v, esitatakse tsiikliloendaja (i) koos selle
vaartusvaruga;

iildtsiikli ehk C-tsiikli piiseks on kolm semikoolonitega eraldatud aval-
dist; esimene neist arvutatakse enne esimest tsiikli sammu, kolmas aga pérast
iga sammu téitmist, keskmine avaldis on tsiikli jatkamistingimuseks, mida
kontrollitakse enne jéarjekordsele sammule asumist.

Uldiselt korratakse piisega tsiikli sisu ettenihtud arv kordi (lihtkorduse
ja jadatsiikli puhul) voi seni, kuni jatkamistingimus veel kehtib (iildtsiikli pu-
hul). ,Enneaegselt” saab péisega tsiikli tditmine 16ppeda ainult tugeva noole
toimel. Erinevalt piiramata tsiiklist ei pohjusta sellise tingimuse, millele ei
jirgne noolt, mitterahuldatus siin tsiikli katkestamist, vaid viib taitmisjérje
uuesti tsiikli sisu kordamisele (iildtsiikli puhul - jatkamistingimuse kontrol-
limisele)

Lihtsamad erikujulised skeemid voib esitada ka iiherealistena:

[} 2
S N [?7 (1) S
[} 2
S N [7 (1) S:S
%
_57
[« p
K N [+ (p) S

kus S ja S’ on kidsurithmad.

Kommentaariks loetakse rea lopuosa, mis algab kolme miinusmérgiga.
Skeemi algus- ja lopureas paikneva, aga ka noolele vahetult jéargneva kom-
mentaari voib kirjutada ilma algusmiinusteta.

Algoritmis kasutatavaid tdhtsamaid abimuutujaid iseloomustatakse iiks-
nes kommentaarides, muutujate rangeid tiiiibikirjeldusi ei esitata.
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Skeemkeelse algoritmi néide:

Fibonacci_algarv(n)

- - - Antud: naturaalarv n > 2

- - - Tulemus: tagastatakse vdhim algarvuline Fibonacci arv,
- - - mis on suurem kui n

- - - abimuutujad: e, f, g, k
= f = ]_

o

- --e¢ ja f on kaks jarjestikust Fibonacci arvu
g:=e+ f ---gon jargmine Fibonacci arv
- - - leida uus paar (e, f):
e=1f
f=y
f<n?
<____
- - - f > n, kontrollida tuleb veel f algarvulisust
fmod2=07?
- - - f on paaris
<____
- - - f on paaritu

*k=23,5 ... Vf

fmod k=07
- - - f pole algarv, sest jagub arvuga k

(f) - -- f osutus algarvuks, lopetada ja tagastada vastus




Peatukk 1

Algoritmi ajaline keerukus

Algoritmi hindamise iiheks olulisemaks kriteeriumiks on algoritmi t66-
kiirus, mis avaldub konkreetse iilesande lahendamiseks vajalike sammude
(algoritmis ettendhtud elementaaroperatsioonide) arvu kaudu. Viimane sol-
tub antud algandmete omadustest, muuhulgas ka nende mahust. Algoritmi
ajalise tohususe madramiseks uuritaksegi eeskétt just sammude arvu soltu-
vust algandmete mahust, sest reeglina onnestub {ilesande algandmete mahtu
valjendada lihtsalt naturaalarvuna. Néiteks jarjenditootlusiilesannete mahtu
iseloomustab antud jarjendi pikkus, graafitéotluse puhul — vaadeldava graafi
tippude (ja/vo6i) kaarte arv jne. Vaatleme esialgu algoritme, mille korral soo-
ritatavate sammude arv soltub ainult lahendatava iilesande andmemahust.

Algoritmi ajalist keerukust viljendab funktsioon f, mis igale selle algo-
ritmi jérgi lahendatavale konkreetsele iilesandele andmetemahuga n seab vas-
tavusse selle lahendamisel sooritatavate algoritmi sammude arvu f(n).

Algoritmi ajalise keerukuse hinnang ongi aluseks algoritmi kiiruslike oma-
duste kirjeldamisel.

Algoritmide realiseerimisel saadavate arvutiprogrammide tookiiruse va-
hetu teoreetiline hindamine on viga keeruline, soltudes suurest hulgast prak-
tilistest detailidest. Vastavate algoritmide ajalise keerukuse teadmine aga an-
nab lihtsa voimaluse ka nende alusel koostatud programmide vordlemiseks.
Reeglina voib eeldada, et programmi t66 aeg on vastava algoritmi ajalise
keerukuse kordne cf(n), kus ¢ on konstant. Niiteks saab vorrelda erinevate
algoritmide realisatsioone iihes ja samas arvutikeskkonnas, sealhulgas méaara-

11
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Tabel 1.1: Lahendamisaja suhteline kasvamine, kui algandmete maht suure-
neb 5-1t 25-le.

Programmi t66 | Lahendamisaja suhteline
aeg ¢ f(n) suurenemine f(25)/f(5)
c1 1
colog n 2
c3n 5
cynlog n 10
cs n? 25
cen’ 125
cr 2" 1048 576

ta tilesande lahendusaja kasvu soltuvalt algandmete mahu kasvust (vt. tabel
1.1). Seejuures pole konkreetset realisatsiooni iseloomustavat kordajat ¢; vaja
teadagi.

Algoritmi ajalise keerukuse hinnang méarab ka algoritmi praktilise raken-
datavuse piiri: viga kiiresti kasvava keerukusfunktsiooniga algoritmi tasub
realiseerida vaid viikesemahuliste iilesannete ringi jaoks, kuna suuremate
tilesannete lahendusaeg osutub praktiliselt 16pmatuks (vt. tabel 1.2).

Algoritmide ajalise keerukuse juures pakub suuremat huvi just vastavate
funktsioonide kiditumine algandmete mahu piiramatul kasvamisel, st. argu-
mendi n kiillalt suurte véartuste korral — nn. asitimptootiline hinnang.
Nagu ka tabelist 1.1 ndha, kasvavad funktsioonid kujul cnlogn, mis eri-
nevad ainult kordaja ¢ poolest, suhtelises mottes koik {ihtemoodi (seejuu-
res soltumata kordajast ¢). Analoogiliselt, koik funktsioonid kujul ¢2™ kas-
vavad omakorda iihetaoliselt, kuid oluliselt kiiremini kui eespoolnimetatud.
Seega funktsioonid kujul c¢nlogn on astimptootiliselt ithe ja sama hinnan-
guga, deldakse, et nad on O(n logn); teise nimetatud klassi kuuluvad aga
funktsioonid kujul ¢2", nende kohta eldakse, et nad on O(2"). Uldiselt on
(positiivne) funktsioon f(n) astimptootilise hinnanguga O(g(n)), kui kiillalt
suurte argumendi vaartuste korral f(n) < cg(n), kus ¢ > 0 on konstant.
Niiteks mitte ainult 126n log n on O(n logn), vaid ka 5nlogn + 100logn
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Tabel 1.2: Erineva keerukusega programmide ajalised piirid (eeldusel, et {ihele

operatsioonile kulub 1 mikrosekund).

Keerukus | Suurim iilesanne, | Suurim iilesanne, Suurim iilesanne,
mille lahendamise | mille lahendamise mille lahendamise

aeg < 1 sek. aeg < 1 paev aeg < 1 aasta

n n = 1000000 | n = 86400000000 | n = 31530000000 000
nlog,n n==62746 | n=2755147514 n = 798 160978 500
n? n = 1000 n = 293938 n=5615692
n? n =100 n =4421 n = 31593
2" n=19 n = 36 n =44
n! n=29 n=14 n =16

on O(nlogn). Toepoolest, leidub konstant ¢, nii et teatud vaartusest n = N

alates 5n log n + 100log n < cn log n:

(5n 4+ 100) log n < cnlog n,

on + 100 < en

100 < n(c—5).

Seega voib votta ¢ = 6 ja N = 101. Jargnevas esitatakse O-relatsiooni moiste

rangem maaratlus.

Definitsioon. Olgu f ja g naturaalarvuliste argumentidega funktsioonid.

Siis f on O(g) parajasti siis, kui leiduvad ¢ > 0 ja N > 0 nii, et
|f(n)] < clg(n)] iga n > N korral.
Teoreem. Olgu f ja g naturaalarvuliste arqumentidega ja positiivsete

vadrtustega funktsioonid. Siis f on O(g) parajasti siis, kui leidub ¢ > 0 nii,

et f(n) < cg(n) iga naturaalarvu n korral.

Toestus. Piisavus on ilmne.

Tarvilikkus. Kui f on O(g), siis leiduvad ¢ ja N vastava definitsiooni

kohaselt, st.

f(n) <cg(n)

Vn,n >N
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Olgu d = max {f(n)/g(n)}, siis
f(n)<dg(n) Vn,0<n<N.

Kokkuvottes,
f(n) < gln) Vn,on>0,

kus ¢ = maz{c,d}. O

Edasises vaadeldavad algoritmide ajalised keerukused ja nende hinnangud
vastavad koik tilaltoodud teoreemi eeldustele, seega voime piirduda méaratlu-
sega: f on O(g) parajasti siis, kui leidub ¢ > 0 nii, et f(n) < cg(n) iga
naturaalarvu n korral.

Paneme tahele, et O-relatsioon ei tdhenda mitte iihe funktsiooni vaértuste
tokestatust teise funktsiooni viartustega, vaid nende funktsioonide viartuste
suhte (funktsioonide suhtelise kasvu) tokestatust. Kui f on O(g), siis jére-
likult leidub ¢ > 0, nii et f(n)/g(n) < ¢, st. funktsiooni f suhteline kasv
funktsiooni g suhtes on tokestatud; teiste sonadega, argumendi n piiramatul
kasvamisel f(n)/g(n) ei kasva piiramatult. Kuna on tegemist tokestatusega
Lilalt®, siis saab taolisi funktsioonide asiimptootilisi vordlemisi teha suvali-
se lilaga®. Niiteks funktsioon 3n? + 1 on nii O(n?) kui ka O(n?) ja O(n?)
ning isegi O(2"). On ju suhted (3n? 4+ 1)/n?, (3n* 4+ 1)/n?, (3n* +1)/n* ja
(3n* + 1)/2"™ koik tokestatud iilalt (néiteks arvuga 5), kui n > 1.

Loomulikult pakuvad rohkem huvi voimalikult tédpsed (ja samas ka voima-
likult lihtsad) hinnangud. Eriti tdpselt iseloomustab mingi funktsiooni f kas-
vamist selline funktsioon g, et f on O(g) ja g on O(f) (sellisel puhul Geldakse,
et f on ©(g)). Nimelt osutub siis funktsiooni f suhteline kasv tokestatuks ka
altpoolt: kui f on O(g), siis

fonO(g) = flg<c,

gon O(f) = g/f<c,
kus ¢ ja ¢ on positiivsed konstandid. Jarelikult
(/)< flg<c.

Teiste sonadega, kui f on O(g), siis funktsiooni f kasvamine funktsiooni
g suhtes on kiill piiratud, kuid samal ajal ei jaa f védartused ¢ vadrtustest
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ka 16pmatult palju maha. Nii on {ilal néditena vaadeldud funktsioonide suhete
korral vaid esimene neist alt tokestatud: 3 < (3n? +1)/n? < 5. Seega 3n*+ 1
on O(n?), kuid 3n* + 1 ei ole O(n?).

Seos ,,g on O(f)* tdhendab iihtlasi seda, et funktsiooni f kasvamine on
tokestatud altpoolt funktsiooni g kasvuga. Sel puhul 6eldakse, et f on Q(g).

Algoritmi ajalise keerukuse asiimptootilisel hindamisel on kasulik teada
O ja © relatsioonide jérgmisi omadusi.

1. Iga k& > 0 korral, kf on O(f). Konstantsed kordajad ei méngi seega
mingit rolli. Erijuhtudel, f on O(f) ja k (st. konstantne funktsioon) on O(1).

2. Kui f on O(g) ja h on O(g), siis (f + h) on O(g). Erijuhul, kui f on
O(g), siis (f +g) on O(g).

3. Kui f on O(g) ja g on O(h), siis f on O(h).

4. n" on O(n®), kui 0 < r < s.

5. Kui p on d-astme poliinoom, siis p on O(n?).

Niiteks 7n° + 2n* — 1 on O(n?).

6. Kui f on O(g) ja h on O(r), siis (f - h) on O(g - ).

7.n% on O(b"), kui b > 1, k > 0. Niiteks, n® on O(2").

8. log, n on O(n*), kui b > 1, k > 0. Erijuhul, logn on O(n).

9. log, n on ©(log,n) iga b, d > 1 korral.

10. Zk’" on O(n"*1).
k=1
Omadus 5 voimaldab anda lihtsaid ja tdpseid hinnanguid koigile poliinoo-

mina avalduvatele keerukusfunktsioonidele. Algoritmi, mille ajaline keerukus
on O(n?), kus d on téisarv, nimetatakse poliinomiaalse keerukusega algo-
ritmiks. Sellised algoritmid moodustavad viga tédhtsa klassi, kuna iilejadnud
(nendest ajaliselt keerukamad) algoritmid osutuvad vihegi mahukamate alg-
andmete puhul juba lootusetult aeglasteks. Ulesandeid, mille jaoks ei ole
teada poliinomiaalse keerukusega algoritmi, nimetataksegi raskelt lahen-
duvateks iilesanneteks.

Ullataval kombel leidub hulganisti selliseid raskelt lahenduvaid iilesan-
deid, mille kohta ei ole onnestunud veel toestada, et nad oleksid mittepoliino-
miaalsed. Teiste sonadega, on olemas palju iilesandeid, mille jaoks ei ole leitud
poliinomiaalse keerukusega algoritme ega ole suudetud ka toestada, et neid
ei leidugi. Raskelt lahenduva iilesande néitena voiks nimetada nn. seljakoti-
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iilesannet: antud n eseme hulgast valida vilja selline esemete komplekt, mil-
le koguhind oleks voimalikult suur, kuid mille kogukaal ei iiletaks etteantud
konstanti (seljakoti lubatud kaalu). Seljakotiiilesande néol on tegemist iisnagi
tiitipilise raskelt lahenduva tilesandega, kus lahenduse saab leida algandmete
hulga koigi alamhulkade ldbivaatamise teel. Vastavas algoritmis joonisel 1.1
on alamhulkade siistemaatiliseks ldbivaatamiseks rakendatud nn. maske.

Olgu n-elemendiline hulk X esitatud jérjendina x, zs, ... , x, ja tdhistagu
B™ koigi n-kohaliste kahendsiisteemi arvude hulka, st.

B™ ={00...000,00...001,00...010,... ,11...111}.
N~ N~ N~ H/_/

2
n n n n

Hulga X alamhulga Y maskiks nimetatakse sellist n-bitilist kahendarvu
biby... b, € B(”), mille korral

b = 1, kuix; €Y
t 0, vastasel korral,

kus i = 1,2,...,n. Kuna igale alamhulgale vastab parajasti iiks mask ja
maskide arv |[B™| = 27, siis on see ka iihtlasi alamhulkade libivaatamise
tstikli (joonisel 1.1) kordamiste arvuks. Arvestades veel, et igal tsiikli sam-
mul tehtavate operatsioonide arv on O(n), osutub seljakotiiilesande sellise
algoritmi ajaliseks keerukuseks O(n2").

Algoritmi ajalise keerukuse astimptootilist hinnangut mojutavad algorit-
mis (ja selle alamalgoritmides) leiduvad tsiiklid, kusjuures {iksnes need, mille
kordamiste arv soltub algandmete mahust n. Algoritmi {ilejaénud osades esi-
nevate elementaaroperatsioonide arv on n suhtes konstantne, seega O(1).

Naiteks kahekordses tsiiklis

taidetakse tsiikli sisu S

1+2+...+(n—1)=n(n-1)/2=0.5n" = 0.5n
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seljakott(n, k, h,m,a)

- - - Antud: n eseme kaalud k = (ky, ko, ...  ky)
--- ja hinnad h = (hy, ho,... , hy)

- - - ning seljakoti (sisu) lubatav piirkaal m;

-- - jarjend a = (ay, as, ... ,a,) tulemuse salvestamiseks

- - - Tulemus: ay,as, ... ,a, on esemete sellise valiku (alamhulga) mask,
--- mille korral kaal on lubatud piires (< m) ja koguhind on
--- suurim

- - - Abimuutujad: jarjend b = (by, b, ... ,b,) — jooksva valiku mask,
--- r — jooksva valiku koguhind,
--- s — senini leitud parima valiku koguhind

s:=0
*x Vb, b € B™
> bk <m ?
i=1
ri= Z bih;; - - - valiku koguhind
i=1
- - - kui valik on senisest hinnalisem, siis jatta meelde:
[?(r>s) s:==r; a:=b

Joonis 1.1: Seljakotiiilesande ,,joumeetodil* lahendamise algoritm.
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korda. Kui sisus tehakse iga kord kg ja ilihe tsiiklisammu organiseerimiseks
veel kg elementaaroperatsiooni, siis selle kahekordse tsiikli kogu ajaline kee-
rukus on

f(n) =ko(n — 1) + (ko + ks)(0.5n* — 0.5n) ,

mis on O(n?).

Tihtipeale voetakse keerukuse médramisel aluseks vaid teatavate pohi-
operatsioonide arv algoritmis. Néiteks joonisel 1.2 esitatud algoritmis (reaal-
arvulise ruutmaatriksi diagonaalidel paiknevate elementide summa leidmiseks)
koiki tehteid loendades saaksime n.5. kogukeerukuse hinnanguks ©(n?).

diagonaalide _summa(A,n)
- - - Antud: reaalarvuline n x n maatriks
--- A=(a;j,1=1,2,...,n, j=1,2,...,n)
- - - Tulemus: tagastatakse pea- ja korvaldiagonaalide elementide summa

- - - Abimuutuja: s — summa salvestamiseks
=0

17

i=1,2,....n

*7=12...,n

<— (s)

Joonis 1.2: Maatriksi diagonaalide summa arvutamise algoritm kogukeeru-
kusega ©(n?).

Kui aga arvestada pohioperatsioonidena ainult reaalarvude liitmisi ja lahuta-
misi, siis nende arv f(n) = 2n, mis on O(n). Antud iilesandele leidub muidugi
ka algoritm lineaarse kogukeerukuse hinnanguga (vt. joonis 1.3).

Antud konkreetse iilesande lahendamiseks vajalike algoritmisammude arv
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maatriksi__diagonaalide _summa(A,n)
- - - Antud: reaalarvuline n X n maatriks
--- A=(a;;,1=1,2,...,n, j=1,2,... ,n)
- - - Tulemus: tagastatakse pea- ja korvaldiagonaalide elementide summa

- - - Abimuutuja: s — summa salvestamiseks
s:=0

[* (Z = ]_, 2, R ,n) s+=a; + Qi n—it1

- - - paaritu n korral on "keskmine" element niiiid summas topelt
[? (n on paaritu) s —= A(n+1)/2,(n+1)/2

<— (s)

Joonis 1.3: Maatriksi diagonaalide summa arvutamise algoritm kogukeeru-
kusega O(n).

voib paljudel juhtudel soltuda mitte ainult andmemahust n, vaid ka ettean-
tava andmekomplekti teatavatest isedrasustest. Nditeks mingi arvu z otsi-
misel (joonisel 1.4 toodud algoritmi jargi) sorteerimata jarjendist pikkusega
n = 100 saame heal juhul otsitava kétte esimesel sammul (kui ay = x),
halvimal juhul aga tuleb teha 100 sammu (kui ajpp = 2). Keskmiselt (iile
koigi 100-elemendiliste kordusteta jéarjendite) kulub otsimiseks 50 sammu iga
jarjendi korral.

Algoritmi keskmiseks ajaliseks keerukuseks A(n) nimetatakse ope-
ratsioonide arvu, mida tuleb sooritada keskmiselt iihe konkreetse (andmema-
huga n) iilesande lahendamiseks.

Algoritmi ajaliseks keerukuseks halvimal juhul W(n) nimetatakse
operatsioonide suurimat arvu, mida tuleb sooritada konkreetse (andmema-
huga n) iilesande lahendamiseks.

Seega sorteerimata jarjendist otsimise algoritmil (vt. joonis 1.4) A(n) =
n/2 ja W(n) = n. Antud juhul nende funktsioonide asiimptootilised hinnan-
gud langevad kokku: molemad on ©(n).

Kui iteratiivse algoritmi ajalise keerukuse hindamiseks leitakse tsiikli(te)
kordamise kdigus sooritatavate pohioperatsioonide arv, siis rekursiivse algo-
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arvu__esinemiskoht(a, )
- - - Antud: jédrjend a = (ay,as,...) jaarva € a
- - - Tulemus: tagastatakse vdhim indeksi viartus ¢, mille korral a; = x

*xi=1;;1++

Joonis 1.4: Lineaarse otsimise algoritm.

ritmi taitmiseks kuluv aeg avaldatakse rekurrentse vorrandina. Naiteks algo-
ritmi puhul, kus lahteiilesanne (mahuga n) jaotatakse kaheks alamiilesandeks
(mahtudega n/2), molemad lahendatakse samal meetodil ja seejirel kogu
tilesande lahenduse saamiseks kulub veel n sammu (alamiilesannete lahen-
duste tootlemiseks), avaldub lahendusaeg T'(n) jargmise rekurrentse vorran-
dina:

T(n) =2T([n/2]) +n (iga n > 2 korral) ja T'(1) = 0.

Rekurrentsete vorrandite lahendamise erivotete korval saab paljudel juh-
tudel rekursiivse algoritmi rekurrentselt avaldatud lahendusaega hinnata jarg-
mist pohiteoreemi kasutades.

Teoreem. Olgu a > 1 ja b > 1 konstandid ja f(n) funktsioon ning olgu
T(n) mittenegatiivsete n vadrtuste korral defineeritud valemiga

T(n) = aT([n/b]) + f(n)

(kus nurksulud tihistavad tdisosa). Siis

1. T(n) on O(n'°% %), kui f(n) on O(n'°82=¢) mingi positivse konstandi
€ korral;

2. T(n) on ©(n'°%logn), kui f(n) on ©(n'e2),

3. T(n) on O(f(n)), kui f(n) on Q(n'8**¢) mingi positiivse konstandi
korral ning af(n/b) < cf(n) mingi konstandi ¢ < 1 ja koigi killalt suurte n
vadrtuste korral.
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(Kéesolevas me selle teoreemi toestust ei esita.)

Kuna iilal nditena toodud rekurrentse seose puhul @ = b = 2, log,a =1
ja kuna funktsioon f(n) = n on O(n'), siis teoreemi teise viite kohaselt
T(n) on O(nlogn). Uldiselt on hinnanguks ,suurem“ funktsioonidest f(n)
ja nl°& @ Tosi kiill, juhul 1 noutakse, et f(n) oleks iilalt tokestatud koguni
funktsiooniga n'°8 % /n¢, ja juhul 3, et f(n) oleks alt tokestatud funktsiooniga
nlogb ape.

Pohiteoreem ei pruugi anda vastust iga f(n) korral. Néiteks, kui
T(n) =2T([n/2]) + nlogn

(st. a = b = 2), siis kuigi f(n) = nlogn on alt tokestatud funktsiooniga
n'°8 % = n, ei ole ta seda iihegagi funktsioonidest n'°8%n¢ = n!+e,

Kiill aga saab holpsasti leida niiteks joonisel 1.5 kujutatud rekursiivse
kahendotsimise algoritmi ajalise keerukuse hinnangu. Nimelt on lahendatava
iilesande maht n = 7 — 7+ 1 ning rekursiivne rakendamine toimub iiks kord,
kusjuures alamiilesanne on poole viiksema mahuga. Seega saame lahendusaja
T'(n) jaoks antud juhul rekurrentse seose

T(n) =T([n/2]) + fo,

kus fo on rekursiivsele rakendamisele (algoritmi viimases reas) eelnevate ope-
ratsioonide arv. Viimane ei soltu iilesande mahust n, seega f, on ©(1). Kuna
kordajad rekurrentses seoses a = 1 ja b = 2, siis logya = 0 ja n'%®?® = 1,
Kuna f, on ©(n'°#: ), siis saab rakendada pohiteoreemi teist viidet, mille
kohaselt T'(n) on ©(n'°8 *logn) ehk T'(n) on O(logn).

Joonistel 1.4 ja 1.5 esitatud algoritmide ajalise keerukuse hinnangud, vas-
tavalt O(n) ja O(logn), niitavad ka seda, kuivord oluliselt aeglasem on li-
neaarne otsimine (sorteerimata jarjendis) kahendotsimisest (sorteeritud jér-
jendis). Kasvab ju funktsioon f(n) = n mérksa kiiremini, kui néiteks funkt-
sioon g(n) =log, n (vt. ka tabel 1.3).
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Tabel 1.3: Ajalise keerukuse hinnangufunktsioonide vaartusi.

n 1116|128 | 512 | 1024 | 2048 | 4096 | 65536
logon |0 ] 4 7 9 10 11 12 16

kahendotsimine(a, i, j, x)
- - - Antud: mittekahanevalt sorteeritud mittetiihi jérjend
--- a = (ay,as,...),
--- selle mingi osa algus- ja lopuindeksid i, j
- - - ning arv e € (a,...,a;)
- - - Tulemus: tagastatakse indeksi véartus k, 1 < k < J
- - mille korral a;, = ©

k=i +7)/2]
- - - k on antud osa keskkoha indeks
ar =1 7
<— (k)
- - - jargnevaks otsimiseks valitakse antud osa iiks pooltest:
a, <x?
1 =k+1
e
j=k—-1
<— kahendotsimine(a, i, j, x); - - - otsimine antud osa iihes pooles

Joonis 1.5: Kahendotsimise algoritm.



Peatukk 2

Andmestruktuurid

2.1 Tuubi moiste

Teatud mottes ithesugused andmed moodustavad andmetiiiibi. Uhte tiiii-
pi andmeid iseloomustab eeskitt see, et koigile seda tiilipi vaartustele saab
rakendada {ihtesid ja samu operatsioone. Seega voib andmetiiiibiks nime-
tada paari (V, O), kus V on tiiiibi vadrtuste hulk ehk vadrtusvaru ja O on
neile vadrtustele rakendatavate operatsioonide hulk ehk operatsioonivaru.
Néiteks loetakse monedes arvutiprogrammides tédisarvutiiiibi vaartusvaruks
koigi 32-bitiliste kahendsonede hulk, kusjuures operatsioonideks on siis arit-
meetikakésud niisuguste sonede kui kahendsiisteemi téisarvudega manipu-
leerimiseks. Taolistes programmides voib reaalarvutiiiibi véartusvaru isegi
sama olla, kuid operatsioonideks selles on ujupunktaritmeetika kisud, milles
32-bitilisi kahendsonesid interpreteeritakse sootuks teisiti.

Koik operatsioonid tiiiibis ei pruugi olla kinnised vdartuste hulgal. Naiteks
vordlemise operatsiooni argumentideks on tavaliselt vadrtused antud tiiiibi
vaartusvarust, kuid tulemus kuulub hoopis loogilisse tiiiipi. Viimane on ka-
heelemendilise védrtusvaruga {false, true} (monedes programmeerimiskeeltes
ka {0,1}) ning reeglina kinnine oma (loogiliste) operatsioonide suhtes.

Tiitibid jagunevad liht- ja struktuurseteks tiitipideks. Erinevalt lihttiiiibist
kuuluvad struktuurse tiiiibi operatsioonivarusse veel operatsioonid viartu-
se komponentidega. Struktuurset tiiiipi nimetatakse ka andmestruktuu-
riks. Hésti tuntud struktuurseks tiiiibiks on massiiv programmeerimiskeeles.

23
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Néiteks reaalarvulise kahedimensionaalse 4 x 5 massiivi kui andmetiiiibi vaar-
tusteks on koikvoimalikud 4 x5 maatriksid. Vaartuse komponendiks on maat-
riksi element — vidrtus teisest (reaalarvu) tiitibist. Peamisteks operatsiooni-
deks sellises massiivitiiiibis ongi komponendi lugemine ja salvestamine. Kui
a on 4 x 5 massiiv, siis a;; (avaldisena) on operatsioon, mis kolmikule (a, 1, j)
seab vastavusse vddrtuse reaalarvutiiiibist. Omistamine a;; := b on operat-
sioon, mis argumentide komplektile (a, 1, j, b) seab vastavusse vairtuse (4 x 5
maatriksi) selle tiiiibi vidrtusvarust (ja omistab selle ka a uueks vaartuseks).
Veelgi lihtsamaks struktuurseks tiiiibiks osutub kompleksarvutiiiip (néiteks
keeles Fortran), mille igal vadrtusel on kaks reaalarvulist komponenti. Kirje-
tiilip aga on sellise andmestruktuuri néiteks, kus vaidrtuse komponendid ei
pruugi olla {ihte ja sama tiitipi.

Andmestruktuuri (andmetiitipi) nimetatakse diinaamiliseks, kui tema
vaartusvarusse kuulub erineva komponentide arvuga vaartusi; vastasel korral
on andmestruktuur staatiline. Koik iilaltoodud néitestruktuurid — massiiv,
kompleksarv, kirje — kujutavad endast staatilisi andmetiiiipe. Kéesolevas hu-
vitavad meid peaasjalikult just diinaamilised andmestruktuurid.

Operatsiooni, mille tulemusena argumendiks olevast (mittetiihjast) vaar-
tusest saadakse iithe vorra viiksema komponentide arvuga védartus, nimeta-
takse eemaldamiseks. Praktiliselt on aga tdhtsamaks nn. votmise operat-
sioon, kus koos eemaldamisega toimub ka eemaldatava komponendi vaartuse
salvestamine. Algoritmides esitame votmise operatsiooni kujul

r<=Q,
kus Q on struktuurset tiiiipi objekt ja x eemaldatava komponendi tiiiipi muu-
tuja. Selle operatsiooni kiigus (1) andmestruktuurist @@ eemaldatakse iiks
komponent (milline, see soltub @ definitsioonist) ja (2) eemaldatud kompo-
nendi viaartus omistatakse muutujale .

Lisamise operatsiooni tdhistame

Q <=z,
kus @ on struktuurset tiilipi objekt ja x lisatava komponendi tiiiipi aval-
dis. Selle operatsiooni kdigus andmestruktuurile @) lisatakse iiks komponent,
(kuidas tapselt, see soltub @ definitsioonist), mille vidrtuseks saab avaldise
x vaartus. Votmine ja lisamine on analoogilised omistamistehtega: vasakul
pool tehtemarki seisab muudetava objekti tdhis, paremal aga vadrtust maa-
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rav avaldis.

Edasises nimetame andmestruktuuri komponente tippudeks. Reeglina
eeldame, et tipu vadrtuse tiitibiks on kirjetiitip. Kui A on tipp, siis A.z té-
histab selles tipus oleva kirje vélja nimega (identifikaatoriga) x. Kirjutist .x
kasutame veel rohutamaks, et  néol on tegemist mingi kirje véljaga.

Kaasaegsetes programmeerimiskeeltes kasutatav klassi moiste on kirje-
tiiiibi moiste laienduseks. Nimelt voimaldab klass kui iihtne keelekonstrukt-
sioon esitada kompaktselt vastava tiitibi (klasstiitibi) nii vidrtusvaru kui ka
operatsioonivaru. Oma liigilt esindab klass aga ikkagi staatilist andmestruk-
tuuri. Diinaamilise andmestruktuuri realiseerimine mingis programmeerimis-
keeles tdhendab eeskétt otsuse tegemist, kuidas vajalikku komponentide t66t-
lemist kirjeldada antud keele staatilist laadi struktuuride abil.

Igasuguses tarkvaraarendamise protsessis on otstarbekohane hoiduda lii-
ga varajasest realisatsiooniprobleemidega tegelemisest. Ka koik vaadeldavad
andmestruktuurid on soovitav esialgu médratleda abstraktsete andme-
struktuuridena, spetsifitseerides nende vidrtus- ja operatsioonivarud sol-
tumatult mistahes voimalikust realisatsioonist.



26 PEATUKK 2. ANDMESTRUKTUURID
2.2 Magasin ja jarjekord

Diinaamiliseks jarjendiks nimetatakse andmetiiiipi, mille viartusva-
ruks on kirjete suvalise pikkusega jarjendid. Tdhtsaimad erijuhud on magasin

ja jarjekord.
Magasin M on diinaamiline jarjend, mille korral
M<<r

tahendab kirje r lisamist jarjendi M loppu viimaseks ja
r<= M

tahendab jarjendi M viimase kirje eemaldamist ja selle omistamist muutujale

r.
Jiarjekord J on diinaamiline jirjend, mille korral
J<r

tahendab kirje r lisamist jarjendi .J 1oppu viimaseks, ja
r<.J

tdhendab jirjendi J esimese kirje eemaldamist ja selle omistamist muutujale
T.

Nii magasin kui ka jarjekord on realiseeritavad nii, et lisamine ning votmi-
ne toimuksid O(1) ajaga. Korvuti iilaldefineeritud andmetiitipidega on algo-
ritmides véiga oluliseks abistruktuuriks eelistusjérjekord.

Eelistusjirjekord @ (votme .z jirgi) on diinaamiline hulk, mille korral

Q<=r
tahendab operatsiooni @ := Q U {r} , kuid

r<=Q
tahendab, et votta (eemaldada @Q-st ja salvestada muutujasse r) tuleb selline
Q@ tipp, mille korral .z on minimaalne iile koigi kirjete hulgas Q.

Eelistusjarjekorra realiseerimine on suhteliselt keerukas, eriti veel siis, kui
tegemist on nn. muutuvate eelistustega. Viimane téhendab, et t6otlemise
kiigus voidakse hulka @) teisendada ka temas olevate kirjete (sh. votme .x)
muutmise teel.
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2.3 Puud

Puustruktuur on andmete organiseerimise iiks tdhtsamaid vorme, esin-
dades kirjete hulga hierarhilist tilesehitust. Viimasest tulenevalt osutub tih-
tipeale otstarbekohaseks defineerida puudega seotud moisted induktiivselt,
puude tootlusalgoritmid aga esitada rekursiivsetena.

Puuks nimetatakse loplikku tippude hulka, mis on kas tiihi voi milles
iiks tipp — juur ehk juurtipp — on vilja eraldatud ning iilejadnud tipud
on jaotatud m > 0 mitteloikuvaks alamhulgaks 17,75, ... ,T,,, millest iga-
iiks on omakorda puu; alamhulkasid 77,75, ... ,T,, nimetatakse puu juure
alampuudeks. Jarjestatud puu korral noutakse, et juure alampuude hulk
oleks lineaarselt jérjestatud. Puude hulka nimetatakse metsaks. Andmete
kujutamisel osutub aga veelgi olulisemaks kahendpuu moiste.

Kahendpuuks nimetatakse loplikku tippude hulka, mis on kas tiihi voi
milles iiks tipp — juur ehk juurtipp — on vilja eraldatud ning tilejadnud tipud
on jaotatud iilimalt kaheks mitteloikuvaks alamhulgaks 7T, ja/voi T),, millest
igaiiks on omakorda kahendpuu; alamhulkasid 7;, ja T, nimetatakse vastavalt
juure vasakuks ja paremaks alampuuks. Paneme téihele, et kahendpuu
moiste ei ole puu ega ka jérjestatud puu erijuhuks. Nimelt, kui juurel on vaid
iiks alampuu, siis puu korral oleks selleks 77, kahendpuu korral aga kas T,
voi T,. Sellele erinevusele vaatamata kehtivad jérgmises loigus madratletud
moisted nii puu kui ka kahendpuu korral.

Alampuu juurt nimetatakse puu juure alluvaks (ka vahetuks jérglaseks).
Tippu nimetatakse oma alluva iilemuseks (ka vahetuks eellaseks). Leht ehk
lehttipp on alluvateta tipp. Tippu, mis pole leht, nimetatakse vahetipuks
ehk solmeks (ka sisemiseks tipuks). Uhise iilemusega tippe nimetatakse
kolleegideks. Tippu y nimetatakse tipu x jareltulijaks, kui leidub tee x =
to,t1,... ,tx =y, kus iga ¢ korral (0 < i < k) t;41 on t; alluv. Tipp = on
niisugusel juhul tipu y eelkiija ja tipp y asub tipust x kaugusel k. Puu tipu
astmeks nimetatakse selle tipu alluvate arvu.

Ei puu ega kahendpuu tipud ole lineaarselt jirjestatud. Seetottu iilesanne-
tes, kus iga tipu korral tuleb mingi protseduur sooritada parajasti iiks kord,
kerkib kiisimus puu ldbimise jarjekorrast. Kolm voimalikku sellekohast algo-
ritmi leiduvad joonisel 2.1, kus P on protseduur, mida tuleb iga tipu korral
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rakendada. Eeldatakse, et P tditmine ei muuda labitava puu struktuuri.

Kahendpuu tippude eesjirjestuseks (keskjirjestuseks, l1oppjirjestu-
seks) nimetatakse jarjendit, milles tipud esinevad algoritmiga libida_ eesjir-
jestuses (labida__keskjirjestuses, labida_loppjarjestuses) madratud t6otle-
misjarjekorras. Analoogiliselt méaratletakse ka jarjestatud puu tippude ees-
ja loppjérjestus.

Puu tippude i-nda taseme moodustavad tipud, mille kaugus puu juurest
on i. Uhel ja samal tasemel asuvate tippude jirjestuseks loetakse tavaliselt
puu tippude (ees)jirjestusega méératud osajarjestus. Kahendpuu on téielik,
kui tema koik lehed asuvad iihel ja samal tasemel ning koikide vahetippude
aste on 2. Kompaktne kahendpuu saadakse téielikust kahendpuust null voi
enama lehe eemaldamisega viimase taseme lopust.

Kahendpuu ees- ja loppjarjestuses labimise algoritmid on kergesti teisen-
datavad ka jarjestatud puu vastavas jarjestuses ldbimise algoritmideks.

Uldiselt on kahendpuu to6tlemise algoritmid lihtsamad ja ka hélpsami-
ni realiseeritavad, vorreldes suvalise puu tootlemise meetoditega. Paljudel
juhtudel osutub voimalikuks tilesande piistituses antud lahtepuu asemel piir-
duda talle vastava kahendpuu to6tlemisega, esitades (kodeerides) antud puu
kahendpuuna.

Jarjestatud puule P vastav kahendpuu 7T koosneb puu P tippudest,
tippude alluvad on aga mairatud jargmiselt. Iga tipu p € T korral on p
vasakuks alluvaks tipu p esimene alluv puus P, paremaks alluvaks aga tipule
p jargnev kolleeg puus P; kui p on juur voi viimane oma kolleegide seas, siis
kahendpuus T tipul p parem alluv puudub.

Vaatleme niiiid puid, mille tippudeks on kirjed votmevéljaga .z. Lihtsuse
mottes tdhistame puu 7" juurtipus oleva kirje votit T.x.

Kahendotsimise puu on kahendpuu 7', mis

1. on tiihi, voi

2. a) T, iga tipu t korral t.x < T.x;

> T.x;
¢) T, ja T, on kahendotsimise puud.

b) T, iga tipu t korral t.x

Kahendotsimise puust kirje otsimise ja sinna uue kirje lisamise algoritmid
on toodud joonisel 2.2. Kirjete hulga esitamine kahendotsimise puuna on
sisuliselt sorteerimine.
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- - - Antud: kahendpuu T ja tiputoétlemise protseduur P

labida_eesjirjestuses(T)
T ei ole tiihi ?
P(T juur)
labida _eesjarjestuses(T,)
labida__eesjirjestuses(T,)

labida _keskjarjestuses(T)

T ei ole tiihi 7
labida _keskjarjestuses(T,)
P(T juur)
labida_keskjarjestuses(T),)

labida_loppjirjestuses(T)

T ei ole tiihi ?
labida_loppjarjestuses(T,)
labida_loppjirjestuses(T,)
P(T juur)

Joonis 2.1: Kahendpuu ldbimise algoritmid.
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otsida(T, k)
- - - Antud: kahendotsimise puu T ja voti k
- - - Tulemus: tagastatakse tipp, milles asub kirje votmega k,
--- voi A, kui sellise votmega kirjet ei ole puus T

T on tiihi ?
<— (A)
Tx=Fk?
<— (T juur)
E<Tax?
<— (otsida(T,, k))
<— (otsida(T),, k))

lisada(T, R)
- - - Antud: mittetiihi kahendotsimise puu T ja kirje R
- - - Tulemus: puule T lisatud tipp R

Rx<Tuax?

[? (T, on tiihi) panna R puu T vasakuks alluvaks : lisada(T,, R)
%

[? ( T, on tithi) panna R puu T paremaks alluvaks : lisada(T),, R)

Joonis 2.2: Otsimise ja lisamise operatsioonid kahendotsimise puus.
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Teoreem. Kahendotsimise puu tipud keskjdirjestuses on sorteeritud votme
x jdrgi mittekahanevalt.

Toestus: induktsiooniga tippude arvu jargi. Kui puus on iiksainus tipp,
siis viide kehtib triviaalselt. Eeldame, et i-tipulises puus kehtib: kui tipp s
eelneb tipule ¢ keskjirjestuses, siis s.o < t.x. Olgu T (i + 1)-tipuline puu,
milles tipp s eelneb tipule ¢ keskjéarjestuse mottes. Voimalikud juhud:

1) kui s on juurtipp, siis ¢ peab keskjérjestuse pohjal asuma paremas alam-
puus; kahendotsimise puu definitsiooni kohaselt siis s.x < t.z;

2) kui ¢ on juurtipp, siis s peab keskjirjestuse pohjal asuma vasakus alam-
puus; kahendotsimise puu definitsiooni kohaselt siis s.x < t.x;

3) kui s ja t on samas alampuus, siis s.x < t.x induktsiooni eelduse pohjal;
4) kui s ja t on erinevates alampuudes, siis keskjérjestuse pohjal s on vasa-
kus ning ¢ paremas alampuus; kahendotsimise puu definitsiooni kohaselt on
s <T.wjaTx < tx, seega s.v < t.r. O

Monevorra keerulisem on aga tipu eemaldamine kahendotsimise puust.
Olgu tarvis eemaldada tipp p. Juhul, kui tipul p ei ole alluvaid, voib selle
tipu puust lihtsalt véilja jatta. Kui tipul p on ainult iiks alluv, siis saab tipu
korvaldada, asendades alampuu, mille juureks on p, tipu p ainukese alampuu-
ga. Rohkem aga tuleb vaeva néha siis, kui eemaldataval tipul on kaks alluvat.
Niisugusel juhul leitakse koigepealt tipu p jarglane r keskjirjestuses, eemal-
datakse hoopis see ning temas olnud kirje salvestatakse tippu p. Kahendpuu
tippude vajalik jarjestus, st. keskjérjestus, taolise operatsiooni kiigus siilib.
Antud votmeviartusega k kirje eemaldamise algoritm on tépsemalt kirjelda-
tud joonisel 2.3. Kahendpuu to6tlemise operatsioonid on ajalise keerukusega
O(h), kus h on téddeldava puu kérgus. Eespool kirjeldatud lisamis- ja eemal-
damisoperatsioonide kdigus puu korgus muutub kontrollimatult, st. soltub
vaid nende operatsioonide konkreetsest rakendamise jirjekorrast. Tulemu-
sena voib kahendotsimise puu omandada viga ebasoodsa, ,véljavenitatud™
(tarbetult korge) kuju. Niisuguste juhtumite vdltimiseks on vélja tootatud
mitmesuguseid erimeetodeid, kus lisamisel ja eemaldamisel sooritatakse lisa-
teisendusi otsimispuu ,tasakaalus“ hoidmiseks.

Oeldakse, et kahendpuu 7" on tasakaalustatud, kui

1. T on tiihi voi

2. T, ja T, on enam-vihem vordse suurusega.
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eemaldada(T, k)
- - - Antud: kahendotsimise puu T ja voti k
- - - Tulemus: kui leidub kirje votmega k,
--- siis vastav tipp eemaldatud puust T

T on tithi ?
<

k<Taxz?

eemaldada(T,, k)
e

k>Tax?

eemaldada(T,, k)
%

k=Tux
T, on tithi ?

T asendada T),-ga; - - - eemaldada T' juur
e

T, on tiihi ?

T asendada T,-ga; - - - eemaldada T juur
%

R := eemaldada_jarglane(T,)
T juurtippu salvestada kirje R

eemaldada__jirglane(P)
- - - Antud: kahendotsimise puu T parem alampuu P
- - - Tulemus: T juure jirglane keskjérjestuses eemaldatud,;
--- tagastatakse eemaldatud tipus olnud kirje

P, on tithi ?
R :=(kirje P juurtipus)
P asendada P,-ga; - - - eemaldada P juur
<— (R)
<— (eemaldada__jarglane(P,))

Joonis 2.3: Antud votmega kirje eemaldamine kahendotsimise puust.
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Tasakaalustatud puu moistel pohinevad andmestruktuurid erinevad iiks-
teisest peaasjalikult selle poolest, kuidas moistetakse hinnangut ,,enam-vihem
vordse suurusega“. Tihtipeale noutakse, et parem ja vasak alampuu oleksid
ligikaudu sama korged. Kuna kahendpuu j-ndal tasemel asub iilimalt 2/ tip-
pu (mida on kerge induktsiooni teel toestada), siis koikidel tasemetel kokku
on iilimalt n = Z?:o 2/ = 201 _ 1 tippu, kus h on kahendpuu korgus. Ji-
relikult korguste mottes tasakaalus olevas kahendotsimise puus sooritatakse
operatsioonid (lisada, eemaldada, otsida) ajaga O(logn).

AVL-puuks nimetatakse kahendotsimise puud 7', mis

1. kas on tiihi voi

2. vasaku ja parema alampuu korgused erinevad iilimalt 1 vorra ja mole-
mad on AVL-puud.

(Lithend AVL tuleneb autorite Adelson-Velski ja Landise nimedest.)

Paneme tdhele, et vasaku ja parema alampuu korguste vordsuse noudmine
oleks aga liig. Nimelt on see noue iga tipu korral tdidetud vaid téielikus ka-
hendpuus. Kuid viimase tippude arv on kahe aste, mistottu kaugeltki mitte
iga voimsusega kirjete hulka ei saaks sellise jilitasakaalus* kahendotsimis-
puuna kujutada.

Otsimine AVL-puus toimub tavapérasel viisil, kuid lisamise ja eemalda-
mise operatsioonid on tdiendatud puu tasakaalustamise operatsioonidega (vt.
joonis 2.4 ja 2.5).

CA

Joonis 2.4: AVL-puu tasakaalustamise vote.
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mﬁ;

%

WA Mm

Joonis 2.5: AVL-puu tasakaalustamise topeltvote.

Otsimispuu korguse vihendamise teine tee on lubada paigutada igasse
tippu rohkem kui iiks kirje.

Oeldakse, et T on m-rajaline otsimispuu, kui

1. T on tiihi, voi

2. T koosneb juurest kirjete votmete komplektiga ky < ky < ... < &
(0 < j <m) ja alampuude jéarjendist Ty, 71, ... , T; nii, et

a) kui £ on mingi voti alampuus Ty, siis k& < ky;

b) kui k& on mingi voti alampuus T;, 0 < ¢ < j, siis k; < k < kigq;

c¢) kui k& on mingi voti alampuus 7}, siis k > k;j;

d) Ty, T, ... ,T; on koik kas mittetithjad m-rajalised otsimispuud, voi
koik nad on tiihjad.

Paneme téhele, et m-rajalise otsimispuu tipu suurim aste on m ning iga
vahetipu aste on iihe vorra suurem selles tipus asuvate kirjete arvust. Mitme-
rajalised otsimispuud sobivad eriti hésti suuremate andmekogumite salves-
tamiseks arvuti vilismalus, sest igale tipule saab vastavusse seada suurema,
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korraga loetava/kirjutatava andmebloki. Kirjete tootlemisele votmisel saab
siis 1abi viiksema arvu (suhteliselt aeglaste) vilisméluoperatsioonidega.

Enamkasutatavaks mitmerajalise tasakaalustatud otsimispuu vormiks on
B-puu (autorid Bayer ja McGreigh):

m-jarku B-puuks nimetatakse m-rajalist otsimispuud, mille korral

1. koik lehed on samal tasemel ega sisalda kirjeid;

2. igal vahetipul peale juure on vihemalt [m/2] ja tilimalt m alluvat ning
juure aste on vahemalt 2 ja tlimalt m.

Niide viiendat jarku B-puu kohta on estitatud joonisel 2.6. B-puu lehed
moodustavad fiktiivse taseme, edaspidi neid tiihje lehti joonisel ei kujutata.

28

20 24 44 48 56 70

1517 19| 2123 2527 4042 45/46 50 5 58 62 64|72 77
R ! ! ! ! ! P !

Joonis 2.6: Viiendat jarku B-puu.

Kolmandat jarku B-puud nimetatakse ka 2-3 puuks. B-puu on ideaal-
selt tasakaalustatud ja iisnagi véikese korgusega. Vaatleme m-jarku B-puud
korgusega h. Tasemel 0 paikneb 1 tipp, tasemel 1 vdhemalt 2 tippu, edasi
aga suureneb tippude arv igal tasemel vihemalt m/2 korda, kuna iga vahe-
tipu aste on vahemalt m/2. Kui juurt mitte arvestada, siis tippude arv on
viahemalt

24+ Y 2(m/2)7 = 25 m/2) = 2((m/2)" — 1)/(m/2) — 1).

Igas tipus on vahemalt (m/2) — 1 votit, seega vaadeldava B-puu ,mahu-
tavus® (kirjete arv puus) koos juurtipuga on vihemalt 1+ 2((m/2)" — 1) =
2(m/2)" — 1. Niiteks neljatasemelise ja sajarajalise B-puu mahutavus on
vihemalt 2 x 50*~! = 250000 kirjet.

Otsimise protseduur B-puus on sirgjooneline: (alates juurest) otsitakse
vaadeldavasse tippu kuuluvate kirjete seast, kui otsitavat selles tipus pole,
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Lisatud 60: 78 56

20 24 44 48 60 70

1517 19] |21 23| |25 27| |40 42| |45 46| |50 52| |57 58| |62 64| (72 77

Joonis 2.7: B-puusse lisamisel poolitatakse tiletditunud tipp.

siis jatkatakse otsimist iihes alampuudest, mis leitakse vastavalt omadus-
tele 2a, 2b, 2c m-rajalise otsimispuu definitsioonis. Leiduvad ka suhteliselt
lihtsad lisamise ja eemaldamise operatsioonid, mis siilitavad B-puu struk-
tuuriomadused. Lisatakse alati viimasele mittefiktiivsele tasemele; vajadusel
spoolitatakse* iiletditunud tipp, viies sellest keskmise votme tilemusse (mis
omakorda voib kaasa tuua iilemuse poolitamise). Néide lisamisest joonisel
2.6 toodud B-puusse on esitatud joonisel 2.7.

Ka eemaldamist alustatakse alati viimaselt mittefiktiivselt tasemelt, sest
vahetipust eemaldatava votme saab eelnevalt asendada kas suurima votme-
ga lahimast vasakust alampuust voi siis vihima votmega ldhimast paremast
alampuust (mis kumbki asuvad kindlasti viimasel tasemel). Eemaldamisel
voib tekkida tipu alatditumus, mille korvaldamiseks tuleb ,laenata™ kolleegilt
tilemuse kaudu voi ka kolleege iithendada (vt. joonised 2.8, 2.9, 2.10).

Eemaldatud 21: 28 56

19 24 44 48 60 70

15 17| |20 23| |25 27| |40 42| |45 46| |50 52| |57 58| (62 64| |72 77

Joonis 2.8: B-puust eemaldamisel laenatakse kolleegilt iilemuse kaudu.
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Eemaldatud 23: 23 56
24 44 48 60 70
151719201 |25 27| |40 42| |45 46| |50 52| |57 58] |62 64| (7277
56
24 28 44 48 60 70
1517 1920] |25 27| |40 42| |45 46| |50 52| |57 58| |62 64| |72 77

Joonis 2.9: B-puust eemaldamisel iihendatakse kolleege.

37

Tutvume lopuks veel sellise jarjestatud puu liigiga, kus igas tipus voib

olla vaid iiks kirje ja mille tippude maksimaalne aste on piiratud, kuid mille

korgus on sellegipoolest suhteliselt viike. Mérgime, et piiramata tipuastmega

jarjestatud puu ei paku huvi, sest selle vihim korgus on triviaalselt 1: juurtipu

alluvaks voib votta koik iilejadnud kirjed.

Binomiaalpuu By (korgusega k) defineeritakse jérgmiselt:

1. By on iihetipuline puu;

2. Bi(k > 0) koosneb kahest binomiaalpuust Bj_i, millest iiks on teise

juurtipu esimene alluv. (Vt. ka joonis 2.11.)

Lemma. Binomiaalpuu By

1. tippude arv on 2F;

2. korgus on k;
3. tasemel i (i =0,

1,...

, k) on parajasti (]:) tippu;

4. juure aste on k ning see on suurem koigi juure jareltulijate astmetest;

Juure alampuudeks on binomiaalpuud By 1, Bj_o, . ..

7BO-
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Eemaldatud 72:

56

2428 44 48 60,

15171920/ [25 27| |40 42| |45 46| |50 52] |57 58 |62 64 70 77|

48

24 28 44 56 60

15171920/ |25 27| [4042| |45 46| 50 52| |57 58|62 64 70 77

Joonis 2.10: B-puust eemaldamisel laenatakse kolleegilt ja iihendatakse kol-
leege.

By B B, B,

> 9 R’ A
QéQéO

O

Joonis 2.11: Binomiaalpuud.
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Toestus: induktsiooniga k jargi. Omadused 1-4 kehtivad B, korral tri-
viaalselt. Eeldame, et lemma kehtib Bj_; korral. Siis

1. By koosneb definitsiooni kohaselt kahest binomiaalpuust Bj_q, seega
B;, tippude arv on 271 4 2k—1 = 9k,

2. By, definitsiooni kohaselt iiks tema osa Bj_; on teise osa Bj_; alam-
puuks, seega By kogukorguseks on (k— 1)+ 1= k.

3. Olgu D(k,i) tippude arv binomiaalpuu By, i-ndal tasemel. By konst-
ruktsiooni kohaselt on tema tasemel 7 niipalju tippe, kui palju on kokku tippe
puus By i tasemel 7 ja puus Bj_; tasemel i — 1. Seega

D(k,i) = D(k—1,i)+ D(k —1,i — 1) =

(0000 - 0)

4. Ainus tipp, mille aste puus B, on suurem puu Bj_; tippude ast-
metest, on By juur, millel on {iks alluv rohkem kui Bj_; juurel. Viimasel
on aga k — 1 alluvat, seega By aste on k. Ja lopuks, Bj_; juure alluvad
on puude By o, By 3,..., By juured (induktsiooni eelduse jérgi). Puu B
konstrueerimisel iithendatakse By ;| ja Bj_1, seega By juure alluvateks on
By_1,By_o,...,DBy.

Jareldus. n-tipulise binomiaalpuu tipu maksimaalne aste on logn. (Va-
hetult lemmast, omaduste 1 ja 4 pohjal.)

Mirkus. Nn. peegeldatud binomiaalpuu By (k > 0) koosneb kahest bino-
miaalpuust By 1, millest iiks on teise juurtipu viim ane alluv, vt. joonis
2.12. Ulaltoodud lemma kehtib ka peegeldatud binomialpuude korral, ainult
By, juure alluvate jérjekord on niiiid vastupidine: By, By, ..., Bp_1.

Bo

O

O-O"

Joonis 2.12: Peegeldatud binomiaalpuud.
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2.4 Graafi moiste

Erinevalt tavapéarasest graafiteoreetilisest 1dhenemisviisist, kus aluseks voe-
takse orienteerimata graaf, lihtume siin just orienteeritud graafi moistest.
Pohjuseks on eeskitt asjaolu, et orienteeritud graafi jaoks leidub kiillaltki
loomulik ning arvutitootluseks hésti sobiv ahelstruktuurne kujutusviis. De-
fineerime alljargnevas moned graafidega seotud lihtsamad moisted, eeskétt
terminoloogia sétestamiseks.

Oeldakse, et on antud orienteeritud graaf ehk lihtsalt graaf G =
(V, E), kui on antud mittetiihi tippude hulk V' ja kaarte hulk E C V x V.
Joonisel kujutatakse tippe punktidena ja kaart (v,w) € E noolena tipust v
tippu w. Kaare (v, w) algustipuks on tipp v ja lopptipuks tipp w; deldakse
ka, et tipp w on tipu v naaber ehk (vahetu) jirglane ning tipp v on tipu
w (vahetu) eellane. Graafi G mingi tipu v koigi naabrite hulka téhistame
G, selliste tippude hulka, millele v on naabriks, tihistame aga G~'v. Antud
tipust v véiljuvate noolte arvu |Gv| nimetatakse tipu v viljundastmeks ja
sisenevate noolte arvu |G~ 1v| selle tipu sisendastmeks.

Graafi G = (V, E) korral defineerime jargmised moisted.

Paarikaupa erinevate tippude jarjendit (vy, va, ..., vx), kus £ > 1 ja
(viyvip1) € E, i = 1,2,... k — 1, nimetatakse k-tipuliseks elementaar-
teeks. Erijuhuna loetakse jérjend (vq) iithetipuliseks teeks. Kui leidub tee
tipust v tippu w, siis tippu w nimetatakse tipu v jareltulijaks, tippu v aga
tipu w eelkiijaks; sel puhul 6eldakse ka, et tipp w on saavutatav tipust v.

Tippude jéarjendit (v, v, ... vg, v1), kus (vy,ve, ... ,v;) on elementaartee
ja (vg,v1) € E, nimetatakse k-tipuliseks elementaartsiikliks.

Kuna edasises piirdume graafides ainult selliste elementaarsete "marsruu-
tide" vaatlemisega, siis jaitame enamasti tdiendi "elementaar-" ara, kasutades
vastavalt termineid tee ja tsiikkel.

Paristeeks nimetatakse teed, mis on vihemalt 2-tipuline, ja paristsiik-
liks vihemalt 3-tipulist tsiiklit.

Graafi G = (V,U) nimetatakse orienteerimata graafiks, kui seos U
on siimmeetriline, st. iga kaare (v, w) € U korral (w,v) € U. Stiimmeetrilist
kaartepaari {(v, w), (w,v)} nimetatakse servaks tippude v ja w vahel ning
joonisel kujutatakse seda vastavaid tippe ithendava joonena (mitte noolena).



Peatukk 3

Andmestruktuuride realiseerimine

Andmestruktuuri realiseerimisel téapsustatakse/valitakse vaartusvaru ele-
mentide kujutusviis. Viimase alusel tdpsustatakse ja realiseeritakse operat-
sioonivaru elementidele vastavad algoritmid. Kujutusviisi valikul arvestatak-
se eelkoige seda, et ajakriitilisi operatsioone realiseerivad algoritmid osutuk-
sid voimalikult efektiivseteks. Tavaliselt on ajakriitilisteks just need operat-
sioonid, mida vastava andmehulga to6tlemisel eriti sagedasti rakendatakse.

3.1 Jarjestikpaigutus ja seotud paigutus

Koige iildisemas plaanis voib andmestruktuuride kujutusviisid jaotada ka-
heks ménevorra vastandlikuks liigiks. Uhel juhul esitatakse andmed kompo-
nentide massiivina, milles juurdepéds iiksikutele komponentidele toimub in-
deksi(te) jargi (reeglina O(1) ajaga). Massiive kujutatakse arvutis kompakt-
sel mélualal, selle tottu on taoline jarjestikpaigutus mélu sddstev: andmete
organisatsiooni kirjeldamiseks kulub lisamélu vaid mahus O(1). Teiselt poolt
osutub aga jarjestikpaigutuse rakendamine diinaamiliste andmestruktuuride
korral {isnagi tiilikaks, sest komponentide lisamise-eemaldamise operatsioo-
nidega kaasneb peaaegu alati vajadus objekte mélus (massiivis) nihutada.
Nihutamiseks kuluv aeg on aga O(n), kus n on struktuuri komponentide arv.

Jarjestikpaigutusele alternatiivseks strateegiaks on seotud paigutus,
mille korral loobutakse andmete kompaktsest (massiivina) kujutamisest. Iga-
le komponendile lisatakse vihemalt {iks lisavili — viit mingile teisele kompo-
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nendile. Néiteks voib kirjete jarjendi kujutada lihtahelana, kus ainuke lisa-
véli igas kirjes sisaldab viita jarjendi jargmisele elemendile ja viimase kirje
lisaviilja vadrtuseks on tiithiviit A. Seotud paigutusviis sobib hésti just diinaa-
miliste andmestruktuuride kujutamiseks seetottu, et komponentide lisamine
ja eemaldamine on reeglina O(1) ajalise keerukusega. Samas on aga ka ilm-
ne, et selle eest tuleb maksta O(n) lisaméaluga viidavéljade jaoks. Vorreldes
jarjestikpaigutusega ilmneb veel teinegi miinus: puudub otsene juurdepéis
tiksikutele andmekomponentidele. Néiteks lihtahelas peab tegema O(n) sam-
mu leidmaks etteantud jarjenumbriga ahela liili.

Andmestruktuuride tegeliku realisatsiooni kavandamisel tuleb hoolikalt
kaaluda paigutusviisi valikut, eeskéitt just vastava andmetiiiibi operatsiooni-
varu silmas pidades ning arvestades ka iiksikute operatsioonide kasutussage-
dust. Tihtipeale osutub sobivaks hoopis segapaigutusviis, kus iithed struktuu-
riosad kujutatakse massiivina, teised aga ahelatena.

Kahendpuu naturaalesituseks nimetame sellist kujutusviisi, mille kor-
ral igal tipul on kaks lisavélja alluvatele viitamiseks: iihel neist asub viit
vasakule alluvale, teisel viit paremale alluvale; alluva puudumisel on vélja
vaartuseks tiithiviit A. Naturaalesitus on iisnagi maluraiskav kujutusviis, sest
n-tipulise kahendpuu korral on tiihiviitade arv n + 1: iihetipulises kahend-
puus ,puudub® kaks alluvat, iga uue lehe lisamisel suureneb ,puudujate* arv
parajasti ithe vorra. Mélu kokkuhoiu huvides kasutatakse ka keerulisemaid
esitusi, néiteks voetakse need viidavéljad, mis alluva puudumisel oleksid tiih-
jad, tarvitusele moneks muuks otstarbeks. Viimasel juhul 1dheb kiill vaja veel
iihebitilisi tunnuseid, mis iga vélja korral néditaksid, mis otstarbel vastavat
valja parajasti kasutatakse.

Olgu kahendpuu iga tipuga seotud véljad .vasak, .vt, .parem, .pt, kus
.0t on vasaku alluva ja .pt parema alluva olemasolu tunnus. Kahendpuu ta-
gasisidestatud ehk traageldatud esitus on méaratud jargmiselt. Iga tipu
t korral:

kui t.vt = 1, siis t.vasak on viit tipu ¢ vasakule alluvale;

kui t.vt = 0, siis t.vasak on tipu t eellane kahendpuu tippude keskjarjes-
tuse mottes;

kui t.pt = 1, siis t.parem on viit tipu ¢ paremale alluvale;

kui t.pt = 0, siis t.parem on tipu ¢ jarglane kahendpuu tippude keskjér-
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jestuse mottes.

Taoliselt kujutatud kahendpuus saab muuseas holpsasti leida antud tipu
t jarglast keskjérjestuses:

kui t.pt = 0, siis jarglaseks on t.parem;

kui t.pt = 1, siis jarglaseks on viimane tipp tipust t.parem algavas vasa-
kute alluvate ahelas.

Jéarjestatud puu naturaalesituseks nimetame sellist kujutusviisi, mille kor-
ral igal tipul on samuti kaks lisavilja alluvatele viitamiseks: iihel neist asub
viit esimesele alluvale (kui alluvaid ei ole, siis A), teisel viit jargmisele kollee-
gile (A viimase kolleegi ning juure korral). Sisuliselt on siin tegemist antud
jarjestatud puule vastava kahendpuu naturaalesitusega (vt. joonis 3.1).

I e Il a 1l e
PR !
b))  (© - - (5]
(d) @ () ] i\ i @ ©
s I = I = ) o8

b o I g I S M Bt B ¢
T T T

Joonis 3.1: Puu (I) naturaalesitus (IT) ja vastav kahendpuu (IIT).

Puu (metsa) esitamiseks tippude massiivina, st. jarjestikpaigutuses, tu-
leb appi votta komponentide eraldajad — lisasiimbolid, mida tipukirjetes ei
esine. Kui kasutada eraldajatena iimarsulge ja komasid, siis metsa vasak
suluesitus on

tiihi, kui mets on tiihi, vastasel korral aga kirjutis kujul

(metsa puude vasakud suluesitused komadega eraldatult).

Mittetiihja puu vasak suluesitus koosneb juurest ja sellele jargnevast
juure alampuude metsa vasakust suluesitusest.

Parema suluesituse korral paikneb juur oma alampuude metsa parema
suluesituse jarel.
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Vasakus suluesituses paiknevad metsa tipud jérjestuses, mis iihtib selle-
le metsale vastava kahendpuu tippude eesjirjestusega. Paremas suluesituses
paiknevad metsa tipud jarjestuses, mis iihtib sellele metsale vastava kahend-
puu tippude keskjéarjestusega.

Orienteeritud graafi seotud paigutuse puhul esitatakse tippude hulk lihta-
helana, mis on seotud teatava viidavélja (.tipp) kaudu (vt. joonis 3.2). Igast
tipuahela liilist algab vastavast tipust véljuvate kaarte ahel, mis on seotud
mingi teise viidavilja (.kaar) kaudu. Iga kaarega on seotud veel viidavili,
millel asub viit vastava kaare 1opptipule, st. vastavale tipuahela liilile.

tippude ahel
a 1 4 2
‘ Yt ‘ ? ‘ L * ‘ }\\
— t‘) |
o—] [
elemendi formaat: .info
.tipp | kaar
c )
‘ //.‘ i
/
d 3 graaf: 6
\ ? | L / 2 4
+ Q O

Joonis 3.2: Orienteeritud graaf ahelstruktuurina.

Jérjestikpaigutuses esitatakse graaf nn. naabrusmaatriksina a, milles ele-
ment a;; kirjeldab kaart graafi i-ndast tipust j-ndasse tippu (voi néitab selle
puudumist).

Eeldades, et lugeja on juba tuttav massiivi ja ahela moistetega ning vas-
tavate tootlusvotetega, vaatleme edasises moningaid diinaamiliste andme-
struktuuride kujutamise erivotteid.
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3.2 Paisksalvestus

Kéesolevas jaotises kirjeldatav paisksalvestusmeetod sobib sellise diinaa-
milise hulga realiseerimiseks, kus pohioperatsioonideks on kirje lisamine ja
(antud votmega) kirje lugemine. Nende ajaline keerukus on siin keskmiselt
O(1). Seevastu kirje eemaldamine osutub raskendatuks, olles monel juhul
O(n). Pohiliselt ainult kasvava hulga néitena voib tuua programmi kompilee-
rimise kidigus koostatava ja kasutatava nimede (identifikaatorite) ning nende
atribuutide tabeli.

Olgu tegemist kirjete hulgaga R, kus votmete .k vidrtused kuuluvad hulka
U ning |R| < |U|. Viimane téhendab, et koikvoimalikke votmeid on mérksa
rohkem, kui hulgas R iildse kirjeid saab olla. Naiteks voib R sisaldada min-
gi teaduskonna iiliopilaste andmekirjeid, kus votmeks on matrikli number
hulgast U = {10000, 10001, ... ,999999}.

Paisktabeliks P nimetatakse massiivi pg, p1, ... ,pm_1, milles iga ele-
ment on ette ndhtud iihe kirje (ja veel mone lisavélja) salvestamiseks. Paisk-
tabeli pikkus m valitakse suure liiaga, nii et kirjete hulk R sinna alati lahe-
dasti dra mahuks. Paisktabeli elemente nimetame ka tema ridadeks.

Paiskfunktsiooniks nimetatakse funktsiooni h, mis igale votmele hul-
gast U seab vastavusse paisktabeli mingi rea numbri:

h:U—{0,1,... ,m—1}.

Paiskfunktsioon peab olema lihtsalt arvutatav (keerukusega O(1)). Tihtipea-
le voetakse paiskfunktsiooniks h(k) = k mod m. Lihtsustatult voib paisk-
salvestuse pohimotet kirjeldada jargmiselt: kirje r lisamiseks arvutatakse
i = h(r.k) ja salvestatakse kirje r tabeli i-ndasse ritta; etteantud votmega
ko kirje lugemiseks arvutatakse i = h(kg) ja loetakse andmed tabeli i-ndast
reast. Paraku tumestab seda ilusat pilti kollisiooni ehk porke oht, kus
kahe erineva votme k' # k" korral paiskfunktsiooni vadrtused langevad kok-
ku: h(k") = h(E"). Siis lisamise katse voib ebadnnestuda seetottu, et tabeli
rida nr. h(r.k) ei ole enam vaba, ning ka lugemisel ei saaks kindel olla, et
reast nr. (ko) just selle kirje andmed saadakse, mille voti on ky. Konkreet-
sed paisksalvestusmeetodi variandid erinevadki iiksteisest peaasjalikult just
porkeolukordade lahendamisviisi poolest. Vaatleme alljirgnevas neist kahte.

Vilisahelate meetodi puhul asuvad tabeli reas peale vilja (.kirje) kirje
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salvestamiseks veel kaks lisavélja, .t ja .viit. Esimene neist on rea hoivatuse
tunnuseks: p;.t = 1, kui tabeli ritta nr. ¢ on juba salvestatud mingi kirje,
vastasel korral on selle vilja vidrtuseks arv 0. Porkeolukorrad lahendatakse
lihtahelate abil: need kirjed, mille votmele vastab paiskfunktsiooni vaartus
7, kuid mida enam ei saa paisktabeli ritta p; salvestada, lisatakse uute liik-
metena realt p; algavasse lihtahelasse. Lihtahela liilisse kuulub iiks kirje koos
viidaga jargmisele liilile, viit ahela esimesele liilile asub véljal p;.viit. Rea p;
hoivamisel salvestatakse sinna nii kirje kui ka lisavéljade vadrtused: p;.t :=1
ja pi.viit :== A. Lugemisel votme k jérgi leitakse rea number i = h(k). Kui
p;.t = 0, siis votmega k kirjet tabelis ei ole. Vastasel korral otsitakse selle
votmega kirjet kogu realt p; algavas ahelas (tabeli rida kaasa arvatud), ahe-
lat jarjestikuselt 1dbi vaadates. Kirje ongi leitud, kui joutakse mingi liilini,
mis sisaldab otsitava votmega kirjet. Kui otsitavat kirjet selles ahelas pole,
siis pole teda veel hulka R lisatud.

Vilisahelate meetodi plussiks on see, et ka kirjete eemaldamist saab kor-
raldada keskmise ajalise keerukusega O(1), miinuseks aga ebamugavused ar-
vutiprogrammina realiseerimisel. Nimelt osutub keeruliseks hinnata ahelatele
tarviliku mélu mahtu, et vajalikku méluosa eelnevalt reserveerida. Samuti on
teatavaid probleeme kogu sel moel salvestatud kirjete hulga kompaktse siili-
tamisega.

Jargnevas vaadeldaval lahtise adresseerimise meetodil eelpool nime-
tatud puudusi ei ole, kuid see-eest jélle ei saa selle meetodi kohaselt korral-
datud paisktabelist kirjeid moistliku ajaga eemaldada. Lisamise ja lugemise
algoritmid on toodud joonistel 3.3 ja 3.4. Eeldatakse, et paisktabelis vihemalt
iiks rida on kindlasti hoivamata. See eeldus ei ole sugugi kitsendav, sest iga-
suguse paisksalvestusmeetodi korral on normaalseks t&6ks vajalik paisktabeli
teatav alatditumus — kui tabel oleks peaaegu téis, siis muutuks porgete arv
juba iilemédra suureks. Lisamine lahtise adresseerimise korral toimub jarg-
miselt: kirje votmega £ lisatakse tabeli esimesse vabasse ritta, mis leitakse,
alustades otsimist reast number h(k). Vaba rida otsitakse reanumbrite kaha-
nemise jarjekorras, kuid tsiikliliselt iile kogu tabeli. Kirje lugemiseks votme kg
jargi vaadatakse jarjestikuselt (ja tsiikliliselt) 1&bi kirjed alates reast number
h(ko), kuni leitakse otsitava votmega kirje voi joutakse vaba reani (mis annab
tunnistust sellise kirje puudumisest paisktabelis). Ka loetava kirje otsimine
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lisada__paisktabelisse(r)

- - - Antud: kirje r ja (globaalsetena) paiskfunktsioon h,

--- paisktabel P = po,p1,--- ,Pm_1;

--- lisaviéljaks tabeli reas on hoivatuse tunnus .t;

--- eeldatakse, et paisktabelis on vdhemalt iiks vaba rida
- - - Tulemus: kirje r lisatud paisktabelisse

i:= h(r.k)

pi.kirje :==r; p;t:=1
%
i:=i—1; ---i:=1i— hy(r.k) topeltpaiskamise korral

[2(i<0) i:=m+i

Joonis 3.3: Lisamine lahtise adresseerimisega paisktabeli korral.

toimub indeksite vihenemise suunas ning tsiikliliselt.

Kirjeldatud paisksalvestusmeetodi oluliseks tdiustuseks osutub topelt-
paiskamisega lahtine adresseerimine. Selle kohaselt toimub tabelis liikumine
mitte sammuga —1, vaid soltuvalt antud votmest (millega tabelisse siseneti).
Sammu suurus arvutatakse nn. teisese paiskfunktsiooni h; abil. Uldiselt saa-
dakse siis erinevad sammud nende erinevate votmete jaoks, millega esialgse
paiskfunktsiooni védrtuste kokkulangemise tottu alustatakse samast reast.
Olgu néiteks k' # k" ja h(k') = h(k") = i. Seega nii k' kui ka k" korral
alustatakse otsimist paisktabeli reast number i. Kuid votme &' korral otsi-
takse sammuga hi(k') ja votme k" korral sammuga hyi(k") ja (loodetavasti)
hq (") # hi(k"). Niisugusel moel paigutatud kirjete hilisemal otsimisel tuleb
vahem ridu jarjestikuselt 1abi vaadata: néiteks votme &’ jargi lugemisel ei “jai
ette” kirje votmega k”. Teisese paiskfunktsiooni viartuste hulka ei kuulu arv
0, sest niisuguse sammuga ei saa tabelit 1ibi kiia. Seega

hy:U —={1,2,... ,m—1}.
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lugeda_paisktabelist (ko)

- - - Antud: voti kg ja (globaalsetena) paiskfunktsioon h,

--- paisktabel P = pg,p1y... Pm_1;

--- lisaviéljaks tabeli reas on hoivatuse tunnus .t;

--- eeldatakse, et paisktabelis on vahemalt iiks vaba rida
- - - Tulemus: tagastatakse paisktabeli selle rea number,

--- kus asub kirje votmega kg,

--- —1, kui sellise votmega kirjet tabelis ei leidu

(—1)

(¢)

i=i—1; ---i:=1i—hy(ky) topeltpaiskamise korral
[2(i<0)i=m+i

Joonis 3.4: Lugemine lahtise adresseerimisega paisktabeli korral.

Selleks, et tabeli tsiiklilisel labivaatamisel jouda igale reale, peavad sammu
pikkus ning tabeli ridade arv olema iihistegurita. Tavaliselt valitaksegi tabeli
ridade arvuks m algarv.
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3.3 Klasside kujutamine

Olgu antud iihisosata hulkade ehk klasside komplekt {S;, Ss, ... , S, }, kus
SiNS; =0, kui i # j. Meid huvitab selline diinaamiliste klasside kujutusviis,
mille korral oleks lihtne klasse iihendada. Vajadus klasside iihendamiseks te-
kib niiteks programmi kompileerimise kdigus, kus teataval etapil on leitud
juba esinenud programmiobjektide ekvivalentsiklassid ning jarjekordne vaa-
deldav direktiiv programmis kuulutab kaks objekti x ja y ekvivalentseteks.
Kui x ja y kuuluvad hetkel erinevatesse klassidesse \S; ja S, siis tuleb niiiid
vaadeldavat direktiivi arvestades moodustada iiks iihendatud klass S; U S;.

Klasside kujutamiseks sobib nn. Galler-Fischeri meetod, mille kohaselt
klasse sdilitatakse puudena ja klasside komplekti metsana. Erinevalt tavapa-
rasest alluvale-viidaga puudest on aga klassipuu iga tipp varustatud viidaga
iilemusele; juure korral on selleks viit juurele endale. Lisaks eeldatakse veel,
et leidub ka eraldi juurdepdds metsa igale tipule. Néiteks voib kogu tippu-
de hulk olla organiseeritud kahendotsimise puuna, paisktabelina vms. Téanu
iiles-viitadele osutub eriti lihtsaks kahe klassi {ihendamine. Kui tuleb iihen-
dada klassid, millest {iks sisaldab antud tippu x ja teine antud tippu y, siis
toimitakse jargmiselt. Alustades tipust x liigutakse tiles-viitade jérgi puu
juureni ry, samuti leitakse tipust y ldhtudes vastava puu juur r,. Kui osu-
tub, et r; = ry, siis tipud x ja y kuuluvad juba samasse klassi ja ithendada
polegi tarvis. Vastasel juhul, kui r; # ry, asendatakse iihes leitud juurtippu-
dest viit iseendale viidaga teise puu juurele. Sellega ongi kaks erinevat klassi
ithendatud.

Klassile vastava puu juurt nimetatakse klassi esindajaks. Antud klassi
esindaja r otsimine mingist selle klassi tipust x ldhtudes on seda kiirem, mida
lithem on tee tipust x iiles juurtippu r. Pikkade otsimisteede viltimiseks tuleb
piitida klassipuud hoida voimalikult madalad. Sel eesmérgil osutub otstarbe-
kohaseks kahe klassi iihendamisel lisada just madalam puu korgema puu juure
alampuuks. Selleks on omakorda vajalik teada klassipuude korgusi. Loomulik
on siilitada iga puu kérgus tema juurtipus. Uhendamisel saadava puu korgust
tuleb muuta (ithe vorra suurendada) vaid siis, kui ithendati kaks tihekérgust
puud. Klasside iihendamiseks vajalike protseduuride kirjeldused on toodud
joonisel 3.5.
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ithendada_klassid(p, q)
- - - Antud: kaks tippu p ja q mingitest klassidest
- - - Tulemus: kui p ja q ei kuulu samasse klassi,

siis neid sisaldavad klassid tihendatud

ithendada(leida__esindaja(p),leida__esindaja(q))

leida _esindaja(p)
- - - Antud: mingi klassi tipp p
- - - Tulemus: leitakse ja tagastatakse vastava klassi esindaja

p = p.viit 7
<— ()
< (leida_esindaja(p.viit))

iihendada(r,r")
- - - Antud: klasside esindajad r ja r';

r.h ja r'.h on klassipuude korgused

- - - Tulemus: vastavad klassid tihendatud

r=r"7
< —

rh>1r.h?
it =7

rotit ;=1
rh=7r".h?
r'.h++

Joonis 3.5: Klasside tihendamine.
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Oluliseks klasside ithendamise tohustamise (puude korguste vihendamise)
votteks on nn. teede ogvendamine. Viimane seisneb selles, et mingi tipu x
jaoks klassi esindaja r otsimise kiigus koik tipud teel (x,... ,r) ithendatakse
iiles-viida kaudu otse juurega 7.

Vastav nn. kahekiiguline rekursiivne algoritm leida_esindaja’ on
toodud joonisel 3.6. Selles iihel kiligul minnakse iiles, leides tee tipust = juur-
tippu, teisel tullakse leitud teed mooda alla, muutes iiles-viidad viitadeks
otse puu juurele. Iga leida__esindaja rekursiivne rakendus tagastab vadrtuse
r.wit. Kui x on juur, siis tagastatakse x.viit = x ja uut rekursiooni sammu
enam ei alustata. Vastasel korral jargneb uus rakendus parameetriga x.viit.
Selle tulemusena saab x.viit viidaks juurele, mis ka tagastatakse.

Paraku osutub iisna keeruliseks tuvastada teede 6gvendamisega kaasnevat
klassipuude korguste voimalikku viihenemist. Ogvendamise rakendamisel on
otstarbekohasem {ildse loobuda klassipuude korguste arvestamisest (ithenda-
mise protseduuris).

leida__esindaja’(p)

- - - Antud: mingi klassi tipp p

- - - Tulemus: leitakse ja tagastatakse vastava klassi esindaja r,
--- iihtlasi ogvendatakse tee tipust p tippu r

[? (p # p.viit)) p.viit := leida_esindaja’ (p.viit)
< (p.viit)

Joonis 3.6: Klasside ithendamine.

Lisaks tilalkirjeldatud Galler-Fischeri meetodile tasub hulga ja tema alam-
hulkade késitlemist noudvate iilesannete korral alati kaaluda ka voimalust
alamhulkade esitamiseks maskide abil (vt. peatiikk 1). Néiteks kahe alam-
hulga iithendi mask saadakse lihtsalt {ihendatavate alamhulkade maskide biti-
kaupa loogilisel liitmisel; kahe alamhulga iihisosa mask saadakse nende alam-
hulkade maskide bitikaupa loogilisel korrutamisel jne.
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3.4 Kuhjad

Uldiselt 6eldakse, et puu (v6i mets) on kuhi, kui kehtib nn. kuhja-
omadus: iihegi tipu voti pole suurem (viiksem) kui tema iilemuse voti. Konk-
reetsete rakenduste korral muidugi fikseeritakse, kumb tingimustest (suu-
rem /viiksem) kuhjas peab kehtima.

Kahendkuhi ehk lihtsalt kuhi on kompaktne kahendpuu, milles iihegi
tipu voti pole suurem kui tema iilemuse voti. On ilmne, et suurima votmega
kirje paikneb kuhja juurtipus. Monedes rakendustes osutub otstarbekohaseks
esitada andmed nn. p6ordkuhjana, kus iihegi alluva voti ei ole viiksem tema
tilemuse votmest. Alljargnevas kirjeldatavad tootlusvotted on koik kergesti
teisendatavad ka poordkuhja juhule.

Kuhja sobivaimaks kujutusviisiks on jarjestikpaigutus kahendpuu tase-
mete kaupa: n-tipulise kuhja tipud moodustavad massiivi ay, as, ... , a,, kus
aj on juur, as ja az on juure alluvad (st. esimese taseme tipud), seejarel tu-
levad koik teise taseme tipud jne.; element a, vastab viimase taseme koige
parempoolsemale tipule (vt. joonis 3.7).

Selline kujutusviis on darmiselt 6konoomne ning voimaldab holpsasti soo-
ritada ka koiki jargnevas vaadeldavaid kuhjatéotlemise operatsioone. Ka kuh-
ja kui kahendpuu tippude alluvussuhted esituvad triviaalselt: vaadeldava tipu
ay korral on alluvate ja iilemuse indeksiteks

vasak(k) = 2k;

parem(k) = 2k + 1;

iilemus(k) = |k/2].

Kui moéne iilaltoodud valemi rakendamisel saame arvu véljaspool 16iku [1, n,
siis annab see tunnistust vastava alluva voi iillemuse puudumisest.

Jargnevates kuhjatootlemise algoritmides eeldame, et (globaalseina) on
antud tippude arv n ja massiiv a,as,...,a,. Lihtsuse mottes samastame
kirje vastava elemendiga, moistes omistamise all kirje salvestamist, vordle-
mise all aga votmete vordlemist:

a; := aj; - - - elemendis a; paiknev kirje salvestada elementi a;

a; < b? - - - kas elemendis a; asuva kirje voti on viiksem kui b voti?

Massiivina esitatud kuhjast eemaldatakse tippe ainult massiivi lopust ja
uusi tippe lisatakse ainult massiivi 16ppu. Ulejddnud t66tlus seisneb kuhja
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a) @

b) |163| 151|130 | 8| 77| 90| 14| 30| 53| 9

Joonis 3.7: Kahendkuhi (a) ja selle esitus massiivina (b).

tippudes asuvate kirjete muutmises, enamasti iilemuse ja alluva kirjete vahe-
tamises. Vastavate muudatustega kaasneb reeglina ajutine kuhja rikkumine:
pérast kirje (ja votme) muutmist ei pruugi enam kehtida kuhja péhiomadus,
mille kohaselt alluva voti ei tohi olla {ilemuse votmest suurem. Seetottu tuleb
pérast iga votmemuutust sooritada teatav kuhjaparanduse operatsioon. Kui
tippu salvestatud uue kirje voti on viiksem kui seal varem olnud voti, siis
vilakse uus kirje jarjestikuste vahetuste teel kuhjas allapoole (vt. joonis 3.8),
vastasel korral aga iilespoole (vt. joonis 3.9). Mélema kuhjaparanduse algo-
ritmi ajaline keerukus halvimal juhul on O(logn), sest nende rakendamisel
parameetri vadrtus viheneb (suureneb) vihemalt 2 korda, jaades aga ikka
vahemikku (0, n).

Joonisel 3.10 leidub lihtne algoritm kuhjast suurima votmega kirje votmi-
seks. Péarast juurtipust kirje lugemist ei eemaldata mitte juurtippu, vaid sinna
salvestatakse kirje kuhja viimasest tipust (massiivi 10pust) ning siis eemal-
datakse hoopis see “tiihjaks jadnud” viimane tipp. Kuna aga niiiid juurtippu
viidud kirje voti voib osutuda viiksemaks seal enne olnud kirje votmest,
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viia__alla(i)
- - - Antud: kuhi ay, as, . . . a,, mis voib olla rikutud seoses
--- kirje a; votme vihenemisega
- - - Tulemus: parandatud kuhi aq,as, ... ,a,

(j :=wvasak(i)) ¢ [1,n]?
%

- - - a; on a; vasak alluv

(k :==parem(i)) € [1,n]?
- - - aj on a; parem alluv

ap > a; ?

j =k

- - - a; on a; suurima votmega alluv;
- - - kui kuhi on rikutud, siis parandada see koht:
a; < aj; ?
a; :==: a; - - - vahetatakse tippudes a; ja a; olevad kirjed

viia_alla(y)

Joonis 3.8: Kuhjaparandus liiga viikese votme allapoole viimise teel.

siis tuleb veel rakendada kuhjaparandust viia _alla (vt. joonis 3.8). Viimane
médrab {ihtlasi ka suurima votmega kirje votmise operatsiooni ajalise keeru-
kuse halvimal juhul: O(logn).

Kirje lisamine kuhja toimub samuti O(logn) ajaga: uus kirje lisatakse
massiivi loppu, suurendatakse elementide arvu n iihe vorra ning rakendatakse
uuele tipule kuhjaparandust viia_tiles.

Suvalise kirjetemassiivi aq, as, ... ,a, kuhjaks muutmiseks ehk kuhjas-
tamiseks saab kasutada nii iiles- kui ka allaviimise operatsiooni. Esimesel
juhul seisneks kuhjaks muutmine iga antud kirje korral lisamise algoritmi
rakendamises. Monevorra eelistatum on aga allaviimise teel kuhjastamine,
mille ajaliseks keerukuseks tuleb O(n). Vastav rekursiivne algoritm leidub
joonisel 3.11.
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viia_iiles(i)
- - - Antud: kuhi ay, as, . . . a,, mis voib olla rikutud seoses
--- kirje a; votme suurenemisega
- - - Tulemus: parandatud kuhi ay,as, ... ,a,

(j :=dilemus(i)) € [1,n]?
- - - a; ei ole juur
a; > a; ?

a; :==: a;; viia_iiles(j)

Joonis 3.9: Kuhjaparandus liiga suure votme iilespoole viimise teel.

votta_suurim()
- - - Antud: kuhi ay, as, ... ,ay,; olgu juurtipus a, kirje R
- - - Tulemus: kirje R eemaldatud antud kuhjast; tagastatakse kirje R

R:=ay; ay; :=ay; n——; viia_alla(1)
<— (R)

Joonis 3.10: Kuhjast suurima votmega kirje votmine.

Kuhjastamise ning suurima votmise algoritmi kombineerimisel saame ele-

gantse meetodi kirjetemassiivi sorteerimiseks (vt. joonis 3.12), mida nime-

tatakse kuhjameetodiks. Kuigi viimase ajaline keerukus on soodne, olles
halvimal juhul O(nlogn), ei suuda see praktikas siiski voistelda (edasises

vaadeldavate) kiir- ja iihildamismeetodiga.

Kirjete hulga kuhjastamine on aga asendamatuks votteks eelistusjarje-

kordade realiseerimisel. On ju kuhja korral suhteliselt efektiivsed nii kirje
lisamise kui ka suurima votmega kirje votmise operatsioonid. Ka muutuva-

te eelistuste késitlemine ei valmista raskusi: kui tipus a; olev voti k asen-
datakse votmega k', siis juhul &' < k tuleb lihtsalt rakendada protseduuri

viia_alla(7), vastasel korral aga protseduuri viia_iiles(i).
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kuhjastada(i)
- - - Antud: kirjete massiiv ay,as, ... ,a, jai > 1
- - - Tulemus: tipus a; ja tema jéreltulijates asuvad kirjed timber paigu-
--- tatud nii, et nende tippude jaoks kehtib kuhjaomadus

1<n?
kuhjastada(vasak(i))
kuhjastada(parem(i))

viia__alla(i)

Joonis 3.11: Kuhjastamise algoritm.

kuhi_sorteerida()
- - - Antud: massiiv aq, as, ... ,ay
- - - Tulemus: massiiv sorteeritud mittekahanevalt

kuhjastada(1)
k:=n
[* (n) ar_ :=votta_suurim()

Joonis 3.12: Kuhjameetodi algoritm.

Kahendkuhjade miinuseks on see, et nende iithendamise operatsioon, st.
kahest voi enamast kuhjast iihe {ihise kuhja tegemine, on suhteliselt aeglane,
toimudes lineaarse ajaga. Jargnevas vaadeldav binomiaalkuhi on selles suhtes
mérksa efektiivsem vahend andmestruktuuride realiseerimiseks.

Binomiaalkuhi on binomiaalpuude mets, milles

1) iihegi tipu voti ei ole viiksem kui tema {ilemuse voti;

2) puude juurte astmed on paarikaupa erinevad.

Esimene omadus tagab selle, et vihim voti igas puus asub juurtipus.

Teisest omadusest jareldub, et n-tipulises binomiaalkuhjas leidub {ilimalt
|logn] +1 puud. Teatavasti on binomiaalpuu tippude arv kahe aste, st. puus
B; on 2! tippu. Jérelikult on tippude koguarvuks arvu 2 erinevate astmete
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43 =101011,

Joonis 3.13: 43-tipuline binomiaalkuhi.

summa. See aga tdhendab, et binomiaalpuu B; esineb kuhjas parajasti siis,
kui arvu n kahendesituses Z}lzognj b;2! vastav bitt b; on 1. Arvu n kahendesi-
tuses on kuni |[logn|+1 nullist erinevat bitti, seega ka binomiaalkuhjas saab
olla iilimalt |logn]| + 1 puud.

Nagu kahendkuhjagi korral, nii on ka binomiaalkuhja to6tlusalgoritmid
tihedalt seotud konkreetse kujutusviisiga. Antud juhul valitakse selleks aga
seotud paigutus. Lisaks tavapéarastele viitadele esimesele alluvale ja parema-
le kolleegile kasutatakse veel iiles-viita tipu iilemusele. Koik metsa puude
juured seotakse astmete kasvamise jérjekorras lihtahelasse, mida nimetame
ka binomiaalkuhja juurahelaks. Kéaesolevas me sellisel esitusel baseeruvaid
iiksikasjalikke algoritme ei esita, piirdudes vaid iildiste pohimotete selgitami-
sega. Binomiaalkuhja néide leidub joonisel 3.13.

Vihima votmega kirje otsimiseks vaadatakse 1dbi kuhja juurahel.

Kahe binomiaalkuhja ithendamine toimub jérgmiselt. Uhildatakse méle-
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ma antud kuhja juurahelad, nii et saadud ahel oleks juurte astmete jargi mit-
tekahanevalt sorteeritud. Arvestades, et binomiaalkuhjas on juurte astmed
erinevad, saab moodustatud ahelas olla (korvuti) kuni kaks sama astmega
juurt. Iga sellise paari korral liilitatakse suurema juure-votmega puu ahelast
vélja ning lisatakse teise juurele esimeseks alampuuks. Edasises tuleb arves-
tada, et niisuguse operatsiooni tagajarjel vois tekkida ka vordsete astmetega
juurte kolmik. Sellisel juhul asutakse vaatlema kolmiku kahte viimast lii-
li, jattes esimese muutumatuks. Binomiaalkuhjade ithendamist rakendatakse
muuhulgas ka mitmetes teistes kuhjatootlusoperatsioonides alamprotseduu-
rina.

Kirje lisamiseks binomiaalkuhja tehakse algul lisatavast tipust omaette
binomiaalkuhi ja siis ithendatakse see antud kuhjaga.

Vihima votmega kirje votmiseks sooritatakse jirgmised tegevused:

— otsitakse vihima votmega kirjet sisaldav juur p, loetakse selles olev kirje
ja liilitatakse tipp p juurahelast vélja (saadakse kuhi H ilma puuta p);

— p alampuudest tehakse teine kuhi H’, iihendades tipu p alluvad vastu-
pidises jarjekorras (paremalt vasakule) uueks juurahelaks;

— ithendatakse kuhjad H ja H'.

Votme viihendamise puhul toimitakse nagu kahendkuhjas (votme suu-
renemisel): vastavas puus viiakse muutunud votmega kirje iilespoole oma
oigele kohale, tehes jarjestikuseid kirjete vahetusi iilemustega.

Antud tipu eemaldamiseks asendatakse eemaldatavas tipus oleva kirje
voti viikese vddrtusega (—oo), seejérel toimitakse nagu ikka votme véihene-
mise puhul ning rakendatakse siis vihima kirje votmise protseduuri.

Koik iilalkirjeldatud binomiaalkuhja operatsioonid on ajalise keerukusega
O(logn).
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Sorteerimine

Kaéesolevas vaatleme arvujarjendi sorteerimise iilesannet, mille kohaselt
tuleb antud n-komponendilise andmestruktuuri komponentide ay, as, ... ,a,
vaartused iimber paigutada selliselt, et kehtiks a1 < as < ... < ay.

Esitatavate algoritmide eeskujul saab vajaduse korral holpsasti konst-
rueerida ka programmid keerukamate objektide jarjestamiseks. Kirjete hulga
sorteerimine seisneb tavaliselt nende iimberpaigutamises votmete teatavasse,
nditeks mittekahanevasse jarjekorda. Sorteerimisprogrammides tuleb valtida
igasuguseid liigseid operatsioone, sest tegemist on niigi iisna aeganoudva t60-
ga: nagu allpool selgub, on parimate sorteerimisalgoritmide ajaline keerukus
O(nlogn) ning tildjuhul polegi lootust leida paremat meetodit. Pikkade kirje-
te jarjendi korral loobutakse harilikult nende endi iimberpaigutamisest ja jér-
jestuse leidmiseks sorteeritakse hoopis paarid <wote, viit vastavale kirjele>.

Kirjete sorteerimisel tuleb vahel silmas pidada ka vordsete votmetega kir-
jete omavahelist jarjekorda. Sorteerimismeetodit voi -algoritmi nimetatakse
stabiilseks, kui selle rakendamisel vordsete votmetega kirjete omavaheline
jarjestus ei muutu.

Paremate ja iihtlasi keerukamate sorteerimismeetodite eelised ilmnevad
muidugi alles suuremate (sadadesse ulatuvate) n véértuste puhul. Lithikeste
jarjendite sorteerimiseks voib edukalt rakendada lihtsamaid algoritme, mille
ajaline keerukus on O(n?). Jirgmises jaotises tutvumegi ithe O(n?) meetodi-
ga, millel on mitmeid eeliseid teiste omataoliste ees ning mis leiab kasutamist
ka monedes keerukamates algoritmides alamprotseduurina lithemate voi siis
,peaaegu” sorteeritud osajirjendite korrastamiseks.

29
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4.1 Pistemeetod

Pistemeetodi idee pohineb eeskitt vélimise tsiikli invariandil (vt. joonis
4.1): kui jarjendist on l&bi vaadatud i — 1 esimest elementi, siis on need ka
juba seatud mittekahanevasse jérjestusse.

p_sorteerida(a,n)

*1=2,3,...,n
---ap < ay <LK G
b:=a;; j:=i1—1
- - - otsida b-le sobiv koht ay,as, ... ,a;_; seas
Q5 S b?
- - - leitud koht: ;44
=
ajy1 :=a; - -- nihutada a; iihe koha vorra paremale
j R
j=07
- - - b sobib esimesele kohale, st. leitud koht on a; ehk a;4q
<
ajy1:=0b - -- véartuse b salvestamine leitud kohale

Joonis 4.1: Pistemeetodi algoritm.

Tsiikli samm seisneb parajasti vaatlusel oleva elemendi a; “pistmises” so-
bivasse kohta talle eelnevate elementide seas. Vaadeldava elemendi vaartus
salvestatakse muutujasse b, seejirel otsitakse (sisemises tsiiklis) koht kuhu
see voiks sobida, vaadates jarestikuselt labi elemendid a;_1, a;_o,... . VAdr-
tused, mis osutuvad suuremaks kui b, nihutatakse iihe koha vorra paremale,
et teha ruumi piste sooritamiseks. Niipea, kui joutakse elemendini a; < b
vOi juba jérjendi algusesse (j = 0), ongi vahelelisamiseks sobiv koht kées
ja saab salvestada ,meelespeetud” vaartuse: a;i; := b. Sellega on tagatud



4.1. PISTEMEETOD 61

invariandi kehtivus {ihe vorra pikema jarjendi aq,as, ... ,a; korral ning voib
alustada jargmist tsiikli sammu. On selge, et pirast viimast sammu, kus a,
pistetakse sobivasse kohta a; < ao < ... < a,_; seas, saadaksegi otsitav
mittekahanevalt sorteeritud jarjend.

Pistemeetod on stabiilne.

Ebasoodsaimaks juhuks pistemeetodi jaoks on kahanev ldhtejarjend, sest
siis iga vaadeldav element sobib just esimeseks talle eelnevas jarjendiosas ning
sisemises tsiiklis tehakse iga ¢ korral 7 — 1 vordlemist. Jéarelikult pistemeeto-
di ajaline keerukus halvimal juhul on ©(n?). Sama hinnang kehtib paraku
ka keskmisel juhul, kuna iga a; (i = 2,3,...,n) korral tuleb 14bi vaadata
keskmiselt (i — 1)/2 talle eelnevat elementi.

Pistemeetodi idee on rakendatav ka lihtahela sorteerimiseks (vt. joonis
4.2). Tuleb ainult arvestada, et lihtahelas saab litkuda vaid tihes suunas.
Seetottu peab sisemises tsiiklis pistekoha otsimist alustama ahela algusest.

p_sorteerida__ahel(p)
- - - Antud: mittetiihi paisega lihtahel p
- - - Tulemus: ahel p sorteeritud votmete .a jérgi
- - - viitade iimberkorraldamise teel

- - - Abimuutujad: qq,q — tandem véalimises tsiiklis
--- rr,r — tandem sisemises tsiiklis

*x qq := p.viit; (q:=qq.viit) # A; qq:=q

*rre=p; (r:=rroviit) #q, rr.=r
| pistekoha otsimine osas p...q
r.a>q.a?
- - - koht leitud, pista liige q liikmete rr ja r vahele:
qq.viit .= q.vut; gt ;=1 rrooiit ==q

Joonis 4.2: Lihtahela sorteerimine pistemeetodil.
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4.2 Kiirmeetod

Kiirematest meetoditest oleme juba tutvunud kuhjameetodiga. Prakti-
kas on vaieldamatult soosituimaks nn. kiirjarjestusmeetod ehk kiirmeetod
keskmise ajalise keerukusega O(nlogn). Asjaolu, et halvimal juhul osutub
keerukuse hinnanguks O(n?), selle meetodi tegelikku praktilist téhtsust olu-
liselt ei vihenda. Kiirmeetodil pohinevad sorteerimisprogrammid tdétavad
reeglina koige kiiremini.

Kiirmeetod on tiiiipiline jaga-ja-valitse laadi algoritm (vt. joonis 4.4).
Esialgne iilesanne jagatakse kaheks viiksema mahuga iilesandeks, mis siis
omakorda lahendatakse samal meetodil rekursiivselt; alamiilesannete lahen-
dustulemuste pohjal leitakse esialgse iilesande lahend. Antud juhul osutub
keerukamaks just ,,jagamise* etapp, kus antud viartused sorteeritakse sel-
liselt, et jarjendi esimesse ossa jiddvad viiksemad, teise ossa aga suuremad
elemendid. Oluline on asjaolu, et iikski element esimeses osas ei ole suurem
iihestki teise osa elemendist. Tédnu sellele saabki jarjendi kummagi osa niiiid
omaette sorteerida. Pérast osade sorteerimist osutub sorteerituks ka kogu
jarjend. Seega ,valitsemise” etapp siin tegelikult puudub: alamiilesannete la-
hendustulemustest esialgse iilesande lahenduse saamiseks pole tarvis midagi
teha.

Jaotamise pohitsiiklis funktsioonis jaotada (vt. joonis 4.4) vorreldakse
jarjendi elemente arvuga b, mida voib vaadelda kui ,yveelahet” kahe otsitava
osa vahel. Nimelt need védrtused, mis ei iileta suurust b, tuuakse algusos-
sa ja need, mis pole b-st viiksemad, viiakse jérjendi lopuossa. Joonisel 4.3
on kujutatud 9-elemendiline ldhtemassiiv ja selle seis pérast jaotamist, kui
veelahkmeks on 31.

Vaadeldaval juhul kasutatakse jaotamise funktsioonis jaotada veelahkme-
na seda vaartust, mis asus parameetrina antud jarjendis esikohal. Tegelikult
on aga b vabalt valitav. Koige soodsam on muidugi selline veelahe, millest
molemale poole jadb enam-vihem {ihepalju viartusi, halvim aga selline, mille
korral ithte poolde satub vaid iiks element (péris tiihjaks ei saa kumbki osa
jadda). Viga ebavordsete poolte puhul suureneb oluliselt rekursiivsete raken-
duste arv ja seega ka sorteerimiseks kuluv aeg. Viimasest asjaolust tulenebki
oigupoolest kiirmeetodi O(n?) hinnang halvimal juhul. Meetodi paljud modi-



4.2. KIIRMEETOD 63

31,69 | 12| 16| 70| 31| 16| 69 50

16| 31 | 12| 16| 70| 69 31 | 69 | 50

Joonis 4.3: Jaotamise niide.

fikatsioonid sédtestavad mitmesuguseid erilisi veelahkme méadramise votteid.

Kiirmeetodi praktilisel realiseerimisel on otstarbekohane kavandada liihi-
keste osajéirjendite sorteerimine pistemeetodi abil (vt. joonis 4.5). Pérast
jarjekordse jaotuse leidmist on aga moistlik esmalt jatkata just liihema osaga,
et vihendada rekursiooni siigavust ja seega ka vajaliku lisamélu mahtu.

Paneme téhele, et kiirsorteerimisel kasutatakse pistemeetodi lihtsustatud
varianti (vt. funktsioon p_ sorteerida osa joonisel 4.5), kus sisemises tsiiklis
puudub tsiikliloendaja j vihenemispiiri kontroll (j > k). Uldjuhul eelneb ju
vaadeldavale osale selline jarjendi osa, kus iikski element ei ole suurem iihest-
ki vaadeldavast elemendist ay, agiq, ... ,a;. Jarelikult, kui pistekoha otsimisel
indeks j omandab juba vidrtuse k& — 1, siis lopeb sisemine tsiikkel ap_; < b
tottu. Selline loomulik toke puudub vaid koige esimesel osajarjendil, mis-
tottu tulebki enne protseduuri k_sorteerida rakendamist massiivi esimese
elemendi ette lisada veel ekstra viike vidrtus (—oo).

Peale tundlikkuse ,ebasoodsate lahtejarjendite suhtes osutuvad kiirmee-
todi puudusteks veel ebastabiilsus ja mitterakendatavus lihtahela sorteeri-
miseks. Jargnevas vaadeldav {ihildamismeetod on nendest puudustest vaba,
olles seega heaks alternatiiviks kiirmeetodile.
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kiir _sorteerida(a,i, j)

1<7?
k := jaotada(a,i, j)
- - - elementide a;, a;y1, ... ,a; vdartused ei ole suuremad kui
- - - elementide aj41, 42, . .. ,a; vadrtused;

- - - kumbki osa sorteeritakse eraldi:
kiir _sorteerida(a, i, k)
kiir _sorteerida(a, k + 1, )

jaotada(a, i, j)
- - - Antud: jérjend a;, ait1, ... ,a;
- - - Tulemus: jarjendi elemendid iimber paigutatud selliselt, et algus-
--- osas olevad véaértused ei iileta lopuosas asuvaid véartusi;
--- tagastatakse jaotuskoht — algusosa viimase elem. indeks

b:=a;; --- suurus b voetakse jaotamise "veelahkmeks".
1 ——; J++

- - - algusosa on valmis elemendini a; ja lopuosa elemendini a;:
- - - q;-le eelnevad védartused el tileta suurust b

- - - aj-le jargnevad véartused pole viiksemad kui b

[*(;a_—; >0b;) --- otsida véikest Iopust tulles

[*(; ayri <b3) --- otsida suurt algusest tulles
i>77?

ki

() - - - algus- ja Iopuosa on kokku saanud
a; :==: a;; - - - vaike paigutub algus-, suur aga Iopuossa

ir_sorteerida(a,1,n); - - - jirjendi ay,as,... ,a, sorteerimine

Joonis 4.4: Sorteerimine kiirmeetodil.
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k_sorteerida(a,i, j)
j—i<127?
- - - liihike jiirjend sorteeritakse pistemeetodil

p_sorteerida_osa(a,i,j)
%
k := jaotada(a,i,j)

k—i<j—k?
- - - lithem osa sorteeritakse enne
k_sorteerida(a,i,k); k_sorteerida(a,k + 1, 7)

k_sorteerida(a,k + 1,7); k__sorteerida(a, i, k)

p_sorteerida_osa(a, k1)

*1=k+1,k+2...,1

b= a;
[x(j:=i—1; a; >b; j——) ajs1 :=a;
Ajp1 = b
- - - jarjendi aq, as, . .. ,a, Sorteerimine:
ap := —o0; - - - alumine toke esimesele osajérjendile

k_sorteerida(a,1,n);

Joonis 4.5: Kiirmeetodi taiustatud variant.
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4.3 Uhildusmeetod

Ka iithildusmeetod (vt. joonis 4.6) ehk poimemeetod pohineb jaga-ja-
valitse ideel. Kuid erinevalt kiirmeetodist toimub siin jagamine triviaalselt:
igal sammul jaotatakse sorteeritav (osa)jarjend lihtsalt kaheks vordse (voi
siis ithe vorra erineva) pikkusega pooleks. Molemale poolele rakendatakse
rekursiivselt sedasama protseduuri. Té6mahukamaks osutub aga just “valit-
semine”: sorteeritud poolte iihendamine ehk iihildamine, poimimine iiheks
sorteeritud jarjendiks.

Kuna poolte méaramine toimub taiesti soltumatult n-elemendilise ldhte-
jarjendi elementide vadrtustest, siis on selge, et algoritmi rekursiivse pohiosa
rakenduste arv on igal juhul O(logn) ning mingit eriti halba algandmete
juhtu ei saagi olla. Uhe n-elemendilise sorteeritud jirjendi kokkuseadmiseks
kahe lithema sorteeritud jarjendi elementidest (vt. protseduur hildada joo-
nisel 4.6) kulub aega O(n). Jarelikult ithildusmeetodi ajaline keerukus on
O(nlogn). Uhildamise etapil pole pdhjust vordsete votmetega elementide
omavahelist jérjestust muuta ning iihildusmeetod realiseeritakse alati sta-
biilsena.

Uhildusmeetodi praktilise kasutamise teeb ebamugavamaks asjaolu, et
massiivina esitatud jarjendi sorteerimisel tuleb (ithildamise alamprotseduu-
ris) kasutada lisaméalu mahus Q(n). Seevastu aga lihtahela saab sellel meetodil
sorteerida ilma lisamélu appi votmata.

Joonistel 4.7 ja 4.9 ongi esitatud iiks moodus lihtahela sorteerimiseks
tihildusmeetodil. Algoritmi dhildada_ ahelad (joonis 4.9) tsiikli invarianti ise-
loomustab joonis 4.8.
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tihil _sorteerida(a, i, j)
1<]?

k= [(+)/2]

- - - kumbki osa sorteeritakse eraldi:

tihil _sorteerida(a, i, k)

tihil _sorteerida(a,k + 1, 7)

- --osad aj,...,Q} ja Qpy1,.-. ,a; sorteeritud

thildada(a, i, k, j); - - - poimida osad sorteeritud jérjendiks a;, ... ,a;

ihildada(a, i, k, )

- - - Antud: kaks sorteeritud naaberosa:

- - a; < Qip1 < ... < Qg Ja Gy < Qg < ... < a4
- - - Tulemus: antud osad tihildatud:

--- a; L Qjp1 S -0 S A < Ay S Qg2 < ... < Q4
- - - abimassiiv: ¢i,¢a, ... ,Cj_it1

- - - indeksid: 11 - esimesel osal; 12 - teisel osal; m - abimassiivil
il:=14; 12:=k+1;, m:=1

i1 >k?

- - - kui esimene osa ammendatud, siis teise osa lopp jaab oma kohale
<

12>7 7
- - - kui teine osa ammendatud,

- - - siis ka esimese osa lopp kopeerida uuele kohale:
[xG k> ;) aj-_ :=ap_

- - - molemas osas on veel elemente, nendest vahim lisada abimassiivi:
Cmtt = (i1 < ai2)? Gingy © Giogy

- - - kopeerida abimassiivi kantud elemendid tagasi massiivi a:
[x(m=1...m—=1) a4y :=cp,

tihil _sorteerida(a,1,n); - - - jdrjendi ay,as,... ,a, sorteerimine

Joonis 4.6: Sorteerimine ithildusmeetodil.
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ii_sorteerida(p, k)

- - - Antud: sorteeritav (péisega) lihtahel p,

- - - milles on k liiget (péist arvestamata)

- - - Tulemus: antud lihtahel sorteeritud viitade timberkorraldamise teel;
--- tagastatakse viit ahela viimasele liikmele

E<L1?
< (p.viit)
r:=i_sorteerida(p, | k/2])
ii_sorteerida(r, [k/2])
<— (thildada_ahelad(p, |k/2|, 7, [k/2]))

Joonis 4.7: Lihtahela sorteerimine iihildusmeetodil (dhildada ahelad — vt.
joonis 4.9).

Joonis 4.8: Invariantne olukord lihtahelate iihildamise tsiiklis joonisel 4.9.
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tihildada __ahelad(p,n,r,m)

- - - Antud: kaks sorteeritud ahelat (alamahelad mingis holmava ahelas);
--- ahelate esimesed liikmed on vastavalt p.viit ja r.viit;

--- ahelas p on n liiget, ahelas r on m liiget

- - - Tulemus: antud ahelad iihildatud viitade iimberkorraldamise teel
--- jérgmiselt:

- - - kui p0 on parameetrina antud viida p véartus, siis uus ahel,
--- mis algab liikkmest p0.viit, ihendab molemate ldhteahelate
--- koik liikkmed vélja .a mittekahanemise jérjekorras;

--- tagastatakse viit iihendahela viimasele liikmele

- - - p on tihtlasi ka viit viimasena tihildatud liikmele

n=07?
- - - esimene ahel on ammendatud, minna teise ahela loppu:
[* (m) r = rwiit

(r)
m=07?
- - - teine ahel on ammendatud, minna esimese ahela loppu:

[* (n) p:= p.wviit

(p)
- - - valida jarjekordne liige ahelast p voi r
p.vitt.a < rotit.a 7
- - - p-liikkme iihildamine (viitasid pole tarvis muuta)
n——; p:=p.iit

<_ -
- - - r-liikme iihildamine
m ——
- - - liige r lisada iihendahela loppu:
s:=r.wiit; --- s on lisatav liige
rowiit = s.viit; s.viit 1= p.viit; poont = s

p:=s; - -- lihendahela viimase liikkme viit

Joonis 4.9: Lihtahelate iithildamine.
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4.4 Sorteerimise ajalise keerukuse alampiir

Koik eespool vaadeldud sorteerimismeetodid pohinevad antud jarjendi
elementide vordlemisel, kas paarikaupa omavahel voi siis ka mone véljavalitud
vidrtusega. Nende meetodite ajalist keerukust hinnataksegi kui funktsiooni,
mis viljendab sorteerimise kidigus sooritatavate vordlemiste arvu soltuvust
ldhtejdrjendi elementide arvust.

Olgu A suvaline seda tiiiipi algoritm. Niitame, et n-elemendilise jéarjendi
sorteerimisel on vordlemiste arv Q(nlogn).

Suvalise fikseeritud n > 1 korral saame konstrueerida vordlemiste puu
ehk nn. otsustuste puu jargmisel viisil. Puu lehtedeks votame koik voima-
likud n elemendi permutatsioonid. Seega iga leht vastab parajasti iihele voi-
malikule tulemusele, mis saadakse algoritmi A rakendamisel n-elemendilise
jarjendi sorteerimiseks. Solmedeks selles puus on vordlemistehted, kusjuures
vorreldavad elemendid on antud oma konkreetsete indeksitega. Solme v va-
sakuks alluvaks on see vordlemistehe, mis algoritmi A kohaselt tehakse siis,
kui vordlemine v andis negatiivse tulemuse, ja paremaks alluvaks vordlemis-
tehe, mis jargmisena taidetakse v positiivse tulemuse puhul. Lehe [ iilemuseks
on vordlemistehe, mis sooritatakse viimasena enne jarjendi loplikku seadmist
(sorteerimist) permutatsioonile [ vastavasse jarjestusse. Juureks on algoritmis
A koige esimesena teostatav vordlemine. Igale konkreetsele n-elemendilisele
jarjendile vastab parajasti iiks tee selles otsustuste puus, mis kujutab algorit-
mi taitmise kulgu 1dbi vordlemiskéskude just selle jarjendi sorteerimise ajal.
Lithim tee juurtipust lehte vastab soodsaimale juhule, suurim teepikkus (ehk
puu korgus) aga néitab halvimal juhul sooritatavate vordlemiste arvu. Kuna
selline puu on konstrueeritav iga vaadeldavat tiiiipi algoritmi (ja iga n) kor-
ral, siis on sorteerimisalgoritmi ajalise keerukuse alumiseks piiriks otsustuste
puu minimaalne korgus.

Arvutame niitid m-lehelise kahendpuu vdhima korguse. Kui iihetipulise
puu korguseks lugeda null, siis téielikus kahendpuus korgusega h > 0 on ilm-
selt 2" lehte. Tielik kahendpuu on ka koige leherikkam, sest igale mittetiieli-
kule kahendpuule saab lisada vihemalt {ihe lehe ilma korgust suurendamata.
Jarelikult suvalise m-lehelise kahendpuu korral

m < 2" ehk h > log, m.
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st. m-lehelise kahendpuu korgus ei ole vdiksem kui log, m.
Otsustuste puus on m = n! (s.0. n elemendi permutatsioonide arv) lehte,
seega saame korguse hinnanguks h > log,(n!). Stirlingi valemi

n n+(1/12n)
27m<ﬁ) <n!' < \/27m<ﬁ)
e e

pohjal n! > (). Niisiis
e

h > nlog,n — nlog,e.

Jarelikult otsustuste puu minimalne korgus on O(nlogn). Seega ka vordle-
mistel pohineva suvalise sorteerimisalgoritmi ajaline keerukus halvimal juhul
on Q(nlogn).
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4.5 Sorteerimise erimeetodeid

Eelmises jaotises leitud keerukuse alampiir on iildise iseloomuga ning
kehtib juhul, kui iilesandeks on suvalise etteantud arvujérjendi sorteerimi-
ne. Tegelikult saab teatavaid monevorra kitsendatud sorteerimisiilesandeid
lahendada ka O(n) ajaga. Lihtsaks néiteks on selline juht, kus piirdutakse
jarjenditega, milles vaid vihima viartusega element on “rivist véljas”. Siis
pole motet rakendada O(nlogn) meetodit, vaid voib otsida vihima vAdrtuse
jarjendis ja pista selle siis esimesele kohale kokku ©(n) ajaga. Nagu alljarg-
nevas ndeme, saab lineaarse ajaga lahendada ka mérksa vihem kitsendatud
sorteerimisiilesandeid. Paraku kasutavad koik vaadeldavad erimeetodid abi-
mélu mahus Q(n).

Loendamismeetodi korral eeldatakse, et 1 <a; < kigai=1,2,...,n
korral, ning k& on O(n). Jarjendi iga elemendi jaoks leitakse temast viiksema-
te elementide arv [;. Juhul, kui jarjendis ei ole korduvaid vaartusi, naitabki
suurus [; + 1 kohta, kus tulemusjérjendis peab paiknema a; esialgne vaartus.
Moénevorra komplitseerib loendamismeetodi algoritmi (vt. joonis 4.10) vaja-
dus arvestada ka korduvate vidrtustega. Loendamismeetod on stabiilne ja
ajalise keerukusega O(n).

Positsioonimeetod eeldab, et sorteeritavateks vaartusteks on no. liit-
votmed. Iga vadrtus koosneb d positsioonist, positsioonis aga paikneb arv
hulgast K = {0,1,...k}, kus k& on O(n). Seega sorteeritakse d-numbrilisi
arve, mis on kujutatud positsioonilises arvusiisteemis alusel &£ + 1. Vastava
algoritmi (vt. joonis 4.11) pohitsiiklis vaadatakse antud jarjend 14bi d kor-
da, i-ndal tsiikli sammul sorteeritakse vaidrtused lopust i-ndal kohal oleva
positsiooni jérgi (mittekahanevalt). Alamalgoritmina saab rakendada loen-
damismeetodit. Peale kiiruse on siin tdhtis ka viimase stabiilsus. Algoritmi
t00 tulemuseks on positsioonide kaupa leksikograafiliselt sorteeritud jérjend.
Niiteks n =7, d =3, K ={0,1,...,9} ja lahtejarjendi

620 457 657 839 436 720 355
puhul toimub sorteerimine jargmiselt:

1=1: 620 720 355 436 457 657 839

1=2: 620 720 436 839 355 457 657

1 =3: 355 436 457 620 657 720 839
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loend _sorteerida(a,n)

- - - abimassiivid: ¢y, co, ... ¢ by, bo, ... by
[x(j=1,2,...,k) ¢; :==0; - - - loendurite nullimine
[« (i=1,2,...,n) co ++
- --¢j(1 < j < k) on nende elementide arv, mille viartuseks on j
[x(i=2,3...,k)ci+= ¢y
- --¢j(1 £ j < k) on nende elementide arv, mille viartus ei tileta j
- - - sorteerida massiivist a massiivi b:

*xt=n,n—1,...,1
j:: Cai -
- - - j on koht, kuhu paigutada a;
bj = a;

- - - tulemus on massiivis b
[x(i=1,2,...,n) a;:=b; --- tulemus salvestada massiivi a

Joonis 4.10: Loendamismeetodi algoritm.

Positsioonimeetodi ajaline keerukus on O(n), tdpsemalt O(dn + nk).
Kimbumeetodi puhul on eelduseks, et koik vaidrtused kuuluvad pool-
16iku [0, 1) ja on sellel iihtlaselt jaotunud. Algoritmis (vt. joonis 4.12) kasu-
tatakse abistruktuuri, mis koosneb n lihtahelast. Ahelate péised salvestatakse
massiivina po, p1, ... , Pn_1. Kimbumeetodi ajaline keerukus on samuti O(n).
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posits__sorteerida(a,n)

xi=1,2,....d

Sorteerida loendamismeetodil massiiv aq, as, ... a,
elementide vaartuste (16pust) i-nda positsiooni jargi.

Joonis 4.11: Positsioonimeetodil sorteerimise pohimote.

kimp _sorteerida(a,n)

[x(;7=0,1,... ,n—1) teha tiihi kimp nr. j
wi=1,2,....n

pista elemendi a; vaartus sobivale kohale kimbus nr. |na; |
1:=1

- - - salvestada véiartused kimpudest tagasi massiivi a:

*xji=0,1,...,n—1

kimp nr. j ei ole tiihi ?
a4 < (kimp nr. j); - - - kimbust voetakse esimene

Joonis 4.12: Kimbumeetod.
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Sonetootlus

Olgu antud loplik stimbolite hulk ehk tdhestik S. Soneks tdhestikus S
nimetatakse suvalist selle hulga siimbolitest moodustatud jérjendit. Erijuhul
voib sones olla ka null siimbolit; sellist tiithja sonet tdhistame e. Sone t
elemente tahistame ¢[1],¢[2], ... , alamsonet (¢ alamjérjendit) ¢[i]t[i+1] . . . t[]]
aga téahisega tfi. .. j].

5.1 Alamsone otsimine

Sone s esineb sones t positsioonis 7, kui leidub j nii, et t[i...j] = s; sel
korral indeksit 7 nimetame ka s esinemiskohaks ehk esinemiseks sones ¢.

Alamsone otsimise iilesande korral on antud kaks sonet t ja s. Tuleb leida
koik sone s esinemised sones ¢ ning iga esinemise puhul sooritada teatav tege-
vus P. Eeldatakse, et protseduuri P sooritamise kdigus soned ¢ ja s ei muutu.
Alamsone otsimisega tuleb tihti tegeleda néiteks tekstitoimetites. Antud so-
net ¢, milles alamsonet otsitakse, nimetame edaspidi tekstiks, otsitavat sonet
aga otsisoneks. Kéesolevas jaotises kirjeldatavates algoritmides eeldatakse,
et globaalsetena on antud

— tekst t = ¢[1...n] ja selle pikkus n;

— otsisone s = s[1...m] ja selle pikkus m;

— protseduur P(k), kus parameetriks k& on otsisone esinemine tekstis.

Joonisel 5.1 on esitatud lihtne otsimisalgoritm. Viimase ajaline keeru-
kus on O((n —m + 1)m), kuna pohitsiiklit korratakse n — m + 1 korda ja

75
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otsida__alamsoned))
- - - Antud: tekst t pikkusega n ja otsisone s pikkusega m
--- ning protseduur P
- - - Tulemus: otsisone iga esinemise i korral tekstis
--- rakendatud protseduur P (i)

*x1=1,2,...., n—m+1

k := kokkulangevaid(i)
—--tfi itk —=1]=s[1... k]
B [? (k=m) P(i)

kokkulangevaid(i)
- - - Antud: teksti t positsioon i < n—m+ 1 ja otsisone s[1...m]
- - - Tulemus: tagastatakse kokkulangevate siimbolite arv otsisone
--- vordlemisel tekstiga alates teksti positsioonist 1

slj] # tli ++] 7
=D
<— (m)

Joonis 5.1: Lihtne alamsone otsimise algoritm.

funktsioonis kokkulangevaid tuleb halvimal juhul teha m sammu. Kui néi-
teks otsitakse alamsonesid, mille pikkus on kuni |n/2], siis lahendusaeg on
O(n?).

Leiduvad aga maérksa tohusamad moodused alamsone otsimise iilesande
lahendamiseks. Paremate meetodite ajaline keerukus on O(n+m). Peamiseks
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efektiivsuse tostmise teeks on teksti ja otsisone siimbolite varem sooritatud
vordlemistulemuste drakasutamine parajasti késiloleval otsimise etapil. Ole-
tame néiteks, et algoritmi otsida _alamsoned (vt. joonis 5.1) tsiikli i-ndal
sammul leitakse £ : 0 < k£ < m. Kuigi £ < m annab tunnistust otsi-
sone sobitamise katse ebadnnestumisest (teksti positsioonile i), oleme te-
gelikult saanud siiski rohkem informatsiooni. Nimelt on ju niiiid tuvasta-
tud, et otsisone esimesed k siimbolit langevad kokku teksti vastava osaga:
s[l...k] = t[i...i + k — 1]. Vaadeldavas lihtsas algoritmis seda tdiendavat
teadmist ignoreeritakse ning alustatakse jargmist sobitamise katset lihtsalt
teksti jirgmisest siimbolist ¢[i+1] (ja otsisone algusest). Sellega seoses tehakse
monevorra tarbetut téod: niitid ju pohitsiikli jargmisel sammul rakendata-
vas funktsioonis kokkulangevaid esimesed k — 1 vordlemist tehakse sisuliselt
otsisone enda siimbolite vahel. Selle jao vordlemistulemus soltub aga ainult
otsisonest ning on voimalik kindlaks teha otsisone eelneva analiilisimisega.
Otsisone eeltéotlus ongi kiiremate otsimismeetodite pohiideeks.

Olgu néiteks otsisoneks s = ’aabcaabeda’. Muuhulgas saab siis eelneva
analiiiisiga kindlaks teha jargmise toiga: kui selle otsisone sobitamise katsel
alates teksti positsioonist ¢ ilmneb erinevus tekstiga alles otsisone iiheksanda
stimboli (’d’) puhul, siis pole motet piitida seda otsisonet sobitada alates
teksti positsioonidest 7 4+ 1,7+ 2 ega 7 + 3. Veelgi enam, otsisone sisalduvust
tuleb kiill kontrollida alates teksti positsioonist 7 + 4, kuid seejuures voib
vahele jiatta nelja esimese siimboli vordlemise, sest need on kindlasti teksti
vastavate stimbolitega vordsed:

i J
tekst: a a b c a ab c¢c x vy y vy y
otsione: a a b ¢c a a b ¢ d a
uus katse: a a b ¢ a a b ¢ d a

Jargmine vorreldav siimbolipaar on antud juhul seega s[5] ja x. Kokkuvottes
kehtib antud otsisone s puhul vdide: kui sone s vordlemisel tekstiga esimene
erinevus ilmneb siimbolite s[9] ja t[j] korral, siis jargmisena tuleb vorrelda
stimboleid alates paarist s[5] ja t[j].

Analoogilise analiiiisi saab teha otsisone iga positsiooni jaoks. Uldiselt,

kui otsisone s esimesed k siimbolit langevad kokku tekstis siimbolile ¢[j] eel-
nevate stimbolitega ja s[k+ 1] # t[j], siis voib alates siimbolist ¢[j] vordlemist
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Tabel 5.1: Prefiksfunktsiooni naide.

¢ |12 3 4 5 6 7 8 9 10
sfij] la a b ¢ a a b ¢ d a
7@ ]0 1 0012 3 40 1

jitkata otsisone sellisele prefiksile jargnevast siimbolist, mis on otsisone osas
s[1...k] sufiksiks. Arusaadavalt tuleb jatkata pikima sellise prefiksi viimasest
stimbolist. Vaadeldud néites osutub sones s[1...8] = ’aabcaabc’ pikimaks
prefiksiks, mis leidub sufiksina ka selle osa lopus, sone 'aabc’.

Prefiksfunktsiooniks antud otsiséne s = s[1...m] korral nimetatakse
funktsiooni 7, mis igale indeksile & € {1,2,... ,m} seab vastavusse w(k) €
{0,1,...,k — 1} nii, et (k) on sone s[1...k] pikima sellise prefiksi pikkus,
mis vordub sone s[1...k] mingi (péris)sufiksiga.

Ulaltoodud niites vaadeldud otsiséne korral kasutasime tegelikult tema
prefiksfunktsiooni védrtust 7(8) = 4. Prefikfunktsiooni koik védrtused selle
otsisone korral on toodud tabelis 5.1.

Joonisel 5.2 esitatud Knuth-Morris-Pratti otsimisalgoritmis arvu-
tatakse koigepealt antud otsisone prefiksfunktsiooni vadrtused massiivina
T, T, ... ,Tm. Viimaseid kasutatakse jargnevas otsimise tsiiklis kiiremaks
edasiliikumiseks neil juhtudel, mil leitakse jérjekordne erinevate siimbolite
paar s[j + 1] # t[i] (ja j > 0). Saab néidata, et sellise otsimismeetodi ajaline
keerukus on O(n + m).

Prefiksfunktsiooni arvutamisel (vt. joonis 5.3) kiirendatakse jarjekordse
vaartuse 7 leidmist, kasutades juba leitud eelmisi viartusi my, mo,... , Tp_1.
Sisuliselt on siin ju samuti tegemist alamsone (prefiksi) otsimisega (sufiksi
kohal).

Knuth-Morris-Pratti algoritmi idee rafineeritud edasiarenduseks voib pi-
dada Boyer-Moore’i algoritmi. Selle kohaselt proovitakse otsisone tekstiga
sobitada paremalt vasakule, st. otsisone viimasest siimbolist alustades. Teks-
ti positsioone vaadeldakse ikka vasakult paremale liikudes. Niisugusel juhul
on eeliseks see, et esimese erinevuse s[k| # t[j] ilmnemisel saab vordlemisi
jatkata paarist s[A(¢[j]) + 1],¢[j + 1], kus A on funktsioon, mis vaadeldava
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KMP_otsida _alamsoned()

- - - abimassiiv: T, 7o, ... , Ty
arvutada__prefiksfunktsioon(n); - - - vt. joonis 5.3
j=0
xi=1,2,....n

---s[l...j] esineb t[1...i— 1] lopus
j=07?
- - - otsisonega tuleb alustada algusest

s[1] # t[i] ?
- - - kohe erinevus
< [
s =4[] jaj =0
%

slj+1]=1t}] ?
%

- - - leitud erinevus s[j + 1] # t[i]

J =
- - - jdrgmine vordlemisele tulev siimbol otsisénes on s[j + 1]

- - - on leitud kokkulangevus s[j + 1] = t[i]
[ (++j=m) Pli—m+1); j =,

Joonis 5.2: Knuth-Morris-Pratti algoritm alamsone otsimiseks.

tahestiku igale stimbolile o seab vastavusse o viimase esinemise (indeksi) so-
nes s; AM(o) = 0, kui o ei esine sones s. Nii nagu prefiksfunktsioon , nii
on ka A eelnevalt tabuleeritav. Loomulikult arvestatakse erinevuse pohjusta-
nud tekstisimboli viimase esinemiskohaga otsisones vaid siis, kui A(t[j]) < k.
Boyer-Moore’i algoritmis kombineeritakse A viartuste kasutamine prefiks-
funktsioonil pohineva liikumisega otsisones. Tépsemalt me seda siis ei késitle.
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arvutada__prefiksfunktsioon(r)
- - - Antud: massiiv 7y, T, ... , T, funktsiooni vairtuste salvestamiseks
- - - Tulemus: otsisone s[1...m]| prefiksfunktsiooni véértused salvestatud,
- - m; on funktsiooni vaartus kohal 1

- --on leitud m,... ,mTp_1

---s[l...j] esineb s[1...k — 1] Iopus
j=07

- - - alustada algusest

[7 (s[1] = s[k]) j++
P

slj+ 1] =s[k] ?

j++
%
- - - leitud erinevus s[j + 1] # s[k]
J=mj;; - - - jargmine vordlemisele tulev siimbol prefiksis
T =]

Joonis 5.3: Prefiksfunktsiooni arvutamine.

Hoopis teistsugust alamsone otsimise moodust rakendatakse Rabin-
Karpi algoritmis. Selle idee kohaselt késitletakse m-siimbolilist sonet tdhes-
tikus S kui m-kohalist arvu positsioonilises arvusiisteemis alusel d = |S].
Numbriteks on siimbolite jarjenumbrid 0,1,...,|S| — 1 t&hestikus S. Teiste
sonadega, ,originaalsone™ asemel vaadeldakse vastavatest numbritest koosne-
vaid jérjendeid ehk arve.

Niiteks, kui S = {a, b, ¢, d}, siis sonet 'acddab’ esindab neljandsiisteemi
arv 023301, =0 x 4° +2 x4 +3x 43 +3x 42 +0x4' +1x4° =
(0x4+2)x4+43)x4+3)x4+0)x4+1=753.

Uldiselt, sonele v = u[1 ... k] vastavaks arvuks on
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a(u) = (... ((u[l]d +u2])d + u[3])d + ... + u[k — 1])d + u[k],
mille véljaarvutamiseks kulub & — 1 liitmist ja samapalju korrutamistehteid.

Alamsone otsimise iilesande pohimotteline lahendusskeem on siis viga
lihtne: tuleb leida otsisonele vastav arv a(s), seejirel teksti koigile m-siimboli-
listele alamsonedele vastavad arvud af(t[l...m]), «(t[2...m + 1]), ... ,
a(tfn—m+1...n]). Sone esineb teksti positsioonis i parajasti siis, kui a(s) =
a(tli...i4+m — 1]). Seejuures ainult esimese alamone jaoks «(t[1...m]) ar-
vutamise aeg on O(m), iga jirgmise saame ajaga O(1), eemaldades eelmisest
esimese numbri ja lisades saadud arvu loppu uue numbri:
kui a(t[j...j+m—1]) =y, siisa(t[j+1...7+m]) = (y— Dt[j])d+t[j +m],
kus D = d™ !

Niiteks olgu téhestikus {a, b, ¢, d} tekstiks ’bcacddabac’ ja otsisoneks
iilalvaadeldud 'acddab’, millele vastab arv 753. Teksti esimesed kuus siimbolit
'beacdd’ annavad arvu 120233, = ((((1x4+2) x440) x4+2) x4+43) x443 =
1583. Jérgmisele kuuikule 'cacdda’ (2023304) vastav arv saadakse lihtsamalt:
(y — Dt[j])d +t[j + m] = (1583 — D x 1) x 4 + 0 = (1583 — 4°) x 4 = 2236.
Analoogiliselt saadakse kolmandale kuuikule ’acddab’ (0233014) vastav arv
(y— Dt[j])d+t[j+m] = (2236 — D x 2) x 4 +1 = (2236 —4° x 2) x 4 + 1 =
753. Kuna viimane on vordne otsisone pohjal arvutatud vaartusega, siis on
tuvastatud, et otsisone esimeseks esinemiseks on 3, st. antud otsisone esineb
antud tekstis alates kolmandast positsioonist (ega esine eespool).

Praktiliselt seda skeemi muidugi rakendada ei saa, sest sonedele vastavad
arvud tulevad véiga suured. Rabin-Karpi algoritmi (vt. joonis 5.4) kohaselt
tehakse aga koik arvutused (tédpsemalt — omistamised) modulo ¢, kus ¢ on
sobivalt valitud algarv. Niilid otsisone s ja mingi tekstiosa u jaoks arvutatud
suuruste = «a(s) mod ¢ ja y = a(u) mod ¢ erinevusest jareldub kiill s # u,
kuid x = y korral tuleb veel teha sonede s ja u téielik siimbolhaaval vordle-
mine. Sellel vaatamata on Rabin-Karpi algoritmi ajaline keerukus praktiliselt
O(n).

Joonisel 5.4 toodud algoritmi realiseerimisel arvutiprogrammina tuleks ¢
votta voimalikult suur, kuid nii, et korrutamine (d 4+ 1)q ei annaks iiletaitu-
mist. Esimese numbri eemaldamise operatsioon on soovitatav sooritada mitte
kujul y := (y — t[i]D) mod ¢, vaid hoopis kujul y := (y + dgq — t[i]D) mod g,
et viltida jadgi leidmist negatiivsest arvust.
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RK _otsida__alamsoned))

D:=1

[ (m —1) D := (Dd) mod ¢
---D=d™ ! mod ¢
r:=0; y:=0

xi=1,2,...,m

x:= (xd + s[i]) mod ¢
y = (yd + t[i]) mod ¢

- - - T on otsisonele s vastav arv
- - - y on teksti algusosale t[1...m] vastav arv
=1

II ~.

- - - y on arv, mis vastab teksti osale t[i...i +m — 1]

r=y?
- - - vordsete arvude korral tuleb veel sonesid vorrelda
[? (kokkulangevaid(i) = m) P(i); - - - vt. joonis 5.1

i=n—m-+17

- - - leida arv y jargmise tekstiosa jaoks

y:= (y — t[i]D) mod ¢; - - - eemaldada esimene number
y = (yd +t[i + m]) mod ¢; - - - lisada loppu uus number
1 ++; - -- jargmine positsioon tekstis

Joonis 5.4: Rabin-Karpi algoritm.
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5.2 Teksti pakkimine

Tavaliselt kasutatakse arvutis teksti séilitamisel fikseeritud pikkusega
siimbolikoode. Naiteks ASCII kooditabelis vastab igale siimbolile 8-bitiline
kahendkood. Sel korral n-stimbolilise teksti kujutiseks on bitisone pikkusega
8n. Tekstide kompaktsemaks esitamiseks ehk pakkimiseks arvuti vélismélus
voetakse kasutusele muutuva pikkusega siimbolikoodid. Efekt saavutatakse
sel teel, et sagedamini esinevatele siimbolitele seatakse vastavusse lithemad
koodid. Pakkimisprogrammides arvestatakse tavaliselt siimbolite esinemissa-
gedust just pakitavas tekstis, koostades selle jaoks oma spetsiifilise koodi-
tabeli. Viimane tuleb muidugi séilitada koos pakitud (st. selle tabeli alusel
kodeeritud) tekstiga, et tagada dekodeerimise voimalus. Teatava kokkuhoiu

annab juba see, et antud tekstiga seotud kooditabel on reeglina lithem kui
tildine (ASCII) tabel.

Olgu ¢ 320-siimboliline tekst, milles on iildse kokku vaid 13 erinevat stim-
bolit. Selle teksti ASCII-kujutis on 2560-bitiline. Kodeerides need 13 siim-
bolit aga néiteks 4-bitiliste kahendkoodidena, saame pérast teksti ¢ iimber-
kodeerimist 1280-bitilise kujutise. Mélu kokkuhoid on seega 50% (tosi kiill,
seda ilma uue kooditabeli séilitamiseks tarvilikku méluvajadust arvestama-
ta).

Vaatleme niiiid teksti kujutamist muutuva pikkusega stimbolikoodide abil,
millest tegelikult tuleneb peamine mélu kokkuhoid pakkimisel. Tavalise koo-
ditabeli asemel on siin aluseks nn. koodipuu.

Stimbolite hulga S koodipuuks nimetatakse kahendpuud, mille lehtedeks
on stimbolid hulgast S ja milles iga kaar vasakule alluvale on mérgendatud
numbriga 0 ning kaar paremale alluvale numbriga 1 (vt. joonis 5.5).

Stimboli s € S prefikskoodiks antud koodipuu korral nimetatakse mér-
gendite (biti)jarjendit teel juurtipust lehte s. Ilmselt ei pruugi prefikskoodid
olla koik iihepikkused.

Tegemist on toepoolest kodeerimisega, sest (1) siimboli selline kood on
tihene (kuna leidub vaid iiks tee juurest lehte), (2) erinevatele siimbolitele
vastavad erinevad koodid (liikudes juurtipust alla ja juhindudes {ihesugus-
test bitijarjenditest ei saa jouda erinevatesse lehtedesse). Nimetus prefikskood
tuleneb omadusest, et iihegi siimboli kood ei saa olla teise siimboli koodis
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b)

1 0

: 100
101
11

oo

c) ‘babcddabbbaa— 10001001011111010010010000

Joonis 5.5: Koodipuu (a), prefikskood (b) ja teksti kodeerimine (c).

prefiksiks. Tekstide kodeerimiseks sobib prefikskood eriti hésti seetottu, et
teksti saab kodeerida tavalisel viisil, kirjutades tekstis esinevate siimbolite
prefikskoodid lihtsalt iiksteise jéarele (mitte-prefikskood taolist kodeerimis-
viisi ei voimaldaks). Saadud bitijarjendi (s.o. teksti koodi) dekodeerimine
toimub koodipuu alusel. Jarjekordne siimbol leitakse litkudes koodipuu juur-
tipust alla, juhindudes seejuures teksti koodis leiduvatest bittidest (vasakult
paremale); joudnud leheni, on ka siimbol leitud: selleks ongi lehes olev siim-
bol. Jargmine bitt teksti koodis on juba esimeseks jargmise stimboli koodis
ning vastavalt tuleb ka koodipuus jille alustada juurest.

Uhe ja sama siimbolihulga S jaoks saab ehitada mitmeid koodipuid. Kées-
oleval juhul huvitab meid sellise koodipuu leidmine, kus suure esinemissage-
dusega stimbolid oleksid juurele voimalikult ldhedal. Antud teksti korral ni-
metatakse Huffmani puuks sellist koodipuud, millele vastavalt prefikskoo-
didena kodeeritud teksti pikkus osutub minimaalseks.

Huffmani puu konstrueerimise algoritm, nn. Huffmani algoritm leidub
joonisel 5.6 . Moodustatava puu tippudeks on kirjed < s, f,vasak, parem >,
kus véljal s asub stimbol hulgast S, f on reaalarv (lehe korral siimboli s
esinemissagedus), vasak ja parem — viidad alluvatele. S6lmede korral ei ka-
sutata vélja s ning lehtede korral viitasid alluvatele. Tippude hulk kasvab
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algoritmi taitmise kdigus. Eelistusjiarjekorrana @ (votme f suhtes) séilita-

Huffman(S)

85

- - - Antud: siimbolite hulk S, kus iga s € S korral méaératud veel tema

--- sagedus s.f
- - - Tulemus: Huffmani puu hulga S jaoks;
--- tagastatakse konstrueeritud puu juur

- - - abistruktuur: eelistusjérjekord @ (votme f jérgi)

Q:=S
- - - ) on nende tippude hulk, millel pole veel iilemust

* |S —1|

teha uus tipp r

rl < Q; rwasak :=rl
r2 < Q; r.parem :=r2
r.f :=rl.f+r2.f; --- f uuele tipule
- - - tipul r pole veel iilemust, lisada see tipp hulka Q):
Q<=r

<— (r)

Joonis 5.6: Huffmani algoritm optimaalse koodipuu leidmiseks.

- - - selle alluvateks votta kaks koige viiksema f vddrtusega tippu:

takse neid tippe, millel veel iilemust ei ole; () algviartuseks on hulgale S
vastavate kirjete (tulevaste lehtede) hulk. Igal tsiikli sammul eemaldatakse

hulgast @ kaks koige viiksema votmega tippu ja lisatakse iiks uus tipp (s6lm),

mille votmeks omistatakse eemaldatud tippude votmete summa. Lisatud tipu
alluvateks méaratakse hulgast ) eemaldatud tipud. Kuna kokkuvottes hulga
@ elementide arv viaheneb igal sammul iihe vorra, siis parast |S| — 1 sammu
on sinna jaanud vaid iiks tipp. See tdhendab, et koikidele teistele tippudele
on iilemused méaratud, jérelikult on puu valmis ning juurtipuks hulgas @

olev ainuke element.
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Kirjeldatud Huffmani algoritm on tiiiipiline nn. ahne algoritm, kus igal
sammul valitakse see voimalus, mis hetkel parim naib. Antud juhul lisatakse
varem puusse viaiksema sagedusega siimbolid, lootuses, et siis nad ka lopuks
puus suhteliselt allapoole jadvad ning kokkuvottes optimaalne koodipuu saa-
dakse. Saab toestada, et see lootus ennast siin toepoolest Gigustab (kéesolevas
me toestust ei esita). Reeglina on ahne algoritm lihtne, kuid néuab mahukat
pohjendamist. On selge, et mitte alati ei vii ahne taktika sihile. Néiteks kui
soovitakse odavalt sooritada pikem reis iihest linnast teise, kusjuures nende
linnade vahel puudub otseiihendus, siis ahne meetodi kohaselt tuleks iim-
beristumiseks valida see kolmas linn, kuhu esimesest koige odavamini saab.
Kokkuvottes voib aga nii alustatud reis hoopis kulukamaks osutuda kui mone
teise valiku puhul.

Teksti pakkimise protseduur on pohimotteliselt jargmine: arvutatakse iga
ASCII siimboli esinemise suhteline sagedus antud tekstis, leitakse Huffmani
puu, koostatakse selle alusel prefikskoodide tabel (jattes loomulikult vélja
tekstis puuduvad siimbolid) ja kodeeritakse tekst prefikskoodide abil. Pakitud
tekst salvestatakse koos dekodeerimiseks tarviliku koodipuuga.
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5.3 Pikima uihise osasone otsimine

Antud sone osasone saadakse temast monede siimbolite viljajatmise teel.
Osasone erijuhtudeks on tiihisone (vélja on jéetud koik siimbolid) ja sone ise
(vilja on jaetud null siimbolit).

Tépsemalt, sone u = u[l...k] (k > 0) on sone s = s[1...m| osasoneks,
kui v = € voi v = s voi sonel s leidub rangelt kasvav indeksite jérjend
i1, 09, ..., selliselt, et s[i;] = ulj] iga j = 1,2,...,k korral. Néiteks ‘bbd
on sone ‘aabcabeda’ osasone (indeksitega 3,6,8 pikemal sonel).

Antud kahe sone s ja t korral 6eldakse, et sone u on nende iihine osasone
ehk iihissone, kui u on nii s kui ka ¢ osasoneks.

Kéesolevas vaatleme iilesannet, mille kohaselt tuleb leida kahe sone pikim
ithissone. Néiteks sonede ‘aabcbdab‘ ja ‘bbdcaba‘ puhul on selle iilesande
vastuseks ‘bbdab‘. Sénede s ja ¢ pikimat iihissonet tihistame ka PU (s, t).
Kobigi voimaluste lihtne libivaatamine, kus kontrollitakse sone s = s[1...m]
iga osasone sisalduvust sones t, oleks antud juhul liiga aeganoudev. On ju
m-stimbolilise sone osasonede arvuks indeksite hulga {1,2,... ,m} alamhul-
kade arv 2. Onneks osutub voimalikuks pikima iihisséne otsimise iilesanne
taandada véiksema arvu (tdpsemalt mn) lihtsamate alamiilesannete lahen-
damisele.

Té#histame sone x esimesest [ siimbolist koosnevat prefiksit tédhisega x|;, st.
x|, = z[1...[]. Pikima {ihissone otsimise iilesannet voimaldavad lihtsustada
jargmised omadused.

Olgu sonede s = s[1...m] ja t = t[1...n] korral leitud nende pikim
tihissone u = u[l ... k].

Omadus 1. Kui s[m] = t[n], siis ulk] = s[m] = t[n] ja PU(s|m_1,t|n_1) =
g1

Toepoolest, kui u[k] # s[m], siis sone u[l]...u[k]s[m] oleks s ja ¢ iihis-
soneks (pikkusega k + 1), mis oleks vastuolus eeldusega u = PU (s, t). Jareli-
kult u[k] = s[m] = t[n]. Kui aga nii, siis u|;_1 on $|,,_1 ja t|,_1 tihine osasone
pikkusega k — 1. Naitame, et u|y_y on ka $|,,_1 ja t|,_1 pikimaks {ihissoneks.
Oletame vastuvéiteliselt, et leidub s|,, 1 ja t|,_; ithissone w, mille pikkus on
suurem kui & — 1. Sel korral osutub siimboliga s[m] = t[n] tédiendatud sone
ws[m] (mille pikkus on suurem kui k) sénede s ja t iihissoneks. See on aga
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vastuolus eeldusega, et s ja ¢ pikimaks {ihissoneks on u (pikkusega k).
Omadus 2. Kui s[m] # t[n], siis u[k] # s[m] korral PU(s|m1,1) = u.
Toepoolest, kui ulk] # s[m], siis sone u pikkusega k peab olema sonede

S|m_1 ja t iihissoneks. Kui leiduks sénede sl,, 1 ja t k-st suurema pikkusega

thissone w, siis oleks w ka s ja t iihissoneks. See aga on vastuolus eeldusega,

et s ja t pikimaks {ihissoneks on u (pikkusega k).

Omadus 3. Kui s[m] # t[n], siis u[k] # t[n] korral PU(s,t|n,—1) = u.
(Stimmeetriline omadusega 2.)

Ténu nendele omadustele saame sonede s = s[1...m] jat = t[1...n]
pikima iihissone u leida jargmise iildise skeemi alusel, vaadeldes vaid erineva
pikkusega prefikseid:

kui s[m] = t[n], siis u = PU(8|m_1,t|n_1)s[m);

kui s[m] # t[n], siis u on pikim kahest sonest PU(s|n_1,t) ja
PU(s,t|n_1).

PU(s, t)

(s=aVvii=a?

<— (¢)

g[m] = t[n] ?

< (PU(§|mf1,t|nfl>5[m])
Uy = PU(5|m71at>
Uy = PU(Sv tln-1)
|u1| > |U2| ?

<— (w1)

<— (u2)

Joonis 5.7: Pikima iihissone otsimise eksponentsiaalse keerukusega algoritm.

Uldise lahendusskeemi otsene realiseerimine annab dirmiselt ebaefektiiv-
se rekursiivse algoritmi (vt. joonis 5.7). Selle ajaline keerukus on eksponent-
siaalne no. “kattuvate” alamiilesannete tottu: algoritmi taitmisel lahendataks
iihte ja sama konkreetset alamiilesannet korduvalt. Naiteks selleks, et lei-
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da PU(s|s,t|s) voib tarvis minna nii suurust PU(s|r, t|7) kui ka PU(s|r, t|s)
kui ka PU(s|s,t|7). Rekursiivse algoritmi teeb siinjuures kohmakaks see, et
niisuguste alamiilesannete tulemusi liheb vaja korduvalt: ka PU (slg, t|7) ar-
vutamisel vib vaja minna suurust PU(s|7,t|7) jne. Rekursiooni puhul aga
hakatakse koiki vajalikke alamiilesandeid lahendama no. algusest peale.

Lihtsama naitena rekursiivse meetodi sobimatusest voib tuua n-nda Fi-
bonacci arvu f, leidmise iilesande. Vahetult definitsioonist

fo=0,
fi=1,
fn = foo1+ faoo, kuin >1
ldhtudes koostatud rekursiivne algoritm osutub tarbetult toomahukaks.

Kattuvate konkreetsete alamiilesannete juhul on sobivaks alternatiiviks
rekursiivsele meetodile nn. diinaamilise kavandamise meetod. Viimase
all moistetakse iteratiivset "alt-liles” algoritmi, milles igal sammul salvesta-
takse need konkreetsete alamiilesannete lahendustulemused, mida jargmistel
sammudel veel vaja voib minna. Fibonacci arvu leidmise juures tdhendaks
see arvutamist jarjekorras fs, f3,..., fn, kusjuures kogu aeg peetakse meeles
kahel eelmisel sammul leitud arvupaari.

Vaadeldaval juhul tekitab veel lisaraskusi see, et siilitatavateks vahetule-
museks on (osa)soned. Viimaste meelespidamine on omaette probleem, néi-
teks ei ole otstarbekohane salvestada vastavaid indeksite jarjendeid.

Algoritmis joonisel 5.8 on diinaamilisel kavandamisel abistruktuurideks
kaks maatriksit ¢ ja b. Maatriks ¢;;(i = 0,1,... ,m;j =0,1,... ,n) on moel-
dud vahetulemustena leitud sonede pikkuste salvestamiseks. Selle elemendiks
¢;; on PU(sl;,t|;) pikkus. Pikima iihissone leidmise iildise skeemi jérgi

c;j = 0, kui ¢ = 0 voi j = 0, st. kui iiks argumentidest on tiihisone,

Cij = Ci—1,5-1 + 1, kui Z,j >0 ja S[Z] = t[]],

Cij = ma,x(ci_l,j, C,;,j_1>7 kui ij >0 ja S[Z] 7é t[]]

Maatriks b;j(i = 1,...,m;j =1,...,n) on aga abivahendiks alamiilesanne-
tes leitavate pikimate iihissonede meelespidamiseks. Osutub, et piisab sellest,
kui iga PU(s|;,t|;) korral on teada, millisel viisil (iildise skeemi mottes) ta
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on saadud:

1, kui PU(s;,t|;) saadi s[i] = t[j] lisamisel sonele PU(s|; 1,t|; 1),
bij = 2, kui voeti PU(S|l,t|J) = PU(8|i_1,t|j),
3, kui voeti PU(S|l,t|J) = PU(8|i,t|j_1)

kavandada()

- - - Antud: m,n ja soned s = s[1...m] ning t = t[1...n]

- - - Tulemus: antud sonede koigi prefiksite paaride pikimaid tihissonesid
--- mdédaravad maatriksid ¢ ja b

[(i=1...m)co:=0
[x(=1...n)c,; =0

*i=1...m
*j=1...n

sli] =t[j] ?
- - - kokkulangeva paari korral
- - - pikim iihissone pikeneb selle siimboli vorra
Cij = Ci—1,j-1 + 1;

- - - pikimaks tihissoneks valitakse eelmistest pikim
Ci1j > Cij1 !

Cij *= Ci—1,55

bij =2
<—ee -

Cij = Cij—15

bij =3

Joonis 5.8: Pikima iihissone otsimise algoritmi pohiosa.

Kui antud sonede s ja t korral arvutada maatriksid ¢ ja b joonisel 5.8 too-
dud algoritmi kohaselt, siis saab nende pohjal holpsasti kindlaks teha soovi-
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tud lahendi. Nimelt PU (s,t) pikkuse leiame elemendist ¢, sellese kuuluvad
stimbolid (I6pust alates) aga maatriksi b ldbivaatamisel lihtsa algoritmi jérgi.
Lébivaatust alustame elemendist b,,,, iga vaadeldava elemendi b;; korral

kui b;; = 1, siis s[i] = t[j] on PU(s,t) siimbol, liilkuda edasi elemendile

bz’—1,j—1;
kui b;; = 2, siis lilkkuda edasi elemendile b;_; j;
kui b;; = 3, siis lilkkuda edasi elemendile b; ;_;.

Tabelis 5.2 on esitatud abimaatriksite ¢ ja b elementide paarid pikima iihis-
sone PU('yywzxyx’, 'xxyzywxy’) = 'yywxy’ leidmisel. Poolpaksus kirjas ele-
mendid asuvad lahendi leidmise teel.

Tabel 5.2: Abimaatriksite (c;b) elemendid pikima iihisséne leidmisel.

710 1 2 3 4 5) 6 7 8
1 X X y 7 y A X y
0 0; 0, 0; 0 0; 0; 0; 0; 0;
1 v [0 0;2 0;2 131 1:3 1;1 1:3 1;3 131
2 y 10, 0;2 0;2 1,2 1;2 251 2,3 2,3 251
3 w0 0:2 0;2 1;2 1;2 22 331 33 353
4 7z |0, 02 02 1,2 21 22 352 3;2 3;2
5 x |0 L1 1L;1 1,1 022 22 32 431 43
6 y |0, 1;2 1;2 21 22 3;1 3,2 42 551
7Tox |0, ;121 22 252 3,2 352 4;1 552

Kirjeldatud viisil diinaamilist kavandamist kasutava pikima tihissone ot-
simise meetodi ajaline keerukus on O(mn), mis tuleneb arvutatava(te) maat-
riksi(te) mootmetest. Vaadeldud algoritmi tegelikul realiseerimisel voib loo-
buda maatriksist b, sest tulemus on leitav ka iiksnes maatriksi ¢ pohjal.
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Peatukk 6

Graafitootlus

6.1 Graafi tippude topoloogiline sorteerimine

Orienteeritud graafi G = (V, E) tippude topoloogiliseks jirjestuseks
nimetatakse sellist jarjendit S = (vy,vq,...,v,), et V = {vy,09,... ,0,} ja
iga (v;,v;) € E korral i < j (st. iga tipu korral koik eellased paiknevad
jarjendis temast eespool).

Topoloogiliselt saab jirjestada vaid tsiikliteta graafi tippe. Vastav iildine
algoritm on esitatud joonisel 6.1. Igal tsiikli sammul eemaldatakse graafist
tiks eellasteta tipp v (koos koigi temast viljuvate kaartega) ja lisatakse moo-
dustatava jarjendi S 1oppu. Selline sorteerimine vastab topoloogilise jérjes-
tuse nouetele, sest tipul v kas polnudki graafis G eellasi voi on need juba
eemaldatud ning seega juba jérjendisse kantud. Méargime, et tsiikliteta orien-
teeritud graafis vihemalt iiks tippudest on ilma eellasteta.

Topoloogilise jarjestuse leidmiseks ei pruugi graafi tippe tegelikult eemal-
dadagi, piisab vaid iga tipu korral pidada tema (veel vaatlemata ja jarjendisse
lillitamata) eellaste loendurit (vt. joonis 6.2). T66 kiirendamiseks on moistlik
eraldi salvestada nende tippude hulk @, millel loenduri vadrtuseks on null ja
mis pole veel jarjendisse kantud.

Praktilist huvi pakuvad topoloogilise sorteerimise rakendused suurte pro-
jektide juhtimise valdkonnas. Nimelt osutub projekti realiseerimise kavan-
damisel otsarbekohaseks koostada projekti iiksikute t66de eeldusgraaf ehk
vorkgraafik. Eeldusgraafi tippudeks on projektis ettendhtud to6d (alam-
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graafi_topoloogiline _sorteerimine(G,S)
- - - Antud: orienteeritud, tsiikliteta graaf G,
--- jirjend S tulemuse salvestamiseks
- - - Tulemus: antud graafi tipud jérjendis S topoloogilises jérjestuses;
--- antud graaf ei saili

=10

[l

- - - ldhtegraafi iga kaare (v',v") korral: kui v" € S, siisv' € S ja
- - - tipp v' eelneb tipule v" jirjendis S

G pole tithi ?

v := iikks G tippudest, millesse ei sisene kaari

eemaldada graafist G' tipp v koos koigi temast véljuvate kaartega
S<v

Joonis 6.1: Graafi tippude topoloogilise sorteerimise pohimote.

projektid), kaarega (v, w) aga mérgitakse asjaolu, et to66ga w ei saa alustada
enne, kui t66 v on lopetatud, st. t66 v l6petatus on t66 w (iiheks) eeldus-
tingimuseks (ehk prerekvisiidiks). Taolise graafi tippude topoloogiline jarjes-
tus néitab, millises téode jérjekorras saaks vastavat projekti realiseerida, kui
koik t60d teha eraldi, ajaliselt iiksteise jarel. Veelgi olulisem on eeldusgraafi
analiiiis juhul, kui iiksikuid t6id soovitakse teha samaaegselt, muidugi eel-
dustingimustega lubatud piires. Ka selle iilesande lahendamisel on aluseks
eeldusgraafi tippude topoloogiline sorteerimine.

Olgu eeldusgraafi G = (V, F) iga tipuga v seotud veel vastava t66 te-
gemiseks kuluv aeg v.t. Sel korral saab iga tipu v jaoks arvutada vastava
t60 varaseima loputdhtaja v.varaseim. Kogu projekti (varaseim) loputéht-
aeg valmis on siis nendest toode loputdhtaegadest suurim:

valmis = max(v.varaseim).
veV

Tavaliselt aga pole iga t66d ilmtingimata tarvis alustada nii varakult (ajal
v.waraseim — v.t), et oleks tagatud tema voimalikult varajane valmimine;
nii monegi t06 algusega oleks voimalik viivitada, ilma et projekti loputéaht-
ag (valmis) kannataks. Jérelikult pakub huvi leida iga eeldusgraafi tipu v
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jaoks veel suurus v.hiliseim, mis néitab vastava t60 hiliseimat voimalikku
loputédhtaega, mille puhul kogu projekti loputdhtajaks jaab ikka valmis.

topoloogiline _sorteerimine(G, S)
- - - Antud: orienteeritud, tsiikliteta graaf G = (V, E), igal tipul on méié-

--- ratud .sisendaste; jédrjend S tulemuse salvestamiseks
- - - Tulemus: graafi G tipud jérjendis S topoloogilises jérjestuses

- - - Abivahendid: tippude hulk Q,
--- igal tipul v toovéli v.x — "eemaldamata' eellaste arv
Q=10

- - - tipud, millesse ei sisene kaari, kanda hulka Q):

* VYo, veV

[? (v.sisendaste = 0)) Q < v

v.x = v.sisendaste - - - iihtlasi anda toovaljale algvéartus

=1

|l

- - - graafi G iga kaare (v',v") korral: kui v" € S, siis v’ € S
- - - Q koosneb tippudest, millel ei ole (veel "eemaldamata") eellasi

Q@ pole tiihi ?
vEQ
S<v

* Yw, w € Gv - - - tipu v iga jédrglase w korral

- - - vahendada tipu w tooviélja védartust
(——wax)=0 7
Q < w - - - kui see sai nulliks, siis lisada w hulka @

Joonis 6.2: Graafi tippude topoloogilise sorteerimise algoritm.

Kuid alati leidub ka nn. kriitilisi toid, millel selline ,16tk" on lubamatu: kui



96 PEATUKK 6. GRAAFITOOTLUS

koiki toid saaks alustada viivitusega, siis poleks ju kogu projekti 1oputéhtaeg
varaseim (seda saaks vihendada). Kriitilisele toole vastavas tipus v kehtib
vordus v.hiliseim = v.varaseim, sellise omadusega tipud tipud paiknevad
eeldusgraafis (iihel voi mitmel) nn. kriitilisel teel, mis algab eellasteta tipust
ja 16peb (jarglasteta) tipus w , kus w.hiliseim = w.varaseim = valmis.

Joonisel 6.4 esitatud algoritmis leitakse algul antud eeldusgraafi tippude
topoloogiliselt sorteeritud jérjend sy, so, ..., s,. Viimast péaripidi 1dbi vaada-
tes arvutatakse toode varaseimad loputéhtajad (iihtlasi ka nende maksimum
valmis) ning tagurpidi liikudes leitakse t66de hiliseimad 16putéhtajad. Selli-
selt analiiiisitud eeldusgraafis (vt. ka joonis 6.3) on juba lihtne leida kriitilisi
t6id ja kriitilisi teid.

Joonis 6.3: Analiiiisitud eeldusgraaf.

Nii graafi tippude topoloogiline sorteerimine kui ka eeldusgraafi vastav
analiiisimine on ajalise keerukusga O(n 4+ m), kus n on tippude arv ja m
kaarte arv graafis.



6.1. GRAAFI TIPPUDE TOPOLOOGILINE SORTEERIMINE

eeldusgraafi_analiiiis(Q)

- - - Antud: n-tipuline eeldusgraaf G = (V, E), milles

--- iga tipu v korral on médratud suurus v.t (t66 kestus),
--- iga tipuga v on seotud valjad v.varaseim ja v.hiliseim
- - - Tulemus: arvutatud v.varaseim ja v.hiliseim igav € V jaoks,
--- tagastatakse kogu projekti lopetamistiahtaeg

--- kui tipp v ei ole algustipust saavutatav voi v = a,
--- siis v.d = 400 ja v.eellane jdab madramata

- - - Abivahendid: funktsioon topoloogiline _sorteerimine,

--- muutujad m ja valmis, jirjend (s, Sa, ... , S,) — koht
--- graafi tippude salvestamiseks topoloogilises jarjestuses
topoloogiline _sorteerimine(G, (s1,S2,... ,8,)); valmis =0
* U =51,59,...,8, --- paripidi
| Jeida varaseimad lopetamisajad:
m:=0
*Yw, w € G~'v - - - tipu v iga eellase w korral

[? (w.varaseim > m) m = w.varaseim

- - - m on tédhtaeg, millal lopetatakse t66 v viimane eeldustdd
[? ((v.varaseim := v.t +m) > valmis) valmis := v.varaseim

* U= Sp,Sp_1,...,81 - - - tagurpidi
| leida hiliseimad lopetamisajad:

m := valmis
* Yw, w € Gv - - - tipu v iga jirglase w korral
[? (w.hiliseim — w.t < m) m = w.hiliseim — w.t

- - - m on hiliseim tahtaeg, millal lopetada td6 v,
- - - et talle jargnevad t66d ei hilineks
v.hiliseim :=m

<— (valmis)

Joonis 6.4: Eeldusgraafi analiiiisimise algoritm.

97



08 PEATUKK 6. GRAAFITOOTLUS

6.2 Lithimad teed graafis

Olgu graafi G = (V, E) iga kaarega (v, w) seotud reaalarvuline kaare-
pikkus c(v, w) € R". Graafis leiduva tee (vq, vs, ... ,v;) pikkuseks nimeta-
takse summat c(vq, vg) 4+ ¢(va, v3) +. .. +¢c(vg_1, vg). Tippude a ja b vaheliseks
kauguseks d(a,b) nimetatakse nendevahelise lithima tee (a...b) pikkust;
seejuures tipu kauguseks iseendast loetakse 0, seostamata tippude vaheliseks
kauguseks aga +0o. Seega

d(a,a) =0
d(a,b) :venéiplb(d(a, v) + c(v, b))

Kuna kahe tipu a ja b vahelise kauguse leidmiseks tuleb paratamatult
vaadelda koiki nendevahelisi teid ja arvestada nende teede pikkusi, siis osutub
otstarbekohaseks koostada algoritmid iildisema iilesande lahendamiseks: iga
tipu v € V korral leida selle kaugus antud ldhtetipust a ning méarata vastav
lithim tee.

Topoloogilise sorteerimisega iisna sarnasel viisil saab leida tsiikliteta graa-
fi koigi tippude kaugused mingist etteantud ldhtetipust ning iihtlasi ka méaéra-
ta vastavad lithimad teed. Sellekohase algoritmi (vt. joonis 6.5) ajaline kee-
rukus on samuti O(|V| + | E]).

Algoritmi t66 kdigus hoitakse tipu véljal .d selle tipu senini leitud (,,jooks-
vat*) kaugust lahtetipust. Leitavate teede ,meelespidamiseks* kasutatakse
valju .eellane: véiljal v.eellane paikneb viit tipule, mis eelneb tipule v se-
nini leitud teel a...v.

Uldjuhul on aga kauguste leidmine monevorra keerukam. Dijkstra algo-
ritmis (vt. joonis 6.6) rakendatakse abivahendina eelistusjarjekorda @ sel-
leks, et meeles pidada tippe, mille kéiki eellasi pole (voibolla) veel arvesse
voetud. Algoritmi idee (vt. ka joonis 6.7) pohineb asjaolul, et vihima ,,jooks-
va* kaugusega (v.d) tipul v € @ on koik eellased juba arvestatud ning j&-
relikult v.d enam ei muutu; sellise tipu v voib hulgast ) eemaldada, lisades
hulka @ tema need jarglased, mis veel vaatlusele (ja hulka @) pole voetud.
Seejuures korrigeeritakse tipu v jérglaste w ,,jooksvat kaugust tipust a, kui
osutub, et tippu w pééseb labi v veel lithemat teed (a...v,w) pidi, kui seda
on senini teadaolev lithim tee a...w. Paraku suurendab selline korrigeerimi-
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kaugused_tsiikliteta graafis(G,a)

- - - Antud: orienteeritud, tsiikliteta graaf G = (V, E),

--- ldhtetipp a, millest arvestada teiste tippude kaugusi;

--- igal kaarel (v,w) € E on médératud suurus c(v,w) > 0 — selle
--- kaare pikkus,

--- iga tipuga v € V' on seotud valjad v.d ja v.eellane tulemuste

--- salvestamiseks
- - - Tulemus: iga tipu v € V' korral v.d = liihim teepikkus a ja v vahel;

--- kui tipp v ei ole algustipust saavutatav, siis v.d = +00
--- ja v.eellane on maaramata; ka a.ecellane on maaramata

- - - Abivahendid: tippude hulk Q,

--- igal tipul v toovali v.x — veel vaatlemata eellaste arv
a.d :=0; - -- tipu a kaugus iseendast
Q = {a}

- - - algvaértused kaugustele ja tdévéiljadele:

[* (Vv, v € V\{a}) v.d := +00; v.x = v.sisendaste

- - - hulk ) koosneb tippudest, millesse suubuvad kaared on koik
- - - juba arvesse voetud;

- - - iga tipu v korral on v.d senini leitud liihima tee a . ..v pikkus
- - - (voi +0) ja v.x on sellesse tippu sisenevate veel vaatlemata

- - - kaarte arv
Q@ pole tiihi ?

vEQ

* Yw, w € Gv - - - iga tipust v viljuva kaare (v,w) korral

- - - voimalusel parandada w.d ja vastavalt ka w.eellane:
[? (v.d + c(v,w) < w.d) w.d:=v.d+ c(v,w); w.eellane := v
- - - jarjekordne tippu w sisenev kaar on vaadeldud:
[?(——wax)=0)Q<w

Joonis 6.5: Tsiikliteta graafis kauguste leidmise algoritm.
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kaugused _graafis(G,a)
- - - Antud: orienteeritud graaf G = (V, E) ja lihtetipp a € V,
--- millest arvestada teiste tippude kaugusi;
--- igal kaarel (v,w) € E on pikkus c¢(v,w) > 0, iga tipuga v
--- on seotud viljad v.d ja v.eellane tulemuste salvestamiseks
- - - Tulemus: iga tipu v € V korral v.d = liihima tee a ...v pikkus ja
--- v.eellane on v-le eelnev tipp sellel teel;
--- kui tipp v ei ole algustipust saavutatav, siis v.d = +o0
--- ja v.eellane on méiramata; ka a.ecellane on madramata

- - - Abivahendid: eelistusjirjekord @), kus tipu v € () votmeks on v.d
Q:={a}; ad:=0; --- tipua kaugus iseendast
[* (Vu, v € V\{a}) v.d := +o0; - - - algvddrtus

- - - iga tipu v korral on v.d senini leitud liihima tee a . ..v pikkus
- - - (voi siis v.d = +0);
- - - () koosneb juba vaatlusele voetud tippudest, kus tee a...w
--- (w € Q) pikkus w.d on kiill leitud, kuid voib veel viheneda
- - - (kui leitakse lithem tee a...w)

(@ pole tiithi 7

v<=Q - - - votta vahima votmega element
* Yw, w € Gv - - - iga tipust v viljuva kaare (v,w) korral
uus_kaugus :=v.d+ c(v,w) ---teea...v,w pikkus

w.d=+o0 ?
- - - kaugus on veel médaramata, seega w on veel vaatlemata
w.eellane := v; w.d :==uus_kaugus; Q < w
<_ -
- - - w on juba vaatlusele voetud,

- - - voimalusel parandada w.d ja vastavalt ka w.eellane:
[? (uus kaugus < w.d) w.eellane := v; w.d := uus_kaugus
- - - muudeti eelistusi ()-s vastavalt uuele w.d véartusele

Joonis 6.6: Dijkstra algoritm lithimate teede leidmiseks.



6.2. LUHIMAD TEED GRAAFIS 101

ne algoritmi keerukust, sest tegemist on eelistusjirjekorra votmete (seega ka
eelistuste) muutmisega ja vastavalt Q timberkorraldamisega. Dijkstra algo-
ritmi ajalise keerukse hinnang soltub oluliselt sellest, kuidas on korraldatud
eelistusjarjekorra "pidamine". Kahendkuhja kasutamise korral on hinnanguks
O((n+m)logn), kus n = |V|jam=|E|.

Joonis 6.7: Dijkstra algoritmi t66pohimote (hulgast @@ eemaldatakse tipp v,
selle ,uued” naabrid lisatakse hulka @, kaugus w.d = 23 v6ib viheneda).

Paneme téhele, et vaadeldud kahes kauguste (ja lithimate teede) leidmise
algoritmis joonistel 6.5 ja 6.6 on keskseks tegevuseks jooksva tipu (v) véljade
v.d ja v.eellane no. parandamine:

- - - voimalusel parandada w.d ja vastavalt ka w.eellane:

[? (v.d+ c(v,w) < w.d) w.d:=v.d+ c(v,w); w.eellane :=v
Osutub, et selliste korrigeerivate tegevuste jérjekord on oluline kiill algoritmi
efektiivsuse seisukohalt, kuid mitte lahenduse saavutamisel. Lahenduse saa-
me ka siis, kui parandamisi teha lihtsalt piisaval arvul. Vastava algoritmi (vt.
joonis 6.8) ajalise keerukuse hinnanguks on O(|V| x |E|), seega nt. O(|V|?)
juhul, kui |V | = | E|. See algoritm on kiill Dijkstra algoritmist aeglasem, kuid
suureks eeliseks on rakendatavus ka juhul, kui graafis voib esineda negatiiv-
seid kaarepikkusi.

Olgu G = (V, F) graaf, milles tipp v € V on saavutatav tipust a € V.
Kui graafis G ei ole negatiivse pikkusega kaari, siis lithimaks teeks nende
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tippude vahel saab olla vaid elementaartee. Piltlikult radkides, on ju ilmne,
et litkumisel iihest tipust teise igasugune vahepealne tsiiklis ,keerutamine® ei
saa kuidagi ,jalavaeva“ (tee summaarset pikkust) vihendada. Kuid olukord
on sootuks teine, kui graafis G leidub negatiivse pikkusega kaari. Siis voib
osutuda voimalikuks, et tipust a saab litkuda tipp v nii, et ldbitakse tsiikkel,
mille kaarte pikkuste summa on negatiivne. Taolisel juhul on tegemist graa-
figa, milles ei eksisteerigi tee a...wv pikkuse miinumumi: iga leitud tee a...v
korral saab konstrueerida veel lithema tee (milles nimetatud tsiiklit ldbitakse
piisav arv kordi). Néiteks graafis joonisel 6.9(a) ei leidu lithimat teed tipust a
tippu e, kuigi tipp e on saavutatav tipust a. Seevastu graafis 6.9(b) leiduvad
lithimad teed tipust a koikidesse teistesse tippudesse.

Bellman-Fordi algoritm joonisel 6.10 pohinebki parandamise protse-
duuril. Péarast viimase rakendamist on kas leitud koik lithimad teed voi tuvas-
tatud, et mitte koik liithimad teed ei ole leitavad. Viimasest asjaolust annab
tunnistust see, et vihemalt iihte jooksvat kaugust (.d) saaks ikka veel paran-
dada.

Graafi G = ({vy,v9,...,v,}, E) tippude naabrusmaatriksiks nimeta-
takse n x n maatriksit (a;;, i =1,2,...,n, 7 =1,2,...,n), kus

Yo c(vi,vj), kui (v;,v;) € E
Y +00, vastasel korral

Leidub véga lihtsa struktuuriga algoritm kauguste leidmiseks koigi tipupaa-
ride korral (ilma lithimaid teid tuvastamata), mis seisneb antud graafi naah-
rusmaatriksi teisendamises nn. kauguste maatriksiks, milles

d(vi,v;), kui leidub tee (v;...v;)
;5 =
’ ~+00, vastasel korral.

Floyd-Warshalli algoritmis (vt. joonis 6.11) algab vilimise tsiikli iga samm
olukorras, kus maatriksi element a;; tdhendab tippude v; ja v; vahemaad
mooda lithimat teed, mis 1db ainult tippe vy, va,...,v; 1 (arvestamata siin
tee otstippe v; ja v;). Sisemises kahekordses tsiiklis korrigeeritakse maatrik-
si elemente, arvestades ka teid labi tipu v;. Taolisel viisil tippude kauguste
arvutamise algoritmi ajaline keerukus on O(n?).
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parandada_kaugused(G, a)
- - - Antud: orienteeritud graaf G = (V, E) ja lihtetipp a € V,
--- millest arvestada teiste tippude kaugusi;
-- - igal kaarel (v,w) € E on pikkus c(v,w), iga tipuga v
--- on seotud viljad v.d ja v.eellane tulemuste salvestamiseks
- - - Tulemus: iga tipu v € V korral, kui eksisteerib liihim tee a...v,
--- siis v.d = liithima tee a ...v pikkus ja
--- v.eellane on v-le eelnev tipp sellel teel;
--- kui tipp v ei ole algustipust saavutatav, siis v.d = +00
--- ja v.eellane on maaramata; ka a.ecellane on maaramata

a.d :=0; - -- tipu a kaugus iseendast

* Y, v e V\{a}

v.d := 400; - - - algvadrtus
= |V|-1
* V(v,w), (v,w) € E - --iga kaare (v,w) korral
uus__kaugus :=v.d+ c(v,w) ---teea...v,w pikkus

- - - voimalusel parandada w.d ja vastavalt ka w.eellane:
[? (wus_kaugus < w.d) w.eellane := v; w.d := uus_kaugus

Joonis 6.8: Aeglasem algoritm lithimate teede leidmiseks.
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b)
s
DN OO
©

Joonis 6.9: Kaks suvaliste kaarepikkustega graafi.

BF _kaugused graafis(G,a)
- - - Antud: orienteeritud graaf G = (V, E) ja lihtetipp a € V,
--- millest arvestada teiste tippude kaugusi;
-- - igal kaarel (v,w) € E on pikkus c¢(v,w), iga tipuga v
--- on seotud viljad v.d ja v.eellane tulemuste salvestamiseks
- - - Tulemus: tagastatakse 0, kui mone tipu kaugus ldhtetipust on —oo,
--- vastasel korral tagastatakse 1 ning siis graafis
- - - iga lihtetipust saavutatava tipu v korral v.d = d(a,v) ja
--- v.eellane on tipule v eelnev tipp vastaval liihimal teel;
--- kui tipp v ei ole algustipust saavutatav, siis v.d = +o0
--- ja v.eellane on méiramata; ka a.ecellane on mairamata

parandada_kaugused(G,a) - - - vt. joonis 6.8

* V(v,w), (v,w) € E - --iga kaare (v,w) korral

uus_kaugus :=v.d+ c(v,w) ---teea...v,w pikkus
uus _kaugus < w.d 7 - - - saaks veel parandada?

(0)

<— (1)

Joonis 6.10: Bellman-Fordi algoritm lithimate teede leidmiseks.
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kauguste _maatriks(A,n)
- - - Antud: n-tipulise graafi tippude naabrusmaatriks
--- A=(a;,1=1,2,...,n,7=1,2,...,n)
- - - Tulemus: A on teisendatud tippudevaheliste kauguste maatriksiks

*xt=1,2,...,n

- - - maatriksi A elemendiks a;; on i-nda tipu ja j-nda tipu vaheline

- - - kaugus méé6da teid, mis labivad vdhemalt iihte tippudest
---nr. 1,2,...,t—1

*i1=1,2,...,n
*7=12...,n

- - - korrigeerida a;;, kui tee i-ndast tipust j-ndasse tippu labi

- - - t-nda tipu on liihem senini leitud liihimast tihendusteest nende
- - - tippude vahel

[? (ait —+ agy < CLZ']'> Qjj 1= Qi + Qg

Joonis 6.11: Floyd-Warshalli algoritm graafi tippude kaugustemaatriksi ar-
vutamiseks.
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6.3 Graafi labimine

Paljudes graafitootlemise iilesannetes tuleb parajasti iga tipu korral soo-
ritada teatav protseduur, lilkudes mooda kaari tipust tippu. Niisugust graafi
tippude siistemaatilist ldbivaatamist nimetataksegi graafi labimiseks.

Graafi ldbimise meetodid jagunevad iildises plaanis kaheks mooduseks
— laiuti labimine ja siigavuti ldbimine. Naéiteks eespool vaadeldud liihima
tee otsimise algoritmides rakendatakse just laiuti ldbimist: pohitsiikli igal
sammul vaadeldakse juba vaatlusele voetud tippude hulga koiki “naabreid”.
Joonisel 6.12 on esitatud veel iiks seda liiki algoritm. Viimases lahendatakse
nn. otsetee leidmise iilesanne. Lahtudes antud tipust a tehakse iga tilejadnud
tipu v korral kindlaks selline tee a...wv, milles kaarte arv on minimaalne.
Kuigi taolise iilesande saaks ka lahendada liihima tee otsimise erijuhuna,
kus koigi kaarte pikkused on vordsed, osutub vahetu lahendusmeetod siiski
margatavamalt lihtsamaks.

Graafi siigavuti ldbimise rekursiivne algoritm [ s leidub joonisel 6.13.
Erinevalt laiuti ldbimisest minnakse siin jéarjekordsest vaadeldavast tipust v
kohe edasi iihele tema naabritest, asudes ka selle korral lahendama sama iiles-
annet. Kuna parajasti vaadeldavale tipule rakendatakse to6tlemise funktsioo-
ni f enne naabri juurde asumist, siis on tegemist to6tlemisega eesjarjestuses.
Algoritmi [ s {ihe kasutusvoimalusega tutvume jargmises jaotises.
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labida laiuti(G,a, f)

- - - Antud: orienteeritud graat G = (V, E),

--- ldhtetipp a, millest alustada G tippude ldbimist,

--- funktsioon f vaadeldava tipu té6tlemiseks:

--- iga tipuga v € V' on seotud valjad v.vaadeldud ja v.eellane

--- lisatulemuste salvestamiseks
- - - Tulemus: iga tipu v € V, v # a korral,

--- kui v on saavutatav tipust a, siis

--- on arvutatud f(v) ning lisaks

--- v.waadeldud = 1 ja

--- v.eellane on v-le eelnev tipp otseseimal teel a ... v,

- - - vastasel korral
--- v.waadeldud = 0 ja v.eellane on méddramata;

--- a.eellane pole maéidratud

- - - Abistruktuur: tippude lihtjérjekord Q)
- - - algvaértused:
[* (Vv, v € V) v.vaadeldud == 0
a.vaadeldud =1
Q = {a}

- - - ) koosneb juba vaatlusele voetud tippudest, mille jédrglasi

- - - tuleb veel vaadelda
@ pole tiihi ?

v<=Q; f(v); --- votta esimene ja téddelda

* Yw, w e Gv - - - tipu v iga jérglase w korral

w.vaadeldud =0 ?
w.vaadeldud := 1; w.eellane := v

QQ < w; - - - panna viimaseks

Joonis 6.12: Graafi laiuti labimine otseteede leidmisel.
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[ s(G,a,f)
- - - Antud: orienteeritud graaf G = (V, E),
--- ldhtetipp a, millest alustada G tippude ldbimist,
--- funktsioon f tippude toéotlemiseks;
--- iga tipuga v € V on seotud suurus v.vaadeldud € {0;1} ja

--- vali v.eellane
- - - Tulemus: arvutatud f(a), a.vaadeldud = 1;

--- lisaks iga tipu v # a korral, mis on saavutatav tipust a
--- labides vaid tippe, millel .vaadeldud = 0;

--- kui ldhtegraafis oli v.vaadeldud = 0, siis

--- arvutatud f(v) ning v.vaadeldud =1 ja

--- v.eellane on v-le eelnev tipp mingil teel a ... v

- - - Abivahendid: funktsioon | _s (rekursiivselt)
a.vaadeldud :== 1; f(a); - - - téodeldakse antud tipp

* Yv,v € Ga - - - tipu a iga (vaatlemata) naabri v korral

[? (v.vaadeldud = 0) v.eellane := a; |_s(G, v, f)

Joonis 6.13: Graafi siigavuti ldbimine tippude té6tlemisega eesjirjestuses.
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6.4 Minimaalne toes

Sidusa orienteerimata graafi G = (V, F') toeseks ehk toesepuuks nime-
tatakse sidusat atsiiklilist graafi (V,T), kus T C E. Graafi sidusate kompo-
nentide toesepuude hulka nimetatakse graafi toesemetsaks. Nagu naidatud
joonisel 6.14, saab toesemetsa leida graafi sidusate komponentide stigavuti
ldbimisel.

Kui graafi iga servaga on veel seotud serva (reaalarvuline) maksumus
.c > 0, siis minimaalseks toeseks nimetatakse sellist toesepuud, millesse kuu-

luvate servade kogumaksumus ) . e.c on koige viiksem. Vaatleme jirgnevas
kahte erinevat meetodit minimaalse toese leidmiseks.

toesemets(Q)

- - - Antud: graaf G = (V, E),

- - - iga tipuga v € V' on seotud valjad v.eellane ja v.vaadeldud

- - - Tulemus: graafi G toesemets mééiratud vélja eellane kaudu:

- - - kui v € V on toesemetsa puu juur, siis v.eellane = A (on tiihi),
- - - vastasel korral v.eellane on v iilemus vastavas toesemetsa puus

- - - Abivahendid: funktsioon | s stigavuti labimiseks (vt. joonis 6.13)
- - - iga tipuga v € V on seotud té6viéli v.vaadeldud;
- - - mddrata algviartused:

[* (Yv, v € V) v.eellane := A; v.vaadeldud := 0;
* VYo, veV

[? (v.vaadeldud = 0) I s(G, v, A)

Joonis 6.14: Graafi toesemetsa konstrueerimise algoritm.

Kruskali algoritmi ideed selgitab joonis 6.15. Otsitav puu konstrueeri-
takse jark-jargult puukujulistest osadest, kusjuures koik tipud on kogu aeg
“méngus” — leitud osapuude tippude hulgad on iihisosata, kuid nende iihen-
diks on kogu tippude hulk. Tulemusena saadakse minimaalsesse toesepuusse
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kuuluvate servade hulk. Tegemist on ahne algoritmiga, igal sammul lisatak-
se servade hulka vihima maksumusega serv, mida saab lisada. Lisada aga
saab neid servi, mis ei moodusta tsiiklit mones juba leitud puus, st. lisamine
tuleb arvesse ainult niisuguse serva korral, mille otstipud kuuluvad erineva-
tesse osapuudesse. Serva lisamisel moodustub vastavast kahest osapuust iiks
suurem osapuu.

Kruskal(G)
- - - Antud: sidus orienteerimata graaf G = (V| E),
--- milles iga serva korral on méaaratud serva maksumus
- - - Tulemus: leitud graafi G minimaalne toesepuu

- - - Abivahend: mets S
S:=10
[* (Vu,v € V) S := SU {iihetipuline puu ({v},0)}

* Y(u,v), (u,v) € E, maksumuste mittekahanemise jarjekorrras

- - - G tippudest on konstrueeritud mets, milles puud on
- - - paarikaupa tihiste tippudeta

u ja v kuuluvad erinevatesse puudesse T ja T" ?
tihendada puud T ja T iiheks puuks serva (u,v) abil

s =1
<— (5)

Joonis 6.15: Kruskali algoritmi sisuline skeem.

Tegelikult Kruskali meetodi kohaselt osapuid ei konstrueeritagi, piisab
vaadelda vaid nende tippude hulki kui klasse (vt. joonis 6.16). Selle tottu
praktilisel realiseerimisel ldhtutakse Galler-Fisheri klasside kujutamise mee-
todist, mis tagab ajalise keerukuse O(mlogn) n-tipulise ja m-servalise graafi
jaoks.

Primi algoritm (vt. joonis 6.17) on tiiipiline graafi laiuti labimisel pohi-
nev graafitootlemise moodus. Léhtudes etteantud tipust laiendatakse konst-
rueeritavat puud, iildmaksumust voimalikult vdiksena hoides. Lisatava tipu
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Kruskal _toes(G, A)
- - - Antud: sidus orienteerimata graaf G = (V| F),
--- milles iga serva korral on maédratud serva maksumus;

--- A on diinaamiline hulk tulemuse salvestamiseks
- - - Tulemus: hulk A on graafi G minimaalse toesepuu servade hulk

- - - abivahend: klasside komplekt S

S:=10
[x (Vo,v € V) S :=SU {{v}}
A:=10

sorteerida hulk £ maksumuste jargi mittekahanevaks jarjendiks
€1,€2,...,Em

* (u,v) =e1,6e9,... 6

- - - A C FE on senini konstrueeritud puude servade hulk
- - - igas komplekti S klassis on iihe puu tipud

B [? (ug # vo) A:=AU{(u,v)}

Joonis 6.16: Kruskali algoritmi realiseerimine tipuklasse kasutades.

111

iihendada_klassid(ug := leida__esindaja(u), vy := leida__esindaja(v))

valimine toimub ka siin ahnel moel. Kui tippude eelistusjarjekord realiseerida

kahendkuhjana, siis Primi algoritmi ajaline keerukerus on O(nlogn).

Mbolemad algoritmid on rakendatavad ka mittesidusa graafi korral. Krus-

kali meetodi jargi leitakse siis iga sidusa komponendi minimaalne toes, Primi

algoritmis aga selle komponendi toes, kuhu kuulub etteantud tipp.
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Prim_toes(G, a)

- - - Antud: orienteerimata graatf G = (V, E) ja

--- ldhtetipp a — tulevase toesepuu juur;

--- igal serval on maédratud maksumus .c > 0,

igal tipul v € V on vili v.eellane tulemuse salvestamiseks
- - - Tulemus: antud graafi toes maaratud véljadega .eellane

- - - Abivahendid: tippude eelistusjarjekord (), kus
--- tipu v € Q votmeks on (v.eellane, v).c;
--- lisavaljad tippudes — .labitud, .puus, .c
[* (Yv, v € V\{a}) v.ldbitud :== 0
a.labitud :=1; a.puus :=0; a.c:=0

Q:={a}

- - - hulk ) koosneb juba vaatlusele voetud tippudest, kusjuures
---tipuv € Q korral v.c = (v.eellane,v).c
Q pole tiihi ?
v<=Q - - - votta vahima votmega v.c element
v.puus ;=1

* Yw, w € Gv - - - tipu v iga naabri w korral

w.labitud =07
w.labitud := 1; w.puus := 0; w.eellane := v;
w.c:= (v,w).c

Q<w
<____
w.puus ?
<____
(v,w).c <w.c?
w.eellane = v; w.c:= (v,w).c; - -- muutub eelistus Q-s

Joonis 6.17: Primi algoritm minimaalse toese leidmiseks.
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Algoritme planimeetriast

7.1 Lihtsamaid erivotteid

Vaatleme esiteks moningaid erivotteid, mida planimeetria tilesannete algo-
ritmide koostamisel on kasulik teada.

Sirgete (1oikude) tousunurkade vordlemise saab enamasti asendada nn.
pseodo-tousunurkade vordlemisega. Viimaste leidmine osutub marksa liht-
samaks, kui seda on sirge tousu arkustangensi arvutamine. Vordlemisel saab
piirduda pseudo-tousunurkadega seetottu, et nende jarjestus iihtib vastavate
tousunurkade jarjestusega. Pseudo-tousunurga arvutamise eeskiri on esitatud
joonisel 7.1.

Planimeetria algoritmides eeldame, et punkt on antud kirjena, milles lei-
duvad kindlasti abstsissivili .x ja ordinaadivéli .y.

Teiseks kasulikuks abivotteks on podrde suuna leidmine punktis p, kui
liigutakse mooda loike iihise otspunktiga p: py — p — pe. Funktsioonis vp
joonisel 7.2 kontrollitakse tildiselt, kas toimub poore vastupédeva (siis tagas-
tatakse 1) voi paripdeva (tagastatakse —1). Lisaks sellele aga eristatakse veel
punktide vastastikuseid asendeid juhul, kui punktid osutuvad kollineaarse-

113
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0(p1,p2)
- - - Antud: kaks punkti p; ja po
- - - Tulemus: tagastatakse sirge (p1,p2) pseudo-tousunurk 6 € [0.0, 360.0]

dx ‘= P2.T — P1.7; dy =Py —ny

de=dy=07

<— (0)
t:=dy/(|dx| + |dyl)
dr <07?

<— (180 — 90¢)

dy <07?

<— (360 + 90t)
---dr>0jady>0
<— (901)

Joonis 7.1: Pseudo-tousunurga arvutamine.

teks, st. kui tegelikult pooret punktis p ei toimugi:

1, kui punktis p on poore vastupaeva,

voi p paikneb p; ja p, vahel samal sirgel
—1, kui punktis p on poore paripiaeva,
vp(p1, Py p2) = . . : :
voi p; paikneb ps ja p vahel samal sirgel

0, kui po paikneb p; ja p vahel samal sirgel

L VOl p2 = p VOI pg = py

Kasutades funktsiooni vp on niiiid lihtne koostada algoritm kontrollimaks,
kas kahel antud 16igul leidub iihine punkt (vt. joonis 7.3). Selline 16ikude
loikumise kontrollimise alamiilesanne esineb omakorda mitmetes teistes pla-
nimeetria probleemides, sealhulgas jirgmisena vaadeldavas iilesandes punkti
kuuluvusest hulknurka.

Olgu antud suvaline hulknurk. Selleks, et kindlaks teha, kas mingi punkt
asub hulknurga sees, vaatleme sellest punktist suvalises suunas viljuvat kiirt.
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vp(p1, P, p2)
- - - Antud: kolm punkti py,p ja po
- - - Tulemus: uuritud péérde suunda, mis tehakse punktis p liikumisel
--- liithimat teed mooda punktist p; punkti po 1abi punkti p

dry :=p.x —pr.x; dy; == p.y — p1.y
dry := po.v — pr.x; dys = pa.y — p1.yY
dxidys > dyydry ?

< (1) - -- pddre toimub vastupédeva
d$1dy2 < dyld.’L’Q ?
<— (—1) --- poore toimub péripdeva

- - - punktid on kollineaarsed, pééret el toimui;
- - - uurida kolme antud punkti vastastikuseid asendeid sirgel:
dridry <07
<— (—-1)
dydys <07
<— (1)
do? + dy? > dad + dy2 ?
<— (0)
<— (1)

Joonis 7.2: Vastupdeva poordumise kontrollimine teel p; — p — po.

Hulknurga sees asuvast punktist ldhtuv kiir 1oikab hulknurga kiilgi paaritu
arv korda: pérast esimest loikumist jouab ta hulknurgast vélja, péarast teist
loikumist naaseb sisse tagasi jne. Jarelikult viimase loikumise jérjenumber
on paaritu. Hulknurgast véiljas asuva punkti korral on olukord vastupidine:
liikudes méoda kiirt satutakse pérast esimest loikumist hulknurga sisse, pé-
rast teist aga joutakse vilja jne. Seega viimase loikumise jiarjenumber on
paarisarv. Kui aga kiir hulknurka tildse ei taba (see saab juhtuda vaid véljas-
pool hulknurka asuva punkti korral), siis on 16ikumiste arv 0 samuti paaris.
Paraku teeb iilesande lahendamise keerukamaks juht, kus kiir 1dbib parajas-
ti tihte hulknurga tippudest. Siis voib néiteks véljastpoolt tulnud kiir sisse
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loikumine(py, pa, q1, q2)
- - - Antud: kaks sirgloiku oma otspunktidega vastavalt py, ps ja g1, qo
- - - Tulemus: tagastatakse 1, kui antud loikudel leidub iihine punkt,
--- 0 vastasel korral

- - - rakendatakse podrde suuna leidmise funktsiooni vp (vt. joonis 7.2)
vp(p1, P2, q1) vp(p1, P2, g2) <0 7
vp(q1s G2, p1) vP(q1, g2, p2) <O 7
< (1)
<— (0)

Joonis 7.3: Loikude loikumise kontrollimine.

mitte jouda, voi hakata koguni mooda hulknurga kiilge edasi minema.

Algoritmis joonisel 7.4 eeldatakse, et hulknurk on antud oma tippude
jarjendiga loomulikus iimber hulknurga kdimise jarjekorras. Kiire asemel ka-
sutatakse horisontaalset (z-teljega paralleelset) kontrollloiku, mille {iks ots-
punkt on uuritav punkt, teine otspunkt aga voimalikult suure abstsissiga (mis
on suurem hulknurga suvalise punkti abstsissist). Liigutakse mitte mooda
kontrollloiku, vaid vaadeldakse jarjekorras hulknurga tippe, loendades iildi-
selt kontrollloigu 16ikumisi hulknurga kiilgedega, tépsemalt 16ikudega (p;, p;),
kus p; on jirjekordne hulknurga tipp. Kui pole veel esinenud kontrollloigul
paiknevaid hulknurga tippe, siis p; = p;_1.

Kui aga esineb tipp p;, mis asub kontrollloigul, siis jdetakse see lihtsalt
vahele, kuid jargmisena kontrollitava loigu alguspunktiks jaab niiiid ikka p;.
Néiteks kui jargmine tipp p;y1 ei asu kontrollloigul, siis jargmisel sammul
tuleb uurimisele 16ik (p;, pi+1), mitte hulknurga kiilg (p;, pit1). Uuritakse aga
(pj, Pi+1) loikumist kontrolloiku sisaldava sirgega (mitte kontrollloiguga).

Vaadeldavas algoritmis toimub esimese sammuna teatava kindla tipu vilja-
valimine ja jérjendis esikohale seadmine. Selline 1dhtepunkti ehk ankru-
punkti fikseerimine osutub kasulikuks ka paljudes teistes planimeetria algo-
ritmides. Kéesolevas voetakse lihtepunktiks vihima ordinaadiga tipp (seda
nimetatakse ka koige alumiseks tipuks). Kui alumisi tippe on mitu, siis nen-
dest valitakse vihima abstsissiga (vasakpoolseim) punkt.
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punkt _hulknurgas(P,t)
- - - Antud: hulknurk P oma tippude jarjendiga py,ps,...p, ja punkt t
- - - Tulemus: tagastatakse 1, kui punkt t kuulub hulknurka P,
--- 0 vastasel korral

- - - kasutatakse veel lisaelementi pg
- - - kiirt kujutava kontrollligu otspunktideks on t ja tT>° = (+o00,t.y)
- - - kiiresirget kujutab loik otspunktidega t=>° = (—o0, t.y) ja tT>

leida hulknurga alumine tipp p,;
kui alumisi tippe on mitu, siis p,, on neist koige vasakpoolsem

tuua alumine esikohale jarjendis,
sdilitades tippude loomuliku jérjestuse

loe :==0; j:=0
Do := Pn; - - - et p; oleks méaaratud ka tsiikli esimesel sammul
*1=1,2,...,n

- - - pj on viimane selliste juba vaadeldud tippude seas,
- - - mis ei asu kontrollloigul
loikumine(p;, p;, t, tT>°) 7
- - - p; asub kontrollloigul, loendajat ja indeksit j ei muudeta
<_ -

- - - p; el asu kontrolll oigul

[?G=i-1u=t:u:=t">

- - - (u, t7°°) on kiir voi kiiresirge

[? (l6ikumine(p;, p;, u, %)) loe ++
Jji=1; ---uusj

< (loe mod 2)

Joonis 7.4: Punkti hulknurka kuulumise kontrollimine.
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7.2 Punktihulga tootlemine

Punktihulga tootlemise tilesannetele on iseloomulik, et iilesande piisti-
tusest vahetult tuletatavad lihtsad, nn. “joumeetodil” algoritmid on suure
ajalise keerukusega. Ulesannete lihemal analiiiisimisel aga osutub paljudel
juhtudel voimalikuks leida mirksa efektiivsemaid lahendusteid. Oeldu keh-
tib ka jargnevas vaadeldava kahe néite puhul.

Punktihulga @ kumeraks katteks nimetatakse viahimat kumerat hulk-
nurka P, mille korral iga punkt hulgast ) asub kas hulknurgal P voi selle
sisealas.

Kumera katte leidmine joumeetodil voiks toimuda sel teel, et kontrolli-
takse iga punktipaari korral, kas koik iilejadnud punktid antud hulgas asu-
vad seda paari labivast sirgest iihel pool. Kui see on nii, siis vaadeldavad
kaks punkti kuuluvad kumerasse kattesse. Kuna n-elemendilises hulgas lei-
dub ©(n?) paari ja iga paari korral uuritakse iilejaéinud n — 2 punkti, siis
sellise algoritmi ajaline keerukus on ©(n?).

Uheks tiiiipiliseks votteks planimeetria {ilesannete lahendusaja vihenda-
miseks on piitida vihendada vaatlusele voetavate punktide arvu, elimineeri-
des lihtsa eelneva analiiiisi pohjal need punktid, mis lahendustulemust ei saa
mojutada. Naiteks kumera katte leidmisel voib vaatlusest vélja jétta suvali-
se sellise nelinurga sisealas asuvad punktid, mille tippudeks on valitud neli
punkti antud punktihulgast. Uks véimlusi on valida need punktid, milleni
(piltlikult Geldes) esimesena joutakse, kui antud punktide kogumile “l&dhene-
takse” neljast kiiljest sirgetega, mille tous on 1 voi —1. Nelinurga tippudeks
on siis jargmised neli punkti: (1) vasak iilemine tipp — punkt, mille abstsissi
ja ordinaadi vahe on minimaalne; (2) vasak alumine tipp — punkt, mille koor-
dinaatide summa on minimaalne; (3) parem alumine ja (4) parem iilemine
— punktid, millel vastavalt koordinaatide vahe v6i summa on maksimaalne.
Olles leidnud nelinurga tipud, pole raske iga punkti korral mééarata, kas ta
kuulub sellesse nelinurka, st. elimineerimisele voi mitte. Moistagi saab osa
punktide eelneva véljaliilitamisega vihendada vaid keskmist keerukust. Hal-
vimal juhul voib osutuda, et leitud nelinurga sisealasse ei kuulu mitte tihtegi
ldhtehulga punkti.

Antud punktihulga kumera katte efektiivsemaks leidmiseks on mitmeid
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voimalusi. Kéesolevas tutvume Grahami seiremeetodiga, mille ajaline
keerukus on O(nlogn). Vastavas algoritmis joonisel 7.5 fikseeritakse koige-
pealt no. vaatlus- ehk seirepunktiks koige viiksema abstsissiga punkt vihima
ordinaadiga punktide seas. See on leitava kumera katte esimene tipp ning ta
tuuakse antud punktijarjendis ka esikohale. Igale iilejadnud punktile vastab
niitid teda l&biv (seire)kiir, mis l&htub seirepunktist. Punktide hulk (ilma
seirepunktita) sorteeritakse vastavate seirekiirte (pseudo-)tousunurkade jargi
mittekahanevalt. Arvestades, et seirepunkt asub “all vasakul”, on selge, et 14-
bides niiviisi sorteeritud punktijarjendit vasakult paremale, peavad kumeral
kattel asuvad punktid esinema kumera katte vastupéeva ldbimise jarjekorras.
Kokkulangevate seirekiirte korral on iisna ilmne, et kumeral kattel saab neist
esineda vaid seirepunktist koige kaugemal asuv punkt.

Algoritmi pohitsiikli -nda sammu alguseks on punktijéarjendi 16puosa ala-
tes elemendist p;,; veel vaatlemata (vt. ka joonis 7.7). Kuid jérjendi algusossa
on koondatud niisugused m punkti, mis osutuvad kumera katte tippudeks
punktide psy ja p,, seirekiirte vahelisesse sektorisse jadvale punktide alamhul-
gale: teel p1 — po — ... — p,, poordutakse igas sisemises tee punktis rangelt
vastupdeva. Peamine iilesanne tsiikli sammul on otsustada, kas selle tee 10p-
pu sobib ka p;, st. kas teel p,, 1 — p, — p; poéordutakse punktis p,, samuti
rangelt vastupéeva. Sobivuse korral tuuaksegi punkt p; kohale m+1. Kui aga
p; on selline, et teel p,,_1 — pm — p; €l poorduta vastupédeva, siis just p,, ei
saa olla kumera katte tipp. Punkti p,, “viljapraakimiseks” pole tarvis teha
muud, kui vihendada m viartust ithe vorra. Seejérel tuleb jatkata p; lisa-
mise voimaluse uurimist. Tsiikli tditmine lopeb seisus, kus jarjendi algusosas
leiduvad niisugused m punkti, mis on kumera katte tippudeks punktide p,
ja pp (st. vihima ja suurima tousunurgaga) seirekiirte vahelisesse sektorisse
jadvale punktide alamuhulgale, seega ka kogu punktide hulgale.

Vaatleme lopuks veel moningaid punktidevahelise kauguse ehk vahemaaga
seotud kiisimusi.

Antud punktihulgas suurima vahemaaga punktipaari otsimise iilesanne
on taandatav kumera katte leidmisele. Nimelt saab néidata, et kaks teinetei-
sest koige kaugemal asuvat punkti peavad olema selle punktihulga kumera
katte tippudeks. Leidub ka algoritm ajalise keerukusega O(mlogm) otsimaks
m-tipulise kumera hulknurga suurima vahemaaga tipupaari (kéesolevas me
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seda algoritmi ei esita). Jarelikult saab suurima vahemaaga punktipaari n-
tipulisest hulgast kitte ajaga O(nlogn).

Ka vihima vahemaaga punktipaari ehk lihima paari leidmise iiles-
anne on lahendatav ajaga O(nlogn). Joumeetod, kus lihtsalt vaadatakse
1ibi vahemaad koigi punktipaaride korral, on ilmselt ©(n?) keerukusega. Siin
vaadeldava meetodi idee seisneb jargmises. Koigepealt sorteeritakse punktid
x-koordinaadi jirgi mittekahanevalt. Saadud punktijirjend jaotatakse seejé-
rel kaheks enamvihem vordeks osaks. Olgu nende osade eraldusjooneks sirge
r = xy. Molemas osas eraldi leitakse lahim paar, edasisele vaatlusele jaetakse
neist loomulikult vdiksema vahemaaga paar (A, B). On selge, et kogu punk-
tihulgas olev ldhim paar on kas (A, B) voi moni sellistest paaridest, millest
iiks punkt asub iihel-, teine teiselpool eraldusjoont @ = xy. Viimasel juhul
aga ei saa kumbki niisuguse paari punktidest olla eraldusjoonest kaugemal,
kui d=(punktide A ja B vaheline kaugus), sest vastasel korral oleks nende
vahemaa suurem kui 0, ning see paar ei saaks konkureerida paariga (A, B).
Jarelikult tuleb peale (A, B) leidmist veel 1dbi vaadata punktid, mis asuvad
vertikaalsel ribal ddresirgetega x = xo —d ja x = x9 + 9. Selleks sorteeritakse
ribal asuvad punktid y-koordinaatide jérgi ja siis uuritakse iga punkti korral
tema kaugust talle eelnevatest punktidest selles jarjestuses. Kui nende hul-
gas leitud vihim kaugus on viiksem kui 0, siis on vastav paar ka otsitavaks
lahendiks, vastasel korral jaab selleks paar (A, B).

Osutub, et riba iga punkti korral piisab vaadelda kaugusi vaid talle eel-
nevast neljast riba punktist. Seda geomeetrilist tosiasja me siin ei toesta,
mérgime vaid, et aluseks on asjaolu, et 0 x 0 ruudus saab neli {iksteisele
mitte lahemal kui ¢ iihikut asuvat punkti paikneda vaid ruudu tippudes.

Ulalkirjeldatud idee lihima paari otsimiseks on joonisel 7.8 realiseeritud
rekursiivse algoritmina. Kuna jaotamine toimub triviaalselt, siis sobib ka
sorteerimiseks kasutada just iihildusmeetodit. Sellest tulenevalt eeldatakse
tippude jarjendi esitust lihtahelana. Enamgi veel, riba punktide analiiiisi saab
sobitada y-koordinaadi jargi sorteerimise skeemi, selle saab sooritada kohe
pirast jirjekordse osa sorteerimist. Algoritmi t66 kiigus siilitatakse senini
leitud lihim paar (A, B) ja sellele vastav kaugus § globaalsetes muutujates.
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Graham_seire(p,n)

- - - Antud: punktide jdrjend py,ps, . ..p,; iga punktiga on peale

--- koordinaatide x,y seotud veel véli .k

- - - Tulemus: leitud antud punktidehulga kumer kate;

--- sellesse kuuluvad punktid on jarjendis esikohale toodud;
--- tagastatakse punktide arv kumeras kattes

I: - - - ettevalmistav osa, vt. joonis 7.6

m:=3
- - - leida kumer kate:

*1=4,5,...n

- - - punktide jarjend koosneb jargmistest osadest:

-~ =Py Pm-1,Pm — voimalikud kandidaadid kumerasse kattesse
- -~ (liikumisel py = ... = Pm_1 — Py poOrdutakse vastupéeva)
- - - Pma+1---pi_1 — punktid, mis on juba vilja praagitud, st.

- - - labikukkunud kandidaadid

- - - p; — késiloleval sammul vaadeldav punkt

- - - Dit1-..Pp — veel vaatlusele votmata punktid

litkkumisel p,,—1 — pm — p; i poorduta vastupdeva ?
m ——; - - - praakida vélja punkt p,,

- - - litkumisel p,, 1 — pm — p; poorduti vastupdeva
Diwm :=:pi; - - - p; liilitatakse kandidaatide rivi loppu;
- - - p; kohale tuli niiiid juba varem vilja praagitud tipp

<— (m)

Joonis 7.5: Kumera katte leidmine Grahami seiremeetodil.
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leida hulknurga alumine tipp pm;
kui alumisi tippe on mitu, siis p,, on neist koige vasakpoolsem

Pm i=:P1; - -- tuua alumine esikohale jarjendis
- - - arvutada punktist p; ldhtuvate kiirte tousunurgad:

*1=2,3,...m

pi-k == 0(p1,p;); --- vt. joonis 7.1

sorteerida po, ps3, ... ,p, vOotme .k jargi mittekahanevalt

elimineerida (osa) punkte: vordse k vidrtusega punktidest jitta alles
ainult punktist p; koige kaugemal asetsev punkt;
vastavalt vihendada n vidrtust

Joonis 7.6: Ettevalmistav osa Grahami seiremeetodis.

1234 m mt+l ... i-1 i i+1 n

kandidaadid | praagitud tipud veel vaatlemata tipud

Joonis 7.7: Tipujarjendi p struktuur Grahami seiremeetodis.
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y_sorteerida(p, k)
- - - Antud: péaisega lihtahel p, milles on k liiget (péist arvestamata),
-- - ahela iga liige (1) kujutab iihte tasandi punkti (l.z; l.y);
--- ahel p on sorteeritud votme x jargi mittekahanevalt;
--- globaalsetena on antud senini teadaolev ldhim paar (A, B)
--- ja sellele vastav vahemaa ¢
- - - Tulemus: antud lihtahel sorteeritud votme y jargi;
--- kui selle sorteerimise kdigus avastati veelgi lahem paar,
--- siis vastavalt muudetud (parandatud) (A, B) ja ¢;
--- tagastatakse viit ahela viimasele liikmele

E=17
< (p.viit)
r:=vy_sorteerida(p, | k/2])
o :=r.wiit.x; - - - xg on lahtejarjendi keskmise punkti abstsiss

s:=vy_sorteerida(r, [k/2])
- - - iihildada osad p...r jar...s arvestades votmega y:
v :=dihildada__ahelad(p, |k/2],r, [k/2]))
- - - vt. ka joonis 4.9
---p...r...s sorteeritud votme y jédrgi mittekahanevalt
- - - ldhimaks paariks osades p...r jar...s on (A, B) vahemaaga J;

- - - vt. joonis 7.9

(v)

|: - - - uurida veel punkte 20 laiusel ribal sirge x = x iimbruses,
e

Joonis 7.8: Lihima paari otsimine y-koordinaadi jérgi iimberjirjestamise kii-
gus.
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U=P; Up = Up = Uz := Uy = A

u = w.viit
- - - u on jarjekordne vaadeldav tipp

lu.x —xo| <7
- - - punkt u asub ribal, u voib moodustada uue ldhima paari
- - - iihega neljast talle ahelas eelnevast punktist wuy, usy, U3, U4
kontr(u,wy); kontr(u,us); kontr(u,us); kontr(u,uy);
- - - funktsioon kontr on kirjeldatud joonisel 7.10

- - - eelnevate punktide nelik jdrgmise u jaoks:
Ul 1= Uy U 1= U3; U3 1= Ug; Uyg = U

Joonis 7.9: Punktide uurimine ribal (1&hima paari leidmise algoritmi osa).

kontr(a,b)

- - - Antud: kaks punkti viitadega a ja b

- - - ning (globaalsetena) senini leitud ldhima paari punktid A, B
--- koos nende vahemaaga ¢

- - - Tulemus: kui (a,b) on veelgi ldhem paar,

- - - siis vastavalt muudetud (parandatud) A, B ja ¢

atAAb£A?

d:=+/(a.x —bx)? + (a.y — b.y)>
d<d?
0 :=d;
Axr:=ax, Ay:=ay; Bxr:=bx, By:=by

Joonis 7.10: Abifunktsioon ldhima paari otsimisel.
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Algoritmi korrektsus

Kéesolevas peatiikis tutvustatakse iihte voimalust algoritmide korrektsuse
probleemi formaalseks késitlemiseks, kus rangelt spetsifitseeritud algoritme
vaadeldakse kui matemaatilisi objekte. Lihtsustavatel eeldustel selgitatakse,
milles seisneb algoritmi korrektsuse matemaatilise toestamise idee. Toestus-
tes kasutatavate formaalsete votete lihtsus peaks lugejas tekitama moningase
ettekujutuse algoritmide (ja programmide) automaatse korrektsuse toesta-
mise pohimottelisest voimalikkusest.

8.1 Algoritmi korrektsuse moiste

Iga algoritm IT, mis on varustatud eeltingimusega (P) ja jareltingimuse-
ga (@) kujutab endast teoreemi, mis viidab, et algoritm on korrektne, st.
algoritmi sisemine spetsifikatsioon (IT) on kooskolas tema vilimise spetsifi-
katsiooniga (P, Q).

Paneme téhele, et eel- ja/voi jareltingimuseta algoritmi (nagu néiteks
algoritm joonisel 8.1) korrektsuse kohta ei ole voimalik midagi véita.

Kéesolevas piirdume lihtsamate juhtudega, kus nii eel- kui ka jareltingi-
mused on esitatavad predikaatidena (tingimustena) algoritmi olekute ruumis.

Loobume ka muutujate skoopide eristamisest, eeldades, et koikide muu-
tujate skoobiks on terve algoritm. Sel korral defineerime olekute ruumi
kui muutjate vadrtusehulkade otsekorrutise Vi x V5 x ... x V,,, kus m on
muutujate arv ja V; on i-nda muutuja koigi vadrtuste hulk (i =1,2,... ,m).

125
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m =92 ---n=0
k=1 _m::l
k<n7 kzl
mi=m Xk k=n?
k=k+1
m:=mxk;k:=kF+1

Joonis 8.1: Viilise spetsifikatsioonita

) ---m=n!
algoritm.
Joonis 8.3: Mittenegatiivse tdisarvu
faktoriaal.
---n>1
m =2 ---n>0
k=1 _
= =1
Ek<n? =2
m:=mXk ”
E=k+1 k=mn+l
| m:=mxk; k:=k+1
ee-m=n |
Joonis 8.2: Vilise spetsifikatsiooniga - - - m = n!
algoritm. Joonis 8.4: Naturaalarvu faktoriaal.

---n>=0
_m::l
k=2
k=n+17?

m:=mxk; k:=kFk+1

---m=n!
Joonis 8.5: Mittenegatiivse tdisarvu
faktoriaal (vaid osaliselt korrektne).
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Olekuks nimetatakse olekute ruumi elementi, st muutujate konkreetsete
viartuste jarjendit.

Algoritmis joonisel 8.1 (samuti kui joonisel 8.2) on muutujateks n,m ja
k, olekute néideteks jarjendid (0, 0,0), (0,0,1),(3,6,6), (=5, 1278, 103). Algo-
ritmi taitmise kdigus omandavad muutujad erinevaid viartusi, pérast iga
operatsiooni taitmist tekkinud ehk saavutatud olekut nimetatakse ka algo-
ritmi olekuks sellel tditmismomendil.

Olgu antud algoritm II, eeltingimus P ja jareltingimus ). Siis vastav
algoritmi korrektsuse teoreem (ehk algoritmi téieliku korrektsuse teo-
reem) esitatakse kujul

---P

1 voi PLQ

- Q
mis molemad loetakse jargmise teoreemi liithemaks iileskirjutiseks:

Teoreem. Kui algoritma IT tditmist alustatakse olekus, mis rahuldab tin-
gimust P, sus algoritmi taitmine lopeb pdrast lopliku arvu operatsioonide soo-
ritamist ja lopetamise hetkeks saavutatud olek rahuldab tingimust Q).

Algoritm on téielikult korrektne, kui tema jaoks kehtib (on toestatud)
vastav korrektsuse teoreem. Enne toestamisele asumist on muidugi otstarbe-
kohane kontrollida teoreemi véite kehtivust mitmetel konkreetsetel erijuhtu-
del. Taoline kontrollimine vastab programmeerimise valdkonnast hésti tuntud
testimistegevusele. Olles néiteks proovinud joonisel 8.2 olevat algoritmi "l&bi
teha" neljast eeltingimusega (n > 1) lubatud algolekust, vt. tabel 8.1, saame
loppolekud, milles koigis kehtib m = n!. Jérelikult voiks nagu iiritada leida
téieliku korrektsuse toestust. See aga kindlasti ebaonnestub, kuna vaadeldav
algoritm ei ole tegelikult korrektne. Selleks, et ndidata algoritmi ebakorrekt-
sust ehk vigasust, piisab vaid iihe n6. kontranéite leidmisest. Sel puhul po-
le ilmselt motet toestamisele asudagi. Ulaltehtud néitealgoritmi testimised
kinnitasid selle algoritmi oiget t66d parajasti neljal konkreetsel erijuhul, ei
midagi enamat. Nende katsetuste hulka ei sattunud paraku algoritmi eba-
korrektsust toestav kontrandide. Algoritm joonisel 8.2 osutubki vigaseks (vt.
tabel 8.2), kuna nt. alustades lubatud olekust, kus n = 1 ja m = 1 ning
k =1, algoritm lopetab olekus n = 1,m = 2 ja £ = 2. Kuid selles olekus ei
kehti m = n!, sest m = 2, aga n! = 1! = 1. Kiill aga kehtivad joonistel 8.3
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Tabel 8.1: Joonisel 8.2 oleva algortimi testimistulemusi.

n m k
algolek | 2 1 1| kehtib:n>1
loppolek | 2 2 3| kehtib: m = n!
algolek |3 —1 1| kehtib:n>1
loppolek | 3 6 4 | kehtib: m = n!
algolek | 4 0 0| kehtib: n > 1
loppolek | 4 24 5 | kehtib: m = n!
algolek | 6 1 1| kehtib:n>1
loppolek | 6 720 7 | kehtib: m = n!

Tabel 8.2: Joonisel 8.2 oleva algortimi ebakorrektsuse toestus.

kehtib: n > 1
M ei kehti: m = n!

(NI ol

n o m
algolek |1 1
loppolek | 1 2

ja 8.4 esitatud korrektsuse teoreemid, st. need kaks algoritmi on téielikult
korrektsed (neist esimese toestus antakse jérgmises jaotises).
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8.2 Algoritmi korrektsuse toestamine

Tiieliku korrektsuse teoreemi P == @ toestamiseks
1) ldhtudes jareltingimusest @ ja algoritmist IT konstrueeritakse (leitakse)

norgim eeltingimus P’ nii et P’ =L Q;
2) ndidatakse, et kehtib implikatsioon P = P’.

Skemaatiliselt:

- - - P (antud)

- - - P’ (leida ja ndidata P = P')
IT (antud)

- - - @ (antud)

Jargnevates alajaotistes esitatakse algoritmides esinevatele lihtsamatele
juhtimiskonstruktsioonidele vastavad ilmselt (aksiomaatiliselt) kehtivad tu-
letusreeglid ning tuuakse moningaid nende rakendamise néiteid. Kaks esi-
mest aksioomi (8.1 ja 8.2) esindavad véga lihtsaid konstruktsioone ega vaja
pohjalikumat selgitamist.

8.2.1 Tiihi algoritm

Tiihjas algoritmis (A) ei ole iihtegi operatsiooni, seega téditmisel olekumuutust
ei toimu ning ,saavutatud” olekus saab olla rahuldatud vaid tingimus (Q),
mis ei ole norgem kui eeltingimus (P). Tuletusreegel:

P=Q

8.1
P20 &1)

Norgim eeltingimus on Q).
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8.2.2 Jarjestikalgoritm

---P
I
---R ehk rPiLQ
HI
- Q
Tuletusreegel:
PLRREQ 52)
PIEQ
Kui R on norgim eeltingimus algoritmi
HI
-Q
korrektsuseks ja ja P on norgim eeltingimus algoritmi
I1
---R

korrektsuseks, siis P on norgim eeltingimus antud jérjestikalgoritmi korrekt-
suseks.

8.2.3 Omistamisdirektiiv

—.-p
ri=e ehk P=LQ
-Q
Tuletusreegel (eeldusel, et avaldise e arvutamisel olek ei muutu):
el (33)
P=Q

Norgim eeltingimus ()7 saadakse jareltingimusest () muutuja x koigi esine-
miste asendamisel avaldisega (e).
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Tuletusreegli rakendamise néide:

Teoreem 1
e+ y<yYPAy=0AT =0
ri=Vr =y

- -t 420y <y

Toestus.

Eeltingimus: P < v +y <y?*Ay > 0Az > 0.

Jareltingimus: Q & 2° + 2x/y < y*.

Norgim eeltingimus ()7 saadakse jareltingimusest omistamise sihtmuutuja
 koigi esinemiste asendamisel omistamistatava avaldisega (\/z —,/y). Seega
Qr & (Ve —y)?+2(VT — VYVY < y* & o —y < y’. Eeltingimusest
jareldub norgim eeltingimus, P = Q%: x+y < y°Ay = 0Ax > 0 = v—y < y>.

O

Just asjaolu, et omistamisdirektiivi jaoks on jéreltingimusest 1dhtudes va-
ga kergesti, n.6. ,masinlikult konstrueeritav norgim eeltingimus, méaérabki
algoritmi korrektsuse toestamise iildise alt-iiles suuna. Kui piitida toestus labi
viia iilevalt-alla, siis tuleks leida vaadeldava algoritmiosa jaoks tugevaim jé-
reltingimus, ldhtudes antud eeltingimusest. Omistamisdirektiivi korral oleks
tugevaimaks jareltingimuseks P¢, mis saadakse tingimusest P koigi osaaval-
diste e asendamisel muutujaga x. Kuid see nouaks tihtipeale eelnevat kee-
rulist P teisendamist sellisele kujule, kus ilmutatatult esineksid osaavaldised
e.

Niiteks teoreemi 1 {ilevat-alla toestamiseks tuleks esmalt teha teisendus
r4+y <yAy>0Az>20= (Vo—y+2/y)r—y) <y Alles
viimasest saab siis leida tugevaima jéreltingimuse (asendamisel (v/z—,/y) —
), milleks on (z +2/y)r < y* & 2° + 22/y < y*.



132 PEATUKK 8. ALGORITMI KORREKTSUS

8.2.4 Tingimuslik direktiiv

_.-P
i
t?
I ehk P=Q
HII
il
-Q

Tuletusreegel (eeldusel, et tingimuse ¢ kontrollimise kéigus olek ei muutu):
tAPZQ ~tAPEQ

P=Q
Norgim eeltingimus on (t AR')V (=t A R"), kus R’ ja R"” on norgimad eeltin-

(8.4)

gimused vastavalt algoritmide
HI ja HII
-Q -Q

korrektsuseks.
Erijuhul, kui teine osa puudub (IT” = A), on tingimusliku direktiivi

t?
H/
--Q
norgimaks eeltingimuseks (¢t A R') V (=t A Q).

Teoreem 2
---x>0ANy>0

x>y ?
k:=x—y

k:=y—=x
k=l -y

Toestus.
Algoritmiks on tingimuslik direktiiv eeltingimusega P < = > 0 Ay > 0,
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jareltingimusega (@ < k = |z — y| ning hargnemistingimusega ¢t < = > .
Alternatiivselt tdidetavateks osadeks on omistamisdirektiivid

k=x—y;,---1I
ja

k=y—ux;---1I".
Vajalikud vahetingimused R’ ja R” leiame omistamise reegli 8.3 pohjal:

rey=l-yle @, SR

k:=x—y;,---1I

k=l Q
ning

ey—r=lr-yle Qe R

k=x—y;,---1I"

k=l Q
Antud tingimusliku direktiivi norgim eeltingimus jéareltingimuse () korral:
Pro@>yne—y=lr—y)Ve<yry—z=lz—yl).
Kuna P’ on samaselt toene, siis P = P'.

d

Paneme tihele, et samaselt téene norgim eeltingimus (P’) tdhendab te-
gelikult seda, et algoritm on korrektne suvalise eeltingimuse (P) korral (sest
siis kindlasti P = P’) ehk soovitud 16ppolek (mis rahuldab jareltingimust
() saavutatakse suvalisest algolekust lahtudes. Seega ka vaadeldud tingimus-
direktiiv 16petab alati olekus, mis rahuldab tingimust & = | — y|, soltumata
sellest, millises olekus téditmist alustatakse. Teiste sonadega, tegemist on su-
valiste vaartustega muutujate x ja y vahe absoluutvairtuse leidmise ja muu-
tujale £ omistamise algoritmiga.

Teoreem 3
---x4+y=m
x>y ?

a:=ux
rTi=y

y:=a

-z <YNzt+y=m
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Toestus.

Algoritmiks on tiheosaline tingimuslik direktiiv eeltingimusega P < =+ y =
m, jareltingimusega () < v < y Axr+y = m ning hargnemistingimusega t <
x > y. Viimase rahuldatuse korral taidetakse kolmest omistamisdirektiivist
koosnev jérjestikalgoritm (I1'):

a:=2x
ri=y
yi=a

Vajaliku vahetingimuse R’ leiame reegleid 8.3 ja 8.2 rakendades. Selleks,
alustades jareltingimusest (), konstrueerime jarjekorras tingimused @, Q> ja
Q3:

---3ey<rAy+r=m< R

a:=z
---@Qresy<ahyta=m
ri=y
---iEr<a Nz ta=m
y:=a

---RQer<yANr+y=m

Antud tingimusliku direktiivi norgim eeltingimus jareltingimuse (Q korral:
P& (tAR)V(-tAQ) &
S>yNy<aczAy+rx=m)VEe<yrhz<yArz+y=m)<
S@>yANy+rz=m)Ve<yArz+y=m) <&

SE>yVa<y Ay+zr=m)&
SyYtr=ms

& P

Seega P = P'.

8.2.5 Tsiuiklidirektiiv

Seoses tsiiklidirektiiviga kerkib algoritmi t66 16plikkuse probleem. Nimelt
voib osutuda, et algoritmi taitmine ei lopegi, kuigi alustati olekust, mis rahul-
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dab eeltingimust. Néiteks, kui joonisel 8.5 esitatud algoritmi taitmist alus-
tada lubatud olekust n = 0,m = 1,k = 1, siis paraku tsiiklist viljumist ei
saa toimuda, sest lopetamistingimust (K = n + 1) rahuldavat olekut iialgi ei
saavutata.

Otstarbekohane on sisse tuua algoritmi osalise korrektsuse moiste.

Olgu antud algoritm II, eeltingimus P ja jireltingimus (). Siis vastav
algoritmi osalise korrektsuse teoreem esitatakse kujul

---P

| voi j 2Ly

)
mis molemad loetakse jargmise teoreemi lithemaks tleskirjutiseks:

Teoreem. Kui algoritmi 11 taitmist alustatakse olekus, mis rahuldab tin-
gimust P, sus algoritme taitmise [ o p p e d e s on saavutatud olek, mis
rahuldab tingimust Q.

Niiteks saab toestada, et joonisel 8.5 esitatud algoritm on osaliselt kor-
rektne. Osaliselt korrektne algoritm ei anna kunagi no. vale vastust: kui on
alustatud lubatud algolekust, siis, kui algoritmi taitmine peaks loppema, on
kindlasti saavutatud jareltingimust rahuldav olek; kuid mitte igast lubatud
algolekust alustades ei pruugi algoritmi taitmine 16ppeda.

Algoritmi loplikkuse teoreem esitatakse kujul

---P

I voi r-y

.
mis molemad loetakse jargmise teoreemi lithemaks tleskirjutiseks:

Teoreem. Kui algoritmi 11 taitmist alustatakse olekus, mis rahuldab tin-
gimust P, siis algoritmi tditmiseks kulub loplik arv operatsioone.

Tsiiklidirektiivi

___P
I
7
I ehk P
I
---Q

taieliku korrektsuse toestamiseks nédidatakse, et (1) tsiikkel on osaliselt
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korrektne, st. kehtib osalise korrektsuse teoreem, ja (2) tsiikkel on 16plik, st.
kehtib 16plikkuse teoreem — tsiikkel taidetakse 1opliku ajaga (kui alustatakse
olekust, mis rahuldab eeltingimust):

r-Lory
P=Q

(8.5)

Kummagi ,alamteoreemi” toestamiseks on paratamatult tarvis teada veel
tsiikli sammu alguses kehtivat lisatingimust — tsiikli invarianti (R):

Tsiikli invariandil on keskne koht tsiikli olemuse ja to6pohimotte madrat-
lemisel, samuti tsiikli korrektsuse toestamisel. Molemad olulised tuletusreeg-
lid (8.6 ja 8.7) eeldavad, et koos tsiiklidirektiiviga on antud ka sobiv tsiikli
invariant. Viimane on tegelikult tsiikli tdielikust kirjeldusest lahutamatu, sel-
le automaatne leidmine vaid tsiikli spetsifikatsioonist (P, IT, ) ldhtudes ei ole
tildiselt voimalik.

Invariandiga R varustatud tsiikli osalise korrektsuse aksioom (eeldusel, et
1opetamistingimuse ¢ kontrollimise kdigus olek ei muutu):

P=R—~4tARXSRIAR=Q
P50

(8.6)

Seega, tsiikkel on osaliselt korrektne, kui tsiikli invariant R on rahuldatud
alustamisolekus (P = R), tsiikli sisu (I1°) on osaliselt korrektne eeltingimuse
—t A R ning jareltingimuse R korral (=t A R v, R) ja lopetamistingimus
t konjunktsioonis invariandiga ,tagab® jareltingimust rahuldava loppoleku
(tANR= Q).

Invariandiga R varustatud tsiikli 1oplikkuse toestamiseks tuleb leida téis-
arvuline avaldis e, mille viirtus on positiivne enne tsiikli sisu I1° iga tditmist
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ja kindlasti viheneb sisu téditmise tulemusena. Seega, tsiikli 16plikkuse ak-
sioom:

0

—|t/\R$e>0,—|t/\R/\(0<e:C)é(0<e<c)

P

(8.7)

kus e on avaldis ja ¢ on konstant.

Vaadeldava tsiiklikonstruktsiooni norgimaks eeltingimuseks on invariant
R, mille korral on rahuldatud molema aksioomi (8.6 ja 8.7) eeldused.

Kui algoritmi iildises alt-iiles toestuskédigus on joutud tsiiklidirektiivini

...H

R
t?

siis voib votta tingimuse R tsiikli eeltingimuseks, kui toestada R = Q;
selleks aga tuleb omakorda néaidata jargmise kolme viite kehtivus:

1) =tAR R (invariantsus);

2) t A R = @ (sihipérasus);

3) R —f (15plikkus).

Teoreem 4
---m=k-1)"NE<n+1

---m=k-1)IANE<n+1
k>n?
e
m:=m X k
k=FkF+1
---m=n!
Toestus

Rem=k—-1IAk<n+1,
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QR < m=nl
t< k> n.
I1°:
m:=m X k
ki=FkFk+1

1) -tAR LR (invariantsus)

Leiame jérjestikuselt (alt-iiles) Ry ja Rs, kasutades omistamise aksioomi
(8.3):
---Ree (R emxk=kAk<nem=(k-1)!Ak<n
m:=mxk
---Ri &R, em=kAE<n
k:=Fk+1
---Rem=(k-1)!'Ak<n+1
Kehtib =t A R = Rj:
E<nAm=(k-1)IANk<n+1ek<nAm=(k—1)!< R,.

Seega on invariantsus naidatud.
2) t N R = @ (sihipérasus)

Kehtib, sest
E>nAam=(k-1INE<n+lem=(k-1)IAk=n+1=m=n!l< Q.
3) R (16plikkus)

Loplikkuse aksioomi eeldused on rahuldatud, kui avaldiseks e votta n—k—+1.
Esiteks, tA\R< k<nAm=(k—1)!\k<n+1l=k<n=>k<n+1=
n—k+1>0.
Teiseks, niitame, et -t ARA(n—k+1=¢) LI (n—k+1<c).
Selleks leiame jarjestikuselt R3 ja Ry, kasutades omistamise aksioomi (8.3):
---Riyen—k<e
m:=mxk
---Ryen—(k+1l)+1l<cen—k<c
k:=Fk+1
---n—k+1<c
Kehtibn—k+1=c= Ry,sest n—k+1=c=n—Fk<ec.
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Oleme invariandi R alusel toestanud antud tsiiklidirektiivi korrektsuse,
seega R sobib ka selle tsiikli eeltingimuseks.
O
Jareldus. Mittenegatiivse taisarvu faktoriaali arvutamise algoritm (joonisel
8.3) on tdielikult korrektne.
Toestus. Selles algoritmis oleva tsiikli korrektsus on teoreemis uuritud. Peale
selle kehtib

---n=0
- P
m:=1
E—
k=1

---Rem=((k—-1)!AE<n+1,
sest
PPem=0A1l<n+lem=1AN0<n, P 1=1AN0<ns0<n
jan>0= Pb.
O
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8.3 Naide: kiire astendamise algoritmi korrekt-
sus

Teoreem
---a,méeN
---m =0

r:=a,n:=m; z2:=1

[? (paaritu(n)) z :==z x x
n:=|n/2|; v :=2?

---z=a"
Toestus.

Antud juhul pole tsiikli invariant "kaasa antud". Selle leidmiseks tuleks tege-
likult tsiikkel {iksikasjalikult "lahti motestada', et kindlaks teha muutujate
vaartuste piisiv vahekord. Osutub, et invariandiks sobib

R zam"=a™ An > 0.
Invariandi R alusel toestame algoritmis esineva tsiiklidirektiivi (kus lopetamis-
tingimuseks ¢ on n = 0).

1) n#0A RS R (invariantsus)

Téapsemalt, tuleb toestada
---n#0AR
[? (paaritu(n)) z ==z X x
n:=|n/2|; v :=2?
___R

Leiame jarjestikuselt Ry, Ry, Rz, Ry:
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--- Ry

paaritu(n) ?
- - - Ry

Z2:=2Z XX

- Ry
n:=|n/2|
.- R,
T =12
---Rez2"=ad"An=0
Omistamisaksioomi (8.3) pohjal saame Ry, R,, Ras:
Risz(x))"=a"An>0& 22" =a™ An >0,
Ry & 2222l = q™ A [n/2] >0,
Rs & zaz?"2l = am A |n/2] > 0 & 2?2130 = gm A |n/2] > 0.
Tingimus R4 on iihe poolega tingimusdirektiivi norgim eeltingimus:
Ry < (paaritu(n) ARs)V (=paaritu(n) ARy) < (paaritu(n) Aza?l/2+1 =
a™ A |n/2] = 0)V (mpaaritu(n) A z2?"2 = a™ A [n/2] > 0).
Kuna paaritu n korral |n/2| = (n—1)/2ja (n—1)/2 > 0= n > 0 ning
paaris n korral [n/2] =n/2jan/2>0=n >0, siis
Ris (zz"=a"An=20)V(z2" =a" An>0) < z2" =a" An > 0.
Sellega on invariantsus ndidatud, sest antud eeltingimusest jéreldub norgim
eeltingimus Ry:
nE OAR=n#0ANzz"=a"An>0=zz"=a" An>0=
ze" =a™ An > 0< Ry.

2) t A R = @ (sihipérasus)

Kehtib, sest
tAR=n=0Azz"=a"An>20=>n=0Azx"=a" = z=a".

3) R (16plikkus)

Loplikkuse aksioomi eeldused on rahuldatud, kui avaldiseks e votta n.
Esiteks, "t A\R<n#0Azz" =ad™ An>0=n>0.
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Teiseks, kehtib

---tARAn=c

[? (paaritu(n)) z ==z X x

n:=|n/2|; v :=2?

---n<c
Toepoolest, jareltingimusest n < ¢ ldhtudes saame selle algoritmi(osa) nor-
gimaks eeltingimuseks |[n/2| < ¢ (kuna ainus muutujale n omistamine on
n:=|n/2|). Saadud norgim eeltingimus aga jireldub antud eeltingimusest:
n OANRAn=c=n#0Azz"=a"An>20An=c=>n>0An=c=
In/2| <c.

Kokkuvottes, teoreemis antud algoritmis esineva tsiikli norgimaks eeltin-
gimuseks on R.

Toestuse 1opuleviimiseks jaéb tile vaid leida jarjestikuselt (alt-iiles) tingi-
mused P, P, Ps:

---Paed"=a"Am=20&m=>0

ri=a
---PBesm=ad"Am>=0
n:=m
---Pea"=ad"An=0
z:=1

---Rez"=ad"An=20
ja veenduda, et tingimus Pj jareldub vaadeldavas algoritmis esitatud eeltin-

gimusest m > 0.
O
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graafi labimine (graph traversal), 106

Grahami seiremeetod (Graham scan),
119

Huffmani puu (Huffman tree), 84

jaga-ja-valitse (divide-and-conquer),
62
juur (root), 27
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jareltulija (descendant), 27, 40

jarjekord (queue), 26

jarjestatud puu (ordered tree), 27

jarjestikpaigutus (sequential alloca-
tion), 41

kaar (edge), 40

kahekéiguline algoritm (two-pass algor-
tihm), 51

kahendkuhi (binary heap), 52

kahendotsimise puu (binary search
tree), 28

kahendpuu (binary tree), 27

kaugus (distance), 98

keerukus halvimal juhul (worst-case
complexity), 19

keskjarjestus (postorder), 28

keskmine keerukus (average-case comp-
lexity), 19

kiire astendamine (fast exponentia-
tion), 140

kiirmeetod (quicksort), 62

kimbumeetod (bucketsort), 73

Knuth-Morris-Pratti algoritm, 78

kogukeerukus (total complezity), 18

kolleeg (sibling), 27

kollisioon (collision), 45

kommentaar (comment), 9

kompaktne kahendpuu (compact bi-
nary tree), 28

koodipuu (prefiz code tree), 83

korrektsuse teoreem (correctness theo-
rem), 127

kriitiline tee (critical path), 96

Kruskali algoritm, 109

145

kuhi (heap), 52

kuhjameetod (heapsort), 55

kuhjaomadus (heap property), 52

kuhjastama (heapify), 54

kumer kate (convez hull), 118

kuuluvus hulknurka (inclusion in a
polygon), 114

lahtine adresseerimine (open add-
ressing), 46

laiuti labimine (breadth-first traver-
sal), 106

leht (leaf), 27

lihtahel (linked list), 42

lihtskeem (simple sketch), 7

lisamine (insertion), 24

loendamismeetod (counting sort), 72

16ikude 16ikumine (line segment in-
tersection), 114

16ppjérjestus (endorder), 28

1ahim paar (closest pair), 120

lahtepunkt (anchor point), 116

lahtetipp (start node), 98

lithim tee (shortest path), 98

magasin (stack), 26

mask (mask, bitmap), 16

mets (forest), 27

minimaalne toes (minimal spanning
tree), 109

moodulskeem (module sketch), 8

muutuv eelistus (changing priority),
26

naaber (neighbour), 40
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naabrusmaatriks (adjacency matriz),

102
naturaalesitus (natural representa-
tion), 42

olek (state), 127

olekute ruum (state space), 125

operatsioonivaru (set of operations),
23

orienteerimata graaf (undirected graph),
40

orienteeritud graaf (directed graph,
digraph), 40

osaline korrektsus (partial correct-
ness), 135

osasone (substring), 87

otsetee (direct path), 106

otsisone (search string, pattern), 75

otsustuste puu (decision tree), 70

paiskfunktsioon (hash function), 45

paisksalvestus (hash coding), 45

paisktabel (hash table), 45

pikim iihissone (longest common subst-
ring), 87

pistemeetod (insertion sort), 60

poliinomiaalne keerukus (polynomial
complexity), 15

positsioonimeetod (radiz sort), 72

prefiksfunktsioon (prefiz-function),
78

prefikskood (prefiz code), 83

Primi algoritm, 110

pseodo-tousunurk, 113
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punkt hulknurgas (point in polygon),
114

puu (tree), 27

pohioperatsioon (characteristic ope-
ration), 18

pohiteoreem (master theorem), 20

poimemeetod (mergesort), 66

poimimine (merging), 66

porge (collision), 45

péripdeva (clockwise), 113

péristee (proper path), 40

paristsiikkel (proper loop), 40

poorde suund, 113

poordkuhi (inverted heap), 52

Rabin- Karpi algoritm, 80
raskelt lahenduv (intractable), 15

saavutatav tipp (reachable node),
40

seljakotitilesanne (knapsack problem),
16

seotud paigutus (linked allocation),
41

serv (edge), 40

sisendaste (in-degree), 40

stabiilne sorteerimismeetod (stable
sorting), 59

struktuurne tiitip (structured type),
23

suluesitus (parenthesis notation), 43

suurima vahemaaga punktid (fart-
hest points), 119

solm (internal node), 27

sone (string), 75
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sonetootlus (string processing), 75
stigavuti l&bimine (depth-first tra-
versal), 106

tagasisidestatud (threaded), 42

tasakaalustatud (balanced), 31

tee (path), 40

tee 6gvendamine (path compression),
51

teepikkus (path length), 98

tekst (text), 75

teksti pakkimine (text compression),
83

tipp (node, vertez), 40

toes (spanning tree), 109

toesemets (spanning forest), 109

toesepuu (spanning tree), 109

topeltpaiskamine (double hashing),

47
topoloogiline jérjestus (topological
order), 93

topoloogiline sorteerimine (topolo-
gical sort), 93

traageldatud (threaded), 42

tsiikkel (loop), 40

tstikli invariant (loop invariant), 136

tsiikliskeem (loop sketch), 8

tahestik (alphabet), 75

taielik kahendpuu (complete binary
tree), 28

taielik korrektsus (complete correct-
ness), 135

tithisone (empty string), 75

vahetipp (internal node), 27
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vastupédeva (counterclockwise), 113

vorkgraafik (prerequisite graph), 93

votmine (extraction), 24

vihima vahemaaga punktid ( closest
points), 120

vilisahelate meetod (external chai-
ning), 45

viljundaste (out-degree), 40

vaartusvaru (domain, set of values),
23

tiherealine skeem (one-line sketch),
9

tihildamine (merging), 66

tihildusmeetod (mergesort), 66

tihine osasone (common substring),
87

tihissone (common substring), 87

tilemus (parent, ancestor), 27
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