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I. Einleitung.

Bei der Untersuchung der statistischen Kollektive mittels
eines veridnderlichen Merkmals benutzt man die diesem Merk-
male zugehorige Hiufigkeitsverteilung. Da die Hiufigkeitsver-
teilung deutlich die Eigenschaften des Kollektivs zum Vorschein
bringt, ist das Problem, die analytische Darstellung der Hiufig-
keitsverteilung zu finden, immer interessant gewesen. Eine
solche Verteilungsfunktion ermoglicht, erstens, die typischen
Eigenschaften des Kollektivs zusammenzufassen und, zweitens,
die mit den Haufigkeitsverteilungen verkniipften Probleme in
in allgemeiner Form zu l6sen.

Unter den gebriduchlichen Systemen sind das Pearson’sche
und das Charlier’sche die bekanntesten; von diesen besteht das
erstere aus 7, das letztere aus 2 Kurventypen. Die Wahl des pas-
senden Kurventypus ist beim Charlier’schen System frei, und es
kann bei seiner Anwendung praktisch ausprobiert werden, welcher
Typus der passendste ist. Beim Pearson’schen System kann man
den Kurventypus nicht freiwillig wihlen, da dieser durch eine
von der Hiufigkeitsverteilung abhidngige Charakteristik be-
stimmt wird. Zum Berechnen dieser Charakteristik sowie der
Konstanten der Gleichung wendet man bei beiden Systemen statt
der gewohnlichen Methode der kleinsten Quadrate die bekannte
Methode der Momente an. Da beide Systeme bei ihrer praktischen
Anwendung viel Rechenarbeit erfordern und die entsprechenden
Gleichungen keine direkt klare Vorstellung vom Charakter der
Hiufigkeitsverteilung bieten, wirdin der vorliegenden Arbeit ein
neues System vorgeschlagen, in dem die Gleichung der Hiufig-
keitskurve so gewihlt wird, dass die Koeffizienten der Gleichung
gleichzeitig auch die Charakteristiken der Haufigkeitsverteilung
darstellen. Damit ist auch fiir die Charakteristiken ein neues
System gefunden, weil das bisherige, auf den Momenten beruh-
ende System bei Verteilungen, die von der Normalverteilung stark
abweichen, ganz unbrauchbare Resultate lieferte. Beim vorge-
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schlagenen System ist das Bestimmen der Koeffizienten und auch
das Berechnen der fiir die graphische Darstellung der Kurve noti-
gen Koordinaten sehr einfach und selbst dem Nichtmathematiker
verstindlich. Fiir den letztgenannten sind am Schluss der Arbeit
entsprechend ausgearbeitete Standardmethoden angefiihrt, die
bei nur kleinem Zeitaufwand das Durchfiihren der notigen Be-
rechnungen ermoglichen.

Bevor wir unser System niher betrachten, wollen wir einige
Mingel der bisher bekannten Systeme erdrtern.

TI. Die Nachteile der nach den Momenten
berechneten Charakteristiken.

Der bekanntesten zum Charakterisieren der Hiaufigkeits-
verteilung benutzten Methode liegen das arithmetische Mittel und
die in bezug auf dieses berechneten Momente hoherer Ordnung
zugrunde. Dieselben Momente bilden auch die Grundlage des
Pearson’schen und des Charlier’schen Systems. Gewo6hnlich wer-
den nur die vier ersten Momente benutzt, denn die Momente noch
hoherer Ordnung sind, wie Pearson gezeigt hat, mit sehr grossen
Fehlern behaftet. Das Gesagte ist hauptsdchlich dadurch bedingt,
dass bei gegebenem Kollektivumfang s der Variationsfaktor der
Hiaufigkeit, wenn die Héufigkeit abnimmt, unbegrenzt wichst.

Es sei beim Kollektivumfang s die relative Hiufigkeit einer
Klasse p. Dann ist die absolute Hiaufigkeit m

(1) m = sp.

Bei der Bernoulli’schen Reihe ist das Streuungsmass der
Haufigkeit dieser Klasse

(2) UB=Vsp (1—p).

Danach ist der Variationsfaktor

Op 1—]?

®) e

Aus der Formel (3) ist ersichtlich, dass kleinere Héiufig-
keiten relativ ungenauer sind und, wenn sie sich an den Enden
der Kurve der Haufigkeitsverteilung befinden und damit grosse
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Abszissenwerte besitzen (vom arithmetischen Mittel gemessen),
bei hoheren Momenten zu einem grossen Gesamtfehler fithren.

Bei den Lexis’schen Reihen, die am hiufigsten vorkommen,
wird das Ergebnis noch schlechter. Beim Lexis’schen Faktor L
ist
(4) y — Los :‘/l—;ﬂ —p)

m sp

Dieses zeigt, dass die Streuung leicht grosser werden kann
als die /Héiufigkeitszahl, denn die Bedingung

(5) L? (1—p)>sp

kann leicht befriedigt werden:

Noch wichtiger als der Fehler der Momente (bei der Ber-
noulli’schen Reihe kann man diesen Fehler durch Vergrossern des
Kollektivumfanges vermindern) ist die Beziehung zwischen den
Momenten und der Hiufigkeitsverteilung. Beim Bestimmen der
Grosse der Momente beeinflusst das typische Gebiet der Haufig-
keitsverteilung (die grossen Héufigkeiten) diese viel weniger als
die dusseren Teile der Kurve der Hiufigkeitsverteilung, wo die
Hiufigkeiten klein sind und relativ grossere Fehler aufweisen.

Unter diesem wesentlichen Mangel leiden alle Momente und
damit auch die nach ihnen berechneten Charakteristiken (auch
das arithmetische Mittel), und zwar desto mehr, je héher die Ord-
nung der Momente ist. Ferner ist bekannt, dass die Abweichun-
gen der Momente in korrelativer Beziehung stehen, und zwar
einige (z. B. die des zweiten und vierten Moments) besonders
stark. Mit dem Wachsen des einen Moments wichst auch das
andere, und infolgedessen haben wir es nicht nur mit grossen
Fehlern hinsichtlich der Momente, sondern auch mit ihrer Zu-
sammenwirkung zu tun.

Die nach den Momenten berechneten Charakteristiken sind
nur dann befriedigend, wenn die Hiufigkeitsverteilung sich in der
Nihe der Normalverteilung hélt. In vielen Fillen sind die Cha-
rakteristiken iiberhaupt nicht charakteristisch und ist ein Auf-
zeichnen der Verteilung mit Hilfe derselben ganz unméglich.

Im folgenden wollen wir die wesentlichen Nachteile der
wichtigsten Charakteristiken néher betrachten.
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a. Das arithmetische Mittel.

Das arithmetische Mittel ist die am meisten gebriuchliche
Charakteristik. Beim Bezeichnen des Charakters eines Kollektivs
durch eine Zahl wird das arithmetische Mittel gebraucht. Wenn
die Haufigkeitsverteilung der Normalkurve folgt, fillt das arith-
metische Mittel mit der Mode zusammen, und damit ist dieses auch
die typische Grosse im Kollektiv. Wie aber bekannt ist, kommen
die Haufigkeitsverteilungen in verschiedenartiger Form vor und
gibt es auch solche, bei denen die Hiufigkeit des arithmetischen
Mittels im Vergleich zu der Hiufigkeit anderer Argumentswerte
sehr klein ist. Es ist z. B. das arithmetische Mittel der Flichen-
grosse der Seen (1612 Seen) Estlands ohne den Vértsjarv
14 hat), mit dem Vortsjirv zusammen aber 32 ha. Das
Hinzunehmen nur eines einzigen Elementes ins Kollektiv fiihrt
wegen dessen grossem Argumentwert das arithmetische Mittel
weit iiber die hiufig vorkommenden Argumentwerte hinaus.
Was miisste man hierbei fiir typisch halten: 32 oder 14?7 Ergin-
zend sei noch gesagt, dass die Zahl der Seen mit einer Flichen-
grosse von unter 14 ha 86% und von unter 32 ha sogar 92% der
Gesamtzahl betrdgt. Da beziiglich der kleineren Seen nicht genii-
gend statistisches Material vorliegt, kann die Lage der Mode
nicht genau bestimmt werden. Wenn wir jedoch die Mode gleich
1 ha annehmen, so erhalten wir eine Hiufigkeit, die mehr als 30
mal grosser ist, als die fiir das erste und 120 mal grosser, als die
fiir das zweite arithmetische Mittel. Es scheint demnach, dass das
Charakterisieren eines solchen Kollektivs durch das arithmeti-
sche Mittel nicht richtig ist, denn in den beiden Hiufigkeitsver-
teilungen kommen ja fast gar keine Unterschiede vor. Beim
Charakterisieren des Kollektivs sind alle Elemente gleichwertig,
und infolgedessen bietet das arithmetische Mittel nicht immer
das Wesentliche und Typische.

b. Das Strenungsmass.

Weiter ist auf Grund desselben Systems die folgende Cha-
rakteristik — das Streuungsmass — bestimmt, welches mit Hilfe
des zweiten Moments berechnet wird und manchmal auch mittlere

1) H. Riikoja and A. Kirsna, On the Distribution of Lakes in Esto-
nia. Loodusuurijate Seltsi aruanded XLII 3—4, 1935. Tartu.



Uber das System der einmodigen Haufigkeitskurven 7

oder quadratische Abweichung genannt wird. Das Streuungsmass
wird in statistischen Arbeiten sehr oft benutzt, weil ihm nur ein
kleiner Fehler anhaftet. Wenn frither z. B. in biologischen
Forschungen zum Charakterisieren der Streuung die Extrem-
werte mancher Individuen benutzt wurden, wurde doch bald
klar, dass die Extremwerte sich bei Veridnderung des Kollektiv-
umfangs stark verinderten, das Streuungsmass aber schon bei
einer kleinen Zahl von Individuen mehr oder minder die wirk-
liche Grosse besass.

Das Gesagte gilt jedoch nur solange die Haufigkeitsverteilung
in der Nihe der Normalverteilung bleibt, in einem gewissen Gra-
de auch noch dann, wenn die Verteilung symmetrisch ist. Im
allgemeinen Fall kann aber die Zahl der Elemente in den Grenzen
zwischen 2 = — o bis x = ¢ sehr schwanken. Das kann durch
folgendes Beispiel erldutert werden.

1. Betrachten wir zuerst die konstante Haufigkeitsvertei-
lung (Fig. 1)

(6) y=a
im Intervall —b <ax <b.

a

i:
g
Fig. 1.

Das Streuungsmass (¢) konnen wir leicht bestimmen:

b
Sax?dx
= b?
(7) 02 = b 3 C= R
Jadx
—b
woraus
b
(8) 0= ——
Vs

so dass die relative Hiufigkeit der Klasse von x=-—o¢ bis z=0¢
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g
Sadx
9) §==2 =1 _ s %,
Sadx Vs
—b

betriagt (sie ist nicht von a und & abhingig).

2. Zweitens betrachten wir solech eine Haufigkeitsvertei-
lung, bei der sich die Werte in der Mitte stark anhiufen (Fig. 2).

Tll

H
: ! h
' __ 5 x
‘>
o a
Fig. 2
Bezeichnen wir
i _faya:2 dx L
(10) = =1
Jydx
Es sei die Gleichung der Hiufigkeitskurve
(1 1) Y= Ha
wenn —b L x<b ist, und
(12) y=nh,
wenn b Lx<a oder —a<ax—1b ist.
Dementsprechend finden wir
b a
(18) N=2/Hdw—{—2jhdx=2Hb—[—2h(a—b)
0 b

und

b a < 3 3
(14) L =2f Hx? dm—}—2bfhx2dx=¥—{—§(a3—— b%).
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Bezeichnen wir

(15) H=mh
und
(16) : a=mnb

und setzen diese Werte in die Formeln (13) und (14) ein, so er-
halten wir

2 hb?
(a7 L= (m+nd—
und
(18) N=2hb(m+n—1).
Setzen wir dieses in die Formel (10) ein, so bekommen wir
o DP(m+4nP—1)
2
(19) =30 B(m+n—1)

Bemerkung: m und n sind positive Zahlen, und zwar grosser
als Eins.

Betrachten wir nur die m- und n- Werte, bei welchen ¢ =15
ist, so muss wegen Gleichung (19) auch die Gleichung

(20) m—+n?—1=3(m-+n—1)
befriedigt werden, oder

3 ___ ¢ 5
(21) m= n)jvz iz

Aus letzterem ersehen wir, dass beim Anwachsen von n
auch m, und zwar in einem viel stirkeren Masse, zunimmt. Die
folgende Tabelle zeigt die Beziehungen zwischen m und n.

Tab. 1.
n 2 3 4 5 6 7 8
m 2 10 27 56 100 162 245

Weiter wollen wir die Hiufigkeit der Klasse von = —o¢
bis z — ¢ bestimmen; wir bezeichnen diese mit M und erhalten

(22) = fde = 2fmhdx = 2mhb.

—0
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Die relative Hiufigkeit derselben Klasse ist

(23) S————}{ 2mhb m

N :‘éhb(m—kn—-l): m+n—1)’
wobei die Formel (18) benutzt worden ist.
Da wir den Fall, wo ¢—b ist, betrachten, kénnen wir aus

der Formel (21) den Ausdruck fiir m in Gleichung (23) ein-
setzen und erhalten dann

3 ¢
(24) g="""3n+2
n® —n

Die folgende Tabelle enthilt fiir einige n-Werte die S-Werte
in Prgzenten.

Tab. 2.

n 2 3 4 5 6 7 8 10 20
S(%) 667 833 900 933 953 964 974 982 996

Aus der Tabelle ist zu ersehen, dass die relative Hiufigkeit
der genannten Klasse beim Wachsen von n schnell zu-
nimmt. Aus der Formel (24) wird auch ohne weiteres klar, dass

lim S=1.
N
Zusammenfassend kénnen wir sagen, dass in den gegebenen
Fillen die relative Haufigkeit der Klasse von 2 — — 6 bis x=¢
in den Grenzen von 58%—100% schwankt. Die Lage wird
schlimmer, wenn wir zu schiefen Haufigkeitskurven tibergehen.
Bei einer sehr schiefen Kurve kann die o-Weite iiber die Kurve
hinausreichen. Als Beispiel kann die obenerwihnte Hiufigkeits-
verteilung der Flichengrossen der Seen Estlands genannt werden,
wo die Berechnung das folgende Resultat ergab: ohne den Vérts-
jérv ist ¢ =67 ha und mit dem Vortsjarv ist ¢ = 700 ha. Im
ersteren Falle liegen in den Grenzen +o¢ 966 %/, aller Elemente
und im lezteren Falle 998%. Kann man hier von einem Cha-
rakterisieren der Streuung sprechen? Ausserdem erreicht im
ersten Falle die Hiufigkeitsverteilung einerseits des arithmetischen
Mittels nur bis 0216 und im zweiten Falle nur bis 0:04 ¢. Wiren
fiir das genannte Kollektiv nur das arithmetische Mittel (m) und
das Streuungsmass (o) gegeben (m =14 ha, 0 = 67 ha oder
m =32 ha, ¢="7T00 ha), so konnte man sich auf Grund dieser
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Charakteristiken kein richtiges Bild von den Verhidltnissen
schaffen.

¢. Die hoheren Charakteristiken.

Im Pearson’schen und im Charlier’schen System benutzt man
fiir ein genaueres Charakterisieren der Hiufigkeitsverteilung noch
die Momente hoheren Grades und die aus ihnen abgeleiteten Cha-
rakteristiken. So benutzt man das mit Hilfe der Momente dritten
Grades berechnete Mass der Schiefheit und das mit Hilfe der
Momente vierten Grades berechnete Mass des Exzesses.

Der Mangel aller genannten Charakteristiken besteht darin,
dass zwar einer gegebenen Haufigkeitsverteilung nur ein Komplex
von Charakteristiken entspricht, einem gegebenen Komplex von
Charakteristiken jedoch nicht nur eine Verteilung. Bei zweck-
méissiger Wahl konnen die Haufigkeitszahlen einer Verteilung so
verindert werden, dass alle Momente unverédndert bleiben. Fig. 3
stellt zwei Hiaufigkeitsverteilungen dar, bei denen die Zahl der
Elemente und die Grossen aller vier Momente gleich gross sind,
aber als kongruent kénnen wir sie dennoch nicht betrachten.

Die Berechnung ergab fiir die erste Verteilung (die y-Achse
ist durch das arithmetische Mittel gezogen)

’1‘12 = 4.64,
us = 447 und
n, =601

(u: bedeutet das Moment i-ten Grades) und fiir die zweite Ver-
teilung

M2= 4'68,
us = 486 und
uy=611.

Aus der mathematischen Statistik wissen wir, dass die mittle-
ren Fehler der Momente (ou.)

- 72;
Oy = 0% |/ —
=0 |/ —
o,us=oﬂ —i— und
Uﬂ"4=641/%

sind (wo ¢ das Streuungsmass und s die Zahl der Elemente
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WO 920

Y&

Fig. 3.

angibt), und nehmen wir an, dass die Differenzen zwischen den
Momenten der beiden Verteilungen gleich dem mittleren Fehler
seien, so konnen wir die Zahl der Elemente s bestimmen, bei denen
solche mittiere Fehler vorkommen konnen. Nach den Momenten
zweiter Ordnung bekommen wir s = 108 000, nach den Momenten
dritter Ordnung s = 16 000 und nach den Momenten vierter Ord-
nung s = 181 000. Die grosste Differenz besteht zwischen den
Momenten zweiter Ordnung, beim gegebenen Kollektivumfang
s = 3860 kann man aber alle Momente im Fehlergebiet als gleich
gross betrachten.
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Einer besseren Tibersicht wegen sind (in derselben Figur)
die beiden Hiufigkeitsverteilungen in ein und demselben Koordi-
natensystem dargestellt. Fiir die eine Verteilung ist der Bernoul-
lische Streuungsstreifen hinzugezeichnet (schwarzer Streifen).
Dieses bringt zum Vorschein, dass die beiden Verteilungen nie aus
einem und demselben Kollektiv stammen kénnen. Wenn z. B. die
vorliegenden Hiufigkeitsverteilungen sich auf die Temperaturen
eines Beobachtungsortes in zwei aufeinander folgenden Zeitinter-
vallen beziehen, dann hitten wir es mit einer sehr sicheren Klima-
anderung zu tun, obwohl keine Charakteristik darauf deutlich
hinweist.

M. Die Nachteile des Pearson’schen Systems.

a. Allgemeine Bemerkungen.

Es muss zugegeben werden, dass die Basis des Pearson’schen
Systems, der Begriff des erweiterten Elementarfehlers, in vielen
Fillen sehr annehmbar ist. Bei einer sehr grossen Menge von
empirischen Kollektiven kann man aber eine endliche Zahl kon-
kreter Griinde heraussuchen, bei denen eine Zunahme oder ein
Weglassen eines derselben die Form der Hiufigkeitsverteilung
ansehnlich verdndert. Ebenso sind bei empirischen Kollektiven die
Merkmale oft miteinander korrelativ verbunden, so dass diedem
einen Merkmale zugehorige Hiufigkeitsverteilung auch die ande-
ren in einem gewissen Masse beeinflusst. :

Bei der Hiufigkeitsverteilung der Lufttemperatur sind
beispielsweise die Gaskonstante der Luft, die innere Reibung,
die spezifische Wirme, die Warme- und Temperaturleitung, die
Schmelz- und Verdampfungswirme des Wassers und noch einige
andere Momente massgebend. Konnten wir diese Konstanten ver-
andern, so wiirde sich auch die Hiaufigkeitsverteilung veréndern.
So liegt z.B. in Tartu (Estland) bei der Haufigkeitsverteilung der
Temperaturen im Januar die grésste Haufigkeit bei 1° und 20 C,
was hauptsédchlich durch die Schmelzwirme des Wassers verur-
sacht wird. Wenn die Temperaturen iiber Null steigen, so beginnt
der Schnee zu schmelzen und bedarf wegen seiner grossen Schmelz-
wirme zur Verdnderung seines Aggregatzustandes der aus den
Luftmassen hinzukommenden Wirme. Wire die Schmelzwirme
ganz gering, so wiirden die Temperaturen nicht bei 1° bis 20 stehen
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bleiben, sondern sie wiirden viel hoher steigen und die Haufigkeits-
verteilung hitte eine viel symmetrischere Form angenommen.

Dieses bedeutet, dass die Haufigkeitsverteilung in diesem
Falle von einer Reihe spezieller Griinde bestimmt wird, die wir
als zeitweise konstant annehmen kénnen. Da diese speziellen
Griinde aber nicht in der ganzen Variationsbreite zu wirken
brauchen, ist die im allgemeinen Fall mittels des Elementarfeh-
lers abgeleitete Hiufigkeitskurve nicht annehmbar. Z. B. werden
in Estland fiir den Polizeidienst Manner mit einer Korperlinge
von mindestens 172 cm gew#hlt, und dadurch ist die Hiufigkeits-
verteilung der Kérperlinge der Polizisten ganz abweichend von
der des ganzen Volkes, obwohl jeder Polizist auch zum Volk
gehort,

Die Stérungsstreuung der Lexis'schen Reihe wird ja durch
solche konkrete Griinde verursacht. Wenn das Prinzip des
Elementarfehlers allgemeingiiltig wire, so wire eine Ent-
stehung der Lexis’schen Reihe unméglich, denn die Wahrschein-
lichkeit des Auftretens eines Merkmals wire die ganze Zeit kon-
stant. In einem solchen Falle fehlt jede Evolution, die nur auf
Grund der Lexis’schen Reihe miglich ist.

Der Glaube an das Prinzip des Elementarfehlers ist sogar so
gross gewesen, dass die Gauss’sche Normalkurve als Anzeiger der
Typen biologischer Elemente betrachtet wurde. Einen Anstoss
hierzu gab der Umstand, dass bei einigen Typen die Hiufigkeiten
mancher Merkmale mehr oder weniger der Normalkurve folgten.
Daraus folgerte man, dass es so mit jedem Merkmale eines jeden
Typus sein miisse, und in dem Falle, wo die Verteilung von der
Normalkurve abwich, wurde gedacht, dass dort eine Vermischung
von Typen stattgefunden habe. Dieses glaubte auch Pearson; er
hat sogar eine Arbeit iiber das Einteilen der Hiaufigkeitskurven in
Normalkurven veroffentlicht.

Da der allgemeine Charakter der Héiufigkeitsverteilung nicht
nur durch Elementarfehler, sondern auch durch andere konkrete
Griinde verursacht wird, muss das Bestimmen des Typus auf Grund
von biologischen Merkmalen stattfinden. Die Héaufigkeitsverteilung
kann mehr oder weniger normal sein, sie kann es aber auch nicht
sein,

Hierher gehort noch die Frage, welches Merkmal der Normal-
kurve folgt, ob es die Korperlinge, das Gewicht usw. tun. Die
Hiufigkeitsverteilung der Korperlinge der Menschen ist
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anndhernd normal, die des Korpergewichts aber ist eine Verteilung
mit positiver Schiefe (das Moment dritter Ordnung ist positiv).
Es wire ja ein Paradoxon zu behaupten, dass dieselben Menschen
ihrer Korperlinge nach nur zu einer Rasse, ihrem Kérpergewicht
nach aber zu vielen Rassen gehdrten, denn die Hiufigkeitsver-
teilung des Gewichts kann in mehrere Normaltypen zerfallen.

Warum die Hiufigkeitsverteilungen der Liénge und des
Gewichts verschieden sind, wird im folgenden in grossen Ziigen
erklart.

Durchschnittlich verdndert sich das Korpergewicht propor-
tional der dritten Potenz der Korperlinge. Damit entspricht
jeder Linge L normal ein Gewicht M so, dass
(25) M=rLL3
ist, wo k eine Konstante ist. Die Zunahme der Linge dZ ruft die
Zunahme des Gewichts dM hervor, so dass
(26) dM = 8kIL2dL
ist. Aus letzterem ersehen wir, dass dM von L abhingig, und
bei grosserem [ grosser als bei kleinerem L ist. Wenn die Hiufig-
keitsverteilung von L symmetrisch ist, wirkt sie auf diejenige von
M so ein, dass bei letzterer der rechtsliegende Zweig linger wird
als der linksliegende.

Da der Variationsfaktor der Linge klein ist (ca 3%), ist
auch die Asymmetrie der Hiufigkeitsverteilung des Gewichts
gering und nicht direkt sichtbar. Es fillt aber die Tatsache auf,
dass der Variationsfaktor des Gewichts auffallend grosser ist
als derjenige der Lénge. Teilen wir die Glieder der Gleichung (26)
durch diejenigen von (25), so erhalten wir

dM dL
(27) 573 =3 I

Aus letzterem wird ersichtlich, dass die relativen Abwei-
chungen des Gewichts dreimal grésser sind als die der Lénge.
Nehmen wir als Abweichungen solche von den Mittelwerten
L, und M,, so gilt in erster Annidherung dieselbe Beziehung
und muss der Variationsfaktor des Gewichts (V) dreimal
grosser als derjenige der Linge (V,) genommen werden. Nach
1700 Messungen in Estland (die Daten des Anthropologen
J. Aul) betrug

Vu=968%,+017%, und
Ve =38279,+006°,.
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Damit ist

L,—M— =296+ 0'03

T’L -
(bei der Berechnung des Fehlers muss man wissen, dass der
Korrelationsfaktor zwischen der Linge und dem Gewicht
r = 0'65 ist), was eine gute Ubereinstimmung ergibt.

Nach gegebener Hiufigkeitsverteilung der Lange L kann
auch theoretisch die Haufigkeitsverteilung des Gewichts M
konstruiert werden.

Wir Dbezeichnen die zusammengehorigen Ordinaten der
beiden Kurven der L und M bzw. durch Hy und Hy. Wir
wissen, dass die Haufigkeiten der beiden Verteilungen fiir jede
dL- und dM-Klasse gleich gross sind. Darum konnen wir schrei-

ben

(28) HpdL = Hy dM ,
woraus
(29) Hy=Hj . 3‘1‘% .

Setzen wir an Stelle von dM den entsprechenden Ausdruck
aus (26), so bekommen wir
(30) Hy=Hy ol
was uns ermdglicht, fiir jedes & nach der Hiufigkeitsverteilung
der Liange die Hiufigkeitsverteilung des Gewichts zu konstruieren,
wobei k£ die Einheit, mit der M gemessen wird, bestimmt. In Fig. 4

$=1758

150 160 170 180 /90 cm
60 l 70
J=/683

Fig. 4.
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sind nach den Messungen von J. Aul die Haufigkeitsverteilungen
der Linge und des Gewichts der erwachsenen Minner in West-
estland angefiihrt, woraus ersichtlich ist, in welchem Masse sich
diese voneinander unterscheiden (in der Figur fallen die Null-
punkte der Skalen der Lange und des Gewichts zusammen). In der
nichsten Figur (Fig. 5) ist die nach der Hiufigkeitsverteilung
der Linge konstruierte Hiaufigkeitsverteilung des Gewichts
(punktierte Linie), die eine sehr gute Ubereinstimmung mit der
wirklichen Verteilung gibt, dargestellt. Die nebeneinander
gezeichneten Skalen ermdiglichen die normale Beziehung zwischen

Fig. 5.

Linge und Gewicht zu bestimmen. Wird M in kg und L in cm
gemessen, so ist

k=187.10"%
und die entsprechende Beziehung ist

ng = 1'37.10—5L3¢m,
oder
My, =187 L3,,.

Das Gesagte zeigt, dass die Normalkurve nicht zum Charakte-
risieren der Rasse dienen kann, denn die Merkmale einer Rasse
stehen miteinander in korrelativer Beziehung, und diese ist nicht
immer linear. Warum soll der Einfluss der Elementarfehler sich
nur in der Korperlinge zeigen, nicht aber beim Koérpergewicht?
Der Organismus wichst ja in drei Richtungen, und das Wachs-
tum jeder Zelle vergrossert die Masse.
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b. Uber die technischen Nachteile des Systems.

Die aus den in bezug auf das arithmetische Mittel berechneten
Momenten zweiter, dritter und vierter Ordnung (u,, u; und p,)
gebildeten Charakteristiken

2
B8, = Z: (das Mass der Schiefheit)
‘und
By = Zét (das Mass des Exzesses)
2
bestimmen im: Pearson’schen System eine Charakteristik %, welche
ihrerseits den Typus der Hiufigkeitskurve bestimmt. Dabei ist

- BBt 07 .
3(46, —3B,) (2Bo— 38, —©)

Im Falle
1. k < 0, ist die Gleichung der Hiufigkeitskurve

Y=o (1 + g)ml (1~ ﬁ)mg (Typus I).
a; Ao
2. Wenn k£ =0 ist, ist
112

m
y=yo(1—;§) (Typus II).

Aus diesem folgt der Spezialfall fiir §=3:

x2

Y =1, e 20 (Typus VII, Normalkurve).
3. Im Falle 0 <k <1, ist

Y=1Yo (1 +
4. Wenn k=1 ist, ist

Ty
L)

(Typus IV).

&X
—m —wvarctan ™
e a

4
y=1yx Pe =z (Typus V).
5. Im Falle 1 <<k<{co, ist

y=ryo(x—a) Bz~ (Typus VI),
und wenn .
6. & —=oco ist (praktisch, wenn % geniigend gross ist), ist

y=vee (1 + -j—) (Typus I1D).
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Hier sind 2 und y die Koordinaten der Kurvenpunkte, e die
Basis der natiirlichen Logarithmen, und alle iibrigen Buchstaben
sind Konstanten, die mit Hilfe der Momente berechnet werden
kénnen.

Als Nachteile des Systems technischer Art konnen genannt
werden :

1. Die #usserliche Verschiedenheit der Kurventypen. Sind
zwei Hiufigkeitsverteilungen durch verschiedene Gleichungen
gegeben, so fehlt die Moglichkeit des Vergleichens der Vertei-
lungen. Die Gestalt der Gleichung und die Koeffizienten konnen
keine Vorstellung vom Charakter der Hiaufigkeitsverteilung geben.

2. Die Koeffizienten der Gleichung sind fiir die Haufigkeits-
verteilung nicht charakteristisch. Die wichtigsten Eigenschaften
der Hiufigkeitsverteilung, wie die Variationsbreite, die Schiefheit
und der Exzess, sind nach den Koeffizienten sehr schwer, bei eini-
gen Typen fast unméglich zu erkennen.

3. Die zum Feststellen des Typus und zum Bestimmen der
Koeffizienten erforderliche Rechenarbeit ist zeitraubend und mit
schwierigen mathematischen Operationen verbunden (das Be-
rechnen der I'-Funktion). Fiir Nichtmathematiker ist sie fast
undurchfiihrbar.

4. Die Gleichung gibt keine Aufklarung iiber den Charakter
der entsprechenden Kurve, und die zur graphischen Darstellung
notige Vorarbeit ist ebenfalls kompliziert und zeitraubend.

Zusammenfassend kann gesagt werden, dass die Anwendung
des Pearson’schen Systems eine gewisse mathematische Vorbil-
dung voraussetzt. Fiir Nichtmathematiker ist die Anwendung
der Gleichungen fast unmdéglich, und dadurch ist es zu erkliren,
dass iiber das Pearson’sche System in der Literatur genug ge-
schrieben, praktisch aber dieses System in der Naturwissenschaft
und Wirtschaftskunde wenig angewandt worden ist. Die aller-
weiteste Anwendung konnten die statistischen Methoden jedoch
gerade in der Biologie und der Sozialmassenkunde finden.

¢. Uber die inhaltlichen Nachteile des Systems.

1. Das Prinzip des Elementarfehlers, welches infolge des
Aufbaues der Kurventypen auf deduktivem Wege die inhaltliche
Grundlage bilden soll, scheint bei einer grossen Menge. von empi-
rischen Kollektiven nicht annehmbar zu sein, und dadurch wird

2%
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der ganze Aufbau in den meisten Fillen zu einer Interpolations-
Iosung. Das System unterscheidet sich nicht vom Approxima-
tionssystem.

2. Inhaltlich wird der detaillierte Aufbau des Systems fast
iiberfliissig, wenn die Bernoulli’sche Reihe durch eine Lexis’sche
ersetzt werden kann, und die klimatologische, biologische und
Sozialstatistik zeigen, dass die tatsichlich vorkommenden statisti-
schen Reihen meist Lexis’sche Reihen sind.

Schon bei der Bernoulli’schen Reihe werden bei einem end-
lichen Kollektivumfang die Fehler der Momente hoherer Ordnung
sehr gross, aber dort trostet uns die Tatsache, dass bei einem un-
endlich grossen Kollektivumfang sich die Verteilung einem be-
stimmten Grenzwert ndhert. Bei der Lexis’schen Reihe sind die
Fehler der Momente hoherer Ordnung so gross, dass schon bei
Verdanderung der Hiufigkeit mancher Klasse in ihrem Fehler-
gebiet der empirischen Kurve mehrere Typen im Pearson’schen
System entsprechen konnen. Diese Erscheinung ist dadurch be-
dingt, dass die den Typus bestimmende Charakteristik / nicht
von konstanter ,,Empfindlichkeit* ist, sondern in einigen Gebieten
der B,8,-Ebene ihre Veridnderung eine sehr grosse Geschwindig-
keit aufweist. Infolgedessen kann wegen der kleinen Veridnde-
rungen von 8; und B, einerlei welcher von allen Kurventypen der
Gleichung entsprechen, und damit ist auch die folgende Frage be-
rechtigt: ist eine so grosse Menge von Kurventypen iiberhaupt
nétig, oder kénnte man im Falle der Lexis’schen Reihe durch
einen einzigen Kurventypus dieselben Verteilungsformen gewin-
nen? Im folgenden Beispiel wird gezeigt, in welcher Weise

‘kleine Verénderungen der Hiufigkeiten ein Wechseln der Kurven-
typen hervorrufen koénnen.

Nach der in Fig. 6 gegebenen Hiufigkeitsverteilung erhalten

wir
B1 = 001971 und
Ba = 30247 ;
danach ist
k=—1:53 (Typus I).

Addiert man zu der mittleren Ordinate (y — 40) die Hiufig-
keit 0'5 hinzu, (dann ist ¥y = 40'5) so erhilt man

. By = 001976 und
B> = 3-0332,
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woraus
k=2-10 (Typus VI).

Fig. 6.

Addieren wir zu derselben Ordinate nochmals die Héaufigkeit
0'5 hinzu (dann ist ¥ = 41), so bekommen wir

By = 001982 und
Ba = 30416,
woraus
k = 0631 (Typus IV).

Beim Ubergang von Typus I zu Typus VI iiberschreiten wir
k= co (Typus III), und zwischen dem Typus VI und Typus IV
ist ¥ = 1 (Typus V). Damit entstehen beim Ubergang der Héu-
figkeitsverinderung von 40 zu 41 fiinf Kurventypen.

Setzen wir voraus, dass diese Abweichung gleich der mittleren
Abweichung der Bernoulli’schen Reihe ist, so konnen wir den
entsprechenden Kollektivumfang bestimmen, denn der Variations-

faktor ist 4% Benutzen wir die Formel des Variationsfaktors y

V= ]/ t—p
/ sp
(wo s den Kollektivumfang und p die relative Haufigkeit der zu be-
trachtenden Klasse bedeuten), so erhalten wir s = 5560, denn
aus der Figur ist ersichtlich, dass p = 0-223 ist.

Dieses bedeutet: bei s = 5560 kann diese Abweichung als eine
zufillige betrachtet werden, und zwar desto sicherer, je kleiner
s ist. Bei der Lexis’schen Reihe kann s noch L2 mal griosser sein
(L ist der Lexis’sche Faktor).

Da praktisch sehr grosse L-Werte vorkommen, wird dadurc‘h
das Bediirfnis nach dem Pearson’schen System fraglich, denn wir
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konnen bei einem Kollektiv fiir seine Partialkollektive verschie-
dene Kurventypen erhalten. Das Gesagte bedeutet gewiss nicht,
dass dieses System unbrauchbar ist, — es ist aber nicht zweck-
méssig. Darum scheint es zweckmissiger, wenn das System der
Hiufigkeitskurven induktiv geschaffen wird, indem eine Glei-
chung von einer passenden Form gew#hit wird, deren Koeffizienten
die typische Eigenschaften der Hiufigkeitsverteilung zum Aus-
druck bringen. Dieselben Koeffizienten konnen dann auch als
Charakteristiken der Héiufigkeitsverteilung verwendet werden.
Da keine inhaltliche Begriindung angegeben werden kann, weshalb
gerade die genannte Gleichung gewihlt worden ist, so gilt ein
solches System als ein Abkommen, wie das in der Wissenschaft
bei einer grossen Menge von Normen der fall ist.

IV. Die symmetrische Hiinfigkeitsverteilung.

a. Die symmetrische Hiinfigkeitskurve.

Wie oben erwihnt wurde, ist es fast unmoglich, auf dedukti-
vem Wege eine analytische Darstellung fiir die Hiufigkeitsver-
teilungen zu finden, und zwar weil solche allgemeine Griinde,
welche die Haufigkeitsverteilungen bestimmen, nicht bekannt sind
und man es in einem jeden Falle mit speziellen Griinden zu tun
hat. Darum fiihrt die induktive Methode bei der Aufgabe, fiir
die gegebene Hiufigkeitsverteilung eine passende Anndgherungs-
gleichung zu finden, schneller zum Ziel. Eine passende Wahl
der Gleichungsform kann zu gutem Erfolge fiihren, was z. B.
die Hiufigkeitskurve der Flichengrosse der estnischen Seen, bei
der eine Potenzfunktion als Niherung angenommen wurde, ge-
zeigt hat, wihrend das Pearson’sche System eine ganz unpassende
Néherung ergab.

Auf Grund des Gesagten erscheint uns, dass das Finden der
Haufigkeitskurve in jedem Fall als Spezialproblem bestehen blei-
ben muss. Weil aber eine grosse Menge von Hiufigkeitsvertei-
lungen eine Reihe gemeinsamer Ziige besitzt, so ist es darum
moglich, im Gebiete solcher Verteilungen ein System der Hiufig-
keitskurven zu schaffen, was auch in der vorliegenden Arbeit
durchgefiihrt worden ist.
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Die typischen Formen der einmodigen Héiufigkeitsverteilun-
gen in Betracht ziehend, ist zur Grundlage des Systems die Sinus-
kurve im Umfange einer Welle gewédhlt worden.

Nehmen wir die Ordinatenachse durch den Gipfel der Welle,
so ist die Gleichung

(31) y=1-cosz,

und geniigt in unserem Falle das Intervall — & < x <.

Bei einer passenden Transformation der Abszissenskala kon-
nen wir die Form der Kurve nach Bedarf verdndern. Diese
Funktion, welche den noétigen Anforderungen zu geniigen hat, ist
nach einer empirischen Ermittelung gewéihlt worden.

(32) 2y =cV z,

wo ¢ und # Konstanten sind. Setzen wir daraus den Wert von x
in die Gleichung (81) ein, so bekommen wir

(33) y=1+c05(xc‘)"-

Zum Bestimmen der Konstante ¢ sei der Beriihrungspunkt
der z-Achse mit der Kurve gegeben. Die Abszisse dieses Punktes
sei A und der entsprechende z-Wert #. Auf Grund dieser Bedin-
gungen dndert sich die Gleichung (32) zu

n

(34) A—cVim
woraus
(35) o4

Ve
Setzen wir den letzteren Ausdruck fiir ¢ in die Gleichung (33)
ein, so bekommen wir
x,\"

(86) Y =1+cosn(A)“-

Nehmen wir A als eine neue Einheit und bezeichnen

oy
a=%

so erhalten wir
(37) y=1-+cosmX".
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In welchem Masse der Wert von n die Gestalt der Kurve ver-
dndert, zeigt die folgende Figur (Fig. 7).

X
.
ral

Fig. 7.

b. Der Vergleich mit der Normalkurve.

Da bei der Anwendung der genannten Kurve der Bedarf nach
der Normalkurve fortfillt, muss nun festgestellt werden, bei wel-
chem »n die Kurve sich der Normalkurve am besten nidhert. Da
der Endpunkt der gegebenen Kurve bei X = 1 liegt, die Normal-
kurve aber bis in die Unendlichkeit 1duft, kommt bei einer
Néaherung nur jener Teil der Normalkurve in Frage, der praktisch
noch brauchbar ist. Dieser Teil ist bekanntlich durch die Breite
+3¢ gegeben und erfasst 99'7% aller Elemente. Da die Normal-
kurve bei 2 = ¢ ihren Wendepunkt hat, konnen wir auch diese
Bedingung in Betracht ziehen. Beim Bestimmen der N&herung
sind drei Bedingungen beachtet worden:

1. es sollte bei gesuchtem »n das Streuungsmass o — ]-3 sein;

2. bei gesuchtem n sollte die Abszisse des Wendepunktes

xr = % sein;

3. bei gesuchtem #n sollte die Abszisse des Wendepunktes
gleich dem Streuungsmass sein.

Die Resultate sind folgendermassen errechnet:

1. Das Streuungsmass ist durch die folgende Formel be-

stimmbar:

S yy"dx
l Jyda
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Setzen wir in dieser Formel statt y den Ausdruck aus (37)
enjn, so ist

1
]/ S (1 4 cos ma™) zdx 1

(38) 6=

1
S (14 cosma™) dx
(statt X ist 2 geschrieben). Die Losung ergibt, dass

n = 0746
ist.
2. Zum Bestimmen des Wendepunktes kann die zweite Ab-
leitung gleich Null gesetzt werden. Nach zweimaligem Diffe-
renzieren erhilt man

(89) wnx"—2[cos wa” - wnx” + (n — 1) sinwx"] = 0,
oder
nIT X
t o — T — .
(40) an mx T—n 0
Setzen wir hier z — % ein, so ist
n = 0°768.

3. Zur Bestimmung des n -Wertes, bei dem die Abszisse des
Wendepunktes gleich dem Streuungsmass o ist, miissen wir statt
x in die Gleichung (40) den Ausdruck fiir ¢ aus (38) einsetzen.
Die Berechnungen wurden praktisch so durchgefiihrt, dass mit
Hilfe der Formel (388) fiir jeden n-Wert der Wert von ¢ bestimmt
und letzterer in die Gleichung (40) eingesetzt wurde, bis die
Gleichung erfiillt wurde. Die Berechnung ergab

n = 0°-771.

Um die Giite der drei erhaltenen n-Werte zu schitzen, wollen
wir fiir einige Punkte die Ordinaten y mit denjenigen der Normal-
kurve vergleichen. Es seien die x =0, £ — ¢ und =20 ent-
sprechenden Punkte gewihlt. Gleichzeitig berechnen wir die Fliche

(41) N(x) = fz(l - cos wx") dx
und die Fliache

(42) N =}(1 ~+ cos wx*)dx.
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Bezeichnen wir das Verhiltnis

MO~ 9w,
so konnen wir es mit demselben Verhéiltnis bei der Normalkurve
vergleichen. Beim Vergleichen der Ordinaten muss man wissen,
dass bei der Normalkurve ¢ und ebenfalls die unter der Kurve
liegende Flidche den Wert 1 haben. Darum muss man, um einen
Vergleich anstellen zu konnen, die beiden Achsen entsprechend
transformieren und darauf, was leicht zu ersehen ist, die aus

Gleichung (37) berechneten y(x)-Werte mit dem Faktor g\f_ mul-

tiplizieren. Die erhaltenen Ordinatenwerte bezeichnen wir mit
Y(x). Die Ergebnisse sind in der folgenden Tabelle (Tab. 3)
gegeben.

Tab. 3.
n 0°746 0768 0771 Normalku.rve
G 0°3333 0:3359 03362
y (o) 1186 1-210 1-213
¥ (20) 0318 0-323 0-324
N (g) 0551 0561 0-562
N (2¢0) 0:790 0-807 0810
N 1652 1:686 1-690
Y (0) 0°403 0399 0-398 0-399
Y (o) 0239 0-241 0-241 0-242
Y(2¢) 0-064 0064 0-064 0:054
Q (o) 0:336 0333 0:333 0-341
@ (20) 0479 - 0479 0479 0477

Aus der Tabelle ist ersichtlich, dass die Ergebnisse, mit der
Normalkurve verglichen, ganz geringe Unterschiede aufweisen
und die Kurve als fiir eine Ndherung zur Normalkurve geniigend
angenommen werden kann in dem Falle, wenn » zwischen 075
und 0°-77 liegt.

e. Uber das Bestimmen des n-Wertes bei gegebener Verteilung.

Das Bestimmen der Gleichung fiir eine empirische Hiufig-
keitsverteilung ist dann einfach, wenn die Form der Verteilung
der Gleichung entspricht. Bestimmen wir aus Gleichung (36) n,
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so erhalten wir

o log » —logarccos (y—1)
o log A —log

(43) ,
wo statt 2 und y die Koordinaten eines jeden Punktes eingesetzt
werden konnen. Falls aber die gegebene Verteilung der
Gleichung nicht entspricht, so muss die Gleichung als eine Nihe-
rung aufgefasst werden und das Bestimmen der besten Ndherung
ist ein Problem fiir sich. Gewdhnlich wird zu diesem Zwecke die
Methode der kleinsten Quadrate angewandt, bei Haufigkeitsver-
teilungen aber wird die Methode der Momente bevorzugt. Zwecks
Erzielung der besten Annidherung ist in der vorliegenden Arbeit
von einer einfachen Methode Gebrauch gemacht worden, die aller-
dings nicht ganz mechanisch anwendbar ist, da sie eine gewisse
Freiheit in der Wahl zulidsst. Wenn man aber das Vorhandensein
des Streuungsstreifens bei den Lexis’schen Reihen und die
schlechte Anndherungsmoglichkeit bei vielen Haufigkeitsvertei-
lungen mit irgendwelchen Gleichungsformen in Betracht zieht,
so kann die genannte Methode in den Dienst der gestellten Auf-
gabe genommen werden. Auf die nihere Betrachtung der Methode
werden wir spiter zuriickkommen, dort, wo die Anndherungs-
aufgabe gleichzeitig auch fiir die schiefen Hiufigkeitskurven
gelost wird. Vorher wollen wir aber das Problem der Schiefheit
und die der genannten Hiufigkeitsverteilung entsprechende Glei-
chungsform betrachten.

V. Die schiefe Hiinfigkeitsverteilung.

Die schiefe Haufigkeitskurve konnen wir aus der symmetri-
schen erhalten, indem wir bei der letzteren die Abszissenskala mit
Hilfe einer entsprechenden Funktion transformieren. Dabei ist
die Bedingung aufgestellt worden, dass das Transformations-
. mass sich in der ganzen Variationsbreite nur in einer Richtung
dndere. Dieses in Betracht ziehend, ist nach der Priifung ver-
schiedener Gleichungsformen vieler Héiufigkeitsverteilungen zur
Transformation eine Exponentialfunktion gewihlt worden. Die-
ses bedeutet, dass eine schiefe Hiufigkeitsverteilung durch eine
zweckmissige Wahl der logarithmischen Skala zu einer symmet-
rischen wird.
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Zur analogen Transformation gelangen wir, wenn wir das
Bestimmen des oft gebrauchten geometrischen Mittels betrachten.
Wenn wir es mit einer positiven Schiefe zu tun haben, dann weicht
das arithmetische Mittel von der Mode ab, und zwar ist es grosser
als die letztere. Bei Benutzung eines geometrischen Mittels,
welches kleiner als das arithmetische ist, will man die Mode er-
reichen oder mindestens sich’' ihr nihern.

Wenn die Klassen des Merkmals z,, x,, ... @ die Haufig-
keiten bzw. m,, m,, ... m; haben, dann wird das geometrische Mit-
tel G durch folgende Formel ausgedriickt:

(44) ‘ G = Vx1m1 N SR
wo my; 4+ my—+...my=mn ist.

Nach dem Logarithmieren bekommen wir

(45) 1OgG=g=m7|10gx,+m210§ix2—}—...mklogxk'

Ersetzen wir die z-Achse durch die Funktionsskala

(46) §=logua,
80 ist

(47)

my &+ mo o mi e
gy=—"—""",

Das bedeutet, dass die Berechnung im neuen Koordinatensy-
stem zum arithmetischen Mittel fithrt. Damit das erhaltene Mit-
tel die Mode sei (G=M,), muss die Haufigkeitskurve im neuen
Koordinatensystem symmetrisch sein. Nehmen wir den Anfang
des Koordinatensystems in der Mode und bezeichnen
(48) 5——9 - Xy

so konnen wir nach (45) und (46) schreiben :
(49) X=logm~logG=10g%.

Nehmen wir bei gleichen Ordinaten die Abszissenwerte X,
und X,, denen auf der gegebenen Kurve irgendwelche z, und z.,
entsprechen, so kénnen wir infolge der Symmetrie schreiben :
(50) X, =—X,,
oder
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o SO P}
(51) log Yo log Yo’
oder
(52) xy g = Mo®.

Da diese Beziehung nur dann gilt, wenn die Haufigkeitsver-
teilung der Logarithmen des Merkmals symmetrisch ist, so wird
in der vorliegenden Arbeit der genannte Gedankengang so er-
weitert, dass der Ausgangspunkt, von welchem aus die Léngen
gemessen werden, nicht im Koordinatenanfangspunkt gelassen
wird, sondern ihm zwecks Erreichung symmetrischer Verteilung
eine entsprechende Lage ausserhalb der Variationsbreite (damit
die Beziehung 2, Mo® gelte) zugewiesen wird. Wenn dieser
Punkt (nennen wir ihn den Pol und bezeichnen wir ihn mit P) auf
der linken Seite der Verteilung liegt, so nennen wir die Schiefe
positiv, und wenn der Pol auf der rechten Seite der Verteilung
liegt, ist die Schiefe negativ. Je grosser die Schiefe ist, desto
niher zur Kurve liegt P und umgekehrt.

Nehmen wir den Koordinatenanfangspunkt in der Mode
(Fig. 8) und bezeichnen wir die Abszisse von P mit p (bei positi-

A

Y&

1 X

Fig. 8.

ver Schiefe ist p < 0 und bei negativer Schiefe p > 0), so konnen
wir nach (49) schreiben:

53 X=c¢lo =P jog P,
(58) ¢ log —p ¢ log 7

wo ¢ eine Konstante ist.
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Da negative Zahlen keinen Logarithmus haben, muss das
Verhéltnis .

Pt
—r

immer positiv sein. Dieses trifft tatsichlich zu, denn die Grosse
— p -+ x bezeichnet die Entfernung des Punktes  von P und —p
diejenige des Koordinatenanfangspunktes O von P. Da die beiden
Punkte x und O zu einer Seite von P liegen, haben sie auch die-
selben Vorzeichen.

Zum Bestimmen der Konstante ¢ setzen wir X — 1, dann ist
xz= B (der rechtseitige Endpunkt der Kurve). Setzen wir diese
Werte in die Gleichung (53) ein, so bekommen wir

= — —

log 2;—3 A

Damit ist

log
(54) X=

log »

Setzen wir dieses in Gleichung (37) ein, so erhalten wir die
gesuchte Form der Gleichung:

=
| =]
&

log 2=
(55) y=1-cosm [4%].
log? ;

Statt der Grosse B kann die Koordinate des linksliegenden
Endpunktes der Kurve, die wir mit C bezeichnen, eingefiihrt
werden.

Es ist bekannt, dass X — —1 ist, wenn x = C ist. Nach (53)
bekommen wir, dass

(56) ¢ = : .

B @%_C_ N 10:‘;”;_1’010

ist, und die Gleichung (55) erhilt dann die Form

p—x

log

(57) y=1—}-cos:r[ z ]
logm
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Aus den Gleichungen (54) und (56) folgt, dass

— B p
58 p—bH__ P
6] ) p p— C
ist, woraus
Bp
oder
Cp
oder
(6 1) . E,O,
P=prtc

folgt. (Hierbei muss im Auge behalten werden, dass immer 5 >>0
und C < 0 sind.) ‘

Bei negativer Schiefe (Fig. 9) miissen die Distanzen von P
nach links gemessen werden, Obwohl beide Distanzen (von P bis
zur Mode und bis zum Punkte ) negativ sind, ist ihr Verhiltnis
positiv und erlaubt dieses die Anwendung der Formel (49).

AY

n
Q

P =z
-
[

e

8
Y3
Fig. 9.

Setzen wir die entsprechenden Gréssen ein, so erhalten wir
genau die Gleichung (53):

—pF%,

(62) X=c¢log

Damit bleibt die Form der Gleichung dieselbe, und die Glei-
chung kann fiir beide Arten der Schiefe gebraucht werden. Der
Unterschied besteht nur darin, dass im ersten Falle p < 0Ound im
zweiten p >0 ist.
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Die Grosse
(63) rP—o _

kann als Mass der Schiefheit gewihlt werden, denn bei positiver
Schiefe, wo p< 0, ist, wichst mit der Zunahme von B auch p und
umgekehrt. Bei negativer Schiefe, wo p > 0 ist, ist die Erscheinung
umgekehrt,

Nach Formel (58) ist ebenso

(64) L—D

p—C—

Aus (63) érhalten wir
(65) B=p(1—p
und aus (64)

. p(8—1)
66) c=""C 77,
- 8
Nach Division der Gleichungen (65) und (66) erhilt man
B

Da B>>0und C<C0 ist, so ist das Verhiltnis der absoluten
Grossen der Lingen der Zweige der Hiufigkeitsverteilung g8 (der
rechtsliegende dividiert durch den linksliegenden).

Infolge von cos @ = cos (—a) sind in der Formel (55) das
Zeichen des Bruches in den Klammern und der Charakter von n
(eine gerade oder ungerade Zahl) nicht wesentlich. Darum kann
in der Formel (55) im Nenner des Bruches statt Pgﬁ auch ]{ﬁ‘é
stehen, oder nach (58) die allgemeine Gleichung in folgender Form
geschrieben werden :

p — X
log ——pi]n
log ; ©

Dieses bedeutet, dass es einerlej ist, in bezug auf welchen End-
punkt die Gleichung (58) gilt. Ob wir es mit positiver oder ne-
gativer Schiefe zu tun haben, kann an dem Zihler des Bruches,
der folgendermassen geschrieben werden kann:

68 log? =% 10 (1_£),
(68) g~ g »

erkannt werden. Da bei positiver Schiefe p < 0 ist, so ist im Zahler
der Koeffizient vor x positiv. Bei negativer Schiefe, wop > ist,
ist derselbe Koeffizient negativ.

y=1+cosn:[
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V1. Die Beziehung zwischen der symmetrischen
und der schiefen Hiufigkeitskurve.

Aus der Formel (63) ist ersichtlich, -dass mit dem Wachsen
von p die Schiefe abnimmt, und praktisch kann die Kurve, wenn p
geniigend gross ist, als symmetrisch angesehen werden. Die
Gleichung der symmetrischen Kurve (37) kann nicht als eine Aus-
nahme betrachtet werden, denn bei geniigend grossem p ist der
Unterschied zwischen den beiden Kurven wirklich gering und
nihert sich beim Wachsen von p der Null. Um dieses zu erkléren,
schreiben wir den Bruchausdruck aus Formel (55) in Form einer
Reihe, wobei wir die bekannte Reihenentwicklung durchfiihren.
Auf diese Art erhalten wir

— a2 3
logl™% a4 424
0g - +210+310ﬂL

p—B

B2 . B3 )
1.0g‘T B+?p+3—p?+

(69)

Daraus ist ersichtlich, dass bei p > oo der Grenzwert des

Bruches ; ist; die Gleichung (55) bekommt dann die Form

(70) y=1 —|—008n(%)7:

was die uns bekannte Gleichung (36) darstellt.

In dem Falle, wenn 8 =~ 1 ist, kann man ebenfalls zur Reihen-
entwicklung greifen, und durch Fortfallen der Logarithmen wird
die weitere Rechenarbeit erleichtert. In der neuen Form ist die
Gleichung die folgende:

!m+§f+§”i+..-
(71) y=1-4cosm 12,’2 23
|B+s5, +as -

P

|
L.
J

VII. Das Bestimmen der Charakteristiken.

Im allgemeinen Fall (wenn der Koordinatenanfangspunkt
nicht in der Mode liegt) hat die Gleichung (55) die Form

(72) y=A{ 1 —Fcosn[lOgl(g;;,bx)]"}.
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Die Gleichung enthilt fiinf Konstanten, deren Bedeutungen
im folgenden erklirt werden.

1. B ist das frither erwithnte Mass der Schiefe.

2. n ist das ebenfalls frither erwdhnte Mass der Grosse der
Hiufung.

3. A ist die Hilfte der Linge der Ordinate der Mode, denn
der maximale Wert von ¥ ist ¥,...—= 2 4.

Weiter hat der Ausdruck im Zihler a 4-bx einige wichtige
Bedeutungen:

4. Die Wurzel der Gleichung a -} b2 = 1 bestimmt die Mode
Mo, wo

(13) Mo — 1;“

ist.
5. Die Wurzel der Gleichung a -}- bz = § bestimmt den recht-
seitigen Endpunkt der Kurve, den Wert von B, wo

. f—a
(74) B=F=t

ist.

6. Die Wurzel der Gleichung a4 bz =% bestimmt den
linkseitigen Endpunkt der Kurve, den Wert von ¢, wo

1—ap
(75) C=" N
ist.

7. Der Abstand der beiden Endpunkte B und C, die Varia-
tionsbreite v, ist nach (74) und (75)

p—a_ 1—af_ pF—1

(76) V=" 7 i

Beispiele:
1. Es sei die Gleichung gegeben

log (— 0-37 - 0:25 ) 80
y=4{1—|—cosn[ Tog 400 }

Nach der Gleichung (73) erhalten wir

14037

Mo = 09 = 548,
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Nach (74) erhilt man
4:00 4 0-37

B= —o = 17-48.
Nach (75) ist
14037400
C=-pgszo0 — 2%
Nach (76) ist
4-002 —1
V= m——— 15 OO.

Dasselbe ergibt auch eine folgende Nachpriifung, denn

v=B —(C=17-48 — 248 = 15-00

und
B— Mo 17-48 — 548 )
b= Yo—0=pas_24g —+
Ferner ist
1 1 _
woraus

P=Mo + p=548 —4-00 =148,

35

Damit sind alle wichtigen zum Zeichnen der Kurve notwendi-

gen Punkte gefunden,

Ebenso einfach ist die Losung der umgekehrten Aufgabe.

2. Es seien die beiden Endpunkte der Kurve und die Lage der

Mode gegeben. Man muss die Gleichung aufschreiben.
Es sei
Mo=2, B=—16 und C—=-—5.

Zum Bestimmen der Groéssen a, b und B8 haben wir vier Glei-
chungen, von denen wir irgendwelche drei benutzen kénnen. Der

einfachste Weg im gegebenen Falle ist aber folgender:

B ist schon durch drei gegebene Punkte bestimmt, denn

g_B—Mo_16—2
TMo—CT 2F5

Ebenso ist auch v bestimmt, denn

v=B—C=1645=21

3*
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Aus der Gleichung (76) erhalten wir, dass

g —1
b = -
Bv
ist. Setzen wir hier die gegebenen Zahlen ein, so ist
g 2—1_1
221 14
Damit ist
p=—14
und

P=Mo+p=2—14=—12
Aus der Gleichung (73) erhilt man

a—=—1-—bMo—

S

Nehmen wir z. B. an, dass A = 4 und n = 0'80 ist, dann gilt
die Gleichung

y=4.{1 + cos n[log (g+ll4x):|o~sol .

J

Bemerkung: Es ist zu empfehlen, die Variationsbreite v immer
positiv zu nehmen, d. h. v=B—(C. Dann sieht man aus der
Gleichung (76), dass bei negativer Schiefe, wo b <0 ist, der Nen-
ner negativ ist und deshalb auch der Zidhler negativ sein muss.
Wenn wir die Schiefe g8 als Verhiltnis der Lidnge des rechtseiti-
gen Zweiges zu derjenigen des linkseitigen annehmen, dann ist es
tatsdchlich so, denn dann ist 8 < 1. Ohne diese Forderung (dass

. L . 1
v > 0 ist) konnen wir immer, wenn g < 1 ist, statt g auch -

schreiben, denn in der Gleichung verindert sich nichts, da der
absolute Wert von logg derselbe bleibt.

VIII. Uber die Wahl der Methode zum Bestimmen
der Charakteristiken.

Zum Aufschreiben der Gleichung brauchen wir fiinf Kon-
stanten. Da die Zahl der Haufigkeitszahlen gewdhnlich grosser ist,
ist das Problem nicht eindeutig 16sbar. Es gibt unendlich viele
Losungen. Unter diesen muss man eine solche auswihlen, die eine
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,,moglichst gute® Anniherung gibt. Das Bestimmen der ,aller-
besten Annidherung* ist ein Problem fiir sich, und es gibt keine
Methode, die es mit geniigendem Erfolg losen konnte. Die klas-
sische Methode ist diejenige der kleinsten Quadrate, deren
Anwendung aber, bei komplizierten Gleichungsformen sehr
ungiinstig ist. Pearson und Charlier haben die Methode der
Momente angewandt, die aber mit zeitraubender Rechenarbeit
verbunden ist. Andere Nachteile sind in dieser Arbeit schon ana-
lysiert worden. Zur Losung des Problems ist in der vorliegenden
Arbeit eine einfache Methode, die wir die Flidchenme-
thode nennen, angewandt worden, die mit einfacher Rechen-
arbeit verbunden und bei verschiedenartigen Gleichungsformen
brauchbar ist. Die Methode besteht darin, dass ein Flichenstiick
unter der Haufigkeitskurve (die Haufigkeit irgendwelcher
Klasse) dem entsprechenden Teil der empirischen Kurve gleich
gesetzt wird. Die Zahl der Flichenstiicke wird nach der Zahl der
zu bestimmenden Charakteristiken gewihlt. Die Methode ist bei
Hiufigkeitsverteilungen leicht anwendbar, denn da sind die
Grossen der Flachenstiicke schon durch die Hiufigkeitszahlen
gegeben. Ein Vergleich mit der Methode der kleinsten Quadrate
ergab, dass die Genauigkeit der beiden Methoden ungeféhr dieselbe
ist. Die neue Methode ist teilweise besser, teilweise schlechter, je
nachdem, welche Flichenstiicke genommen werden. Im folgen-
den vergleichen wir, um Raum zu sparen, die genannte Methode
mit derjenigen der kleinsten Quadrate nur bei einer linearen
Funktion.

IX. Vergleich mit der Methode der kleinsten
Quadrate.

1. Es stelle im Koordinatensystem zy die fett ausgezogene
horizontale Linie (Fig. 10) den Gang der Héufigkeitsvertei-
lung in der Variationsbreite / dar. Es sei der Kollektivumfang s.
Nehmen wir an beiden Enden der Verteilung Flichenstiicke mit
der Grundlinie k& (k ist die Klassenbreite) und ziehen wir aus den
Mittelpunkten der Grundlinien die Héhen h; und h,. Die oberen
Punkte der Hohen 4 und B verbinden wir durch Gerade, die wir
als Niherungsgerade wihlen, ,

Nach dem Bernoulli’schen Gesetz hat jedes Flichenstiick,
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welches die Hiufigkeit eines gewissen Merkmals anzeigt, die
mittlere Abweichung o, die nach der Formel

0=1sp (1—p)
bestimmt werden kann (s — Kollektivumfang, p — die relative
Hiufigkeit der zu betrachtenden Klasse).

§
a 8
h, by
o l 5%
ek / k> T
i "

Fig. 10.
Nach der angenommenen Verteilungsfunktion ist
rP=7-

Damit ist die mittlere Abweichung der beiden Flichenstiicke

a7 GL—GZ—VSMZ'* k)

und die mittlere Abweichung der Hoéhen 4
oo 1/ si—F)

(78) Ghl == 6h2 —_ 75_ ]5 = l/*(TZQ—)’ °

Die mittlere Abweichung des Steigungsmasses der Nihe-
rungsgeraden wird durch die mittlere Abweichung der Differenz
der beiden Hohen (A4 h = hy — ho) bestimmt, wobei die letztge-
nannte mittlere Abweichung noch durch die Differenz der Abszis-
sen der Punkte A und B I — k dividiert werden muss.

Beim Bestimmen der mittleren Abweichung der Hohen-
differenz muss in Betracht gezogen werden, dass die Abweichun-
gen der Flichenstiicke und damit auch die Abweichungen der
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Hohen miteinander korrelativ verbunden sind. Die mittlere
Abweichung der Differenz der Hohen oAk wird durch folgende
Formel bestimmt:

Der Korrelationsfaktor » ist eine Funktion von % (bei klei-

{
- nem k ist r ~ o, ist aber k=g, soist r=—1), und wir kénnen
ihn folgendermassen finden:
AY
(X3, 43) Y
AL (x.; 4, el (X3;43)
— A1‘
— 7
(T3;4y) (X2:41)
Fig. 11.

Wenn im ersten Flichenstiick eine Abweichung J, stattge-
funden hat, dann zeigt das iibriggebliebene Flichenstiick die
Abweichung — ¢ ;. Daher fillt auf das zweite Flichenstiick die
Abweichung

k
Aus der Korrelationstheorie wissen wir, dass die Regres-
sionsgleichung fiir diese Abweichungen die folgende ist:
o.
(81) 62=7'G—j o,
wo o, und o, die in der Formel (77) vorkommenden Grossen
sind.

5% 907 5

&

Fe—— 6 —>"

Fig. 12
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Dividieren wir die Gleichung (80) durch (81), so bekommen

wir

(82) r=— Z—i% .
Hieraus ersehen wir, dass wenn k:é ist, dann r = — 1ist.
Im Falle & > ;l— ist

(83) r=-— =k

k

(der reziproke Wert des fritheren ), was leicht ableitbar ist.

Setzen wir aus (78) und (82) die entsprechenden Gréssen

in (79) ein, so erhalten wir

2s

2 .
(84) o?Ah = P
denn oh, = oh,, und der Korrelationsfaktor zwischen den
Abweichungen der Gréssen der Flichenstiicke ist derselbe wie
der Korrelationsfaktor zwischen den Abweichungen der Héhen.

m‘

Fig. 13.

Zum Bestimmen der mittleren Abweichung des Steigungs-
masses m dividieren wir den erhaltenen o4h-Wert noch durch
die Grosse | —k. Dann bekommen wir

2s
2, __
(85) = =T
Ist &> %, so erhdlt man mit Hilfe der Formel (83) analog
(86) a’m 2s

T REII—k)
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Wenn wir beim Wihlen der Flidchenstiicke die kleinere von
den Grossen k und | —k mit y und die grossere mit !—y

bezeichnen, dann ist im ersteren Falle(wo £ < é ist)

k =7
und
l—k=1—y,
und im letzteren Falle (wo k > l2 ist)
k=1l—yvy
und
l—k=y.
5% 5%
A M 8
Fig. 14.

Setzen wir diese Grossen bzw. in Formel (85) und (86) ein,
dann erhalten wir fiir beide Fille
2s
=)

Dieses bedeutet, dass die Formel (85) immer angewandt wer-
den kann, es muss nur unter k der kleinere Teil von [ verstanden
werden.

(87) aZm

Bezeichnen wir

k=uxl,
dann ist nach (85)

2s

88 .
(85) T= Yo (1 — )2

Berechnen wir den Minimalwert von om, so finden wir,

. . 1 . . N
dass dieser bei z = 3 zutage tritt und seine Grosse
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(89) OMin = 367 KZS_
betrigt.

2. Zweitens wollen wir betrachten, mit einer wie grossen
Genauigkeit das Steigungsmass der Niaherungsgeraden bei der
Methode der kleinsten Quadrate bestimmt wird.

$%

Fig. 15.

Es sei ebenso die Zahl der Elemente s, die Klassenbreite %
und die Variationsbreite I (Fig. 9).

Wenn das Steigungsmass der Regressionsgeraden gleich
Null ist, dann ist
(90) om =Y o7

. ox

(darin bedeutet: om die gesuchte mittlere Abweichung des
Steigungsmasses m, oy und oz die Streuungsmasse der Koordi-
naten der die Regressionsgleichung bestimmenden Punkte A, B
und anderer dazwischen liegender Punkte, sowie or die mittlere
Abweichung des Korrelationsfaktors 7), denn nach der Korre-

lationstheorie ist
m=r %Y
ox

und nach Differenzierung erhalten wir

_oydox
ox?

— % g1, %Y _
91) dm = o dr4r P
Da r = 0 ist, bleibt iibrig

dm =Y ar ,
ox
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woraus die Formel (90) ableitbar ist. Damit miissen zum Be-
stimmen von om die Grossen oy, or und oz berechnet werden.

a. oy ist die mittlere Abweichung der Hohe, die schon nach
der Formel (78) bestimmt worden ist. Damit ist

(92) oy = l / b_(l_w_"l :
b. Nach der Korrelationstheorie ist
or=1—"
Vo

wo » der Korrelationsfaktor und » die Zahl der Klassen ist.

Da *r=0 und » =% ist, bekommen wir

or=]/%.
/i

Das erhaltene or gilt nur dann, wenn die Abweichungen
der Hohen nicht in korrelativem Zusammenhang stehen. In unse-

P
PI -PZ pz
2(PI 'Pl, _____ :‘ L ps
H—
soen| L g
40P.-p1) :::3: """" b ! L~s
il et Tt T 1
' ' ' ;
l : : !
: ' : '
Fig. 16.

rem Falle, wo die genannten Abweichungen in korrelativer
Beziehung stehen, wird or infolge einer negativen Korrelation

grosser.
Um das gesuchte or zu bestimmen, schreiben wir in der

Formel des Korrelationsfaktors
. Sxy
" noxoy

(wo x und y vom arithmetischen Mittel aus genommen werden
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und » die Zahl der Punkte, in unserem Falle die Zahl der Klassen
bedeutet) den Zahler Zxy in der Form

2xy =z, (y — )+ T (Yo—io)+ . - .
(das Bezeichnungsschema ist in Fig. 11 gegeben).

%ZP' @ \y
Y ap ‘\5
' l f
] 1
o y W
Fig. 17.

Da die z-Werte unverindlich sind, kénnen, wenn ein korre-
lativer Zusammenhang mit dem Korrelationsfaktor » zwischen
den Héufigkeitszahlen der Klassen vorhanden ist, nur die mittle-
ren Abweichungen der Ausdriicke in den Klammern (y;— ;= 4y.)
sich veridndern.

Nach der Korrelationstheorie ist

(93) 0%y = 20y (1 —7),

woraus ersichtlich ist, dass bei dem Korrelationsfaktor » der
Wert von 64y sich verdndert hat, wobei der Verinderungs-
koeffizient

(94) A=V1_—,

ist. Damit ist auch or A-mal grosser geworden. Setzen wir den
Ausdruck von » aus (82) ein, so finden wir, dass

!
A= Vl—k
ist, und damit

(95) or — V%

c. Wenn alle Klassen die gleiche Breite haben, befinden
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sich die Mittelpunkte der Klassen mit konstanter Haufigkeit
auf der z-Achse, und nach (8) ist

l

96 Oxr = ———.

o 23

Setzen wir die erhaltenen Werte fiir oy, or und ox aus

(92), (95) und (96) in die Gleichung (90) ein, so erhalten wir,
dass

97 o’m = 1?4—3
ist, oder
98) om = 346 Klj; .

Durch einen Vergleich des Erhaltenen mit (89) stellen wir
eine ganz kleine Verminderung von om fest.

In der Tat ist aber. om bei Anwendung der Methode der
kleinsten Quadrate grosser, denn die Formel (90) gilt fiir den
Fall, wenn =20 ist. Bei einem endlichen Kollektivumfang hat r
einen von Null abweichenden Wert und kommen dann in der For-
mel (91) die weggelassenen Glieder zur Geltung.

Betrachten wir z. B. einen Spezialfall, wo

r=or

ist. Da die Abweichungen von », oy und oz miteinander nicht in
korrelativem Zusammenhang stehen, konnen wir nach (91)
schreiben:

(99) o%~~‘?+fw@+°”y2x=

62 {1+66y 6):%?/6%(1_;[_712)’

o‘y 6*x
denn der Variationsfaktor von ox und oy ist 12A_.
n
Aus (99) wird ersichtlich, dass om sich um das / 1+1_

fache vergrossert hat, und z. B. im Falle n < 9 (bei einer kleinen
Zahl der Klassen) ist die Genauigkeit der Methode der kleinsten
Quadrate geringer als diejenige der Flidchenmethode.
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Weiter ist ebenso leicht zu beweisen, dass in dem Falle, wo das
Steigungsmass der Regressionsgeraden von Null verschieden ist
(m #0), die Genauigkeit der Methode der Xleinsten Quadrate
kleiner (om wird grosser), bei der Flichenmethode aber grosser
wird (om wird kleiner). Z. B. in dem Falle, wo die Gerade den
Koordinatenanfangspunkt schneidet, erhalten wir nach ein-
facher Berechnung analog der Formel (88) :

5 2s ‘ 2
(100) o*m e (1 — 20 4 4% — 2%3).

= (I —
Hier ist om kleiner als dasselbe in Formel (88), denn
1— 2% 44— 203 =1—2x(1 —x)* <1

om hat ein Minimum bei demselben Argumentwert, d. h. bei

x=é— und
(101) Otmin — 308 V¢S

was kleiner als dasselbe in (98) ist.

Die bei linearer Hiufligkeitsverteilung kurz durchgefiihrte
Analyse hat gezeigt, dass die Flachenmethode bei zweckmissiger
Wahl der Flichenstiicke nicht als schlechter denn die Methode
der Kkleinsten Quadrate gelten kann. Thre Anwendung ist aber
viel einfacher. Bei der linearen Ap<p1\)ximation brauchen z. B.
nur die Hiufigkeitszahlen summiert zu werden, und das Stei-
gungsmass der Geraden ist bestimmt.

X. Uber die Anwendung der Flichenmethode beim
Bestimmen der Charakteristiken.

Bei der in der vorliegenden Arbeit untersuchten Gleichung der
Hiufigkeitskurve ist die Anwendung der Flichenmethode nicht so
einfach wie bei dem oben gegebenen Beispiel, weil die Gleichung
nach einer elementaren Methode nicht integrierbar ist. Darum
sind die entsprechenden Berechnungen nach graphischen Metho-
den durchgefiihrt und die Resultate auch graphisch dargestellt
worden. Da die Genauigkeit der Koeffizienten von der Wahl der
Flichenstiicke abhingt, mussten zum Aussuchen der passenden
Flichenstiicke (Indikatoren), die ein genaueres Bestimmen von g
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und # ermoglichten, verschiedene Fille untersucht und die ent-
sprechenden Fehlerberechnungen durchgefithrt werden. Durch
diese zwei Koeffizienten ist der Charakter der Hiufigkeitsver-
teilung gegeben, denn die drei iibrigen bestimmen nur den Mass-

09 1 it 15 2 25
70 ]
— P e
n iz
o /A L iyl
'l Y )
Pl A A%
T : : %)
/ " a‘ ! ‘3
,/f/;/;/:'/} 4
74V e
ST
e 1 ' ‘__;_2
0 e e s s D
Zaaeraua U AV S R N :
2y [T
Lo HE ' ] !
TN N T
30 P S i\fx : : 30
TN \‘\\
oL o.; : :
> ~ N
23 ! [}
o2 \"‘
20 o711 —ja0
o9 1 M 15 2 25
Fig. 18.

stab der 2- und y-Achse und die Lage der Verteilung in bezug auf
die xz-Achse.
Bevor wir zur Losung der Aufgabe iibergehen, miissen wir
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eine Moglichkeit zum Fixieren zweier durch die Hiufigkeitsver-
teilung verbundener Punkte schaffen, denn nur dadurch kann die
Lage der Verteilung auf der x-Achse bestimmt werden. Es hat
sich als am zweckméssigsten erwiesen, einen 5%-gen Abschnitt zu
wihlen (die Punkte A und B in Fig. 12), d. h. einen solchen
Punkt, dass an der einen Seite von ihm 5% aller Elemente liegen.
Den Abschnitt zwischen den genannten Punkten, die Linge AB,
werden wir die Basis nennen und mit b bezeichnen.

Nach hinreichender Erwiigung bleiben von den Indikatoren
drei iibrig.

1. Der erste Indikator ist die relative Haufigkeit einer mit der
Basis in Verbindung stehenden Klasse, wobei die Klassenbreite
ein Drittel der Basis ausmacht und die Klasse selbst auf derjeni-
gen Seite der Basis liegt, wo sich die Mode befindet (in Fig. 13
ist die genannte Klassenbreite AC). Es ist am einfachsten, die
gesamte Zahl der Elemente bis zum Punkte C zu zihlen, um den
5%-gen Teil nicht abziehen zu miissen. Diesen Indikator bezeich-
nen wir mit P(%), da die relative Hiufigkeit in Prozenten -
angegeben wird.

2. Der zweite Indikator ist der Abstand der Mediane von
dem der Mode néher liegenden Endpunkt der Basis (in Fig. 14 die
Grosse AM), wobei diese Distanz als Verhiltnis zu der Linge der
Basis genommen wird. Diesen Indikator bezeichnen wir mit
AM
1B

Bemerkung 1. Hier besteht ein Unterschied zwischen diesen
Charakteristiken: die erste P (%) ist die Hiufigkeit einer
bestimmten Klasse, die zweite M (%) aber die Klassenbreite einer
bestimmten Hiufigkeit.

M (%). Damit ist M % =

Bemerkung 2. Wenn die Verteilung ganz nahe einer
symmetrischen liegt, ist es schwer zu bestimmen, zu welchem End-
punkte der Basis die Mode niher ist. Fiir den richtig gewihlten
Punkt gilt M(%) <1/, oder P4 (%)> Pp(%), wenn der Punkt A
der richtige ist (hier bedeutet P,(%) den Wert von P (%), wo-
bei die Klassenbreite vom Punkte 4 aus gemessen wird, und Pz(%)
analog den Wert von P (%) fiir die Klasse, die vom Punkte B
aus gemessen wird). Wenn die Verteilung eine solche ist, dass
wir z. B. mit Hilfe von P (%) die positive Schiefe und mit Hilfe
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von M (%) die negative Schiefe erhalten, dann kann fiir die endgiil-

tige Schiefe das Mittel aus diesen zwei Werten genommen werden.

Die beiden gewihlten Indikatoren sind empfindlich

gegen Verdnderungen von B3, aber sie reagieren ganz schwach

3.

auf Verdnderungen von n. Zum besseren Charakterisieren von n
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ist ein dritter Indikator . geschaffen worden, der folgender-
massen bestimmt wird.

Schneiden wir bei der Hiufigkeitsverteilung durch eine der
x-Achse parallele Gerade einen Teil ab, dessen Fliche 5% der
unter der Haufigkeitskurve liegenden Fliche betrigt (Fig. 15).
Den Abstand dieser Geraden von der z-Achse bezeichnen wir mit
H1, Ferner berechnen wir die auf die Basis b reduzierte mittlere
Hiufigkeit 2, d. h. k=§, wobei s die Zahl der Elemente ist.
Durch diese zwei Grossen H' und & ist u folgendermassen be-

1
e

Da H! aus den Haufigkeitzahlen nicht direkt bestimmt wer-
den kann, miissen wir seine Entstehung nidher betrachten.

Wenn der Kollektivumfang praktisch unendlich gross wire,
wire die relative Hiaufigkeit jeder Klasse praktisch genau be-
stimmbar. In einem solchen Falle ist es sehr einfach, den genann-
ten Schnitt zu machen. Wir schreiben die relativen Hiufigkeiten
in eine Reihe nach ihren Grossen, z. B. p4, ps, 5 ... (Fig. 16), und
finden die Flichengrosse bis zu der Hohe p,. weiter bis p, usw.,
bis die Grosse der abgeschnittenen Fliche 5% der Gesamt-
fliche ausmacht, wobei nach Bedarf ein Interpolieren stattfinden
kann. Auf diese Art stufenweise weitergehend, stellen wir fest,
dass die abgeschnittene Fliache nach folgendem Gesetz zunimmt:

Q=2’1—P2+2(T’2—‘I73)+3(P3—p4)+~ e N(Pn— Put1) =
=p+PoFPst . P —NPuy 1=

stimmt: u=

= Zpi— NP 1.
i=1

Beispiel :
i 1 2 3 4 5 6 7 8
p; (%) 78 73 69 67 65 61 57 54

p; 78 151 220 287 352 41-3 47°0 524
ipH_ ; 73 13-8 20-1 260 305 342 378
Q 05 13 19 27 47 71 9-2

Wie aus dem Schema ersichtlich ist, wichst die Fldche @ um
05%, wenn die Schnittlinie die Hohe p, erreicht hat. Wenn die
Schnittlinie die Hohe p; erreicht, ist die Fliche @ bis 13%
gewachsen, usw. Um fiir @ = 5% die entsprechende Hohe H! zu
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finden, miissen wir feststellen, bei welchem p die Fliche @ auf
5% wichst. Bis zur sechsten Stufe (der Wert von p ist damn
61 %) istQ = 47%, weiter aber schon 7-1%. Bei dem ersten
@-Wert fehlen noch 0:3%, und da die Schnittlinie jetzt durch 6
Klassen geht, muss er um —0%7—0: 0-05% sinken. Damit ist
H'=610—005=605%. Da H' nicht in Prozenten, sondern
in Lingeneinheiten gemessen wird, bedeutet das Resultat, dass H
nach der auf die y-Achse aufgetragenen Skala einen solchen Wert
besitzt, der gleich ist der Hohe der entsprechenden Klasse mit der
Haufigkeit 6-05%.
4%
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Wenn der Kollektivumfang nicht geniigend gross ist, werden
die bei der Bernoulli’schen oder der Lexis’schen Reihe in jeder
Klasse entstandenen Abweichungen storend wirken. Wenn wir
dann die Haufigkeiten nach ihren Grossen ordnen, kann es der Fall
sein, dass wir den Wert von H! griosser erhalten, als er tatsichlich
ist, denn es ist sehr wahrscheinlich, dass wir nur Klassen mit
positiven Abweichungen genommen haben. Wenn dile Haufig-
keiten nach beiden Seiten gleichmissig abnehmen, ist die genannte
Gefahr nicht so gross, denn dann ist es nicht wahrscheinlich, dass
alle Klassen positive Abweichungen haben. Wenn aber bei der
Abnahme der Hiufigkeiten der Klassen gewisse Schwankungen
entstehen, so ist es sehr gefihrlich, nur die grosseren Hiufigkei-
ten auszuwihlen. Im folgenden ist eine Methode gegeben, deren
man sich in solchen Fillen mit Erfolg bedienen kann.

Setzen wir zuerst voraus, dass der Kollektivumfang prak-
tisch unendlich gross ist. Weiter nehmen wir an, dass der 5%-ge
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Teil schon abgeschnitten ist, wobei die Schnittgerade die Haufig-
keitskurve in den Punkten M und N schneidet (Fig. 17). Wenn
wir die Strecke zwischen den Projektionen der genannten Punkte
von M! bis N! als eine Klasse betrachten, ist H' die der Hiufig-
keit dieser Klasse entsprechende Hohe, wobei von der relativen
Haufigkeit der Klasse schon vorher 5% abgezogen worden sind.
Wenn wir eine andere Klasse betrachten, die kleiner oder grésser
als M'N' ist, von ihrer relativen Haufigkeit 5% abziehen und dann
die mittlere Hohe H* finden, kann man beweisen, dass immer
H*<H'ist. Das Gesagte bedeutet, dass wenn wir den Gang der
Grosse H* als Funktion der Klassenbreite darstellen, H! = HE%,,
ist. Dieses kann folgendermassen gezeigt werden.
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Wenn die Klassenbreite kleiner ist als MN, z. B. irgendein
PQ (siehe Figur), dann ist die oberhalb der Geraden MV liegende
Flache P'PAQQ' kleiner als 5% (wenn die ganze unter der
Hiaufigkeitskurve liegende Fliche 1009% betrigt) und wir miissen
die Gerade MN nach unten verschieben, bis der 5%-ge Teil abge-
schnitten ist. Die neue Hohe H* ist dann kleiner als H!.

Wenn die Klassenbreite grosser ist als MWV, z. B. irgendein
RS (siehe Figur), dann ist A* die mittlere Hohe des unter der
Geraden MN verbliebenen Teils, was wieder kleiner als H! ist, denn
die Strecke MN ist kleiner als RS.

Bei empirischen Verteilungen ist eine stetige Verinderung der
Klassenbreite nicht méglich, denn die Hiufigkeitskurve ist nicht
stetig. Wir konnen aber dann so verfahren, dass wir zuerst die
grosste Klasse nehmen, dann zu ihr die grossere unter den dane-
benstehenden Klassen hinzuaddieren usw. Das Gesagte wird durch
folgendes Beispiel erlautert, wobei die frither gegebenen Hiufig-
keitszahlen verwendet werden.

o ! A 2 3 4 S5 ¢ & 10
70
09 — X .
08 ] 02
5’ \ —gz
07 08 03
\
g6 \\\\{ \'\“ oY
05 \\\ 0 T— o5
\ \
oY \\\ 05 ~—_ 06
\% “\ a’
\\ —~— I —
02 —~—i— 03 98
0 Q 0
/ Y4 2 3 14 s 6 8 /0

Fig. 23.
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Beispiel :

i 1 2 3 4 5 6 7 8
2:(%) 7-8 73 69 67 65 61 57 54
p; 78 151 220 287 352 413 470 524
8;=3p,— >0 28 101 170 237 302 363 420 474

S.
H* = ; 280 505 567 592 604 |6.05 600 592

Hieraus ersehen wir, dass H..== 6:05 ist, was mit dem
nach der vorigen Berechnungsmethode erhaltenen Resultate iiber-
einstimmt. Da die letztgegebene Berechnungsmethode beinahe
einfacher als die vorher gegebene ist, empfiehlt es sich, von ihr
Gebrauch zu machen.

Die folgende Tabelle (Tab. 4) gibt die Werte fiir die drei
Indikatoren bei einigen Wertkomplexen von »n und g wieder.

Tab. 4.
P(%)-Werte.

n . . 4 - » . . . .
,e\. 01 03 05 07 10 15 20 40 60
10 210 241 269 288 306 323 333 346 348
12 925 269 293 312 328 336 344 348 349
15 275 322 342 350 356 357 356 352 351
20 402 304 390 387 383 377 373 363 355
30 530 492 470 453 432 411 396 366 356
50 650 600 559 522 485 446 423 383 357

100 | 723 667 620 591 543 491 461 400 358

M (%)-Werte.

N 01 03 05 07 10 15 20 40 60

10 500 500 500 500 50-0 500 50-0 50-0 500

1-2 46-8 47-0 47-3 476 479 484 487 495 49-8

15 427 430 436 442 451 462 47-0 489 494

20 ’ 381 392 403 412 | 426 441 456 482 490
\

30 | 320 338 353 36-6 38-6 410 430 465 480
50 265 27°6 296 31’5 341 374 400 44+9 470
100 200 21-0 23-9 26:0 29-8 356 366 42-7 452
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u-Werte.

ﬂ\” o1 03 05 07 10 15 20 40 60

1-0 2:35 1-59 1-30 1-13 1-01 0-94 090 0-86 0-86
1-2 2:38 1-59 1:30 1-13 1-02 094 0-90 0-86 0-86
15 2:41 1-61 1-30 1:115 1-03 095 091 0-86 0-86
2.0 ! 246 1:65 1-32 1-17 1:05 097 0-92 0-87 0-86
30 2:50 173 1-38 1-23 1-10 1-:00 095 0-88 0-86
50 2:56 1-91 151 1-34 1-19 1-07 1-:00 0-91 0-88
10-0 2:53 2:28 1-83 1-59 1-37 119 1-09 0-99 0-92

Aus diesen Tabellen ersieht man, dass jeder Indikator von
den beiden Grossen g und n abhingig ist. Darum konnen wir auch
nicht auf Grund der gegebenen Grosse nur des einen Indikators

AY

]
]
]
[}
1
'
é
A
Fig. 24.

; oder n bestimmen ; wir brauchen dazu zwei Indikatoren. Als zu
diesem Zweck passend koénnen das P(%)- und - oder das M(%)-
und p-Paar genommen werden (diese zwei Paare wurden unter 28
Paaren gewihlt, denn ausser P (%), M (%) und x war noch eine
Reihe anderer Indikatoren vorhanden, die jedoch mehr oder
weniger ungiinstig waren). Diesem entsprechend sind Nomo-
gramme konstruiert worden, welche fiir die erhaltenen Werte der
Indikatoren die gesuchten g und » zu finden sofort erméglichen
(Fig. 18 und 19). Es ist empfehlenswert, die beiden Nomogramme
zu benutzen und aus den erhaltenen §- und n-Werten das Mittel
zu nehmen, entweder das einfache oder das gewigte. Wenn die
beiden Nomogramme verschiedene 8- oder n-Werte geben, so be-
deutet dieses, dass die Verteilung sehr schlecht durch irgendwelche
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Gleichung darstellbar ist, und es kénnen zum Bestimmen der
Gleichung auch andere dazwischen liegende g- und n-Werte ge-
nommen werden, denn die Giite der Approximation kann ja ver-
schiedenartig definiert werden.

o790

280
X X
v=6u(1+32) (1- 5]

B=02! (48)
n=096

Fig. 25.

XI1. Das Zeichnen der Kurve.

Zum Zeichnen der Kurve bediirfen wir der beiden Endpunkte,
der Mode und der Linge der maximalen Ordinate H. Zum Bestim-
men der Endpunkte ist in Fig. 20 das entsprechende Nomogramm
konstruiert worden, welches nach gegebenen g- und »-Werten den
Abstand der gesuchten Punkte von den Endpunkten der Basis, s;
und s,, angibt, wobei als Einheit der Zahlen s; und s, die Liénge
der Basis gilt.

Das folgende Nomogramm (Fig. 21) gibt analog die Linge
der maximalen Ordinate H an, wobei diese als Verhiltnis zu der in
bezug auf die Basis reduzierten mittleren Hohe & gegeben ist.
Ebenfalls gibt dasselbe Nomogramm die Lagef der Mode Mo
gerechnet von dem der Mode niher liegenden Endpunkt der Basis
(die Einheit der Zahlen Mo ist die Linge der Basis).

Zuletzt sind zur Bestimmung der anderen Kurvenpunkte
Nomogramme angefertigt worden, die es erméglichen, fiir jede
Abszisse die entsprechende Ordinate zu finden. Da wir es hier mit
vier Verinderlichen zu tun haben (8, =, =, y), so ist das Problem
der Einfachheit halber in zwei zerlegt worden:
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1. das Bestimmen bei gegebenem % und bei symmetrischer
Kurve (B = 1) fiir jedes z des ihm entsprechenden 5 und

2. das Bestimmen der Lage desselben « (d. h. mit derselben
Ordinate y) bei irgendwelchem B.

Zur Losung des ersten Teiles ist das Nomogramm
Fig. 22 gezeichnet worden, das nichts anderes vorstellt, als
eine Schar von symmetrischen Kurven bei verschiedenen
n-Werten.

> vy x o2y
y=635(1+53) (1-5=)

A= 0:22 (45)

n=11
<— b T
~30 -20 10 0
Fig. 26.
a7 Jo?7 ’
yrostrosi -5
£= 029 (3¥)

n=07

P A p——

~20 =10 0 9

Pig. 27.

Zur Losung des zweiten Teiles ist ebenso ein Nomogramm
konstruiert worden (Fig. 23), mit dessen Hilfe man nach der
Abszisse x der symmetrischen Kurve die entsprechende Ab-
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szisse der schiefen Kurve bestimmen kann. Um diese Abszisse vom
Massstab der Abszissenachse unabhingig zu machen, ist die von
der Mode aus genommene Abszissenlinge durch die Léinge des
entsprechenden Zweiges der Kurve dividiert und mit § bezeichnet.
Da £ fiir die beiden Zweige der Kurve nicht gleich gross ist, sind
in dem Nomogramm die Werte von & fiir beide Fille dargestellt,
wobei & den Wert fiir die lingere Seite und &, denjenigen fiir die

0A

kiirzere Seite bedeutet. Damit ist: § = 0B und §, = %]C‘) (Fig.24).

7

201 24.58
g= 0-000 554 (cos6) - &

X
8= arclon ;35

A =2

- m - - - - o -

I

x LK 74 x na
g=709(1+705) (1=555)

= /50
'5 =078

Fig. 29.
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XII. Ein Vergleich mit dem Pearson’schen System.

Um die Giite unseres Systems zu beurteilen, ist dieses gleich-
zeitig mit dem Pearson’schen System bei Untersuchung der
Hiufigkeitsverteilung der Temperatur in Tartu fiir alle Monate
der Zeitspanne 1866—1935 (incl.) angewandt worden (die Hiufig-
keitsverteilungen und die ihnen entsprechenden Gleichungen sind
von Prof. K. Kirde zusammengestellt worden). In den Figuren

x 105 x 352
y= 8-5'0(/4-3;,) (=754

VA 158
n=07%

x o3 o /6°2
‘ 9=9-92(14522) (/=575

Fig. 31.

(Fig. 256—36) bedeutet die ausgezogene Linie die nach dem von
uns vorgeschlagenen System berechnete Hiufigkeitskurve und die
punktierte die Pearson’sche Kurve. Neben die Kurven sind die
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Pearson’sche Gleichung und die Charakteristiken des neuen Sy-
stems geschrieben worden. Bei negativer Schiefe (8 < 1) ist in
Klammern der reziproke Wert von 8 gegeben worden, welcher die
absolute Grosse der Schiefe wiedergibt. -

~
vd

S~
-

-

y98 377
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Fig. 32.
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Fig. 33.

Aus den Figuren ersieht man, dass das neue System nicht
schlechter als das Pearson’sche ist (mit seinen vielen Kurventypen
miisste das Pearson’sche System eine bessere Moglichkeit der
Niherung bieten), ja fiir einige Monate (Méirz, April, November)
sogar besser ist. Aber der zu den Berechnungen notige Zeitauf-
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wand und die Arbeitsmenge ist beim neuen System viel geringer.
Die Versuche haben gezeigt, dass bei gegebenen Temperaturan-
gaben, wo wir es mit 40 Klassen zu tun haben, bei Anwendung des
Pearson’schen Systems (mit Aufzeichnen der Kurve) ein Zeitauf-
wand von 4—6 Stunden in Betracht kam, wihrend bei Anwendung
des neu gegebenen Systems dazu nur 10—15 Minuten erfor-
derlich waren, Dabei ist der Berechnungsgang viel iibersichtlicher

xSV 37
y= 865035 (1= 3%

B=092(r109)
n =085

O B X7
y=8530v55) (1= j535)

p=05I1(196)
n= 058

Fig. 35.

und jeder Schritt leicht kontrollierbar. Bei einer geniligenden
Ubung konnen die Grossen g und » nach Augenmass mit einer
Genauigkeit von ca 10% bestimmt werden, so dass das Entstehen
grosser Fehler fast unmoglich ist.
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Als Beispiel fiir die Anwendbarkeit des Systems ist die
Hiufigkeitsverteilung der Flachengrossen der Seen in Estland
genommen worden (Fig. 37). " Obwohl die Kurve nur bis 23 ha
reicht und es auch grossere Seen gibt, sind letztere liiber grosse
Intervalle zerstreut und besitzen eine so kleine Haufigkeit, dass
diese im gegebenen linearen Koordinatensystem nicht dargestellt
werden kann. Darum eignet sich die Kurve fiir die Darstellung
des reliefartigen Teils der Verteilung, ungeachtet dessen, dass
die Momente iiberhaupt nicht iibereinstimmen.

r 897 - 087
y:?‘ZB{I#I—,;;)(/—m)

p=0716 (62)
n =070

=20 ~10 0

Daraus sieht man auch, wie leicht die Eigenschaften der
Verteilung aus der Gleichung herauszulesen sind. Die Zahl 22
gibt den reziproken Wert der Mode; damit ist Mo =0-45. Die
Gleichung 2-2x =51 gibt den rechtsliegenden Endpunkt der
Kurve, damit ist B = 232, und die Gleichung 2:2.51z — 1 den
linksliegenden Punkt, damit ist ¢==0-009 (praktisch=0). Die
Zahl 51 besagt, dass wir es mit einer sehr grossen Schiefe zu tun
haben, denn der rechte Zweig der Kurve ist 51 mal linger als der
linke. Der Exponent 0'50 besagt, dass wir es mit einer iibernorma-
len Haufung (bei normaler Haufung ist » =~ 0'75) in der Umge-
bung der Mode zu tun haben. Hierbei sei gesagt, dass wegen der
sehr anormalen Verteilung das Pearson’sche System iiberhaupt
keine passende Niherungskurve ergab.

Uber die Anwendbarkeit des Charlier’schen Systems muss
man sagen, dass in der Umgebung der normalen Verteilung
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die Niherungsfihigkeit des Systems ganz gut ist, dass aber bei
geniigend schiefen -und mit einer anormalen Hiufung behaf-
teten Verteilungen das System keine geniigende Biegsamkeit

Ay

J004
200-

1001

FPearson Charlrer
y=s80+ 5 1~5)"" = - 0005
=~ 0092

Pearsor

‘\ C/;ar//er'

(.5-

7 5

Fig. 38.

besitzt. In Fig. 38 ist eine Verteilung gegeben, welche durch das
von uns gegebene System (ununterbrochene Linie) und das Pear-
son’sche System (punktierte Linie) gut approximiert werden
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kann; die Charlier’sche Kurve (doppeltpunktierte Linie) gibt aber
den Charakter der Verteilung nicht mit geniigender Giite wieder.

In Fig. 39 sind fiir eine schiefe Verteilung die Niaherungs-
kurven des in der vorliegenden Arbeit entwickelten und die des
Charlier’schen Systems dargestellt. Aus ihnen ersieht man, dass
in manchen Fillen das Charlier’'sche System einen wichtigen
Nachteil besitzt — hier kommen namlich negative Hiufigkeiten
vor. Dieser schwache Punkt im Charlier’schen System kommt
hiufig zum Vorschein, wenn die Verteilung geniigend schief und
eine anormale Hiufung in der Umgebung der Mode vorhanden ist.
Wenn die Schiefe und die Hiufung nicht von Bedeutung sind,
komimt hdufig eine Nebenmode zum Vorschein.
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