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Kéesolevatesse integraalide tabelitesse on
koondatud tédhtsamad mdaaramatud integraalid ja
vaike valik koige enam vajaminevaid paratuid in-
tegraale. Tabelite kasutamisel tuleb arvestada
jargmisi markusi:

1. integreerimiskonstant on ara jaetud,
valja arvatud juhul, kui integraali voib esi-
tada erinevate avaldistena erinevate suvalis-
te konstantidega;

2. koikides valemites, kus algfunktsioo-
ni avaldises esineb In f(x), tuleb teda md&is-
ta, kui In |f(x)] (absoluutvaartuse margid on
Kirjutuse lihtsustuseks é&ara jaetud);

3. juhul, kui algfunktsioon on esitatud
astmereana, siis see tdhendab, et teda ei saa
esitada I6pliku arvu elementaarfunktsioonide
kaudu.



1. Ratsionaalfuuktsioonide integraalid

1.1, Integraalid, mis sisaldavad avaldist a+ b
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1.4~ Integraalid, mis sisaldavad avaldist a3:xs
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27 rehaxadx ——— 75 S axax— Tx- L o
J
26) J i3 @ dx = —Lcos ax + —IB°AC
3 i 1 .
277) isina & X~ -g X~ SN2+ - SNAK



r. . sin* 'ax cos ax a—1 7T . s y
278) _sin"ax dx - ] + | B axax m=1A ..)

J na n J - _

r sin ax X cOs ax
279) x sin ax dx =
280) Tx2 M ax ix = 2% shax —f X5 1cos ax.
281)
282) X"sinaxdx = — — cosax + i—jlx_*“ lcosaxdx (n > 0)

a
o |2 ] a7,
26 + 7*,322).
----------- Ne 324
285)3 X n- 1 x" 1 n-1ljx"1 ( )
f dx

286)  —------- = —Intg — * 287) — = e ctg ax

J sin ax J sin ax
288 rdx = cosax 1  ax

J sin3ax 2asin2ax + 2a D 2
289) rdx 1 cosax + n-2 f dx (>1

J sin" ax a(n —1) sin*-1 ax n—1J sin"-2 ax

I xdx 17/ (ex)1 7 (ax)s 3l(ax)7 , 127 (ax)9 ,
X0 3NAHT AT +3NTI+-TTTI+—

.............. ) ?

291) r—\X—zcii(--: ----Z(-CtgaxH—i In tin ax.

J sm ax a a

Maaratud integraali j nimetatakse integraal-
seks siinuseks:
v3 5 7
ag=,-31r+rs1-rzr+'--

" B — Bernoulli arvud (vt. |k. 44 ).
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I xix 1

» bl = (- DaBn‘-*ax (a—n@M- 2 &l«in*-2
a—2 I XIX
n>
J + n- 1\] ton"* 2 ax ( 2)
293) A ax r dx
T ="L0u 2s B lmgaws
f xdx xX. (* ad 2, /9 0X \

A, JT TA --T U T -T )+?2->"«» (T--y-}

23 ) pelillIL e\

J 1—san ox a \4

F sin ax dx 1 /a ax \
e»7)

]Txx52r",+17'y1TT>
*Bf ~7"8(TT

->/00 T -M**(T -T-)""(T-T)

r dx 1 /A ax\ 1 A ax \
3C0)J - *H 4 ~ Tr
I sinax dx 1 /x ax\ 1 ,/x ax\
A~ Jo+n - - 5m»(T mT )+S 18 (4-T>
I sin ax dx 1 /a ax \ 1 , /A ax
a1 0 o far (T T ) HIrar (17 )m
303) [— A —arcsin( 3*M* ~ 1Y
J 1+ sin2ax 272 a V an2ax + 1/
C dx C dx 1
304) e ——= = eee-j——= — g ax,
J 1—sin ax J cos2ax a
306) I sin axsin bx dx = 5™ @—b)x  snr(@+b)x b
- 2(a-bh) 2(a+b) "
ac
btg— +¢c
arcty . e>n
i/b2-~ > 2
306)Jf *L
b si btg — -fc—2—h2
-n (b2< N
t/rd - btg-y- +c+yc2' ™ 2

22



307) [ — e m——— (.NQ 306).

dx 1 ax cf dx
—————————— = — : Ne 306).
308) sin ax (b + esin ax) ab © 2 bJ b+ <in ax (Ne )

29) dx CCOSaX———mm + oo (Ne 306).
(b+csinax)2 a(b2- c2(b + Csin ax) b2- ¢c2J b4 inax

sinaxd X b cos ax n c r dx jg«i
310) b+ inax)2  a(c2- b2 (b + in ax) c2—bh2 J b + Gsin ax

dx 1 ot 1/bJ + c2tgax ®> 0)
arctg-————— -————— .
81 p2 4 c2sinzax  abj/v + @
dx 1 1/b2 - c2tg ax
-arctg————— -————— (b2> c2 b > 0),

812 pp_ c2sinzax  ob yifcx _
1 1/ - b2tgax + b

In - [, <c2>b2 b>0).
2ab j/c2—b2 ~Nc2—Db2tgax — b

ne2y Koosinusfunktsiooni sisaldavad integraalid, ¢

313) cosaxdx = — sin ax. 314) fcos2ax dXx = — x + — sin 2ax
J a J 2 4a

315) | cos3ax dx = — sin ax — sin3ax.

316) j*cos4ax dx = 8 X + 4a sin 2ax + 2 sin 4ax.

H%) fos¥axdx = S9s__axsinax, n-1 f o5y dx
J na n J

318) [x cosax dx = S28aX_ g xsinax
J

a
319) 5 x2cos ax dx = cos ax + sjn ax
320) J*> cos,, , (* - N-)cosax+ (il . Sii
. in ax r
D) jx’\cos ax dx — =T L7 x"- 1sin ax dx.

23



an, f A~ L Jx <SE+W L _W L+
J * -2l 44 64
=2) JE2EL D, « _ N (M2S3).

B e | ANNVAr-Nr 4N
B ) BT

T—)wf <X J ., . ax \
J cos3ax = 2acos2ax 2a ng\4 + 2)°

)

r dx 1 sin ax n-2r dx
i J cos"ax .a@r+ 1) cos'-lax + n- 1J cos"-2ax >
_f xdx 1 (@2 . @&)* , 5@) , 61L(@)e ,
ia) J cosax = a2V 2 + 4-2! 6 4 + 861 _
T385(ax)‘0 . BE@P*2
+ 10 8! @n +2) (2n)!
330) 1 JLAD e —tg ax + 4 " In cos fIX
J cos2ax
%f xdx X sinax J_ — +

331" J cos’ ax = (n- 1)acos -1 ax n-D(n - 2)_a cos"  ax

+ -z | - Xe—— n> 2).
fi- 1J cos*-1 ax ¢ )
dx 1, ax 4+ =--cgy
332)j 1+ cos” @|g-%" JJ 1-cosax a
X ax

34
)jT+(¢osax T tgT +

A

2

" Maaratud integraali J ~r-n <>0> nimetatakse

integraalseks koosinuseks:

__G(*)“ C+Inx—2-2! + 4 4 ~ 6 6! + "
kus ¢ on Euleri konstant (vt. 44 N

N %2 Euleri arvud (vt. lk. 44)
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I cos ax dx 1 ax T r cos axdx _ X | otg ax
---------- = t . ——————— = - X ------Ctg — .
336)J T T cos ax X a 9 2 J |1 cosax a 7
dx 1, (n ax\ 1 ax
338)
cosax(l+cosax) - 7 p"*U +T (" " T
d " /n ax.\ 1 ax
339) X 7 LN+ )L agl

cos ax (L —cos ax)

dx 1 X ax

ax 1
1 3 .*_
340) (@ + cos ax)J -atT * 5 kel

341 f * 1 ax 1 .ax
) J@=—cosamz  S-C8~ -feae T
¥ cos ax dx 1 ax 1 j ax
342) N
J O + cosax) 2a 2 6a 2
I cos ax dx 1 ax 1 ax

M3) J (- cosox)* ““27ag~2 STOIB T*

344 F— *L - " reinl"l" 3°“§™> 4
J 1+ cos2ax 21/2a V 1+ cos2ax J
345) f ————— r— D—(—j ————— = f :_2<—)X—-——= ------ :l‘ «B OX.
J 1-—cos™ax J sin2ax a
f sin (a - 6) x sin (a + b) x
346) cos ax cos bx dx = —2—(;—:——6)— + 2(a + b) (lal#]b]).
2 (b- c)tg —
arctg (b*>c2,
f NV - \V/o28
347) 1770 d-
J b+ cco:
1 (c-b)tg — + 1/c2-b 2
IN = (b2< c2).
vs-b' C_uu“ _/rrrp
f cos ax dx X b f* dx )
348 = ( Ne 347).
J b+ ccos ax r r J W+ rcosax
dx 1, f ax n\ c C dx
349) i 1 [y, R St — " (Ne 347).
los ax (b + ccos ax) ab \ 2 a/ ‘I J i + ccosax
. dx
350 - -
) ] @ + ccos ax)2 a(r2- b2 (b + ccos ax) cri-I(;rJfo+ c coi ax AD..
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351) [ a d x bsinax L _ f ax (NQ 347).
J (b + c cos ax)2 a(b2—c2) (b + ccos ax) bZ—c2 J b+ ccos ax
352) e o . arctg P9 hs0)
J +cC ab }b- + c2 1/02+ c2
arctg-~ === - (b2> c2, b> 0),

r dx ab\V/h2- ¢ Vbh2- ¢
353) j fjl _ c2cosZax
b tg ax —x/c2 — b2
n——-—-——- (c >b, b>0).
2ab|/c2 —b2 btg ax + \c* —b2

3.3y Siinus- ja koosinusfunktsiooni sisaldavad
integraalid.

1 , X sin 4ax
354) Jsin ax cos ax dx = — sin2ax. 355) Jsin2ax cos2ax dx = — -
8 32a
356) fsin" ax cos ax dx = — --—-— sin"+l ax U @{ —1).
‘ an+ 1)
357) Jsin ax cos" ax dx = — mcos"+1ax (n#-1).
an+ 1)
sin"- lax cos"*1lax n—1 . .
358) Jsip" ax cos" ax dx = — Jsin* 2axcos" ax dx f
a(+m n+m
sin"+1l ax cos"-1 ax = m—1 . .
Smmmmmeeeeee fsin" ax cos- 2axdx (w-n> 0).
a(n+ m n+ nt
dx 1 e
359) = — In tg ax.
sin ax cos ax a
dx
360) .
sindax cos ax
dx 17, ax 1\
361) f—-= — intg — e —
sin ax cosZ2 ax a \ 2 cos ax |
dx.
362) ) — (totgax - JATax)
sin  ax cos ax
dx
363) sin ax cos3ax “ "a (In~ Mr+ 2cos2ax)
dx 2
364) —  -mmmmmmmomemmmemeeeeeeee ctg 2ax.
sin2ax cos2ax a
dx =J_r_sinax 3] /* «Y j
365) 0™ 2 cos2ax sinax 2 \4 2/

sin2 ax cos3(ix

QA



f dx

17 1 cos ax 3

366) J sin ax cos

1
ax

“a \'cos ax

367 —
) sin ax cos" ax a(n — 1cos" ax f SM ax cos! ax ( -«
(M>Ne 361, 363).
. *
sin" ax cos ax a( - 1sin" lax J sin ax co (VI 1)
(NeNe 360 362).
dx
369)
sin ax cos ax a(n- 1) sin" lax cos" lax
n+m-— dx R
n—1 J sin"-2 ax cos" ax m> Ojn > 1)’
1 1
a(m- 1 sin"- lax cos" lax
SIS f dx (>0, m>
J sin" ax cos ax
I sin ag sin ax dx
371 n Cc = 1 82 C,.
870 J cos2ax a cos ax ) cos3ax 2a cosE ax * - ax +
sin ax dx "1
372)
I cos" ax a(n — 1) cos"- >ax
in2ax dx . | , ax \
373) I ------------- S — sinax H——Infg I — + —=
COSs ax zZ J
I sin~axdx 1T sinax 1, in ax \1
11} 1
374)\] cos3ax 7 [W A T ~ T h gU f /J
ax dx C 1 f (0%
35, I K J
J oos"ax a(n — l)cosi'-1 ax n—1 cos"-J ax *
(NeNe 325, 326, 328).
f sin3ax dx 1 7/ sin2ax
376)  — e — e r-—+ In cosax
J  cos ax a \ 2
j sin3ax dx 1/ 1
3 - a\@Box  OT6e)”
378) I sindaxdx = L 1 1 1 (#Lla#
J  cos"ax a [ (n—1cos" lax (n —3)cos* axJ

27



drra B sin*“ 1ax f sin* 2ax dx

B79) dx = .
J asc a@E=h"* 3 cosax (n*h)-
f arrl dx = sin**lax N—m+2 re sin"ax
’ ] o' a(m —1)cos"-1 ax m—1 J cos"-2 ax (m* 1),
sin"- | ax n —1 I sin*_2axdx
a(n—m)cos"- lax n—mJ cos" ax (man,
m—1 T sin*1 ax dx .7
a(m —1)cos"- lax m—1J cos*-2ax m >
I cos ax dx 1
381) J sin .
SN ax a sin ax
382) cos ax dx -1 +C_ 3 U £u+Cl
sin3ax 2a sin2ax 2a
1383 f cos ax dx 1
) sin* ax a(n —1)rin*-1 ax
1/ . ax\,
384) OS_ZaX ax m— lcosax + In tg — J.
(in ax
j* cos2ax dx 1 / cos ax ax \

385).] «n* ax -bU ™Y gX/'

I cos2ax dx

L + fN -))* Ne 289).
386) 5 gt ax —r=" 1) (asin't ax I sin"hzgx)/ by )
Fcos3axdx 1 {52_9_5__2__E}X____(_ In sin axJ
| sin ax aVv 2 /
I cos3ax dx 1/ . 1
g | oS 1 (sin ax 4 —t)
J sir a sin ax 7
I cos3ax dx
389 * 1r ! ! 1 # 3.
) \] sin* a LTT—3sin8ax 1 —Dsin*- Tax J 3
o ' , cos *ax r *- ax dx
390) | —oooeedlx = (n* 1.
J six a(n - 1) J «
I cos* ax dx cos’+1ax n—m+ 2 T cos ax
391 *
)j sin" ax a(m—1) sin"-'ax m- 1 J sin”-2 (« I)
n- 1 Pcos*2 axdx
. (m®n),
a(n —m) sin" lax a—mJ sin" ax
cos*-1 ax n—1 T cos*2 ax dx (m* l).

a(m—I)sin"-lax mn—1J3 sin"-2 ax
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w) dx =+ 1 + 1 In ax
2a 2

sin ax (L £ cos ax) T 2a (L + cos ax)
dx 1 1 A ax\
393) _ _ Zointg(? + 24N
cos ax (1 + sin ax) 2a (1 + sin ax)
sin ax dx 1. 1t cosax
394) R T
cos ax (1 + cos ax) a
cos ax dx 1., 1=sinax
395 T emmen rn-=-==-22

sin ax (1 £ sin ax)

sin ax dx 1 1 5 ax
396) cos ax (1 ¢ sin ax) 2a (L £+ sin ax) izrqu-l-T }

cos ax dx _ 1 ~ ol ax

397)

sin ax (L £ cos ax) 2a(l+ cosax) ~ 2a ° 2

sin ax dx X 1., ..

IPB) - D —ih Ginax £ cos ax).

sin ax * cos ax 2 2a

cos ax dx X 1 .

399 T T = 4+ In (sin ax + cos ax).

sin ax +* cos ax 2 ¢ )

m) dx

sin ax * cos ax

dx .
401) )
1+ cos ax £ sin ax
dx | ax + 6
402 -In t
) b sin ax + ¢ cos ax a j/",2 + 9
sin 0 = tge = -L
\/b2 +
r i 1. 4
403) sinaxax 1 Ih (b + c cos ax).
J b + c cos ax ac
cos ax dx .
404) J In (b + c sin ax).
b + c sin ax ac
405) [ * i 4 +7T)
J b+ ccosax + /sinax J b+ |/2+ /2sin(ax + 0) 7
sin 0 = f. tgo=-r  (Ne 306).
/c*+f
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406) f—j b a-ctg(’LtgaXY

J
J b cos2ax + chmZax

407) fp a 2 = _i-,niU-fIX+ b,
J b cos ax - c2 sm2ax 2abc ctgax - b
Eb\g)\ ['sm ax cos bxddx = cos (0 * b)x cos (@ —bjx
2@+ b) 2(a-b) (a2 ® b2.).

Tangensfunktsiooni sisaldavad integraalid,

f o, s tg ax

n «
*10) Jtg ax dx = - X.

409) tg ax dx = -—-—-- In cos ax.

411) ftgf%e;\x dx = vltg2ax + 2 In cos ax.
J 2a a

1
a12) Lt dx = P 1 N1 tg" 2ax dx.
)Ig ax dx a(n_l)tg _\]g
I% ax3 a3x5 2asx 7 17a7x9
413)
= 4T~ + 15 + 105 + 2835 +

22" (22" — 1) Bsa2
@+

4ja) jf iRaxdx _ X + Eax)3 . 2 (ax)p 17 (ax )7 N

22" (22" - 1)B,, (ax)2"'-1

(2n - 1) (2
tg”
419) J cosz2 ax a(n+ ]
416) [ ———-—- + — H— —In (sin ax + cos ax).
J tg ax 4 | 2 2a

= = + 'In'(s'in ax * cos ax).

*)B.- Bernoulli arvud (vt. Ik. 44 )e
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3.5, Kootangensfunktsiooni sisaldavad integraalid.

418) Jctg ax dx = — In sin ax. 419) Jctg2axdx = — - — X
420) fetg3axdx = - ctg2ax — —In sin ax.

J 2a a
421) jetg"axdx = -----—-—-— —ctg*'lax- ctg"-2axdx (no 1).

) jeto a0 D g 5 ct9 Mmool

f X ax3 axx5 22Bs2a~1x29* 1
422) jx aia X ix - — - — — L..e).

[ ctg ax dx 1 ax (ax)3 2 (ax)s 22'B, (ax)2'- 1 n
2y)  x - - 3 1B &5 - (@n- heay - ok

424) Fﬁg%%(( dx = ____g%n . ﬁtg"41 ax (n#-1).

425) f dx = Mlgaxdx 417).

*J 1+ ctg ax Jtgax = 1

3.6"™ Hiiperboolsete funktsioonide integraalid.
426) J sh ax dx = — ch ax. 427) Jch ax <fx = — sh ax.

r 1 i 1 1
428) sh2axdx = —shaxchax — —x. 429) ch2axdx = sh ax ch ax + — x.

430) J sh" ax dx = — sh"-1ax ch ax - sth"-Z ax dx (n> 0),
an n

Lh"+lax chax — n+ 2 jsh™2axdx (n<0;no —1).
a(+ 1) n+ 1J

431) ch"axdx = — shaxch" lax + -—————Jj ch"-2 ax dx (n > 0),

J an n

R I— *msh ax ch™* lax + —— fch"+2axdx (n< U; n® —1).
ain+ 1 n+ 1J

food* 1. ., ax r<x 2
432) | - = —Inth — 433) | — - = — arctg e**.

* sh ax a 2 J ch ax a

es.- Bernoulli arvud (vt. Ik. 44 ).
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r 1 i
434) ~x shax dx = = x ch ax ------ 5- sh ax.
J a a

435) le_ch ax dx = —1x sh a x ------ l c#ax.
J a a2
436) jth ax dx = — In ch ax. 437) |*cth ax dx — ~ In sh ax.

438) fth%ax dx —x _.thilx . 439) fcth2 ax dx = X - cth_ax

J40) ji'sh ax sh bx dx = —-——2 (a sh bx ch ax - b ch bx sh ax).
441) Jch ax ch bx dx (a sh ax ch bx —b sh bx ch ax).
al—b?2
442) j'ch ax sh bx dx bz(a sh bx sh ax - b ch bx ch ax).
443) 1 sh ax sin ax dx = Y (ch ax sin ax - sh ax cos ax).
a

444) jch ax cos ax dx — y — (sh ax cos ax + ch ax sin ax).

445) 3 sh ax cos ax ix = 2— (ch ax cos ax + sh ax sin ax).
a

446) Ich ax sin ax dx = ? (sh ax sin ax —ch ax cos ax)
a

(3*7J Eksponentfunktsioonide integraalid,

447y j** ix 448) Jxe"xdx = —5 (ax — 1).
4491 J,).
450) dx = ~| x'ell- ~ j le“ dx
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— - * + *rApr+ JAT -+ +
4511 rr dx - In lrl!r %27,

3 3!
452)
453)j| |+ g :—ain-I_r—.
BAjT rt*-4- -8 tor - 4551 i I»«-+ «O.
4561 j *rr *<“j/7j (ac>0] "
c me** V- be
— =N - s (be < 0).
be c—e" {/—be
Xe" ux
457)
1 4 ox)* a" (1 wor)
458) ir“ Inxdx = — - — — dx (Ne451).
J 3J X
459) 1e*xsin bx dx = —r-—-r (a sin bx - b cos bx).
J u =D
‘ﬂ)) fe** cos bx dx = — — -7-={a cos bx 4 b sin bx).
J aday
. . « i T
461), Jf e sin’ x Ux - rﬁ]<£ﬂr§_x (@sinx-n cosx) 4 —sq—{—m———ré;A narh 1 xdx
{NpNp 447 458S).
r <4Co/' ' x mnm—1r |
462) cos" x = - AN7—j— (0cosx 4 nsinx) 4 — —j- f cos = x«x

(Hsh! 447 400)

Maaratud integraali |”~<m*<0) nimetatakse in-

tegraalseks eksponentfunktsiooniksja tadhistatak-

se: HE®. Kui >>0, sii® re defineeritakse paratu

integraali i r-o = m, N +-Ar +-Ar™  47-7. 4 eeompea-

vaartusena, kus C on Euleri konstant (vc. I|k. 44).
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r

463) | xe“ sin bx dx = (a sin bx - h cos bx) -

o
—5— -n - N@2—>b2 sin bx — 2ab cos bxl.
(a2 + b2)2 vV

X«
W64) J.xr“ cos bx dx = ~ N2 (acos bx + b sin bx) —

£
A A2)L [(°2~ b2 cos bx + 2ab sin bx].

3.8" Logaritmfunktsioonide integraalid.

465) fiInxdx = xInx - x. 466) J (In x)2dXx = X On X)2 - 2x In x + 2x.

,467) J (In x)3dx = x (In X)3 - 3x On x)2 + 6x In X - 6X

468) Jon x)" fx = x (InXY - n\(InxY~1dx (n/ -1).

mo T a raxs O, O3,
) f— --------- --- I+ fo.,  (»#1)(Ne«9).

J on X" M- JonXY 1 n-1J onX

472) §X7 0N R OX = —-ooompooee —— ~fx-Onxr 1dx
(md _I, n# -1) (Ne 470).
Flaxr - Onxr+i
my o
419 j - ([

“Maéaratud integraali jifr nimetatakse integraal-

seks logaritmiks ja tahistatakse u. Kui'*>'. siis
integraal hajub, sel juhul ~ defineeritakse

paratu integraali peavaartusena; Iix-Ei(inx).
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4B ~dd x = - L OG tv Ll ke dx o {m* D) (Ne 474y

dx _fel
476)  p1T = Yy --& + 1)InX (N 451).
a77) x"dx _ XM+ w+l f  x dx "
(In x)" (n - i) (In x)*"1 + nHl-J (Inx)"-"
dx
478) = Inin x.
X In X
d - -
a79) X minx- (- Dinxe Q1202 0= D3Idn x)I
Xs In x 2-21 3-3!
dx -1
480)
x (In X)" (n- 1)yonx)"-
dx r-1 p-1T dx
481) J
Xr(In x)* — xr~l(n —1)(n x)"-* n-1J x'dnx)"-1 ("* )-
. x 3 X5 219-1Bsxun * 1
482) bimxdx-xInx-x-1i-m -...--ii(2n+Iv »
s x> Xs X' 2>— <2--1)B.
483) Inco,xdx”® - T _ — ——-n(2n+ 1) 1 - )
X! W 2J'(2)—1- Dfi.
484) Intg*J*.xInx-«+-r + 7+ ...+ w (2, + ], X +...)e

X
485) sinIn x dX = — (sin In x - cos In Xx).
X
486) coslInx dx= — (SINIn X + cos In x).

487) e€* InXdx=—¢e" InX- — j dx (Ne 451).
a a X

(3"9. Arkusfunktsioonide integraalid.

j X X /
488) Jarcsin — dx - x arcsin — + ya2- X2

r X / x2 a2\ X X —
489) x arcsin — dx = | —--—n- — )arcsin — + — |[/a -X.

B- Bernoulli arvud (vt.lk. 44).
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490) | x2 arcsin — dx — arcsin — + — (x2+ 2al) I/a2 —x\
a 3 a 9

arcsin — dx j X3 ,-3 ,.3.5
N x a+t 2-3-3 a3+ 24-55 a5 + 2-4-6-7-7
I arcsin — dx , o — 2
A * - *
492) 1 1, 2+Va
¥ y
493) jarccos; dx = x arccos--—---—- 172 —x .
X fx2 a2\ X x .o l—— ;
494) | x arccos — dx = | larccos Ya" - x *.
a \ 2 / a 4

* [T
495) rx;arccos EL dx = Y arccos-------- gl(x’ + Za%)'/alr» r!
c a

n

rarccos = ; 5
(i r A I x * 1-3 r-
496) ' -m-mmmmmemmeeoee- = — in X ---mm-mee- - - -
¢ X . a 2 j 3 a 2 455 «r
1 3-5 nl
2 4%17°7 a
n X
arccos — un >
i c * n | 4+ I/a” —x
497) ! V- = arccor- — 4— - 1IN —----momemmmee
498) j arctg —dx = xarctg------ — In (a* + v,<v
X S R A u
499) 1x arctg — = — (x* + arcig----—- —
a 7 r.
S00> t f arcte — fix — — arct> — -———-— in tul s x**
! " a 3 t t
f X Xa* X [ . x"T ldx
50!) x*arctg — dx= ——-arctg--—————-—--— | ———r {no - 1.
a n | a n+ 11! a* X*
X
arctg — dx
502) OX!< lal.

a 3V 62-5

j arciKk —nVv

503; ! --——-—=— -— - —arctg - —ir —

a

+



[ arctg — dx f
| a

504) | T T m—pxL it =l x @2+ x2 @b,

505) arcctg — dx = x arcctg — + In (a2 + x2.
J a a 2

506) fx arcctg Xodx = —1 (x’\7+g<r) arcctg»)—(———h ax
J a 2 a 2

X XA X
507) x2arcctg — ix = arcctg----—- h — — In (a2 + x2).
J a 3 a 6 6
r X X a I xn+ ] dx
508) x" arcctg - dx = ---—-- — arcctg -+ -——- — == e r n# - 1.
J a n+ 1 a n+ 1J r + xJ
J < 2 a+ 3V 5V + 7V
| arcctg— ix s i
M O ) gA . ( 1 | a§+_x2
——————————————— = ———-arcctg--——--(-—In ——-j— .
- X* 2 X
[ arcctg —
54) ~ t o (n# U
= -—— = arcctg---—--—-
)\ x" 1l(@2+ x2

f. 70> Areafunktsioonide integraalid.
512) Arsh — dx = x Arsh---—-- I/x2+ a2.
J a a
513) J Arch — dx = x Arch——1/x2 —a2
a a
514) j Arth — dx = x Arth — + In (a2 —x2.
J a a 2

515) |-Arclh — dx - x Arcth — + — In (x2 —a2.
J a a 2



|4 Paratud integraalid

(4.1, Eksponentfunktsiooni sisaldavad integraalid.

- CD

1) 3 Fj-<“dx= M=M. s ({@>0 n>-1).

0
+ @D / N\
;2)J f,- “dx= 2id_"_Z,,,/—) “>0. »>-«.
0 .
+0
3) fe-*22dx= (f1I>0). 4) ] X2--22dx« N <fl>0).
0 0
+@® /—

'5) Jf-*22cos bx dx = 20N e~* ** (> ®-

[o]

o * l=6' 7] *+1=D-
o 0
8) j" --—dx = arcctg a = arctg — (a> 0).
X 0
o

w0
;9) j e~*Inxdx = —C ft —0,5772 ee).
o

o) J €%2NXdx = i-F™  =- —VJ"—(C +2In2 ¥\

o
+ CD

1y 4 F*2Irx L2+

r -gammafunktsioon: r@+1) r(l)=>1, /a7
kui n on naturaalarv, siis rm+1)= & (vt. Ik 44 ).

N-Euleri konstant (vt. Ik. 44)#

38



Trigonomeetrilisi

funktsioone sisaldavad
integraalid.
12
12) FsinZ+1x cos2*+1x <k = B+ i B+n= T@a-fyr@ I)t
J 12 ’ 2r(@a+R+2) *
1
! | -m->* -
] —— dx =* 2 14 I Ndx - 2,-a P/2)}1 *Qr
J X * X I('(p?))
a< 0.
00
i H . *_
5 j sina dx = na*-1 ©<s<2.
J ~ 2T (s) sin (sn/2)
f cos ax dx f cosax j Aa 0<s< D
16) oo e =® - 3 xx  +» 2r (s)cos (2 (
(o}
Ca> 0, 4@
"max dx 2 J cos ax —cos bx ,
18) J A 19) J - DI dx = In—a.
— -, a<0.
2
*2, lal< 1,
20) jff‘_"_ff_‘?_s__"f‘f_d‘x - -/, lal= 1,
0 lal>1
4K
f X sin ax
B+ X2
\T* V* JO *
4® -
r sin2ax j
24 1
0

SBx-y)* ~r +y>~beetafunktsioon,

rm- gammafunkt
sioon (vt.

lk. 44 ).
paaritu lugeja ja nimetajaga ratsionaalarv,
rw-gammafunktsioon (vt. Ik. 44 ).

39



sin (X2 dx = j ;0 dx =

a/2

sin x dx
26) ! - IM<1.

171 —K2sin2x

cos x dx .
27)  — e - arrsin kK |»] <1

sin2 x dx
28) | — - =-= — (K - E)) (\k\< 1)

171 - K2sin2x

K/2

€os2X dx 1, s
29) 1 = —2[E - () - kK2 K] «) (ln<n
171 - k2sin2x

cos ax dx 2
0L J r- 2/>cosTTfer * T fF «H<1, «:-0.r,2,...).
[0}

A.3y Logaritmfunktsioone sisaldavad integraalid

1 1
r Inx ™ r nX
31) JInInxdx « -C ) 32) | . 33>37+T "12
i
AHf Inx j P j-d +x dx- SN2
r@- x@r-x) _, ra+)rP+1)_. > _, [@>_1 3+RB> _

361 - M~x7In7~ “ -TWTCrr:

LR A T S — — Ja = Intg - (0< (<
J (1 +x)Inx 2

11 krr/ (~u) - taielikud elliptilised

integraal id (vt. 1lk. 43).
1 - O5/72- Euleri konstant (vt. Ik. 44 )#



1
I

» (1) okrigt)*  Ce<+@

n2 */2
39)\]Insinxdx= \]IncostX:-y In 2. 40)\]Xlnsinxdx=-— 2
0 0 o
(773 t®
41) JsinxInsinxdx=1In2—1 42) J -——- In x dx = ——ﬁf: + In a) **) (a > 0).
0] (0] X
+ac
f sinax , s a . a3 a j
43) h2xdx = —c2+ 4 achar —Inla @ o).
J X 2 24 2
o
* au Vel —b2
44) JIn (a + bcosx)dx = aIn ----—-—-- é ————————— (a ™ b).
0

" , 29lna @ b>0),
45) TIn (aé— 2afc cos x + b2)dx=\( ¢ 2

o (2alnb (b2 a> 0).
12 y* A

46) j Intgxdx = o. 47y jIn@+ gx)dx= — In2
o .0 *

Algebralisi funktsioone sisaldavad integraalid .

n
+® 400
d* 4 [ dx
/ (0<a<i iR CHm*y <
0
+@® - | "
ot r 5T W
51) TTT*" = ——(0< 0< *e») e = e 7T Y >
o 1+A4" b sin J BI(*+ £ )
R) f * = - A go<a<4-v
J T+ 2xcosa+ x2 2sm a 2/
0
w 12xcosa+X2 sina (°<o6< 2)°
0
“irw- gammafunktsioon, B¢,y=+4*"-- beetafunkt-

sioon (vt. Ik. 44).

™ ca= 05772- Euleri konstant (vt. Ik. a4

4



(

f’ 1] - L 1] J t / , ‘
N. a
0° 10° 20°
[} >>
0° 0.0000 0.0000 0,0000
10 0,1745 0,1746 0,1746
20 0,3491 0,3493 0.3499
30 0,5236 0,5243 0.5263
40 0.6981 0,6997 0.7043
50 0,8727 0,8756 0,8842
60 1,0472 1,0519 1,0660
70 1,2217 11,2286 1,2495
80 1,3963 1.4056 1,4344
90 1.5708 1,5828 1,6200
4.6, Teist liiki e
E(k, ®) = j*j/I - k2sin2® =
B 0° 10° 20°
0 0,0000 0,0000 0,0000
10 0,1745 0.1745 0,1744
20 0,3491 0,3489 10,3483
30 0,5236 0.5229 0.5209
40 0,6981 0.8966 0.6921
50 0,8727 10,8698 0.8614
60 1,0472 11,0426 1,0290
70 1,2217 1.2149 1,1949
80 1,3963 11,3870 1.3597
90 1,5708 1,5589 1,5238

Esimest i

iki

elliptiline

iii 9

30

0.0000
0,1748
0.3508
0,5294
0,7116
0.8982
1,0896
1.2853
1,4846

1.6858

Iliptiline

Jijs

304

0,0000
0,1743
0.3473
0.5179
0,6851

0,8483
1,0076
1,1632
1,3161

1,4675

40°

0.0000
0.1749
0,3520
0,5334
0,7213
0,9173
1.1226
1,3372
1,5597

1,7868

*J

40°

0,0000
0,1742
0,3462
0,5141
0,6763
0.8317
0,9801
1.1221
1,2590

1.3931

42

50-

0.0000
0,1751
0,3533
0,5379
0.7323
0.9401
1,1643
1.4068
1.6660

1.9356

50e

0,0000
0.1740
0.345¢g
0,5101)
0.6667
0.8134
0,9493

1,0750

1.1926

1.3055

integraal .

60a

0.0000
0.1752
0.3545
0,5422
0.7436
0.9647
1.2126
1,4944
1.8125

i 1565

0,0000
0.1739
0,3438
0.5061
0.6575
0.7954
0,9184
1,0266
1.1225

1,2111

70°

0.0000
0.1753
0.3555
0.5459
0.7535
0.9876
1.2619

1.5959
2.0119

2.5046

integraal.

70"

0.0000
0.1738
0,3429
0,5029
0.6497
i0.7801
0.8914
0.9830
1,0565

1,1184

80" 90e

0.0000 0.0000
0,1754 0.1754
0.3561 0.3564
0,5484 0.5493
0.7604 0.7629
1.0044 1,0107
1,3014 1.3170
16918 1.7354
2.2653 2.4362

3.1534 co

80* 90e

0.0000  0.0000
0,1737 0,1736
0.3422  0,3420
0,5007  0,5000
0,6446 0,6428
0,7697  0,7660
0.8728 0,8660
0,9514 0,9397
1.0054 0,9848

1.0401  1,0000



4.7. Taielikud elliptilised

eron=F o — ,
2/ Jp-lesiy  JP—RVI=RF

/
E=Eh

[

P W N RO

© o~

10
1]

13
14

15
16
17

19

20
21
22
23
24

25
26
27
28
29

\

i—r)_

1.5708
1.5709
1.5713
1.5719
1.5727

1.5738
1,5751
1.5767
1.5785
1,5805

1.5828
1.5854
1.5882
1.5913
1.5946

1.5981
1,6020
1.6061
1.6105
1.6151

1,6200
1,6252
1.6307
1.6365
1.6426

1.6490
1.6557
1,6627
1,6701
1.6777

1.6858

«'2

1.5708
1.5707
1,5703
1.5697
1.5689

1.5678
1.5665
1,5649
1,5632
1.5611

1.5589
1.5564
1.5537
1,5507
1.5476

1.5442
1,5405
1,5367
1,5326
1.5283

1,5238
1.5191
1,5141
1.5090
1.5037

1.4981
1.4924
1.4864
1,4803
1.4740

1,4675

sin2 =J
k2 ity v

30
31

YL

35
36
37
38
39

40
@
42
43
a4

45
46
a7
48
49

50
51
52
53
54

55
56
57
58
59

60

1,6858
1,6941
1,7028
1.7119
1.7214

1.7312
1.7415
1.7522
1.7633
1.7748

1.7868
1.7995
1.8122
1.8256
1.8396

1.8541
1,8691
1.8848
1.9011
1.9380

1.9356
1.9539
1.9729
1.9927
2.0133

2.0347
2.0571
2.0804
2.1047
2.1300

(o]

/1— K-
i-t2 de
E

1,4675 60
1,4608 61
1.4539 62
1.4469 63
1.4397 64
1.4323 65
1.4248 66
14171 67
1.4092 68
1.4013 69
1.3931 70
1.3849 71
1.3765 72
1.3680 73
1.35%4 74
1,3506 75.
1.3418 76
1.3329 77
1.3238 78
1.3147 79
1.3055 80
1.2963 81
1.2870 82
1.2776 83
1.2681 84
1.2587 85
1.2492 86
12397 87
1.2301 88
1.2206 89
uni 90

k = Sina

2.1565
zZ1842
2.2132
2.2435
2.2754

2.3088
2.3439
2.3809
2.4198
2.4610

2,5046
2.5507
2.5998
2.6521
2,7081

2.7681
2,8327
2,9026
2,97*6
3.0617

3,1534
3.2553
3.3699
3,5004
3,6519

3.8317
4.0528
4,3387
4.7427
5.4349

integraalid.

U Il

1.2015
1.1920
1.1826
1.1732

1,1638
1.1545
1.1453
1.1362
1.1272

1,1184
1,1096
1,1011
1,0927
1.oM4

1.0764
1,0686
1,0611
1,0538
1,0468

1.0401
1.0338
1.0278
1,0223
1.0172

1,0127
1,0086
1,0053
1,0026
1,0008

1,0000



Lisa

1. Bernoulli arvud Bk,

1 1 q'22- BK
22¢ T 32¢ A~ 420+ " ' (2K\
L 1 1 1 1 s*(2*=1- D B
Z 1) n24-1 22 + 3 42 + (2ic)!
Vv 1 1 1 1 az (24 . 1
= 1r - 1k 725 ¥ . BK
A (2n - 1)2 5 2 (2 k)]
"1
K 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 "
1 1 1 1 5 1 691 7 3617 43867 174611 854513
Bk 6 30 42 30 66 2630 6 510 798 330 138
1 -J
2. Euleri arvud Ek.
[es]
" 1 1 1 1 n2*+1
-1 I ot T . i
Z « (2n-- 1)2t+1 32T A 7264 P 22842 270
K 1 2 3 4 5 6 7
£K 1 5 61 1385 50521 2702765 199 360981.

3. Euleri konstant .

C= C = 0,577 215 664 901 532...

"o H

4. Euleri integraalid (beeta- ja gammafunktsioon).

+ 0
B (X, >0= \] (|+tr+,-dt (0<x, 0< y). r(x)= f e 't*-'dt (x > 0) .
ST (x)T bl
B (x,y) = rx+ 1)= xI(x). rn+ =wu (n=01,2,...).
r(x +vy)
rx)r@a—x)= —-—-- (Q<X<1).

O=V:



1.
1.

1.

1.3.

1.4.

1.5.

1.

1.7.
2.

2.

Integraalid,

Integraalid,
ax2+ bx + c ' -
Integraalid,

a2+ x 2

Integraalid,

Integraalid,

fI* + X4. .

Integraalid,

a+-x*.

SISUKORD

mis

mis

mis

mis

mis

mis

sisaldavad

sisaldavad

sisaldavad

sisaldavad

sisaldavad

sisaldavad

Ratsionaalfunktsioonide integraalid

avaldist

avaldist

avaldist

avaldist

avaldist

avaldist

Osamurdudeks lahutamise valemeid

Integraalid,
i/x a2+ b 2x
Integraalid,

N

Integraalid,

Integraalid.

N> 1f

Integraalid,

Integraalid,

\/x24-n2 n *

Integraalid,

mis
mis
mis
mis
J.n

mis

mis

mis

Irratsionaalsete funktsioonide
raalid

sisaldavad

sisaldavad

sisaldavad

sisaldavad

sisaldavad

sisaldavad

sisaldavad

integ-
avaldisi
avaldist
avaldist
avaldisi
avaldist
avaldist

avaldist

10

10

10

1

12

14

16



2.8. Integraalid, mis sisaldavad avaldist
Al o N .

2.9. Integraalid, mis sisaldavad teisi ir-
ratsionaalseid avaldisi ...........c.c..c....

2.10. Integraal diferentsiaalbinoomist

3. Transtsendentsete funktsioonide integ-

raalid ..o
3.1. Siinusfunktsiooni sisaldavad integ-
raalid ...
3.2. Koosinusfunktsiooni sisaldavad integ-
raalid ..o
3.3. Siinus”™-ja koosinusfunktsiooni sisal-
davad integraalid .......cccooeiiiiiiiiiiiinnnn...
3.4. Tangensfunktsiooni sisaldavad integ-
raalid .o
3.5. Kootangensfunktsiooni sisaldavad in-
tegraalid ...
3.6. Huperboolsete funktsioonide integraa-
Bid o
3.7. Eksponentfunktsioonide integraalid
3.8. Logaritmfunktsioonide integraalid
3.9. Arkusfunktsioonide »integraalid ........
3.10 Areafunktsioonide integraalid ..........
4. Paratud integraalid ........cccociiiiiiiinnnn..
4.1. Eksponentfunktsiooni sisaldavad in-
tegraalid ...,
4.2. Trigonomeetrilisi funktsioone sisal-
davad integraalid ......cccoiiiiiiiiinn.
4.3. Logaritmfunktsioone sisaldavad integ-
raalid ..o
4.4. Algebralisi funktsioone sisaldavad
integraalid ...
4.5. Esimest liiki elliptiline integraal.
4.6. Teist liiki elliptiline integraal
4.7. Taielikud elliptilised integraalid
IS PN

46

17

19
20

20

41
42

E&N



TAB LBl MHTEMPANOB.

CocTtaButens Mapryc T bl B H O B.

Ha 3cToHCKOM s3blKe.

TapTycKuii rocyaapcTBEHHbIW YHUBepCUTET.
OCCP, 202400. r.Ta v.tOnmkoonn, 18.
Mjgunaam?se?e anthd Y28 Y1 O MH82°
Formaat 60x84/16.

Kirjutuspaber.

Masinakiri. Rotaprint.
Tingtrikipoognaid 2,79.
Arvestuapoognaid 2,4. Trikipoognaid 3,0.
Trukiarv 1200.

Teil. nr. 1162.
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