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Saateks

KHesoleva loengukursuse esmaseks adressaadiks on teo-
reetilise fuusika eriharu ulidpilased, kellele uldrelatiiv—
susteooria (URT) on ette nahtud plaanilise erikursusena.
Ent vbBib—olla on need loengud kasulikud ka teistele asjast-
huvitatuile. Kursust on puutud koostada sellisel tasemel,
et selle abil vdiksid kdik fliusikat Oppivad ulidpilased
tutvuda URT kui niidisaegse fuusika Uhe fundamentaalteoo-
riaga. Noutavad on uksnes eelteadmised matemaatilise ana-
luusi pohikursuse ulatuses, kaasa arvatud algteadmised vek—
toranaluusist ja mitme muutuja funktsioonidest. Moistagi
on tarvis kursis olla ka fuusika mbnede tahtsamate tddede-
ga, eriti peamisega erlrelatiivsusteoorlast.

Kaesolevad loengud kujutavad endast URT n.—6. klassi-
kaliste aluste esitust. Et kursuse maht on piiratud, siis
mitmeid URT olulisi erlprobleeme ainult nimetatakse. See-
juures viidatakse aga kattesaadavaiJSI*Opikutele ja mono-
graafiatele. Loengukursuse peamiseks eesmérgiks on seosta-
da URT péhialused fuusika muude osade ja probleemidega,
analllUsida selle teooria kohta fuusikateoorlate nluudisaeg-
ses susteemis, naidata URT osatahtsust fuusika mitmete
tahtsamate mdistete sisu rikastajana, avardajana ja ka "Umn-
bernormeerijana”. Siin pultakse tutvustada URT "klassika-
list” tuuma Uksnes sellises mahus, et soovijad oleksid va-
jalikul méaaral ette valmistatud ulatuslikumaks tutvumiseks
selle teooriaga spetsiaalsete monograafiate abil.



Kéesoleva Oppevahendi eduka labitodtamise eelduseks on
aktiivne kaasamétlemine, koikide mottek&dikude detailne jal-
gimine, arvutuste iseseisev labitegemine ja toodud ulesan-
nete lahendamine. Eriti on see muidugi hadavajalik neile,
kes kavatsevad sooritada O6ppeplaanis ettendhtud eksani.

Selle loengukursuse koostamist on oluliselt suunanud
eesti gravitatsionistide liidri, akadeemik Harald Kerese
omaaegsed loengud uUlikoolis ja tema teaduslikud t66d. Mit-
metel H. Kereee ideedel on siin (nait. ruumi ja aja pohi-
omaduste selgitamisel, ekvivalentsusprintsiibi ja uldrela-
tiivsusprintsilbi lahtimdtestamisel) pdhimdtteline tahtsus.
KOike seda tahab kaesoleva loengukursuse koostaja tanutun—
des eriti alla kriipsutada ja ara markida. Hinnaliste napu-
naidete ja markuste eest ténab autor samuti professor P. Kar-
di ja dotsent I|. Piiri.
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L tH>SRELATIITSDSTEOOBIA LAHTEKOHAD

JA pPOhiideed

1. Kuue ja aeg kai fuusika
uurimieobjektid

a) Meid iimbritsevad tohutus mitmekesisuses nii eripal-

gelised kui ka samased looduse objektid, millega alati mi-

dagi sinnib, s. t. mis alati osalevad teatavates loodusnéah-

tustes. Kogemuste uldistusena vOime 6elda, et kogu loodus
koosneb struktuursetest moodustis-
test ehk objektidest (taevakehad, Kkivid,

majad, elusolendid, molekulid, aatomid jne.), mis omavahelis-
te mitmelaadiliste vastasmojude ehk in -

teraktsioonide tottu (magneti mbéju rauatiki—
le, taevakehade ja Maa kulgetdmme, ainete vOime keemiliselt
reageerida, elusolendite vastastikused suhted jne.) on ala-
lises muutumises ehk liit kumises (ki-
vi allaveeremine maest, aastaaegade, 00 ja paeva vaheldumine,
raua roostetamine, puu k&dunemine, elusolendite kasvamine ja
areng jne.).

Asudes seda objektiivset reaalsust uurima, vOib ibs la-
henemisviisina ka abstraheeruda tegelikkuse paljudest konk-
reetsetest kvaliteetidest ja kusida: mis on kd&ikide looduse
objektide puhul ja kdigis loodusnahtustes uldist ja

podhilist?



loodusteadus. mis uurib looduse kdige ul-
disemaid .la pdhilisemaid struktuurseid moodustisi (fuusika-
lised makrokehad ja makrovaljad, molekulid, aatomid, aato-
mituumad, elementaarosakesed), kdige universaalsemaid Jda
fundamentaalsemaid vastasmdjusid (gravitatsiooniline,elekt-
romagnetiline, tugev ja ndrk) ning kdige uldisemaid ja p0-
hilisemaid Ilikumibyonne (makrokehade mehaaniline liikumi-
ne, makrovaljade muutumised, aatomite ja molekulide soojue-—
lilkumine, mikrooeakeste kvantmehaaniline liikumine, ele-

mentaarosakeste muundumine).

b) Abstraheerudes veelgi tegelikkuse konkreetsetest
omadustest, vOime kogemuste uldistamise pdhjal veenduda, et
looduse objektide ja nende kogumite struktuurile on omane
teatav ulatuvus, et neile on omased teatavad pu-
sivad vormid, et objektide endi ja nende osade po*
hui vbime réékida teatavatest asendisuhetest.
Siit tuleneb ruumi kui vaga uldise kategooria mdiste, mida
maaratlegem vaetavalt "Fllsika entsuklopeedilisele sOnaraa-
matule"l jargmiselt:

Ruum on suhete kogum, milles val.iendub kooseksisteerl—
vate ob.lektide koordinatsioon, nende asend Uksteise suhtes.

selliste asendisuhete suurus.

c) Kogemustest on teada, et mistahes muutumlstele te-

gelikkuses, mistahes loodusndhtustele on omane ka teatav
jargnevus, et ndhtuste kulgemiseski ilmneb teatav
X FES—1V, Ik. 227. (Siin ja edaspidi kasutame viitami-

sel luhendeid, mille tadhendus on selgitatud Kirjanduse ni-
mistus Oppevahendi 18pus.)



uldine korraparasus . Siit tuleneb vaga ul-
dise abstraktsioonina ala mdiste:x

Aeg on suhete kogum, milles yal.iendub Uksteist valja—
vahetavate olekute koordinatsioon objektiivses reaalsuses,

nende olekute jargnevus .la kestus.

d) Et ruumi ja aja mdisted ei kujuta muud kui abst-
raktsioone, milles peegelduvad just looduse ob-
jektide ja loodusnahtuste, kogu tegelik-

kuse vaga uldised ja pohilised omadused, siis saab ruumi

ja aja konkreetseid omadusi valja selgitada uksnes 1 oo -

dusteaduste areng. Vastavalt fuusika kui loo-
dusteaduse spetsiifikale tuleb aga ruumi ja aja
kdige universaalsemate ja fun-
damentaalsemate omadustega te-

gelda just fuousikal

Tanapaeval vOime pidada juba héasti Kinnitatud koge-
muslikuks toeks, et ettekujutust ruumi ja aja uUldistest ja
poOhilistest omadustest rikastabki nimelt looduse kdige ul-
disemate ja podhilisemate struktuursete moodustiste, vas-
tasmfjude ja llikumlsvormide konkreetne uurimine, s.t. fuu-

sika uurimisaine jarjest sugavam tunnetamine.

2. Ruumi pdhiomaduste uurimine.
Koordinaatsusteem. Geomeetria
Kui ruumi teooria

a) Partikli ehk osakese (ka ai -

nepunkti) mdiste on lihtsaim idealisatsioon, mis

vOib iseloomustada reaalsuse ainelisi objekte.
* FES -1V, lk. 227. ,
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Partikkel on selline aineline objekt, mille alpemiIBt
struktuuri ega ulatuvust antud probleemi puhul ei arvesta-
ta.

Et uurimine peab alati kulgema lihtsamalt keerulise-
male, siis ka objektide koordinatsiooni valjendavate Su-
hete, s.t. ruumi omaduste uurimist tuleks ilmselt
alustada just sellise lihtsa mdiste abil nagu partikkel.
lgat konkreetset partiklit vOime edaspidi kéasitada kui

ruumi teatava kindla —punk tii fikseerijat.

b) Unhe uksiku partikii puhul pole veel mdtet raakida
mingitest asendisuhetest. Partikli asend ehk asu-
koht saab omada motet Uksnes mingi teise partikli
suhtes.

Et mé&arata partiklite omavahelisi asendeid, selleks
peab olema teatav "sidepidamise" moodus. Oma universaalsu-
se tottu on Uheks sobivamaks "sidevahendiks" valgus —
8ignaal, uldisemalt elektromagnet-
eign aal

Lihtsaim idealisatsioon, mis vOib iseloomustada levi-
vat elektromagnetvélja, on aga valguskiire mdis
te.

Valguskiir on selline leviv elektromagnetvali, mille
ulatuvust vaadeldakse ainult Uhes suunas ja mille umiri du -

dusi antud probleemi puhul ei arvestata.

c) Kogemusest on teada, et vahemalt piiratud ulatu-

ses on kaks partiklit Uhendatavad tapselt uhe val-



guskiirega. Sellist valguskiirt v8ime nuud pidada s i r g —
131gu moiste defineerijaks.1

lgal sirgldigul vdib maaratleda relatsiooni "v a -
hel": partikkel PQ on partiklite Pl ja Pg vahel,
kui partiklilt P1 l&hetatud kiir valgustab partiklit PQ,
kuid jatab P2 partikli PQ varju (vt. joonis 1).

Relatsiooni "vahel" abil saab partiklltegm P1 ja P2
maaratud sirgldigule kuitahes palju partikleid paigutada -
ikka uus olemasolevate vahele. Kasutades jatkuvalt sama re-
latsiooni juba olemasolevate aarmiste partiklite endi jaoke
(Jattes naiteks partikli P1 partiklite PO ja P~ vahe-
le jne., vOib partiklitega Pj ja Pg maaratud sirgldiku
ka jarjest pikendada esialgsest vahemikust valjapoole (vt.

joonis 2). Nii jbuame sirge mdisteni.

Joonis 1 Joonia 2

Nagu Oeldud, saab partiklitega P ja P2 maaratud

sirgele motteliselt kuitahes palju partikleid paigutada.

x Nagu hiljem selgub* on selline sirgldigu mdiste (ja
hiljem maaratletud sirge mdiste) Uuldisem kooligeomeetria,
Bt t. eukleidilise geomeetria sirgldigu (ja sirge) moistest.
lgapaevastes mastaapides on nn. valgussirge praktiliselt
taiesti Uhtiv eukleidilise geomeetria sirgega.
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Veist igauhe juurde vdib korraldada ka mingi reaalarvu,
ndudes seejuures Uksnes, et nende arvude loomulikule jar-
jestusele vastaks partiklite antud jarjestus sirgel. Par-
tikli P0 juurde voOib valida arru 0 # partikli P- poo-—
le jadavate partiklite juurde korraldada negatiivsed ja
partikli P2 poole jaavate partiklite juurde positiiv-

sed arvud (Joonis 3)*

S 4 3 <1 O 1z J * S

Joonis 3*

Parast seda, kui Uhel sirgel paiknevate partiklite
hulgale on Vvastavusse seatud reaa.larvude
hulk, uhtib mingi partikli P» asukoht sirgel ala-
ti teatud arvuga ja nii saab see arr mainitud partikli
asukoha iseloomustajaks. Himetame edaspidi seda arvu par-
tikli koordinaadiks vaadeldaval sirgel.
Et Px asukoht sirgel vdib pdhimdtteliselt igasugune ol-
la, siis v8ib seda asukohta tahistada uldiselt algebra-
lise sumboliga z ning partiklitega P ja P2 méaara-
tud sirget vdime hakata nimetama X —teljeksftf
tapsemalt X —koordinaattelj eks . Bil
oleme joudnud tapse matemaatilise mo o -
duseni , mille abil saab maarata thel kindlal sir-

gel asetsevate partiklite, seega ka ruumi punktide asu-

kohti teiste samal sirgel asetsevate partiklite (punkti-

de) suhtes.



d) Edasi on kogemusest teada, et vahemalt piiratud ula-

tuses on kolm partiklit alati ka nii paigutatavad, et
igat partiklit tema kahe naabriga uUhendavast kahest valgu»*
kiirest kumbki ei sisalda kahte nende naabritest ja et kdik
need I8ikuvad omavahel ainult nimetatud kolme partikli Po ,

™ ja P2 asukohas (joonis 4)*

Sellisesse kolmikusse kuuluvate partiklipaaridega maa-
ratud sirgldigud vdib taita partiklitega, need partiklid
omakorda Uhendada sirgldikudega kdikvdimalikel viisidel ja
seejarel taita partiklitega. Kogemus Opetab, et sellisel vii-
sil vOib partiklite hulga abil maaratleda tasandi —
tiki ja siit edasi tasandi m8isted.z lga par-
tikkel maarab nuidd antud tasandi kindla punkti ja igat sel-
list punkti saab Uheselt iseloomustada reaalarvude paariga,
mida nimetame edaspidi punkti koordinaatidek s

vaadeldaval tasandil . Selgub, et need koordinaa—

X Olgu jalle rodhutatud, et nn.valgustasandi mdiste uh-
tib praktiliselt eukleidilise geomeetria tasandi mdistega
Uksnes igapaevastes mastaapides.
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did on uUhesel riisil maaratavad kahe koordinaattelje abil»
milleks vbéivad olla partiklitega POPI' ja partiklitega P P-
maaratud sirged, mille punktidele on eelmises alapunktis
kirjeldatud viisil vastavusse seatud reaalarvud. Nimetagem
sirget PQP1 x —teljeke ja sirget ?0P2 Y " *®

j eks (Joonis 5).

Joonis 5,

Niil saadakse kahe koordinaattelje abil matemaatiline

moodus, mille abil v6ib maarata uhel kindlal tasandil aset-
sevate partiklite (resp. punktide) asukohti teis-
te samal tasandil asetsevate partiklite (resp.

punktide) suhtes. Nimetatud koordinaatteljed moodustavad

sellel tasandil koordinaatsiusteemi ehk
koordinaadistiku. St koordinaatteljed maa-
ratakse kolme ettevOetud partikliga PQ, P1 ja Pg, siis

sOltuvalt partiklite valikust on vdimalikud vaga mitmesu-
gused koordinaatsisteemid (sealhulgas ristkoordinaadisti—

kud).



e) Kogemus Opetab veel, et vahemalt piiratud ulatuses
vOib mingi etteantud tasandi mistahes punkti fikseerivalt
partiklilt ikka sellise valguskiire valja saata, mis ei ta-
ba enam antud tasandi partiklit. Tuleb valja, et neli
partiklit on Uksteise suhtes ka selliselt paigutatavad, et
igat partiklit tema kolme naabriga uUhendavast kolmest val-
guskiirest uUkski ei sisalda kolme nendest partiklitest ja
et kdik need kiired Idikuvad omavahel ainult nimetatud nel-

ja partikli Pq, P.,, P ja P” asukohas (jJoonis 6).

Sellisesse nelikusse kuuluvate partiklipaaridega maa-
ratud sirgldigud voib jallegi taita partiklitega, neediuhm-—
dada sirgldikudega koikvoimalikel viisidel ja seejarel tai-
ta partiklitega. Kogemus Opetab, et sellisel viisil vOib
partiklitega taita kogu ruumi (antud vaatlus—
ulatuses). Parast &asjakirjeldatud protseduuri ei saa antud
vaatlusulatuses mingilt olemasolevalt partiklilt enam val-
guskiirt nii valja saata, et see ei tabaks juba olemasole-
vaid partikleid.

Seega saamaks partiklite konfiguratsiooni, millest
lahtudes "vahele" paigutamise protseduuriga voOiks tlita
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partiklitega kogu ruumi, tuleb miBtahes valjavalitud par—
tiklile (olgu selleks PQ) lisaks votta vahemalt Koim

niisugust partiklit, mis kolmekesi ei asetse uUhel sirgel ega
ole valjavalitud neljanda partikliga PQ samas tasandis. Sa-
mal ajal pole neid lisaksvbetavaid partikleid ka rohkem va-
ja kui Uksnes kol m. Selles kogemuslikus fak-
tis avaldubki ruumi kolmemSOtmelisus.

.-Taidetud ruumis méaravad partiklid juba ruumi mistahes

punkti ja igat sellist punkti saab Uheselt iseloomustada
reaalarvude kol mikuga. Feed kolm arvu
— ruumi punkti koordinaadid — on

Uhesel viisil maaratavad kolme koordinaattelje abil, milleks

voivad olla vaetavalt partiklipaaridega POP2 *a POP3

maaratavad sirged, mille punktidele on juba teadaoleval vii-

sil vastavusse seatud reaalarvud. Nimetagem lisaks X — jJa
y—-—teljele sirget PoPJ z—-—teljeks (joo—
nie 7).



Niil saadakse kolme koordinaattelje abil matemaatiline
moodne, mille abil vdib maarata mistahes partiklite (resp.
punktide) asukohti ruumis teiste partik-
lite (resp. punktide) suhtes. Nimetatud kolm koordinaattel-—
ge moodustavad ruumilise koordinaat -
suUsteemi ehk koordinaadistiku
Partiklite Pqg, PA”, P2 ja P~ konkreetsest valikust tin-
gituna on jallegi voimalikud vaga mitmesugused koordinaat-

susteemid.

f) Partikli ja valguskiire mdistete abil saadud ruumi-
liste asendisuhete eksaktne, matemaatiline kirjeldamine on
uldietatav ka keerulisemate aineliste ja véaljaliste objek-
tide vaatlemise juhule fuusikas. Partiklid Pq, P», PA
p3, mis fikseerivad koordinaatsusteemi, on tavaliselt ula—
tuslikuma ainelise objekti koostisosadeks ja seda objekt]
nimetatakse ka taustkehaks, kuna ta maarab
fuusikaliste objektide kirjeldamise ruumilise "tausta”. Et
objektide omavahelise koordinatsiooni, nende vastastikuse
asendi jt. ruumiliste vahekordade tépne kirjeldamine on fak-
tiliselt koikide fuusika probleemide puhul oluline, sils
sellest tulenevalt on nii taustkeha kui ka koordinaatsus-
teemi mdisted Uhed pohilisemad fluilsika méisted.

Fuusikaliste objektide ruumilisel iseloomustamisel
moistagi el piisa uUksnes objektide suhtelise asendi maara-
misest. On vaja kindlaks teha ka asendisuhete suurus, s. t.
kaugus kahe objekti vahel. Tekib pikkuse maaramise

ja modtmise probliem.



Kogemas Opetab, et kauguse mdiste ruumi kahe punkti ra-
hel ja seega pikkuse méaaramine ei sOltu asukoha m&aramisest*
Nende mdistete defineerimiseks on tarvis taiendavalt uurida
ruumi omadusic Kuidas saab méaaratleda pikkuse mdotmise konk-
reetset menetlust, kas kaugus mingi kindla objekti kahe punk-
ti vahel (naiteks mingi vardakujulise keha — " m 6 6 d u -
puu” — pikkus, mille valime pikkuste mddtmise Uhikuks
ja millega vordleme kdiki pikkusi) on kdikjal Uhesugune VvOoi
mitte — koOik see selgub jallegi uUksnes looduse objektide
ja nahtuste konkreetsest uurimisest.

Opetuseks, milles uldistuvad sustematiseeritud kujul
teadmised ruumi omadustest, on geomeetria. Nagu
eelnevast selge peaks olema, ei saa see olla mingi aprioor-
ne, "kogemuste—eelne”, uUksnes puhtmatemaatiline ja puhtdeduk—
tiivne teadusharu. Geomeetriat (vahemalt selles osas, mis mi
vOi teisiti seostub fuusikaga) tuleb kasitada samuti koge-
musliku paritoluga teadusena, s. t. loodusteadusena, mille
moistete susteem kuulub kull juba vaga kdrgele abstraktsioo—
nitaeemele (ja see annabki talle erakordselt suure uldkehti-
vuse ja heuristilise jou!), mille mdisted ja tbestusvotted
on téepoolest tihti puhtalt mdistuseparased, kuid mille so-
bivuse tegelikkuse Kirjeldamiseks peab 16ppkokkuvdttes ikka-

gi valja selgitama konkreetne looduseuurimine.

9) Klassikaline flusika téestas oma uurimisvaldkonnas

eukleidilise geomeetria tddede vaga

hea vastavuse tegelikkusele. Selle geomeetria tded (nagu kolm-

nurga sisenurkade summa vordumine 180 nurgakraadiga, paral-
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leelsuse postulaat, ettekujutus ruumi homogeensusest ja iso—
troopsusest jne.) said lahutamatuteks fuusika tSdedest. Euk—
leldlllse geomeetria ettekujutus ruumi homogeensusest ja lao—
troopsusest on néaiteks kooskdlas ettekujutusega "mé&ftdupuude”
muutumatusest. Eriti olulise osa omandas klassikalise fuusi-
ka matemaatilises aparatuuris eukleidilisele geomeetrial» ba-
seeruv yvyektorarvutus kui ruumiliste rahekor-
dade eksaktse kirjeldamise rBlmas instrument ja keel.

Ehkki on rSimalikud raga mitmesugused, sealhulgas ka
k&rerjoonellsed koordinaadlstikud, v8ib otstarbekuse seisu-
kohalt pidada eukleidilises geomeetrias eelistatud koordi-
naatsisteemiks Cartesiuse ristkoordinaadis —
tikku (Joonis 8). See on abstraktsioon sirgete ja ris—
tlolevate jaikade mSSdupuude slsteemist. Cartesiuse rist—
koordinaadistiku puhul rftib koordinaatidele omistada vahetu
meetrilise m&ttes pikkuseUhikule v3ib seada vastavusse arvu—
de erinevuse Uhe vOrra koordinaattelgedel. Kaugus punkti-

de Pj ja P2 vahel maaratakse valemiga

1 =)/ (Xr=XD r+ Or —y<f+ (zx—=*i)X . (1 2.1)

2

X Joonis 8.



3. Aja pohiomadused. Aegruum.
Taustsusteem. Kinemaatika
kui aegruumi teooria

a) Suhete uurimist, milles valjendub Uksteist valjava—
hetavate olekute koordinatsioon objektiivses reaalsuses, ole-
kute jargnevus ja kestus, s. t. teiste sOnadega - aja
omaduste uurimist on samuti ndlstlik alustada selliste liht-
sate, kuid vaga uldiste moistete abil, nagu on partikkel ja
elektromagnetsignaal.

Olekute jargnevust saab ilmselt lihtsaimal viisil mo
delleerida partikliga, mis katkendlikult, Uksteisele jarg-
nevalt lahetab elektromagnetsignaale, naiteks valgussahva-
tus!. lga selline sahvatus fikseerlbki aja hetke kui
aja elemendi (analoog ruumi punkti mobistele). Iga
hetk vastab partikli teatavale, eelmist valjavahetavale ole-
kule.

Kogemus Opetab, et partikli Uksteisele jargnevate ole-
kute puhul saab taiesti Uheselt maaratleda relatsioone "va-
rem" ja "hiljem". Partikli iga sahvatus toimub eelmisest
hiljem ja jargmisest varem. (Tapsustusena — jutt on vaat-
leja suhtes paigalolevast partiklist.) Sellisel moel kor-
ralduvad partikli kdik olekud Uhem6dtmelises ja kindlasuu-
nalises jadasse. Nii on see ka keerulisemate objektide pu-
hul. Selles kogemuslikus faktis avaldub aja U he -

mOOtmelisus ja uhesuunalisusi1

Moistagi on ettekujutus aja Uhemoddtmelisusest "b Uhe-
suunalisusest nagu ka eespool kasitletud ettekujutus ruumi
kolmemdodtmelisusest hoopiski ulatuslikuma kogemuse
mise tulemus ning kdigi nende tddedega piirnevate problee
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Paneme tahele, et ruumi kui kolmemddtmelise punktide kon-
tiinumi puhul pole relatsioonid "eespool\ "tagapool" Uheselt
ja kindlasihiliselt maaratletud.

Hagu Uhel sirgel asetsevatele partiklitele (resp. ruu-
mi punktidele) nii ka partikli Uksteisele jargnevatele ole-
kutele (resp. aja hetkedele) vOime vastavusse seada reaal-
arvude hulga, ndudes seejuures ainult, et nen-
de arvude loomulikule jarjestusele vastaks olekute (hetke-
de) tegelik jarjestus. Uhe kindla oleku Hg juurde vdib va-
lida arvu nulli - see fikseerib nullhetke ehk
alghetke . Varasemate hetkede juurde korralduvad
siis negatiivsed, hilisemate juurde positiivsed arvud. Min-
gile meelevaldsele olekule H” (resp. hetkele) vastab nuud
alati teatud arv t, mis saab seega mainitud oleku (hetke)
ajalise asukoha iseloomustajaks. Himetarne
edaspidi seda arvu oleku ajaliseks koordi -
naadiks ehk lihtsamalt t-koordinaa -
dike.

Kirjeldatud Uhedimensionaalse reaalarvude hulga VvOib
omakorda vastavusse seada Uhe sirge punktidele. Selle sirge
iga punkt kujutab nuud mingit kindlat olekut (resp. hetke)
ning fikseerib selle oleku ajalise koordinaadi. Nimetame
saadud sirget ajateljeks ehk t-teljeks
(Joonis 9).
mide analuus ei saa kaesolevas loengukursuses kone alla tul-
la. Sugavamaks po6hjenduseks ettekujutusele aja uUhesuunali-
susest kui vaga uldisele abstraktsioonile on naiteks uldis—

tused entroopia kasvu seaduse, samuti bioloogilise evolut-
siooni seaduse né&ol.



Joonis 9%

b) Vaga fuusikaliste objektide ruumilisel iseloomusta-
misel nii ka objektide eksistentsi ajalisel maaratlemisel ei
piisa Uksnes olekute suhtelise koordinatsiooni maaramisest.
On jallegi raja kindlaks teha suhete suurus sellises koor-
dinatsioonis, s. t. uurida olekute kestust. Tekib aj a-
vahemike maaramise ja mdotmise probleem.

Kogemus Opetab, et ka ajavahemike ma&ramine on sdltu-
matu ajalise asukoha maaramisest ning vajab taiendavat aja
omaduste uurimist. Kuidas saab maaratleda ajavahemike mdot-
mise konkreetset menetlust, kas ajavahemik mingi kindla ob-
jekti mingite kindlate olekute vahel (naiteks mingi kindla
perioodilise protsessi - millegi tiisvOnke, taispddrde,
taistiiru jne. — keetus, mille valime ajavahemike mdotmi-
se Uhikuks ja millega vordleme kdiki teisi ajavahemikke, e.t.
teiste sbnadega - " kel la™ kaik) on koikjal ja ala-
ti Ohesugune vO6i mitte — koOik see selgub jallegi Uksnes
looduse ﬂbjektide ja nahtuete konkreetsest uurimisest. Vii—
suguse uurimise tulemused Uldistuvad uUldistes ettekujutustes
ajast (nimetagem selliste ettekujutuste kogu KT ono —
meetriaks), mis, nagu geomeetria tdedki, on alati
sb6ltuvuses looduseuurimise konkreetsest tasemest.

Klassikalise fausika uurimisvald-
konnas osutus tegelikkusele vaga héasti vastavaks ettekuju-

tus absoluuteest ajast, mis on looduse
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objektide konkreetseteet omadustest ja nahtustest soltuma-
tu, mis kdikjal voolab Uhtlaselt ja on seega homogeenne.
Sellest ettekujutusest tuleneb ka ettekujutus "kellade-1
kaigu taielikust siunkroonsusest sdltumata ruumi punktist

ja aja hetkest.

c) Tegelikkuses asetleidvate mistahes nahtuste
jeldamisel ja uurimisel tuleb alati vaadelda objekti nil
ruumis kui ka ajas. Me elame faktiliselt suUndmus -
te maailmas. Mistahes objekti iga uUkslkolekut
tuleb korraga iseloomustada nii ruumiliselt kui ajaliselt
(iseasi, kas seda praktika seisukohalt alati vaja l&aheb).

Vaiteks teatava kindla partikli eksistentsist taieliku et-

tekujutuse saamiseks tuleb igal hetkel fikseerida
ruumi punkt |, milles ta parasjagu asub. Partikli
iga Ukslkolekut iseloomustavad kolm ruumikoordinaa—

ti (naiteks x, 7, z) ja ks ajakoordinaat (t).

Vii on ulalkirjeldatud mottes ruum ja aeg alati lahu-
tamatud. Tanapaeval teamegi, et faktiliselt on meil tege-
mist Uhtse tervikuga - aegruumiga.

Aegruum on materiaalsete objektide .la nende olekute
eksistentsi .la koordinatsiooni uldine ,la p&hiline voim®
ml a on lahutamatu nii mateeriast kui liikumiaftnt.

Aegruumi elemendiks on punkthetk ehk

sundmus. Et iga sundmus on iseloomustatud nelja

X Olgu margitud, et mdisted "moddupuu” ja “"kell” ei
tahenda siin igapaevasusest tuntud tollipulki, seina—, laua-
kelli jne., mis vdivad paremini v8i halvemini tehtud oUa.
Jutt on pbhimdttelistest, ideaalsetest pikkuste ja ajava-
hemike méotmise vahenditest.
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koordinaadiga, eiie kujutab aegruum endast nelja-
mSStmelist punkthetkede ehk sidnd-
muste kontiinumit. (Ruumi ja aja printsi—
piaalse erineruse tSttu on siin tépsemalt Seldult siiski te-
gemist (3 +1)-m88tmelise kontiinu-
mi ga.)

NeljamOOtmelisee aegruumis ei piisa objektide eksis-
tentsi taielikuks matemaatiliseks Kirjeldamiseks ainuuksi
taustkeha ja sellega seotud ruunilise koordinaatsusteemi va-
likust. Taustkeha tuleb reel taiendada pikkuste ja ajavahe-
mike mSOtmise seadeldistega ("moé&dupuu” ja “kellaga”) ning
vaetavat ruumilist koordinaatsusteemi ajateljega. Selliselt
taiendatud taustkeha nimetame taust siusteemiks

(Joonis 10) ning

Joonis 10.
vastavat matemaatilist abstraktsiooni aegruumi -
liseks koordinaatsiusteemiks (oo-

nis 11).



Joonis 11.
d) Ehkki ruum ja aeg on tegelikult lahutamatud, tdes-
tas klassikaline fulusika oma uuri-

misvaldkonnas, et ruumi ja aega vOib formaalselt siiski ka
lahus vaadelda. Paljude probleemide puhul on see toepoo-
lest Qigustatud. Muidugi ei kujuta ka klassikalise fiusika
ruumilis—ajalised ettekujutused endast ruumi ja aja taielik-
ku teineteisest isoleerimist. Et see nii pole, selgub juba
klassikalise fuusika pdhimdistetest, nagu kiirus, Kiiren-
dus jne.

Kdikvdimalikest taustsisteemidest tdstab klassikaline
fuusika esile inert siaalsuste emid. Need
on maaratud kui mittePo66rlevad, vabade (inertsiaalselt
liikuvate) partjklitega .ldaigalt seotud taustsUHtaamid. Ko-
gu klassikaline mehaanika formuleeritakse faktiliselt Inerb—
siaalsisteemide juhu jaoks ja mitteinertsiaalseid taust-
slUsteeme kéasitletakse kui "mittesoovitavaid”, isegi kui
esImillelubatavaid”.

Erirelatiivsusteooria (ERT) tek-

kega (1905) sai ruumi ja aja printsipiaalne lahutamatus su-
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gavama pohjendus«. Ka selgub EHT—et, st ruumi ja aja oma-
dused sOltuvad materiaalsete objektide kiirusest. Hilells
ilmneb objektide ja ndhtuste hoopis tihedam seos ruumi ja
ajaga. Ent kuigi ruumilised ja ajalised vahekorrad on uUks-
teise suhtes liikuvates eri inerteiaalsisteemides erinevad,
on EHT jargi aja ja ruumi struktuur antud inertsiaalsistee—
mi kogu ulatuses ikkagi Uhesugune ega s6ltu objektide ka-
rakteristikutest. Ka EHT jargi on antud inertei?alsi.isteelmis
ruum eukleidiline ja aeg homogeenne. Eelistatud taustsus-
teemideks jaavad endiselt inertsiaalstisteemid, kusjuures
vaetava matemaatilise koordinafttsusteemi ruumilise osana
on esile tdstetav Cartesiuse ristkoordinaadietik. Tavalise
kolmemdotmelise ruumi kauguse moiste uUldistus aegruumi kui
neljamdotmelise kontiinumi puhul - kahe sindmuse (S1 ja
Sg) vaheline intervall — avaldatakse ERT—e

tavaliselt jargmisel kujul (vt. ka joonis 12):

Jm oi-/,/r (z , ctt-—tjl1 . (13.1)



e) Opetust aegruumi omadustest nimetatakse uldiselt
kinemaatikaks. (781b o6elda, et kinemaatika
on aegruumi geomeetria.) Klassika-
lises fluusikas ja ERT-a kasitleb kinemaatika objektide
n.—06. puhast liikumist, s. t. ruumiliste ja ajaliste su-
hete mé&aramisel on vaatluse all uUksnes tegelikkuse struk-
tuursed moodustised ja liikumisvormid (vt. fuusika uuri-
misaine maaratelu 1. punkti alapunktis a). Vastasmdjude
osa ruumilistes ja ajalistes suhetes siin ei avaldu. HIli
klassikalise fuusika kui ERT rakendusulatuses on see ka
Oigeks osutunud. Vastasmdjude kdrvalejatmisega on sisu-
liselt seotud ka inertsiaalsisteemide kui vabade partik-
litega maaratud taustsisteemide eelistamine.

Parast Uldrelatiivsusteooria
loomist (1916) on aga selgeks saanud, et ruumi ja aja
omadustes kajastub ka looduse koige uldisem ja po&hilisem
vastasmOju — gravitatsioon. (Paneme seega tahele, et
ruumi ja aja omadused on faktiliselt seotud fuusika uuri-
misaine koigi komponentidega.) Hii tulebki meil edasiseks
ja sugavamaks aegruumi omadustega tutvumiseks asuda pa-

ralleelselt uurima ka gravitatsiooninadhtusi.

4. Kehade "gravitatsioonimass" ja
Hewtoni gravitatsiooniseadus

a) Kehade erinev raskus ja nende liikumine

raskuse méjul Maa poole on inimkonna igivana kogemus. —
Et kehade raskus on universaalne omadus, siis haka-

ti juba ammu ka esemeid, ainehulki jne. iseloomustama ja
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ttketeieeet eraldama raskuse jargi. Kehasid hakati k a a -
luma, s.t. vdrdlema nende raskust teatud kindlate
kehade, naiteks kaaluvihtide raskusega. Asjaolu, et mingi
aine suurem hulk kaalub rohkem kui sama aine véiksem ko-
gus, leidis vaga tahtsa praktilise rakenduse inimestevahe-
lises suhtlemises ainehulkade mdotmise

moodusena.

b) Kuidas kehade liikumine raskuse mdjul tapsemaltval-
ja néeb, selle tegL kindlaks Galileo Galilei (1564- 1642),
kes formuleeris kehade vaba langemi -

s e seadused:

1) Koik rabad kehad langevad Maa poole uUhtlaselt kii-

renevalt.

2) Antud kohas on kdikide kehade vaba langemise Kkii-

rendus (g) Uhesugune.

Vaba langemise seadused on olemuselt ki nemaa-

tika seadused, mis uUksnes kirjeldavad koéigist muudest

méjustustest vabastatud kehade liikumist raskuse mOjul.z

c) lsaac Hewtoni (1643- 1727) poolt formuleeritud
klassikalise dinaamika pbhiseaduste
ga tuli fuusikasse j Ou moiste. Newtoni dunaamika jar—
gi on kiirendus véi keha defonneerumine alati teatava jOu
(kui fuusikalist vastasmdju iseloomuetava kvantitatiivse
suuruse) olemasolu indikaatoriks. (Sellele tuginevalt de—

X Tapsemalt raakides mdjustab vabade kehade lange-

mist ka Maa kui_ taustsisteemi mitteinertsiaalsus. Sellest
tuleb juttu hiljem.



fineeritakse ka joudude modtmise eeskiri ja moodtuhikud.)

Seega tulenes ntdld raba langemise seadustest raskus -
jou kui vaba langemise pdhjuse mdiste.

Et ainehulki hakati md6tma just raskuse abil, siis tu-
li paralleelselt raskusjou mdistega flulUsikasse ka nn. ras-
ke massi ehk "gravitatsioonimassi” mdiste, mida intuitiiv—
selt hakati kasitama ainehulga md6duna. Kehade "gra-
vitatsioonimassid" (M) on defineeri-
tud kui antud kohas raskusjbuga vOrdelised suurused ja see

moiste sai niiviisi ka kehade Haa poole témbumise mddduks?

d) Newton uldistas oluliselt raskuse modistet. Ta
kas kasitlema kehade raskust Haal kui uUhe uldisema, “ule-
maailmse" nahtuse — gravitatsiooni — eri vormi. Nii tu-

li fuusikasse gravitatsiooni kui uUldise ja pdhilise vas-
tasmGju mdiste. Nagu juba méargitud, on see kdigist neljast
niddisajal tuntud flusikalise interaktsiooni tuubist kdige
universaalsem ja fundamentaalsem.

1687. aastal formuleeris Newton klassika-
lise gravitatsiooniteooria pohi-
seaduse (vt. joonis 13)*

Kaks teineteisest kaugusel R asetsevat punktmassi

Jda W todmbuvad neid Uhendava sirge sihis .l16uga

r (o] yMJ1 K
/f=~£ ' (14.1)
kus R —£ —ff ja N —-6,67.10” N.m /kg on gr a -

vitat sioonikonstant ,xx

X Toodud vaites on jallegi lihtsustavalt jaetud ar-
vestamata Maa mitteinertsiaalsus. Hiljem naeme, et tanu ek-
vivalentsusprintsilbile siin mingit sisulist viga ei ole.

13 Kui analoogi mdistele punktlaeng kasuta—
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Joonis 13*

e) Newtoni gravitatsiooniseadusel on rikas pohimotte-
line sisu.

lagu juba ©6eldud, hupoteesiga selle seaduse univer-
saalsusest looduses (kehtivusest kogu maailmarutuni kohta)
Uletas Bewton geotsentrilise vaatekoha raskusnahtuste ké&-
sitlemisel. Kitte ainult Maa, vaid iga keha universumis
avaldab teistele kehadele gravitatsioonilist kulgetdmmet.

Valemi (1 4.1) pdhjal omandab "gravitatsioonimass"
tapse kvantitatiivse tahenduse “gravitatsioonilaenguna”
(vrdl. elektrilaenguga Coulombi seaduses!). Valides uhe
punktmassi etaloonmassiks ( ), voime kindlal kaugu-
sel R vorrelda nii selle punktmassi kui ka mistahes tei-
se punktmassi (A£) gravitatsioonllist kiulgetdmmet min-
gile kolmandale punktmaesile () . Newtoni gravitatsi-
ooniseadusest jareldub niiid m&juvate gravitatsioonij Oudude
gem mOistet punktmass (ainepunkti voi

masspunkti asemel)! Punktmass téhendagu partik-

lit, mida vaadeldava probleemi puhul iseloomustame ka mas-
si moistega.
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absoluutvaartuste jaoks

C y MOMjc
£

r*t'u g2 |/ - 49z " . (14.2)

Siit saame omakorda eeskirja "gravitatsioonimassi" kuL fui-

sikalise suuruse modtmiseks:

M x £
(14.3)
F" -

Valem (I 4.1) fikseerib ka Uhe looduse po6hilisema ja
uldisema konstandi * ,  mis on sisuliselt seosekoefitsi—
endiks kehade gravitatsioonivdime karakteristiku U ja me-
haaniliste n&htuste dunaamilise karakteristiku F vahel.
Parast massiuhiku fikseerimist saab konstandi arwaar-—
tust vahetult eksperimendist maarata Uksteisest teataval

kaugusel asuvate punktmasside vahel mdjuvate gravitatsioo-

nij dudude modtmisega.

f) Valemi (I 4.1) universaalsust on kinnitanud
jargnenud fuusika arengulugu. Tanapéaeval vGime seda seadus-
parasust lugeda tohutu vaatlus— ja katsematerjali poolt (en-
nekdike muidugi praktiliselt kogu taevamehaanika poolt) di-
geks ja seejuures vaga tapseks tunnistatud pdhiliseks loo-
dusseaduseks. Selle seaduse moned pdhimdttelised puudused
ning tema paratamatu piiratus said selgeks alles meie sa-

jandil, péarast relativistliku fuusika sundi.

kogu



5. "Gravitatsioonimaesi" ja
einertsuemasei” vordeus

a) Klassikalises Hewtoni mehaanikas on sisuliselt kaks

massi moistet.
5agu juba margitud, maaratleb Hewtoni gravitatsiooni-

seadus kehade gravitatsioonivéime mddduna "gravitatsiooni-—

massi" (Af) méiste. Hewtoni Il seaduses esineb aga kehade
inertsi mdédduna "inertsusmass" *7?):
p = d(m7) (r s,
r dt -

Silmas pidades klassikalisele dunaamikale omast inertsus—
massi konstantsuse eeldust, vdib toodud valemit teatavasti

lihtsustada:

F =WwcCL . (1 5.2)

Valemist (I 5*2) vOib ka tuletada inertsusmassi kui kvanti-

tatiivse karakteristiku mbéotmise eeskirja klassikalises du-

naamikas:
X _ £a.
) I 5*3
Eony - ( )
kus on vastavalt inertsusmassi etaloonkehale
(massiga ) mdjuva mbdddetava meelevaldse jou ja selle

jou poolt esilekut3utava kiirenduse absoluutvaartused

X ja X ,on vastavad suurused tundmatu massiga (mx) ke-
ha puhul. (Markigem siinkohal, et Impulsi jaavuse seaduse
pbhjal vdib formuleerida inertsusmassi mootmise Uuldisema

eeskirja.)



"Gravitatsioonimass" ja "inerteusmase" leeloomustavad
kumbki nailiselt taiesti eri tulpi ilminguid. Kumbagi neist
saab defineerida teisest taiesti s6ltumatult. M&lemaid ni-
metatakse aga tavaliselt lihtsalt massiks. See-
tottu kerkib loomulikult ka kisimus: miks on neil naili-

selt erinevatel suurustel siiski sama nimetus?

b) Vaadelgem Maad kui mitteinertsiaalset taustsistee-
mi K Paikesega seotud inertsiaalsisteemis K, (Paikese-
susteemi planeetide m8ju Paikese liikumisele jaab arvesta-
mata) ja pangem Maaga seotud taustsusteemis kirja uldaval-

dis jSu jaoks, mis annab kiirenduse punktmas8ileZj

r'= —m[co Xrj— W [u)X((Cd*rnHJ-
o] -~ —* —* M MO
- Zmlcox vWJ - "~a 0 -y — s r -
MM * 7

- rfppr + 0o
(1 5.4)

Siin on I ja I punktmassi kohavektorid vastavalt taust-
sisteemides K ja K' , ¢cO ja CO on vastavalt sus-
teemi (s. t. Maa) podrlemise nurkkiirus ja nurkkiiren—
dus K suhtes, $ on punktmassi Kkiirus susteemis K

Qo on punkti O f (s. t. Maa inertskeskme) Kiirendus

suhtes, M (5 ja M on vastavalt Maa ja Paikese "gravi—

o}
tatsioonimassid" (vt. ka joonis 14; olgu méargitud, et ar-

vestades klassikalise flusika ettekujutust aja absoluutsu-—

X Vt. ka Olh., lk. 178-182.
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eeety pole mobtet tausteueteemlde graafilisel esitamisel aja—

telgi valja joonistada).

Esimesed neli liiget avaldise paremal poolel kirjeldavad

inert BijOude, seejuures teine neist on tsentrl-
fugaalne inertsljOud ja kolmas - Coriolisi joud. Inertsi-
jéud on vordelised punktmassi "inertsusmassiga"” *r7 . Viies

ja kuues liige on vastavalt punktmassi ja Paikese ning porki—
masei ja blka vahel méjuvad gravitatsiooni -
joud, mis on vérdelised "gravitatsioonimassiga" /V/ .
Seitsmes liige o kirjeldab punktmassile mdjuvaid mitte—
gravitatsioonilisi joude. JOu r mdjul eaab punktmass Mea—
suhtelise kiirenduse Ct , Kkusjuures see Kkiirendus on mois-

tagi poordvordeline "inertsusmassiga“:

r

a = I 5.
on (1 5.5)
~  Erijuhuna voib valemist (I 5.4) leida avaldise joudude
jaoks, mis annavad teatavas kohas ja teataval hetkel
paigalolevatele punktmassidele (vaetavalt “gravitatsiooni-—

maesldega" * eeex * eee «h "Iertsusmasside—



ga" 0O77~ , ...) Maa-suhtellee raba
langemise kiirenduse cl'= « Et niid t?=0 ja (o}

sile

N3 xA’Y *m/c<5x (Co X rjj—t— QoJ—

$ M*r'
(Pf r

-

- M
'« { (I'p . (15.6)

Arvestades Galilei vaba langemise seadustes sisalduvat vai-
det © konstantsuse kohta kdikide kehade jaoks antud ko-

has, saame valemi (I 5.5) pohjal seosed

g =-f(€0 XTI 'J+jcox(coxr")J+ ad

™ <vjrj3 (Ff > (15.7)

kus < m1, 2, 3*

Seostest (I 5.7) jareldub vahetult vorduste jada

4 M= . = const, (1 5.8)
s. t. suhe — peab olema mistahes punktmassi jaoks uhe—
sugune jaav suurus. Seega on mistahes punktmassi (ja sel-
le Uldistusena ka mistahes keha) "gravitatsioonimass” ja
"inertsusmass" rangelt vordelised. Etaloonid
ja mdotuhikud kahe vordelise suuruse médtmiseks voib aga

valida nii, et vOrdetegur oleks 1 ja seetdttu
*M=M. (1 5.9

Nii jareldub Galilei vaba langemise seadustest jaSew-—

toni dunaamikast "gravitatsioonimassi" kui "gravitatsioo-—
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nilaengu” ja "“inertsusmassi" kui inertsi m0Odu v & r d -
sus (arvatavasti on see ka Basa nimetuse podhjuseks).
Ent mike see nii on, sellele me Newtoni mehaanikast
vastust ei leia. Kehade liikumist raskuse toimel ja liiku-
mist Uksnes inertsi tottu kasitatakse koguni pdhimotteli-
selt erinevate ilmingutena. Esimene on liikumine jou md&jul,
teine jouvaba liikumine. Ka elektriliselt laetud kehadega
pole analoogiat. JOu, millega iiks laetud keha tdmbub tei-
se poole, méarab laeng g , laetud keha Iinertsi maéarab
aga ikkagi "inertsuemass" m ning ~ jJa 'tr] on teinetei-

sest sOltumatud suurused.

e) Kas "gravitatsioonimass" ja "inertsusmass" on tde-
poolest vOrdsed, seda on uuritud ka peenemate eksperimenti-
dega. Pangem seejuures tahele, et negatiivne katsetulemus
néaitaks Newtoni mehaanika seesmist vastuolulisust voi Vva-
hemalt teatavat sisulist piiratust.

Ajalooliselt esimene sedatllpi kaalukae eksperiment
parineb ungari fuusikult L. Eo6tvosilt (1890). Kasutanud nn.
gravitatsioonilist variomeetrit, millega sai suure téapsu-
sega vorrelda eri ainest kehade puhul avaldises (I 5.4)
esinevate inertsijOudude ja gravitatsioonijdudude vahekor-
da, Onnestus E6trosil kinnitada sama keha “gravitatsiooni-—
massi" ja "inertsusmassi" vOrdsust. Need katsed naitasid,
et "gravitatsioonimassi" ja "inertsusmassi" suhe ei md eri-
neda ihest rohkem kui suurusjargus 109 vOi vaiksemate liik-
mete poolest, 1960, aastatel viis R. Dicke katsetapBuse

10 11-ni ning 1971. aastal said V. Braginski ja V. Panov

tulemuseks isegi 10~12.



Niisiis on "gravitatsioonimassi” ja "inertsusmassi”
vOrdsus suure tapsusega kindlaks tehtud eksperi-
mentaalne fakt, mis kinnitab Newtoni me-
haanika seesmist harmooniat, ent mille sugavam seletus

klassikalises fuusikas ometi puudub.

d) Et eksperiment on suure tapsusega kinnitanud "gra-
vitatsioonimassi" ja "inertsusmassi" vOrdsust, siis vdib
jarelikult téie 0Oigusega kasutada uUksnes Uhte massi mois-
tet. (Edaspidi pole ka kaesolevas kéasitluses tahistuste
171 ja M vahel sisulist vahet.) Massi kui fuusikalise
suuruse tanapaevase definitsiooni annab "Fuusika entsuklo-
peediline sOnaraamat'x jargmiselt:

Mass on mateeria fuusikaline karakteristik, mis on
Uheaegselt nii mateeria gravitatsiooni— kui ka inertsi—
omaduste valjendaja ja mOOt.

Pangem tahele, et selles definitsioonis pble sdnagi
massist kui "ainehulgast" vdi®ainehulga mdddust". Ometi
k&sitati ja isegi maaratleti vanemas fuusika—alases Kir-

janduses massi sageli just "ainehulga moédduna" voi ma-
teeriahulga mddduna”, vahel aga koguni otseselt "ainehul-
gana" vOi "mateeriahulgana" ning sellelaadilist kasitust
vOib kohata veel tanapéaevalgi.

Mis vahekorras siis mdisted mass ja aine-—

hulk Oieti on?

e) Massi ja ainehulga samastamine tahendab ténapae-

val sisuliselt massi ulaltoodud tépse teadusli -

x FES—I11, k. 135.



K U tahenduse unustamist ja selle mdiste samastamist ’gra-
vitatsioonimassi" ehk "raske” maesi intuitiivse
tahendusega, millest oli juttu eespool, vdi koguni mdiste
"mass" igapaevase tahendusega. Nii naiteks maa-
ratleb "Oigekeelsuse sdnaraamat" (Tallinn, 1960) tdepoolest
massi Uldise tahendusena: "aine; kogu, hulk". "VodrsOnade
leksikon" (Tallinn, 196D lisab, et mass on "vormitu aine,
pudel v. poolsula ainet suur hulk; terviklikuks Uhikuks lii-
tunud rahvahulk".

Pluusikas kasutatakse ainehulkade moédtmiseks faktiliselt
vagagi erinevate flusikaliste suuruste modtmist
(sel eesméargil moéddetakse ruumala, pikkusi, pindala, aega,
kaalu). Ainehulga mdiste eriparase fuusikalise suurusena seni
kasutusel polnudklx.

Et mass pole samastatav ei aine— ega mateeriahulgaga,
see saab eriti ilmseks ERT tddede valguses. Kasitades massi

mateeria— vOi ainehulga mo6dduna, peaks valemi wfl2— — 77, —

pbéhjal mateeria— (vO0i aine-) hulk kaevama kiirusest soltuvalt
ka siis, kui aatomite hulk kehas jaab muutumatuks. Samasta-
des mateeriahulga seisumassi mdistega, tuleks arvata matee-
ria hulgast valja footonid ja neutriinod. Lugedes seisumassi
samaseks ainehulgaga, kerkib aga kohe kusimus, mis on siis
elektromagnet— ja neutriinovalja puhul nn. valjahulk? Kui pi-
dada kas massi Uldse v&i ainuiksi seisumassi mateeria— vOi

X 1971. ft, oktoobris otsustas Pariisis toimunud XIV Rah-
vusvaheline MOOtude ja Kaalude Peakonverents vdotta aine —

hulk siiski kasutusele rahvusvahelise mdotuhikute sus-
teemi (SI) seitsmenda pohisuurusena, kusjuures vastavaks pd—

RIS, 0 oGBS Yozs (1T moD- Avosadro arv” g =
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ainehulgaks, jarelduks kdigele lisaks massi ja energia
identsuse seadusest C!_Z:"szeel see, et siis tuleks ka
energiat hakata nimetama mateeria— vOi ainehulgaks (1?).

Vaitel "mass on mateeria— (vdi aine—) hulga mOOt" on
moistagi ka teatav mdistlik ja konkreetne sisu. Sei —
sumas s vOib tbdepoolest olla Uheks ainehul -
ga vdimalikuks modduks. (Nagu nagime, tuli just sel moel
esialgselt "gravitatsioonimassi” moiste fuusikasse.) Kuid
asjadeldut ei saa ténapaeval mingil juhul lugeda massi de-
finitsiooniks.1l Selline "maaratelu” ei ava massi moiste
tdelist sisu ega anna massi mdotmise viisi. Massi teadus-
liku moiste defineerimisel on ikkagi mateeria inertsi— ja
gravitatsiooniomadused primaarsed - Aga tanu
inertsi— ja gravitatsiooniomaduste erakordsele fundamen-
taalsuses ja universaalsusele on massi mdiste kasutatav
ka ainehulga vaga uldise mddduna. Niisiis on massi mdiste

olemus ainehulga médduna tema s e kundaarne om

dus.

6. Gravitatsioonivalja mdiste
Vewtoni gravitatsiooniteoorias

a) Gravitatsiooniliste mdjude vahendaja probleem pa-
rineb juba Newtoni ajast. Tol ajal polnud veel vdimalik

/
sellele probleemile sigavamasisulist vastust anda. Newto-

ni gravitatsiooniseadus (1 4.1) jai faktiliselt kirjelda—

X Seda enam, et niid on ainehulk sisse vii-
dud juba omaette pdhisuurusena.
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vaks Ja gravitatsiooni lihtsalt kvantitatiiyv-

selt iseloomuetavakg seaduseks selles moOttes, et te-
mast ei jareldu midagi gravitatsiooniliste m&jude vahendaja
kohta. Newtoni gravitatsiooniseaduse kohaselt v8ib gravi-
tatsiooni puhul olla tegemist ka kaugmdjuga, s.t.
mdjude Uleandmisega uUle kauguste nii, et vahepealses ruumis
pole midagi, mis oleks nende méjudega seotud, ning selline

mojude Uleandmine vOiks toimuda silmapilkselt.

b) ERT loomise jarel sai selgeks fuusikaliste m8 —
jude leviku kiiruse loplikkus.
Selle asjaolu selgumine likvideeris flusikast kaugmdju kont-
septsiooni vdimalikkuse. Ainuvdimalikuks sai 1 &h i m8 —
ju kontseptsioon, s. t. mbjude levik ruumipunktist ruu-
mipunkti I8pliku kiirusega. See tegi omakorda vajalikuks
raakida Uksteisest eraldatud aineliste objektide vaheliste
mojutuste puhul val.last kui mdjutusi vahendavast rea -
liteedist

Elektromagnetlainete avastamine ja uurimine tdestas ju-
ba enne ERT sundi elekt romagnetvalj a
reaalsuse . Maxwelli poolt moddunud sajandi
60—ndatel aastatel formuleeritud elektromagnetvélja pdhi—
vOrrandid osutusid automaatselt invariantseteks ka Lorentzi
teisenduste suhtes ja seega ERT—ga taiesti kooskdlas oleva-
teks. Vorreldes nuud aga gravitatsiooni Newtoni teooriat ja
elektromagnetismi Maxwelli teooriat omavahel, ndeme,et vii-
mane on sisuliselt oluliselt rikkam: ta Kkirjeldab peale

laengute ja nende vahel mdjuvate joudude veel laengutega ja
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nende liikumisega lahutamatult seotud elektromagnetvalja.

C) Matemaatilise abimdistena, formaalselt voib luli-
tada gravitatsioonivalija moiste ka
Newtoni teooriasse. Gravitatsioonivali mingi massijaotuse
Umber téhendab siis lihtsalt selle kindlaksmaaramist, kui
suure ja missuunalise jSuga mdjutab antud mass Uhikuilst
proovimassi kdikides teda uUmbritsevates ruumipunktides.
Lugedes selliselt iga ruumipunkti juurde kuuluvaks uhe

jouvektori, saamegi puhtmatemaatilise loomusega "jouval-—

ja" ruumis. Analoogiliselt elektrostaatilise jouvaljaga
vOib siin defineerida valj atugevuse mois-
te

(1 6.1)

(Et tanu "gravitatsioonimassi” ja "inertsusmassi" vOrdsu-
sele vOib seda valemit tdlgendada ka Newtoni Il seaduse-
na, siis naeme, et defineeritud suurusel on faktiliselt
vaba langemise kiirenduse t&ahendus.)

Vaatleme nuidd konkreetselt teatavas kindlas inert—
siaalsusteemis paigaloleva uksiku punktmassi (**?0) Umber
olevat gravitatsioonivalja. Newtoni gravitatsiooniseaduse

(I 4.1) podhjal omandab valem (I 6.1) kuju

(1 6.2)

(vt. ka joonis 15). Suurus on siin Uksnes kohavektori
[ funktsioon ja sellega ongi meil nuud maératud suuruse

< vaartuste "vali" ruumis. Edasi vdime selle valja pu—
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hui kasutada kdiki vektoranalllsi mdisteid ja arvutusvale-

meid.

d) Taiesti analoogiliselt elektrostaatikalel saab tu-
letada gravitatsioonivalija dife -
rent siaalvdédrrandid Newtoni teooria raami-
des:

rota = 0J Cl 6.3)
cfivcj'= . (1 6.4)

Neis vOrrandele on valja kirjeldavaks suuruseks véaljatuge—
vus G, . Suurus JUC tahendab massitihedust.

Et seose (I 6.3) podhjal on Ulalvaadeldud gravitatsioo-

nivali poddrisevaba, siis vOib defineerida ka valja
potentsiaali.i mdiste
gexicL U . (1 6.5)

X Vt. naiteks K-ME, Ik. 13 jj.
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Punktmassi puhul (kalibreerides potentsiaali I6pmata

kaugel nullike) avaldub valja potentsiaal valemiga

(1 6.6)

meelevaldse massijaotusega keha (vt. joonis 16) puhul aga

valemiga
(1 6.7)

™)

Arvestades definitsioonivalemit (I 6.5), on valja—

vorrandid (I 6.3) ja (I 6.4) teatavasti identselt rahul-

datud, kui vaid on rahuldatud voérrand

J din-cinegU= A U= J (1 6.8)
See on gravitatsioonivalija pohi-—
voérrand , kui kirjeldame valja potentsiaali abil.

e) Niisiis ndeme, et Newtoni teooria on sisuliselt
gravistaatilise valja teooria. Seda

valja kirjeldab ja iseloomustab taielikult skala ar-—
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ne (8. t. Uhekomponendiline) suurus U ning valja po-

hivorrandiks on just eriparaselt staatilisi Ilminguid Kir-
jeldav elliptilist tuupi Poissoni vérrand

(Uks vOrrand). Pangem seejuures tahele, et nii potentsiaal
(J kui massltihedus J*0 vdivad uldjuhul ajast t kui pa-
rameetrist siiski soltuda.

Et Newtoni teooria ei hdlma valja suuruste kirjeldust,
siis jaabki selles valja modiste moddapadsmatult formaal-
seks. Hingit realiteeti, mis oleks lahim&ju vahendaja, see
teooria kirjeldada ei saa. Paneme tahele, et ka elektro—
staatiline vali omaette vaadeldult jadks paratamatult for-
maalseks mé&isteke. Elektromagnetvalja (ja selle erijuhtude
— elektri— ning magnetvalja) kui realiteedi moiste kuju-
nemisel oli asendamatu osa elektromagnetné&htuste tervikli-
kul teoorial. Siit jareldub ntiud omakorda, et relativist-
likus fuusikas ei saa Newtoni gravitatsiooniteoo-
ria (oma loomult tegelikult mitterelativistlik teooria) ol-
la taielik ja koigiti rahuldav gravitatsioonindhtuste teoo-

ria.

f) Relativistliku gravitat-
siooniteooria, mis sai nii Newtoni gravitat-
siooniteooria kui ka ERT uldistuseks ja edasiarenduseks,
andis 1916. aastaks Albert Einstein (1879-1955). Seda teoo-
riat, mis Uhendab endas mehaaniliste, elektromagnetiliste
ja gravitatsioonillste makronahtuste tervikliku ja harmoo-
nilise kirjelduse, mis seletab siugavamalt "gravitatsiooni-

massi" ja "inertsusmaesi" vOrdsuse ning milles ka gravi-
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tatsioonivalja mdiste omandab realiteedi tédhenduse, haka-
tigi nimetama UGUldrelatiivsusteoori-—

aks (URT).

7. Ekvivalentsus—
printsiip

a) A. Einsteini jargi on ekvivalent sus-
print siip Ulks tahtsamaid UHT alustddesid, p6&hi-
lisemaid printsiipe. Ent see printsiip on siiski ka tana-
paeval veel mitmetimdistmise ja diskussioonide objektiks.

Ekvivalentsusprintsiibi sisuks on teatav vaide inert-
si— ja gravitatsloonindhtuste omavahelise seose kohta. Eri-
nevalt mdistetakse aga selle vaite ulatust, samuti ekviva-
lentsusprintsiibi osatahtsust URT struktuuris.

Vahel peetakse lihtsalt "inertsus—" ja ‘"gravitatsi-—
oonimassi" vOrdsuse katselist fakti ekvivalentsusprintsii—
biks. Mdistagi pole sel juhul tegemist veel mitte mingi
"printsiibiga".

On olemas teadlasi (naiteks V. Fok, J. Synge, A.Pet-
rov jt.), kes peavad ekvivalentsusprintsiipi rangelt lo-
kaalse kehtivusega ja sisuliselt ligikaudseks printsii-
biks, mis Uksnes konstateerib inertsi— ja gravitatsiooni-
nahtuste eristamise vOimatust kullalt vaikeses ruumipiir—
konnas kullalt vaikese ajavahemiku jooksul (naiteks "Ein-
steini liftis", mida kohe allpool vaatleme). Selliste ful-
sikute arvates pole ekvivalentsusprintsiibil olulist osa

URT-s kui niildisaegses gravitatsiooniteoorias.
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On aga samuti teadlasi (naiteks L. Infeld, A, Bogo—
rodsfcL, H. Keres Jt.), Kkes, Jargides A. Einsteini enda ka-
situst, mdistavad ekvivalent susprint -
silpi sugavasisulise, fundamentaalse ja universaalse
printsiibina:

Inertsinadhtused ja gravitatsiooninahtused on loomult
uhtsed. fuueikallselt pspanTemuslikud.

Sellisena on ekvivalentsusprintsiip UHT Ulks nurgaki-

ve, rikastades oluliselt selle teooria fuusikalist sisu.

b) "Einsteini liftiks" nimetame mingit Kkinnist labo-
ratooriumi vOi kabiini (lift, kosmoselaeva kabiin jms.),
mis on kullalt vaike gravitatsioonivalja mittehomogeensus—
te avaldumiseks kasutatava mOOtmistépsuse juures ning mida
vaatleme sellise kullalt luhikese ajavahemiku jooksul, mil-
le valtel tema liikumisoleku iseloom ei muutu.

Vaatleme nuudd moningaid mottelisi katseid sellise "lif-
tiga" ning neist tulenevaid jareldusi. Kdigi nende motte-
liste katsete puhul tulenegu jéareldused Uksnes
liftisisestest vaatlustest ja mdotmlistest.

Oletagem esiteks, et kdik vabad kehad liftis jaavad
lifti kui taustsusteemi suhtes paigale vdi liiguvad uhtla-
selt ja sirgjooneliselt (Joonis 17). llmselt vdiksime seda
nahtust seletada vaatlushetkel kahel viisil: 1) [lifti
inertsiaalse liikumisega suurel kaugusel mistahes massijao—
tusest, mistdttu puudub gravitatsiooniline kulgetdmme ja ka
kdik kehad liiguvad liftis uUksnes inertsi toimel; ning

2) lifti vaba translatoorse langemisega mingis gravitatsi—
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oonivéaljas, mistdttu kdik kehad liftis langevad koos selle-

ga ning neil puudub liftisuhteline kiirendus. Esimesel Ju-

hul oleks tegemist inert si aal susteemiga,
milles puudub gravitatsioonivali,;
teisel juhul - gravitatsioonivalijas

vabalt langeva mitteinert siaalse taust-
sUsteemiga . Kumb taustsisteem meil tegelikult on,
seda ulalkirjeldatud Uksnes liftisiseste vaatluste ja mO0t—

mistega kindlaks teha ei saa.

Joonis 17.

Teise situatsioonina oletagem, et kdik vabad kehad Ul-
guvad mingi kindla ja uUhesuguse liftisuhtelise Kkiirenduse-
ga CL (joonis 18). Seda olukorda vdiksime teataval vaat-
lushetkel samuti seletada kahel viisil: 1) lifti paigalole—
kuga teatava massijaotuse lahedal, mille gravitatsiooniU-—
ne kulgetdmme tekitab kdikide kehade puhul just nimetatud
kiirenduse @ -Q, (naiteks selliste kiirenduste puhul, mis
on lahedased 9,8 m/s2-le, voiks tegemist olla paigaloleku—
ga mingis Maa-ladhedases punktis); ning 2) lifti kiireneva
liikumisega kuskil tahtedevahelises ruumis, kus muude ke-
hade gravitatsiooniline kulgetdmme praktiliselt puudub ja

nimetatud kiirenduse saavad vabad kehad lifti enda vastas-
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suunalisest kiirendatud liikumisest, naiteks "liftiga" Uhen-

datud mootorite poolt arendatud veojSu toimel. Esimesel ju-

hul oleks tegemist inertsiaalsisteemiga,
milles on gravitatsioonivali,; tei-
sel juhul - gravitatsioonivalija puu -
du mi sel kiirenevalt liikuva mitteinert -
siaalse taustsiusteemiga. Ja jallegi

— kumb taustsusteem meil tegelikult on, see jaab ulalkir-
jeldatud liftisisestest vaatlustest ja modtmistest Kkindlaks
tegemata.

Niisiis, kullalt vaikeses ruumipiirkonnas ja kullalt
vaikese ajavahemiku jooksul ei ole inertsi— ja gra—
vitatsioonlndhtused tdepoolest lokaalselt eris-
tatavad . Ent kas on tingimata vaja piirduda Uksnes
selle eristamatuse nentimisega? Jaab ju nii inertsi— ja gra—
vitatsiooninahtuste sarnasus ikkagi slgavamalt seletamata, sa-
muti “"gravitatsioonimassi” ja "inertsusmassi" vOrdsus poh-

jendamata.

c) Ekvivalentsusprintsiibi Einsteini—péarase kasituse ko-
haselt on "Einsteini liftis" esinev inertsi— ja gravitatsi—
ooninadhtuste "sassiminek" uUlimalt loomulik. Kirjeldatud olu-
kordades on see lihtsalt jarelduseks silgavamast fuusikalisest
tunnetusest. Nil ajaliselt konstantses ja ruumiliselt homo-
geenses gravitatsioonivaljas paigalolevas jaigas taustsustee-
mis kui ka gravitatsioonivalja puudumisel Kiirenevalt liiku-
vas jaigas mitteinertsiaalses taustsiUsteemis naiteks peavad-

ki materiaalsed protsessid kulgema Uhesuguste seadusparasus-
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te jargi, mistftttu Uhee neist toimuvate nahtuste jalgimine
ei vOimalda kindlaks teha, kumma siUsteemiga on tegemist.
Markigem, et téanapaeval pole teada mingeid fakte, mis
kummutaksid ettekujutuse inertsi— ja gravltatsiooninahtus—
te samaolemuslikkusest. Vastupidi — peale ulalkirjelda-
tute tuntakse veel mitmeid teisigi n&htusi, kus inertsi—
ja gravitatsiooninahtuste samaolemuslikkus selgelt avaldub.
Nii on see naiteks kehade kaaluvuse, samuti kaalutuse ole-
kute ilmnemise puhul.X Et ekvivalentsusprintsiibi sugavam
tolgendus annab ka URT-le tervikuna sigavama ja ulatusli-
kuma sisu, selleski vOime veenduda edaspidises. Mis puutub
gravitatsioonivaljaga analoogilise "inertsivalja" ja selle
"allikate" olemasolu probleemi, siis on vdimalik leida ka
sellele probleemile loomulik ja vastuoluvaba lahendus.
Ekvivalentsusprintsiibi Einsteini—parase tolgenduse
kohaselt on taiesti loomulik seegi tdik, et "inertsus-" ja
"gravitatsioonimass" on vordsed. Sellega leiab nimetatud
eksperimentaalne fakt sugavama teoreetilise pdhjenduse.
A. Einstein ise on kirjutanud: "Vdimalus seletada inertsi
ja gravitatsiooni arvulist vOrdsust nende loomuse Uhtsuse
alusel annab uldrelatiivsusteooriale minu arvates sellise
eelise klassikalise mehaanika ettekujutuste ees, et ko&iki
raskusi, millega see teooria kohtub oma arenguteel, tuleb

nimetatud asjaolu kdrval tuhisteks lugeda"XX.

X Kehade kaaluvusest ja kaalutusest ning nende oleku-

tega seotud olulisest mdistest - kaalust - tuleb juttu
URT—le omases tolgenduses kaesoleva kursuse Ill peatukis.
“ E, lk. 45.



d) Et adista ekvivalentBusprintsilbi Einsteini—péarase
kasitase kriitika moningate pdhiargumentide alusetust, tu-
leb tahele panna, et inertsi— ja gravitatsiooninahtuste sa—
maolemuslikkus ei tédhenda kaugeltki seda, nagu peaksid uUhed
neist alati olema asendatavad teistega. Nagu hiljem tapse-
mast eritlusest n&eme, on inertsindhtused teatava Uuldisema
nadhtuste liigi Uks avaldumisvorme, "tbelised" gravitatsioo—
nindhtused - sama nahtuste liigi teistsugune avaldumis-
vorm. Need eri avaldumisvormid vfivad teatud olukordades
(kuid kaugeltki mitte alati!) teatavate tunnuste abil mui-
dugi ka eristatavad olla (naiteks vabade punktmasside tra-
jektooride suhteliste orientatsioonide abil). Kuid see ei
pruugi ju sugugi nende nahtuste samaolemuslikkusega vastu-
olus olla (elektrivalja eri tuupide puhul vdib ka vabade
proovilaengute trajektooridel erinev kuju olla).

Niisiis ei nbua ekvivalentsusprintsilbi Einsteini—pa-—
rane tdlgendus sugugi (nagu arvavad paljud kriitikud), et
"tbdelised" gravitatsioonindhtused oleksid alati imiteerita-
vad inertsindhtustega. Uldise mittehomogeense gravitatsioo-

nivalja puhul on see mdistagi vdimalik Uksnes lokaalselt

aegruumi I8pmata vaikestes piirkondades. Ent see l o -
kaalne véimalikkus realiseerub taiesti
totaalselt gravitatsioonivalja mistahes punk-

tis mistahes hetkel I6pmata luhikese ajavahemiku jooksul vaa-
deldud I8pmatult vaikeste ruumiliste médtmetega pdorlemisva—
balt langev lokaalne taustsusteem on juba tOepoolest taiesti
identne (mitte Uksnes lihtsalt sarnane) inertsiaalsusteemi-—

ga.



Olgu méargitud, et just viimane asjaolu pdhjendab am-
mendavalt alatist vdimalust vOtta igas aegruumi punktis
kasutusele nn. lokaalne inert siaal -
siUsteem. Nagu hiljem naeme, on sellel vdimalusel
pdhimdtteline tahtsus URT matemaatilise aparatuuri konst-

rueerimisel.

6. Uldrel&tiiYeua-
printsiip

a) URT teine pohiprintsiip — G ldrelatiiv -
susprintsiip — on samuti mitmetimdistmise ja
diskussioonide objekt.

Uldrelatiivsusprintsiibi sisuks on relatiivsusprint—
siibi Uldistamine mistahes taustsiusteemide ju-
hule. Osa teadlasi (naiteks V. Pok, A. Petrov jt.) peab
sellist uUldistamist vdimatuks ning koos sellega uldrela—
tiivsusprintsiipi sisutihjaks v6i koguni ebadigeks. Tei-
sed teadlased (naiteks L. Infeld, M. Sirokov, H.Keres jt.),
jargides A. Einsteini enda kasitust, on aga veendunud sel-

lise Uldistuse vajalikkuses, sisukuses ja korrektsuses.

b) Relatiivsus, millest on jutt rela-
tiivsusteoorias kui fuusikalises teoorias (nii ERT-s kui
URT-s), kujutab endast objektide ja ndhtuste ajalis—ruumi—
lise kirjeldamise uUhte aspekti. Seejuures on oluline ta-
hele panna, et nagu uldiseltki, nii on ka siin millegi re-
latiivsus lahutamatult seotud millegi absoluut-

susega.



Selgub, et vottes alueeke vahekorra tauetsiUsteemiga,
vOib kdiki flusikandhtusi ning neid iseloomustavaid suuru-
si jaotada kahte suurde ruhmat absoluutseteks ja relatiiv-
seteks. On aga selgeks saanud veel seegi tode, et selline
Jaotus ise on samuti relatiivne, sOltudes teadmiste aren-
gutasemest ja vaatekohast ndhtustele. (Absoluutne on siin
ainult see ik, et selline jaotamine Uldse printsipiaal-
selt voimalik on ning teatavat fulsikalist mdtet omab.)

Nahtusi ja suurusi nimetame siis relatiivseteks, kui
nende puhul on olemas teatav ajalis-mmm-in se  kirjelduse
tagapbhia muutmise vOimalus, ilma et see pohimdtteliselt
midagi muudaks.

Niisiis on meil relatiivsete ndhtuste ja suuruste pu-
hul alati tegemist teatava samavaarsete taust-
sisteemide hulgaga.

Juba klassikalises fulsikas oli hasti tuntud ruumi ho-
mogeensusest ja isotroopsusest tingitud ruumilise
asukoha jJa ruumi suundade relatiiv-
sus (“'geomeetriline relatiivsus'™), samuti aja homogeensu-
sest tingitud aj ahetke relatiivsus ('kronomeet-
riline relatiivsus™): kui silmas peame Uksnes nende mdis-
tete konkretiseerimist vaadeldavate objektide ja nahtuste
puhul, siis selles mottes pole Ukski taustsisteem teistest
pohimotteliselt eelistatum.

Klassikalise relatiivsusprintsiibi kohaselt on vahe-
malt mehaanikandhtuste valdkonnas ka ki iruse miis-
te relatiivne: mehaanikandhtuste Kkirjeldamisel pole  see-
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tottu Ukski inertsiaalsisteem teistest inertsiaalsisteemi-
dest pohimotteliselt eelistatun. Praktiliste kaalutluste
seisukohalt on eelistatumad inertsiaalststeemid muidugi
olemas, naiteks taevamehaanikas kujunes selliseks taustsis-
teem, milles taustkehaks on Paike ja kellaks planeetide
liikumine.

ERT tegi selgeks, et kiiruse mliste on relatiiv-
ne kdéigi flisikandhtuste valdkonnas: inertsiaalsis-
teemid on seega ko igi fulsikandhtuste suhtes (Ja
koigi loodusndhtuste suhtes Uldse) pohimotteliselt sama-
vaarsed. Samal ajal fikseeris aga ERT-gi mitmete absoluut-
sete suuruste olemasolu: valguse kiirus vaakumis c, sei-
sumass mQ jt. Absoluutseks jaab ERT raamides ka Kkiiren-
duse mbiste - selles mdttes, et erineva kiirendusega lii-
kuvad taustsUsteemid pole samavadrsetena kasitatavad.

(9)) Tanu ekvivalentsuspnntsiibile vdib aga asuda
tekohale, mille jargi kiidirenduski on kasita-
tav relatiivse suurusena.

Paneme tahele, et ekvivalentsusprintsiibi Uheks ta-
huks on just inertsiaalsete ja mitteinertsiaalsete taust-
sisteemide kdrvutamine ning nende samavairsuse konstatee-
rimine teatavate olukordade jaoks. Ekvivalentsusprintsil-
bist jareldub, et taustsiUsteemi Kiirendusest tingitud inert-
siefektid pole pShimbtteliselt eristatavad gravitatsiooni-
efektidest. TaustsiUsteemi kiirendus pole seega ka Uheselt
valjaloetav Uksnes slsteemisisestest vaatlustest ja moot-
mistest, samuti nagu inertsiaalsilsteemide kiirus. Selles

Vaa-



m&ttes on nudd kiidrus ja kiirendus analoogilised suurused,
seega molemad relatiivsed.

MBistagi pole &sjanimetatud analoogia taielik. Pangem
tahele, et kiirus ja kiirendus on relatiivsed er ine -
vatel abstraktsioonitasemetel.
Et mitteinertsiaalseid taustsisteeme eristab inertsiaalse—
test just inertsiefektide olemasolu (ja need on tdesti re-
aalsed efektid), siis saame kOiki taustsisteeme samavaar-
seteks lugeda Uksnes sellel abstraktsioonitasemel, mil ab-
straheerume juba gravitatsiooni- ning koos sellega ekviva-
lentsete inertsindhtuste konkreetsest olemasolust voi puu-
dumisest. Teisiti samavaarsust moistagi olla ei saa. Ent
samal ajal on ikkagi oluliseks toeks see, et teata -
val abstraktsioonitasemel voime
siiski lugeda kdiki taustsisteeme sama -
vaarseteks, soltumata nende Kkiirendusest. Ja
siit avanebki vdimalus Uldrelatiivsusprintsiibi formuleeri-
miseks.

Sooviga r6hutada just Glaltoodud printsipiaalselt
tahtsaid asjaolusid, andkem siin U l1ldrelat'div -
susprintsiip moneti ebaharilikus sfnastuses:x

Sellisel abstraktsioonitasemel. mil  gravitatsiooni -
nahtuste . nendega ekvivalentsete inertslnahtuste oie™»s-

X _ Vordluseks formuleerigem analoogiliselt ka er i -
relatiivsusprintsiip :

_ . Sellisel abstraktsioonitasemel, mil fulsikanahtuste
kirjeldamisel takse pohimottelise tahtsusega asjaoluks
Just_inertsindhtuste olemasolu_voi puudumist ning kOIKi tei-
si nahtusi vOetakse arvesse taiendavalt, on fulsikanahtus-
te kirjeldamiseks kdik inertsiaalsisteemid samavaarsed.

-5 -



olu vO8i puudumist ei peeta pShimbttelise tdhtsusega asja-
oluks ning neid nahtusi vdetakse arvesse taiendavalt« on

fluusikandhtuse kirjeldamiseks kolk taustsisteemid sama-

vaarsed .

d) Kdigi taustsisteemide samavadrsuse sisuliseks ga-
ranteerimiseks nduab Uldrelatiivsusprintsiip fulsika sea-
duste sellist formuleerimist, et need oleksid raken -
datavad mistahes taustsistee -
mis  ja vajaduse korral voimaldaksid kirjeldada ka gra-
vitatsiooni- vOi nendega ekvivalentseid inertsiefekte. B~
relikult peaksid sellistes mistahes taustsiUsteemide jaoks
kehtivates fuusika vOrrandites olema ka teatavad uued
fiousikalised suurused, mis iseloo-
mustaksid gravitatsiooni- ja inertsinahtusi. Nagu edaspi-
di ndeme, saavutatakse nimetatud eesmargid fllsika VvOr-
randitele Ul dkovariantse Kuju and-
mise teel.

Et Uldrelatiivsusprintsiip plstitab taiesti uuelaa-
dilised eesmargid flusika vorrandite formuleerimisel, sel-
les seisnebki nimetatud printsiibi suur heuristi -
line vaartus . Ta junaitab niiviisi teed, kui-
das fuusika vorrandeid sisukamal kujul Kirja panna.

Tanu Uldrelatiivsusprintsiibile on leitud ka vaate-
koht, millelt vaadatuna mitteinertsiaalsed slsteemid pole
enam "mittesoovitavad” ja "ebadiged”, liUhidalt - inert-
siaalsUsteemidest halvemad. Sellised susteemid on  konk-

reetsetes Ulesannetes Usna tavalised ning nende ja inert-
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siaalsUsteemide samavaarse kasitlemise vdimalus on seetdt-
tu vidga tahtis. Teooria, mis viimaldab sellist samavadrset

kasitlemist, on nii klassikalise mahaanika kui ka erirela-
tiivsusteooria loomulik Uldistus korgemal abstraktsioonita-
semel ning see asjaolu Oigustab ka nimetust Uldre-

latiivsusteooria.

Qe Seoe gravitatsiooni ja
aegruumi omaduste vahel
a) Pidades silmas uUldrelatiivsusprintsiipi ja ekvi-
valentsusprintsiipi, analUusigem niid jargmist mottelist
katset, X
Olgu meil joonestatud mingile kettale teatav hulk kont-
sentrilisi, kuid erineva diameetriga ringjooni, naiteks <%,
jre. @oonis 19). Kui see ketas on mingis inert-
siaalsisteemls paigal, siis on ta ise sanuti teatav inert-
siaalsusteem ning kdigi ringjoonte punktid on Uksteise suh-

Joonis 19.

x Vt. E, Ik. 46} samuti EI, Ik. 168.
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tee paigal. MoGtes vaadeldavas inertsiaalsisteemis KQring-
joonte ,00 , , --- pikkuste ~ *"S » A Fee
suhet diameetritesse oy ,c$ , , --- , saame koigi ring-

joonte puhul eukleidllise geomeetria tuntud seose

®~=§t =" ="""=T a 9*p
Et teatava kindla inertsiaalsisteemi kogu ulatuses aeg kul-
geb taiesti Uhesuguselt, siis ka mingi kahe kindla sindmuse

vaheline ajavahemik on kdikidel ringjoontel sama:

A< - - *th3 = eee &4 a 9.2

Edasi vaadelgem olukorda, kus asjavaadeldud ketas poor-
leb imber telje O teatava nurkkiirusega (O inertsiaal-
siisteemi suhtes. Nulud kujutab see ketas endast mitte-
inertsiaalset taustsisteemi K . Erinevate diameetritega
ringjoonte punktid liiguvad inertsiaalsisteemi suhtes erine-

vate Joonkiirustega , - 3, ... , kuejuurea

~ 1< No3< L. X 9.3)

Vastavalt ERT-st tuntud pikkuste kontraktsiooni valemile
avalduvad nitud ringjoonte pikkused jargmiselt:

10 Yl ycs ]
<= @*W_ «2&1

=gy ]

/—— (1 9%%)
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s. t. erinevate diameetritega ringjoonte pikkused on erine-

vad :

(?2>72>7> e {d 9.5

Et diameetrid ... on risti liikunise si-
higa, siis nende pikkus inertsiaalsiisteemi K suhtes ei
muutu. Seoste (I 9.1), (1 9.4) Ja (1 9*5) pdhjal saame mit-
teinertsiaalses sisteemis K olevate ringjoonte pikkuste
ja diameetrite suhete jaoks jargmise vOrratuste jada:

$ Q §

Aja relativistliku dilatatsiooni tottu kulgeb aeg erinevate

kiirustega liikuvatel ringjoontel erinevalt:

A-to
i/ TTOW
y Ucz
ao.n
Siis saame jargmise vOrratuste jada:
Ato< Atr, <~ <~ < . @G 9.9

Nii ndeme, et mitteinertsiaalses
taustsiusteemis on inertsiaalsisteemiga VvOr-
reldes aegruumi omadused teistsu-
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gunsBed : el kehti enam eukleidilise geomeetria tuntua
seos (I 9.1) ja aegki kulgeb asinkroonselt. Et vastavalt
uldrelatiivsusprintsiibile on mitteinertsiaalsed taust-
sUsteemid samuti "lubatavad” taustsisteemid, siis peame
neid aegruumi uuelaadilisi omadusigi nuid "lubatavaiks' pi-
dama. See aga tahendab aegruumi omaduste slgavamat ja ava-
ranat tunnetamist.

Erinevalt tasasest ehk galilei-
lisest aegruumist, kus ruumi geomeetria
on kogu ulatuses eukleidiline ning aja kulg stinkroonse, ni-
metagem edaspidi mitteeukleidilise ruumi ja asunkroonse
ajaga aegruumi kdveraks aegruumiks. Mt
teeukleidilise geomeetriaga ruumi omaette nimetame lihtsalt
kdveraks ruumiks ning asunkroonset aega
VvOiks seeparast nimetada ka kdveraks ajaks.
(Olgu kohe rdhutatud, et kvalitatiivses mdttes on toodud
vaidetega oluliselt madaratletud ruumi, aja ja aegruumi
kdveruse teaduslik mbiste. Mingi piltlikult taju-
tava "'kdOverusega” siin dldjuhul tegemist pole.)

b) Korvutagem nuud &sjasaadud jareldusi ekvivalentsus-
printiibiga.

Seostest (1 9.4) ja (I 9.6) ndeme, et inertsiaalsis-
teemiga vorreldes erinevad meie poolt vaadeldud mitteinert-
siaalses taustsusteemis ruumi omadused eukleidilise ruumi
omadustest seda enam, mida suurem on joonkiirus — ,s. t.
mida tugevamalt avalduvad vaadeldavas ruumipunktis inert-
siefektid. Seostest (1 9.7) ja (1 9.8) jareldub analoogi-
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iiselt aja omaduste kohta mitteinertsiaalses taustsistee-
mis: aeg kulgeb seda aeglasemalt, mida tugevamad on inert-
siefektid.

Ekvivalentsusprintsiibi pohjal on inertsiefektid sa-
maolemuslikud gravitatsiooniefektidega. Niisiis peavad ka
gravitatsioonindhtused olema seoses aegruumi  omadustega:
mida tugevamad on gravitatsiooniefektid, seda mitteeuklei-
dilisem on ruumi geomeetria ning seda aeglasemalt kulgeb
aeg. Sellega on uUlalvaadeldud motteline katse meid juhti-
nud URT kdige olulisema pohipostulaadini - tdeni, mil-
le Gigsust URT kogu oma olemasoluga on Kinnitanud:

Aegruum on uldjuhul kéver« Gravitatsioonivali kui rea-
liteet avaldub selle kdvera aegruumi ob.iektiivsetes oma-

dustes,

(9] Eespool juba rohutasime, et ettekujutused aegruu-
mi omadustest sOltuvad loodusteaduste uurimistasemest ja
muutuvad seega teaduse arenedes.

Klassikalises fulusikas V5is
vaadelda ruumi ja aega lahus. Ruumi ainuvoimaliku ja ab-
soluutselt tépse teooriana kfisitati e ukleidili st
geomeetriat . Eukleidilise geomeetria kohaselt
on ruum homogeenne (kdik ruumipunktid on samavaarsed) ja
Isotroopne (koik ruumi suunad on samavadrsed). Aega kasi-
tati samuti absoluutselt homogeensena, s. t. sellisena,mis
kulgeb koikjal taiesti Uhtemoodi. Ehkki konkreetsetes fui-
sikaprobleemides vaadeldi klassikalises filsikaski faktili-
selt Uksnes relatiivset ruumi (s. t. ruumi, milles asuko-
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ha mdaramiseks valitakse teatav kindel taustkeha) ning Uks-
nes relatiivset aega (s- t. aega, mille hetki mé&arab teatav
kindel kell), omistati objektiivne sisu ka absoluutse ruumi
ja absoluutse aja moistetele.

E R T Jjargi on ruum samuti eukleidiline ja aeg homo-
geenne. ERT likvideerib juba absoluutse ruumi ja absoluutse
aja moisted ning tdestab vajaduse vaadelda aega ja ruumi
Uhe tervikuna - aegruumina . Ent, nagu juba mar-
gitud, ERT jargi on aja ja ruumi struktuur antud inertsiaal-
stisteemi kogu ulatuses ikkagi uUhesugune. Selles mdttes on
ERT-s aja ja ruumi absoluutsus omaette asendunud aegruumi
kui terviku absoluutsusega. Ka piirdub ERT rakendatavus Uks-
nes inertslaalsisteemidega.

Asja veendusime, et URT tiahendab jarjekordset
uut etappi ruumi ja aja omaduste sigavamas tun-
netamises. Naeme, et uldjuhul, s. t. mittehomogeenselt ja
anisotroopselt ilmnevate gravitatsiooni- vOi Inertsiefekti-
de olemasolu korral pole aegruum ise tegelikult ei homogeen-
ne ega isotroopne (erijuhtudel, kuid Uksnes erijuhtudel* v6ib
aegruum muidugi niisugune olla ning ligikaudselt homogeen-
se ja isotroopsena vOib seda ka, nagu hiljem selgub, palju-
de probleemide puhul vaadelda). Uldjuhulise kdvera aegruumi
kui 4-md6tmelise ruumi tarvis on seega vaja uut ruumidpe-
tust. A. Einstein leidis siin geniaalse lahenduse: ta tegi
kindlaks, et selliseks uueks ruumidpetuseks sobib suurepa-
raselt juba méddunud sajandil matemaatikute poolt loodud ja

arendatud n-moodotmeliste mitteeuk-



leidiliste ruumide geomeetria,
tapsemalt nn* Rlemanni geomeetria kui Uks sellise uldista-
tud geomeetria harusid«

Nii on URT loomisega eriti selgeks saanud g e o -
meetria kui varem puhtmatemaatiiiseks ja puhtdeduk-
tiivseks peetud distsipliini orgaaniline seos
flUlUsikaga . Eukleidilist geomeetriat, kuigi see
erakordselt hasti kirjeldab reaalse flulsikalise ruumi oma-
dusi (nagu hiljem ndeme, kinnitab seda ka URT), ei saa nme
enam kuidagi pidada ainuvdimalikuks ja absoluutseks ruumi-
teooriaks. Tuleb mdonda, et eukleidiline geomeetria Uldis-
tab teatavate moistete harmoonilise ja taiusliku deduktiiv-
se slsteemi naol Uksnes piiratud kogemust ruumist ja nimelt
sellist, mis on saadud jaikadeks peetud ja seejuures kosmi-
lises mottes yaikeste kehade ruumiliste omaduste ning mitte
eriti ulatuslike valgussirgete uurimisel. Pole midagi imes-
tada, kui selline kogemus osutub teatavates uutes olukorda-
des piiratuks.

d) Sellega I0petagem kaéesoleva loengukursuse 1 peatikk.
Piudsime selles analiiusida fulsika moningaid pohilisi mois-
teid, mis on URT-s eriti olulised ja mille kasitust URT amalt
poolt sivendab (ruum, aeg, taustkeha, koordinaatsiusteem,
taustsisteem, gravitatsioon, inerts, mass, gravitatsiooniva-
li, ndhtuste ja suuruste relatiivsus), madratlesime URT ko-
ha fulUsikateooriate sUsteemis nii gravitatsiooni klassika-
list Newtoni teooriat kui ka ERT-d Uldistava ja edasiaren-
dava teocoriana, fomuleerisime URT fundamentaalsed fliusika-
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lised printsiibid Ja pdhjendasime URT olemust niidisaegse
kdige Uldisema aegruumi teooriana. Edasine slgavam ja de-
tailsem tutvumine URT-ga pole enam moeldav vastava mate-
maatilise keele omandamiseta. Selle juurde jargmises pea-
tikis asumegi.

Olgu siinkohal veel margitud, et eespooltoodu pole
muidugi ainuvimalik tee ladhenemiseks URT fuisikalise si-
su esitamisele. Kirjandusest voime leida paljusid erine-
vaid kasitlusaspekte, millega oleks hea ka tutvuda.1 Vagu
eespool vihjeid tehtud, on seejuures olemas selliseidki
kasitlusi, mis ignoreerivad ekvivalentsusprintsiibi ja tiid
relatiivsusprintsiibi osa kdnesolevas teoorias. Sel juhul
voetakse aluseks tavaliselt postulaat, et gravitatsiooni-
vali avaldub aegruumi kdveruses ja on kirjeldatav aegruu-
mi meetrikaga (viimasest mdistest tuleb meil juttu jarg-
mises peatilkis). Sellele lisatakse hipotees véaljavOrran-
dite kuju kohta. Seostamaks omavahel URT-d ja ERT-d on
kolmandaks ikkagi vaja ka postulaati, et 1igas aegruumi
punktis on kasutatav lokaalne inertsiaalsisteem (nagu na-
gime, avaldub selles faktis tegelikult ekvivalentsus-
printsiip). Matemaatilisest aspektist vaadatuna uut teoo-
riat niiviisi ei saada, kull on aga erinevusi mdningate
arvutustulemuste tolgendamises. URT on niid lihtsalt — si-
suvaesem. Mdnikord seda nimetataksegi Uksnes "'ruumi, aja
ja gravitatsiooni teooriaks".XX

X MBningate esialgseks tutvumiseks rohkem vBi véhem

sobivate URT Opikute ja monograafiate, samuti kasulike
ggl:i\grteadusll e raamatute nimistu on &ra toodud &ppevahen-
i I6pus.

3 Vt. naiteks kirjanduse nimistus toodud V. Foki raa-
matu pealkirja.
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Il. KUVESA d-mMthELISE RUGMI TENb5O0 H-
ARVUTUSE PiHIMSISTEID JA P®HI1-
VALEMEID

1. KOverjoonelised koordinaadlstikud
Ja lokaalsed reeparid

a) Tuletagem veelkord meelde moningaid todesid tavali-
se eukleidilise ruumi, s. t. eukleidilise 3 -
ruumi puhult.

Nagu juba margitud, on siin eeliskoordinaadlstikuks
Cartesiuse ristkoordinaadistik (vt. joonis 8). Valjavalitud
kindlas koordInaadlstikus iseloomustavad ruumi iga punkti 3
arvu - 3 koordinaatis X, y, z. Teatavasti v0ib aga kind-
la ristkoordinaadistiku fikseerimiseks kasutada ka ortogo-
naalsete Uhikvektorite kolmikut (triaadi), kusjuures iga
vektor méarab tUhe koordinaattelje suuna. Niud dtleme, et
meie ristkoordinaadistik on Tfikseeritud ortonor -
meeritud baasi ehk reeperiga.

Kompaktsema kirjutusviisi saavutamise huvides valime
edaspidi Cartesiuse ristkoordinaatide tihisteks * , jf* ja
f  ning vastavaid baasvektoreid tihistame €* , £* ja

(joonis 20). Baasvektorite ortonormeerituse tingimused
on nuld kirja pandavad seostenax

X_NBF Sun Ja edaspidi tahistab |ga ladina tih
|ndek5|na & b, —-., K, 1, ..., s, t, _..) kolme arwus 8



kos FS on Kroneckeri stimbol.

Mistahes vektori, mis on vastavasse seatad mingile fll-
sikalisele v3i geomeetrilisele suarusele eakleidili- s 3-rua-
mis, vSime esitada baasvektorite Ilneaarkombinatsioonina

(\B! Sinstelni summeerimisreegelf)
#H=+*? ar 1.2

kus t S on vektori komponendid. Seejuures avaldab punkti P
kohavektor kajal

(n 1.3)

2, 3. Ig& k r e e ka _taht indeksina (< ,B

@ .r",..,) V3ib edaspidi omandada neli vaartust 1, 2, 3, 4
(voi O) Samuti vdtame kasutusele Einete i nl sanm-
meerimisreegli : kui ukslukmena kirjutatud
avaldises esineb kaks korda_ indeksina Uks ja sam siis

tahendab see summeerimist Ule selle indeksi k&kv&Lmallke vaar-
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Infinitesimaalse (I0pmata vaikese) ruumilise nihke jaoks
saame
<Jr=ctfss . 1.9
TCata punkti vahelise Inflnitesimaalse kauguse ruutu voime
nitld arvutada kui nihkevektori dr normi
(dif= drdr=dfr¥df% =dfrjffy, =d ftctf. a1 1.5

Paneme tahele, et kasutasime siin ka valemit (Il 1*1)* Saa-
dud tulemus pole muud kui infinitesimaalne analoog tavalise-

le kauguste maaramise valemile (1 2*1):

(ef= &I&HT. tn 1.6)
(Oleme siin kasutanud flmbertdhlstusi ja Einsteini summeeri-
miskokkulepet, seejuures )

Edaspidi nimetame infinitesimaalse kauguse ruudu aval-
dist meetriliseks vormiks, sest sel-
les kajastub pikkuste maaramise iseloom vaadeldavas ruumis.
Valem (Il 1.5) naiteks informeerib meidy et eukleidilises 3-
ruumis on Cartesiuse ristkoordinaatldel vahetu meetriline md-
te (vt. 1, 2, g)x.

b) Jargides puhtmatemaatilist rada, vOib eelmises
punktis esitatud valemeid rakendada ka kdrgemal abstraktsi-
oonitaserel, nimelt n-mO0Otmelise euklei-
dilise ruumi puhul. Sel juhul on tegemist abst-
raktse ruumiga, milles kehtivad kdik eespool toodud seosed,
kuid tegemist on n sOltumatu baasvektoriga ja indeksid v6i-

X Selline kirjutusviis tahendab 1 peatiki 2. punkti ala-
punkti g . Edaspidi kasutame analoogilist viitamismoodust.

ala-



vad seetdttu omandada mitte Uksnes kolm, vaid n véartust.

n-mO0tmelistest eukleidilisteet ruumidest on  filsika
Jaoks olulisim eukleidiline 4-ruum.0On
hasti teada, et ERT-s vOib niisugust matemaatilist ruumi s
da vastavusse reaalsele aegruumile, mis ise on  tegelikult
pseudoeukleidiline.X Selleks on Uksnes vaja kasutusele vot-
ta nn. imaginaarne ajakoordinaat

ar 1.y
Rakendades nutd eespool kasutatud Umbertdhistusi ruumiliste
Cartesiuse ristkoordinaatide j aoks (% Y»/*» Z*f3\ voi-
me intervalli avaldise (I 3.1) teisendada kujule, mis on

taiesti analoogiline valemiga (11 1.6):
(st=AT*AT. (ii 1.8)
Ka aegruumi juhul vOib kindla  “ristkoordinaadistiku™

- cn )’ |53 o N -

a ./, Ja j * fFikseerimiseks kasutada ortogonaal-
eeid Uhikvektoreid, s. t. ortogonaalset baasi ehk reeperit.
NUlUd on tegemist vektorite nelikuga (tetraadiga): ,

<§ Ja 1 * Baasvektorite ortonormeerituse tingimus oman-
dab kuju
Of . a1 1.9
Mistahes 4-vektor (tiéhistagem selle siin tinglikult V' ) on
esitatav nende baasvektorite lineaarkombinatsioonina
\Y/ 1 1.10)

kus V* on 4-vektori komponendid. 4-mddtmeline kohavektor
$ avaldub kujul

X Vt. naiteks K-1, 1Ik. 86.
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H  1-11)
ning 4-md0tmeline "nihe"
¢/ S~c/f's, . (1X1.12)

Infinitesimaalse "kauguse', s. t. intervalli ruudu voime

nuid valja arvutada analoogiliselt valemile (Il 1.5):
dsANdfuU fx. an 1.13)

Haeme, et ERT-s vOib kasutada aegruumi puhul samuti koordi-
naate, millel on vahetu meetriline mbte.

e Mistahes dimensiooniga kdveras ruumis
ole koordinaatidel uldjuhul enam vahetut meetrilist mdtet.
Koveral pinnal, s. t. 2-m6otmelises kdveras ruumis (nait.ke-
rapinnal) el saa teatavasti votta kasuxusele Cartesiuse rist-
koordinaate. Kdvera pinna geomeetria saab aga lUles ehitada
koverjooneliste koordinaatide abil, valides pinnal koordi-
naat joonteks kaks meelevaldset, kuid soltumatut kdverate psav
ve (naiteks kerapinnal meridiaanid ja paralleelid). Mistahes
punkt pinnal on niiid jallegi Iseloomustatav kahe arvuga JC1
ja Q" (oonis 21). Kuid muidugi ei mddda koordinaatide
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erinevus piki koordinaatjooni niud Gldjuhul enam pikkust
Qrdl. 1, 2, g). Haiteks geomeetriliste pikkuskraadide eri-
nevus piki mingit paralleeli ei iseloonusta vahetult ruu-
milist kaugust vaadeldavate punktide vahel.

Ka kdveras 3-ruumis vOi 4-ruumis osutub voimalikuks
kirjeldada asukohti kOverjoonelise koordinaadistiku abil,
kusjuures koordinaatjoonteks on vastavalt kolm voi  neli

soltumatut koordinaatjoonte parve.

d) Vaadelgem niid kdverjoonelisi koordinaadistikke
kdveras 4-ruumis, mis kujutab endast k-
verat aegruumi.

Vaetavalt ekvivalentsusprintsiibile on aegruumi mis-
tahes punkthetkel alati realiseeritav lokaalne inertsi-
aalsiusteem (vt. I, 7, d). See aga tdhendab, et ERT on ra-
kendatav ka kdvera aegruumi iga punkthetke infinitesimaal-
ses Umbruses. ITiisiie vOib sellises infinitesimaalses ula-
tuses eukleidiline 4-ruum alati olla
n-6. puuteruumiks aegruumile kui kdverale
4-ruumile (nii nagu teatava kindla punkti infinitesimaal-
ses Umbruses on tasapind kdvera pinna puutepizmaks) .

Eukleldilises puuteruumis on mdistagi sisseviidavad
Cartesiuse ristkoordinaadid PoOrdteisendust omava
teisendusega

(111-14)

vOib neilt ristkoordinaatidelt alati Ule minna sellistele
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kdverjoonelletele koordinaatidele X » mille koordinaat-
Jooned Uhtivad kdnesolevas infinitesimaalses ulatuses vaa-
deldava kdvera 4-ruumi koordinaatjoontega. Nii voib  tol-
gendada valemit (Il 1.14) kui lokaalset seost
puuteruumi Cartesiuse ristkoordinaatide ja kdvera ruumi
kdverjooneliste koordinaatide vahel. Edasi voib selle lo-
kaalse seose abil uurida kdvera ruumi kéverjoonelise koor-
dinaadistik omadusi.

e Votkem koigepealt vaatluse alla puuteruumi l18bivad

koéverjoonelise koordinaadistiku koordinaatjoo-
n ed. Teatavasti muutub piki X -koordinaatjoont iksnes an-
tud koordinaat X , «krua kdik teised koordinaadid saili-
tavad konstantse véaartuse. Kui avaldame puuteruumis infi-
niteeimaalse nihke piki  JC-koordinaatjoont d$ - )
siis soltub ka see Uksnes ihest koordinaadist JC" . Siit
vOime arwvutada nimetatud koordinaatjoone puutuj a -
vektori

[ | (n1.15)
Edasi vaadelgem kdverjoonelise koordinaadistiku
koordinaathiuperpindu . Teatavasti sii-
litab koordinaatpinna puhul alati Uks koordinaat konstant-
se vaartuse (rait. (QC¥=3Cf} const.), kuna
teised koordinaadid Uldjuhul muutuvad. Nuldd vBime arvutada
puuteruumis  Jf-koordInaathiperpinna normaal i -
vektori kui teatava 4-mOdtmelise gradientvektoriX

X V. nait. ka K-11, k. 13.
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Niisiis on meil kdvera 4-ruumi igas punktis voimalik
defineerida kaks kdverjoonellste koordinaatidega seotud
vektorite nelikut. Uldjuhul need nelikud ei ihti, samuti on
nad erinevad kdvera ruumi eri punktide jaoks. Kuid ilmselt
voib kumbagi nelikut edasises valida lokaalseks
reeperiks, avaldamaks nditeks 4-vektoreid kui
kdvera ruumi suurusi. Sellega saab korvatud kdvera ruumi
“puudus’, mis avaldub sellise Uldkehtiva ja kogu ruumi jaoks
Uhtse konstantse reeperi puudumises, nagu on tasase ruumi
Cartesiuse koordinaadistikku maarav ortonormeeritud reeper.

Koordinaatjoonte puutujavektoritega mdaratud reeperit

(M nimetagem edaspidi pShireeperiks ehk
pohibaasiks ning koordinaathiperpindade normaa—
livektoritega mdaratud reeperit @]4 - kaasree-

periks.

1)) Ehkki pdhireeper ja kaasreeper ei Uhti, Uksteisest
sOltumatud nad mdistagi pole (meil on ju tegemist  ikkagi
4-me6tmelise ruumiga, s. t. Uksnes nelja soltumatu koordi-
niatjoonte parvega). Uhe lokaalse reeperi vektoreid vdib
aleti avaldada teise reeperi vektorite abil:

- 1 1.179)

(11 1.18)

Suurused on siin defineeritud kui kaasbaasil avalda-
tud pbhibaasi vektorite komponendid ning kui pdhibaa—

sil avaldatud kaasbaasi vektorite komponendid.



Lahtudes valemitest (11 1.15-16) ja arvestades ka
seost (Il 1.9)» vSime arwtada, et

® bfr "nf Tbff "
Nii jouame seoseni
e, e'= . 1o

Valemite (M 1.17-18) arvestamisel jareldub siit veel oea-
korda

K = (111.20)

Seoseid (11 1.19-20) voib vaadelda vorranditena <8 ja
N arvutamiseks etteantud suurustest (Oi
ka vastupidi).

Valemite (Il 1.17-19) pohjal voime leida ka seosed

(ni.21)
<8 <B~- . an 1.2
Q) KSvera 4-ruumi mingist punktist arvutatud meele-

valdne infinitesimaalne nihe avaldub selle punkti juurde
kuuluvas puuteruumis valemina (Il 1.12). Arwtades tei-
eendusvalemitest (11 1.14) taisdiferentsiaalid Ja
kasutades seejarel valemit (Il 1.15), saame mainitud in-
finitesimaalse nihke esitada kdvera ruumi lokaalsel pohi-
reeperil
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dS = MdxiStf=dx*®, . n 1.23)

Huud voib kdvera 4-ruuni infinitesiaaalee intervalli ruu-
du, B. T kdvera 4-ruumi meetrili-
se vormi avaldada selles ruumiB endas sisseYii-

dud kdverjoonellste koordinaatide kaudu:
(dsf=die* & dx*£, = B<& dccMIX't .
Valemi (11 1.21) pthjal jareldub siit
fedsf- ¢/ xX*d*q A1 1.29

Et vOrduse (Il 1.21) vasemal poolel korrutis ei ole-

ne tegurite jarjekorrast, siis jareldub siit suuruste

tahtis omadus - stimeetrilisus indeksites
- (1 1»25)
h) Suurused , mille mdningaid pohiomadusi ja

-seoseid asja tundma OppisimexF on kdvera ruumi  erineva-
tes punktides uldjuhul erinevad. Vastavuses valemiga
(11 1.21) muutuvad nad punktist punkti nagu kdvera ruumi
lokaalsed reeperidki. Seega on suurused TIhm,} punk-
tide koordinaatide funktsioonid:

| m i "26>
Valemist (11 1.24) ndeme, et suurused madravad

_X Uksikasjalikum tutvumine suurustega 9™ , nende
toelise nimetusega, nende omadustega, nendefe esktatavate
matemaatiliste ja fllsikaliste nduetega jne. saab voima-
likuks alles meie loengukursuse mitme peatiki ullatuses.
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\
kévera ruumi igas punktis intervalli, s. t. "kauguse" m88t-
mise eeskirja. Kuna (¢/Sj*"on iga punkti juurde kuuluvas puu-
teruumiB invariantne suurus, siis ei sSItu ta sanuti kSvera
4-ruumi konkreetsest koverjoonelisest koordinaadistikust,
vaid iseloomustab kSvera 4-ruumi enda omadusi» SeetSttu on
ilmselt ka suurustel fundamentaalne osatéhtsus k$vera
ruumi omaduste kirjeldajaina. Sellises rollis me neid suu-
rusi kaéesolevas loengukursuses kdsitamegi. Samas paneme aga
ka kohe tadhele, et suuruste konkreetne  kuju sSltub
ilmselt samuti kdverjoonelise koordinaadistiku konkreetsest
valikust ruumis. Selline suuruste “'kahepalgeline’ ise-
loom on aluseks URT mitmele iseparale, sealhulgas eriparas-
tele raskustele arvutustulemuste fuilsikalisel tOlgendamisel.

) Paneme tdhele, et siin ja edaspidi vbib eukleidi-
list 4-ruumi alati kasitada kui Uldjuhuliselt kSvera 4-ruu-
mi erijuhtu. Ortonormeeritud reeper on lokaalsete ree-
perite ja kokkulangev erijuht. Cartesiuse 'rist-

koordinaadid” [ on (ldiste koordinaatide CC erijuht.
Meetriline vorm (11 1.13) on meetrilise vormi (11 1.24) exi-
jJuht, kui ainult on tdidetud tingimus

a1 1.27)

Muidugi on siin ja edaspidi erijuhuna kisitatav ka 3-
ruumi juht - nii kSvera kui ka eukleidilise ruumi  puhul
(kui pole spetsiaalselt fikseeritud ruumi dimensioon ja <el-
lega seotud eriparad). Selle juhu jaoks tuleb vaid formaal-
selt asendada kreeka indeksid ladina indeksitega. Uldse v5lb
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kOiki kéesoleras peatikis kasitletavaid sourasi, valemeid,
seoseid jne. vaadelda hoopis Uldisematena, nimelt GldJohu-
lise n-mO0tmelise ruumi juhu, seega ka naiteks 2-ruumi voi
koguni 5-ruumi jaoks kehtivatena. Et aga peaeesmargiks ol.
neil ikkagi aegruumi, s. t. 4-mO0tmelise kontiinumi Uldju-
huliste omaduste uurimine ja kirjeldamine, siis konkreet-
suse huvides raagime edasises alati ennekdike kdverast 4-
ruumist. luudele juhtudele juhime tahelepanu Uksnes vaja-

duse korral.

tulesandeid

1. Teha labi koigis detailides valemi (11 1.13) tule-
tamine.
2. Tuletada seosed (Il 1.21) ja (11 1.22).

2. Koordinaatteisendused
kdveras ruumis

a) Nii nagu tavalise 3-ruumi puhul vOib koordinaatsis-
teeme valida pohimdtteliselt 18pmata mitmel viisil (vt. ka
I, 2, e, nii Wib 4-md0tmelise ja tldjuhuliselt kbvera
ruumi puhul ruumi punktidele arvude hulki Ukslhesesse vas-
tavusse seada I0pmata mitmeti.z Kui aga vaadeldavas ruumi-
piirkonnas on antud kaks erinevat koordinaadistikku, nai-
teks Ja 813,8 Peab olema fikseeritav ka Uks-
Unene vastavus nende vahel, s. t. peavad olema antavad

z Juhime tahelepanu, et Uldjuhul on siin_tegemist kamp-
leksarrude hulkadega, sest kasutusel voivad olla ka imagi-
naarsed koordinaadid (vt. naiteks valem (Il 1.7)).

- 73 -



koordinaatide teisenemise valesid Uleminekuke Uheet koo™-
dinaadietikuet teise ja vastupidi:

X*=XNQzZ4XAX X T) al 2.1

a1 2.2)

Valemitega (Il 2.1-2) antud koordinaattei -
sendusteet on Uks teise poordteisendus. St
poordteisendus alati olemas oleks, selleks peavad teata-
vasti nullist erinema vaetavad funktsionaaldeterainandld
ehk Jakobiaanid:

a1 2.3)

b) Ruumi teatavas kindlas punktis mdaravad Uksteisest
erinevad koordinaadistikel ka Uksteisest erinevad
lokaalsed reeperid. Mistahes koordi-
naadistikel puhul vSime aga kasutada seoseid (11 1.15-16).

lii saame koordinaadistiku

Arvestades teisendusvalemit (11 2.2). vSime tuletist
vaadelda liitfunktsiooni tuletisena

Chi<J b f <X*
MXN'bX* BN e

Seega saame
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millest omakorda jareldub2
<dX> '
=XJ}11! . ar 2.9

Analoogilisel riisil saane tuletada seose eri  koordi-
naadistike kaasreeperlte vahel:

e',- CH 25)

Valemitega (11 2.4-5) on antud koordinaadistiku
lokaalsed reeperid koordinaadistiku jX”J lokaalsete reepe-
rite kaudu. V8ib muidugi panna kirja ka vastupidised seo-
sed:

rhXN
g, =-"7

<H 2.6)

g§'=2N <B"'. ar 2.7)

Vorrelgem veel teisendusvalemeid (11 2.4) ja (I 2.5
omavahel . Pangem tahele primiga tdhistatud koordinaatide,
sanuti summeerimisindeksite asukohta nii Uhes kui teises.
Oeldakse, et need teisendused on kontragredi -
entsed Uksteise suhtes.

Ulesandeid

1. Tuletada valem (11 2.5).

X Siin ja edaspidi tahistab komaga eraldatud indeks osa-
tuletist vaetava koordinaadi jargi.



2. Péhjendada ralemite (11 2.6-7) Kirjapanemist analoo-
gia pohjal seostega (11.2.4-5).

3. Tensori
moiste

a) Klassikalises fllsikas on teatarasti paljud fulUsi-
kalised suurused esitatavad rektorina eukleidili -
s e s 3-ruumis. Markisime, et selline 3 -rektor On
alati eeitatar baasrektorite lineaarkombinatsioonina Cd 12).
ERT-s osutub vajalikuks kasutusele rotta rektori mfiste ka
eukleidilises 4-ruumis. 4 -rektor on esitatar bea%
rektorite lineaarkombinatsioonina (Il 1.10). Vii klassika-
lises fulUsikas kui ka EBT-s leiab aga juba rakendamist rek-
tori mOistega analoogiline, kuid sellest keerukamn - t e n-
sor i miiste.

Huud tuleb meil rektori ja tensori miistetest radkida
kdvera 4-ruumi Juhul. Tegelikult me definee-
rime alljargneralt tensori mdiste reel Uldisemalt ja nimelt
kdrera n-mdodtmelise ruumi Juhul.
Vagu edasiees reendume, jouame sellega eukleidilise 3-ruumi
rektori mdiste Uldistuseni kolmes mottes: 1) eukleidilise
ruumi asemel on uldjuhul kérer ruum, 2) 3-m60tmelise ruumi
asemel on Uldjuhuline n-mddtmeline ruum ning 3) rektori miis-
te asemel on seda mdistet uldistar mdiste - tensor.

URT matemaatilise aparatuuri tuumaks ongi K6 rera
4-ruumi tensorarrutus. Eukleidilise
4-ruumi tensorarrutus kui ERT-s kasutatar matemaatiline apa-—

ratuurl on selle erijuht.
X Tt. naiteks K-11, Ik. 3 jj-



b) Pangea tdhele, et rektori »Siete puhul on fulsika
euhtee kdige olulisem tema omadue tervikuna mitte soltuda
koordinaadistiku valikuet. Teatavas kindlas eukleidilise
3-ruumi punktis ja teataval kindlal ajahetkel vOib esitada
mingit fulsikalist suurust kujutava vektori (naiteks aine-
punkti Kkiirusevektori) vaga mitmeti valitud Cartesiuse
ristkoordinaadistike baasvektorite lineaarkombinatsioonina.
Kotk sellised linea&rkombinatsioonid peavad aga ikkagi and-

ma sellesama vektori, s. t.

t =Tpes, = = eee, (v 3-D

kue & , 8, , $m, ... on erinevate Cartesiuse rlst-
koordinaadistike ortonormeerltud baasid.

Uldjuhuliselt kbveras ja n-mootmelises ruumis saab
vektoreid esitada kindlas ruumi punktis lokaalsete baas-
vektorite n-mO0tmeliste lineaarkombinatsioonidena. Soltu-
valt kahte sorti baaside olemasolust on seejuures kaks voi-
malust : kas esitue pohibaasil

Yy = =N gedr* .. (i 3.2
vOi esitus kaasbaasil

V= et~4* =

. a1 3.3)

kusjuures molemal juhul on ikkagi tegemist sama vektoriga,
s. L

1 3.4
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Hiisile ndeme, et rektor on ka tldjuhul defineeritud
kui baasvektoritest moodustatud, kuld koordinaatteisendns-
te (resp. baasi teisenduste) suhtes invariantne line -
aarne, s. t. 1. jarku algebraline vorm. Jargides
puhtmatemaatilist rada, vOib aga rektori Uldistusena mils-
tagi defineerida kdérgemat jJarku invari-
antseid algebralisi rorme. Selgub, et selliseid korgemat
jarku rorme saab samuti kasutada ning isegi peab kasutama
fulslkanahtuste kirjeldamisel ja flulsikaliste suuruste
maaratlemisel. Siit jouame tensori defi -
nit sioonini :

n-m00tmeljfie muai s-miat jarku tensor on matemsati-
line objekt, mis on esitatar n-md0tmelise ruumi  koordi-
naatteisenduste (resp-baasi teisenduste) suhtes invariant-

se s-ndat .laérku algebralise vorminal :

0]

Toodud valemis on suurused s-ndat jarku
tensori komponendid, seejuures indek-
site koguarv on s . Ule nende suuruste ilemiste indeksi-
te toimub summeerimine Ule vastava pohireeperi vektorite,
tule alumiste summeeritakse Ule vaetava kaasreeperl vekto-
rite. (Siit ndeme, et nlld ja edaspidi on indeksite asuko-

x Mark ® tdhistab tensorite nn. otsekorrutiet  kui
teatavat algebralist operatsiooni (vt. Jargmine punkt).
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hai pohimdtteline tdhendus!) Paneme reel ka tidhele, et ten-
sori komponendid TV - sbiturad muidugi  Uldjuhul  ka
koordinaatidest, kuivord tensori poolt esitatav fllsikaline
suurus on uldjuhul koordinaatide funktsioon, muutudes punk-
tist punkti ja kujutades teatavat " tensorival-

j a'" vaadeldavas ruumis:

rot. - X i 0lJ. 3.6)
(vurdl. ka 1, 6, ©).

(9)) Edasi vaadelgem tensorite liigitamist indeksite ar-
vu jargi.

7~(x*) = T"(ac*") . a1 3.7
See on faktiliselt skaalari definitsioon. Niisiis nademe, et

skaalar pole muud kui O-ndat jarku tensor.

Kuil s a 1, siis kas

= (1 3.8)

TN (X*)er = <B'm (ri 3.9)

Need valemid Uhtivad ju sisuliselt valemitega (Il 3.2) ja
(Il 3.3). Seega on vektor 1.jéarku tensor.
Siit ndemegi, et tensori mdiste sisaldab erijuhuna ka va-
remtuntud vektori mdiste.

Kui 8=2, eil8 kas
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T"(Xeiee, -- e, m 3>

T\r(x‘)en®ef . 7"r 6?7)e,® &’ ?

(11 3.11)
rr J'arfle f® ej.= T />X'f'ji8, '® er /
V8i
T~ (x"M)ef® er= ® e*'. w 3.12)
laed valemid eaitarad 2. J&a&rku tenaori . Siin

on juba tegemist baaerektoriteat mooduatatud 2. jérku, a. t
kbrgenat jarku algebralise Tormiga.
Muidugi rftib olla ka tenaoreid, mille puhul a> 2. Kui
B — 3, aiia on tegemiat 3. jJarku tenaoriga,
koi am 4, alia 4. jarku tenaoriga jre.
) Kisigem nuidd, kuidas teisenevad tensori komponendid
Uleminekul Uhest k&verjoonelisest koordinaadistikust teise?
Kasutagem definitsioonivalemi (11 3*5) puhul baasvek-
torite teisenemisvalemeid (11 2.4-5) (lihtauae huvides vaa-
delgem konkreetaelt 4. jarku tensorit):

TVjt e* ®® ®e f®

= o X' ®xIfer®*ter
Siit aaamez
<&=eB0® e r® 0.

_ _ X Margil ® on eriparane tahendua Uksnes '‘paksendatult’’
kirjutatud auuruata vahal; koordinaatide tuletiete, santi
tensori komponentide jaoka téhendab aee tavaliat korrutamist.
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Baasvektorite meelevaldsusest jareldub aga

r*?,,,. (n 3.13)

"Vanade" ja "'uute” koordinaatide siimmeetrilisust arvestades
vOime Kirjutada ka

Heid tensori komponentide teisenemisvalemeid voime nuid
miistagi rakendada mistahes-jargulise tensori puhul. Vaiteks
vektori jaoks saame valemist (11 3.14)

(11 3.15)

(11 3.16)

Et valemid (11 3.13-14) on Uheselt madratud definitsi-
oonivalemiga (11 3.5), siis vwdivad nad ka viimast asendada.
Nii peetakse eageli just neid valemeid tensori definitsioo-
niks. Seega vOib tensori mdistet ka jargmiselt mddratleda:

Kui n-mdStmelises ruumis matemaatiline db.lekt on  iga
(Uldiselt kdver.loorelise) koordinaatslUsteemi suhtes madra-
tud nB arwga 7N (s on indeksite arv) a kui
tleminekul Uhest koordinaatsisteemlst teise need arvud tei-
senevad eeskirjade (11 3.13-14) kohaselt, siis on need ar-
wvud s-ndat .larku tensori komponendid.

e Kui vordleme teisenemisvalemit (11 3.14) telsene-
misvalemiga (11 2.4), siis ndeme, et alumistes indeksites
teisenevad tensori komponendid p&hibaasi vektoritega K o -
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gredientselt, Ulemistes Indeksites aga -
kontragredlentselt . Siit tuletatakse

tensori eri liiki komponentide nimetused.
Tensori Uksnes alumiste indeksitega komponente nime-

tatakse kovariantseteke, Uksnes lle-
miste indeksitega komponente - kontravari -
antseteks. Kui esinevad nii alumised kui ka

Ulemised indeksid, siis on tegemist segakompo -
nentidega. 1. jarku tensori, s. t. vektori eri-
Juhul Oeldakse avaldise puhul, et vektor on esi-
tatud oma kovarlantsete komponentidega. Avaldises

on aga vektori kontravariantsed komponendid.

Uhe ja sama tensori ko- ja kontravariantsete kompo-
nentide vahel on alati kindlad seosed, mis tulenevad eri
liiki baasvektorlte seoeevalemitest (Il 1.17-18). \Oime
naiteks Kirjutada

£'V&e>&eJ®Res =4 el

Siit aga jareldub

at 3.179)
Hiisiis ndeme et suuruste abil saab indekseid "t5s-
ta'" ja suuruste abil "langetada’. Vektori puhul ndi-
teks
(1 3.18)
VoI
—IT- = a1 3.19)
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2. jarku tensori korariantsed komponendid araldurad kontra-
variantsete roi segakomponentide kaudu jargmiselt:

£ '"fc rv T*r 1 3.20)

Segakomponentide jaoks saame

ja kontrarariantsete jaoks

(11 3-22>

1)) PBhjendame nidd mSnede juba tuntud suuruste tensoa>
iseloomu.

Vaatleme naiteks koordinaatteisendust (Il 2.1). Arru-
tame siit "uute” koordinaatide taisdiferentsiaalid

</,qX«Q%T*2 £ £ ay«);* (n 3.23)

Haeme, et saadud ralem Uhtib taiesti uldjuhulise ralemiga
(1 3.15), kui raid seal rotta 7-~=cfcc** (n. rabain-
deksi TOime ju ralida meeleraldselt) ja | m=cfx*. viisile
on koordinaatide diferentsiaa-
lid Uhe rektori kontratarianteed komponendid. Selleks
rektoriks  on muidugi infinitesimaalse

nihke rektor. Siit selgub ka, miks koordinaa-
tide puhul tuleb indeksid kirjutada Ules. TSsi, mugaruse
kaalutlustest lahtudes kirjutatakse rahel konkreetsetes ar-
rutustes kokkuleppeliselt ka Xn oA dre.

Et meetriline rorm (dS) on inrariant, s. t.  O-ndat
jarku tensor, siis ralemi (11 1.24) pdhjal kehtib seos

- 83 -



(dsf=dx*dx* = dxr'dxy.

Kasutades niuid edasi valemit (11 3«23)v saame
a *=xM & O Cl1 3.24)

Niisiis on suurused Uhe 2. jarku tensori kova-
riant sed komponendid. Seda tensorit nimetatakse
meetriliseks tensoriks ehk Ffun-
damentaaltensoriks . Sellega olere siis
ka joudnud suuruste Q N tdelise nimetuseni.
Suurusi ja B seob valem (11 1.20) :

Valemi (11 3*21) pohjal vOib neid seoseid kdsitada kui lle-
minekut kovariantseteit komponentidelt segakomponentidele.

Niisiis on Kroneckeri sumbolid ” meetrilise tensori se-

gakomponendid . Tostes segakomponentides veel
Uhe indeksi, saame
mJt*
3 d" i
Jarelikult on suurused " meetrilise tensori kont-

ravariant sed komponendid.

Vaadeldes seoseid (11 1.20) indeksi S¢ 1iga fikseeritud
vaartuse puhul kui lineaarsete algebraliste vdrrandite sis-
teemi meetrilise tensori kontravariantsete komponentide g7
kui tundmatute jaoks, vOime vaetavalt uUldisele teooriale
kirjutada

.1 Nagu peatselt pohjendame, _on ka_suurused (¢**oma. in-
deksites simmeetrilised, nii et indeksite jarjekorda Vvoi

siin ja edaspidi vahetada nii kui ka gff*  punhul.
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Siin ja edaspidi tihistab  meetrilise tensori komponen-
tidest moodustatud determinant!

@5 (N3.26)
suurus Aun,(gjUY tihistab elemendile ™ X vaetavat algeb-
ralist taiendit determinandis * . Valemist (Il 3.25) ja-
reldub ka

f (113,27)

Q Juhime tdhelepanu asjaolule, et meetrilise tensori
komponendite teisenemisvalemit (Il 3.24) voib vahetult ka-
sutada meetrilise tensori kuju leidmiseks péarast Uleminekut
Uhest koordinaadistikust (Uldiselt kdverjoonelisest) teise.
Antud valemi puhul sobib valida lahtekoordinaatide  tdhis-
teks . Teades meetrilise tensori "vana" kuju (
samuti teisenemisvalemite (Il 2.1) konkreetset kuju, s. t.
seda, kuidas "vanad" koordinaadid (JC—Pr) avalduvad ''uute”
() kaudu, vBime parast osatuletiste arvutamist va-
lemi (11 3.24) pdhjal valja arvutada ka meetrilise tensori
""uue" kuju ( )-

Ulalkirjeldatud protseduuri vdib rakendada samuti euk-
leidilise ruumi erijuhul, nii 4- kui ka 3-ruumi puhul. Nagu
hiljem ndeme, on eellistel avaldistel markimistvaariv
praktiline tahtsus.

Kui 3-ruumi Cartesiuse ristkoordinaadid B avalduvad

kdverjooneliste Xe Kkaudu seostena



/YT*I 3D

eiie 3-m85tmelisena mOistetud tingimuse (Il 1.27) arvesta-
misel saame valemist (11 3*24)

3u-r,t <113-29)
tuleminekuks silindril!lstele koordinaatidele on teata-

vasti teisenemisvalemid
*=X 4CASX3f 1
X1SiHX3, vy (1 3.30)

J

Siit saame silindriliste koordinaatide jaoks

/'t 0o 0 )\
&= 0 1 o | (113-3)
\0 0 (*"//
Uleminekuks sfaarilistele koordinaatidele on raleeid
f 1=X10LX1CBX3,
f* = X*StILXZStIX3f ~ a1 3.32)
f 3=Jc'cfiSX*".

Siit saame

(11 3.33)
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Ulesandeid

1. Vottes tensori definitsiooniks teisendusvalemi
(1 3*13)» tuletada valem (11 3*5)*

2. Toestada, et P. Kardi konspekti "Erirelatiivsus-
teooria” Il (K-11) valemid (3.1) ja (3-2) on teisenemis-
valemi (11 3.14) erijuhud.

3. Tuletada maatriksi (11 3.31) kuju ning paima Kir-
ja eukleidilise 3-ruumi meetriline vorm silindriliste

koordinaatide puhul.

4. Tuletada maatriksi (11 3.33) kuju ning panna Kir-
ja eukleidilise 3-ruumi meetriline vorm sfaariliste koor-
dinaatide puhul.

4. Tensoralgebra
pohitehteid

a) Kéesolevas alapunktis maaratleme teneoralgebra
tihtsamad tehted. KOikide esitatavate lausete ja valemi-
te Oigsust vBib teisenemisvalemite (11 3.13-14) pohjal
tdestada. TOestuskiikude pdhiidee on kéikide juhtude jaoks
sama: eeldades lahtesuuruste tensorieeloomu, s. t. teise-
nemist eeskirjade (11 3.13-14) kohaselt, nadidatakse, et ka
tulemuseks saadavatel suurustel on tensoriseloom.

1° Sama jarku tensoreid v6ib liita ja la-
hutada :

A £B =C . Cil 4.1a)
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Liita ja lahutada tuleb samatiitbilisi vastavaid komponente.
Tulemuseks saadakse sama jérku tensori sama tuupi komponen-
did:

Ccn 4.1b)

2° s-ndat jérku tensorist ja t-ndat jarku tensorist
vOib moodustada (s+t)-ndat jarku tensori, korrutades esime-

se tensori iga komponendi teise tensori iga komponendiga:
BR fi. - . (1 4.28)

Nii saamegi tensorite nrn. o tsekorrutise :
A ®/B - G . (1 4.20)

3° s-ndat jarku tensorist vOib moodustada (s-2)-ndat
jarku tensori, vottes vordseks 2 ikskdik millist erineva
iseloomuga indeksit ja summeerides Ule nende koikvoimalike

vaartuste

A .. =& - (1 4.3)

Sellist tehet nimetatakse tensori koondami seks
(ka lUhendamiseks, ahendamiseks).

4°  Kui suurused ft... wvi CfDA" osutu-
vad s-ndat jarku tensori komponentideks ning ja C”™on
seejuures vektori komponendid, siis suurused 3a

Da3'fr.. on (s+1)-ndat jarku tensori komponendid.
5° Kui mingis kindlas koordinaatsusteemis teatava ten-
sori kOik komponendid on nullid, siis selle tensori koik

komponendid on nullid mistahes koordinaatsusteemis.
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b) Lahtudes tensoralgebra juba eespool toodad tehe-
test, roib saada operatsiooni« mida nimetatakse tensori-
te sisekorrutiseks. Selleks kombinee-

rime lauseid 2° ja 3°
=(?"m". . 1 4.9

Siit saama ka skalaarkorrutise ual -

distuse

Alr9.B* «.. " C. (1 4.5)
Erijuhuks on
A B>~AB =C. (11 4.6)
Vektori norm on defineeritud
6, Ax=C . 4.7
Kui
AL*B) "O (1 4.8)

siis Oeldakse, et rektorid on ortogonaalsed.

Tingimus
AA =0 (1 4.9
on aga rektori isotroopsuse tunnuseks.

o lgast s-ndat jarku tensorist vsib moodustada uue
s-ndat jarku tensori s iUmmetriseerimis e

operatsiooni teel

+AM ~ + mmm)m'  (114-10)
Summa lidkmed selles ralemis on saadud Uhte ja sama tlupi
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indeksite koikvdoimalike Umberpaigutuste tulemusena.

Kui

VA (114-1>
siis oOeldakse, et tensoron sUmmeetriline
neis indeksites. Tanu seosele (11 1.25) rahuldab seda seost
ka meetriline tensor.

VOib tdestada, et 2. jarku simmeetrilisel tensoril on
n-mO0tmellses ruumis n&~~  sdltumatut komponenti. See-
ga meetrilisel tensoril on 4-ruumis soltumatuid kom-
ponente 10, 3-ruumiB - 6, 2-ruumis, S, t. pinnal - 3.

Igast s-ndat jarku tensorist voib moodustada uue s+dat

jarku tensori kan alterneerimise operat-
siooni teel
neyf-) SR\ yt- 4.1

Summa litkmed selles valemis on saadud Uhte ja sama tudpi
indeksite kdikvdimalike Umberpaigutuste tulemusena, kuid
iga paarituarvulise permutatsiooni teel saadud liikme ees
on milnus.

Kui

- (M 4.13)

siison tensor antisummeetriline neis
indeksites. Antisimmeetriline on teatavasti3 elektromag-
netvalja tensor (\juj -

X ve. K-11, Ik, 182.
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VOib tlestada, et 2. jarku antistimmeetrilisel tenso-

ti. Ka siit niisiis jareldub, et elektromagnetvalja ten-
soril on 4-ruumis 6 sOltumatut komponenti.

Rohutagem 18puks, et tensorite stmmeetrilisus roi an-
tistameetrilisus on nende invariantsed omadused.

Ulesandeid

1. Toestada arvutustega laused 1° - 5°%

2. Arwtada nii 4-, 3- kui ka 2-ruumis skaalarivar-
tus, mille saare meetrilise tensori koondamise tulemuse-
na. (Vastus: 4; 3» 2))

3. Lahtudes meetrilise wirai kui O-ndat jarku tenso-
ri avaldisest (Il 1.24) ja teades, et koordinaatide dife-
rentsiaalid on 1. jarku tensori komponendid, tfestada lau-

se 4° pbhjal suuruste tensoriseloom.
4. Veenduda otsese arvutuse teel, et elektromagnet-
valja tensor rahuldab tingimust (Il 4*13)*

5. Difer-enteioaloperatsioonidest
tensorite puhu

a) Tensoriseloomuga diferentsiaaloperatsioonide maa-
ratlemiseks on vaja ennekdike vaadelda lokaalse baasi muu-
tusi infinitesimaalsel nihkel. mi

On selge, et infinitesimaalsel nihkel kdveras ruumis
d$ (vt. joonis 22) baasvektorid <B‘ lldiselt muutuvad.

Baasvektoreile lisanduvad teatavad muutused o/<” , s. t.
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S+ dx <) = <<C*?) +c¢/en. {1 5.1

Defineerigem siin muutuse c/” iseloomustajaina tea-
tavad uued ruumi osadustest sSltuvad suurused oe ) *

mida nimetagen Christoffeli koefit-
sientideks (nende uute suuruste tapsem sisu ja

seos meetrilise tensoriga selgub edaspidises):
= "< (Bfdoc*. (1 5.2)

POhibaasi muutudes muutub saval ajal ka kaasbaas. Base-
vektorite < & vastarad muutused maaratlegem esialgu va-

lemiga (11 5.2) analoogiliselt:
(S%/ XN, (n 5.3)

Suyurused RBC, ei tohiks aga olla sdltumatud suurus-
teet }yt , eest vastavalt valemile (11 1.19)

Diferentsides seda eeoet, saame
(deje™ + o
jJa siit omakorda valemeid (Il 5.2-3) arvestades,
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r& d*?eTes* +Bpdx *efei =0.
Seega

ning diferentsiaalide meelevaldsusest

(N 5.4
s. t
d "= - Q« &Ix* . (ii 5.5)
b) Nuud voime asuda tensorite diferentsimise Juurde.

Alustagem O-ndat jarku tensorist, s. t. skaalarist. Olgu
vaadeldava ruumiosa koikides punktides médratud Uhe skaa-
lari arwaartused (sel juhul teatavasti Oeldakse, et vaa-
deldavas rutniosas on antud teatav skalaarne va-
1 1)
<f(x<) . (11 5.6)
Infinitesimaalsel nihkel selle skaalari vaartused ul-
diselt muutuvad, s. t.

*P(HIX) - YQe*) +d < f. a1 5.7

Seejuures avaldub skaalari muutus d4* taisdiferentsiaaH-
na

d f= fydx*. (ii 5.8)

Et d*f on skaalar ja dX” - vektori komponendid,
siis tensoralgebra 4 lause pShjal on osatuletised
Uhe vektori kovariantsed komponendid. Nimetagem seda vek-
torit skaalari gradiendiks
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Cj>iCLe(f= "Vi= 'fje*". (11 5.9)
(9] Olgu meil vaadeldavas ruumiosas antud vektor-
val.i
\(/= ty(jx*) -~ =&<& . (115.10)

Infinitesimaalsel nihkel vektorvaljas muutub ka vek-
tor, s. t.

yCx'-f-cfx*) = WQc*) +cfV . (1 5.11)
Valemi (11 5.10) pohjal
dv=

Siit aga saare tdisdiferentsiaale arvutades ja valenmit
(11 5.5) arvestades

oT— ~yp e fdx*+
Parast summeerimisindekei asendamist N teises liikmee
dV'Cbi-G+Jcht'e*.

Milud defineerime uue suuruse

A - . (115.12)

Seega
dr=%,dx<er=(DT>r)er' (11513,

kust ndeme, et suurused D>f  on Uhe vektori komponendid.
Tensoralgebra 4° lause pOhjal on suurused jJarelikult
teatava 2. jarku tensori komponendid. Niisiis defineerib
seos (11 5.12) ihe diferentsiaaloperatsiooni, millel onten-
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soriseloom. Nimetagem seda rektori kovariant-
seks tuletiseks. NilUd ja edaspidi  ta-
histab kovariantset tuletist semikoolon indeksite vahel.

Analoogiliselt seostele (11 5.12-13) saame tuletada
ka valemi

dv= =(pt?)ef , (11 514
kue on samuti vektori komponendid ning suurused
V9, « Ql** (11 5.15)

- 2. jarku tensori komponendid.

Kuna valemid (Il 5.13 ja 5.14) esitavad Uhe ja sa-
ma suuruse, siis tuleneb siit vordus

*fird =~ e T,
Oteekorrutamine baaevoktorltega Ja Jargnev sum-

meerimine annab juba Ulalpool kdnesolnud 2. jarku tensori
esituse baasvektorite kombinatsioonidena

A . (n 5.16)
Seda 2. jarku tensorit nimetatakse vektori, s, t. l_jar=
ku tensori gradiendiks . Suurused . Jja
on jarelikult selle tensori eritiibilised kompo-
nendid.
Suurusi O ja Dr)-? nimetatakse ka vektori K o-
variantseteks diferentsiaali-
deks.

d) Vaatleme nidd Uldjuhtu, sst. s-ndat Jar-
ku tensorvalja:
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t.ex>x<efe.e WV.. cns.n)
Infinitesimaalsel nihkel

reads') - T(X") -dT. (N 5.18)

Kui niid arvutame ¢ valemi (11 5.17) péhjal, aiis eaame
tulemuseks

dT= T"fj5. pdX'ed® 3 ereV.. ) cuns5.109)
kus

-Fyy* N i

Heeedtt \/ ~ 12, T*™ - ... di 5.20)
Valemist (11 5.19) ndeme, et
DTA"\[A. = T*M"T1..;<,01x? (115.21)

on Uhe s-ndat jarku tensori komponendid. Need an s-ndat
jarku tensori kovariant sed di-

ferentsiaalid . Edasi jareldub siit, et suu-
rused on the (stl)-ndat jarku tensori kompo-
nendid .

Valem (11 5.20) defineerib s-ndat jJarku
tensori kovariantse tuletise kui
rektori kovariantse tuletise Uldistuse. On kerge veenduda,
et nii seos (Il 5.12) kui ka (Il 5.15) on valemi (11 5.20)
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erijuhud, s-ndat jarku tensori gra-

dient kui (st1)-jarku tensor on esitatar ralemina
gbxJTzvT* T &e*0...e*.(h 5.22)

Praktilistes arvutustes on oluline just ralem (11 5.20).
Anname seetdttu ka selle raieni sOnastuse:

Et saada s-ndat _jarku tensori komponendi korarianteet
tuletist koordlnaadi ”  jargi, tuleb teralisele oeatule-
tlsele lisada tensori komponendi iga kontravari-
antse indeksi < kohta liige + fmi— Anri»1 sa-
Indeks f asendab tensori komponendi indeksit bl )
korariantse indeksi ” kohta liige — O%.. CeuBee-
ilmisindeks ~ asendab indeksit gr ).

e Eelneras oleme seega Uldistanud gradiendi  mdistet
uldjuhuliselt kdrera ja n-mdotmelise ruumi ning e-ndat jar-
ku tensori juhule. Naeae, et gradiendi kui ruu-
milise diferentsiaaloperatsiooni rakendamine tdstab
alati tensori jarku Uhe rorra.

KOrera ja n-mddtmelise ruumi juhu ning tGldjuhul s-ndat
jarku teneorite jaoks roib uUldistada ka teisi tuntud ruumi-
lisi diferentsiaaloperatsioone.

Dirergents on koondatud gradient:
di*T~T=*" i€e*Q ..er& . (n5.2

Niisiis langetab dirergentsi arvutamine alati ten-
sori jarku Uhe rorra.
Rootori moiste Uldistust raadelgem siin rekto-
ri juhul
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W V=M files'® z2 N 9 elr>e*. m 5.24)

) Et kovariantsed tuletised on tensori  komponendid,
siis vOib nendegi puhul tdsta indekseid. Haiteks vektori to-

variantse tuletise puhul

<N Fen)

See valem defineerib vektori kontravariantse
tuletise .

Tensorite otsekorrutise kovari-

antse tuletise Jaoks saame valemi

+A*P"Yr... - (115.26)
Analoogiline on valem ka kovariantse diferentsiaali pu-

hull.

0) LOpuks leiame veel meetrilise tensori  kovariantse
tuletise.

Olgu meil antud meelevaldse vektori puhul seos kovari-
antsete ja kontravariantsete komponentide vahel

A>BE<A*,
Arvutagem virduse mblema poole kovariantne diferentsiaal

DAj =(E>$*)A*+  DA*,

et DA" on vektori komponendid, siis
CjutDA?- O A v
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Seega

(DA)A'=0 .
et A on taieeti meelevaldse vektori komponendid, elle
peab alati kehtima seos

Siit aga omakorda jareldub ¢fx? meelevaldsusest
=0. (115.27)

Saame seega olulise tulemuse: kovariantse diferent-
simise suhtes kaituvad meetrilise tensori komponendid kons-
tantidena.

Ulesandeid

1. Tuletada valemid (11 5.14-15).

2. TSestada otsese arwutuse teel, et tavalised osatu-
letised | ei ole tensori komponendid (ndidata, et nad
ei teisene valemite (Il 3.13-14) kohaselt).

3. Téestada valem (Il 5 .20).

4 . Toestada valem (11 5 .26) otsekorrutise A pu-
hul. (Ndpundide: arvutada korrutiste 5 hui
3. jJarku tensori komponentide kovariantne tuletis, seejarel
kombineerida liikmeid.)

5. Tuletada tensorite otsekorrutise kovariantse dife-

rentsiaali valem«
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6. Christoff«ll
koefitsiendid

a) Naeme, et tensoriseloomuga diferentsiaaloperatsi-
oonlde mddratlemisel oautuvad Christoffell koefitsiendid

kui baasrektorite diferentsiaale iseloomustarad suu-
rused Upris olulisteks. Uurigem nuid l&hemalt nende oma-
dusi ning seoseid teiste suurustega.

Koigepealt pangem tahele, et Christoffeli koefitsi-
endid pole tensori komponendid. See jareldub naiteks ot-
seselt ralemi (Il 5.12) struktuurist:

RN
Naeme, et kui suurused =« oleksid tensori komponendid,
siis vektorieeloomu ja tensoralgebra 4< lause tot-
tu oleksid ka suurused n tensori komponendid. Vie B
need suurused r&rduse vasemale poolele, saaksime seal
2. jarku tensorite komponentide =wu® s. t, samuti 2. jar-
ku tensori komponendid, mis peaksid TOrduma osatuletistega
n e Ent Tiimased pole ju tensori komponendid. Jareli-
kult oli meie algoletus Christoffeli koefitsientide
tensoriseloomu kohta tSepoolest vaar.

Kasutades tensori komponentide  teisenemisyalemit
(11 3.13), saame tuletada valemist (Il 5.12) teisenemisva-

lemi ka Christoffeli koefitsientide jaoks (vt. ulesanne 1):

(F* )m M 6.1)

£V
Ifuidugi ndhtub siitki, et suurused / pole tensori kom-

ponendid .
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Et Christoffeli koefitsiendid ei ole tensori komponen-
did, siis ei kehti nende kohta ka tensoralgebra SC) lause.
Seega juhul, kui nad on lhes koordinaatsusteemis nullid, ei
pruugi nad tingimata mingi teise, kuid sellessamas ruumis
sisseriidud koordinaatsisteemi puhul enam nullid olla. Kogu
ruumi jaoks on see vdimalik Uksnes teatava ruumide klassi ja
nimelt tasaste ruumide juhul. UBT-s kasutatavate kdverate
ruumide, nn. Riemanni ruumide puhul saab aga alati valida
sellist koordinaatsusteemi, milles kdik Christoffeli koefit-
siendid on nullid mingis kindlas etteantud punktis (vt. ules-
anne 3)= Nii see peabki olema, sest teisiti poleks lokaal-

ne inertsiaalsisteem mistahes ruumipunktis realiseeritav.

b) Toestame, et Christoffeli koefitsiendid on oma alu-

mistes indeksites simmeetrilised, s. t.

(1 6.2)

Tdestuseks valime meelevaldse skaalari ja arvutame
selle osatuletised koordinaatide jJérgi. Téhistame A=
ning arvutame selle gradientvektori komponentide kovariant-
se tuletise

A - j

Se te

Analoogiliselt saame

Aj*» " .
Siit aga jéareldub



Laheme niid tGle koordinaadistikku, mlllee mingi ette-
antud punkti jaoks kehtib tingimus Valem (11 6.3)

omandab seega kuju

0 - (11 6*4>
Et sel seosel on teneorlseloom, siis antud punkti Jaoks
peab see seos kehtima kéikides koordinaatsiisteemides. Kuid
Gldjuhul Christoffeli koefitsiendid pole nullidt samuti ei
rordu nulliga osatuletised %2 e Hiisiis selleks, et seos
(11 6.4) oleks rahuldatud, peab téepoolest olema taidetud
tingimus (Il 6.2).

c) Edasi defineerime uued suurused*

Fa (11 6.5)
Formaalselt oleks siin nagu tegemist indeksi langetamise-
ga, kuid meenutagem, et suurused }%{]pole tensori  kompo-
nendid. Jéarelikult pole uued suurused ljujat samuti ten-
sori komponendid.

Indeksi "tdstmine" srnnab tulemuseks
-Tar
3 3 g*X ~ .

x Tavaliselt kasutatakse defineeritavates  suurustes

punkti asemel koma, s. t. . Siin ja edaspidi
aga valdime Uldlevinud tahistusviisi, et ei tekiks segimi-
nekut tavalise osatuletise tahisega. Suurusi N nimeta-

takse Ja christoffeli 1. Tiiaiki sum-
boliteks, kusjuures Christoffeli koefitsientide

kohta kasutatakse tavaliselt nimetust Christo f -
feli 2. liiki stimbolid.
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Siit Bawe seoee
FS F

y4d '
Nii raiemist (Il 6.5) kui ka ralemist (Il 6.6) j*-
reldub simmeetriatingimus

(11 6.6)

(11 6.7)
d) Tuletame nild seose suuruste juv.xmesirilise
tensori komponentide vahel.
Lahtume avaldisest
$y>t= 0>
mis pikemalt kirjapandult omab kuju
3y*,r - - 0 -
Valemi (Il 6.5) pbhjal saame siit
_ . (11 6.8)
Indeksite vaetav aravahetamine annab veel kaks analoogi-
list seost;
3ft/4
ja

Saadud seoste paremate ja vasemate poolte [liitmisel

oea liidetavaid koondub ning tulemusena saame

SAr o+ = z ~r-lo>
kust omakorda tuleneb seos
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~i(an'f Ve (11 6,9)

laeme seega, et suurused “Mj*» on taielikult maaratud meet-
rilise tensori komponentide esimeste tuletietega. Tihti ka-

sutatakse ka paralleeltadhistust

/ /7 W= . (11 6.10)

- - r* . -
Christoffeli koefitsientide Vie jaoks saame ralemi
(fr= (n 6-77)

Paraileeltahistusena on kasutusel ka

ULk Ce m 62

e) Arrutame nn. koondatud Christoffeli koefitsiendid

'n (Juhime jallegi tdhelepanu, et tegemist pole tensori-

ga):

-0 f 2«,F o
Vahetades riimases liikmes summeerimisindekeid ja arresta-
f . . . .
des suuruste sUmmeetriaomadust, ndeme, et esimene ja

Tuman« liige koondurad. Seega

] (n «.is)
"Koondatud““Christoffeli koefitsiente saab siduda ka

meetrilise tensori determinandiga G . Arrutades
-a%* L ='"7*&*) fa
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ja arvestades eeost (Il 3»25), saame

Seega jareldub vdrdlusest valemiga (Il 6.13)

" (X1 6.14)
Et

Ob- $7

siis saame ka seosed

- L .
tv=jibffil~ (He.!?)
ja
di 6.16)
) Asjaleitud valemite abil v3ib kirja panna mitmeid

olulisi arvutusvalemeid.

Lahtudes vektori kontravariantsete komponentide kova-
rlantsest tuletisest

arvutame vektori divergentsi

Arvestades valemit (Il 6.15)* saame

(11 6.17)

Analoogiliselt v5ime leida antisiummeetrilise tensori

) divergentsi:
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Simmeetrilise

tensori ( = A ~) divergente avaldub
e <H 6-19)
Kui defineerime tensortiheduse mdiste
= , (11 6.20)
siis selle mbéiste abil omandab valem (1l 6.17) kuju
» O1x* | (11 6.21)
valem (Il 6.18) -
(11 6.22)
ja valem (Il 6.19) -
= (N 6.23)
Rootori jaoks saame valemi
O Ju- (116.24)

“"Laplaeiaan* A'Y = difrcj'uicl'fy8tab kuju

Ulesandeid

1 Tuletada valem (11 6.1).

. (Napundide: kasutada
ruste HF%; teisenemisvalemites kovariantse tuletise vale-

mit ka uue koordinaadistiku puhul.

Suu-

Kombineerida tulemust



osatuletiste ~  teisenemisvalemitega, mis on arvutatud
rektori komponentide teisenemisvalemitest.)

2. Milliste teisenduste puhul kaituvad suurueed
siiski tensori komponentidena?

3. Olgu mingis etteantud punktis Christoffeli koefit-
sientide esialgsed vaartused (fZju)O « valigem see  punkt
uue koordinaadistiku alguspunktiks ning tehkem koordinaat-

teisendus
X*'~ ) (11 6.26)

Naidata valemi (Il 6.1) abil, et uue koordinaadistiku al-
guspunktis on kdik Christoffeli koefitsiendid nullid, s. t.

}O::O. TSestada, et see teisendus ei muuda tensorl-
te vaartusi mainitud etteantud punktis.

4» Tuletada valemid (Il 6.18-19).

5. Kasutades maatrikseid (Il 3*31 ja (Il 3-.33)» leida
valemi (Il 6.25) abil Laplace*i operaatori kuju eukleldi-
lise 3-ruumi silindriliste ja sfaariliste koordinaatide pt*~
hul .

7. Teine kovarlantne tuletis ja
baasvektorite diferentsiaalide
integreeruvustingimueed. Riemanni-
Chri.stoffeli tensor

a) Uurigem vektori teise kovari-
antse tuletise omadusi. Selleks arvutagem

vastavalt valemile (11 5.20)

F/\ N
~ ju* - ar 7.1)
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Analoogiliselt saame

e W <M/ * -£ * > ; « - (11 7-2)

Moodustame niiud avaldiste (Il 7.1-2) vahe, Kirjuta-
des seejuures enamikus liikmetes esimesed kovariantsed tu-

letised pikemalt valja

= bv'-ﬁn”/\ N N +I\ N ~—~N ~—

bar.+CXAs-+ +A%L e

Naeme, et osa liikmeid koondub. Tahistades jarelejdanud
liikmetes summeerimisindeksid sobivalt Umber, nii et kdi-

kides liikmetes oleks vektori indeks < , saame

vi.-v "(C - KC-W ) «m

Defineerides

r* 2t r-vr<<
s T W f-[? %, W 7.9

viime saadud tulemuse esitada Upris kompaktselt:

CEA'np N, Ul7A)
b) Analilsigem valemit (11 7*4). Naeme, et vasemal
poolel on teatava 3. jarku tensori komponendid. Jareli-

kult on ka paremal poolel sama jarku tensori komponendid.
Et ~ on eelduse kohaselt vektori komponendid, siis

tensoralgebra 4= lause p6hjal on valemiga (1l 7.3) defi-
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neeritud suurused the 4. jarku tensori komponendid.
Seda tensorit nimetatakse Riemanni - Chri Stof-
fe 1i tensoriks.

Valemile (11 7.4) vdime seega omistada jargmise mdttes
vektori teine kovariantne tuletis ei sdltu siis ja ainult
siis tuletise vdtmise jarjekorrast, kui Riemanni-Christof-
feli tensor on null-tensor, s. t. kui on nullid ko&ik tema
komponendid. Uldjuhul pole aga Ukskdik, millises jarjekor-
ras kaks korda kovariantset tuletist arvutada.

c) Jérgnevalt vaadelgem baasvektorite
diferentsiaalide integreeruvus -
tingimusi

Et valemist (Il 5.2) tuntud suurused d@i~ ~
oleksid taisdiferentsiaalid, selleks peaks kehtima  tingi-

mus

(11 7.5)

Siit vOime arvutada vahe

Parast summeerlImisindeksite sobivat Umbertdhistamist ja va-

lemi (Il 7.5) arvestamist saame

- 109 -



Pidades silmas definitsioonivaiemit (Il 7*3), oleme

aeega joudnud seoseni

(Cen-fa A<=%v "e*.  (117-6
Tingimuse (Il 7.5) taitmiseks peaks saadud seose vasem
pool identselt null olema. Nulliga peab siis vOrduma mee-
levaldsete baasvektorite puhul ka seose parem pool. Jare-
likult oa baasvektorite diferentsiaalid integreeruvad siis
ja ainult siis, kui Riemanni-Christoffeli tensori koik kom-
poneadid J1 JIW% on nullid.

Omakorda jax-eldub eelnevast (silmas pidadee tensor-
algebra 5< lauset), et baasvektorite diferentsiaalide in-
tegreeruvas on ruumi invariantne, e. t. koordinaatide va-
likust sdltumatu omadus. Ja aelle invariantse omaduse val-
jendajaks on Riemani-Christoffeli tensor. Niisiis néeme,
et HieiBftuni-Christoffeli tensor on ilmselt Upris oluline

ruumi oxaaduate karakteristik.

d) Et kindlaks teha Riemanni-Chriatoffeli tensori
méningaid olulisemaid diferentsiaalseid ja algebralisi
omadusi, leidkem jargmise sammuna selle tensori té&i e -
likult kovariantsed komponen -
did:

« V-

Kasutades valemit (Il 7.3), jouame silt mdningate tel-
S

seaduste jarel avaldiseni
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Edasi arvestame valemit (Il 6.8)

>
samuti seoseid (Il 6.5-6). Arvutuste tulemuseks on

e) Arvestades seoseid (I16,9), selgub valemist (IM7.7)

Riemanni-Christoffeli tensori di ferentsiaal-
ne struktuur. Naeme, et selle tensori kompo-
nendid kujutavad endast teatavat kombinatsiooni meetrilise
tensori komponentidest, samuti viimaste esimestest ja teis-
test tuletistest. Seejuures paneme tahele, et meetrilise
tensori komponentide teised tuletised esinevad lineaarses
kombinatsiooni8, teised tuletised aga ruudulises. ROhuta-
gem, et see on vaga oluline Riemanni-Cristoffeli tensori
matemaatiline omadus.

Valemist (Il 7.7) saavad selgeks ka Riemanni-Chrietof-

feli tensori siUmmeetriaomadused, s. t.
selguvad olulised algebralised omadused. N&eme, et
RXGA,) 1504 U (7.8
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Rmxj» = <bl T.9)

ning nende jareldusena

(117.10)
Kehtib ka seos
s EX_*_ A =0- <H T.10)
) Tensori algebralisest struktuurist jareldub
sO6ltumatute komponentide arv.

Klisigem seeparast siingi: kui palju on Riemanni-Christof-
feli tensoril sdltumatuid, nullist erinevaid komponente?

n-m00tmelise ruumi s-ndat jarku tensori komponentide
tuldarv on teatavasti n0 . Seega 4. jéarku tensoril on LU-
se 2-L.00tmelisel juhul 2~ = 16,  3-mOOtmelisel juhul 3~ =
* 81 ning 4-m6otmelisel juhul 4~ » 256 komponenti. Sum-
meetrlaomaduste téttu on aga sdltumatute ja nullist erine-
vate komponentide arv palju vaiksem.

Riemanni-Christoffeli tensori puhul paneme kdigepealt
téhele, et valemite (11 7.8) ja (Il 7.10) jareldusena on
nullid kdik need komponendid, mille puhul kaks esimest voi
kaks viimast indeksit on omavahel vdrdsed. Stinmeetriaoma-
duste tottu pole ka kdik nullist erinevad komponendid Uks-
teisest sdltumatud.

Kui n » 2, siis indeksid , A ,ju. , N vdivad
omandada ainult vaartusi 1 ja 2. Ndeme, et ainus sOltumatu

ja nulliga mitte vérduv komponent saab sel juhul olla tiks-

nes e Niisiis on 2-ruumis Riemanni-
Christoffeli tensoril itksainus sdltumatu kompo-
nent.
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Kui n m3f eile vdivad tensori indeksid omandada vaar-
tuei 1, 2 ja 3. Vaadelgem esialgu komponente, milles on iUks-
nes kaks erlnerat indekeit. Kahe flkeeerltud indeksi puhul
eaab seda tulpi s6ltumatuid komponente olla raid lke. Kol-

meet indekei vaarfcusest vdib kahte fikseerida kolmel riisil.

Seega on (3-ruumi tdhistuste kokkuleppele rae-
taralt - tudpi) sdltumatuid komponente kokku kolm.
RXXqa ( O-KkT tiiiipi) séltumatuid komponente eaab
ka olla kolm - see on maaratud 9C vdimalike vaartuste ar-
ruga. Niisiison 3 -ruumis Riemanni-Chrlstoffeli

tensoril kokku kuus s6ltumatut komponenti .

Kuni n = 4, sile sf , 4 tju , vOoivad omandada
igaliks neli réaartuet. *6upi komponentide puhul vbime
indekeeid 9f° ja A fikseerida C2 = 6 riisil, puuiip

pi komponentide puhul vdib indekseid X , A ,J~ fikeeeri-
da » 4 riieil ja seejuures iga riisi puhul vbib af oman-
dada kolm erlnerat ré&artuet. Seega on eeda tuilpi komponente
kokku 12. Komponentidest » “§H® puhul kdik neli ia-
dekeit on erinevad, tulevad sdltumatutena kdne alla raid

23~ » J® needki on omarahel seotud seo-
sega (Il 7.11). Seega on seda tliupi sO6ltumatuid komponente
Uksnes 2. Niisiis on, 4 -ruumis Rlemanni-Christof-
feli tensoril kokku 20 edltumatut kompo -

nenti (256-st).

Ulesandeid

1. Teha l1abi detailselt arvutused valemi (Il 7.7)

letamisel.
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2. Pbhjendada valemeid (11 7.8), (11 7.9) ja (LN 7.10).
3. Tuletada seos (Il 7.11).

8. Ricci tensor. Bianchi identsused.
Einsteini tensor

a) Riemanni-Christoffeli tensorist kui 4. jarku tenso-
rist saab moodustada koondamise teel (he 2. jarku tensori.
Seda tensorit nimetatakse Ricci tensoriks ning

vastavalt definitsioonile avalduvad komponendid jargmiselt:

«w=rur + *€r/r T ~T /s . (11 8.1)

Et valemi (1l 6,16) pdhjal kehtib seos ‘ééﬁ* ~

A *ju » millest teist jarku osatuletiste omaduste
tottu jareldub slimmeetrilisus indeksites ~ ja ning st

vahetult on ndha teistegi valemi (Il 8.1) parema poole liik-
lete simmeetrilisus samades indeksites, siis jareldub siit

omakorda Ricci tensori simmeetrilisus:
Rj* = R>/t . (11 8.2)

vOime arvutada ka Ricci tensori segakomponendid

w..,)
Siit saame koondamise teel veel (ihe uue suuruse, seekord ska-
laarse, mida nimetagem Ricci skaalariks
. (11 8.4)

b) Jé&rgnevalt moodustame Riemanni-Christoffeli tensori

abil tUhe 5» jarku tensori



s\ M f *R?24»Jf *R\m ** <ir 8-5)
ja tdestame, et see tensor on identselt null.

Tdestuseks kasutame koordinaadistikku, milles ettean-
tud punkti jaoks on Christoffeli koefitsiendid /L€? nul -
lid. M&rkigem seejuures, et samaaegselt v3ib antud punktis
olla Arvutades Biemanni-Christoffeli tensori ko-
variantse tuletise R* Jynfjf » paneme tahele, et kdikides liik-
metes peale kahe sisaldub tegur ~*y .Jarelikult kehtib ka-

sutatavas koordinaatsiisteemis seos

Q =H* >
Analoogiliselt saame

D* I =

Dd - >

n *bIkl -

Liites nild vOrduste vasemad ja paremad pooled, saamegi

s'yrtf - *»R?,Jt- Om CH 8.6)

St tegemist on tensoriga, siis kehtib see valem mistahes
koordinaadistikes.
Valemiga (Il 8.6) antud seoseid nimetatakse Bl an -

chi identsusteks.

c) Bianchi identsuste koondamise teel jduame veel
tadhtsa tensori mdadratlemiseni.
TOstnud valemis (11 8.6) veel ka indeksi J1 , koonda-

me saadud seost kaks korda (seejuures vottes jan**A)s
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Riemanni-Christoffeli tensori elimmeetriaomaduste, samuti

valemite (Il 8.1-4) arveetamieel jareldab siit

Parast summeerimisindeksi Umbertahistamist viimases liik-

mes vOime saadud seose esitada kujul
R fr-J ye = 0. (11 8.7

Tensoralgebra laused tagavad sulgudes seisva avaldise

tensoriseloomu. T&histame uute suurustena (vdttes enne f-*X)
r*-p*- = P

(11 8.8)

Heed on Einsteini tensori ehk kon -

servatiivse tensori segakomponendid.

Muidugi vdime kirja panna ka selle 2. jarku tensori kova-

rianteed komponendid

<% . <n e-9)

samuti kontravariantsed komponendid. Valemist (Il 8.9) on
ndha, et Einsteini tensoril on samasugused summeetriaoma-
dused kui Ricci tensoril. Tema diferentsiaalne struktuur
on aga samasugune kui Riemanni-Christoffeli tensoril, sest
sellest ta meetrilise tensoriga kombineerides ja algebra-
liste tehete abil ju tuletatud ongi.

Valem (Il 8.7) omandab niud kuju

G~ .<4=0 . (rs.10)
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Néaeme, et Einsteini tensori wariantne divergente on ideofe-
seit null (siit ka nimetus konservatiivne, s. t. jaav, sdi-
liv). See on Einsteini tensori Uks tdhelepanuvédarseid omado-
si, millel, nagu hiljem nieme, on oluline tahtsus UBT valja»
vorrandite kirjapanemisel. Y3ib t8estada, et triviaalse 11-
saliikme tdpsusega on Einsteini tensor ainus selline 2. jéar-
ku tensor, mis samaaegselt 1) koosneb meetrilise tensori kom-
ponentidest ja nende tuletistest kuni 2. jérguni, Kkusjuures
teised tuletised sisalduvad lineaarselt, ning 2) rahuldab

identselt divergentsseost (Il 8.10).

Glesandeid

1. Teha kindlaks Ricci tensori, samuti Einsteini tenso-
ri soltumatute komponentide arv 4-, 3- ja 2-ruumis. Vorrelda
tulemusi Riemanni-Christoffeli tensori sdltumatute komponen-

tide arvuga.

2 - TOestada, et 4-ruumi korral kehtib seos

7> (jui> n 8.11)

kus G on Einsteini tensorist koondamise teel saadud skaa-

lar.

3. POhjendada, et kovariantne divergente on null ka ten-

soril

= Gj» + , (11 8.12)

kus ]1 on konstant.
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9. Vektori paralleelnihe. Buumi
tasasuse ja kdveruse invari-
antne tunnus. Geodeetilised
jooned

a) Eukleidilises 3-ruumis
vektori infinitesimaalset paralleelnihet mdaratleda kui vek-
tori sellist ulekandmist lUhest punktist teise, mille puhul
vektor jaab iseendaga vdrdseks, s. t. cfry= O (joonis 23).
Pangem téhele, et seejuures ei muutu ka selle vektori kom-
ponendid Cartesiuse ristkoordinaatides, s. t. on samavaar-

sed tingimused di?=0 ja dfr=0.

Kuna UST-s vaadeldavatele kdveratele ruu-
midele on eukleidiline ruum lokaalselt alati puute-
ruumiks (vt. Il, 1, d), siis sellistes kdverates ruumides
peab samuti olema v6imalik analoogiliselt defineerida vek-
tori infinitesimaalset paralleelnihet. Niisiis nimetagem iLd-
juhulgi vektori infinitestmaalseks paralleelnihkeks sellist
vektori lIdpmata vaikest nihet, mille puhul vektor j&aab ise-

endaga vOrdseks, s. t.
dv=0. (1 9.1)
Siit edasi tuleneb arvutustest (vt. 5. punkt), et
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dv=d -(</**)Q + T = (cfi>'+ Ne d x *)
Seega kehtib infinitesimaalsel p a-
ralleelnihkel vektori komponentide jaoks tin-
gimus

dt*+ VAc/x* * 0. (11 9.2)

Saeme, et Uldjuhul ei tahenda tingimus dV=0 veel sama-
aegselt tingimust O .

Seosest (Il 9.2) avaneb Christoffeli koefitsientide

}E;F geomeetriline mote. Naeme, et need suurused maédravad

vektori paralleelsuse ldpmata védikese nihke puhul* Seet0t-

tu nimetatakse suurusi ﬁ*& ka ruumi afiinse seos-

tuse koefitsientideks*™

b) Pustitagem nlud kisimus, kuidas on Gldjuhul vekto-
rite paralleelsus méaratud Idpliku nihke pu-
hul .

Vektori igasugune 16plik nihe saadakse infinitesimaal-
sete nihete integreerimisest. Nihutades jarjestikuste infi-
nitesimaalsete paralleelnihetega vektori lhest teatavast
ruumi punktist mingisse 18plikul kaugusel asuvasse teise
punkti erinevaid teid mdb6da, pole aga uld-
juhul selge, kas tulemuseks on dhtelangevad vektorid.

Matemaatiliselt tdhendab vektorite jarjestikuste infi-
nitesimaalsete paralleelnihete teostamine vorrandite (IM9.2)
integreerimist. Niisiis vdime Uheselt m&&ratud paralleel-
susest kauge maa taha raakida lksnes juhul, kui volrrandite
(11 9.2) integreerimine ei sOltu teest. Selleks teatavasti

peavad aga suurused c/tf* kujutama endast tdisdiferentsi-
aale.
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v 3rrandite (Il 9*2) struktuur on tapselt samasugune kod
baasvektorite diferentsiaalide valemi (11 5*2) struktuur.
V3nda on (I, 7* ¢) pdhjal ka vorrandite (Il 9*2) tdaieliku

integreeruvuse tarvilikuks ja piisavaks tingimuseks
ExX*n ) = 0. (11 9.3)

Hagu margitud, on tingimus (Il 9*3) ruumide invariant-
ne omadus. Jarelikult jaotuvad k3ikv3imalikud, uldjuh.oli-
selt kdverad ruumid kahte suurde klassi, kusjuures selline
jaotamine on invariantne: 1) ruumid, mille puhul tingimus
(11 9*3) on téidetud, ja 2) ruumid, mille puhul see tingi-
mus tédidetud pole.

Hn. tasases ruumis, s. t. ruumis, kus
kehtib eukleidiline geomeetria (vt. I, 9% &)» on teatavasti
alati sisseviidavad ka 13plikus ulatuses Cartesiuse rist-
koordinaadid. Hagu triviaalselt jareldub valemitest (I'11.27),
(11 6.11-12) ja (11 7«3)t on sellises koordinaadistikus tin-
gimas (Il 9*3) alati tdidetud. Hiisiis on nimetatud tingi-
mus ruumi tasasuse tapseks kvantitatiivseks ning seejuures
invariantseks tunnuseks. Juhime tahelepanu asjaolule, et ké-
verjooneliste koordinaatide kasutamisel pole ka tasases ruu-
mis meetrilise tensori komponendid konstandid, samuti
pole nullid Christoffeli koefitsiendid. Tingimus (11 9.3)
peab aga alati tdidetud olema.

Sui tingimus (11 9*3) pole rahuldatud, siis, nagu na-
gime, pole paralleelsus Uheselt kauge maa taha mdédratud. See

aga tahendab, et ei kehti Sukleidese V postulaat. Jarelikult
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on sel juhul tingimata tegemist mitteeukleidilise geomeet-
riaga. Ruume, kus geomeetria on mltteeukleidiline, oleme
teatavasti hakanud nimetama k6verateks ruu -
mideks (vt. jalle I, 9 a). Niisiis juhul, kui tin-
gimus (Il 9*3) pole téidetud, on meil alati tegemist kdve-
rate ruumidega. Selliselt oleme joudnud ka ruumi kdveruse
tépse kvantitatiivse ja seejuures invariantse tunnuse for-
muleerimiseni.

Et Riemanni-Christoffeli tensori abil vB8ib eksaktselt
ja invariantselt iseloomustada ruumide tasasust vdi kove-
rust, siis nimetatakse seda tensorit ka kédveruse
tensoriks. Ricci skaalarit nimetatakse aga

tavaliselt skalaarseks kdveruseks.

c) Eukleidilises, s. t. tasases 3-ru
mis vdib sirget defineerida kui joont, mille
puutujavektor ja&b infinitesimaalsel nihkel alati iseenda-
ga paralleelseks.

Uldjuhuliselt kdvera ruumi juhul defi-
neerime geodeetilise joone méiste kui

sirge Uldistuse:

Joon on siis geodeetiline, kui tema puutu.iavekbor ,183b

I8pmata vaikesel nihkel alati iseendaga paralleelseks.
Olgu joon antud oma parameetriliste vdrranditega
(1 9.4)

Selle joone puutujavektori komponendid avalduvad valemina

(11 9.5)

u



Mitteiecroopse puutujavektori puhul v6ib valida parameet-
riks suuruse s , mis mdddab intervalli joone punktide va-
hel. Kaeme, et sellel juhul valemiga (Il 9*5) defineeritud
vektori norm -rv™?- i , s. t. sellel juhul on thik-
vektori komponendid. Isotroopse puutujavektori puhul tuleb
parameetrile omistada teistsugune tédhendus.

Et joone puutujavektor jadks lIdpmata vaikesel nihkel
alati iseendaga paralleelseks, selleks peavad tema kompo-
nendid 'J1,* mbéistagi rahuldama seoseid (Il 9*2). Asendades
vektori komponentide avaldised (Il 9*5) nendesse seostes-

Se, Saame

Parast suurusega ds labijagamist olemegi joudnud dldju-
huliselt k5vera ruumi geodeetiliste joon-

te vorranditeni:

axJcn £ c/xfldx))
dsz '/* dS ds =° =m (11 9.6)

Olgu margitud, et saadud vorrandid on ka sirge vlrran-
diteks eukleidilises 3-ruumis. Neid on otstarbekas raken-

dada siis, kui kasutusel on kdverjoonelised koordinaadid.

d) Teatavasti on eukleidilises 3-ruumis sirge maarat-
letud ka kui lihim tee kahe punkti vahel. V0ib naidata” et
geodeetiliste joonte (ldised vGrrandid on samuti tuleta-

tavad miinimumilesandest

U)
# oas=o0. a1 9.7)
<*

“““ VO ke 36 D)
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Seega on Uldjuhuliselt kdveras ruumiski geodeetilised joo-

ned lihimaks teeks kahe punkti vahel.

tlesandeid

1. Tbestada, et valemiga (Il 9.5) mdaratletud vektor
on Uhikvektor.

2. Tuletada geodeetiliste joonte vdrrandid miinimom-
tilesandest (Il 9*7)*

10. Kerapind kui
kdver 2-ruum

a) Eelmise punktiga ldpetasime OKT matemaatilise apa-
ratuuriga tutvumise sellises mahus, mis on hadavajalik sel-
le teooria tuuma tundmadppimiseks.

Nagime, et kdverate ruumide puhul on kOig6 olulisema-
teks ruumi omadusi iseloomustavateks suurusteks me e t -
riline tensor, Christoffeli koefit-
siendid ja Biemanni-Christoffe-
11 ehk kdveruse tensor. Hiljem néeme,
et just need suurused saavad keskseteks ka URT nn. meetri-
lises formalismis.

Et tuua puhtmatemaatiliste kisimuste lI6petuseks liht-
sat ja konkreetset ndidet eespool nimetatud suuruste komp-
leksse kasutamise kohta kdverate ruumide puhul, vaadelgem

kdesolevas punktis veel kerapinda kui kdverat 2-ruumi.

b) Olgu meil kujundatud eukleidilises 3-ruumis mingi

punkti O kui tsentri Umber kerapind thikulise raadiusega.
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Kera keskpunkt olgu samaaegselt sfadriliste koordinaatide
algpunkt (joonis 24). Seega on neis koordinaatidee (lal-
mainitud kerapind selliste ruumi punktide geomeetriliseks

kohaks, mille puhul

r~4e (11 10.1)

Joonis 24.

Sfaarilistes koordinaatidee on eukleidilise 3-ruumi
meetriline vorm teatavasti jargmine (vt. 3. punkti 4. Ules-

anne):
(d() - (Flrf+(rcf$) +(rvudbc/p) ' (v 10.2)

Arvestades tingimust (Il 10.1) omandab ulaltoodud meetri-

line vorm kujul

__ x Otstarbekuse kaalutlustel Kirjutame siin s& edas-
pidi koordinaatide indeksid alla (vrdl. 11, 3, £)
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(dCf=("S-f- » (U $ L ctx?+sin™c/xE. (11 10.3)

See on niid kerapinna kui 2-ruumi
meetriline vorm. Pangem uhtlasi téhele,
et meie poolt kerapinnal kasutatav koordinaadistik (htib
péhimdtteliselt geograafilise koordlnaadistikuga: iC,-
koordinaatjooned kujutavad endast meridiaane ja JT4<oOOr-
dinaatjooned - paralleele. Erinevus seisneb lksnes sel-
les, et meie koordinaadistiku puhul muutub koordinaat <%
vahemikus , geograafiliste koordinaatide puhul
aga vahemikus - " §j" (~j[4X<0- péhjalaiuskraa-
did, Xf- 0 - ekvaator, O<~~ _ 10unalaiuskraadid).
Meetrilisele vormile (Il 10.3) vastab jargmine meet-

rilise tensori maatriksx:

f* o )
| / (11 10.4)

Siit arvutame determinandi

g= (11 10.5)
ning valemi (11 3*25) abil meetrilise tensori kontravari-

antsed komponendid

$ =5 <rixi/ - (11 10%6)
Edasi arvutame valemite (11 6.9) pdhjal suurused
i 121 ~fZz7z~0 f
P = stHX, costi N (bl 10,7)
I SIXCHL

hed X 2-ruumi puhul vdtkem indeksiteks suured ladina ta-
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Valemeid (Il 6.11) ja (Il 10.6) appi vOttes saame  kdatte
Christoffeli koefitsiendid:

(11 10.8)

2-ruumi Hiemanni-Christoffeli tensori ainsa sdltuma-

(11 10.9)

Ifiisiis ndeme, et kerapind kuulub kdverate
ruumide klassi. Antud juhul Uhtib meie intuitiivne ette-
kujutus kdverast ruumi st kbveruse eksaktse matemaatilise
méérateluga. Selline kokkulangemine on vdimalik aga vaid
2-m00tmeliste ruumide, s. t. pindade juhul, kus  kdverus
saab olla ka meeleliselt tajutav. 3- ja enamamddtmeliste
ruumide puhul me enam ei saa kéverust meeleliselt tajuda
ning et iGldistada pinna kdéveruse mdistet, jaab iksnes lle
matemaatika appi vdtta. Tegemist on siin suurepdrase nai-
tega, kuidas matemaatika aitab meie piltliku ettekujuta-

misvOime piiratust iletada.

c) Nagu oeldud, vaatleme kaesolevas UBT aluste
suses selle teooria "klassikalist" tuuma, seega ka tema
"klassikalist” esitust nn. meetrilises for -
malismis. On aga vaja rdhutada, et seda klassi-
kalist formalismi tdiustades on tdnapdevaks valja arenda-
tud UBT matemaatiliste aluste teistsugused, iildiselt komp-

litseeritumad késitused, mis lahtuvad tGldisematest mate-
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maatilistest kontseptsioonidest ja mbistetest. Sel puhul
alustatakse tavaliselt aegruumi kai diferentseeruva muut-
konna lokaalsete pseudoeukleidiliste puuteruumide, nendest
moodustatud puutujavektorkonna, puuteruumis Lorentsi rihma
taandumatute esitustega defineeritavate matemaatiliste suu-
ruste (spiinorite, tensorite) vaatlemisest, seejarel tom-
matakse kaasa kogn té&napdevane diferentsiaalgeomeetria,
h6lmatakse topoloogilised meetodid, mitmed eripdrased ja
efektiivsed arvutusmeetodid (nditeks Cartani valisdiferent-
siaalvormide arvutus) ning rakendatakse see kdik aegruumi
kui kdvera Biemanni ruumi omaduste detailse uurimise tee-
nistusse. Naidatakse, et tensorformalismist fundamentaal-
semana on kasiteldavinn. spiinorformalism,
mis lubab formuleerida UBT-d spiinorite keeles. Spiinorfor-
malismilt saab Gle minna tensorformalismi-
1 e , mida vBib arendada kasutades kas globaalseid koor-
dinaate (see annabki meetrilise formalismi) vdi lokaalseid
reepereid iseloomustavaid suurusi. Viimane formuleerimis-
viis on ildisem ning kujutab endast URT esitust ree per-
ehk tetraadformalismis. Meetriline
formalism on tegelikult reeperformalismi erijuht nn. holo-
noomse reeperi ehk koordinaatreeperi (meil baasvektorite (2*
ja @ ) kasutamise korral. Vaatamata lldisemate kasitlus-
viiside eelistatusele suurema matemaatilise uldisusastme,
efektiivsuse ja elegantsi poolest, piirdume kdesolevas kur-
suses metoodilistel kaalutlustel siiski uUksnes meetrilise

formalismiga.
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Ulesandeid

1. Veenduda valemite (Il 5.2) ja (Il 10.8) abil, et
kerapinna kui 2-ruumi puhul baasvektorite (G ja Py (vt
joonis 24) diferentsiaalid pole téepoolest integreeruvad,

s. t. et nad pole taisdiferentsiaalid.

2. Panna kirja kerapinna geodeetiliste joonte dife-
rentsiaalvOrrandid ning tdestada nende pdhjal, et meri-
diaanid kui kera suurringid on geodeetilised jooned, kuid

paralleelidest on lksnes ekvaator geodeetiliseks jooneks.

3. Uurida silinderpinda kui 2-ruumi. T0estada, et see
ruum pole kdver. (N&pundide: Iladhtuda meetrilise tensori
maatriksist (11 3.31)] tuletada sellest silinderpinna meet-
riline vorm (dC): dx* +xfdx* ning ka edasi teha labi

analoogilised arvutused nagu kerapinna puhulgi.)



1. PifUsSiKAMAHTUSTE KIRJELDAMISEST
OLDRELATIIVSUSTEOORIAS

1. Taustsilsteemi
méiste tIRT-s
a) Nagu margitud (vt. 11, 1, c)t pole lUldjohuliselt
k3veras aegruumis koordinaatidel enam vahetut meetrilist
mdtet. Punkthetkedele v3ib arvude hulkasid seada vasta-
vusse pbhimdtteliselt 1dpmata mitmeti ning uldjuhul on
siin tegemist Uksnes teatava punkthetkede nummerdamise
moodusega. URT-s nimetame koordinaatsis -
teemi ks ek koordinaadistikuks
igat Ukslhest vastavust -aegruumi punkthetkede (siindmus-
te) ja teatavate arvuslsteemide xfy0£¥c04J vahel
(vt. ka Il, 2, a). Seejuures peavad alati olema antavad
ka koordinaatide teisenemise valemid Uleminekuks  Uhest

koordinaatsisteemist teise (Il 2*1-2).

b) Aegruumi meetrilisi omadusi kirjeldab QST-e meet-
riline tensor Cjjij , mis fikseerib aegruumis nn. hiper-
boolset tulpi Riemanni geomeetria ja mis kasutatava koor-
dinaatstisteemi puhul on koordinaatide Ix<*} funktsioon.
Vaide huperboolset tuilpi Riemanni geomeetria olemasolu
kohta téhendab seda ekvivalentsusprintsiibist jarelduvat
tdika, et iga punkthetke infinitesimaalses naabruses peab

kdvera aegruumi meetriline vorm olema lokaalselt teisen-
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datar gallleilise ehk tasase aegruumi meetriliseks vormiks

(1 1.13)*

(ce/n 1*1)
(vt. ka Il, 1, d). Et meetrilise vormi (11l 1.1) puhul de-
terminant ~ (Il 3.26) on negatiivne, siis ruutvoraide al-
gebralise teooria pGhjal peab see tulemus kehtima alati
hiuperboolset tuipi meetrika puhul. Niisiis peab kdvera aeg-

ruumi jaoks kehtima tingimus

G< Q. an 1.2)

Nagu margitud (vt. 11, 1, h), iseloomustab meetriline
tensor ihelt poolt kdvera ruumi omadusi, teiselt poolt pee-
geldab temas aga lihtsalt koordinaatsisteemi valik. Mdis-
tagi vOib koordinaatsiusteemi valik olla Gldjuhul usnagi
formaalne ning seetdttu ei tohi UEI-s mingil juhul koordi-
naatsisteemi moistet samastada taustsiisteemi mdistega.
Koordinaatsiisteemi mdiste on kasulik abstraktsioon koévera
aegruumi matemaatilisel uurimisel, kuid koordinaatidele fli-
sikalise motte omistamisel on alati tarvis olla ulimalt et-

tevaatlik.

c) Ka URT-s tuleb nii taustkeha kui ka taustsiisteemi
mdisted siduda reaalsete objektidega. K&vera aegruumi ob-
jektiivsete omaduste, eelkdige muidugi aegruumi kdveruse
médra enda valjaselgitamiseks tuleb uurida konkreetseid loo-
duse objekte ja n&htusi. Nagu margitud, on seejuures ots-
tarbekas alustada uurimist selliste lihtsate mdistete abil,

nagu on partikkel ja valguskiir (vt. 1, 2, a, b).
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Taustkehaks tuleks pidada kdvera 3-ruumi
puhul kogu vaadeldavat ruumiosa taitvat partiklite ning
neid dhendavate valguskiirte konfiguratsiooni. Seejuures
pole enam Qigustatud eeldus taustkeha jéaikusest mittere-
lativistlikus ja eukleidilises mdttes. Tegemist on uldju-
hul n.-6. molluskitaolise taustkehaga, "taustkeskkonnaga".

Taustsusteemiks (vrdl. 1, 3» ©) on
kdvera aegruumi puhul selline taustkeha, mille koosseisus
on iga partikkel varustatud oma lokaalse pikkuste ja aja-
vahemike mddtmise seadeldisega (nende lokaalsete seadel-
diste matemaatiliseks abstraktsiooniks ongi lokaalsed ree-
perid). Ea taustsisteem on seega Uldiselt "molluskitaoli-
ne", kuid oluline on seejuures ikkagi asjaolu, et taust-
sisteemi iga ruumipunkt ja ajahetk peab alati olema fik-
seeritav millegi materiaalse abil.

Taustsiisteemi mdiste edasise tapsustamise probleem on
UBT-s killaltki ulatuslik ja keerukas. Siin kerkib palja
kisimusi, nagu naiteks: Missugused koordinaatteisendused on
vdimalikud taustsisteemi enda sees ning millised koordi-
naatteisendused tdhendavad juba taustsiisteemi teisendamist?
Missuguste flulsikaliste objektide ja nahtuste abil saab
esile tdsta mingis konkreetses mdttes eelistatud taustsiis-
teeme? Kuidas mé&rata kdveras aegruumis pikkusi ja ajava-

hemikke? Jne.x

d) Et gravitatsioonivali kui realiteet avaldub kdvera

x Selliste probleemide lahem analiis ei _mahu kéesole-
va kursuse raamidesse. Pikkuste ja ajavahemike ma&ramise
kohta vt. nditeks LL, lk. 298 jj.
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aegruumi objektiivsetes omadustes (vt. I, 9)» siis oa meet-
riline tensor muidugi ka gravitatsioonivalja oluliselt ise-
loomustavaks suuruseks. Kagu hiljem tapsemalt pdhjendame, on
fUUsik% seisukohalt Oigustatud meetrilise tensori komponen-
tide nimetamine gravitatsioonivalja po -
tentsiaalideks . NiionURT-s taustsisteemi
valiku probleem lahutamatult seotud gravitatsioonivalja kir-
jeldamise probleemiga.

Bkvivalentsusprintsiibi tdéttu pole aga gravitatsiooni-
efektid teatavasti taielikult eristatavad inertsiefektidest.
Seetdttu pole ka otseselt selge, mis peegeldab meetrilise
tensori kujus Uksnes taustsiisteemi valikut ja mis kajastab
konkreetsete materiaalsete objektide gravitatiivset vastas-
méju. Needki kisimused vajavad silgavamat ja iksikasjaliku-

mat uurimist.

e) Lahtised on veel kaks jargmist printsipiaalset prob-
leemi: 1) kuidas m&&rab mateeria paiknemine ja liikumine gra-
vitatsioonivéalja struktuuri, s. t. meetrilise tensori kom-
ponentide ehk gravitatsioonivilja potentsiaalide konk-
reetse kuju ja 2) kuidas seostub gravitatsiooniilmingute
kirjeldus muude fililsikandhtuste kirjeldamisega.

Ssimesele neist kisimustest annab p6himGttelise vastu-
se véaljavOrrandite kuju kindlaksmadramine. Gravitatsiooni-
valja vorrandite formuleerimise ja nende uurimise probleemi
hakkame vaatlema kdesoleva kursuse 1V peatikis.

Teise Ulalnimetatud printsipiaalse kisimuse juurde asu-

me aga kohe.
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2. Flusika vdrrandite Uldkovariantee
kuja fulsikaline mdte
a) Teatavasti vOib nii relativistlikus kui mitterela-

tivistlikus fuilsikas kirjeldada véga paljusid fuusika suu-
rusi tensorite abil. Sel juhul saab filsika mistahes vd&r-
randi kirja panna matemaatilise faktina, et teatava tenso-
ri kdik komponendid on nullid. Lahtudes nditeks klassika-
lise mehaanika p8hiseaduse kujust 3-ruumi Cartesiuse rist-

koordinaatides ja defineerides uued suurused /\t£<2

c 14
kui 33mdotmelise vektori komponendid, vdime Newtoni [I1 sea-
duse avaldada lihtsal kujul Ai~O ehk A=0 . Ten-
soralgebra 5= lause (vt. Il, 4, a) aga garanteerib seda

tulpi seoste kehtivuse mistahes voimalike koordinaatsiistee-
mide puhul.
Niisiis on avaldis
=0 (1 2.1a)

universaalne loomulik kuju paljudele fiuisika vdrranditele,
mis tagab nende sisu U ldkovariantse val-
jenduse, s. t. selle, et Uleminekul Uhest vdimalikust koor-
dinaatsiisteemist teise ei muutu vorrandite fiuiusikaline m0-
te. Arvestades valemit (Il 3.5)» on seosega (11l 2.1a) ek-
vivalentne tema n.-6. koordinaadivaba ku-
jus

A-0} (11 2.1b)
mis fulsikalise sisu sdltumatuse koordinaatsiisteemist veel-

gi paremini esile toob.



b) Hagu juba mérgitud, v 31 b eespool nimetatud
"koordinaadivaba””ehk Uldkovariantset keelt kasutada nii
relativistlike kui ka mitterelativistlike vdrrandite pu-
hul. Uldrelatiivsusprintsiibist aga jareldub, et  UET-s
peab fllsika vorranditele andma relativistliku, 4-
mOOtmelise Uldkovariantse kuju (vt. I, 8, d).  Seetdttu
on niud fuusika vdrrandite formuleerimiseks hadavajalik
ka Gldjuhuliselt kdvera 4-md6tmelise ruumi tensorarvatus,

mida vaatlesime kdesoleva kursuse 11 peatikis.

c) Pannes fuusika diferentsiaalvdrrandid kirja ul-
distatud tensoranalilsi, s. o. kovariantse iseloomuga di-
ferentsiaaloperatsioonide abil (vt. valem (Il 5*20)), tu-
levad sellega vOrranditesse suurused . , mis on tea-
tavasti konstrueeritud suurustest . Nagu eelmises
punktis rohutasime, kirjeldab aga meetriline tensor gra-
vitatsiooni- ja inertsiefekte. Seega tulevad fuisika vor-
randitesse tegelikult hoopis uued fiuosika-
lised suurused (ildjuhul 10 meetrilise ten-

sori komponenti):

_________ ]= 0« Cin 22

Siin kirjeldavad koordinaatidest sdltuvad suurused afl
mingeid muid fuusikalisi ilminguid, suu-
A on gravitatsioonivalja potentsiaalid ning
tensori komponendid /T - fikseerivad seose koigi

nende suuruste vahel.
Niisiis naeme, et flusika vorranditele Uldkovariant-
se kuju andmisega muutuvad nad UHT péhiideede valguses
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tdepoolest fuusikaliselt sisukamateks ja rikkamateks, voi-
maldades vajaduse korral kirjeldada ka gravitatsiooni- vdi
nendega ekvivalentseid inertsiefekte (vt. veelkord 1,8, d).
Parast fuusika vorranditele uldkovariantse kuju andmist
tuleb neid URT-s lisaks esialgsele mdttele késitada ka kui
seoseid gravitatsioonivédlja potentsiaalide ja teiste ful-
sikaliste suuruste vabel. IlImselt ei saa seda lugeda tri-
viaalseks "tulemuseks ning seetdttu pole ka tldrelatiivsue-

printsiip fulsika aspektist sisutihi.

d) Pangem téhele jargmist asjaolu.

Kui me kirjutame tles flusika vdrrandid erinevate
taustsisteemide puhul, s. t. kasutame meetrilise  tensori
erinevaid konkreetseid kujusid, siis on need -vOrrandid mdis-
tagi kujult erinevad. See asjaolu pole muidugi tldrela-
tiivsusprintsilbiga vastuolus, vald - vastupidi - just
kinnitab seda. Sellise konkretiseerimisega olemegi ju saa-
nud arvesse vOtta konkreetseid gravitatsiooni- vdi inert-
siefekte, s. t. oleme juba lahkunud sellelt abstraktsloocdL-

tasemelt, millel vdrrandid on kdikide taustsiisteemide jaoks

tihesugused.
tihesugused on oma kujult filsika vdérrandid koikide
taustsiusteemide jaoks Uksnes siis, kui suuruste kuju

pole veel mingil mdaral konkretiseeritud.

e) Lopuks tuleb veel kisida, kuidas teha kindlaks uhe
voi teise fuusikalise ndhtuse relativistliku Kkirjeldamise
uldkovariantset kuju.

Selle probleemi lahendamisel on meile toeks ERT. Gra-

vitatsiooniefektide puudumisel peavad tUldkovariantsed vor-
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randid olema ja rakendatavad ka Inertslaalsisteemldes kui
erijuhulistes taustsusteemides. Samuti peavad nad ule mi-
nema EET vérranditeks mistahes punkthetke lokaalses (mb-
ruses, s. t. lokaalses inertsiaalsiisteemis.

Jargnevalt toomegi mdned ndited fllsika vorranditele

relativistliku Gldkovariantse kuju andmise kohta.

3. Tab
lii ine

a partikii
kum

a) Fartikll (ainepunkti, punktmassi) eksistentsi aeg-
ruumis kirjeldab teatavasti tema maailmajoonz,

mille vOime esitada parameetriliste vdrranditega:

(11 3.1)

Sellise keha eksistentsi, mis on k&sitatav partiklite sius-
teemina, kirjeldab teatav maallmajoonte kongruents*

ERT kohaselt liigub vaba partikkel, s.t. punkt-
mass, mida ei mfjusta teised fluusikalised objektid, inert-
siaalsisteemide suhtes Untlaselt ja sirgjooneliselt. Seda
tdika vOib teisiti sdnastada nii: ERT mdttes vaba partik-
kel liigub inertsiaalsisteemis nii, et tema maailmajoone
puutuja jaab kogu aeg iseendaga paralleelseks. Siit jarel-
dub, et samal moel peab vaba partikkel liikuma ka Il o-

kaalses inertsiaalsisteemis.
b) Ekvivalentsusprintsiibi tdttu ei saa meie LLUT-Benam
eristada inertsiaalset liikumist liikumisest puhtgravita-
x Vt. ka KI, lk. 141.
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tiivse mdjustuse tdttu. Vaba inertsiaalset liikumist Ja va-
ba gravitatiivset liikumist (nditeks vaba langemist) tuleb
kdsitada olemuselt samavadrsetena. Ainelise objekti vaba lii-
kumise all tuleb meil mdista tema vaba eksistentsi Uldjuhu-
lises aegruumis, olgu see siis tasane v0i kdver.

Kdveras aegruumis vOime k&sitada vaba partikll eksis-
tentsi kui jéarjestikuseid Uleminekuid tUhest lokaalsest inert-
siaalsiisteemist teise. Nagu juba margitud, jaab vabal lii-
kumisel lokaalses inertsiaalsisteemis maailmajoone puutuja
Iseendaga paralleelseks. Jarelikult peab partikkel ka glo-
baalses mdttes liikuma nii, et tema eksistentsi maailmajoo-
ne puutujavektor infinitesimaalsea ulatuses kogu aeg iseen-
daga paralleelseks jadb. Siit aga jareldub omakorda (vt. I,

9, ¢), et UBT-s on vaba partikl1]I liiku-

misvOrranditeks geodeetilise joone vdrran-
did (11 9.6):

c) Vérrandid (111 3.2) kujutavad endast inert-
siseaduse tuldistatud ja uldkovariantset formulat-

siooni. Need vdrrandid kirjeldavad nii kuulikese [liikumist
modda ideaalselt siledat horisontaalset pinda kui ka vaike-
se keha vaba kukkumist Ohuta ruumis ja valjalilitatud moo-
toritega kosmoselaeva liikumist (kui vaid vdime viimasel ju-
hul jatta arvestamata kosmoselaeva l6plikke mddtmeid ja at-
mosfaari kdrgematest kihtidest tingitud keskkonnatakistust).

KOik konkreetsed gravitatsioonivalja juhud on vdrran-



ae kajuga, ais omakorda sGltub suuruste konkreetsest
kujast. On tdepoolest selge, et konkreetse meetrilise ten-
sori puhul pole vdrrandid (I1l1 3*2) enam Uhesugused kéiki-
de taustsiisteemide jaoks. Sel juhul oleme juha votnud ar-
vesse konkreetseid gravitatsiooni- ja inertsiilainguid. Int
- pangem té&hele - algkujul on kénesolevad vdrrandid tdesti
taiesti universaalsed.

Srijnhul, kui suurused kirjeldavad tasast aeg-
ruumi ning on esitatavad kujul (Il 1.27), vdtavad vdrran-
did (111 3.2) kuju

- o. (111 3.3)

lende vOrranditega on teatavasti kirjeldatud vaba partikll
eksistents tasases aegruumis, s. t. partikll inertsiaalns

liikumine (lUhtlane sirgliikumine) eukleidilises 3-ruumis.

d) Kui siiveneda siigavamalt URT-sse, siis selgub,
gravitatsioonivéalja vdrrandid mdaravad nii selle, kuldas
mateeria konkreetsed vormid tekitavad gravitatsioonivélja,
kui ka selle, mil viisil see gravitatsioonivali materiaal-
seid objekte liikuma paneb. Seega pole materiaalsete  ob-
jektide liikumlsvOrrandid (ning ildse mistahes fiisikalisi
ilminguid kirjeldavad vorrandid) tegelikult gravitatsioo-
nivalja vorranditest s6ltumatud. VOib ndidata, et Ilikumls-
vOrrandid (111 3*2) on Oieti gravitatsioonivalja pOhiv0r-
randite jareldus.

RBhutagem Veel ka jargmist asjaolu. Et vaetavalt UBT

pdhipostulaadile gravitatsioonivali avaldub aegruumi ob-
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jaktiivsetes omadustes ja et aegruumi struktuur mddrab téie-
likult, nagu ndgime, partiklite gravitatiivse [liikumise,
siis selles méottes lilitub U kinemaati-
kasse tegelikult mdneti diunaamlkagl. Puhtalt ruumilis-
tes ja ajalistes suhetes, mis on just kinemaatika uurimisai-
neks, avaldub samuti mateeria gravitatsiooniline vastasmfju
(vt. veelkord I, 3, e). Seega on UBT-s kinemaatika mdiste

avaram kui SRT-s ja klassikalises mehaanikas«

4. Dinaamika péhivdrrandid.
Kehade kaaluvus ja kaalutus

a) Hagu margitud, kuulub UBT-s gravltatsioonillse vas-
tasméju kirjeldamine kinemaatikasse. Seega puudub UBT-s gra-
vitatsioonij8u kui dinaamilise suuruse mdiste. Hii "inert-
sijoudusid” kui “gravitatsioonijOudusid>”(klassikalise me-
haanika mdttes) kirjeldavad v@rranditee (I1l1 3*2) kdverat
aegruumi iseloomustavad suurused

Ainelised objektid vdivad aga alluda ka mittegravitat-
aioonillstele mojustustele (nditeks vdib tegemist olla elekt-
romagnetilise vastasmdjuga n.-6. puhtal kujul vdi selle vas-
tasmdju eriparaste makroskoopiliste ilmingutega nagu elast-
susjduga, hoordejduga vms.). luttegravitatsioonlliste m&-
justuste puhul ei ole geodeetilise joone vdrrandid enam par-
tikli liikumlsvlrranditeks, sest tema vaba inertsiaalne ja
gravitatsiooniline liikumine on nuud takistatud, liikumis-
vOrranditesse peavad lisanduma taiendavad, mittegravitatsi-

oonilisi m@justusi kirjeldavad liikmed.
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b) Diinaamika p3hivarandid 4-m0dtmelises kujus pannak-
se ERT-s kirja 4-mO6tmelise jOuvektori méiste abil.x Inva-
riantae ajana kasutatakse seejuures tavaliselt omaaega. Et
ERT-s on omaaja vahemik vordeline intervalliga (valemist
(111 1.1) jareldub ju omaaja jaoks @s)Z&-(Cclr) ), siis
voib diinaamika pOhivOrrandites defineerida nii 4-kilruse kui
4-kiirenduse tuletistena ka invariandi S jargi.Uleminekuks
URT-1e on sellised definitsioonid sobivamad. Arvestades veel
koordinaatide kontravariantset iseloomu, saame ERT dinaami-

ka pohivorrandid esitada seega kujul
-M eCx” . = f it 4.1)

kus /O on seisumass, Séqéb« - partikli 4-kiirus ehk
tema maailmajoone puutuja uhikvektor ning - 4-j0ud sa-
mas mdttes, nagu see on maaratletud P. Kardi konspektis22.
Et saada v@rrandit (I111 4.1) uldkovariantsel kujul, tu-
leb valemite (Il 5»14-15) kohaselt asendada vektori ta-
valine diferentsiaal d r kovariantse diferentsiaaliga D\/\
Parast mdningate tegurite ja liikmete Umberkorraldamist rring

V tahenduse arvestamist on tulemuseks

/ c/jc*7. idx*dx? M5 o~/

ds1 +'JfdsSds =0/ (IH 4.2)
Sellised on niisiis partikli dinaamika
pohivdédrrandid URT-s. ehk, teiste sbnadega, par-

tikli liikumisvOrrandid mittegravitatsiooniliste mdjustuste

x Vt. K-11, 1k. 68.

11 Vt. eelmine allmiarkus. Kordaja c2 ja miinusméark tu-
levad valemisse Ulemineku tottu omaajalt € intervallile s
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olemasolul, mida kirjeldab 4-j0ud . Kui kasutada inva-
riandl 5 asemel omaaega ~ , siis on vdrranditel (LU4.2)
jargmine kujus

dz<? , j- "dx*dx?

/72 o ZC PO (1 4.3
c) Niisuguste fllsikaliste kehade dinaamikat, mis
enam kdsitatavad partiklitena, s. t. ainepunktidena, me

kdesolevas pdhikursuses ei vaatle. Seetdttu me ei saa Uk-
sikasjalikumalt kasitleda ka kehade selliseid objektiivselt
olemasolevaid olekuid, mida me nimetame kaaluvu -
s e KS ning kaalutuseks . Analuusigem all-
pool neid mdisteid ennekbike kvalitatiivselt ja seejarel vaar-
delgem kaalu mdistet tépsemalt punktmassi puhul.

Nagu mérgitud, puudub URT-s gravitatsioonijOu kui di-
naamilise suuruse mdiste. Klassikalises fiuilsikas samastati
gravitatsioonijOu mdistega faktiliselt ka kaalu mdiste (veel
hiljuti k&ibel olnud 6. klassi fllsikadpikust: "kaal o. joud,
millega Maa toémbab keha enda poole"). Niisiis peaks URT-s
likvideeruma samuti kaalu mbiste. Et aga kehade kaalmruse ja
kaalutuse olekuid tuleb kdsitleda URT-ski (tegemist on ob-
jektiivsete olekutega, mis nii v8i teisiti ilmnevad kbikide
kehade puhul), siis on ilmselt otstarbekae URT-s siiski sai-
litada kaalu kui fulsikalise suuruse mdiste ning
just Glalmainitud olekute kvantitatiivse filsikalise karak-
teristikuna.

Tuleks eriti alla kriipsutada, et tanapaeval puutuvad
inimesed kehade kaaluvuse probleemiga kokku mitte iksnes Maa

suhtes paigalolevate kehade puhul, vaid erinevad
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(pane téhelet) kaaluvuse olekud, sealhulgas kaalutuse olek
en teatavasti vaga olulised tegurid ndhtuste puhul kossi»
listel lendudel, s. t* selliste ndhtuste puhul, mida téna-
paeval ulatuslikult ja intensiivselt uuritakse ning mil-
lest ka Uldsuses on laialt juttu. Kaalu mdiste avaram Kké&-
situs URT vaimus lubabki ilalmainitud olokordasid suhteli-

selt lihtsalt ja uhtsel loogilisel alusel seletada.

d) Erinevad kaaluvuse olekud ilmnevad fuu-
sikalistel kehadel siis, kui nende vaba inertsiaalne ja
gravitatiivne liikumine on mingite pdhjuste toéttu takista-
tud. Sellises olukorras oleme nditeks meie ise, olles pai-
gal Maa peal kui enam-vdhem inertsiaalses taustsisteenmis,
milles on gravitatsioonivali. Analoogilises olukorras, see-
juures kull “fidrgatavalt tugevamas kaaluvuse olekus" on
kosmonaudid kiirendusega vertikaalselt lles startivas kos-
moselaevas kui "tugevasti mitteinertslaalses" taustsiistee-
mis.

lgasuguse mdédraga kaaluvuse puhul tekivad kehades de-
formatsioonid ning ilmnevad seesmised mehaanilised pinged,
mis on just iseloomulikud kaaluvusele ning mille tottu ka
inimesed tunnetavad, et "neil on kaal". Hagu tdestavad vas-
tavad katsed, on sellised deformatsioonid ja pinged oma
loomult taiesti eristamatud, kui vorrelda omavahel thelt
poolt "loomulikku" kaaluvast, mis on tingitud iksnes gra-
vitativsest vastasmfjust, ning teiselt poolt "kunstlikku"
ehk "tehislikku" kaaluvast, mis on tingitud taustsilisteemi

mitteinertslaalsusest. Maa peal paigalolevate kehade "loo-
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aulik" kaaluvua on juba ise teatavasti pOGhjustatud nii Haa
gravitatiivsest adjust kui ka Haa pdorlemise tdttu tekki-
vatest inertsindhtustest ja tbepoolest ei ilmne ju (heski
fllsikandhtuses Haa peal kumbki kaaluvuse pohjus eraldi.
Nii avaldub kaaluvuse olekus eriti selgesti inertsi- ja
gravitatsiooninShtuste samaolemuslikkus ning see on jarje-
kordselt heaks kinnituseks ekvivalentsusprintsiibile (vt.
I, 7, ¢©).

Kaaluvuse igasuguse mdaraga olekute puhul ilmneb kaa-
luva keha reaktsioon, millega see keha m@justab objekte, mis
takistavad tema vaba inertsiaalset ja gravitatiivset lii-
kumiste Seda reaktsiooni on otstarbekae iseloomustada ja
m00ta teatavate 3-a00tmeliste reaktsioonijOududega, mille
vektorsummat tulekski nimetada keha kaaluks <« Mar-
kigem, et just selliseid reaktsioonijdude me ja modddame
vedru- vdi kangkaaludega ning just neid joudusid on see-
tottu otstarbekas pidada kvantitatiivseteks naitajateks, mis
iseloomustavad keha kaaluvuse "m&dra" ehk "astet™.

Nii on Maa peal paigaloleva keha kaalu puhul (Joonis
25) ja keha kaalu puhul nn. Ulekoormuse tingimustes verti-
kaalselt liles startivas kosmoselaevas (joonis 26) lihtsalt
tegemist sama suuruse erinevate vdartustega. Kaalu mdiste
on seega defineeritud OHT vaimule vastavalt, s. t. ta on
méératletud Uhesena mistahes taustsusteemide (inertsiaal-
sete vOi mitteinertsiaalsete) jaoks.

Vaadelgem niid tapsemalt kaalu mbéistet partikli puhul.
On ju partiklina vaadeldaval objektilgi teatav sisemine

struktuur, mistdttu vdivad ka talle omased olla kaaluvuse-
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le iseloomulikud, deformatsioonid ja pinged« Kaaluvuse tek-
keks peab vektoril < vdrrandites (111 4.2) ilmselt ole-
ma nullist erinevaid komponente. Nagu 6eldud, iseloomustab
nimetatud joud selle fulsikalise objekti m3ju, mis takis-
tab partikll vaba inertsiaalset ja gravitatiivset liiku-
mist. Kaaluks on j3ud, mis iseloomustab partikll vastumfju

sellele takistavale flusikalisele objektile.

Joonis 25« Joonis 26.

e) Kui filsikalises kehas puuduvad kaaluvusele omased

deformatsioonid ja pinged (v3i kui need on niivdrd tuhised,
nii et neid v3ib mitte arvestada), siis on keha kaa-
lutuse olekus. Sellises olekus on kdik kullalt vai-
kesed mittepddrlevad kehad, mis liiguvad vabalt inertsi ja
gravitatsiooni tdttu. Teiste sBnadega - sellises olekus

on kbik sellised fuusikalised kehad, millega v6ib ollaseoe-
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tatar lokaalne inertsiaalsiistees. Konkreetseteks naideteks
viivad olla raljalulitatud sootoritega kosmoselaerad Maa te-
hiskaaslase orbiidil, rabalt langerad liftid jae.

Kaalutuse puhul puuduvad raba liikumist takistavad ob-
jektid ja puuduvad seetdttu ka eespool nimetatud reaktsioo-
nijOud, mida m6ddab kaal. Niisiis iseloomustab kaalutust
kaalu kui fllsikalise suuruse nulliga vOrduv vaartus.

Partikli puhul on kaalutus vdimalik lksnes siis, kui
vorrandid (111 4.2) lahevad ile vorranditeks (111 3*2), s.t.
siis, kui O . Panges tahele, et seejuures voib ikka-
gi séilida singi objekti gravitatiivne moju partiklile, si-
da kirjeldavad suurused kv . Seega on "jbud, sillega Maa

tdsbab keha enda poole" tdepoolest midagi suud kui keha kaal.

) Niisiis naeme, et vorreldes klassikalise fiisika ka-
situsega tuleb BIFs kaalu s6iste "Umber normeerida". See
uue, avaram ja "Umbernormeeritud”’kaalu mdiste Uhtib sisu-
liselt ka kaalu mbéistega uutes koolidpikutes?2.

Nagu veenduda véisime, on oluliseks erinevuseks uue ja
vana kaalu mdiste vahel see asjaolu, et keha kaalu ei mdis-
teta enam kehale, vaid selle keha seostele rakendatud jou-
na. Peale selle on uue k&situse puhul Uletatud ka vana kaa-
lu mGiste faktiliselt geotsentriline iseloom. Niid mbéistame
keha kaalu mistahes taustsisteemi  jaoks
saaratletud relatiivse vektoriaalse suurusena,

sille vaartus ja suund sdltuvad nii keha gravitatiivsetest

z Vt. naiteks 1. Kikoin, A. Kikoin. Fiuisika W klassi-
le. Tallinn, 1971, 1lk. 124.
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omadustest koi ka liikumise iseloomust kasutatava taustsis-
teemi suhtes* Seejuures aga rdhutagem, et mingit sisulist
vastuolu kaalu vana ja uue kasituse vahel siiski pole. Uut-
moodi mdtestatult (rakenduspunkt!) sisaldub vana kaalu mdis-
te tegelikult uues kui erijuht.

Uue kasituse kohaselt pole antud keha kaal mbistagi
enam kdikjal ja alati Uhesugune. Kuid ka uus kaalu md&rate-
id rahuldab ikkagi flusikalistele suurustele esitatavat uhe-
suse nduet, kusjuures tuleb lksnes silmas pidada, et tege-
mist on relatiivse suurusega: gravitatsioonivalja antud
punktis ja kindla liikumisoleku puhul (mille Uheks eriju-
huks on paigalseis) on kasutatavas kindlas taustsiisteemis
vaadeldava keha kaalul kindel arwdartus ja kindel suund.
Mainitud tingimustel on kéikjal ja alati koikide kehade pu-
hul massi ja nullist erineva kaalu arvvaadrtused rangelt vdr-
delised ja see asjaolu lubabki vorrelda kehade masse nende

kehade kaalumise teel*

5. elektromagnetvalja
vorrandid

a) EET-s on elektromagnetvalja iseloomustavaks pOhi-
suuruseks teatavasti 2. jarku antisummeetriline tensor

mida nimetatakse elektromagnetvdalja ten-

soriksx . Selle tensori kuus s6ltumatut ja uldjuhul
nullist erinevat komponenti kirjeldavad nii elektri- kui
magnetvél ja.

1 vt. K-11, Ik. 182.
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VOib saauti defineerida elektromagnetvialja 4 - p O-

tentsiaali un , lcuajuures

= UJifi - . <A1 5.1)

Ulalnimetatud suurused on elektromagnetvdlja iseloo-
mustavateks suurusteks ka kdvera aegruumi puhul, s. t. URT-e.
Pangem tahele, et seos (111 5*1) j&&b seejuures muutumatuks,

sest vastavalt valemile (11 6.24)

U\),jt  WuJ ~ *

b) Maxvelli-Lorentzi vdrranditel kui n.-6. puhtalt
elektromagnetvalja ja selle allikaid, s. t. elektrilaenguid
kirjeldavatel vorranditel on ERT-s teatavasti jargmine ku-

ju2:

®oap =cBR > (11 5.2;

bl * + =°. (11 5.3)
Suurused jj on siin 4-m00tmelise voolutiheduse vektori kom-
ponendid.

Et formuleerida need vorrandid uldkovariantsel kujul,
tuleb neis asendada tavalised tuletised kovariantsetega ning
peale selle teha selget vahet WO ja kontravariantsete in-
deksite vahel. Selgub, et vorrandid (111 5.3) ongi juba (Jd-

kovariantsel kujul, sest

DX+ + P - PALXE K+ dwm,p L K

(vt. ulesanne 1). Selle avaldise lleskirjutamiseks vdib aga

x Vt. K-11, 1Ik. 183-184.
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OET-s samuti kasutada saarust , millel on jéarg-
mised omadused: 1)<£*s8° = 1} 2) iga indeksite paari Um-
bervahetamine muudab selle suurase marki ja 3) mistahes
kahe indeksi vdrdsuse pahal on «&FuUV _ o.

Lopptulemusena saamegi elektromagnet -

vailja pOhivOrrandid ORT-s:
(111 5.5)

(111 5.6)

Pangem tahele, et vorrandite (11l 5*5) kirjapanemisel
on kasutatud valemit (11 6.18). YOttes siin edasi tarvitu-
sele vastavalt valemile (Il 6*20) tenscritihedose mdiste,

saame need vorrandid esitada ka kujul

/ W
, - C i 5.7
kus on defineeritud uued suurused
irr? J.\*
(111 5.8)
(11 5.9

Slektromagnetvalja pOhivOrrandlte jarelduseks on elekt-
rilaengu jaavust véljendav pidevuse vdrrand, mis UBT-s aval-

dab kovariantse divergentsi kujul
j*)<f=20 (111 5.10)

Tensoritiheduse mbéiste abil saab seda vdrrandit esitada ka

tavalise divergentsi kujul

)
Sj* we (111 5.11)
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e) St muuta elektromagnetismi pdhiv3rrandi.1l0 slisteemi
taielikuks, tuleb neile teatavasti veel lisada elektri-
laengu liikumisvSrrandid. Selleks on aga vaja teada Lorent-
si jSu avaldist. Diskreetse punktlaengu Q puhul saame
4-mOdtmelise Lorentzi j 3 a esita-
da jargmisel uldkovariantsel kujul2:

Q n* dx' iQ, O0* W«
~c€0 rr"d< = B 1 * . (1115 .12)

22
Vaakumi elektriline labitavus £0=8,854*10~12 ﬁ . ta-

leb sellesse valemisse Sl (hikute kasutamise tSttu. (Ju-
hime tahelepanu, et valjatensori komponentide Uhikuks on
siin A§F—.) Imaginaarihik £ esineb aga valemis seetdt-
tu, etmvastavuses seosega (111 1.1) on meil meetrilise vor-

mi signatuuriks valitud (+,+,+,-) ja sellest tulenevalt
1/ de_ / dx?
* ~ds IcdC *

Asendades Lorentzi jou komponendid (111 5.12) ainepunk-
ti dinaamika pShivdrranditesse (11l 4.3)» saame e l e k t -
riliselt laetud partikll tldkovari-

antsed liitkumisvSrrandid

8 409 Sataec © onso

d) Elektromagnetvélja energiat ja impulssi kirjeldab
2. jarku simmeetriline tensor 7”7 , mida nimetatakse val-

ja energia-impulsitensoriks I Uld-

x Vrdl. K-11, Ik. 197.
““ K-11, 229.
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kovariantsel kujul avaldavad selle tensori segakomponendid

valemina

I X *C N ) {w 5un4)
(Siin on arvestatad eespool nimetatud Uhikute valikut vai-
Jatensori komponentide puhulj Saergia-impulsitensori kom-
ponent 7 iseloomustab teatavasti véalja energia tihe-
dust. Eomponendid Eié*/ kirjeldavad vaija energia levikut
Ja komponendid 7 - valja impulsi voogu.

Hagu otsene arwvutus kinnitada vdib, on elektromagnet-

véalja energia-impulsitensoril jargmine uldine omadus:

J=T*=0. (111 5.15)
Kui vaatleme allikatest vaba piirkonda elektromagnet-
valjas - mn. elektrovaakumit, siis rahuldab energia-im-

pulsitensor tingimast
=0 . (111 5.16)

Heed avaldised kirjeldavad elektromagnetvalja energia ja

impulsi jaawust.

e) Kéesolevas punktis kasitletud valemite puhul
gem jalle tdhele fulsika virrandite ja seoste  sisukamaks
muutumist parast neile relativistliku Uldkovariantse kuju
andmist.

Naeme, et elektromagnetvalja p3hiv3rranditesse (Ul 5.5)
kuuluvad nii elektromagnetvalja iseloomustavad suurused
kui ka gravitatsioonivélja kirjeldavad suurused - Need

v3rrandid on nuud uUldkehtivad mistahes gravitatsioonivalja
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puhul mistahes elektromagnetvalja uurimiseks (mOistagi Max-
welli-Lorentzi teooria tépsuse piirides). Meetrilise ten-
sori komponentide erineva konkreetse kuju puhul on aga mui-
dugi nendel vorranditel erinev kuju.

Piirdudes Uksnes elektromagnetvélja vorranditega
(111 5*5-6), on meil tegelikult vaatluse all ainult elekt-
romagnetismi ja gravitatsiooni seose Uks aspekt™ Need vOr-
randid omaette kirjeldavad n.-6. gravitatsioonilise f o o-
ni (kaasa arvatud taustsiUsteemi mitteinertsiaalsuse) mo-
Ju elektromagnetnahtustele. Elektromagnet- ja gravitatsioo-
nlndhtuste seosel on mdistagi samuti teine aspekt, sest elekt-
romagnetvali , millel on alati energia, omab massi ja ener-
gia identsuse tottu alati ka massi ning seetdttu on elekt-
romagnetvali omakorda gravitatsioonivalja allikaks*  Selle
probleemi, kuldas elektromagnetilmingud omalt poolt mOjus-
tavad gravitateiooniilminguid, lahendab gravitatsioonivalja

pohlvorrandite formuleerimine.

tlesandeid

1* Toestada seos (111 5x).

2. Tuletada vorrand (111 5%10) vorrandite (111 5*5) j&-
reldusena.

3. Toestada seos (111 5%15).
4. Naidata jaavuslausete (111 5*16) kehtivust.
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> fpetistien

a) OBT-d v8ib pidada oma sunnilt puhtalt makroskoopi-
liseks flUsikateooriaks. Tuleb nentida, et katsed siduda
stigavamalt UBT pShiideid ja matemaatilist aparatuuri kvant-
teooriaga kui flusikaliste mikrondhtuate p3hiteooriaga po-
le seni olulist edu toonud. Seeparast kasitleme praegu siin-
gi UET-d kui puhtalt makroskoopilist teooriat ning piilame
grarltatsioonindhtuste ja teiste fllsikandhtuste kirjelda-
mist seostada Uksnes makrotasemel .

Hagu teada, vdime kdige lldisemalt rédkides eristada
makrotasemel kaht filsikalist objekti: a i -
net ja Tainja. Jaades jarjekindla makroskoopi-
lise, s. t. fenomenoloogilise ké&sitluse juurde, tuleb meil
seejuures Taadelda nii ainet kui Taija piderate
substantsidena. Kisimused sellest, ai-
nelised kehad koos seisarad, milline on nende mikrostruk-
tuur, milline on aineliste objektide ja T&ljade vastasti-
kuse m3ju sisemine mehhanism jne., on juba iseloomulikud
futsikan&dhtuste uurimisele mikrotasemel. H&asti on aga tea-
da, et paljudel juhtudel piisabki nii aine kui T&ija puhul

Glalkirjeldatud fenomenoloogilisest ké&sitlusest.

b) TanapéeTaste teadmiste kohaselt T31Te makrotasemel
rdadkida tksnes kahest fuusikalise Taija tilbist: gravitat-
sioonivéljast ja elektromagnetvaljast. Nende omaette vaat-
lemisest UBT raamides meil on juba juttu olnud. Jarelikult

on jaanud veel heita pilk aine Jcui pideva keskkonna kéasit-
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lusele URT-s. Markigem seejuures, et teatavates olukordades
vOib ainet Kkirjeldada fenomenoloogiliselt ka partiklitena
vOi nende sisteemidena. Partikll dinaamikast meil oli samu-
ti juba veidi juttu.

Pidevate aineliste keskkondade kasitlemisel voib  ORT
raamides mdoistagi Usna palju ette votta ja uUsna kaugele min-
na. V3ib naiteks formuleerida elastsuseteoo -
r i a kui tahkeid kehi fenomenoloogiliselt vaatleva teoo-
ria (seda oleks naditeks vaja kehade kaaluvuse probleemi sU-
gavamaks analllsiks). VOib kasitleda ORI raanides pidevate
keskkondade hiddrodinaamikat, s.t. vaadel-
da fenomenoloogiliselt vedelikke ja gaase. Vdib arendada
akustikat kui Opetust mehaaniliste lainete levi-
kust pidevas ainelises keskkonnas. VOib vaadelda p i de -
vate keskkondade elektrodunaa -
mikKat (sealhulgas magnetohidrodinaamlkat) ning sellele
tuginevat laineoptikat ja geomeetri-
list optikat. Arendada voib URT raamides ka
makroskoopiliste siUsteemide ter-
modinaamikat .

Nii olemegi libisenud linnulennul Gle kogu makrofulsi-
ka. Kéesoleva loengukursuse raamides kOike seda konkreetselt

demonstreerida pole muidugi voimalik.

c) Et meid edaspidi huvitab esmajoones aine kui fulsi-
kalise objekti fenomenoloogiline kasitlemine gravitatsiooni-
valja tekitamise probleemi seisukohalt, siis pakub meile prae-

gu erilist huvi aine kui keskkonna energeetiline kirjeldami-
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He (energiaga on ja identne '‘gravitatsioonilaeng - mass!).

Teatavasti kasutatakse analoogiliselt elektromagnetval-
jJa jahaga nii partiklite slUsteemide kui ka pidevate KBakkan-
dade energeetiliseks iseloomastamiseks 2. jarku sUmmeetri-
list tensorit - energia-impulsiten-
sor it . Selle tensori konkreetse Uldkuju p&hjendamine
aine puhul on omaette probleem, mida meie siin siligavamalt
el vaatle. Anname pideva keskkonna energia-impulsitensori

komponendid jargmisel kullaltki Uldisel kujul:
(111 6.1)

Invariantne suurus M Cn on siin seisuenergia tihedus mn.
kaasaliikuvas taustsusteemis. V\/_d** on pideva keskkonna
fulsikaliselt I0pmata vaikeste elementide 4-kiiruse kompo-
nendid, suurused on aga teatava tensori komponendid,
mis kirjeldavad fenomenoloogiliselt ainelise siUsteemi ala-
osade omavahelist vastastikust mdju, s. t. ainelise slistee-
mi seesmisi mehaanilisi pingeid. MOistagi vajavad tensori
komponendid konkretiseerimist konkreetsete olukorda-
de tarvis.

Isoleeritud ainelise sisteemi puhul peavad energia-im-
pulsitensori komponendid }_ rahuldama energia ja impulsi
jJaavuse seadusi, mida vBib esitada URT-s jargmisel  kujul:

-I<f
/ijjS -0 - 1 6.2)
d) Jargnevalt vaadelgem méningaid ainelise  keskkonna

energia-impulsitensori olulisemaid erijuhte.
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Kasitades ainet 1 deaalse vedeliku-

na, omandab energia-impulsitensor jargmise kuju:
cm 6.3)

kus pO on ideaalses vedelikus valitsev isotroopne  rohk
(Pascal! seadus!). Et rohk pO on moodetud kaasaliikuvas
taustsiUsteemis, siis on seegi suurus invariant. Et 4-kii-
ruse komponendid V on seotud omavahel V = 1, siis
on avaldises (111 6,3) uldjuhul viis sdltumatut suurust.
Ideaalse vedeliku erijuhuks on omakorda nn. tolm
tihjuses, mis kujutab endast faktiliselt aineli-
se keskkonna vaatlemist iksteist mittemjustavate partik-
lite kongruentsina, bei juhul pQ * 0 (nis tahendab Uht-
lasi ka tingimust MJ*_ 0) ning energia-impulsitensori

kujuks on
(i 6.9

Hn. staatilisel juhul ( V*- §Y=0) votavad valenmid
(111 6.4) veel lihtsama kuju:

T~JUeC1l] T*= 0. (111 6.5)
e) Tulgem veel korraks tagasi jadvuslausete (1H

Juurde ja vastavalt valemile (11 b.19) kirjutagem nad tles

veidi pikemalt:

T?}<s5w ~&r<r T<<r*0 UH 676)
Pangem valemite (111 6.6) puhul jarjekordselt tihele,

et vahetult on naha Hgravitatsioonillse fooni' moju fulsi-

- 155 -

6.2)



kandhtustele, antud juhul pideva ainelise keskkonna liiku-
misele, Jallegi voib alla kriipsutada, et gravitatsiooni-
valja potentsiaalid voivad muidugi olla konkreetse-
te gravitatsioonivaljade ja taustslsteemide puhul erinevad,
kuid vorrandid (111 6*6) ise on taiesti uUldkehtivad.

Kui paneme valemisse (111 6.6) ideaalse vedeliku ener-
gia-impulsitensori komponendid (111 6C3), siis saame ide-
aalse vedeliku voolamise kirjelduse teatavate potentsiaali-
dega kirjeldatava gravitatsioonivalja puhul. Pannes
aga valemisse (111 6.6) komponendid }_ kujul (11 6.4),
saame geodeetiliste joonte vorrandid, mis muidugi peavad-
ki Uksteisest soltumatute partiklite puhul siit valja tu-
lema.
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IV. GRAVITATSIOONIVALJA VORRANDID

1. Gravitatsioonivalja vOrrandite
Uldkuju ja nende pdhilised
struktuurilised omadused

a) Nagu margitud, vaatlesime eelmises peatikis fulsi-
kalisi makronahtusi n.-0. gravitatsioonilisel foonil. Nuud
hakkame lahemalt uurima gravitatsioonivalja enda determi-
neerituse probleemi.

Plstitame pohikiUsimuse: kuidas maarab materiaalsete
objektide eksistents meetrilise tensori kuju?

Pohimottelise vastuse sellele kisimusele annavad
gravitatsioonivalja Einsteini

vorrandid:

[q;-*E£T av 1.1

Vorrandites (IV 1.1) on vasemal Einsteini tensori kom-
ponendid G,. , mis kooshevad teatavasti meetrilise tenso-
ri komponentidest ja nende tuletistest kuni 2. jarguni (vt
valem (11 8.8) ja I, 8, ©). Paremal seisavad energia-im-
pulsitensori komponendid ]t , mis kirjeldavad aegruumi
vaadeldavas piirkonnas eksisteerivaid materiaalseid objek-
te. Suurus & on nn. Einsteini gravitatsioonikonstant (te-
ma seose Newtoni gravitatsioonikonstandiga J  selgitame
hiljem).
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Niisiis on gravitatsioonivalja Einsteini vOrrandite
Uhel poolel saurused, mis iseloomustavad kdvera aegruumi
geomeetriat, s. t. gravitatsioonivalja, teisel poolel aga
suurused, mis iseloomustavad kbveras ruumis paiknevat ja
liikuvat mateeriat. Sellega fikseerivadki need vOrrandid
kvantitatiivse seose iUhelt poolt aegruumi omaduste, mis on
lahutamatud gravitatsioonivalja omadustest, ja teiselt poolt
ajas ja ruumis eksisteeriva mateeria konkreetsete omadus-
te vahel.

Defineerides Uhe uue 2. jarku simmeetrilise tensori
= —333;* T voime vorrandid (IV 1.1) esitada mui-
dugi ka kujul

Qv 1.2)

Seega, nagu ikka ja alati: mingi tensori kdik komponendid
on nullid - selline on filsika vOrrandite standardkuju
(vt. 111, 2, a). Veelgi elegantsem on Einsteini vorrandi-
te (IV 1.1) "koordinaadivaba' kuju

© =23eTYVy (v 1.3)

kus (Q ja T=J* er.

b) Einsteini tensori diferentsiaalne struktuur (Vt.
11, 8, ¢, sanuti I, 7t e) mdarab ka gravitatsioonivalja
vorrandite (IV 1.1) vasema poole diferentsiaalse struktuu-
ri. Nii koosnevad Einsteini vorrandite vasemad pooled meet-
rilise tensori komponentidest ja nende tuletistest kuni
2. jarguni, kusjuures esimesed tuletised esinevad mitte-
lineaarselt.



Seega naeme, et Einstein! vaijavOrrandid kujutavad en-
dast osatuletistega mittelineaarsete diferentsiaalvorrandi-
te sisteemi. Isegi m»-6. homogeense juhu jaoks ( ]’*-'?— 0)
on siin uldjuhul kimme vorrandit kimne tundmatu funktsiooni

Jaoks* Seejuures soltub igailks neist kimnest funktsi-
oonist tldjuhul neljast tundmatust ™ . Vorrandite ja
tundmatute hulka saab erijuhtudel muidugi véhendada, kuid
sellegipoolest tdhendab gravitatsioonivalja Einstein! vor-
randite lahendamine erakordselt keerukat matemaatilist prob-
leemi.

Nagu igasugustele dlferentslaalvOrrandlitele, nii tuleb
lisada alg- jJa aaretingimused ka
Einstelul vBrranditele, et neid lahendada konkreetsete fuu-
sikaliste olukordade puhul, s. t. selleks, et leida konk-
reetseid erilahendeid. Peale selle on virrandite erakordse
keerukuse tottu oluline osa mitmesugustel teistelgi nii ful-
sikalistest kui ka matemaatilistest kaalutlustest lahtuva-
tel lisatingimustel.

9] Gravitatsioonivalja vorrandite (IV 1.1) Oigsuse kdi-
ge olulisemaks kriteeriumiks on moistagi neist tulenevate
Jarelduste kooskola vaatluse ja eksperimendiga (selle prob-
leemiga tegeleme kéesoleva kursuse V peatikis). Formuleeri-
tud on aga need vorrandid vaga pohiliste ja Uldiste teoree-
tiliste kaalutluste pdhjal, mis tagavad gravitatsioonivalja
V3rrandite sigavalt olemusliku ja harmoonilise seose tana-
padevase fuusika muude oluliste todedega. VOrrandite vaartu-
se hindamisel pole seegi tdik véhemtdhtis, pigem on lood
vastupidi.
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Gravitatsioonivalja Einsteini vorrandites on leidnud
eksaktse ning samal ajal loogiliselt vaga tadiusliku ja
elegantse kajastuse URT pohiideed. Nagu nagime, fikseeri-
vad nad kvantitatiivses vormis seose aegruumi omaduste ja
gravitatsiooni vahel. Nende AOrrandite 4-mootmeline Uld-
kovariantne tensorkuju on vastavuses Uldrelatiivsusprint-
siibiga ning tagab Uhtlasi vOrrandite relativistliku loo-
muse, lubades neil olla nimelt relativistli-
k u gravitatsiooniteooria pOhivOrranditeks. Peatselt
néeme, et ka ekvivalentsusprintsiip - gravitatsiooni- ja
inertsindhtuste samaolemuslikkus kajastub vOrrandites
v 1.1).

Uheks olulisemaks gravitatsioonivalja Einsteini vor-
randite omaduseks on asjaolu, et nad on kdige uUlaltoodu
juures veel ka gravitatsioonivalja Neirtoni vOrrandite
(1 6.8) loogiliseks Uldistuseks, sisaldades viimaseid,na-
gu peagi ndeme, mitterel&tivistliku piirjuhuna. Sellega
on rahuldatud veel Uks tlimalt oluline ténapdevase fulsi-
ka printsiip - nimelt vastavuse print-
siip, mis alati peab siduma teatud kindlat nadhtuste
valdkonda Kirjeldavat klassikalist ja relativistlikku teco-
riat.

Vorreldes vorrandit (I 6.8) vOrranditega (1V 1.1),
vOime veenduda, et mdlemal juhul on vasemal poolel gravi-
tatsioonivalja potentsiaale sisaldav avaldis ning paremal
poolel - ruumis paiknevat mateeriat Kirjeldav avaldis*

MBistagi peab viimane relativistlikul juhul keerulisem
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olema koi Uksnes massitlhedust Ju.O Kirjeldav avaldis. Et
mitterelativistlikus v3rrandls on vasemal poolel gravitat-
sioonivalja potentsiaalide teiste tuletiste lineaarne kom-
binatsioon (funktsiooni (J laplasiaan), siis peaks ana-
loogilist struktuurielement! sisaldama ka relativistlik
vorrand (muidu ei pruugiks ju piirjuhule Ule minnes olla
tagatud vastavuse printsiip). Et materiaalsete objektide
puhul ka jéawuslaused peavad olema taidetud

siis asjanimetatud asjaolud juba maaravadki peaaegu Uheselt
vorrandite (IV 1.1) vasema poole kuju, sest - nagu tea-
da - Einsteini tensor on ainus teist jarku summeetriline
tensor, mille komponendid sisaldavad gravitatsiooni-
valja potentsiaale ja nende tuletisi kuni teise jar-
guni (seejuures viimaseid just nimelt lineaarselt!) ning
mis samal ajal rahuldavad seoseid =N veel-
kord 11, 7 ©).

d Nagu veendusime, on gravitatsioonivalja vorrandid
(V1.1) mittelineaarsed. Elektromagnet-
valja vorrandid (111 5*5-6) on aga lineaarsed. See oluline
erinevus koos gravitatsioonivalja vorrandite monede teiste
eriparaste omadustega viib veel sellele, et gravitatsioo-
nivalja puhul el saa enam valjavorranditele suvaliselt li-
sada liikumisvOrrandeid. Selgub, et
materiaalsete objektide gravitatiivse liikumise vorrandid,
sealhulgas vaba partikli liikumisv6rrandid (111 3*3)» on
jJuba valjavorrandite sees. Seega kirjeldavad vorrandid
(IV 1.1) nii seda, kuidas materiaalsed objektid tekitavad
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gravitatsioonivalja, kui ka seda, kuidas sama vali omakorda
maarab objektide liikumise.

IdikumisvOrrandite konkreetne tuletamine valjavOrran-
ditest on siiski keeruline matemaatiline probleem. Et nende
tuletamisel etendab olulist osa meetod, siis vastavalt sel-
lele Vv3ib eristada ka liikumisvorrandite pohimdtteliselt eri-
nevaid saamisviise. Olulisemateks on siin kaks pdhisuunda,
Uhele neist panid aluse A. Einstein ja L. Infeldx ning tei-

sele V. Pok ja tema kaastoolised33.

2. Gravitatsioonivalja vorrandid
ainelise keskkonna ja elektro-
magnetval ja puhul
a) Teisendagem ménevorra gravitatsioonivalja vorrandi-
te pohikuju (IV 1.1).

Selleks leidkem kdigepealt koondamise tulemusena seos

GNAtT. av 2.1)

(\B! - Mitte segi ajada seda skalaarset seost tensorseosega
(IV 1.3)0 Arvestades nuud veel valemit (11 8.11), saame
gravitatsioonivalja Einstein! vorrandid jargmisel, pohiku-
jJjuga (IV 1.1) taiesti ekvivalentsel kujul:

_ _ X SeHe meetodi ideedega vOib nditeks tutvuda kirjanduse
nimi stus toodud L. Infeldi ja E. Plebanskl raamatu pohjal.

XX Vt. kirjanduse nimistus osutatud V. Foki raamatut.
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Einsteini tensori asemel iseloomustab vlrrandites
(17 2.2) aegruumi geomeetriat Bicci tensor. Et Bicci ten-
sori komponentide (Il 8.1) seos Christoffeli koefitsien-
tidega / ™ ja nende kaudu meetrilise tensori komponen-
tidega oa lihtsam kui Einsteini tensoril, siis on
konkreetsete rakenduste seisukohalt gravitatsioonivalja
vorrandite kuju (IV 2.2) ménevdrra eelistatum kujust (IVLD).

Jargnevalt vaadelgem Uldjoontes, kuidas on voimalik
konkretiseerida gravitatsioonivalja vorrandeid olenevalt
meie konkreetsetest teadmistest ruumis paiknevate materi-

aalsete objektide kohta.

b) Ainelise keskkonna vaatlemisel
piirdugem kdesolevas kursuses Uksnes ideaalse vedeliku
suhteliselt lihtsa (Ja seejuures ikkagi veel kullalt kee-
ruka) erijuhuga.

K&sitades ainelist keskkondali deaalse ve-
delikuna, on suurused _It_ vorrandites (1V 2.2)
maaratud valemitega (111 6.3)* Nendest valemitest leiame

koondamise tulemusena ka

T=cyo-3po. (iv 2.3)
Gravitatsioonivalja pohivorrandid (IV 2.2) omandavad see-
ga kuju

RN =*[(<*>+p- )% [ ] av 29

Néeme, et antud juhul on meil Uldiselt viisteist tund-
matut suurust (kimme meetrilise tensori komponenti *
kolm sBltumatut 4-kiiruse komponenti V , rohk pO ja
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massitihedus yuO )= Et peale vorrandite (IV 2.4) peavad
kdik nimetatud suurused rahuldama ka ldeaalse vedeliku Ui-
kumisvOrrandeid (111 6.2) Z7,>° =0 , siis vdrrandeid on
meil nidd tldjuhul kokku neliteist. Seega on esialgu VOr-
randststeem alamdaratud. Vorrandite ja tundmatute funkt-
sioonide arvu kooskdlla viimiseks lisatakse tavaliselt Ulal-
nimetatud siusteemile veel teatav seos suuruste jb jJa
vahel kui n.-6. olekuvOrrand.

Kui aineline keskkond on kaésitatav "tihjuses
oleva tolmuna™ (A -0 ), s. t. kui suuru-

sed on maaratud valemitega (111 6.4), siis omandavad
valjavOrrandld (1IV 2.4) kuju

Bjt=3rcF a [ ~ ~1i 8t7- Civ 2.5)
Et tundmatute funktsioonide arv the vOrra vaheneb, siis
kaob ka vajadus olekuvOrrandi lisamise jarele.

®)) Gravitatsioonivalja voib uurida ka elektri -
liselt laetud ainelise kesk-

konna puhul . Piirdudes selgi juhul ideaalse vedeliku

T-v
mudeliga, on suurused 3 vorrandites (IV 2.2) maaratud
valemitega
™~ + F+}
> " F+£ T m W 26>
a/\

Siin kujutavad suurused 7/~ endast ideaalse vedeliku
energia-Impulsitensori komponente (111 6.3) ja suurused fo:
sama suuruse komponente elektromagnetvalja puhul (Ul 5.14).

Néeme, et vorreldes vorranditega (IV 2.4) komplitsee-
ruvad gravitatsioonivalja vorrandid nidd veelgi. Neisse 11-
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sanduvad uute suurustena elektromagnetvalja tensori kom-
ponendid - Kuid elektromagnetvalja p3hivorrandid
(111 5*5-6), mis maaravad valjatensori komponendid /U™
antud voolutiheduse JS* puhul, lisanduvad samuti gravitat-
sioonivalja vorranditele. Rohutagem, et kdiki Ulalmainitud
vOrrandeid tuleb nlid rahuldada samaaegselt ja koos.

Kui gravitatsioonivalja vorrandites (IV 2.2) on suu-

rused f_ maaratud valemiga
J -~J S
£ =T , m 2.7
siis on meil tegemist m. elektrovaakumiga,
Vastavalt seosele (11l 5M5) onniutd -0 ja vorrandid

IV 2.2) omandavad kuju

N T 2-8)
Seda sisteemi tuleb lahendada koos elektromagnetvalja vor-
randitega (111 5*5-6) juhul J™-0 s

(C$0*) -0, Giv 2.9)

&* > r < =0 . Q7 2.10)

Et antud juhul on vastavalt seosele (111 5%16) Vvor-
randid Zf>¥’ — O identselt rahuldatud ning et 4-potentsi-
aali nelja komponendi (@ jaoks on sGltumatuid Maxwelli-
Lorentzi vorrandeid iksnes neli, siis faktiliselt on meil
sisteemis (IV 2.8-10) dldjuhul kokku neliteist vorrandit
sama palju tundmatute funktsioonide jaoks. Pangem tarele, et
kénesolev VOrrandisiisteem kirjeldab kompleksselt- k 0 i -

K 1 tanapéeval tuntud makrovalj u ning koos
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eellega on Uhtlasi holmatud kogu makromaai Il ma
fllsikaliste vastasmdjude kirjeldus Uhtses
tervikus. Nendes vOrrandites kajastub nii gravitatsiooni-
valja moju elektromagnetvaljale kui ka vastupidine - elekt-
romagnetvalja moju gravitatsioonivaljale (vrdl. 111,5» e).

Markigem veel, et nagu otseselt jareldub ka .vOrran-
ditest (I'7 2.8), on elektrovaakumi juhul aegruumi skalaar-

ne kéverus alati null:

R- O . (v 2.11)
d) Kui ainelise keskkonna k&sitamisel ideaalse vede-
likuna kehtib seos
. v 2.12)

kus /1 on konstant, siis omandavad vorrandid (IV 2.4) ku-

- Bp * - O- Qv 2.13)

Oleme saanud Einsteini vOrrandid mm. kosmoloo -
gilise liitkmega. Kosmoloogilise liikme \Oib
tegelikult viia juba gravitatsioonivalja vorrandite algkqgj-
ju (v 1.1, sest (7I£ )<F=0 (vt. 11, 8; 3. Ulesanne).
Uldjuhul vBiks esineda vorrandites ka veel tiiendavalt ma-
teriaalseid objekte iseloomustavaid suurusi.

VBrranditest (IV 2.13) saame samuti seose
R =~an . v 2.14)

Niisiis on antud juhul tegemist konstantse skalaarse kove-

rusega 4-ruumidega. Selliseid ruume nimetatakse uldiselt
Einsteini ruumideks.
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Kirjanduses on puutud kosmoloogilise liikme fllsika-
list motet korduvalt anallisida, kuid nnt kosmoloogilise
konstandi /] osatdhtsus teooria vastavusseseadmisel te-
gelikkusega pole tanapaevalgi veel 10plikult selge™ Nae-
me seosest (IV 2.12), et seda kosmoloogilist liiget vOiks
tolgendada kui teatava universaalse konstantse negatiivse
(1?) rohu olemasolu. Aga vOib-olla ongi olemas komoloogi-
listes mastaapides teatav uuelaadiline vastasmdju, mis
avaldub naiteks galaktikaparvede vahelise tdukejGuna?!

Seostatult kvantvaljateooria ideedega on tanapaeval
katseid tehtud tblgendada kosmoloogilist liiget ka vaaku-
mi . polarisatsioonist tingitud taiendavate gravitatsi-
ooniliste efektide kirjeldajana, millel oleks oluline osa-
tahtsus tksnes kosmoloogilistes mastaapides. Uldise arva-
muse kohaselt pole aga seni ei otsest vajadust ega veen-
vaid argumente selleks, et viia gravitatsioonivalja vOr-
randitesse kosmoloogiline liige. Seeparast kasutab nilid-
disaegne relativistlik kosmoloogia valjavorrandeid tava-
liselt ilma selle liikmeta.

Ulesandeid

1. Tuletada seos

R=-ecT. (v 2.15)

X Vt. naiteks LL, Ik. 4%4.
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3. Gravitatsioonivalja vorrandid tUhia
ruuni puhul. Riemanni-Christoffel
tensor gravitatsioonivalja iseloo-
mustava suurusena* KoorcLinaattingi-
rused
a) Aegruumi selliste piirkondade jaoks, kus puuduvad
makroskoopilised fllsikalised objektid (aine ja vali), oman-

davad gravitatsioonivalja vorrandid (1V 2.2) kuju
RL- o. avs.a)
Need on Einstein! vOrrandid tihja ruumi Jaoks

ehk gravitatsioonivalja mm. vaakumv drrandid.

MOistagi kaasneb vorranditega (IV 3*1) samuti seos
R= 0. Qv 3.2)

b) Roobiti tihja ruumi vOrranditega on otstarbekas poo-
rata tadhelepanu ka aegruumi antud piirkonda iseloomustava
Riemanni-Christoffeli tensori komponentidele (N 7). Voi-

vad ju olla taidetud kas tingimused

£Xquy, *0 (v 3.3)
(kas voi Riemanni-Christoffell tensori Uhe komponendi jaocks)
vOi tingimused

R*Xjui = 0 - Qv 3.9
(Pangem tdhele, et vaadeldes gravitatsioonivalja vorrandeid
ainelise keskkonna ja elektromagnetvalja puhul, s. t. nul-
list erineva parema poolega vorrandeid (IV 2.2), ei ole tin-
gimused (IV 3.4) uldsegi mdeldavad. Jatame siin kdrvale sel-
lise eriskummalise (po&himotteliselt siiski voimaliku) ma-
teriaalse keskkonna juhu, mille puhul, vaatamata materiaal-
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<eid, objekte iseloomustavate suuruste olemasolule, seisavad
gravitatsioonivalja vorrandite paremal poolel siiski nul-
lid. )

On teadlasi, naiteks V. Fok, J. Synge, A. Petrov jt.x,
kelle vaadete kohaselt tingimused (IV 34-) tdhendavad liht-
salt gravitatsioonivalja puudumist. ‘Téeliste” gravitatsi-
oonivaljade puhul peavad nende arvates alati olema taidetud
tingimused (1V 3.3).

On aga olemas ka teisi teadlasi (Einstein nende hul-
gas), kelle vaatekoht gravitatsioonivalja puudumise VOi ole-
masolu probleemile on avaram. See avaram vaatekoht on seo-
tud ekvivalentsusprintsiibi slgavama ja avarama kasitusega
(vt. 1, 7). Ka juhtu 2| tuleb tblgendada kui gra-
vitatsioonivalja olemasolu juhtu, vastasel korral poleks
meil enam vOimalik radkida gravitatsiooni- ja inertsinah-
tuste samaolemuslikkusest.

Tingimustel (IV 34) kirjeldavad vBrrandite (1V3.1)la-
hendid gravitatsioonivalja n.-6. homogeenset ja
isotroopset erivormi. Valja niisugust erivormi
VOiks nimetada ka inertsivaljaks ning viiks
oletada, et inertsivalja kui homogeenset ja isotroopset foo-
ni tekitavad antud vaatluskohast I6pmata kaugel paiknevad
materiaalsed objektid. Selline inertsivali tulebki ilmsiks
mitteinertsiaalsetes taustsiisteemides. Selline inertsivali
suunab partikli vaba inertsiaalset liikumist samal moel na-

X Vt. naiteks kirjanduse nimistus toodud raamatuid ni-
metatud autoritelt.
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gu "téeline"” gravitatsioonivali suunab materiaalse objekti
ldheduses oleva partikli vaba gravitatiivset langemist*

Tingimustel (IV 3*3) kirjeldavad vorrandite (1V 3W)
lahendid gravitatsioonivdlija mittehomogeen -
s et vomi, mis on tekitatud materiaalsete objektide
paigutuse lokaalsest mittehomogeensusest.

Ulalmainitust nieme, et ekvivalentsusprintsiibi siiga-
vam télgendus annab (RT-le, sealhulgas selle teooria pd-

hivOrrandltele, tdepoolest siigavama ja ulatuslikuma sisu.

©) Niisiis on gravitatsioonipotentsiaalide kor-

val samuti Riemanni-Christoffeli tensori komponendid gra-

\ vitatsioonivaija olulisteks karakteristikuteks. Olgu mar-
gitud, et neid valju, mille puhul on taidetud tingimused
(Vv 34), nimetatakse veel ka galileilisteks.
Nii nimetatakse samuti vOrrandite (IV 3.1) vastavaid la-
hendeid. Tingimustele (IV 3*3) vastavad valjad on m i t -
tegalileilised.

Riemanni-Christoffeli tensori komponentide algebra-
liste omaduste jargi vOib mittegalileilisi gravitatsiooni-
valju omakorda liigitada, kusjuures seda klassifikatsiooni
on voimalik avardada samuti gravitatsioonivalja juhule mit-
tetihjas ruumis, Ulalmainitud liigitust, mille kohaselt on
olemas kolm ja ainult kolm mittegalileiliste gravitatsioo-
nivaljade pohilist tilpi, nimetatakse selle kasutuselevot-
ja nime jargi gravitatsioonivaljade Petrovi klas si-
fikatsiooni ks x. Viimastel aastatel on teis-
seks Ct PeErO\I/Ii k{gfsi_fikat'_sioonlifa pohjalikumaks tutvumi-

. P, . JJ- Vv3i ka LL, 1k.” 337-340.
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te uurijate poolt Petrovi klassifikatsiooni m3nev3rra si-

vendatud ja detailiseeritud.

d) V3rrandite (IV 3*1) puhul vaarib tahelepanu veel
ka jargmine asjaolu.

Nagu teada, kehtivad identselt seosed . Ta-
nu valemile (IV 3*2) v3tavad V3rrandite (1IV 3»1) puhul need
seosed kuju

@IV 3.5)

Nii selgub, et vSrrandeid (IV 3*1) seob omavahel neli ident-
sust. Jarelikult on selles slsteemis Uldjuhul ainult kuus
s3ltumatut Vv3rrandit, tundmatuid funktsioone on aga Uldju-
hul kimme. V3rrandisisteem (IV 3*1) on faktiliselt alaanda-
ratud.

Et koordinaatide valik on URT-s meelevaldne, siis peab-
ki sUsteem (IV 3*1) al&mdaratud olema. Niisugune alaands-
ratus tdhendab Uksnes seda asjaolu, et Uldjuhul peab nende
V3rrandite Uldlahend sisaldama veel nelja tundmatut funkt-
siooni. Nende funktsioonide konkretiseerimine antud kindla
gravitatsioonivalja puhul tahendab sisuliselt taustsistee-
mi, Uldisemalt rédkides koordinaatsusteemi konkreetset va-
likut. Kui selliseid tundmatuid funktsioone uldlahendis po-
leks, siis oleksime vastuolus nii ekvivalentsus- kui ka
uldrelatiivsusprintsiibiga.

Koordinaatsiisteem tuleb URT-s alati valida tiienda-
vate kaalutluste pohjal ning selle fikseerivad m. koor-

dinaattingimused

=0 . (1V 3.6)
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Seejuures ei tohi need neli seost, mis lisatakse valjav3r-
randitele, tensorseosed olla. Nad peavad ju kehtima ainult
Uhe kindla koordinaatsiusteemide klassi puhul.

Et Uhe v3i teise koordinaatslsteemi (Ja ka taustsis-
teemi) eelistamine nduab URT-s mitmete tiiendavate Fuiisi-
kaliste kaalutluste arvestamist ning et sellised taienda-
vad kaalutlused v3ivad mitmelaadilised (Ja Uksteisest p3-
him3tteliselt erinevad) olla, siis pole ka Uksmeelselt
eelistatavaid koordinaattingimusi. UET erinevate problee-
mide puhul osutuvad otstarbekateks erinevad koordinaattin-
gimused. Muidugi kaasnevad sellega teatavad raskused arvu-
tustulenuste flulsikalisel t3lgendamisel ja omavahel Vv3rd-
lemisel. Sellised raskused on UHT uUheks eriparaks ning nen-
de p3hjus peitub ilmselt juba UHT enda loomuses (vrdl. II,
1, h).

e) Jargnevalt tutvugem m3nede enamkasutatavate koor-
dinaattingimustega.
Kui eeldatakse kehtivateks seosed

N =07 (1v3,7)
siis on meil tegemist m. poolgeodeetilis-

te koordinaatsiusteemidega. H.Ke-
res t3lgendab niisuguseid koordinaatsusteeme nn. Uldista-
tud inertsiaalsisteemidena. Paljudes kosmoloogilistes uuri-
mistes on sellistel siUsteemidel samuti eriline osatdhtsus.
Siin nimetatakse neid siunkroonseteks taustsisteemideks ja
ka kaasaliikuvateks taustststeemideks.3"

x Vt. naiteks LL, Ik-d 365-370; 458 jj-
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Koi on rahuldatud tingimused
"0, (v 3.8)

siis on tegemist m. harmooniliste koor-
dinaatidega. Need sisteemid on eelistatavad
(privilegeeritud) V. Poki seisukohalt. V. Pok ja tema vaa-
tekoha pooldajad lahendavad konkreetseid gravitatsiooni-
probleeme just selliste koordinaatsiUsteemide klassi puhull.x
Seejuures peetakse koordinaattinglmusi (IV 3.8) enam-va-
hem samakaalulisteks valjavOrranditega.

Markigem, et kui Uks koordinaatsiisteemide klass saab
Ulalmainitud viisil eelistatuks ja fulsikandhtusi vaadel-
dakse juba ettemdaratult selles kindlas koordinaatsiistee-
mide klassis (teisi voimalusi korvale jattes), siis kao-
tab Uldrelatiivsusprintsiip tdepoolest oma motte (vt. |1,
8, a). Kuid pole ju sugugi valistatud ka avaram vaatekoht,
mis el ndua koordinaatststeemide valiku sellist piiramist.
Nagu 6eldud, tOestavadki tIRT-alased uurimised, et problee-
mide muutumisel tuleb tihti paratamatult muuta ka koordi-
naatsiUsteemi valikut.

4. NOrga valja
vorrandi

a) Gravitatsioonivalja Einstein! vorrandeid on uuri-
tud mitmesuguste ld&hendusmeetoditega.

Olgu margitud, et paljusid probleeme, kas vOi naiteks val-

x Vt. Kkirjanduse nimistus osutatud V. Foki raamatut.
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Jav3rrandite ja liikumisv3rrandite vahekorda (vt. 17, 1, d),
teisiti uurida ei saagi- V3rrandite erakordse keerukuse
t3ttu osutub tépsete lahendite leidmine vdimalikuks Uksnes
kullalt Uksikutel ja seejuures tugevasti lihtsustatud eri-
Juhtudel .

Vaadelgem siin uht lihtsaimat lahendusvStet, mis aga
annab meile gravitatsioonivalja Einsteini vidrrandite struk-

tuuri ja sisu kohta kiullaltki palju olulist informatsiooni .

b) Eeldagem meetrilise tenscri puhul, et tema kompo-

nentidel on jargmine kujus

()

Siin olgu suurused meetrilise tensori komponentide
galileilised vaartused (rahuldavad tingimusi ~x/J1AyfF=0 \
suurused © olgu. aga niivord vaikesed parandusliikmed
neile galileilistele vaartustele, et nende mittelineaar-
seid kombinatsioone me enam ei pruugi arvutustes arvesse
v3tta. Et suurused- Sa‘ jJaéksid vaikesteks aegruumi kogu
vaadeldavas piirkonn;g, siis peavad ka tuletised
ma sama jarku vaikesed suurused.

Nimetagem gravitatsioonivalju, mida kirjeldavad ulal-

mainitud omadustega meetrilise tensori komponendid, n 3 r-

kadeks .

c) On teada (vt. I1, 1, a, b), et uldisust piiramata

v3ib valida
O _ X

- AV 4.2)

Seega omandab valem (1V 4.1) kuju
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$/** - (v 4,3)

Siit avaldame kontravariantsed komponendid

suuruste RBJ7! kaudu. Et kehtib seos

(siin on &ra jaetud kdrgemat jarku véaikesed suurused), siis
saame

W

<r=° 8s*a (1v4a=)
Pangem muuhulgas tahele, et kuna k&ik suurused on nuud fak-
tiliselt esitatud eukleidilises 4-ruumis meetrikaga =
= , sSiis edaspidi kaotab ka indeksite asukaht oma print-
sipiaalse tadhenduse.

Edasi arvutame valemitega (11 6.9) defineeritud suuru-

sed ("Christoffeli 1. liiki simbolid™):

J (lv 4,5

"Christoffeli 2. liiki sumbolid" leiame valemite (Il 6.11)

ja (17 4.4) podhjal:

Jattes ara korgemat jarku vaikesed suurused, vOtab see seos
kuju
CIlvV 4.6)

Valemist (1V 4.5) naeme, et Christoffeli koefitsiendid

/~,/ on antud juhul samuti vaikesed suurused. Jarelikult
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vOib ka Ricci tensori komponentide (Il 8*1) arvutamisel jat-
ta arvestamata ruutliikmed. Antud tépsuse piirides kehtib

seega valem

P -I*-I*

mis seoseid (1V 4.5-6) arvestades omandab kuju

=r -r

Tt BV 4.7)

d) Pangem téhele, et meetrilise tensori kuju pole nOr-
ga valja tingimustega veel Uheselt mdaratud. Ka siin on vOi-
malik taiendavalt tapsustada koordinaatsisteemi valikut.

Seejuures ei muuda koordinaatteisendused

<Ery , (v 4.8)
kus on mingid meelevaldsed vaikesed suurused, tenso-
ri pohimdttelist kuju (1V 4.3). Veendugem selles.

Arvestades meetrilise tensori teisenemisvalanit (N 3x4-),
kusjuures vahetame Uksnes primiga ja ilma primita indeksid,

leiame parast kdrgemat jarku vaikeste suuruste arajatmist

= ’ v ~

kus

A= - (1V 4.10)

Siit naeme, et dg;t on toepoolest sama liiki védike suurus

nagu 8r=> *
e) Edasi vOib kasutada teisendust (IV 4.8) Ricci ten-

sori kuju lihtsustamiseks.
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Esmalt defineerime uued saurused

o i M
Hr , -Xgtrv = (w *-11)

Et ilmselt kehtib seos

siis saame ka valemi
fg* - v 4.12)

isjasaadud valemi pdhjal kehtib seos

mille kasutamine Eicci tensori komponentide (1V 4.7) puhul

annab
f-)_ Y& n

S**z & W ~ <&,*~* @Bv 4*13)

Teisenduste (IV 4.8) abil mingem niid Gle uude koor-

dinaatsisteemi. Arvestades seoseid (IV 4*10-11), saame
wes koordinaatsusteemis

'Cju* = ]

Siit leiame parast arvutusi

~ ~ ~no14)

Kui ntiud valime meelevaldsed suurused selliste-

JjT
m, et oleksid rahuldatud vorrandid

siis uues koordinaatsusteemis kehtib (IV 4*14) pShjal ala-
ti tingimus
(1V 4.16)
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Seega on 3ige ka v3rdus

mille tulemusena Ricci tensor (IV 4.13) omandab uues koor-

dinaatsusteemis kuju

(pangem tdhele, et seost (IV 4.13) v3ib rakendada mistahes
koordinaatsisteemis - nii "vanas' kui "‘uues' )«

Et v3rrandite (IV 4.15) vasemal poolel seisev dife-
rentsiaaloperaator on tegelikult d*Alembert*! operaator:

siis jarelikult kujutavad v3rrandid (IV 4.15) endast d"Alem-
bert*! v3rrandeid, mille paremal poolel on teada olevad

teemis teada). Et d"Alembert*! v3rrandil on alati lahend
olemas, siis on sellega alati tagatud ka tUleminek koordi-
naatststeemi, kus Ricci tensoril on kuju (1V 4.17).

Parast Uleminekut uude koordinaatsisteemi on primid

Juba Ulearused ning arvestades valemit (IV 4.18) saame see-

ga

Olgu margitud, et analoogia p3hjal elektromagnetvalja teoo-
riaga, Vv3ib selles uues koordinaatsiUsteemis kehtivat tin-
gimust (IV 4.16) t3lgendada ka Lorentzi kalibreerimistin-
glmusena.
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1)) Arvestades nuud valemit (IV 4.19) ja kirjutades iles
gravitatsioonivalja vorrandid (IV 2.2) taielikult kovariant-
sete komponentide ndol, saame nad kujul, mis kehtib mistahes

struktuuriga norga valja puhul:
=HB. %, . T). (17 4.20)

MBistagi peavad olema nendes vOrrandites parema poole suuru-
sed samuti vaikesed.

Niisiis saame kapitaalset tdhendust omava tulemuse: nor-
ga valja lahenduses taanduvad gravitatsioonivalja Einsteini

vorrandid d®lemberta tuipi vorrandite susteemiks.

ulesandeid

1. Tuletada seos (1V 4.9).
2. Leida valem (1V 4.13).

5. Gravitatsiooni Newtoni teooria
kui URT piirjuht

a) Eeldagem, et lisaks ndrga gravitatsioonivalja uldis-
tele tinginustele (IV 4.3)s

fr*x = §>* ¢ (17 5.1)
on veel taidetud tingimused

frw "0 > (1v 5.2)

oo ~*°W (17 53
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Y*s =0 . IV 5.4
r cfs av 5.4

Valemid (IV 5.2) kujutavad endast valja stat-
sionaarsuse tingimust. Tensor (IV 5.3) koos li-
satingimusega (1V 5.4) kirjeldab aga statsionaarselt paik-
nevat Ja vastastikku Uksteist ainult gravitatiivselt mo-
Justavate partiklite silsteemi. (Mittegravitatiivsed mdjus-
tused puuduvad™)

b) Uurigem niud, millise kuju omandavad tehtud
dustel gravitatsioonivalja vorrandid (IV 4.20).

Naeme koigepealt, et tanu tingimustele (IV"5.2) asen-
dub d"Alembert"l operaator CJ Laplace™1 operaatoriga™ .
Valemid (IV 5.3-4) annavad tingimuse (IV 5.1) arvestamisel

¢

ndrga valja ldhenduses vOib nad ilmselt jatta &sjatoodud

Et suurused on eeldtl kohaselt vaga vaikesed, siis

valemis arvestamata ning me saame

(IV 5.5)

Siit leiame koondamise tulemusena

KOike eeltoodut arvestades omandavad véljavOrrandid
(IV 4.20) kuju
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=*tyo(p-"y -§). Qv 5.7
Gravitatsioonivalja v3rrandid on taandanud Poissoni tii-
pi vorranditeks, s. t. samasugusteks vorranditeks, nagu
on gravitatsiooni Newtoni teooria vorrand (1 6.8) gravi-
tatsioonipotentsiaali U jaoks.

(0)) Asjasaadud tulemustel on jallegi  fundamentaalne

tahendus. Naeme ju siit, et kui tdlgendada parandusliik-
meid suurustena, mis on vOordelised Newtoni gravi-
tatsioonipotentsiaaliga U , siis tehtud eeldustel, s.t.
nOrkade Jja statsionaarsete gra-
vitatsioonivaljade piirjuhul ldheb Einsteini gravitatsioo-
niteooria uUle Newtoni gravitatsiooniteooriaks. Sellega aga
ongi rahuldatud vastavuse printsiip Einstein! valjavorran-
dite puhul (vt. 17, 1, ©).

Silmas pidades vastavuse printsiipi, vdime Uhelt poolt
ilmselt mbista slgavamalt ja tanapdevasemalt Newtoni gra-
vitatsiooniteooriat (sellest tépsemalt veidi hiljem), tei-
selt poolt saame aga olulisi juhtmdtteid UET suuruste tol-
gendamiseks. Ulaltoodu pdhjal naiteks naeme, et suurusij”,
s. t. meetrilise tensori komponente on tdepoolest mdistlik
kasitada kui gravitatsioonivalja potentsiaale (vt. I, 1,
d). Konstant 22 on aga vorrandite (1 6.8) ja (@7 5.7)
pohjal 1lmselt vOrdeline Newtoni gravitatsioonikonstandlga.

d Et teha kindlaks tipset seost nii suuruste (J
kui ka konstantide ”~ ja ofF vahel, ei piisa ik-

si vOrranditest (17 5.7). Lisaks tuleb vbrrelda veel gravi-
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tatsioonivaljas viibiva vaba partikli liikumisvOrrandeid nii
Newtoni kui ka Einsteini teoorias.

URT kohaselt allub vaba partikli liikumine vdérrandite-
le (111 3*2). Eeldades, et partikkel on hetkeliselt paigal,
s. t. et kehtib tingimus

cfXg _
oss 0>

omandavad need voérrandid kuju

d aK Moy ce/» n
c/sz B c/s cfs
Jattes korvale vorrandi indeksi vaartusel <=4 , mis

meile praegu olulist huvi el paku (sellest vorrandist tule-
neb sdltuvus intervalli $ ja aja ~t vahel), anname ule-

jaanud vorranditele (\J> t ) kuju

+
cfoc? 4*
millest omakorda seost arvestades jareldub
c/X- £ f~i

. = (iv 5.8)

Saadud valem esitab hetkeliselt paigaloleva partikli vaba
langemise kiirenduse komponendid koordinaatidega JX. ja -~t
fikseeritud taustsisteemis.
vérdleme nuiud seda UET-st saadud tulemust Newtoni te-

ooria vastava valemiga (1 6.5), mis suuruse ¢ kahelist ta-
hendust (vt. 1, 6, c) arvestades vdib esineda ka kujul

d J

d ¥ ~~ Ui = ClV 5.9)
Et nbrga ja statsionaarse valja puhul kehtib valemite

(1V 4.5-6) ja (IV 5,2) tdttu seos
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r~r =-£f£a
siis saame vorrandite (1V 5*8) ja (1V 5»9) vdordlemise tule-

musena diferentsiaalvdrrandid

(Y4 2 //
(W 5.10)
Nende v@rrandite integreerimine annab omakorda
Ll 074 w4
+ (v 5.11)

kus K on integreerimiskonstant. Et juhule (J- O \vastaks

juht QLA- O $ tuleb ilmselt valida K- O < Niisiis saa-

V
me potentsiaalide ( loomuliku kalibreeringu korral 18pp-
tulemuseks
M 3.U
] (v 5.12)
e) Suuruse jJaoks on vdérrandil (1V 57) kuju
Acjw =9ecjua . (1lv 5.13)

Seose (IV 5*12) tottu omandab aga sama vdrrand kuju

1V 5.14)

Et see vOrrand peabki nuud olema gravitatsiooni Newtoni te-
ooria pOhivOrrand (I 6.8), siis saame siit leida seose Ein-
steini gravitatsioonikonstandi ja Newtoni gravitatsi-

oonikonstandi "Y vahel:
- (1V 5.15)

) Silmas pidades potentsiaali CD kuju (1IV 5*12),
pullame jargnevalt leida siisteemis (IV 5.7) avaldised ka k0i-

W
gi Ulejéanud suuruste Oaolcst
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Kuna uldised vorrandid (1V 5*7) erinevad voOrrandist
(1IV 5%13) ainult teguri (Zc/NCHN — poolest vorran-
dite paremal poolel, siis on ilmselt lihtsaim voimalus
eeldada, et ka suurused erinevad suurusest CD

tuksnes sellise teguri poolest, s. t.

5.16)

(Pangem tahele, et juhu”w- jaoks on siin tdepoolest
identsus.)

Arvestades valemit (1V 5*1)F on avaldistega (1V 5«16)
taielikult mdaratud aegruumi meetrika ndrkade ja statsio-
naarsete gravitatsioonivaljade puhul. Sellise aegruumi

meetriline vorm omandab kuju

(d sf=[<$, -
+HYEE<*&I*,

Arvestades veel seost koordinaadi X ja aja -t vahel

XNict , saame loplikult
(cfsf- - (S+~i)(cch) 2+ (- 2(<*$] v 5.17)

Naeme, et antud juhul on meetrilises vormis ainult diago-
naalsed elemendid, kuld meetrilise vormi kordajad erine-
vad tasase aegruumi meetrilisest vormist (IIl 1.1) paran-
dusliikme =+ C vorra.

a) Asjasaadud tulemuste péhjal v6ime anda t & n a -
padaevase hinnangu Newtoni gravitatsiooni-

teooriale, aga samuti eukleidilise geomeetria osatahtsu-

sele fluusikandhtuste kirjeldamisel.
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KOige olulisema asjaoluna réhutagem kohe, et nagu veen-
duda vOisime, pole Newtoni ja Einsteini teooriad uUldsegi min-
gis "vastuolus™. Vastupidi - gravitatsiooni Newtoni teoo-
riat tuleb vaadelda kui Einsteini teooria koostisosa* Jare-
likult vdib rakendada Newtoni teooria puhul ka kdiki Ein-
steini teooriale omaseid uusi ettekujutusi (muidugi vaid sel-
lises ulatuses, mis sel puhul loomulik on). Vdib isegi for-
muleerida Newtoni teooriat n.-6. kbvera aegruumi keeles,tuues
sellega esile teooria mitmeid seni varju jaanud niansse.2

MBningaid Newtoni teooria mdisteid v8ib nuiud hoopis si-
gavamalt mOista. Naiteks on raskus- ehk gravitatsiooni jOud
tdolgendatav kui Newtoni teooria eripdrane suurus, mida laheb
meil vaja Uksnes siis, kui kasitleme aegruumi faktiliselt ole-
masolevaid kOverusefekte n.-6. tasase aegruumi keeles, s. t.
siis, kui vaatleme koévera aegruumiga lahutamatult seotud gra-
vitatsioonivalja n.-6. projitseerituna tasasele, kogu ulatu-
ses Uhesuguste omadustega aegruumile. GravitatsioonijOud kui
fulsikaline suurus on sel juhul vajalik taiesti analoogili-
selt inertsijOu mdistele, mida omakorda laheb vaja seetdttu,
et vaadeldakse mitteinertsiaalse taustsisteemi nahtusi inert-
siaalsisteemi "keeles'. Mitteinertsiaalsetes taustsusteemi-
des erinevad ju aegruumi omadused faktiliselt samuti inert-
siaalslisteemide tasase aegruumi omadustest (vt. 1, 9 a).

Néeme, et nuud omandab ka Newtoni teoorias gravitatsi-

oonivalja mdiste reaalse sisu, kuivdrd Einsteini teoorias kui

X Vt, naiteks H. Keres, Moningaid gravitatsiooniteooria
kisimusi, Tahetorni Kalender. 1974, Ik. 44.
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relativistlikus teoorias peab see m3iste tingimata reaalset
sisu omama. Et aga Newtoni teooria kirjeldab ainult gravi-
staatilisi valju (nidd veendusime, et sellised ongi selle
teooria loomulikud rakenduspiirid), siis valja muutuste le-
vik m3istagi temas kajastuda ei saagi (vrdl. 1f 6, e).
Niisiis, vaadelduna oma loomulikus rakendusulatuses ja
ootamata temalt rohkem, kui ta pakkuda saab, pole Newtoni
gravitatsiooniteooriale tegelikult midagi ette heita ei
kvantitatiivsest ega ka kvalitatiivsest aspektist. ELnstei-
ni teooria annab seletuse k3igile Newtoni teooria p3him3t-

telistele "puudustele” (vt. 1, 6, a).

h) Gravitatsiooni Einsteini teooria teeb meile ka
geks, miks vahemalt Haa peal ja samuti PaikeseslUsteemi ula-
tuses on Newtoni teooria siiski Ulitapne gravitatsiooniteoo-
ria (vt. I, 4, ).

Asi seisab selles, et eeldused (IV 5*1-4) on meie Pai-
keseslsteemis t3epoolest vaga suure tapsusega taidetud.

Aegruumi meetrika (IV 5*17) saame teatavasti just eel-

dusest (1V 5.1) lahtudes. Kui aga arvutada Maa pinna jaoks

valja parandusliikme Vn arwdartus, siis Isla-
ar

me selle suurusjarguks 10””~. Niisiis on t3epoolest tegemist
vaga vaikese parandusega galileilisele meetrikale. Siit ja-
reldubki, miks eukleidiline geomeetria on Maa peal vaga has-
ti kehtiv. Ka parandused Paikesesusteemi muude paikkondade
jJaoks on ilsna vaikesed ning seeparast on teada ainult Uksi-

kud uUlivaikesed efektid Paikeseslusteemis, milles avaldub aeg-
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ruumi faktiline erinevus galileilisest (sellest tuleb jut-
tu kéesoleva loengukursuse V peatukis)*

Eeldus (IV 5.2) on Paikesesilisteemis samuti vaga hasti
taidetud, sest gravitatsioonivali on siin tdepoolest kul-
laltki suure tépsusega statsionaarne.

Ka eeldus (1IV 5*3) koos eeldusega (IV 5) on Paike-
sesUsteemis taidetud, sest Paikesesusteemi olulisi aineli-
si koostisosasid VSib ju teatavasti toepoolest partiklite-
na vaadelda, kusjuures nende statsionaarne liikumine on
just selline, et suurusi é$§% vOib nulliga vordseteks lu-
geda. Veendugem selles.

Et antud juhul on meetrilise vormi (ds)Z puhul korda-
jate erinevus galileilistest vaartustest tihine, siis keh-

tib suure réapsusega tingimus

cctxN) -1 (bx®r 1 c*xe/tdt 7 (c/ > 1V 5.18)

kus suurus ~ ~ 0>) voib olla tdlgendatav Pai-
kesesilsteemi objektide liikumise Kiiruse ruuduna. Tingimu-

se (1V 5.18) abil saame nuidd ka seose

I&I'laftU & I* (IV 5-19)

Kuna planeetide ja Paikesesusteemi muude suuremate objek-
tide liikumisel kehtib teatavasti hasti tingimus & <<C ,
siis jareldub seosest (1V 5.19)» et suurused /% on tode-
poolest vaga védikesed ning neid vOib ilma suurema veata

nulliga vérdseteks lugeda.

i) LOpuks réhutagem veel jargmist asjaolu.

Nagime, et gravitatsiooni Newtoni teooria on gravi-
tatsiooni Einsteini teooria mitterelativistlik piirjuht.
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Selgub aga, et Newtoni teooria pole Einsteini teooria ainu-
ke selline piirjuht. (Uldisema, rangema ja Uksikasjalikuma
matamaatilise kasitlusega (kasutades sealhulgas eespool ni-
metatud vdimalust kirja panna Newtoni teooriat EinsteinL te-
ooriale omaste matemaatiliste vahendite abil) on H. Keres
naidanud, et lisaks Newtoni tulpi gravitatsioonivaljadele
kirjeldavad Einsteini vOrrandid mitterelatlvistllkul piirju-
hul ka veel podorisellsi, s.t. mitte -

njuutonilisi gravitatsioonivalju.x Selliste val-
jJjade esinemise kohta tegelikkuses andmed praegu kull puudu-

vad.

Ulesandeid

1. Silmas pidades meetrilise vormi (IV 5*17) kuju ja
kerakujulise keha Newtoni gravitatsioonipotentsiaali aval-
dist, tuletada liikumisvlrranditest (11l 3.2) valemid (1 5.7).
Seejuures lugeda muidugi m K=M< ning lihtsustavalt jatta
arvestamata Pdikese mdju, s. t. eeldada, et Q* =0 ning
liiget suurusega A/ pole. Niisugune arvutus tOestabklL, et
nii "inertsijdude" kui ka 'gravitatsioonijoude" (klassika-
lise Newtoni mehaanika mottes) kirjeldavad vdrrandites

(111 3.2) suurused (vt. 1L, 4, a).

X Vt. Tahetorni Kalender. 1974, 1k. 44.



6. Gravitatsioonilained ja

gravitatsioonivéalja energia

probleem

a) Nagime, et ndrga valja uldkujulised vdrrandid

(17 4.20) kujutavad endast d"Alembert™i tuupi vlrrandite
susteemi. Sellest tdigast aga jareldub, et juba ndrga val-
jJja lahenduses kirjeldavad Einsteini vdrrandid gravistaati-
liste valjade (njuutoniliste ja mittenjuutoniliste) kdrval

samuti ajast sO6ltuvaid gravitatsioonival-

Ju.
76rrandeid (17 4.20) voib kasitada taiesti analoogi-

liselt elektromagnetvélja potentsiaalide vorranditega mee-
levaldselt liikuvate laengute juhul. Ka siin vOib naiteks
uurida valja eemal teatavast liikuvate materiaalsete ob-
jektide slUsteemist. Tuhja ruumi piirkonna jaoks saame vor-

randid (IV 4.20) kujul
v 6.1)

Et need vorrandid kirjeldavad lainelisi protsesse, see on
hasti teada.

Niisiis, analoogiliselt Maxwelli-Lorentzi vdrrandite-
ga, jareldub Einsteini vlrranditest valja muu -
tuste lainelise leviku vbimalus, kus-
jJuures need valja muutused peavad levima tihjuses kiirusega
c .

Nagu elektromagnetvalja potentsiaalide vOrrandite pu-
hul, nii vOib ka vdrrandite (1V 6.1) puhul leida lahendeid

retardeeritud potentsiaalide kujul. Selle asjaolu kindlaks-
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tegemisel oli teatavasti oluline osa ettekujutuste kujune-
misel elektromagnetvaljast kui realiteedist. Eetardeeritud
potentsiaalide valemitest jareldub, et kui vaatlejast tea-
taval kaugusel E véalja allikate paigutus muutub, siis jarg-
neb valja muutus vaatluskohas alles mdninga aja 13 pa-
rast. See ajavahemik kulub flusikalise mdjustuse uUleandmi-
seks Uhest ruumipunktist teise. Seepdrast ei saagi enam ka-
sitada ruumi valja allikate uUmber tuhipalja "mittemiski-

na. Seal peab ju midagi reaalse It eksisteerivat
ja levivat olemaf Kirjeldades seega staatiliste protsessi-
de kdrval ka diunaamilisi, annab gravitatsiooni Einsteini
teooria juba ndrga valja l&henduses kindla ettekujutuse val-

jast kui realiteedist.

b) NOrga valja lahenduses vOib gravitatsioo-
nivalja lainelist levikut tdélgendada kui galileilise meet-
rika hairituse levikut, s. t. kui midagi analoogilist vir-
venduste levikule tasasel veepinnal. Gravitatsioonikiirgu-
se teooriat v8ib siin arendada igati elektromagnetkiirgu-
se teooria eeskujul (nditeks vOib vaadelda valja kaugel
kiirgajast teatavates multipollahendites jne.)x

Kuidas aga tdlgendada tugevate gravitatsi-
oonivalijade puhul gravitatsioonikiirguse levikut, s.t. gra-

vitatsioonilaineid? Selgub, et niisuguste protsesside in-

X Gravitatsioonikiirguse probleemi tdpsemaks uurimi-
seks tuleb juba ndrga véalja l&henduseski kasutada ulalkir-
jeldatust keerulisemat ja peenemat metoodikat. Tanapaeval
tuginevad mitmed olulisemad seda tuupi uurimisviisid tet-
raadformalismi kasutamisele. Gravitatsioonilainete omadus-
te teoreetilise uurimise mdningate tulemustega tutvumiseks
vt. ka LL, Hk. 437 jj-
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terpreteerimine on Usnagi keeruline aegruumi suure kdveru-
se tSttu. Gravitatsioonivalja tapsete vorrandite selliseid
lahendeid, mis ilmselt just gravitatsioonikiirgust kirjel-
davad, siiski tuntakse*

(®)) Gravitatsioonilainete probleem seostub gravi -
tatsioonivalja energia probleemiga.
VOib ju kiisida: kas ka gravitatsioonilained kannavad ener-
giat? Vastamiseks peab aga teadma, mida endast Uldse kuju-
tab gravitatsioonivalja energia.

Kisimus sellest, mida uldjuhulise kdvera aegruumi pu-
hul mdista gravitatsioonivalja energia all, on URT-s tina-
se paevani lahtine. Seni pole siin veel joutud Uhtse seisu-
koha tunnustamiseni.

Kogu senises fiilisikas on mdistetud ja mOistetakse ener-
giat kui galileilise aegruumiga lahutamatult seotud mbistet.
See orgaaniline seos naib veel sigavam, kui tuletame meel-
de, et ERT-son energia jadvusseadus (nagu im-
pulsi ja impulssmomendi jaavusseadusedki) vahetult seotud
galileilise aegruumi omadustega. Energia j&avusseadus iso-
leeritud susteemi jaoks tuleneb teatavasti aja homogeensu-
se omadustestx .

Kdvera aegruumi puhul ei saa enam raakida ruumi iso-
troopsusest ega homogeensusest, ei ka aja homogeensusest,
jarelikult pole enam energia jaavusseadust ERT mbtfoes. Voib-
olla pole siis samuti energia mdistet '‘vanas™, s. t. tasa-

se aegruumi mottes. KOik fulsika mdisted arenevad ja miks

X Vt. naiteks LL - Meh., Ik, 23.
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ei v3iks seegi m3iste saada n.-6* Umber normeeritud? (Vrdl.
asjadeldut kaalu mSiste ké&sitlusega Wl T seisukohalt - 111,
4, c-T.) JBnergia m3iste v3ib ju olla UET-s komplitseeritum,
millest "vanade'" ja tuttavate olukordade jaoks peaks muidu-
gi tulenema tuntud energia m3iste. N&gime juba, et gravi-
tatsioonilise vastasm3ju didnaamiline aspekt
avaldub lihtsalt aegruumi k3veruses (gravitatsioonij3u funkt-
siooni v3tavad ule suurused ). Kas ei avaldu siis ka
gravitatsiooni.lise vastasm3ju energeetiline
aspekt lihtsalt aegruumi kdveruse Uhe tahuna, kusjuures va-
na tuttava energia m3iste saame vaid nahtuste projitseerimi-

sel tasasesse ruumi? (Vrdl. IV 5, g.)

d) Gravitatsioonilainete ja gravitatsioonivalja ener-
gia seni lahtiste probleemidega seostub veel gravi -
tatsioonivalija kvantiseerimise
samuti lahtine probleem*

V3ib ju kiusida: kui saab kvantiseerida elektromagnet-
valja ja omistada valja kvantidele reaalset sisu, miks ei
saa siis sedasama teha gravitatsioonivalja puhul?

Vahemalt n3rga valja lahenduses, s. t. siis, kui val-
fa vSrrandid on lineariseeritud, v3ib kvantelektrodinaamika
eeskujul t3epoolest matemaatiliselt kvantiseerimise protse-
duuri labi teha. Et mingit empiirilist baasi seni pole, sis
jaab aga kullaltki segaseks uUlalnimetatud matemaatilise prot-
seduuri tulemuste, s. t. gravitatsioonivalja kvantide (nn.
gravitonide) fiusikaline t3lgendamine.

On uurijaid, kes URT-d ei peagi rahuldavaks seet3ttu,

et see on kvantteooriaga raskesti seostatav. Pannakse ette



asendada UET lkkagi tasase aegruumi foonil opereeriva gra-
vitatsiooniteooriaga. Kas aga sellised kaalutlused siiski
kullalt pdhjendatud on? VOib-olla oluliste olemuslike eri-
nevuste tottu gravitatsiooni- ja elektromagnetvalja vahel
peab ka gravitatsiooniteooria seos kvantteooriaga hoopis
teistsugune olema*

7. Punktmassi gravi-
tatsioonivali

a) Nagu Geldud, osutub gravitatsioonivalja Einsteini
vorrandite tépsete lahendite leidmine vOimalikuks ainult
kiullalt tugevasti lihtsustatud erijuhtudel* Kaesolevas punk-
tis vaadelgem gravitatsioonivalja vorrandite lahendamist
thel sellisel lihtsal, kuid seejuures Upris olulisel eri-
junul; nimel juhul, kui valja allikaks on
Uksik punktmass.

Uksikut punktmassi on ilmselt otstarbekas vaadelda
taustsusteenis, mille suhtes see punktmass paigal on ja kus
ta asetseb ruumiliste koordinaatide alguspunktis (Joonis 27«
uldiste fuusikaliste kaalutluste pohjal on vali selles
taustsUsteemis kerastimmeetriline. Eukleidilises ruumis on
kerastimmeetria puhul teatavasti loomulikuks ruumi liseks
koordinaadistikuks sfaariline koordinaadistik -
V0ib oletada, et kévera ruumi tsentraal- ehk kerasimmeet-
ria puhul osutuvad loomulikeks koordinaadid, mis on saadud
tasase aegruumi koordinaatidest n,—¢* sfaarilise simmeet-

riaga kdverdamise tulemusena.
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Hiisile voiksime vaadeldava probleemi puhul postulee-

rida meetrilise vormi jargmise kuju:
(dsf'=a(r@ ri+fi(r)(rfjp&f+(n.arfy f]* £(n)cd{}) (v 7.1)

Kui 8=£=~ - "F , siis saamegi siit ruumiliselt sfaa-
rilise koordinaadistiku galileilises aegruumis. Suurusi @,
$ ja h vdime tolgendada kui n.-6. aegruumi kdverdumise
koefitsiente.

Pangem tdhele, et meetrilise vormi kujule (IV 7*%1)
Joudsime faktiliselt mitterangete, n.-0. piltlike kaalut-
luste teel. Kasutades eksaktseid rihmateoreetilisi meeto-
deid, saame aga staatilise sfaarilise simmeetria eeldami-
sel kdveras aegruumis samasuguse tulemuse2.



b) Meetrilise vormi puhul (IV 7.1) on vahetult naha,

et koordinaatteisenduse puhul, mis on jérgmist tiupi:
r=r(r)
r=r(nN}
ei muutu vormi (IV 7.1) pohimdtteline kuju. Nii peabki ole-
ma, sest vastavalt ©)BI vaimule peab antud probleemis radl-

Qv 7.2)

aalmuutuja olema vabalt valitav.

Kasutades teisendust (1V 7.2), vOime juba enne,  kui
asuda valjavOrrandeid lahendama, fikseerida (he kolmest
tundmatust funktsioonist @ , & ja * lgale Tiksee-
rimlsviisile vastab tks kindel koordinaatsUsteem, mis koik
kuulluvad sisuliselt Uhte ja samasse taustsisteemi (pangem
siit konkreetselt tdhele erinewust taust- ja koordinaat-
sisteemide vahel - vt. 111, 1, b).

Valime praegu uue radiaalmuutuja jargmiselt:

r'=vh(r)r. (v 7.3)
Parast Uleminekut uude koordinaatslsteemi jatame aga primi
ara ning seega saame lihtsalt meetrilise vormi (v 7.1
niisugusel kujul, kus =4 .

C©) Arwutusteks on otstarbekas sisse viia uued tahis-

tused koordinaatide jaoks

X3=0 v 7.4)

ning sanuti suuruste Q ja 4 jaoks
a(xhl e2in=6fa). (iv 7.5)

Valides sellisel viisil meetrilise vormi kordajate  kuju,



fikseerime Uheselt ruutvormi  (IV 7.1) signatuuri. Paneme
tahele, et ka tingimus (111 1.2) on seejuures alati taide-
tud.

Ni

siis vOime uUldisust piiramnata esitada staa-
tilise ja tsentraalsimmeetrili-

s e meetrilise vormi jargmisel kujul:

(ds)Z=- e2r™ {~rjte ™ X\¢/X) (sutz™ Y]~ iv 7.6)
s. t.
0 0 0
0 0] 0
Qv 7.7
0 0 Qes O
0 0 0  Qcse/ixz

Bt leida swruste F ja vV ning sellega uhtlasi
punktmassi gravitatsioonivalja potentsiaalide konkreetne
kuju, tuleb lahendada gravitatsioonivalja virrandid. Nagu
néeme viimaste kujust (IV 2.2), on selleks igal juhul tar-
vis teada Ricci tensori komponentide kuju. Viimaste leid-
miseks tuleb aga enne valja arvutada Christoffeli koefit-
siendid EIU .

d) Vajalikeks arvutusteks on veel ennekdike tarvis

teada determinant! © ja meetrilise tensori kontravari-
antseid komponente. Bt

$ = (v 7.8)

siis valemi (11 3*25) pohjal saame
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v 7.9)
0 0 etz o

0 0 0 (xFstnXj

(Paneme tidhele, et nn. diagonaalse meetrika puhul om meet-
rilise tensori kontravariantsete komponentide maatriks sa-
muti diagonaalne ning need diagonaalsed komponendid on liht-
salt kovariantsete poordvaartused.)

Parast suuruste (Il 6.9) leidmist, arvutame valemi-
test (1l 6.11) Christoffeli koefitsiendid g;\’; . Selgub,
et meetrilise vormi (1V 7.6) puhul on nullist erinevaid
koefitsiente uUksnes Uheksa (kriips tahendab tuletist koor-
dinaadi X1 jargi):

Qv 7.10)

Vaja laheb ka nn. koondatud Christoffeli koefitsiente (3L6.13):

Qv 7.11)
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Valemite (IV 7%10-11) pohjal vdimegi nuud arvutada
Eicci tensori komponendid (11 8.1). Selgub, et antud ju-
hul pole identselt nullLd Uksnes vOrdsete indeksitega (AY*)

komponendid t

=F+(ff-r(F,1),
d =w+te-mav+xtF~V)]t AT 7.12)

"
R -33 * Q "~ XS (- 1+ © e v itxicr y )3

e) Kui Uksik punktmass pole elektriliselt laetud, siis
kehtivad valjaspool tema asukohta gravitatsioonivalja vaa-
kumOrrandid (IV 3*1). Arvestades valemeid (IV 7*12), oman-
davad need kujui

CEro(r)ZE 0, Qv 7.13)
e+ (FF -YF - =0J (v 7.14)

-/v-e \/)]~O (iv 7 15)

Néeme, et vOrrandid on tdepoolest mittelineaarsed. Ent an-
tud juhul on tegemist Uksnes kahe Uhest muutujast soOltuva
funktsiooniga ning seetdttu osutub siin gravitatsioonival-

Jja vorrandite integreerimine siiski Upris hdlpsaks.
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Liites vorrandid (IV 7.13) da (IV 7.14), saame seose
Ll r'+r")=o,
millest jareldub, et

F+Y=—c Qv 7.16)

Integreerimiskonstandi C v8ib kohe mésrata vaadeldava
probleemi loomulikest aaretingimustest. Nimelt on jumdist-
lik eeldada, et Ifpmata kaugel Uksikust punktmassist cn va-
li galileiline ning et seda Kkirjeldab meetriline vorm
(Iv 7.1) lisatingimusega ci1= &= H = 1. Seega peavad keh-
tima aaretingimused

tUn F =CcmY =0 (iv 7.17)
millest jareldub, et seoses (IV 7.16) peab konstant C VOr-
duma nulliga. Niisiis saame

=-F . (iv 7.18)
Lahutades vBrrandist (IV 7.14) vorrandi (v 7.13)»
Jouame vorrandile

Z[F"+ 2(N)r~+8°I}]=0,
mille teisendamine annab (eeldusel F & O )

(tnF) +af+Jj=0
Siit leiame integreerimisel seose

dsiF £F+ *

11
=)

N
£tF e (x,)
ehk

- 199 -



Veelkordne integreerimine annab niid

1V 7.19)

St oleks rahuldatud ka vdrrand (1V 7»15)» peab seoses
(1V 7*19) konstant /\ vOrduma thega. Niisiis leiame 18pli-
kult

(1V 7.20)

Konstant T iseloomustab ilmselt vadlja allikaks olevat

punktmassi. Peagi ndeme, et see tdepoolest nii ka on.

f) Valemite (IV 7*18) ja (IV 7.20) p6hjal vdime konk-
retiseerida meetrilise vormi (IV 7*6) kuju. Sellega ole-
megi leidnud aegruumi meetrilise vormi punktmassi gravitat-
sioonivalja puhul. R&hutagem veelkord, et selle vormi oleme
leidnud gravitatsioonivalja Einsteini vérrandite téapse
lahendamise teel. Konesoleva lahendi leidis esimesena
K. Schwarzschild 1916. aastal ja seda nimetataksegi seepé-
rast Schwarzschildi lahendiks,
tapsemalt Schwarzschildi valiseks lahendiks.

vOime minna ka tagasi koordinaatide taéhistustele b

r, S ja <> . Nii saame vaadeldava meetrilise vormi

(nn. Schwarzschildi meetrika) kujul

r 7 IV 7.21)
£

+(r) [(dS) - (sift$chj)d J



9) Meetrilise vormi (IV 7*21) v8ib teisendada nn.
troopsesse kujju.

Kui valime teisenduse (1V 7*2) kujul
r=r'(4 +t (1T 7.22)

siis naeme, et
drnadr'™ +fi

Da

ra (<-<§L)\Z

Siit leiamegi meetrilisele vormile (1V 7*21) uue, nn. iso-

troopse kuju

+ (j +fc F{(drf+ (r)ZCBF—f—(m £c/<pfld. IV 7.23)

h) Kullalt kaugel punktmassist peab gravitatsioonivali
ilmselt nork clema. Suurused r ja IE on aga sel ju-
hul vaga vaikesed.

Arendame avaldises (IV 7*23) meetrilise vormi kordajad
ritta suuruse " astmete jJargi ja piirdume ainult esimese
parandusega. Siis leiame

B =

*

¥+ He

ja
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Seega saame punktmassi gravitatsioonivédlja puhul n3rga val-

ja meetrilise vormi kujul
< & sf (idtf-2(4+% )& Z)b,  (IV 7.24)

kus (d t) on eukleidilise 3-ruumi meetriline vorm.

V3rdleme saadud tulemust ndrga ja staatilise gravitat-
sioonivdlja meetrilise vormi dldise kujuga (IV 5.17). Et
punktmassi puhul Newtoni potentsiaal (J =~ $7 , siis tule-

neb sellest vSrdlusest seos

(1V 7.25)

Sellega on konstandi /£ kui véalja allikat iseloomustava

parameetri vaartus maaratud.

i) Suurust 10 , mille mdarab valemi (IV 7.25) koha-
selt partikli mass, nimetatakse ka punktmassi gravi-
tatsiooniliseks raadiuseks. Lei-
tud punktmassi jaoks, kirjeldavad meetrilised vormid (1V7.21)
ja (Iv 7.23) tegelikult gravitatsioonivalja igasuguste sfaa-
rilise simmeetriaga massijaotuste Umber, kus allikaks olev
aine on kas paigal v3i liigub Uksnes radiaalselt. 'yr} on
sel juhul vaadeldava ainejaotuse kogumass.

Paneme tahele, et juhul r -r (“"Schwarzschildi pind")
muutub meetrilises vormis (IV 7.21) £o0o nulliks ja
kasvab piiramatult. Selle t3iga pdhjal vdiks arvata, et aeg-
ruumi meetrika saab "Schwarzschildi pinnal™ singulaarseks
ning et antud kogumassi YY) puhul pole véimalikud kehad gra-

vitatsiooni lisest vaiksema "raadiusega" (NB! on Uksnes

202 -



radiaalmuutuja; kauguse2 punktide ja /£ vahel piki

raadiust annab integraal J Vvcgdr )e Ent tegelikult ei

saa aegruumi meetrika ~ puhul singulaarseks. Sed%
tdendab naiteks asjaolu, et nii determinant ~ =-~(r2i/i")
kui ka invariant J-~ (vt. ulesanne 8) jaavad

"Schwarzschildi pinnal” regulaarseteks. Meetrika td&eline
singulaarsus ilmneb tksnes punktis /=0 . Selgub, et
ruumilise piirkonna puhul pole lihtsalt meetrilisi
vorme (IV 7*21) ja (IV 7*23) iseloomustavad koordinaadid
rakendatavad. Kasutades teistsuguseid ja nimelt teatavaid
mittejaiku koordinaatsisteeme (meetrilise vormi kordajad
sdltuvad koordinaatajast)3CZ, on voimalik uurida aegruumi

omadusi ka piirkonnas f 3 To

J) On selgunud, et aegruumi, omadused piirkonnas 7417
on seostatavad massiivsete kehade teatavate eriparaste
omadustega. 4

Kui uurida sfaarilise simmeetriaga keha relativist-
likke tasakaalutingimusi, siis selgub, et killalt suure
massiga keha puhul ei saa olla tasakaalulist staatilist
olukorda. Selline keha peab tema enda tekitatud gravitat-
sioonivalja mdjul piiramatult kokku témbuma. Nimetatud

nahtust kirjeldasid esmakordselt J. E. Oppenheimer ja

H. Snyder 1939. aastal ning seda on hakatud nimetama
gravitatsiooniliseks kollap-
siks.

2 vt. LL, 1k. 384.
22 Sealsamas, 1k. 393 jj.



Valise liikumata vaatleja suhtes, kes kasutab koordi-
naate meetrilise vormiga (IV 7.21), [l&heneb kollabeerova
(kollapseeruva) keha "raadius”” lopmata kauges tulevikus
gravitatsioonilised. Kollabeeruva ainega kaasaliikuvas
taustsilisteemis aga lUletab kokkutdmbov aine lihikese oma-
aja-vahemiku jooksul "Schwarzschildi pinna™ ning jatkab lii-
kumist ka selle "all", kus paigalolek on vdimata. Uis siln-
nib piirkonnas r < , seda pole valjastpoolt nédha, sest
nii ainelised osakesed kui elektromagnetiline kiirgus (seal-
hulgas valgus) vdivad labida "Schwarzschildi pinda"™ (Uksnes
Uhes suunas - sissepoole. *

Niisiis kulgevad kollabeeruva ainega kaasalii-
kuvas teljestikus protsessid edasi, valise vaat-
leja suhtes aga gravitatsioonilise raadiuse Umber kokkutOm-
buv keha just nagu "sulgub endasse"™, "tardub™ - keha el
saada enam mingeid signaale Umbritsevasse ruumi (siin aval-
dub aja relatiivsus oma &armises vormis). Sellist kollabee-
runud objekti nimetatakse kol lapsariks ehk
"mustaks auguks™". Ta on Umbruskonnaga vas-
tastikuses mdjustuses Uksnes oma gravitatsioonivalja vahen-
dusel .2

St selgitada kollabeeruva keha seesmise oleku muutusi,
sealhulgas Ulksikasjalikumalt tema k&itumist "Schwarzschildi
pinna all”, on vaja uurida Einsteini vOrrandite sfaarilise
simmeetriaga lahendeid ainelise keskkonna jaoks (s. t. ju-
W, . i—\v-(.) ...... )*»

x Vt, naiteks LL, Ik. 393.
22 Sealsamas, Ik. 401 jj-
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Viimasel ajal on uuritud ka Binsteini vB8rrandite ja-
reldusi mittesfaariliste ja poéorlevate kollabeeruvate ob-
jektide puhul. Nii leiti 1963. aastal tdpne lahend (nn.
Kerri lahend), millel on terve rida huvitavaid omadusi ja
mis hilisemate uurimuste pdhjal on tdendoliselt rakendatav

péorleva statsionaarse kollapsari kirjeldamiseks.2"

tilesandeid

1. Arvutada meetrilise vormi (IV 7.6) puhul "Chris-
toffeli 1. liiki sumbolid™ (Il 6.9).

2. Toestada, et meetrilise vonai (1V 7.6) puhul on
40-st Christoffeli koefitsiendist nullist erinevaid
tdepoolest ainult Uheksa ning et nad avalduvad valemitega
(1IV 7.10).

3. Pdhjendada valemite (IV 7*11) kuju.

4. Tdestada, et meetrilise vormi (IV 7«6) puhul Bicci
tensori nn. mittediagonaalsed komponendid (A ) on
identselt nullid ja et diagonaalsed komponendid avalduvad
valemitega (1V 7.12).

5. Naidata, et seosed (IV 7*18-19) rahuldavad vdrran-
dit (IV 7*15) tdepoolest iksnes siis, kui A—i

6. Arvestades seoseid (IV 7.18) ja (IV 7.20), konkre-
tiseerida meetrilise vormi (IV 7*21)  jaoks Christoffeli
koefitsientide (IV 7*10) kujud.

7. Silmas pidada valemit (Il 7*3) ja kasutades eelmi-

Vt. naiteks LL, Ik. 408 jj*
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se Ulesande tulemusi, arvutada meetrilise vormi (IV 7*21)
puhul Riemanni-Christoffeli tensori komponendid .
L]

Saada siit tdielikult kovariantsed komponendid

8. Eelmise (lesande tulemuste pdhjal arvutada invari-

ant  «7- "jCAyU*»



V. 1IPPFRELATIIVSUSTEOORIA VAHEKORD
VAATLUSE JA EKSPERIMENDIGA

1. OST ja kosmose-
fuusika

a) Mdistagi ei tdesta kdesoleva loengukursuse 1 peatukis
toodud mottelised katsed pddrleva kettaga, Einsteini lifti-
ga ja teised sellesamased veel seda, et gravitatsiooni-
nahtusi ikka tdesti just URT kirjeldab ja seletab. Nendel
mOttelistel katsetel on kiill Glitahtis osa juhtideede and-
jatena, loogilise mdtte suunajatena, milleta teaduse areng
Upris saamatult kulgeks, kuid Iépliku Oigustuse URT pdhi-
printsiipidele, tema matemaatilise aparatuuri otstarbeku-
sele, tema pdhivdrranditele saab siiski anda iUksnes teoo-
ria jarelduste kooskdla vaatlus- ja eks-
perimendiandmetega.

Millised empiirilised andmed siis URT olemasolu 0i-
gustavad? Et gravitatsiooniline vastasmdju on loodusnéah-
tustes seda olulisem, mida suuremate mastaapidega meil te-
gemist on ja mida suurem on vaadeldavate objektide  kogu-
mass ning tihedus, siis ka gravitatsiooniteooria kinnitust
tuleks ilmselt otsida ennekdike suurtest mastaapidest ja
vaga ulatuslike v0i vaga tihedate materiaalsete objektide»

juurest. Pangem tdhele, et Newton l&htus samuti taevame-



haanikast ja alle* siis tdi gravitatsiooniseaduse "maises-

se” mehaanikasse. Heie ajal on kosmiline horisont palja
aTtaraTt ja seega tuleks tadnapéaevasele gravitatsiooniteoo-
riale hinnangu andmisel alustada Newtoni aegadega vdrrel-
des hoopis suurematest mastaapidest. N iisiis ei piisa UBT-le
digustuse otsim isel ainult Maal kulgevate ndhtuste ega ise-
gi Uksnes Paikeseslisteemi néhtuste analiisist, vaid kdige-
pealt tuleks vaadelda kosmosefiOilsikat ko-

gu selle tdnapéevases haardes.

b) Hasti jamedal viisil vOib tdnapdevase kosmosefii-
sika probleemid jaotada kahte suurde rihma. (Sealjuures
moodustaksid Paikeseslsteem i-sisesed ja Maa-lahedase kos-
m ilise ruumi nahtused veel kolmandagi rihma.)

Bsiteks on siin probleemid, mis on seotud kogu meile
tuntud maailmaruumi kui terviku, selle ehituse, omaduste
ja kéitumise uarimisega. Meed on kosmoloogia
probleemid, mis seostuvad maailmaruumi objektide tekke ja
evolutsiooni, s. o. kosmogoonia probleemide-
ga.

Kosmoloogilistes mastaapides, kus Juba kogu meie Ga-
laktika osutub tlllakeseke objektiks, on kdigist fulsika-
listest interaktsioonidest gravitatsiooniline vastasmdju
ilm selt kbige olulisem. Seega peaksid just need mastaabid
olema URT peamiseks rakendusalaks. Selgub, et see nii ka
on. Nildisaegses kosmoloogias, mis uurib mateeria jaotust,
llIknm ist ja vastastikust mdju kogu meile tuntud maailma-

ruumi ulatuses ning koos sellega aegruumi n.-0. globaal-



eeid omadusi, on gravitatsiooniteooriana téepoolest end
digustanud nimelt UBT.

Tuginedes UBT-le, konstrueeritakse mitmesuguseid
kosmoloogilisl mudeleid, mille
omadustee puutakse kajastada reaalse kosmilise aegruumi
omadusi. Eeldades aine homogeenset ja isotroopset jaotust
vaatlustega h6Imatavas maailmaruumis kui tervikus, on teis-
te hulgas saadud nditeks nn. isotroopsed mudelid, mis on
tuntud alates aastast 1922 ja mida esmasleidja nime jargi
nimetatakse ka Friedmann! mudeliteksl. Nende mudelite ise-
loomulikuks jooneks on meetrika mlttestatsionaarsus: aeg-
ruumi kéverus on aja funktsioon. Niisuguste mudelite alu-
sel Onnestub seetdttu seletada iihte vaga tdhelepanuvairset
empiirilist kosmilist tdika ja nimelt kaugetelt galakti-
katelt tuleva valguse spektrijoonte punanihet (nn. kosmo-
loogilist punanlhet ehk Hubble®l nihet). Mittestatsio-
naarne dinaamiline kosmoloogiline mudel lubab seda né&h-
tust loogiliselt seletada kaugete galaktikate eemaldumi-
sega meist (“maailma paisumisega').

Arvesse voOttes tanapaevaseid astronoomilisi andmeid,
on alust arvata, et isotroopne kosmoloogiline mudel Kir-
jeldab tGldjoontes adekvaatselt nii meile tuntud maailma-
ruumi ténapdevast olukorda kui ka selle senise evolutsi-
ooni olulisemaid jooni. Ta on kooskflas seniste andmete-

ga kosmiliste objektide ea, samuti nn. kosmilise relikt-

. x Vt. naiteks LL. Ik. 453 jj» Et kosmoloogilised mu-
delid nduavad ulatuslikumat erigarast kasitlemist, siis ei
gahu nende konkreetne vaatlus kaesoleva pdhikursuse raami-

esse.



kiirguse kohta. Ait saaas on selge, et eeldus mateeria ho-
mogeensest ja isotroopsest jaotusest saab olla ilksnes ligi-
kaudne, sest suhteliselt vdiksemate kosmoloogiliste mastaa-
pide puhul pole ta ilmselt enam kehtiv. See asjaolu stimu-
leerib ka keerukamate kosmoloogiliste mudelite, sealhulgas
nn. anisotroopsete mudelite uurimist. Omaette probleemiks
on kosmoloogilise mudeli ajalise singulaarsuse Cmaailma
alguse™) olemasolu v3i puudumine, mudeli omadused sellise

singulaarsuse puhul jne.z

c) Teiseks suureks kosmosefiisika probleemide rihmaks
on astrofildsikalised probleemid, mis on
seotud mitmesuguste isoleeritud objektide (taht, pulsar,
kvasar, galaktika jne.) uurimisega. See valdkona on  té&na-
paeval samuti saanud UHT rakendusalaks.n,

Mitterelativistlik gravitatsiooniteooria koos termodi-
naamika, plasma- ja tuumafiisikaga seletab tédielikult té&h-
tede heleduse, m33tmed ja spektrid nn. tavaliste téhtede
puhul. Arvutuslikud hinnangud aga néitavad, et ulitihedate
objektide evolutsiooni ja tasakaalu uurimine n3uab juba re-
lativistlike efektide arvestamist. See tadhendabki vajadust
UBT jarele. Huvi relativistlike efektide uurimise vastu suu-
renes eriti kvasarite (1963) ja pulsarite (1968) avastamise

jarel.

x Yt. LL, k. 499 jj.

_ 11 vt. naiteks kirjanduse nimistus osutatud J. Zeldo-
%lt?' ja 1. Hovikovi, aga samuti 0. W. Sciama (pama) raama-
uid.
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St rastavalt tehtud arvutustele on teatavates tingi-
mustes vOimalik téhtede (néditeks nn. valgete kaabuste) evo-
lutsiooni Uleminek relativistlikuks gravitatsioonillseks
kollapsiks, siis on saanud tdnapdeval ka "mustade aukude"
esinemise v@imalus maailmaruumis palju huvi pakkuvaks ast-
rofuislkallseks probleemiks (vt. 1V 7, J). Intensiivselt

analidsitakse ndhtusi, mis voiksid vdimaldada "musta augu”

avastamist.
d) Nagu nditasime (vt. 1V, 6), jareldub Einsteini
randitest gravitatsioonikiirguse voi-

malus. Ent arvutused Kkinnitavad, et eksperimendis jalgita-
vaid gravitatsioonile!neid tekitada maistes tingimustes
tdnapéeval veel suurt lootust pole. Liiga tihine on siin
p6him Gtteliselt vbimalik gravitatsioonikiirguse intensiiv-
sus ja seni pole lihtsalt olemas seadmeid, mis sellist kiir-
gust registreerida suudaksid. Kill aga vdiks esialgu jalle
aidata kosmoeeilaingute uurimine.

Mingid hiiglaslikud kosmilised protsessid (nuteks ta-
he kollabeeruaine "mustaks auguks", supernoova teke vms.),
millega kaasnevad massi kontsentratsiooni tohutult suured
ja kiired muutused, vdiksid ilm selt tekitada ka gravitat-
sioonivélja Buuri muutusi, mis siis kas pidevate lainetena
vOi Ukslkimpulssidena universumis levida voiksid. Selliste
kaugkosmosest Maale levivate gravitatsioonllalnete avasta-
miseks on viim astel aastakiimnetel vdga peeni ja tdpseid kat-
seriistu ehitada plitud ning on vdlaalik, et siin on isegi

juba moningat edu olnud.
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Kii nditeks vaitis 1969* aastal ameerika gravitatsio-
nlst J. Weber, et temal ja ta kaastoolistel ongi téendoli-
selt juba torda lainud registreerida mingilt kosmiliselt al-
likalt lalxtunod gravitatsioonikiirguse Impulsse. Kiirguse
vastuvotjateks olid Weberi katsetes massiivsed, umbkaudu
pooleteisetonnlsed, pooleteise meetri pikkused ja kuni me”-
ri jamedused vaakumis Ulesriputatud ja lgasugustest mitte-
gravitateioonllistest méjustustest isoleeritud alumiinium-
sillndrid, mille mddtmete muutuste amplituude piesoelektri-
liste muundurite vahendusel ja ulitundliku elektroonlkaapa-
ratuurl abil moddeti. Selliseid silindri md6tmete  muutusi
vdis aga tekitada just ruumi kdveruse ajutine muutus leviva
gravitatsioonikiirguse impulsi toimel. Hoolikas kontroll
olevat kinnitanud viga suure tdendosusega, et Ulalmainitud
impulsside vastuvdtmisel mingid kohalikud mdjustused, nagu
naiteks mingid elektromagnetlained, vibratsioonid jne., kat-
seriista mojustada ei vdinud. Tdsi, Weberi ja tema kaastdo-
liste seni saadud tulemused on paris mOOtmistapsuse darmise
piiri peal ning tdiesti usaldusvddrsete andmete saamiseks
tuleb mbistagi uurimusi jatkata ja tulemusi tdiendavalt kont-
rollida. Viimastel aastatel on siiski sivenenud kahtlused
Weberi katsetulemuste suhtes, sest seni (1974. a.) pole teis-
tel uurijatel Onnestunud neid tulemusi omapoolselt kontrol-
lida, ehkki. Weberi katseseadmetega samavadrseid on juba mit-
mel pool olemas (naiteks ka ndukogude uurija V. Braginski
toéoruhmal) .

Ent olgu kuidas on Weberi seniste konkreetsete ekspe-

rimentide usaldusvddrsusega, ikkagi tuleb tddeda, et gravi-

212 -



tatsioonikiirguee genereerimise ja detekteerimise, selle
kiirguse levimiskiirusef polarisatsiooni ja maade omaduste
uurimise eksperimentaalsete vGimaluste laiaulatuslik val-
jaselgitamine on alanud. Paljudes laboratooriumides tegel-
dakse intensiivselt vajalika aparatuuri arendamise ja Inst-
rumentide tundlikkuse tdstmisega ning mdddetavat gravitat-
sioonikiirgust pdhjustada vbivate objektide valjaselgita-
misega. Gravitatsioonlkiirgust uurivatesse eksperimentides-
se tdmmatakse kaasa niuidisaegse fuusika kdige peenem kat-

setehnika (kriogeenne elektroonika, lasertehnika jne.).

e) Nagu teada, osutub Paikesesiisteemi ulatuses ja Maa
peal véaga suure tapsusega Oigeks gravitatsiooni Newtoni te-
ooria. Et viimane tuleb erijuhana URT-st (vt. 1V, 5)» siis
on seegi tdik faktiliselt URT Oigustus. Kogu Newtoni teoo-
ria rakendusulatuses on ju seega URT samuti kooskdlas vaat-
luse ja eksperimendiga.

Muidugi ennustab URT ka Padikesesiisteemi ulatuses New-
toni teooria tapsuspiiridest valjuvaid efekte. Ehkki eri-
nevalt kaugkosmose ilmingutest on seda tuupi efektide pu-
hul v@imalik selgemalt eristada puhtgravitatsioonilisi nah-
tusi muudest, on nad kdik siiski véga véaikesed. Paljusid
selliseid ndhtusi (nagu naiteks eespool mainitud "maiseid”
gravitatsioonilaineid, Maa kui gravitatsioonivdlja allika
poorlemisest tingitud relativistlikke lisandhtusl, mis vOik-
sid avalduda tehiskaaslasele paigutatud gilroskoobi protses-
sioonis, ja mitmeid teisi) pole fiulsika ténapdevane ekspe-

rimenditehnika veel suuteline registreerima. MOnda URT poolt
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ennustatud ilmingut Paikeseslisteemis on aga v@imaldunud ka
empiiriliselt jalgida. Niisugusteks ndhtusteks on planeedi

perlheeli relativistlik nihe, elektromagnetsignaali, seal-

hulgas valguskiire kdrvalekalle ("paindumine™) Pdaikese gra-

vitatsioonivaljas, spektrijoonte gravitatsiooniline nihe,

Maalt Teenusele v6i Merkuurile (v3i ka tebiskaaslasele) saa-
detava ja sealt tagasipeegelduva raadiosignaali ("radar-

kaja®) relativistlik hilinemine Pdikese gravitatsioonival-

ja toimel. Kolmest esimesest efektist tuleb veel  juttu

kédesoleva peatiki jargmistes punktides, kus ndeme, et kat-

setdpeuse piirides on empiirilised andmed kinnitanud URT
arvutusi. Neljandale ndhtusele juhtis esimesena tédhelepanu

1. Shapiro 1964. aastal ja selle efekti médtmistulemused
(suurusjargus 14 s vahetult Paikeseketta &are juurest moo-
dunud signaali puhul) on samuti olnud kooskdlas ORT pdéhjal

tehtud arvutustega.

MBistagi on loota, et ténu eksperimenditehnika aren-
gule suureneb peagi vSimaluste hulk Palkesesiisteeml-sises-
teks empiirilisteks uurimistéddeks. Viidakem naiteks  kas
vOi jargmisele moo6tmistehnika viimase aja saavutusele. Kuul
kdinud astronaudid paigutasid teatavasti sellele taevake-
hale reflektori, millelt peegeldunud laserikiire abil on
saadud m33ta tlitapselt Maa ja Kuu vahelist kaugust (ca
0,5 mtapsusega). Tanu sellele on tekkinud véimalus uuride
vaga tédpselt Maa ja Kuu suhtelist liikumist ning vdrrelda
Maa tegelikku orbiiti selle geodeetilise joonega, mida mdo-
da peaks Maa liikuma. Niisuguse vdrdluse tulemus lubaks ju

jallegi kontrollida URT-st tulenevaid jareldusi.
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) St Paikesesiisteemi alatuses ja Maa peal on. teada
vald iksikuid nahtusi, mille seletamiseks UBT-d vaja la-
heb, ning et seejuures nende seletamiseks tuleb leida
Uiksnes vaikesi parandusi Newtoni teooria tulemustele, sis
pole eriti vaja imestada, et ulalnimetatud seni mdddetud
ilminguid mbne teisegi teooria abil seletada voib. Ent
kisida tuleks, kas need teised teooriad kogu ulatuses,
oma loogiliste seoste poolest lUlejdanud fuusikateooriafce-
ga ning seesmise taiuslikkuse ja harmoonia poolest siis-
ki niisama head on kui URT? Teaduses ei saa asendada iih-
te teooriat teisega ja seejuures veel fundamentaalset te-
ooriat vdhem fundamentaalsega ainuliksi ja lihtsalt sel-
lepérast, et m3ne Uksikkiuslmuse puhul vdiks seletust an-
da ka teistsugusel viisil. Selline Uhe teooria asen-
damine teisega peab igati p6hjendatud ja paratamatu ole-
ma. Seni siiski samavddrtuslikku alternatiivset teooriat
URT-le pole olemas. Ei ole samuti teada tanapéeval uhtki
empiirilist fakti, mis URT-le otseselt vastu réagiks.
Katseid URT aluste kontrollimiseks ja URT vérdlemiseks
mdningate teiste olemasolevate gravitatsiooniteooriatega
on viimasel ajal mitmeidki planeeritud ja ka teostatud
(nditeks: kas ei muutu ajas gravitatsioonikonstant, kas
poleks vaja asendada URT-le omane gravitatsiooni tensor-
potentsiaal skalaarsega, kas gravitatsioon on ikka Kkir-

jeldatav aegruumi meetrikaga jne.).
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2. Partikkel punktmassi
gravitatsioonivaljas

a) Nagu rdhutatud, peaks aegruumi omaduste uurimine
alati kulgema lihtsamalt keerulisemale (vt. 1( 2, a 1,3,
a). Seega ka kdveras aegruumis tuleks kéigepealt uurida
partiklite eksistentsi ja valguskiirte kongruentse. Enne-
kdike niisuguste "proovipartiklite” ja "proovivalguskiir-
te" kaitumises avalduvad konkreetFe mateeriajaotusega aeg-
ruumi ning sellega lahutamatult seotud gravitatsioonival-
ja omadused. Proovipartiklite enda mass loetakse teata-
vasti kaduvvdikeseks ja nende endi poolt tekitatud gravi-
tatsioonivali jaetakse arvestamata.

Eopiiriliste andmetega vordlemise seisukohalt pakub
esmajoones huvi kerasimmeetrilise gravitatsioonivalja uuri-
mine. Teatavasti saab sellisena vaadelda esimeses [ldhen-
duses nii Paikese kui ka iga tUksiku planeedi gravitatsi-
oonivalja. Siit selgub esmajoones Schwarzschildi meetri-
kaga aegruumi uurimise suur rakenduslik tahtsus.

Uhe proovipartikli uurimine punktmassi gravitatsioo-
nivaljas, mida kirjeldab Schwarzschildi meetrika, kujutab
endast klassikalise mehaanika Kepleri llesande relativist-
likku Gldistust. Ka siin on niud vaatluse all sisuliselt
kahe Jceha liikumise probleem juhul, kui Uhe keha mass on
teise massist nii palju kordi suurem, et selle teise keha

massi vOib tinglikult nulliks lugeda.

b) Partiklite eksistentsi uurimine mingis relativist-

likus gravitatsioonivaljas taandub teatavasti vastava aeg-
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ruumi geodeetiliste joonte vOrrandite uurimisele (vt, 111,
3; vrdl. ka 1V, 5, d).

Geodeetiliste joonte vdrrandite (111 3*2) konkreti-
seerimine kindla valjatuiibi puhul saab véimalikuks péarast
Christoffeli koefitsientide £~ konkreetse kuju kind-
lakstegemist. Schwarzsohildi meetrika puhul ongi meil juba
nende suuruste kuju teada (vt. IV, 7; 6. llesanne). Geo-
deetiliste joonte vdrrandite integreerimiseks pole aga an-
tud juhul otstarbekas kasutada Christoffeli koefitsiente
sellisel "l6plikult ilmutatud™ kujul. Piisab tdiesti nende
suuruste kujust (IV 7.10), kus on vaid lisaks arvesse vle-
tud seos (1IV 7118).

Niisiis vOime meetrilise vormi (1V 7.21) puhul geo-
deetilise joone vdrrandid Ules kirjutada jargmisel kujul

(arvestatud on té&histusi (1V 7*4)):

IR T 2

) (7 2.3)

fL rdsds  2eoiBefg (-0~ V.
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o Ohe proovipartikli Iiikumise uurimisel vdime 0ldi-
sust piiramata orienteerida ruumilise koordinaadistiku nii,
et vaatluse alghetkel liiguks vaadeldav partikkel n.-6. ek-

vatoriaaltasandist s. t. et oleksid taidetud tingimused
37=0, *«¢£. Cfis
70rrand (V 2.3) omandab niid kuju

ds2 u -
Siit aga Jareldub, et tingimused (7 2.5) Jaavadki kehtima

kogu liikumise aja Jooksul. Nii muutub v8rrand (7 2.3) liht-
salt identsuseks ning ka teised vorrandid lihtsustuvad m0-

nev3rra.

d) Jargnevalt uurime vdrrandeid (7 2.1) Ja (7 2.4).
Pérast labikorrutamist teguriga e 2F on vorrand (V2.1)

kirja pandav sellisel kujult

ac<rg)-o.

Siit leiame Uhe integraali meie poolt uuritavale vdrrandite
ZFdi .
f adé—‘CL

kus 1 on imaginaarthik Ja Z_ reaalne konstant (piki par-

siisteemile

tlkli maailmajoont on Ju intervall ajasarname ning vasta-
valt ruutvormi ($fs) signatuuri valikule kdesolevas kursu-
ses on seetdttu dS praegu imaginaarne). Leitud integraa-

list saame parast seose (17 7.20) arvestamist

(E/= {tfy-T-fm (T 2-6)
Oleme saanud sisuliselt ajakoordinaadi -t seose parameet-
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riga S piki geodeetilist joont. Naeme, et seos sGltub r=
diaalmuutajast r*
Arvestades tingimust (V 2.5)» on v3rrand (7 2.4) kirja

pandav kujul

Siit leiame veel lhe integraali

A« >
See seos, kus /V on reaalne konstant, kujutab endast fak-

tiliselt Eepleri pindade lause uldistust.

e) Parast tingimuste (7 2.5) arvestamist ja integraa-
lide (7 2.6) ja (7 2.7) leidmist jaab lahendada veel vdr-
rand (7 2.2). Arvestades seni saadud tulemusi, lihtsustub

see vorrand oluliselt:
m— — 0. (v 2.8)

St punktmassi gravitatsioonivdlja meetriline vorm
(17 7.21) kirjeldab muidugi ka selle valja geodeetiliste
joonte Idpmata lahedaste punkthetkede vahelist intervalli,
siis v3ib seda asjaolu ara kasutada vorrandi (V 2.8) Inte-
graali holpsaks leidmiseks. Parast suurusega ¢B>J labi-
jagamist vdétab valem (17 7.21) kuju

- - e I SV

ja siit saame seoste (7 2.5-7) arvestamisel uue vdrrandi

Diferentsides saadud avaldist ning asendades tulemuse koos
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selle avaldise endaga vorrandisse (7 2.8), vdime veenduda,

et seos (7 2.9) on tdesti vdrrandi (7 2.8) integraal.

) Liikumise integraalid (7 2.6), (Vv 2.7) Ja (7 2.9)

kirjeldavad vaba partikli liikumise kdikvoimalikke "ekva-
toriaaltasapinnalisi™ trajektoore punktmassi gravitatsioo-
nivaljas.

Kui partikkel liigub teatud hetkel nii, et lisaks on

téidetud veel ka tingimus
~N=0, (7 2.10)

siis seose (7 2.7) kohaselt /V=0 ja partikkel jaabki lii-
kuma Uksnes radiaalsihiliselt. Jarelikult kirjeldavad sel-
lel juhul Glalnimetatud integraalid partikli n.-6. puhast
vaba langemist.

Jargnevalt vaadelgem keerulisemat liikumise juhtu, mis
leiab aset siis, kui tingimus (7 2.10) ei ole téidetud.

Liikumise trajektoore "ekvatoriaaltasapinnal™ on ots-
tarbekas kirjeldada koordinaatide N ja ¢ omavahelise
s6ltuvuse naol. Sellise sdltuvuse leidmiseks tuleb vdrran-
ditest (7 2.7) ja (72.9) elimineerida suurus ds . Seeja-

rel saame vdrrandi

milles omakorda on otstarbekas sisse viia uus muutuja

CL= jc (7 2.11)

Seega saame vdrrandi (7 2.9) I18puks kujul

A , (v 2.12)



kus wml==—
o'

Diferentsimise teel on veel kasulik saadud vérrandilt
GUle minna 2. jarku diferentsiaalvdrrandile, mis pdrast mo-

ningaid teisendusi votab kuju
u?+U, = 7V +3(tfu)*1]. (v 2.13)

9) Seni on meie arvutused olnud téapsed. Vdérrandit
(V 2.13) aga elementaarfunktsioonide abil tapselt lahenda-
da enam ei Onnestu. Seepidrast tuleb otsida vdimalusi selle
vorrandi ligikaudseks lahendamiseks.

Hinnakem vorrandis (V 2.13) esineva liikme 3(/Vu) suu-
rusjarku.

Kui on tdidetud tingimus
mn«r f v 2.14)

siis on punktmassi gravitatsiooniviljale vastav meetrika
(IV 7*%20) suure tépsusega galileiline:

(¢ls)Z~ (d(ccli) =-(cdi) [j-(£)].
Pangem téhele, et ligikaudselt voib sellisel juhul omista-
da radiaalkoordinaadile ka vahetu meetrilise motte, s. t.
vOib lugeda teda ruumilisi pikkusi iseloomustavaks suuru-
seks. Kui proovipartikli liikumise kiirus pole eriti suur,

nii et kehtib tingimus

d f«1 , cv 2.15)

siis on piki partikli maailmajoont suure tapsusega Oige ko-

(d5)2— - (c.d-6)

guni seos
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Niisiis jareldab tingimustel (V 2.14-15) valenmist

(V 2.7) vdrrand
(rt 'z

mida vGib aga esitada ka kujul

/4 0 0Nz e \z
("‘J —(“‘) * (v 2.16)
St nurkki iruse ja joonkiiruse absoluutvaartus! seob va-

lem 'CO —m&( siis valemit (V 2.11) arvestades saame siit

seose

MC*«I"

3(rtct) « 4 (v 2.17)

Seega ndeme, et Ulalnimetatud eeldustel vdiks vorran-

di (7 2.13) lahendit otsida esimeses l&henduses niisuguse-
na:

u = + > (Vv 2.18)

kus QC on vérrandi (Vv 2.13) lahend juhul, kui vaike lii-

ge 3(Muj on arvestamata jaetud, s. t.

r r f W - CY2-19)
Suurus \g_ on selle lahendi & vaike parandus,, mis ar-

vestab juba liikme 3(/Vu) olemasolu,

h) Toogem sisse uus suurus

Vorrand (V 2.19) votab nidd kuju



Selle vorrandi uUldlahend on hasti tuntud ja me v0ime ta

esitada kujul

y = KdOsQfi-S"), v 2.21)
kus K ja on integreerimiskonstandid.
Seose pdhjal suuruste ja G vahel on meil nadd

kdes ka vorrandi (V 2.19) lahend

Arvesse vottes seost (V 2.11), néeme, et oleme saanud
teist jarku joone vdrrandi tasapinnalietes polaarkoordinaar-
. _ _ 2K 4 . -
tides r ja ¢ . Kui <= < N » siis on tegemist
ellipsiga Ja £ on selle ekstsentrilisus. Véttes d-O,
vastab koordinaadi ¢ vaartusele ¢ —O ellipsi lahim

punkt Uhele fookustest (joonis 28).

Joonis 28.
Niisiis l10plikult saame
b?(1HcmHN (v2-22)
Naeme seega, et ilma liikmeta 3 (Nu) kujutab vor-

rand (V 2.13) endast faktiliselt klassikalist Kepleri lles-

annet.
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i) Leidkem nuid parandusliige ul valemis (Vv 2.18).
®
Asendades avaldise (V 2.18) vdérrandisse (Y 2.13)* saa-
me -
u"my +u"+U - (u fu)
© () (@ @  nu\Hr 2 (?)

Esimese par%Pduse feldmlseks ilmselt piisab, kui luge-

da \(/g/v + é% —@ . Vorrandit (V 2.19) arvestades leiame

® O x vy >
mis vO6tab v@rrandi (V 2.22) pdhjal kuju

Ggll"'@f :ﬁpvwd*j?)mn v 2.23)

Vorreldes vorrandiga (V 2.20) on saadud vérrand mit-

seega seose ,

tehomcgeenne. Kui kirjutame homogeense vdrrandi lahendi

(v 2.21) ules kujul

u - <XC"S<p -fPsclbtj) J VvV 2.24)

siis vOime sellest lahtudes ja konstantide varieerimise
vOtet kasutades leida lahendi ka vorrandile (V 2.23). Li-

satingimuseks valime
ofc<9s<fi 43 "s<i> = O . (v 2.25)

Seda arvestades saame voOrrandist (V 2.23) seose
- <*'6brgp —hp'c&sfi (J+ £<x¢p) - (V 2.26)

Ka saadud seostes tdhendab kriips tuletist koordinaadi (p
jargi.
Voérrandisisteemi (V 2.25-26) lahenditeks on

G= ('/ + £EC0*p) v-C, ,  2.27)
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+*MO +f s w y*+
+(©)*4inip - (scrufi) + C» . (v 2.28)

Kui nitd asendada suuruste o< ja (3> avaldised (V2.27-
28) valemisse (V 2.24), siis ndeme, et parandusllikmes
saab oluliseks ja ilmselt suurusjarku mddravaks tegurit %(p
sisaldav liige. Kui teiste liikmete suurus muutub perioo-
diliselt, siis see liige kasvab monotoonselt. Bt aga otsi-
me Uksnes esimest kdige olulisemat parandusliiget suuruse-
le 6 , siis vOibki piirduda W avaldises Uksnes selle

Iiikmega. Seega
CV 2.29)

J) Arvestades valemeid (V 2.18), (V 2.22) ja (V 2.29),

paneme niid kirja avaldise U jaoks:

< o P+ ( J 2*30)
Bt liikme éd suurusJarku maarav tegur jr(fﬁ) on vaike suu-

rus, siis vOime kasutada valemit

C&s[(4-Mp] =oespGs(Adp) +

+o6cng *uy *<f>)* C&3p+Ap*ubd ; (v 2.31)
kusX]'I « ¥ . Valemi (V 2.31) pdhjal omandab vérrand (V2.30)
kuju

U ~2(Nf {* ££eOS[(*— W1 ] D® ]} m 17 2-32)

Ndeme, et partikli trajektooriks jaab juhul £</ ik-
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kagi ellips, kuld lisaliikme —~(0) tottu argumendi <

kordajas on tegemist teatava "parandatud" ellipsiga.

k) Vdrrelgem jargnevalt partikli liikumist mddéda klas-
sikalisele mehaanikale vastavat trajektoori (V 2.22) ning
moédda trajektoori (V 2.32), mis arvestab esimest relati-
vistlikku parandust.

Suuruse W maksimaalne vaartus (vastavalt valemile
(V 2.11) "raadiusvektori™ r minimaalne vaartus) vastab
ellipsi punktile, mis on kdige l&hemal Uhele fookustest.
Et partikkel pérast taistiiru jouaks  tagasi sellisesse
fookusele lahimasse punkti, selleks peab koosinuse argu-
ment muutuma ZIT vérra. Valemist (V 2.32) aga nieme, et
koosinuse argumendi niisugusele muutusele peab vastama vei-

di suurem koordinaadi ¢ muutus J1cp , sest vdrdusest

saame liikme -7 vaiksuse arvestamisel

ehk

A<p _2'Tf+ $~(*) y
kus valemit (IV 7»25) arvestades

. <V 2.33)

Niisiis ndeme, et partikli iga tiiruga médda ‘"rela-
tivistlikku™ ellipsit pddrdub selle apsiidjoon AB (el-
lipsi suurtelg) "klassikalise"™ ellipsi apsiidjoone suhtes

teatava nurga dt voérra (Joonis 29)*
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1) Asjasaadud teoreetilisi tulemusi vdib kérvutada vaat-
luslike andmetega planeetide liikumise kohta Paikeseslisteem
mis, sest ka iga uksiku planeedi liikumist Padikese gravitat-
sioonivaljas vOib esimeses lahenduses kasitada kui kaduvvai-
kese massiga partikli (“"proovipartikli™) liikumist kerasim-
meetrilises gravitatsioonivaljas ning seejuures on hasti téi-

detud nii tingimus (V 2.14) kui ka (V 2.15). MOistagi jéaab

Joonis 29.

nii kill arvestamata planeetide mdju gravitatsioonivéalja al-
likana ja ka Paikese enda kui mdnevorra lapiku ja podrleva
objekti gravitatsioonivalja erinevused mittepddrleva punkt-
massi kerasummeetrilisest gravitatsioonivéaljast. Nimetatud
tegurite arvestamiseks vajame keerukamat Ulesandeplstitust.
Markigem, et vdérrandi (V 2.22) nédol oli meil eespool en-
nekdike tuletatud (nild juba WIT raamides) klassika-

lise njuutonliku taevamehaanika p 0 -

- 227 -



hivdrrand n.-0. hairimata Kepleri liikumise juhul.
Seejuures kujutab seos (V 2.16) endast faktiliselt klas -
sikalist Kepleri pindade lauset.
Siit saab leida ka roatandi A vaartuse konkreetsete pla-
neetide puhul.

Valem (V 2.32) kirjeldab aga juba Uksikult vaadeldava
planeedi liikumist esimeses relativistlikus
ldhenduses, s. t. sellises lahenduses, kus on arvesse vle-
tud kdige olulisem osa Paikese massi kOverdavast mdjust
ruumi omadustele. N&agime, et see viib planeedi peri-
heell (Péaikesele kdige lahema punkti) nihke le
Paikesega seotud ja kinniatdhtede jargi orienteeritud taust-
susteemi suhtes.

Valemist (V 2.33) selgub, et periheeli Ulalmainitud ni-
he soltub konstandi N vaartusest. Konkreetne analiiiis néi-
tab, et see konstant on véaiksem Pdaikesele lahematel planee-
tidel, samuti on ta vaiksem hasti valjavenitatud orbiitide-
ga (suure ekstsentrilisusega) Pdaikese kaaslaste puhul.

Paikesele lahima planeedi Merkuurl puhul leiame vale-
mist (V 2.33) <FH=143,03 kaareeekundit sajandi kohta. Vaat-
lustest kindlaks tehtav periheeli nihe on faktiliselt kill

marksa suurem, kuid suurem osa sellest on pdhjustatud teis-
te planeetide hairivast mjust, mis jareldub juba klassika-
lisest taevamehaanikast, niisiis on seletatav Newtoni teooria
péhjal. Ulejaak on aga tbepoolest ca 1%-lise tapsusega koos-

kélas URT ennustusega. Viimasel ajal on juhitud tahelepanu
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vajadusele vdtta vaatlusandmete kdrvutamisel teoreetiliste
ennustustega siiski tépsemalt arvesse Paikese lapikust ja
sellega seotud kvadrupolmomenti. Kas viimane asjaolu teoo-

ria ja empiiria kooskdla halvemaks muudab, see pole seni

teada.
\

Periheeli nihet peaks saama jalgida samuti mdne aste-
roidi puhul (nditeks lkarose puhul), sest siin on tegemist
eriti suure ekstsentrilisusega orbiitidega. Asteroidide
kohta kogutud vaatlusmaterjal pole aga seni ilmselt veel
killaldane konkreetsete jarelduste tegemiseks. Efekti vaik-
suse tdttu pole selgemat pilti empiiriliste andmete ja teo-
reetiliste arvutuste kooskdla kohta ka teiste suurte pla-
neetide puhul peale Merkuuri (ndit. Veenuse, Maa jt. puhul).

Partikli liikumisena kerastimmeetrilises gravitatsioo-
nivadljas on esimeses lahenduses vaadeldav ka Maa tehiskaas-
lase liikumine. Teoreetiliselt peaks siingi esinema perigee
(orbiidi Maale lahima punkti) nihe. Efekt pole aga olnud at-
mosfadri kdrgemate kihtide méju, Maa faktilise aslmmeetri-
lisuse, Kuu m6ju ning samuti vaatluste suhtelise lihiajali-

suse tottu seni praktiliselt jalgitav.

Glesandeid

1. Uurida integraalide (V 2.6) ja (Vv 2.9) abil proovi-
partikli radiaalsihilist liikumist ( bl=0O). Vdrrelda rela-

tivistlikku vaba langemise vlrrandit vastava klassikalise

seosega.
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2. Leida vérrandisisteemi (V 2.25-26) lahendid (V 2.27-
28).

3. Valgaskiir punktmassi
gravitatsioonivéljas
a) Eelmises punktis uurisime partikli, s. t. kdige liht-
sana ainelise objekti k&itumist gravitatsiooni-
valjas. Nagu deldud, annab olulist informatsiooni gravitat-
sioonivalja struktuuri kohta ka valguskiire, s. t. levivat
elektromagnetvalj a lihtsaimal viisil mo-
delleeriva idealisatsiooni uurimine. Empiiriliste andmetega
vordlemise seisukohalt pakub jallegi esmajoones huvi valgus-
kiire vaatlemine keraslmmeetrilise gravitatsioonivalja, s. t.
Schwarzschildi meetrikaga aegruumi juhul.
Piki valguskiire maailmajoont on intervall isotroopne,
s. t. ¢/s= O . Seega tuleks meil niid vaadelda nn. isotroop-
seid geodeetilisi (nullgeodeetilisi)  jooni. Geodeetiliste
joonte vérrandid, kus joonte parameetriks on intervall S ,
pole sel juhul enam rakendatavad. Selgub aga, et teatava for-
maalse votte abil saab praegu siiski &ra kasutada ka eelmi-
ses punktis saadud tulemusi Schwarzschildi meetrikaga aeg-

ruumi mitteisotroopsete geodeetiliste joonte uurimisel.

b) Uurides Uht kindlat valguskiirt, vdime sellegi puhul
orienteerida ruumilise koordinaadistiku nii, et vaadeldav

valguskiir jaab kogu aeg "ekvatoriaaltasapinnale". Ka val-

- 230 -



guskiirt v8ime sellel “tasapinnal"™ Kkirjeldada suurusega

£= U= uxf). (v 3.1)

Partikli puhul saime maailmajoone diferentsiaalv3rran-

di kujul (v 2.13). Lisaks sellele tuli arvestada integraali

(v 2.7). Neid seoseid Onnestub meil niiid "kohandada" ka val-
guskiire juhule.

Seosest (V 2.7) naeme, et Uleminekule ds”~O v3ib for-

maalselt vastavusse seada Ulemineku /V 00 . Arvestades se-

da, "teiseneb”™ v3rrand (V 2.13) valguskiire vSrrandiks

Schwarzschildi meetrika puhul:
a"vu-= v 3.2)

c) Ka vdrrandit (V 3*2) ei Snnestu tapselt lahendada.

Et seose (V 3.1) arvestamisel on v3rrand esitatav kujul

siis v3ib siingi tingimuse (V 2.14) kehtimisel otsida lahen-

dit kujul

+ > (v 3.3)

kus suurus 8) on v3rrandi

6‘—hb’ -0 v 3.4)
lahend ning on selle lahendi véike parandus.

V3rrand (V 3.4) Uhtib tépselt eelmise punkti v3rrandi-
ga (V 2.20). Arvestades funktsiooni ” praegust tahendust
( = =p ), ndeme, et lahend (V 2.21) kujutab nuidd sir-
get tasapinnal!stes polaarkoordinaatides. VSttes JL=0 » vse-

tab koordinaadi <P vaartusele 0 =0 sirge [l&him punkt
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koordinaadistiku alguspunktile, s. t. gravitatsioonivalja
allikaks olevale punktmassile.
Niisiis saame suuruse &b jaoks avaldise
@ = Kbosrrf) ; (Vv 3.5)
Néeme, et ilma liikmeta jpesitab vorrand (V 3.2) fak-

tiliselt valguskiire sirgjoonelise leviku seaduse, s. t.

valguskiire leviku seaduse tasases aegruumis (joon. 30).

; SE>ur

Joonis 30.

d) Arvutagem niid parandusliige 6& valemist (V 3.3).
Asendades avaldise (V 3.3) v@rrandisse (V 3.2) ning
arvestades vdrrandit (V 3.4), samuti suuruse 66 vaiksust.

saame mittehomogeense voérrandi
(T 3.6)

Selle vdrrandi lahendi leiame jé&llegi vastavast homogeen-
se vOrrandi lahendist konstantide varieerimise teel.

Vottes
U =&Cos(f)-t-p sin<p (v 3.7)
ja valides lisatingimuseks
oC COS(} hp SHg>= 0? QV 3.8)

saame vdrrandist (V 3.6) seose
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- sirup+p &S " odEeesP - (v 3.9)

Voérrandsisteemi (V 3*8-9) lahenditeks on
x=~(K) [(c*S$) + A1} (V 3.10)
= [sctl(p - J (sinj>) + 3 jf (v 3.11)

kas A }a 5 on integreerimiskonstandid,

e) Valemitest (V 3.3), (Vv 3.5), (Vv 3.7), (V 3.10) ja
(Vv 3.11) tuleneb avaldis U jaoks

U=Kcnzph2 (K) [los<b) (slti< ff+
*3QcH<> + Acosfi + 33sin,<f>]\ &/3.12)

Suuruse é%: véaiksuse tdttu erineb "kdverdunud” val-
guskiirt kirjeldav funktsioon u. (sna vahe funktsioonist
y , mis kirjeldab sirget valguskiirt. Seda silmas pida-
d;é vOime esitada avaldisele (V 3.12) uldisust piiramata
kaks nouet, mille alusel saame maarata konstandid /\ ja
3
Eeiteks vdime nduda, et koordinaadi vaartusel (50O
Uhtiksid "k8verdunud" ja sirge valguskiir (joon.31). Né&e-

me, et selle ndude taitmiseks peab kehtima tingimus

A=-1 . (v 3.13)

Konstandi |<:pddrdvaartus téhendab nuud ka valemis (V3.12)
valguskiire "lahimat kaugust" valja allikaks olevast punkt-

massist. Selle "lahima kauguse" tahistuseks valime R -

Seega
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(V 3.12)

Eelnevat nduet silmas pidades ja valguskiire podrata-
vust arvestades tuleb teiseks veel nduda, et ka "kdverdu-
nud"™ valguskiir oleks siummeetriline punkti Cb-—C) suhtes,

s. t. et kehtiks simmeetriaomadus

*n(d) - oc(—d). (V 3.15)
0
u
77
(p~0 ©)
Joonis 31.

Valemist (V 3*12) jareldub, et seda nOuet saab rahulda-

da tksnes tingimusel

B~0- (V 3.16)
Sui kasutame veel seoseid
(cos<p)z + (3cnp)*'= 1
ia t s S A I @
(cosp) —Gitup) (Csp - Gubd)
siis saame kbike eelnevat arvestades esitada suuruse (V3.12)

kujul
U=~bl $ ¢ +"reEl-<u>bpHsilndr ' (y 3.17)

) Projitseerides valguse leviku tegeliku trajektoori

kdveras ruumis tasasele ruumile, analiisigem "kdverdunud"
valguskiire vdérrandit (V 3.17).
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Valguse sirgjoonelise leviku puhul tasases ruumis, mi-
da kirjeldab sirge vorrand (V 3.5)* vastab piirvéaartusele
@ ==*j piirvaartus UM O, s. t. I <o . Avaldisest
(V 3.17) aga néeme, et kui <™~ siis funktsioon cac veel
nulliks ei saa. Suurus QC vdib saada nulliks alles ‘raa-

diusvektori" teatava suurema pddrdenurga

h= S) v 3.18)

puhul (nagu peagi eksaktselt pdhjendame, on cT véike posi-
tiivne lisaliige). Jarelikult, vaadeldes kdvera ruumi val-
guskiirt tasase ruumi foonil, leiab aset valguskil-

re "paindumine valja allikaks oleva punkt-
massi poole. Olgu rbhutatud, et valguskiire sellises kaitu-
mises avaldubki véib-olla kbige piltllkumalt kdévera  ruumi
erinevus tasasest ruumist. Kdveras ruumis endas midagi "sir-
gemat"” Ulalnimetatud valguskiirest tegelikult enam pole ning
see tasase ruumi suhtes kdverdunud valguskiir kui "valgus-
sirge” ongi seal "sirge" mbiste defineerijaks (vrdl. 1, 2,
c).

Jargnevalt arvutagem valguskiire "paindumist” 1iseloo-
mustava parameetri S— vaartus. Selleks tuleb asendada koor-
dinaadi <¢» vaartus (V 3.18) avaldisSe (V 3.17)* vastavalt

ndudes, et sel juhul oleks U=0 s
£cos(Z*f) {j-ccs(f+s-)S-)]4-=0.

Siit saame trigonomeetrilisi taandamisvalemeid arvestades,

samuti parast suurusega R lablkorrutamist

—scibS'+ [ 1 Hsin$+ (cosfi)d= O .
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St d" on ilaselt vaga vaike suurus, siis lihtsustub saa-

dud avaldis veelgi:

~s'+th>P+fJ -0
S. te Y,
W-8k)*-Kk -
) , ! ,
Edasised teisendused annavad suuruse 4% vaiksust arves -

tades

Ja

° R eR_ * 3.19)

Siin on silaas peetud ka valemit (1V 7.25).

9) Valguskiire asjakirjeldatud "paindumine®” osutub
empiiriliselt jalgitavaks jargmises situatsioonis.
Mé6dugu mingilt kaugemalt kehalt kui valguspunktilt
S lahtuv valguskiir hasti lahedalt mingist  punktmassi-
na vaadeldavast kehast O kui tugeva gravitatsioonivalja
allikast. Vaatlejani joudnud valguskiir on sel juhul tea-
taval mddral "paindunud™ (jJoonis 32). Et aga valguse le-
viku tee kdveras ruumis projitseerime paratamatult ifrir*
tasasesse ruumi, siis peab vaatlejale \/ naima  valgus-
punkti S asukoht nihkununa uude asendisse S ' . Tegeli-
ku ja naiva asukoha suundade vaheline nurk ongi
Paikesest hasti lahedalt médduva valguskiire  puhul
voime valemile (V 3*19) anda kuju
o N
> & > (v 3*20)
236 -



kus on Paikese raadius. Taieliku paikesevarjutuse pu-
hul osutub vdimalikuks fikseerida Paikese ketta laheduses
olevate téhtede ndivaid asukohti taevaskeral ning neid asu-

kohti saab vB@rrelda samade tahtede asukohtadega sel jahul,

kui P&ike on taevaskeral hoopis vastaaasendis. Kui Paike-
sest moddumisel leiab aset valguskiirte "paindumine", siis
peavad paikesevarjutuse ajal fikseeritud tahtede asukohad
veidi nihkunud olema nende tavaliste asukohtade suhtes. Ja
tdéepoolest - niisugust ilmingut on ka taheldatud. TOsi,
mitmesugustel pGhjustel on siin vaatlusvead vdga suured ja
efekti on moddetud ca 10Jb-lise tapsusega. Sellise téapsuse
piirides on aga vaatlusandmed kooskdlas eespool toodud teo-

reetilise ennustusega.
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Alates 1968. aastast oa vdimaldunud mO00ta ka kvasari-
telt lahtunud ja Pdikesest mfddunud raadiokiirguse koérva-
lekallet. MOOtmistapsus on siingi suurusjargus 10 % ja sel-

le piirides lahkuminekut URT ennustusest pole.

Ulesandeid

1. Leida vdrrandisusteemi (V 3.8-9) lahendid (V 3.10-
11).

4. Spektrijoonte gravi-

tatsiooniline nihe
a) Juba ekvivalentsusprintsiibist jareldub, et gravi-
tatsioonivaljas aja kulg aeglustub (vt. 1, 9» c). Selle
nahtuse Uheks avaldumisvormiks on spektrijoon-
te gravitatsiooniline nihe. [T1lIm-
siks tuleb selline nihe siis, kui vordleme omavahel valgu-
se kiirgamise protsesse erineva tugevusega gravitatsiooni-

valjades.

b) Vaadelgem praegu elektromagnetkiirguse allikaid,
mille keskmine kiirus teatavas taustsiisteemis on null. Aja

kulg nendes kiirgajates on sel juhul md&ratud seosega
vV 4.1)

Kindla kiirgajatuiubi puhul on kiiratava elektromagnetlai-

netuse sagedus poordvérdeline ajavahemikuga

Kiirgaja maailmajoone element C/S on invariantne suurus.
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Seega, nagu nédeme saadud valemist, sOltub sagedus J antud
kindla kiirgaja puhul meetrilise tensori komponendi ” QO
vaartusest. See iseloomustab aga omakorda aegruumiga lahu-
tamatult seotud gravitatsioonivélja.

Voérrelgem niiiid sagedust sama kiirgajatilibi puhul gra-
vitatsioonivédlja erinevates punktides (téhistagem vastavad
gravitatsioonivédlja potentsiaalid tinglikult floot?) ia”oeftA

Suhteline sageduse erinevus avaldub valemiga

ds
seega

(v 4.3)

c) Jargnevalt oletagem, et meil on tegemist ndrga
staatilise gravitatsioonivédljaga, s. t. et vastavalt vale-
mile (IV 5.17) kehtib seos

AJ)

$0o~ I C/ vy
kus U on gravitatsioonivédlja Newtoni potentsiaal. Siit saa-

. 2U . ~
me liikme —O vaiksuse tottu

Pangem tdhele, et Schwarzschild! t&pse meetrika (IV 7.21) pit-
hul saame samasuguse tulemuse.

Seost (V 4.4) arvestades vdtab valem (V 4.3) kuju
N>, U, - 4

ja



m illest lilkme -é‘é vaiksuse tdttu saame

d) Valemit (V 4.5) vB8ime rakendada paljudel erijuhtu-
del.

Vorrelgem naiteks samatiubilisi kiirgajaid Maa peal ja
Paikesel. T&histagu ja vastavalt Maa ja Padikese

pinnal mingite punktide gravitatsioonipotentsiaale, seega

s

Ja
us— t?
z ro

Valemist (V 4.5) saame
A>_jT fmo _ ~4 )

\ cCH”O 6 J. (Vv 4.6)
Et S| thikutes - QK0 x* A —JJO 7ja  ~ Oy710%1
siis ° 'S
9 —+tr’T —+2,1'40 . vV 4.7)
*

N iisiis on Maal kiiratava elektromagnetlainetuse, seal-
hulgas valguse sagedus suurem kui sama kiirguse sagedus
Paikesel asetseva kiirgaja puhul. Paikeselt tulev valgus on
"punasem™. Tekib spektrijoonte gravitatsiooniline p una-
nihe. Seda punanihet on jélgitud ka em piiriliselt.
Vaatlustulemuste kvantitatiivset vérdlemist teoreetiliste
arvutustega raskendavad aga siingi mitmed segavad tegurid

(n&it. gaaside voolamine Paikese atmosfédaris). Ca 1% -lise

— 240



tipsusega Uhtivad aga teoreetilised ennustused empiirilis-

te andmetega.

e) Voib vorrelda samatilbilisi kiirgajaid samuti
gravitatsioonivélja erinevates punktides. Tahistagu
gravitatsioonipotentsiaali Maa pinnal ja (" gravitataioo-
nipotentsiaali teataval kdrgusel Maa pinnast h-£ - 7
(Vaatleme siin Uksnes efekti n.-6. peamist pbhjustajat, s.t.
Maad kui kerakujulist gravitatsioonivdlja allikat. Maa la-
pikusest ja podrlemisest tingitud parandused jé&dvad siin
arvesse vdtmata.) Seega kehtivad seosed

u,~—

Ja
fH
r

Valemist (V 4.5) saame

Niisiis ndeme, et Maa pinnal kiiratava elektromagnet-
lainetuse sagedus on vaiksem kui sama tuupi kiirgaja puhul
teataval kdrgusel Maa pinnast. Teatavalt kérguselt Maa pin-
nale tulev valgus on seega "sinisem". Tekib spektrijoonte
gravitatsiooniline sininihe

Kirjeldatud sininihke empiirilise jalgimise lheks v@i-
maluseks vdiksid olla killalt kbérgel tiirlevad tehiskaas-

lased. Seni jaab aga oodatav efekt ilmselt teiste efektide

Maa



varju. Kill on aga alates 1959. aastast eksperimentaalselt
jalgitud gravitatsioonilist sininihet "maiste" laboratoor-
sete vahenditega kimnekonnameetrise kérguste vahe korral
Hossbaueri efekti abil, kusjuures URT ennustused on suure

tépsusega taielikku kinnitust leidnud.

f) Hossbaueri efekti abil on samuti méddetud poorile-
valt silindrilt tuleva kiirguse sageduse muutumist séltu-
valt podrlemiskiirusest. Seejuures on selgunud, et poéorle-
miskiiruse suurenedes kiirguse sagedus tdepoolest vaheneb.
Sageduse muutus on just niisugune, nagu oleks kiirgus l&h-
tunud silindri poédrlemiskiirusele vastava gravitatsiooni-
potentsiaaliga ruumipiirkonnast (vrdl. valemit (V 4.3) va-
lemitest (I 9.7) tulenevate jareldustega). Nii on spektri-
joonte nihke m6dtmine Hossbaueri efekti abil  vdimaldanud

paris otseselt kontrollida ekvivalentsusprintsiipi.
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LoOpetuseks

Sellega lopetagem kaesolev URT aluste kursus. Hagu na-
gime, oli siin esitatud lksnes URT ideeline ja matemaatili-
ne tuum ning toodud ainult mdningad rakenduslikud néited*
Eespool juba markisime paaril korral, et paljude URT enda
ja tema rakendamisega seotud probleemide (sealhulgas gravi-
tatsiooni lainete, kosmoloogiliste mudelite, tdhtede relati-
vistlike protsesside, mitmete muude ennustatud gravitatsi-
oonisfektide) analils tanapdevasel tasemel nduab peenemate
ja keerukamate matemaatiliste meetodite, aga samuti nuddis-
aegsete komplitseeritud eksperimendlvdtete kaasatdmbamist*
Siivendatult on kavatsusel kasitleda URT-d kaesolevale pdhi-
kursusele eri vihikutena jargnevates tdiendavates peatikki-
des. Rdhutagem veel kord, et esialgu on tahetud lksnes pbhi-
joontes tutvustada URT tunnetuslikke vaartusi. Kuid selleta
pole ka URT probleemide siivendatum kasitlus mdistlik ega
méeldav.
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