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S a a t e k s

KHesoleva loengukursuse esmaseks adressaadiks on teo

reetilise füüsika eriharu üliõpilased, kellele üldrelatiiv- 

susteooria (ÜRT) on ette nähtud plaanilise erikursusena. 

Ent võib-olla on need loengud kasulikud ka teistele asjast

huvitatuile. Kursust on püütud koostada sellisel tasemel, 

et selle abil võiksid kõik füüsikat Õppivad üliõpilased 

tutvuda ÜRT kui nüüdisaegse füüsika ühe fundamentaalteoo

riaga. Nõutavad on üksnes eelteadmised matemaatilise ana

lüüsi põhikursuse ulatuses, kaasa arvatud algteadmised vek- 

toranalüüsist ja mitme muutuja funktsioonidest. Mõistagi 

on tarvis kursis olla ka füüsika mõnede tähtsamate tõdede

ga, eriti peamisega erlrelatiivsusteoorlast.

Käesolevad loengud kujutavad endast ÜRT n.-ö. klassi

kaliste aluste esitust. Et kursuse maht on piiratud, siis 

mitmeid ÜRT olulisi erlprobleeme ainult nimetatakse. See

juures viidatakse aga kättesaadavaiJSl* Õpikutele ja mono

graafiatele. Loengukursuse peamiseks eesmärgiks on seosta

da ÜRT põhialused füüsika muude osade ja probleemidega, 

analüüsida selle teooria kohta füüsikateoorlate nüüdisaeg

ses süsteemis, näidata ÜRT osatähtsust füüsika mitmete 

tähtsamate mõistete sisu rikastajana, avardajana ja ka "Um- 

bernormeerijana” . Siin püütakse tutvustada ÜRT "klassika

list” tuuma üksnes sellises mahus, et soovijad oleksid va

jalikul määral ette valmistatud ulatuslikumaks tutvumiseks 

selle teooriaga spetsiaalsete monograafiate abil.
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Käesoleva õppevahendi eduka läbitöötamise eelduseks on 

aktiivne kaasamõtlemine, kõikide mõttekäikude detailne jäl

gimine, arvutuste iseseisev läbitegemine ja toodud ülesan

nete lahendamine. Eriti on see muidugi hädavajalik neile, 

kes kavatsevad sooritada õppeplaanis ettenähtud eksani.

x x
X

Selle loengukursuse koostamist on oluliselt suunanud 

eesti gravitatsionistide liidri, akadeemik Harald Kerese 

omaaegsed loengud ülikoolis ja tema teaduslikud tööd. Mit

metel H. Kereee ideedel on siin (näit. ruumi ja aja põhi

omaduste selgitamisel, ekvivalentsusprintsiibi ja üldrela- 

tiivsusprintsilbi lahtimõtestamisel) põhimõtteline tähtsus. 

KÕike seda tahab käesoleva loengukursuse koostaja tänutun- 

des eriti alla kriipsutada ja ära märkida. Hinnaliste näpu

näidete ja märkuste eest tänab autor samuti professor P. Kar

di ja dotsent I .  P iiri.
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L tfl»X> RELATIITSD STEOOBIA LÄHTEKOHAD

JA p Ohiideed

1. Kuue j а aeg kai füüsika 
uurimieobjektid

a) Meid iimbrit sevad tohutus mitmekesisuses nii eripal

gelised kui ka samased looduse objektid, millega alati mi

dagi sünnib, s. t. mis alati osalevad teatavates loodusnäh

tustes. Kogemuste üldistusena võime öelda, et kogu loodus 

koosneb s t r u k t u u r s e t e s t  m o o d u s t i s 

t e s t  ehk o b j e k t i d e s t  (taevakehad, kivid, 

majad, elusolendid, molekulid, aatomid jn e .), mis omavahelis

te mitmelaadiliste v a s t a s m õ j u d e  ehk i n 

t e r a k t s i o o n i d e  tõttu (magneti mõju rauatüki- 

le, taevakehade ja Maa külgetõmme, ainete võime keemiliselt 

reageerida, elusolendite vastastikused suhted jne.) on ala

lises m u u t u m i s e s  ehk l i i k u m i s e s  (ki

vi allaveeremine mäest, aastaaegade, öö ja päeva vaheldumine, 

raua roostetamine, puu kõdunemine, elusolendite kasvamine ja 

areng jn e .) .

Asudes seda objektiivset reaalsust uurima, võib йЬя lä

henemisviisina ka abstraheeruda tegelikkuse paljudest konk

reetsetest kvaliteetidest ja küsida: mis on kõikide looduse 

objektide puhul ja kõigis loodusnähtustes ü l d i s t  ja 

p õ h i l i s t ?
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loodusteadus. mis uurib looduse kõige ül

disemaid .1a põhilisemaid struktuurseid moodustisi (füüsika

lised makrokehad ja makroväljad, molekulid, aatomid, aato

mituumad, elementaarosakesed), kõige universaalsemaid .1a 

fundamentaalsemaid vastasmõjusid (gravitatsioonilin e ,elekt

romagnetiline, tugev ja nõrk) ning kõige üldisemaid ja põ

hilisemaid llikumi byonne (makro kehade mehaaniline liikumi

ne, makroväljade muutumised, aatomite ja molekulide soojue- 

1ilkumine, miкrooeakeste kvantmehaaniline liikumine, ele

mentaarosakeste muundumine).

b) Abstraheerudes veelgi tegelikkuse konkreetsetest 

omadustest, võime kogemuste üldistamise põhjal veenduda, et 

looduse objektide ja nende kogumite struktuurile on omane 

teatav u l a t u v u s ,  et neile on omased teatavad pü

sivad v o r m i d ,  et objektide endi ja nende osade po* 

hui võime rääkida teatavatest a s e n d i s u h e t e s t .  

Siit tuleneb ruumi kui väga üldise kategooria mõiste, mida 

määratlegem vaetavalt "Füüsika entsüklopeedilisele sõnaraa

matule"1 järgmiselt:

Ruum on suhete kogum, milles väl.iendub kooseksisteerl- 

vate ob.lektide koordinatsioon, nende asend üksteise suhtes. 

selliste asendisuhete suurus.

c) Kogemustest on teada, et mistahes muutumlstele te

gelikkuses, mistahes loodusnähtustele on omane ka teatav 

j ä r g n e v u s ,  et nähtuste kulgemiseski ilmneb teatav

x FES-IV, lk. 227. (Siin ja edaspidi kasutame viitami
sel lühendeid, mille tähendus on selgitatud kirjanduse ni
mistus Õppevahendi lõpus.)
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üldine k o r r a p ä r a s u s  . Siit tuleneb väga ül

dise abstraktsioonina a.1a mõiste:x

Aeg on suhete kogum, milles yäl.iendub üksteist välja- 

vahetavate olekute koordinatsioon objektiivses reaalsuses, 

nende olekute järgnevus .1a kestus.

d) Et ruumi ja aja mõisted ei kujuta muud kui abst

raktsioone, milles peegelduvad just l o o d u s e  ob

jektide ja l o o d u s n ä h t u s t e ,  kogu tegelik

kuse väga üldised ja põhilised omadused, siis saab ruumi 

ja aja konkreetseid omadusi välja selgitada üksnes l o o 

d u s t e a d u s t e  areng. Vastavalt füüsika kui loo

dusteaduse spetsiifikale tuleb aga r u u m i  j a  a j a  

k õ i g e  u n i v e r s a a l s e m a t e  j a  f u n 

d a m e n t a a l s e m a t e  o m a d u s t e g a  te

gelda just f ü ü s i k a l  .

Tänapäeval võime pidada juba hästi kinnitatud koge

muslikuks tõeks, et ettekujutust ruumi ja aja üldistest ja 

põhilistest omadustest rikastabki nimelt looduse kõige ül

disemate ja põhilisemate struktuursete moodustiste, vas

tasmõjude ja llikumlsvormide konkreetne uurimine, s.t. füü

sika uurimisaine järjest sügavam tunnetamine.

2. Ruumi põhiomaduste uurimine.
Koordinaatsüsteem. Geomeetria 
kui ruumi teooria

a) P a r t i k l i  ehk o s a k e s e  (ka a i 

n e p u n k t i )  mõiste on lihtsaim idealisatsioon, mis 

võib iseloomustada reaalsuse ainelisi objekte.

*  FES -IV, lk. 227. ,
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Partikkel on selline aineline objekt, mille alpemlBt 

struktuuri ega ulatuvust antud probleemi puhul ei arvesta

ta.

Et uurimine peab alati kulgema lihtsamalt keerulise

male, siis ka objektide koordinatsiooni väljendavate su

hete, s . t .  r u u m i  omaduste uurimist tuleks ilmselt 

alustada just sellise lihtsa mõiste abil nagu partikkel. 

Igat konkreetset partiklit võime edaspidi käsitada kui 

r u u m i  teatava kindla -p u n к t i fikseerijat.

b) Ühe üksiku partikii puhul pole veel mõtet rääkida 

mingitest asendisuhetest. Partikli a s e n d  ehk a s u 

k o h t  saab omada mõtet üksnes mingi teise partikli 

s u h t e s .

Et määrata partiklite omavahelisi asendeid, selleks 

peab olema teatav "sidepidamise" moodus. Oma universaalsu

se tõttu on üheks sobivamaks "sidevahendiks" v a l g u s -  

8 i g n а а 1 , üldisemalt e l e k t r o m a g n e t 

e i g n  а а 1 .

Lihtsaim idealisatsioon, mis võib iseloomustada levi

vat elektromagnetvälja, on aga v a l g u s k i i r e  mõis

te.

Valguskiir on selline leviv elektromagnetväli, mille 

ulatuvust vaadeldakse ainult ühes suunas ja mille umlri õ u 

dusi antud probleemi puhul ei arvestata.

c) Kogemusest on teada, et vähemalt piiratud ulatu

ses on k a k s  partiklit ühendatavad täpselt ühe val
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guskiirega. Sellist valguskiirt võime nüüd pidada s i r g - 

1 3 1 g u mõiste defineerijaks.1

Igal sirglõigul võib määratleda relatsiooni " v a 

h e l " :  partikkel PQ on partiklite P1 ja Pg vahel, 

kui partiklilt P1 lähetatud kiir valgustab partiklit PQ, 

kuid jätab P2 partikli PQ varju (vt. joonis 1 ).

Relatsiooni "vahel" abil saab partiklltegm P1 ja P2 

määratud sirglõigule kuitahes palju partikleid paigutada - 

ikka uus olemasolevate vahele. Kasutades jätkuvalt sama re

latsiooni juba olemasolevate äärmiste partiklite endi jaoke 

(jättes näiteks partikli P1 partiklite P0 ja P^ vahe

le jne ., võib partiklitega P-j ja Pg määratud sirglõiku 

ka järjest pikendada esialgsest vahemikust väljapoole (vt. 

joonis 2 ) . Nii jõuame s i r g e  mõisteni.

Nagu öeldud, saab partiklitega P  ̂ ja P2 määratud 

sirgele mõtteliselt kuitahes palju partikleid paigutada.

x Nagu hiljem selgub* on selline sirglõigu mõiste (ja 
hiljem mäaratletud sirge mõiste) üldisem kooligeomeetria, 
Bt t . eukleidilise geomeetria sirglõigu (ja sirge) mõistest. 
Igapäevastes mastaapides on nn. valgussirge praktiliselt 
täiesti ühtiv eukleidilise geomeetria sirgega.

Joonis 1 Joonia 2
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Veist igaühe juurde võib korraldada ka mingi reaalarvu, 

nõudes seejuures üksnes, et nende arvude loomulikule jär

jestusele vastaks partiklite antud järjestus sirgel. Par

tikli P juurde võib valida arru 0 # partikli P- poo- 
o

le jäävate partiklite juurde korraldada negatiivsed ja 

partikli P2 poole jäävate partiklite juurde positiiv

sed arvud (joonis 3)*

-S -4 -3 ~1 0 1 Z J * S'

Joonis 3*

Pärast seda, kui ühel sirgel paiknevate partiklite 

hulgale on vastavusse seatud r e a a . l a r v u d e  

h u l k ,  ühtib mingi partikli P^ asukoht sirgel ala

ti teatud arvuga ja nii saab see arr mainitud partikli 

asukoha iseloomustajaks. Hime tame edaspidi seda arvu par

tikli k o o r d i n a a d i k s  vaadeldaval sirgel. 

Et Px asukoht sirgel võib põhimõtteliselt igasugune ol

la, siis võib seda asukohta tähistada üldiselt algebra

lise sümboliga z ning partiklitega P  ̂ ja P2 määra

tud sirget võime hakata nimetama x - t e l j e k s f 

täpsemalt x - k o o r d i n a a t t e l j  e k s  . Bii 

oleme jõudnud täpse m a t e m a a t i l i s e  m o o 

d u s e n i  , mille abil saab määrata ühel kindlal sir

gel asetsevate partiklite, seega ka ruumi punktide asu

kohti teiste samal sirgel asetsevate partiklite (punkti

de) suhtes.
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d) Edasi on kogemusest teada, et vähemalt piiratud ula

tuses on k o l m  partiklit alati ka nii paigutatavad, et 

igat partiklit tema kahe naabriga ühendavast kahest valgu»* 

kiirest kumbki ei sisalda kahte nende naabritest ja et kõik 

need lõikuvad omavahel ainult nimetatud kolme partikli P ,
О

1*1 ja P2 asukohas (joonis 4)*

Sellisesse kolmikusse kuuluvate partiklipaaridega mää

ratud sirglõigud võib täita partiklitega, need partiklid 

omakorda ühendada sirglõikudega kõikvõimalikel viisidel ja 

seejärel täita partiklitega. Kogemus õpetab, et sellisel vii

sil võib partiklite hulga abil määratleda t a s a n d i -  

t ü к i ja siit edasi t a s a n d i  m8isted.z Iga par

tikkel määrab nüüd antud tasandi kindla punkti ja igat sel

list punkti saab üheselt iseloomustada reaalarvude paariga, 

mida nimetame edaspidi punkti k o o r d i n a a t i d e k  s 

vaadeldaval t a s a n d i l  . Selgub, et need koordinaa-

x Olgu jälle rõhutatud, et nn. valgustasandi mõiste üh
tib praktiliselt eukleidilise geomeetria tasandi mõistega 
üksnes igapäevastes mastaapides.
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did on ühesel riisil määratavad kahe koordinaattelje abil» 

milleks võivad olla partiklitega P P„ ja partiklitega P P-
O l

määratud sirged, mille punktidele on eelmises alapunktis 

kirjeldatud viisil vastavusse seatud reaalarvud. Nimetagem 

sirget PQP1 x - t e l j e k e  ja sirget ?0P2 У "  * ® 

j e к s (joonis 5 ) .

Joonis 5 ,

Nii saadakse kahe koordinaattelje abil matemaatiline 

moodus, mille abil võib määrata ühel kindlal tasandil aset

sevate partiklite (resp. punktide) a s u k o h t i  teis

te samal t a s a n d i l  asetsevate partiklite (resp. 

punktide) suhtes. Nimetatud koordinaatteljed moodustavad 

sellel tasandil k o o r d i n a a t s ü s t e e m i  ehk 

k o o r d i n a a d i s t i k u .  St koordinaatteljed mää

ratakse kolme ettevõetud partikliga PQ, P1 ja Pg, siis 

sõltuvalt partiklite valikust on võimalikud väga mitmesu

gused koordinaatsüsteemid (sealhulgas ristkoordinaadisti- 

kud).
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e) Kogemus Õpetab veel, et vähemalt piiratud ulatuses 

võib mingi etteantud tasandi mistahes punkti fikseerivalt 

partiklilt ikka sellise valguskiire välja saata, mis ei ta

ba enam antud tasandi partiklit. Tuleb välja, et n e l i  

partiklit on Üksteise suhtes ka selliselt paigutatavad, et 

igat partiklit tema kolme naabriga ühendavast kolmest val

guskiirest ükski ei sisalda kolme nendest partiklitest ja 

et kõik need kiired lõikuvad omavahel ainult nimetatud nel

ja partikli Pq, P.,, P^ ja P^ asukohas (joonis 6 ) .

Sellisesse nelikusse kuuluvate partiklipaaridega mää

ratud sirglõigud võib jällegi täita partiklitega, needühm- 

dada sirglõikudega kõikvõimalikel viisidel ja seejärel täi

ta partiklitega. Kogemus Õpetab, et sellisel viisil võib 

partiklitega täita k o g u  r u u m i  (antud vaatlus- 

ulatuses). Pärast äsjakirjeIdatud protseduuri ei saa antud 

vaatlusulatuses mingilt olemasolevalt partiklilt enam val

guskiirt nii välja saata, et see ei tabaks juba olemasole

vaid partikleid.

Seega saamaks partiklite konfiguratsiooni, millest 

lähtudes "vahele" paigutamise protseduuriga võiks tlita
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partiklitega kogu ruumi, tuleb miвtahes väljavalitud par- 

tiklile (olgu selleks P Q) lisaks vötta v ä h e m a l t  к o i m  

niisugust partiklit, mis kolmekesi ei asetse ühel sirgel ega 

ole väljavalitud neljanda partikliga P Q samas tasandis. Sa

mal ajal pole neid lisaksvöetavaid partikleid ka rohkem va

ja kui ü k s n e s  k o l m .  Selles kogemuslikus fak

tis avaldubki r u u m i  k o l m e m S Ö t m e l i s u s .

.Täidetud ruumis määravad partiklid juba ruumi mistahes 

punkti ja igat sellist punkti saab üheselt iseloomustada 

r e a a l a r v u d e  k o l m i k u g a .  Feed kolm arvu

- r u u m i  p u n k t i  k o o r d i n a a d i d  - on 

ühesel viisil määratavad kolme koordinaattelje abil, milleks 

vöivad olla vaetavalt partiklipaaridega P0P2 *̂a PoP3

määratavad sirged, mille punktidele on juba teadaoleval vii

sil vastavusse seatud reaalarvud. Nimetagem lisaks x - ja

y - t e l j e l e  sirget P P z - t e l j e k s  (joo-
o J

nie 7 ) .

\
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Nii saadakse kolme koordinaattelje abil matemaatiline 

moodne, mille abil võib määrata mistahes partiklite (resp. 

punktide) a s u k o h t i  r u u m i s  teiste partik

lite (resp. punktide) suhtes. Nimetatud kolm koordinaattel- 

ge moodustavad r u u m i l i s e  k o o r d i n a a t  - 

s ü s t e e m i  ehk k o o r d i n a a d i s t i k u  . 

Partiklite Pq, P.^, P2 ja P^ konkreetsest valikust tin

gituna on jällegi võimalikud väga mitmesugused koordinaat

süsteemid.

f) Partikli ja valguskiire mõistete abil saadud ruumi

liste asendisuhete eksaktne, matemaatiline kirjeldamine on 

üldietatav ka keerulisemate aineliste ja väljaliste objek

tide vaatlemise juhule füüsikas. Partiklid Pq, P^, P^

p , mis fikseerivad koordinaatsüsteemi, on tavaliselt ula-
3

tuslikuma ainelise objekti koostisosadeks ja seda objektJ 

nimetatakse ka t a u s t k e h a k s ,  kuna ta määrab 

füüsikaliste objektide kirjeldamise ruumilise "tausta” . Et 

objektide omavahelise koordinatsiooni, nende vastastikuse 

asendi jt . ruumiliste vahekordade täpne kirjeldamine on fak

tiliselt kõikide füüsika probleemide puhul oluline, siis 

sellest tulenevalt on nii taustkeha kui ka koordinaatsüs

teemi mõisted Ühed põhilisemad füüsika mõisted.

Füüsikaliste objektide ruumilisel iseloomustamisel 

mõistagi ei piisa üksnes objektide suhtelise asendi määra

misest. On vaja kindlaks teha ka asendisuhete suurus, s. t. 

kaugus kahe objekti vahel. Tekib p i k k u s e  määramise 

ja mõõtmise probliem.
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Kogemas Õpetab, et kauguse mõiste ruumi kahe punkti ra

hel ja seega pikkuse määramine ei sõltu asukoha määramisest* 

Nende mõistete defineerimiseks on tarvis täiendavalt uurida 

ruumi omadusi• Kuidas saab määratleda pikkuse mõõtmise konk

reetset menetlust, kas kaugus mingi kindla objekti kahe punk

ti vahel (näiteks mingi vardakujulise keha - " m õ õ d u 

p u u "  - pikkus, mille valime pikkuste mõõtmise ühikuks 

ja millega võrdleme kõiki pikkusi) on kõikjal ühesugune või 

mitte - kõik see selgub jällegi üksnes looduse objektide 

ja nähtuste konkreetsest uurimisest.

õpetuseks, milles üldistuvad süstematiseeritud kujul 

teadmised ruumi omadustest, on g e o m e e t r i a .  Nagu 

eelnevast selge peaks olema, ei saa see olla mingi aprioor

ne, "kogemuste-eelne", üksnes puhtmatemaatiline ja puhtdeduk- 

tiivne teadusharu. Geomeetriat (vähemalt selles osas, mis mi 

või teisiti seostub füüsikaga) tuleb käsitada samuti koge

musliku päritoluga teadusena, s. t . loodusteadusena, mille 

mõistete süsteem kuulub küll juba väga kõrgele abstraktsioo- 

nitaeemele (ja see annabki talle erakordselt suure üldkehti

vuse ja heuristilise jõu!), mille mõisted ja tõestusvõtted 

on tõepoolest tihti puhtalt mõistusepärased, kuid mille so

bivuse tegelikkuse kirjeldamiseks peab lõppkokkuvõttes ikka

gi välja selgitama konkreetne looduseuurimine.

g) Klassikaline füüsika tõestas oma uurimisvaldkonnas 

e u k l e i d i l i s e  g e o m e e t r i a  tõdede väga 

hea vastavuse tegelikkusele. Selle geomeetria tõed (nagu kolm

nurga sisenurkade summa võrdumine 180 nurgakraadiga, paral-
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leelsuse postulaat, ettekujutus ruumi homogeensusest ja iso- 

troopsusest jne.) said lahutamatuteks füüsika tSdedest. Euk- 

leldlllse geomeetria ettekujutus ruumi homogeensusest ja lao- 

troopsusest on näiteks kooskõlas ettekujutusega "m&ftdupuude” 

muutumatusest. Eriti olulise osa omandas klassikalise füüsi

ka matemaatilises aparatuuris eukleidilisele geomeetria]» ba

seeruv y e k t o r a r v u t u s  kui ruumiliste rahekor

dade eksaktse kirjeldamise rBlmas instrument ja keel.

Ehkki on rSimalikud räga mitmesugused, sealhulgas ka 

k&rerjoonellsed koordinaadlstikud, v8ib otstarbekuse seisu

kohalt pidada eukleidilises geomeetrias eelistatud koordi

naat süsteemiks Cartesiuse r i s t k o o r d i n a a d i s -  

t i k k u  (joonis 8 ) .  See on abstraktsioon sirgete ja ris- 

tlolevate jäikade mSSdupuude süsteemist. Cartesiuse rist- 

koordinaadistiku puhul rftib koordinaatidele omistada vahetu 

meetrilise m&ttes pikkuseühikule v3ib seada vastavusse arvu- 

de erinevuse ühe vörra koordinaattelgedel. Kaugus punkti

de P.j ja P2 vahel määratakse valemiga

1  = )/ (Хг-Х1) г+ (Уг -y<f+ (zx- *i)X . (I 2.1)

2

2

X Joonis 8 .



3. Aja põhiomadused. Aegruum. 
Taustsüsteem. Kinemaatika 
kui aegruumi teooria

a) Suhete uurimist, milles väljendub üksteist väljava- 

hetavate olekute koordinatsioon objektiivses reaalsuses, ole

kute järgnevus ja kestus, s. t. teiste sõnadega - a j a  

omaduste uurimist on samuti nõlstlik alustada selliste liht

sate, kuid väga üldiste mõistete abil, nagu on partikkel ja 

elektromagnetsignaal•

Olekute järgnevust saab ilmselt lihtsaimal viisil mo

delleerida partikliga, mis katkendlikult, üksteisele järg

nevalt lähetab elektromagnetsignaale, näiteks valgussähva

tus! . Iga selline sähvatus fikseerlbki aja h e t k e  kui 

aja elemendi (analoog ruumi p u n k t i  mõistele). Iga 

hetk vastab partikli teatavale, eelmist väljavahetavale ole

kule.

Kogemus Õpetab, et partikli üksteisele järgnevate ole

kute puhul saab täiesti üheselt määratleda relatsioone "va

rem" ja "hiljem". Partikli iga sähvatus toimub eelmisest 

hiljem ja järgmisest varem. (Täpsustusena - jutt on vaat

leja suhtes paigalolevast partiklist.) Sellisel moel kor

ralduvad partikli kõik olekud ühemõõtmelises ja kindlasuu

nalises jadasse. Nii on see ka keerulisemate objektide pu

hul. Selles kogemuslikus faktis avaldub a j a  ü h e - 

m Õ Õ t m e l i s u s  ja ü h e s u u n a l i s u s 1

Mõistagi on ettekujutus aja Ühemõõtmelisusest "b Ühe
suunalisusest nagu ka eespool käsitletud ettekujutus ruumi 
kolmemõõtmelisusest hoopiski ulatuslikuma kogemuse 
mise tulemus ning kõigi nende tõdedega piirnevate problee
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Paneme tähele, et ruumi kui kolmemõõtmelise punktide kon

tiinumi puhul pole relatsioonid "eespooI\ "tagapool" üheselt 

ja kindlasihiliselt määratletud.

Hagu ühel sirgel asetsevatele partiklitele (resp. ruu

mi punktidele) nii ka partikli üksteisele järgnevatele ole

kutele (resp. aja hetkedele) võime vastavusse seada r e a a l 

a r v u d e  h u l g a ,  nõudes seejuures ainult, et nen

de arvude loomulikule järjestusele vastaks olekute (hetke

de) tegelik järjestus. Ühe kindla oleku Hq juurde võib va

lida arvu nulli - see fikseerib n u l l h e t k e  ehk 

a l g h e t k e  . Varasemate hetkede juurde korralduvad 

siis negatiivsed, hilisemate juurde positiivsed arvud. Min

gile meelevaldsele olekule H^ (resp. hetkele) vastab nüüd 

alati teatud arv t , mis saab seega mainitud oleku (hetke) 

a j a l i s e  a s u k o h a  iseloomustajaks. Himetarne 

edaspidi seda arvu oleku a j a l i s e k s  k o o r d i -  

n a a d i k s  ehk lihtsamalt t - k o o r d i n a a  - 

d i k e .

Kirjeldatud ühedimensionaalse reaalarvude hulga võib 

omakorda vastavusse seada ühe sirge punktidele. Selle sirge 

iga punkt kujutab nüüd mingit kindlat olekut (resp. hetke) 

ning fikseerib selle oleku ajalise koordinaadi. Nimetame 

saadud sirget a j a t e l j e k s  ehk t - t e l j e k s  

(joonis 9 ).

mide analüüs ei saa käesolevas loengukursuses kõne alla tul
la. Sügavamaks põhjenduseks ettekujutusele aja ühesuunali
susest kui väga üldisele abstraktsioonile on näiteks üldis- 
tused entroopia kasvu seaduse, samuti bioloogilise evolut
siooni seaduse näol.
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♦ -Я -2 -/ о i Z jr ч Г 

Joonis 9#

Ъ) Vaga füüsikaliste objektide ruumilisel iseloomusta

misel nii ka objektide eksistentsi ajalisel määratlemisel ei 

piisa üksnes olekute suhtelise koordinatsiooni määramisest. 

On jällegi raja kindlaks teha suhete suurus sellises koor

dinatsioonis, s. t . uurida olekute kestust. Tekib a j а - 

v a h e m i k e  määramise ja mõõtmise probleem.

Kogemus õpetab, et ka ajavahemike määramine on sõltu

matu ajalise asukoha määramisest ning vajab täiendavat aja 

omaduste uurimist. Kuidas saab määratleda ajavahemike mõõt

mise konkreetset menetlust, kas ajavahemik mingi kindla ob

jekti mingite kindlate olekute vahel (näiteks mingi kindla 

perioodilise protsessi - millegi tiisvõnke, täispöörde, 

täistiiru jne. - keetus, mille valime ajavahemike mõõtmi

se ühikuks ja millega võrdleme kõiki teisi ajavahemikke, e.t. 

teiste sõnadega - " k e l l a "  käik) on kõikjal ja ala

ti ühesugune või mitte - kõik see selgub jällegi üksnes 

looduse objektide ja nähtuete konkreetsest uurimisest. Vii-
N

suguse uurimise tulemused üldistuvad üldistes ettekujutustes 

ajast (nimetagem selliste ettekujutuste kogu к г о n о - 

m e e t r i a k s ) ,  mis, nagu geomeetria tõedki, on alati 

sõltuvuses looduseuurimise konkreetsest tasemest.

K l a s s i k a l i s e  f ü ü s i k a  uurimisvald

konnas osutus tegelikkusele väga hästi vastavaks ettekuju

tus a b s o l u u t e e s t  a j a s t ,  mis on looduse
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objektide konkreetseteet omadustest ja nähtustest sõltuma

tu, mis kõikjal voolab ühtlaselt ja on seega homogeenne. 

Sellest ettekujutusest tuleneb ka ettekujutus "kellade-1 

käigu täielikust sünkroonsusest sõltumata ruumi punktist 

ja aja hetkest.

c) Tegelikkuses asetleidvate mistahes nähtuste kir

jeldamisel ja uurimisel tuleb alati vaadelda objekti nil 

ruumis kui ka ajas. Me elame faktiliselt s ü n d m u s 

t e  m a a i l m a s .  Mistahes objekti iga ükslkolekut 

tuleb korraga iseloomustada nii ruumiliselt kui ajaliselt 

(iseasi, kas seda praktika seisukohalt alati vaja läheb). 

Väiteks teatava kindla partikli eksistentsist täieliku et

tekujutuse saamiseks tuleb igal h e t k e l  fikseerida 

ruumi p u n k t  , milles ta parasjagu asub. Partikli 

iga ükslkolekut iseloomustavad k o l m  ruumikoordinaa- 

ti (näiteks x, 7 , z) ja ü k s  ajakoordinaat (t ) .

Vii on ülalkirjeldatud mõttes ruum ja aeg alati lahu

tamatud. Tänapäeval teamegi, et faktiliselt on meil tege

mist ühtse tervikuga - a e g r u u m i g a .

Aegruum on materiaalsete objektide .1a nende olekute 

eksistentsi .1a koordinatsiooni üldine ,1a põhiline voim^ 

ml a on lahutamatu nii mateeriast kui liikumiaftnt.

Aegruumi elemendiks on p u n k t h e t k  ehk 

s ü n d m u s .  Et iga sündmus on iseloomustatud nelja

x Olgu märgitud, et mõisted "mõõdupuu" ja "kell" ei 
tähenda siin igapäevasusest tuntud tollipulki, seina-, laua
kelli jne ., mis võivad paremini või halvemini tehtud oUa. 
Jutt on põhimõttelistest, ideaalsetest pikkuste ja ajava
hemike mõõtmise vahenditest.
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коordinaadiga, eiie kujutab aegruum endast n e l j a -  

m S S t m e l i s t  p u n k t h e t k e d e  e h k  s ü n d 

m u s t e  k o n t i i n u m i t .  (Ruumi ja aja print si- 

piaalse erineruse tSttu on siin täpsemalt Seldult siiski te

gemist ( 3 + 1 ) - m 8 8 t m e l i s e  k o n t i i n u 

m i  g a .)

NeljamÖÖtmelisee aegruumis ei piisa objektide eksis

tentsi täielikuks matemaatiliseks kirjeldamiseks ainuüksi 

taustkeha ja sellega seotud ruunilise koordinaatsüsteemi va

likust. Taustkeha tuleb reel täiendada pikkuste ja ajavahe

mike mSÖtmise seadeldistega ("mö&dupuu" ja ’’kellaga” ) ning 

vaetavat ruumilist koordinaatsüsteemi ajateljega. Selliselt 

täiendatud taustkeha nimetame t a u s t  s ü s t e e m i k s  

(joonis 10) ning

Joonis 10.

vastavat matemaatilist abstraktsiooni a e g r u u m i 

l i s e k s  k o o r d i n a a t s ü s t e e m i k s  (joo

nis 1 1 ) .
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X
Joonis 11.

d) Ehkki ruum ja aeg on tegelikult lahutamatud, tões

tas k l a s s i k a l i n e  f ü ü s i k a  oma uuri

misvaldkonnas, et ruumi ja aega võib formaalselt siiski ka 

lahus vaadelda. Paljude probleemide puhul on see toepoo

lest Õigustatud. Muidugi ei kujuta ka klassikalise füüsika 

ruumilis-ajalised ettekujutused endast ruumi ja aja täielik

ku teineteisest isoleerimist. Et see nii pole, selgub juba 

klassikalise füüsika põhimõistetest, nagu kiirus, kiiren

dus jne.

Kõikvõimalikest taustsüsteemidest tõstab klassikaline 

füüsika esile i n e r t  s i a a l s ü s t e  e m i d .  Need 

on määratud kui mittePöörlevad, vabade ( inertsiaalselt 

liikuvate) partjklitega .läigalt seotud taustsÜHtaamid. Ko

gu klassikaline mehaanika formuleeritakse faktiliselt Inerb- 

siaalsüsteemide juhu jaoks ja mitteinertsiaalseid taust

süsteeme käsitletakse kui "mittesoovitavaid", isegi kui 

•Imi 11 e lubat avaid ” .

E r i r e l a t i i v s u s t e o o r i a  (ERT) tek

kega ( 1905) sai ruumi ja aja printsipiaalne lahutamatus sü
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gavama põhjendus«. Ka selgub EHT-et, st ruumi ja aja oma

dused sõltuvad materiaalsete objektide kiirusest. Hilells 

ilmneb objektide ja nähtuste hoopis tihedam seos ruumi ja 

ajaga. Ent kuigi ruumilised ja ajalised vahekorrad on üks

teise suhtes liikuvates eri inerteiaalsüsteemides erinevad, 

on EHT järgi aja ja ruumi struktuur antud inertsiaalsüstee- 

mi kogu ulatuses ikkagi ühesugune ega sõltu objektide ka

rakteristikutest. Ka EHT järgi on antud inerteiaalsüsteemis
/ I

ruum eukleidiline ja aeg homogeenne. Eelistatud taustsüs

teemideks jäävad endiselt inertsiaalsüsteemid, kusjuures 

vaetava matemaatilise koordinafttsüsteemi ruumilise osana 

on esile tõstetav Cartesiuse ristkoordinaadietik. Tavalise 

kolmemõõtmelise ruumi kauguse mõiste üldistus aegruumi kui 

neljamõõtmelise kontiinumi puhul - kahe sündmuse (S1 ja 

Sg) vaheline i n t e r v a l l  - avaldatakse ERT-e 

tavaliselt järgmisel kujul (vt. ka joonis 12):

J  ■ O i- /,/ r ( z , c’ tt- tj1 . ( 1 3 .1 )
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e) õpetust aegruumi omadustest nimetatakse üldiselt 

k i n e m a a t i k a k s .  (78lb öelda, et kinemaatika 

on a e g r u u m i  g e o m e e t r i a . )  Klassika

lises füüsikas ja ERT-a käsitleb kinemaatika objektide 

n.-ö. puhast liikumist, s. t . ruumiliste ja ajaliste su

hete määramisel on vaatluse all üksnes tegelikkuse struk

tuursed moodustised ja liikumisvormid (vt. füüsika uuri

misaine määratelu 1• punkti alapunktis a ) . Vastasmõjude 

osa ruumilistes ja ajalistes suhetes siin ei avaldu. Hli 

klassikalise füüsika kui ERT rakendusulatuses on see ka 

Õigeks osutunud. Vastasmõjude kõrvalejätmisega on sisu

liselt seotud ka inertsiaalsüsteemide kui vabade partik

litega määratud taustsüsteemide eelistamine.

Pärast ü l d r e l a t i i v s u s t e o o r i a  

loomist ( 1916) on aga selgeks saanud, et ruumi ja aja 

omadustes kajastub ka looduse kõige üldisem ja põhilisem 

vastasmõju - gravitatsioon. (Paneme seega tähele, et 

ruumi ja aja omadused on faktiliselt seotud füüsika uuri

misaine kõigi komponentidega.) Hii tulebki meil edasiseks 

ja sügavamaks aegruumi omadustega tutvumiseks asuda pa

ralleelselt uurima ka gravitatsiooninähtusi.

4. Kehade "gravitatsioonimass" ja 
Hewtoni gravitatsiooniseadus

a) Kehade erinev r a s k u s  ja nende liikumine 

raskuse mõjul Maa poole on inimkonna igivana kogemus. -

Et kehade raskus on universaalne omadus, siis haka

ti juba ammu ka esemeid, ainehulki jne. iseloomustama ja
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ttketeieeet eraldama raskuse järgi. Kehasid hakati k a a 

l u m a ,  s . t .  võrdlema nende raskust teatud kindlate 

kehade, näiteks kaaluvihtide raskusega. Asjaolu, et mingi 

aine suurem hulk kaalub rohkem kui sama aine väiksem ko

gus, leidis väga tähtsa praktilise rakenduse inimestevahe

lises suhtlemises a i n e h u l k a d e  m õ õ t m i s e  

moodusena.

b) Kuidas kehade liikumine raskuse mõjul täpsemalt väl

ja näeb, selle tegL kindlaks Galileo Galilei (1564- 1642), 

kes formuleeris k e h a d e  v a b a  l a n g e m i -  

s e seadused:

1) Kõik rabad kehad langevad Maa poole ühtlaselt kii

renevalt .

2) Antud kohas on kõikide kehade vaba langemise kii

rendus (g) ühesugune.

Vaba langemise seadused on olemuselt k i n e m a a 

t i k a  seadused, mis üksnes kirjeldavad kõigist muudest 

mõjustustest vabastatud kehade liikumist raskuse mÕjul.z

c) Isaac Hewtoni (1643- 1727) poolt formuleeritud 

k l a s s i k a l i s e  d ü n a a m i k a  põhiseaduste 

ga tuli füüsikasse j Õ u mõiste. Newtoni dünaamika jär- 

gi on kiirendus või keha defonneerumine alati teatava jÕu 

(kui füüsikalist vastasmõju iseloomuetava kvantitatiivse 

suuruse) olemasolu indikaatoriks. (Sellele tuginevalt de-

x Täpsemalt rääkides mõjustab vabade kehade lange
mist ka Maa kui taustsüsteemi mitteinertsiaalsus. Sellest 
tuleb juttu hiljem.
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fineeritakse ka jõudude mõõtmise eeskiri ja mõõtühikud.) 

Seega tulenes nttlld raba langemise seadustest r a s k u s 

j õ u  kui vaba langemise põhjuse mõiste.

Et ainehulki hakati mõõtma just raskuse abil, siis tu

li paralleelselt raskusjõu mõistega füüsikasse ka nn. ras

ke massi ehk "gravitatsioonimassi" mõiste, mida intuitiiv- 

selt hakati käsitama ainehulga mõõduna. Kehade " g г a - 

v i t a t s i o o n i m a s s i d "  ( M )  on defineeri

tud kui antud kohas raskusjõuga võrdelised suurused ja see 

mõiste sai niiviisi ka kehade Haa poole tõmbumise mõõduks?

d) Newton üldistas oluliselt raskuse mõistet. Ta hak

kas käsitlema kehade raskust Haal kui ühe üldisema, '’üle

maailmse" nähtuse - gravitatsiooni - eri vormi. Nii tu

li füüsikasse gravitatsiooni kui üldise ja põhilise vas

tasmõju mõiste. Nagu juba märgitud, on see kõigist neljast 

nüüdisajal tuntud füüsikalise interaktsiooni tüübist kõige 

universaalsem ja fundamentaalsem.

1687. aastal formuleeris Newton k l a s s i k a 

l i s e  g r a v i t a t s i o o n i t e o o r i a  põhi

seaduse (vt. joonis 13)*

Kaks teineteisest kaugusel R asetsevat punktmassi 

.1a И tõmbuvad neid ühendava sirge sihis .lõuga

г  с  у М Л  К
/ f  = ~£ ' ( 1 4 .1 )

kus R - £ - ff ja ^  - 6,67.10” N.m /kg on g г а - 

v i t a t  s i o o n i k o n s t a n t  ,xx

x Toodud väites on jällegi lihtsustavalt jäetud ar
vestamata Maa mitteinertsiaalsus. Hiljem näeme, et tänu ek
vivalent susprintsilbile siin mingit sisulist viga ei ole.

13 Kui analoogi mõistele p u n k t l a e n g  kasuta-
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Joonis 13*

e) Newtoni gravitatsiooniseadusel on rikas põhimõtte

line sisu.

lagu juba öeldud, hüpoteesiga selle seaduse univer

saalsusest looduses (kehtivusest kogu maailma rutuni kohta) 

ületas Bewton geotsentrilise vaatekoha raskusnähtuste kä

sitlemisel. Kitte ainult Maa, vaid iga keha universumis 

avaldab teistele kehadele gravitatsioonilist külgetõmmet.

Valemi (I  4.1) põhjal omandab "gravitatsioonimass" 

täpse kvantitatiivse tähenduse "gravitatsioonilaenguna" 

(vrdl. elektrilaenguga Coulombi seaduses!). Valides ühe 

punktmassi etaloonmassiks ( ) , võime kindlal kaugu

sel R võrrelda nii selle punktmassi kui ka mistahes tei

se punktmassi (A £ ) gravitatsioonllist külgetõmmet min

gile kolmandale punktmaesile ( ) .  Newtoni gravitatsi

ooniseadusest järeldub nüüd mõjuvate gravitatsioonij Õudude

gem mõistet p u n k t m a s s  ( a i n e p u n k t i  või 
m a s s p u n k t i  asemel)! Punktmass tähendagu partik
lit, mida vaadeldava probleemi puhul iseloomustame ka mas
si mõistega.
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absoluutväärtuste jaoks

С  y M 0 M jc

r *t 'ü  Д 2  / £  - 4 g z  "  . ( 1 4 .2 )

Siit saame omakorda eeskirja "gravitatsioonimassi" kuL füü

sikalise suuruse mõõtmiseks:

M x  £
( 1 4 .3 )

F " ■

Valem (I  4 .1) fikseerib ka ühe looduse põhilisema ja 

üldisema konstandi ^  , mis on sisuliselt seosekoefitsi- 

endiks kehade gravitatsioonivõime karakteristiku U ja me

haaniliste nähtuste dünaamilise karakteristiku F  vahel. 

Pärast massiühiku fikseerimist saab konstandi arwäär- 

tust vahetult eksperimendist määrata üksteisest teataval 

kaugusel asuvate punktmasside vahel mõjuvate gravitatsioo

ni j õudude mõõtmisega.

f) Valemi (I 4.1) universaalsust on kinnitanud kogu 

järgnenud füüsika arengulugu. Tänapäeval võime seda seadus

pärasust lugeda tohutu vaatlus- ja katsematerjali poolt (en

nekõike muidugi praktiliselt kogu taevamehaanika poolt) õi

geks ja seejuures väga täpseks tunnistatud põhiliseks loo

dusseaduseks. Selle seaduse mõned põhimõttelised puudused 

ning tema paratamatu piiratus said selgeks alles meie sa

jandil, pärast relativistliku füüsika sündi.
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5. "Gravitatsioonimaesi" ja 
•inert suema sei" vördeus

a) Klassikalises Hewtoni mehaanikas on sisuliselt kaks 

massi mõistet.

5agu juba märgitud, määratleb Hewtoni gravitatsiooni

seadus kehade gravitatsioonivõime mõõduna "gravitatsiooni- 

massi" (Af) mõiste. Hewtoni II seaduses esineb aga kehade 

inertsi mõõduna " i n e r t s u s m a s s "  (*7?):

p = d (m 7 )  ( I  5 „  

Г  d t  ■

Silmas pidades klassikalisele dünaamikale omast inertsus-

massi konstantsuse eeldust, võib toodud valemit teatavasti 

lihtsustada:

F  = W C L  . (I 5.2)

Valemist (I  5*2) võib ka tuletada inertsusmassi kui kvanti

tatiivse karakteristiku mõõtmise eeskirja klassikalises dü

naamikas :

£'x _ a .

r  „  (I  5 *3)
£<ax '

kus on vastavalt inertsusmassi etaloonkehale

(massiga ) mõjuva mõõdetava meelevaldse jõu ja selle

jõu poolt esilekutšutava kiirenduse absoluutväärtused 

i~x ja CLX ,on vastavad suurused tundmatu massiga (mx ) ke

ha puhul. (Märkigem siinkohal, et Impulsi jäävuse seaduse 

põhjal võib formuleerida inertsusmassi mõõtmise üldisema 

eeskirja.)
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"Gravitatsioonimass" ja "inerteusmase" 1ееloomustavad 

kumbki näiliselt täiesti eri tüüpi ilminguid. Kumbagi neist 

saab defineerida teisest täiesti sõltumatult. Mõlemaid ni

metatakse aga tavaliselt lihtsalt m a s s i k s .  See

tõttu kerkib loomulikult ka küsimus: miks on neil näili

selt erinevatel suurustel siiski sama nimetus?

b) Vaadelgem Maad kui mitteinertsiaalset taustsüstee

mi К  Päikesega seotud inertsiaalsüsteemis K, (Päikese

süsteemi planeetide m8ju Päikese liikumisele jääb arvesta

mata) ja pangem Maaga seotud taustsüsteemis kirja üldaval- 

dis jSu jaoks, mis annab kiirenduse punktmas8ileZ j

r '=  - m [c o  X r j -  Щ [ u )  X (C Õ * r ') J -

о г-^ - *7  -* M M 0 
- Z m l c o x  v- J  - ^ а 0 - у  —  ■ 3 r  -

M M *  7
- r ^ p p r  + ф

(I  5.4)

Siin on Г  ja Г  punktmassi kohavektorid vastavalt taust

süsteemides К ja К' , cO  ja СО on vastavalt süs

teemi (s . t. Maa) pöörlemise nurkkiirus ja nurkkiiren- 

dus К  suhtes, $  on punktmassi kiirus süsteemis K ,  

CLo on punkti О f (s . t. Maa inertskeskme) kiirendus 

suhtes, M t ja M .  on vastavalt Maa ja Päikese "gravi-
О Ф

tatsioonimassid" (vt. ka joonis 14; olgu märgitud, et ar

vestades klassikalise füüsika ettekujutust aja absoluutsu-

X Vt. ka Olh ., lk. 178-182.
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eeetу pole mõtet tausteüeteemlde graafilisel esitamisel aja- 

telgi välja joonistada).

Esimesed neli liiget avaldise paremal poolel kirjeldavad 

i n e r t  в i j Õ u d e , seejuures teine neist on tsentrl- 

fugaalne inert sl j Õud ja kolmas - Coriolisi jõud. Inertsi- 

jõud on võrdelised punktmassi "inertsusmassiga" *r7 . Viies 

ja kuues liige on vastavalt punktmassi ja Päikese ning ptrnkt- 

masei ja Ыаа vahel mõjuvad g r a v i t a t s i o o n i  - 

j õ u d ,  mis on võrdelised "gravitatsioonimassiga" /V/ . 

Seitsmes liige ф  kirjeldab punktmassile mõjuvaid mitte- 

gravitatsioonilisi jõude. Jõu г  mõjul eaab punktmass Maa- 

suhtelise kiirenduse Ct , kusjuures see kiirendus on mõis

tagi pöördvõrdeline "inertsusmassiga":

Г
a  =

+ n
(I 5.5)

^  Erijuhuna võib valemist (I 5.4) leida avaldise jõudude 

jaoks, mis annavad teatavas kohas ja teataval hetkel 

paigalolevatele punktmassidele (vaetavalt "gravitatsiooni- 

maesldega" * • • •»  * • • •  «Ja "i^ertsusmasside—
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ga" 077  ̂ , , . . . )  Maa-suhte11ee raba

langemise kiirenduse cl' = • Et nüüd t?= 0  ja О  , 

sile

^õ3 хЯ’У  *■̂ /c<5x (Со  x  r'jj-t- QoJ~

- M  r +  $ М * г ' )
'«  { (Г р  ( P f  r  j  • ( 1 5 .6 )

Arvestades Galilei vaba langemise seadustes sisalduvat väi

det ^  konstantsuse kohta kõikide kehade jaoks antud ko

has, saame valemi (I  5.5) põhjal seosed

g  = - f (€ ü  X Г 'J + jco x(co  x r ') J  + aoJ  -

™ < v jr j3 ( F f  '>  ( 1 5 .7 )

kus <  ■ 1, 2, 3* . . .

Seostest (I 5.7) järeldub vahetult võrduste jada

4  M *
. = co n st , (I 5.8)

s. t. suhe -—  peab olema mistahes punktmassi jaoks ühe- 

sugune jääv suurus. Seega on mistahes punktmassi (ja sel

le üldistusena ka mistahes keha) "gravitatsioonimass” ja 

"inertsusmass" rangelt v õ r d e l i s e d .  Etaloonid 

ja mõõtühikud kahe võrdelise suuruse mõõtmiseks võib aga 

valida nii, et võrdetegur oleks 1 ja seetõttu

* П = М . (I 5.9)

Nii järeldub Galilei vaba langemise seadustest jaSew- 

toni dünaamikast "gravitatsioonimassi" kui "gravitatsioo-
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nilaengu” ja "inertsusmassi" kui inertsi mÕÕdu v õ r d 

s u s  (arvatavasti on see ka вала nimetuse põhjuseks). 

Ent m i k e  see nii on, sellele me Newtoni mehaanikast 

vastust ei leia. Kehade liikumist raskuse toimel ja liiku

mist üksnes inertsi tõttu käsitatakse koguni põhimõtteli

selt erinevate ilmingutena. Esimene on liikumine jõu mõjul, 

teine jõuvaba liikumine. Ka elektriliselt laetud kehadega 

pole analoogiat. JÕu, millega üks laetud keha tõmbub tei

se poole, määrab laeng cĵ  , laetud keha inertsi määrab 

aga ikkagi "inertsuemass" m  ning ^  ja 'tr] on teinetei

sest sõltumatud suurused.

e) Kas "gravitatsioonimass" ja "inertsusmass" on tõe

poolest võrdsed, seda on uuritud ka peenemate eksperimenti

dega. Pangem seejuures tähele, et negatiivne katsetulemus 

näitaks Newtoni mehaanika seesmist vastuolulisust või vä

hemalt teatavat sisulist piiratust.

Ajalooliselt esimene sedatüüpi kaalukae eksperiment 

pärineb ungari füüsikult L. Eötvösilt (1890). Kasutanud nn. 

gravitatsioonilist variomeetrit, millega sai suure täpsu

sega võrrelda eri ainest kehade puhul avaldises (I  5 .4) 

esinevate inertsijÕudude ja gravitatsioonijõudude vahekor

da, Õnnestus Eötrösil kinnitada sama keha "gravitatsiooni- 

massi" ja "inertsusmassi" võrdsust. Need katsed näitasid, 

et "gravitatsioonimassi" ja "inertsusmassi" suhe ei ■või eri

neda ühest rohkem kui suurusjärgus 10“ 9 vÕi väiksemate liik

mete poolest, i960, aastatel viis R. Dicke katsetäpBuse 

10 11-ni ning 19 7 1 . aastal said V. Braginski ja V. Panov 

tulemuseks isegi 10~12.
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Niisiis on "gravitatsioonimassi" ja "inertsusmassi" 

võrdsus suure täpsusega kindlaks tehtud e k s p e r i 

m e n t a a l n e  f a k t ,  mis kinnitab Newtoni me

haanika seesmist harmooniat, ent mille sügavam seletus 

klassikalises füüsikas ometi puudub.

d) Et eksperiment on suure täpsusega kinnitanud "gra

vitatsiooni massi" ja "inertsusmassi" võrdsust, siis võib 

järelikult täie õigusega kasutada üksnes ühte massi mõis

tet. (Edaspidi pole ka käesolevas käsitluses tähistuste

171 ja M  vahel sisulist vahet.) Massi kui füüsikalise 

suuruse tänapäevase definitsiooni annab "Füüsika entsüklo

peediline sõnaraamat"x järgmiselt:

Mass on mateeria füüsikaline karakteristik, mis on 

üheaegselt nii mateeria gravitatsiooni- kui ka inertsi- 

omaduste väljendaja ja mÕÕt.

Pangem tähele, et selles definitsioonis põle sõnagi 

massist kui "ainehulgast" või^ainehulga mõõdust". Ometi 

käsitati ja isegi määratleti vanemas füüsika-alases kir

janduses massi sageli just "ainehulga mõõduna" või "ma

teeria hulga mõõduna", vahel aga koguni otseselt "ainehul- 

gana" või "mateeriahulgana" ning sellelaadilist käsitust 

võib kohata veel tänapäevalgi.

Mis vahekorras siis mõisted m a s s  ja a i n e -  

h u 1 к Õieti on?

e) Massi ja ainehulga samastamine tähendab tänapäe

val sisuliselt massi ülaltoodud täpse t e a d u s l i -

x FES-III, lk. 135.
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к u tähenduse unustamist ja selle mõiste samastamist ’gra

vitatsioonimassi" ehk "raske” maesi i n t u i t i i v s e  

tähendusega, millest oli juttu eespool, või koguni mõiste 

"mass" i g a p ä e v a s e  tähendusega. Nii näiteks mää

ratleb "Õigekeelsuse sõnaraamat" (Tallinn, 1960) tõepoolest 

massi üldise tähendusena: "aine; kogu, hulk". "Võõrsõnade 

leksikon" (Tallinn, I96D  lisab, et mass on "vormitu aine, 

püdel v. poolsula ainet suur hulk; terviklikuks ühikuks lii

tunud rahvahulk".

Püüsikas kasutatakse ainehulkade mõõtmiseks faktiliselt 

vägagi e r i n e v a t e  füüsikaliste suuruste mõõtmist 

(sel eesmärgil mõõdetakse ruumala, pikkusi, pindala, aega, 

kaalu). Ainehulga mõiste eripärase füüsikalise suurusena seni 

kasutusel polnudklx .

Et mass pole samastatav ei aine- ega mateeriahulgaga, 

see saab eriti ilmseks ERT tõdede valguses. Käsitades massi 

mateeria- või ainehulga mõõduna, peaks valemi ■fT2- - ^77°. -

põhjal mateeria- (või aine-) hulk kaevama kiirusest sõltuvalt 

ka siis, kui aatomite hulk kehas jääb muutumatuks. Samasta

des mateeriahulga seisumassi mõistega, tuleks arvata matee

ria hulgast välja footonid ja neutriinod. Lugedes seisumassi 

samaseks ainehulgaga, kerkib aga kohe küsimus, mis on siis 

elektromagnet- ja neutriinovälja puhul nn. väljahulk? Kui pi

dada kas massi üldse või ainuüksi seisumassi mateeria- või

X 19 7 1 . ft. oktoobris otsustas Pariisis toimunud XIV Rah
vusvaheline MÕÕtude ja Kaalude Peakonverents võtta a i n e -  
h u l k  siiski kasutusele rahvusvahelise mõõtühikute süs
teemi (Sl) seitsmenda põhisuurusena, kusjuures vastavaks põ- 
hiühikuks sai m o o l  __(tähis: mol). Avogadro arv s =
- (6,02252 ± 0 ,00028).1023 mol-1. W

-  36 -



У

ainehulgaks, järelduks kõigele lisaks massi ja energia
!- 2

identsuse seadusest C Z = ^ C  veel see, et siis tuleks ka 

energiat hakata nimetama mateeria- või ainehulgaks (I? ) .

Väitel "mass on mateeria- (või aine-) hulga mÕÕt" on 

mõistagi ka teatav mõistlik ja konkreetne sisu. S e i - 

s u m a s s võib tõepoolest olla ü h e k s  ainehul- 

ga võimalikuks mõõduks. (Nagu nägime, tuli just sel moel 

esialgselt "gravitatsioonimassi" mõiste füüsikasse.) Kuid 

äsjaöeldut ei saa tänapäeval mingil juhul lugeda massi de

finitsiooniks.1 Selline "määratelu" ei ava massi mõiste 

tõelist sisu ega anna massi mõõtmise viisi. Massi teadus

liku mõiste defineerimisel on ikkagi mateeria inertsi- ja 

gravitatsiooniomadused p r i m a a r s e d  • Aga tänu 

inertsi- ja gravitatsiooniomaduste erakordsele fundamen

taalsuses ja universaalsusele on massi mõiste kasutatav 

ka ainehulga väga üldise mõõduna. Niisiis on massi mõiste 

olemus ainehulga mõõduna tema s e k u n d a a r n e  oma

dus.

6. Gravitatsioonivälja mõiste 
Vewtoni gravitatsiooniteoorias

a) Gravitatsiooniliste mõjude vahendaja probleem pä

rineb juba Newtoni ajast. Tol ajal polnud veel võimalik
/

sellele probleemile sügavamasisuli st vastust anda. Newto

ni gravitatsiooniseadus (I  4 .1) jäi faktiliselt kirjelda-

X Seda enam, et nüüd on a i n e h u l k  sisse vii
dud juba omaette põhisuurusena.
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vaks Ja gravitatsiooni lihtsalt k v a n t i t a t i i v 

s e l t  iseloomuetavakg seaduseks selles mõttes, et te

mast ei järeldu midagi gravitatsiooniliste mõjude vahendaja 

kohta. Newtoni gravitatsiooniseaduse kohaselt võib gravi

tatsiooni puhul olla tegemist ka k a u g m õ j u g a ,  s .t . 

mõjude üleandmisega üle kauguste nii, et vahepealses ruumis 

pole midagi, mis oleks nende mõjudega seotud, ning selline 

mõjude üleandmine vöiks toimuda silmapilkselt.

b) ERT loomise järel sai selgeks füüsikaliste m 8 - 

j u d e  l e v i k u  k i i r u s e  l õ p l i k k u s .  

Selle asjaolu selgumine likvideeris füüsikast kaugmõju kont

septsiooni võimalikkuse. Ainuvõimalikuks sai 1 ä h i m 8 - 

j u kontseptsioon, s. t. mõjude levik ruumi punktist ruu

mi punkti lõpliku kiirusega. See tegi omakorda vajalikuks 

rääkida üksteisest eraldatud aineliste objektide vaheliste 

mõjutuste puhul väl.1 ast kui mõjutusi vahendavast r e a 

l i t e e d i s t  .

Elektromagnetlainete avastamine ja uurimine tõestas ju

ba enne ERT sündi e l e k t  r o m a g n e t v ä l j  a 

r e a a l s u s e  . Maxwelli poolt möödunud sajandi 

60-ndatel aastatel formuleeritud elektromagnetvälja põhi- 

võrrandid osutusid automaatselt invariantseteks ka Lorentzi 

teisenduste suhtes ja seega ERT-ga täiesti kooskõlas oleva

teks. Võrreldes nüüd aga gravitatsiooni Newtoni teooriat ja 

elektromagnetismi Maxwelli teooriat omavahel, näeme,et vii

mane on sisuliselt oluliselt rikkam: ta kirjeldab peale 

laengute ja nende vahel mõjuvate jõudude veel laengutega ja
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nende liikumisega lahutamatult seotud elektromagnetvälja.

c) Matemaatilise abimõistena, formaalselt võib lüli

tada g r a v i t a t s i o o n i v ä l j a  mõiste ka 

Newtoni teooriasse. Gravitatsiooniväli mingi massijaotuse 

ümber tähendab siis lihtsalt selle kindlaksmääramist, kui 

suure ja missuunalise j Suga mõjutab antud mass ühikuilst 

proovimassi kõikides teda ümbritsevates ruumipunktides. 

Lugedes selliselt iga ruumipunkti juurde kuuluvaks ühe 

jõuvektori, saamegi puhtmatemaatilise loomusega "jõuväl- 

ja" ruumis. Analoogiliselt elektrostaatilise jõuväljaga 

võib siin defineerida v ä l j  a t u g e v u s e  mõis

te

(Et tänu "gravitatsioonimassi" ja "inertsusmassi" võrdsu

sele võib seda valemit tõlgendada ka Newtoni II  seaduse

na, siis näeme, et defineeritud suurusel on faktiliselt 

vaba langemise kiirenduse tähendus.)

Vaatleme nüüd konkreetselt teatavas kindlas inert- 

siaalsüsteemis paigaloleva üksiku punktmassi (**?0 ) ümber 

olevat gravitatsioonivälja. Newtoni gravitatsiooniseaduse 

(I  4.1) põhjal omandab valem (I 6.1) kuju

Г funktsioon ja sellega ongi meil nüüd määratud suuruse 

<2 väärtuste "väli" ruumis. Edasi võime selle välja pu-

h
(I  6 .1)

(I 6.2)

(vt. ka joonis 15). Suurus on siin üksnes kohavektori
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hui kasutada kõiki vektoranalüüsi mõisteid ja arvutusvale

meid.

d) Täiesti analoogiliselt elektrostaatikale1 saab tu

letada g r a v i t a t s i o o n i v ä l j a  d i f e -  

r e n t  s i a a l v õ r r a n d i d  Newtoni teooria raami

des:

r ö t a  =  0 J CI 6.3)

cfivcj' = . (I 6.4)

Neis võrrandele on välja kirjeldavaks suuruseks väljatuge- 

vus Cj, . Suurus

Et seose (I  6.3) põhjal on ülalvaadeldud gravitatsioo

niväli pöörisevaba, siis võib defineerida ka v ä l j a  

p o t e n t s i a a l i  mõiste

q>xlcL U . (I 6.5)

JU C tähendab massitihedust.

X Vt. näiteks K-ME, lk. 13 j j .
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Punktmassi puhul (kalibreerides potentsiaali lõpmata 

kaugel nullike) avaldub välja potentsiaal valemiga

(I  6.6)

meelevaldse massijaotusega keha (vt. joonis 16) puhul aga 

valemiga

(У)

(I  6.7)

Arvestades definitsioonivalemit (I 6 .5 ) , on välja- 

võrrandid (I 6.3) ja (I 6.4) teatavasti identselt rahul

datud, kui vaid on rahuldatud võrrand

j  dit)-Cj\£u{ U = A U  = j (I  6.8)

See on g r a v i t a t s i o o n i v ä l j a  p õ h i -  

v õ r r a n d  , kui kirjeldame välja potentsiaali abil.

e) Niisiis näeme, et Newtoni teooria on sisuliselt

g r a v i s t a a t i l i s e  v ä l j a  teooria. Seda 

välja kirjeldab ja iseloomustab täielikult s k a l a  a r-
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n e  (в. t . ühekomponendiline) suurus U  ning välja pÖ- 

hivõrrandiks on just eripäraselt staatilisi Ilminguid kir

jeldav elliptilist tüüpi P o i s s o n i  v õ r r a n d  

(üks võrrand). Pangem seejuures tähele, et nii potentsiaal 

(J  kui massltihedus J * 0 võivad üldjuhul ajast t  kui pa

rameetrist siiski sõltuda.

Et Newtoni teooria ei hõlma välja suuruste kirjeldust, 

siis jääbki selles välja mõiste möödapääsmatult formaal

seks. Hingit realiteeti, mis oleks lähimõju vahendaja, see 

teooria kirjeldada ei saa. Paneme tähele, et ka elektro- 

staatiline väli omaette vaadeldult jääks paratamatult for

maalseks m&isteke. Elektromagnetvälja (ja selle erijuhtude

- elektri- ning magnetvälja) kui realiteedi mõiste kuju

nemisel oli asendamatu osa elektromagnetnähtuste tervikli

kul teoorial. Siit järeldub nüüd omakorda, et relativist

likus füüsikas e i  s a a  Newtoni gravitatsiooniteoo

ria (oma loomult tegelikult mitterelativistlik teooria) ol

la täielik ja kõigiti rahuldav gravitatsiooninähtuste teoo

ria.

f) R e l a t i v i s t l i k u  g r a v i t a t 

s i o o n i t e o o r i a ,  mis sai nii Newtoni gravitat

siooniteooria kui ka ERT üldistuseks ja edasiarenduseks, 

andis 1916 . aastaks Albert Einstein (1879-1955). Seda teoo

riat, mis ühendab endas mehaaniliste, elektromagnetiliste 

ja gravitatsiooni11ste makronähtuste tervikliku ja harmoo

nilise kirjelduse, mis seletab sügavamalt " gravitatsiooni- 

massi" ja "inertsusmaesi" võrdsuse ning milles ka gravi
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tatsioonivälja mõiste omandab realiteedi tähenduse, haka

tigi nimetama ü l d r e l a t i i v s u s t e o o r i -

a к s (ÜRT).

7. Ekvivalentsus- 
printsiip

а) A. Einsteini järgi on e k v i v a l e n t  s u s -  

p r i n t  s i i p  üks tähtsamaid ÜHT alustõdesid, põhi

lisemaid printsiipe. Ent see printsiip on siiski ka täna

päeval veel mitmetimõistmise ja diskussioonide objektiks.

Ekvivalentsusprintsiibi sisuks on teatav väide inert

si- ja gravltatslooninähtuste omavahelise seose kohta. Eri

nevalt mõistetakse aga selle väite ulatust, samuti ekviva

lent susprintsiibi osatähtsust ÜRT struktuuris.

Vahel peetakse lihtsalt "inertsus-" ja "gravitatsi- 

oonimassi" võrdsuse katselist fakti ekvivalentsusprintsii- 

biks. Mõistagi pole sel juhul tegemist veel mitte mingi 

"printsiibiga".

On olemas teadlasi (näiteks V. Fok, J . Synge, A .Pet

rov j t . ) ,  kes peavad ekvivalentsusprintsiipi rangelt lo

kaalse kehtivusega ja sisuliselt ligikaudseks printsii

biks, mis üksnes konstateerib inertsi- ja gravitatsiooni- 

nähtuste eristamise võimatust küllalt väikeses ruumipiir- 

konnas küllalt väikese ajavahemiku jooksul (näiteks "Ein

steini liftis", mida kohe allpool vaatleme). Selliste füü

sikute arvates pole ekvivalentsusprintsiibi1 olulist osa 

ÜRT-s kui nüüdisaegses gravitatsiooniteoorias.
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On aga samuti teadlasi (näiteks L. Infeld, A, Bogo- 

rodsfcL, H. Keres J t .) , kes, Järgides A. Einsteini enda kä

situst, mõistavad e k v i v a l e n t  s u s p r i n t  - 

s i l p i  sügavasisulise, fundamentaalse ja universaalse 

printsiibina:

Inertsinähtused ja gravitatsiooninähtused on loomult 

ühtsed. füüeikallselt дядапТemuslikud.

Sellisena on ekvivalentsusprintsiip ÜHT üks nurgaki

ve, rikastades oluliselt selle teooria füüsikalist sisu.

b) "Einsteini liftiks" nimetame mingit kinnist labo

ratooriumi või kabiini (lift , kosmoselaeva kabiin jms.), 

mis on küllalt väike gravitatsioonivälja mittehomogeensus- 

te avaldumiseks kasutatava mÕÕtmistäpsuse juures ning mida 

vaatleme sellise küllalt lühikese ajavahemiku jooksul, mil

le vältel tema liikumisoleku iseloom ei muutu.

Vaatleme nüüd mõningaid mõttelisi katseid sellise "lif

tiga" ning neist tulenevaid järeldusi. Kõigi nende mõtte

liste katsete puhul tulenegu järeldused ü k s n e s  

l i f t i s i s e s t e s t  vaatlustest ja mõõtmlstest.

Oletagem esiteks, et kõik vabad kehad liftis jäävad 

lifti kui taustsüsteemi suhtes paigale või liiguvad ühtla

selt ja sirgjooneliselt (joonis 17). Ilmselt võiksime seda 

nähtust seletada vaatlushetkel kahel viisil: 1) lifti 

inertsiaalse liikumisega suurel kaugusel mistahes massijao- 

tusest, mistõttu puudub gravitatsiooniline külgetõmme ja ka 

kõik kehad liiguvad liftis üksnes inertsi toimel; ning

2) lifti vaba translatoorse langemisega mingis gravitatsi-
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ooniväljas, mistõttu kõik kehad liftis langevad koos selle

ga ning neil puudub liftisuhteline kiirendus. Esimesel Ju

hul oleks tegemist i n e r t  s i  a a l  s ü s t e e m i g a ,  

milles p u u d u b  g r a v i t a t s i o o n i v ä l i ;  

teisel juhul - g r a v i t a t s i o o n i v ä l j a s  

vabalt langeva m i t t e i n e r t  s i a a l s e  t a u s t 

s ü s t e e m i g a  . Kumb taustsüsteem meil tegelikult on, 

seda ülalkirjeldatud üksnes liftisiseste vaatluste ja mÕÕt- 

mistega kindlaks teha ei saa.

* о

Joonis 17.

Teise situatsioonina oletagem, et kõik vabad kehad Ul

guvad mingi kindla ja ühesuguse liftisuhtelise kiirenduse

ga CL (joonis 18). Seda olukorda võiksime teataval vaat

lushetkel samuti seletada kahel viisil: 1) lifti paigalole- 

kuga teatava massijaotuse lähedal, mille gravitatsiooniU- 

ne külgetõmme tekitab kõikide kehade puhul just nimetatud 

kiirenduse CL -Q, (näiteks selliste kiirenduste puhul, mis 

on lähedased 9,8 m/s2-le, vöiks tegemist olla paigaloleku- 

ga mingis Maa-lähedases punktis); ning 2) lifti kiireneva 

liikumisega kuskil tähtedevahelises ruumis, kus muude ke

hade gravitatsiooniline külgetõmme praktiliselt puudub ja 

nimetatud kiirenduse saavad vabad kehad lifti enda vastas
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suunalisest kiirendatud liikumisest, näiteks "liftiga" ühen

datud mootorite poolt arendatud veojSu toimel. Esimesel ju

hul oleks tegemist i n e r t s i a a l s ü s t e e m i g a ,  

milles o n  g r a v i t a t s i o o n i v ä l i ;  tei

sel juhul - g r a v i t a t s i o o n i v ä l j a  p u u 

d u  m i s e l  kiirenevalt liikuva m i t t e i n e r t -  

s i a a l s e  t a u s t s ü s t e e m i g a .  Ja jällegi

- kumb taustsüsteem meil tegelikult on, see jääb ülalkir

jeldatud liftisisestest vaatlustest ja mõõtmistest kindlaks 

tegemata.

Niisiis, küllalt väikeses ruumi piirkonnas ja küllalt 

väikese ajavahemiku jooksul e i  o l e  inertsi- ja gra- 

vitatsioonlnähtused tõepoolest l o k a a l s e l t  e r i s 

t a t a v a d  . Ent kas on tingimata vaja piirduda üksnes 

selle eristamatuse nentimisega? Jääb jü nii inertsi- ja gra- 

vitatsiooninähtuste sarnasus ikkagi sügavamalt seletamata, sa

muti "gravitatsioonimassi" ja "inertsusmassi" võrdsus põh

jendamata.

c) Ekvivalentsusprintsiibi Einsteini-pärase käsituse ko

haselt on "Einsteini liftis" esinev inertsi- ja gravitatsi- 

ooninähtuste "sassiminek" ülimalt loomulik. Kirjeldatud olu

kordades on see lihtsalt järelduseks sügavamast füüsikalisest 

tunnetusest. Nii ajaliselt konstantses ja ruumiliselt homo

geenses gravitatsiooniväljas paigalolevas jäigas taustsüstee

mis kui ka gravitatsioonivälja puudumisel kiirenevalt liiku

vas jäigas mitteinertsiaalses taustsüsteemis näiteks peavad

ki materiaalsed protsessid kulgema ühesuguste seaduspärasus
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te järgi, mistftttu ühee neist toimuvate nähtuste jälgimine 

ei võimalda kindlaks teha, kumma süsteemiga on tegemist.

Märkigem, et tänapäeval pole teada mingeid fakte, mis 

kummutaksid ettekujutuse inertsi- ja gravltatsiooninähtus- 

te samaolemuslikkusest. Vastupidi - peale ülalkirjelda

tute tuntakse veel mitmeid teisigi nähtusi, kus inertsi- 

ja gravitatsiooninähtuste samaolemuslikkus selgelt avaldub. 

Nii on see näiteks kehade kaaluvuse, samuti kaalutuse ole

kute ilmnemise puhul.X Et ekvivalentsusprintsiibi sügavam 

tõlgendus annab ka ÜRT-le tervikuna sügavama ja ulatusli

kuma sisu, selleski võime veenduda edaspidises. Mis puutub 

gravitatsiooniväljaga analoogilise "inertsivälja" ja selle 

"allikate" olemasolu probleemi, siis on võimalik leida ka 

sellele probleemile loomulik ja vastuoluvaba lahendus.

Ekvivalentsusprintsiibi Einsteini-pärase tõlgenduse 

kohaselt on täiesti loomulik seegi tõik, et "inertsus-" ja 

"gravitatsioonimass" on võrdsed. Sellega leiab nimetatud 

eksperimentaalne fakt sügavama teoreetilise põhjenduse. 

A. Einstein ise on kirjutanud: "Võimalus seletada inertsi 

ja gravitatsiooni arvulist võrdsust nende loomuse ühtsuse 

alusel annab üldrelatiivsusteooriale minu arvates sellise 

eelise klassikalise mehaanika ettekujutuste ees, et kõiki 

raskusi, millega see teooria kohtub oma arenguteel, tuleb 

nimetatud asjaolu kõrval tühisteks lugeda"XX.

x Kehade kaaluvusest ja kaalutusest ning nende oleku
tega seotud olulisest mõistest - kaalust - tuleb juttu 
ÜRT-le omases tõlgenduses käesoleva kursuse III peatükis.

“  E, lk. 45.
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d) Et aõista ekvivalentBusprlntsilbi Einsteini-pärase 

käsitase kriitika mõningate põhiargumentide alusetust, tu

leb tähele panna, et inertsi- ja gravitatsiooninähtuste sa- 

maolemuslikkus ei tähenda kaugeltki seda, nagu peaksid ühed 

neist alati olema asendatavad teistega. Nagu hiljem täpse

mast eritlusest näeme, on inertsinähtused teatava üldisema 

nähtuste liigi üks avaldumisvorme, "tõelised" gravitatsioo- 

ninähtused - sama nähtuste liigi teistsugune avaldumis

vorm. Need eri avaldumisvormid võivad teatud olukordades 

(kuid kaugeltki mitte alati!) teatavate tunnuste abil mui

dugi ka eristatavad olla (näiteks vabade punktmasside tra

jektooride suhteliste orientatsioonide abil). Kuid see ei 

pruugi ju sugugi nende nähtuste samaolemuslikkusega vastu

olus olla (elektrivälja eri tüüpide puhul võib ka vabade 

proovilaengute trajektooridel erinev kuju olla).

Niisiis ei nõua ekvivalentsusprintsilbi Einsteini-pä- 

rane tõlgendus sugugi (nagu arvavad paljud kriitikud), et 

"tõelised" gravitatsiooninähtused oleksid alati imiteerita

vad inertsinähtustega. Üldise mittehomogeense gravitatsioo

nivälja puhul on see mõistagi võimalik üksnes lokaalselt 

aegruumi lõpmata väikestes piirkondades. Ent see l o 

k a a l n e  v õ i m a l i k k u s  realiseerub täiesti 

t o t a a l s e l t  : gravitatsioonivälja mistahes punk

tis mistahes hetkel lõpmata lühikese ajavahemiku jooksul vaa

deldud lõpmatult väikeste ruumiliste mõõtmetega pöörlemisva- 

balt langev lokaalne taustsüsteem on juba tõepoolest täiesti 

identne (mitte üksnes lihtsalt sarnane) inertsiaalsüsteemi- 

ga.
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Olgu märgitud, et just viimane asjaolu põhjendab am

mendavalt alatist võimalust võtta igas aegruumi punktis 

kasutusele nn. l o k a a l n e  i n e r t  s i a a l -  

s ü s t e e m .  Nagu hiljem näeme, on sellel võimalusel 

põhimõtteline tähtsus ÜRT matemaatilise aparatuuri konst

rueerimisel.

6 . Uldrel&tiiYeua- 
printsiip

a) ÜRT teine põhiprintsiip - ü l d r e l a t i i v -  

s u s p r i n t s i i p  - on samuti mitmetimõistmise ja 

diskussioonide objekt.

Üldrelatiivsusprintsiibi sisuks on relatiivsusprint- 

siibi üldistamine m i s t a h e s  taustsüsteemide ju

hule. Osa teadlasi (näiteks V. Рок, A. Petrov jt .)  peab 

sellist üldistamist võimatuks ning koos sellega üldrela- 

tiivsusprintsiipi sisutühjaks või koguni ebaõigeks. Tei

sed teadlased (näiteks L. Infeld, M. Širokov, H. Keres jt.), 

järgides A. Einsteini enda käsitust, on aga veendunud sel

lise üldistuse vajalikkuses, sisukuses ja korrektsuses.

b) R e l a t i i v s u s ,  millest on jutt rela

tiivsusteoorias kui füüsikalises teoorias (nii ERT-s kui 

ÜRT-s), kujutab endast objektide ja nähtuste ajalis-ruumi- 

lise kirjeldamise ühte aspekti. Seejuures on oluline tä

hele panna, et nagu üldiseltki, nii on ka siin millegi re

latiivsus lahutamatult seotud millegi a b s o l u u t 

s u s e g a .
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Selgub, et võttes alueeke vahekorra tauetsüsteemiga, 
võib kõiki füüsikanähtusi ning neid iseloomustavaid suuru
si jaotada kahte suurde rühmat absoluutseteks ja relatiiv
seteks. On aga selgeks saanud veel seegi tõde, et selline 
jaotus ise on samuti relatiivne, sõltudes teadmiste aren
gutasemest ja vaatekohast nähtustele. (Absoluutne on siin 
ainult see tõik, et selline jaotamine üldse printsipiaal
selt võimalik on ning teatavat füüsikalist mõtet omab.)

Nähtusi ja suurusi nimetame siis relatiivseteks, kui 
nende puhul on olemas teatav ajalis-mmm-i n  se kirjelduse 
tagapõhia muutmise võimalus, ilma et see põhimõtteliselt 
midagi muudaks.

Niisiis on meil relatiivsete nähtuste ja suuruste pu
hul alati tegemist teatava s a m a v ä ä r s e t e  taust
s ü s t e e m i d e  h u l g a g a .

Juba klassikalises füüsikas oli hästi tuntud ruumi ho
mogeensusest ja isotroopsusest tingitud r u u m i l i s e  
a s u k o h a  ja r u u m i  s u u n d a d e  relatiiv
sus ("geomeetriline relatiivsus"), samuti aja homogeensu
sest tingitud aj a h e t k e  relatiivsus ("kronomeet- 
rlline relatiivsus"): kui silmas peame üksnes nende mõis
tete konkretiseerimist vaadeldavate objektide ja nähtuste 
puhul, siis selles mõttes pole ükski taustsüsteem teistest 
põhimõtteliselt eelistatum.

Klassikalise relatiivsusprintsiibi kohaselt on vähe
malt mehaanikanähtuste valdkonnas ka k i i r u s e  mõis
te relatiivne: mehaanikanähtuste kirjeldamisel pole see
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tõttu ükski inertsiaalsüsteem teistest inertsiaalsüsteemi- 
dest põhimõtteliselt eelistatum. Praktiliste kaalutluste 
seisukohalt on eelistatumad inertsiaalsüsteemid muidugi 
olemas, näiteks taevamehaanikas kujunes selliseks taustsüs
teem, milles taustkehaks on Päike ja kellaks planeetide 
liikumine.

ERT tegi selgeks, et kiiruse mõiste on relatiiv
ne k õ i g i  füüsikanähtuste valdkonnas: inertsiaalsüs- 
teemid on seega k õ i g i  füüsikanähtuste suhtes (ja 
kõigi loodusnähtuste suhtes üldse) põhimõtteliselt sama
väärsed. Samal ajal fikseeris aga ERT-gi mitmete absoluut
sete suuruste olemasolu: valguse kiirus vaakumis с , sei- 
sumass mQ jt. Absoluutseks jääb ERT raamides ka kiiren
duse mõiste - selles mõttes, et erineva kiirendusega lii
kuvad taustsüsteemid pole samaväärsetena käsitatavad.

c) Tänu ekvivalentsuspnntsiibile võib aga asuda vaa
tekohale, mille järgi k i i r e n d u s k i  on käsita
tav relatiivse suurusena.

Paneme tähele, et ekvivalentsusprintsiibi üheks ta
huks on just inertsiaalsete ja mitteinertsiaalsete taust
süsteemide kõrvutamine ning nende samaväärsuse konstatee
rimine teatavate olukordade jaoks. Ekvivalentsusprintsil
bist järeldub, et taustsüsteemi kiirendusest tingitud inert- 
siefektid pole põhimõtteliselt eristatavad gravitatsiooni- 
efektidest. Taustsüsteemi kiirendus pole seega ka üheselt 
väljaloetav üksnes süsteemisisestest vaatlustest ja mõõt
mist est, samuti nagu inertsiaalsüsteemide kiirus. Selles



m&ttes on nüüd kiirus ja kiirendus analoogilised suurused, 
seega mõlemad relatiivsed.

Mõistagi pole äsjanimetatud analoogia täielik. Pangem 
tähele, et kiirus ja kiirendus on relatiivsed e r i n e 
v a t e l  a b s t r a k t s i o o n i t a s e m e t e l .
Et mitteinertsiaalseid taustsüsteeme eristab inertsiaalse— 
test just inertsiefektide olemasolu (ja need on tõesti re
aalsed efektid), siis saame kõiki taustsüsteeme samaväär
seteks lugeda üksnes sellel abstraktsioonitasemel, mil ab- 
straheerume juba gravitatsiooni- ning koos sellega ekviva
lentsete inertsinähtuste konkreetsest olemasolust või puu
dumisest. Teisiti samaväärsust mõistagi olla ei saa. Ent 
samal ajal on ikkagi oluliseks tõeks see, et t e a t a 
v a l  a b s t r a k t s i o o n i t a s e m e l  võime 
siiski lugeda kõiki t a u s t s ü s t e e m e  s a m a 
v ä ä r s e t e k s ,  sõltumata nende kiirendusest. Ja 
siit avanebki võimalus üldrelatiivsusprintsiibi formuleeri
miseks.

Sooviga rõhutada just ülaltoodud printsipiaalselt
tähtsaid asjaolusid, andkem siin ü 1 d r e 1 a t'd i v - 
s u s p r i n t s i i p  mõneti ebaharilikus sõnastuses:x

Sellisel abstraktsioonitasemel. mil gravitatsiooni - 
nähtuste .ia nendega ekvivalentsete inertslnähtuste о 1е ™ »я -

X Võrdluseks formuleerigem analoogiliselt ka e r i - r e l a t i i v s u s p r i n t s i i p  :
Sellisel abstraktsioonitasemel, mil füüsikanähtuste kirjeldamisel peetakse põhimõttelise tähtsusega asjaoluks 

just inertsinähtuste olemasolu või puudumist ning kõiki tei
si nähtusi võetakse arvesse täiendavalt, on füüsikanähtus
te kirjeldamiseks kõik inertsiaalsüsteemid samaväärsed.
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olu või puudumist ei peeta põhimõttelise tähtsusega asja
oluks ning neid nähtusi võetakse arvesse täiendavalt« on 
füüsikanähtuse kirjeldamiseks kolk taustsüsteemid sama
väärsed .

d) Kõigi taustsüsteemide samaväärsuse sisuliseks ga
ranteerimiseks nõuab üldrelatiivsusprintsiip füüsika sea
duste sellist formuleerimist, et need oleksid r a k e n 
d a t a v a d  m i s t a h e s  t a u s t s ü s t e e 
m i s  ja vajaduse korral võimaldaksid kirjeldada ka gra
vitatsiooni- või nendega ekvivalentseid inertsiefekte. Jär- 
relikult peaksid sellistes mistahes taustsüsteemide jaoks 
kehtivates füüsika võrrandites olema ka teatavad u u e d  
f ü ü s i k a l i s e d  s u u r u s e d ,  mis iseloo
mustaksid gravitatsiooni- ja inertsinähtusi. Nagu edaspi
di näeme, saavutatakse nimetatud eesmärgid füüsika võr
randitele ü l d k o v a r i a n t s e  k u j u  and
mise teel.

Et üldrelatiivsusprintsiip püstitab täiesti uuelaa- 
dilised eesmärgid füüsika võrrandite formuleerimisel, sel
les seisnebki nimetatud printsiibi suur h e u r i s t i 
l i n e  v ä ä r t u s .  Ta ju näitab niiviisi teed, kui
das füüsika võrrandeid sisukamal kujul kirja panna.

Tänu üldrelatiivsusprintsiibile on leitud ka vaate
koht, millelt vaadatuna mitteinertsiaalsed süsteemid pole 
enam "mittesoovitavad" ja "ebaõiged", lühidalt - inert- 
siaalsüsteemidest halvemad. Sellised süsteemid on konk
reetsetes ülesannetes üsna tavalised ning nende ja inert-
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siaalsüsteemide samaväärse käsitlemise võimalus on seetõt
tu väga tähtis. Teooria, mis võimaldab sellist samaväärset 
käsitlemist, on nii klassikalise mahaanika kui ka erirela- 
tiivsusteooria loomulik üldistus kõrgemal abstraktsioonita- 
semel ning see asjaolu Õigustab ka nimetust ü 1 d r e - 
l a t i i v s u s t e o o r i a .

9• Seoe gravitatsiooni ja 
aegruumi omaduste vahel

a) Pidades silmas üldrelatiivsusprintsiipi ja ekvi
valent susprintsiipi, analüüsigem nüüd järgmist mõttelist 
katset,x

Olgu meil joonestatud mingile kettale teatav hulk kont
sentrilisi, kuid erineva diameetriga ringjooni, näiteks <=£,, 

jne. (joonis 19). Kui see ketas on mingis inert- 
siaalsüsteemls paigal, siis on ta ise samuti teatav inert- 
siaalsüsteem ning kõigi ringjoonte punktid on üksteise suh-

f

Joonis 19.

x Vt. E, lk. 46} samuti EI, lk. 168.
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tee paigal. Mõõtes vaadeldavas inertsiaalsüsteemis KQ ring
joonte , oQ  , , ... pikkuste ^  * 'S » ^  * ••• 
suhet diameetritesse o&y , c$ , , ... , saame kõigi ring
joonte puhul eukleidllise geomeetria tuntud seose

SD Q  (7)

®~=š t =^ = ' ' ' = Г  (I 9*1) 
Et teatava kindla inertsiaalsüsteemi kogu ulatuses aeg kul
geb täiesti ühesuguselt, siis ka mingi kahe kindla sündmuse 
vaheline ajavahemik on kõikidel ringjoontel sama:

Ato< -  - * tb 3 = • • • “ & 4  (I 9.2)
Edasi vaadelgem olukorda, kus äsjavaadeldud ketas pöör

leb ümber telje О teatava nurkkiirusega CO inertsiaal- 
süsteemi suhtes. Nüüd kujutab see ketas endast mitte-
inertsiaalset taustsüsteemi К  . Erinevate diameetritega 
ringjoonte punktid liiguvad inertsiaalsüsteemi suhtes erine- 
vate Joonkiirustega , c~ 3 , ... , kuejuurea

~ 1< ^ 3 < ... (X 9.3)

Vastavalt ERT-st tuntud pikkuste kontraktsiooni valemile 
avalduvad nüüd ringjoonte pikkused järgmiselt:

1 o i Y I ц с з. j

<?= <p i/y _ « 2 & 1
*• °*Y 1 >

/---- (I 9*4)( Р = ф3 0̂3 У ' J
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s. t. erinevate diameetritega ringjoonte pikkused on erine
vad :

( ? > ? > ? >  ••• (I 9.5)

Et diameetrid ... on risti liikumise si
higa, siis nende pikkus inertsiaalsüsteemi К  suhtes ei 
muutu. Seoste (I 9.1), (I 9.4) Ja (I 9*5) põhjal saame mit- 
teinertsiaalses süsteemis К  olevate ringjoonte pikkuste 
ja diameetrite suhete jaoks järgmise võrratuste jada:

$ Q $

Aja relativistliku dilatatsiooni tõttu kulgeb aeg erinevate 
kiirustega liikuvatel ringjoontel erinevalt:

A-t0
' i / T T ü W

y ' Ucz

(I 9.7)

Siis saame järgmise võrratuste jada:

A to <  A-tr, <  ̂  <  ^  < . . . (i 9.8)

Nii näeme, et m i t t e i n e r t s i a a l s e s  
t a u s t s ü s t e e m i s  on inertsiaalsüsteemiga võr
reldes a e g r u u m i  o m a d u s e d  t e i s t s u -
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g и в e d : ei kehti enam eukleidilise geomeetria tuntua 
seos (I 9.1) ja aegki kulgeb asünkroonselt. Et vastavalt 
üldrelatiivsusprintsiibile on mitteinertsiaalsed taust
süsteemid samuti "lubatavad" taustsüsteemid, siis peame 
neid aegruumi uuelaadilisi omadusigi nüüd "lubatavaiks" pi
dama. See aga tähendab aegruumi omaduste sügavamat ja ava
ramat tunnetamist.

Erinevalt t a s a s e s t  e h k  g a l i l e i -  
l i s e s t  a e g r u u m i s t ,  kus ruumi geomeetria 
on kogu ulatuses eukleidiline ning aja kulg sünkroonse, ni
metagem edaspidi mitteeukleidilise ruumi ja asünkroonse 
ajaga aegruumi k õ v e r a k s  a e g r u u m i k s .  MLt- 
teeukleidilise geomeetriaga ruumi omaette nimetame lihtsalt 
k õ v e r a k s  r u u m i k s  ning asünkroonset aega 
võiks seepärast nimetada ka k õ v e r a k s  a j a k s .  
(Olgu kohe rõhutatud, et kvalitatiivses mõttes on toodud 
väidetega oluliselt määratletud ruumi, aja ja aegruumi 
k õ v e r u s e  teaduslik mõiste. Mingi piltlikult taju
tava "kõverusega" siin üldjuhul tegemist pole.)

b) Kõrvutagem nüüd äsjasaadud järeldusi ekvivalentsus- 
printiibiga.

Seostest (I 9.4) ja (I 9.6) näeme, et inert siaalsüs- 
teemiga võrreldes erinevad meie poolt vaadeldud mitteinert- 
siaalses taustsüsteemis ruumi omadused eukleidilise ruumi 
omadustest seda enam, mida suurem on joonkiirus — , s. t. 
mida tugevamalt avalduvad vaadeldavas ruumipunktis inert- 
siefektid. Seostest (I 9.7) ja (I 9.8) järeldub analoogi-

8
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iiselt aja omaduste kohta mitteinertsiaalses taustsüstee
mis: aeg kulgeb seda aeglasemalt, mida tugevamad on inert- 
siefektid.

Ekvivalentsusprintsiibi põhjal on inertsiefektid sa- 
maolemuslikud gravitatsiooniefektidega. Niisiis peavad ka 
gravitatsiooninähtused olema seoses aegruumi omadustega: 
mida tugevamad on gravitatsiooniefektid, seda mitteeuklei- 
dilisem on ruumi geomeetria ning seda aeglasemalt kulgeb 
aeg. Sellega on ülalvaadeldud mõtteline katse meid juhti
nud ÜRT kõige olulisema põhipostulaadini - tõeni, mil
le õigsust ÜRT kogu oma olemasoluga on kinnitanud:

Aegruum on üldjuhul kõver« Gravitatsiooniväli kui rea
liteet avaldub selle kõvera aegruumi ob.iektiivsetes oma
dustes,

c) Eespool juba rõhutasime, et ettekujutused aegruu
mi omadustest sõltuvad loodusteaduste uurimistasemest ja 
muutuvad seega teaduse arenedes.

K l a s s i k a l i s e s  f ü ü s i k a s  v5is 
vaadelda ruumi ja aega lahus. Ruumi ainuvõimaliku ja ab
soluutselt täpse teooriana kfisitati e u k l e i d i l i  st 
g e o m e e t r i a t  . Eukleidilise geomeetria kohaselt 
on ruum homogeenne (kõik ruumipunktid on samaväärsed) ja 
lsotroopne (kõik ruumi suunad on samaväärsed). Aega käsi
tati samuti absoluutselt homogeensena, s. t. sellisena,mis 
kulgeb kõikjal täiesti ühtemoodi. Ehkki konkreetsetes füü- 
sikaprobleemides vaadeldi klassikalises füüsikaski faktili
selt üksnes relatiivset ruumi (s. t. ruumi, milles asuko
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ha määramiseks valitakse teatav kindel taustkeha) ning üks
nes relatiivset aega (s. t. aega, mille hetki määrab teatav 
kindel kell), omistati objektiivne sisu ka absoluutse ruumi 
ja absoluutse aja mõistetele.

E R T järgi on ruum samuti eukleidiline ja aeg homo
geenne. ERT likvideerib juba absoluutse ruumi ja absoluutse 
aja mõisted ning tõestab vajaduse vaadelda aega ja ruumi 
ühe tervikuna - a e g r u u m i n a .  Ent, nagu juba mär
gitud, ERT järgi on aja ja ruumi struktuur antud inertsiaal- 
süsteemi kogu ulatuses ikkagi ühesugune. Selles mõttes on
ERT-s aja ja ruumi absoluutsus omaette asendunud aegruumi 
kui terviku absoluutsusega. Ka piirdub ERT rakendatavus üks
nes inertslaalsüsteemidega.

Äsja veendusime, et Ü R T  tähendab järjekordset 
u u t  e t a p p i  ruumi ja aja omaduste sügavamas tun
netamises. Näeme, et üldjuhul, s. t. mittehomogeenselt ja 
anisotroopselt ilmnevate gravitatsiooni- või Inertsiefekti- 
de olemasolu korral pole aegruum ise tegelikult ei homogeen
ne ega isotroopne (erijuhtudel, kuid üksnes erijuhtudel* v6ib 
aegruum muidugi niisugune olla ning ligikaudselt homogeen
se ja isotroopsena võib seda ka, nagu hiljem selgub, palju
de probleemide puhul vaadelda). Üldjuhulise kõvera aegruumi 
kui 4-mõ6tmelise ruumi tarvis on seega vaja uut ruumiõpe- 
tust. A. Einstein leidis siin geniaalse lahenduse: ta tegi 
kindlaks, et selliseks uueks ruumiõpetuseks sobib suurepä
raselt juba möödunud sajandil matemaatikute poolt loodud ja 
arendatud n - m õ õ t m e l i s t e  m i t t e e u k -

-  59 -



1 e i d i 1 i в t e r u u m i d e  g e o m e e t r i a ,
täpsemalt nn* Rlemanni geomeetria kui üks sellise üldista
tud geomeetria harusid«

Nii on ÜRT loomisega eriti selgeks saanud g e o 
m e e t r i a  kui varem puhtmatemaatiiiseks ja puhtdeduk
tiivseks peetud distsipliini o r g a a n i l i n e  seos 
f ü ü s i k a g a .  Eukleidilist geomeetriat, kuigi see 
erakordselt hästi kirjeldab reaalse füüsikalise ruumi oma
dusi (nagu hiljem näeme, kinnitab seda ka ÜRT), ei saa me 
enam kuidagi pidada ainuvõimalikuks ja absoluutseks ruumi- 
teooriaks. Tuleb möönda, et eukleidiline geomeetria üldis
tab teatavate mõistete harmoonilise ja täiusliku deduktiiv
se süsteemi näol üksnes piiratud kogemust ruumist ja nimelt 
sellist, mis on saadud jäikadeks peetud ja seejuures kosmi
lises mõttes yäikeste kehade ruumiliste omaduste ning mitte 
eriti ulatuslike valgussirgete uurimisel. Pole midagi imes
tada, kui selline kogemus osutub teatavates uutes olukorda
des piiratuks.

d) Sellega lõpetagem käesoleva loengukursuse I peatükk. 
Püüdsime selles analüüsida füüsika mõningaid põhilisi mõis
teid, mis on ÜRT-s eriti olulised ja mille käsitust ÜRT omalt 
poolt süvendab (ruum, aeg, taustkeha, koordinaatsüsteem, 
taustsüsteem, gravitatsioon, inerts, mass, gravitatsioonivä
li, nähtuste ja suuruste relatiivsus), määratlesime ÜRT ko
ha füüsikateooriate süsteemis nii gravitatsiooni klassika
list Newtoni teooriat kui ka ERT-d üldistava ja edasiaren- 
dava teooriana, fomuleerisime ÜRT fundamentaalsed füüsika-
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lised printsiibid Ja põhjendasime ÜRT olemust nüüdisaegse 
kõige üldisema aegruumi teooriana. Edasine sügavam ja de
tailsem tutvumine ÜRT-ga pole enam mõeldav vastava mate
maatilise keele omandamiseta. Selle juurde järgmises pea
tükis asumegi.

Olgu siinkohal veel märgitud, et eespooltoodu pole 
muidugi ainuvõimalik tee lähenemiseks ÜRT füüsikalise si
su esitamisele. Kirjandusest võime leida paljusid erine
vaid käsitlusaspekte, millega oleks hea ka tutvuda.1 Vagu 
eespool vihjeid tehtud, on seejuures olemas selliseidki 
käsitlusi, mis ignoreerivad ekvivalentsusprintsiibi ja tfLd- 
relatiivsusprintsiibi osa kõnesolevas teoorias. Sel juhul 
võetakse aluseks tavaliselt postulaat, et gravitatsiooni
väli avaldub aegruumi kõveruses ja on kirjeldatav aegruu
mi meetrikaga (viimasest mõistest tuleb meil juttu järg
mises peatükis). Sellele lisatakse hüpotees väljavÕrran- 
dite kuju kohta. Seostamaks omavahel ÜRT-d ja ERT-d on 
kolmandaks ikkagi vaja ka postulaati, et igas aegruumi 
punktis on kasutatav lokaalne inertsiaalsüsteem (nagu nä
gime, avaldub selles faktis tegelikult ekvivalentsus- 
printsiip). Matemaatilisest aspektist vaadatuna uut teoo
riat niiviisi ei saada, küll on aga erinevusi mõningate 
arvutustulemuste tõlgendamises. ÜRT on nüüd lihtsalt si
suvaesem. Mõnikord seda nimetataksegi üksnes "ruumi, aja

XXja gravitatsiooni teooriaks".
x Mõningate esialgseks tutvumiseks rohkem või vähem 

sobivate ÜRT õpikute ja monograafiate, samuti kasulike po
pulaarteaduslike raamatute nimistu on ära toodud õppevahen
di lõpus.

1X3 Vt. näiteks kirjanduse nimistus toodud V. Foki raa
matu pealkirja.
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II. KÜVESA d - m M t h E L I S E  RUGMI TEN5 0 H- 

ARVUTUSE PiHIMSlSTEID J A  РФН1- 

VALEMEID

1. KÖverjoonelised koordinaadlstikud 
ja lokaalsed reeparid

a) Tuletagem veelkord meelde mõningaid tõdesid tavali
se eukleidilise ruumi, s. t. e u k l e i d i l i s e  3 - 
r u u m i  puhult.

Nagu juba märgitud, on siin eeliskoordinaadlstikuks 
Cartesiuse ristkoordinaadistik (vt. joonis 8). Väljavalitud 
kindlas koordlnaadlstikus iseloomustavad ruumi iga punkti 3 
arvu - 3 koordinaatis x, y, z. Teatavasti võib aga kind
la ristkoordinaadistiku fikseerimiseks kasutada ka ortogo- 
naalsete ühikvektorite kolmikut (triaadi), kusjuures iga 
vektor määrab ühe koordinaattelje suuna. Nüüd ütleme, et 
meie ristkoordinaadistik on fikseeritud o r t o n o r -  
m e e r i t u d  b a a s i  ehk r e e p e r i g a .

Kompaktsema kirjutusviisi saavutamise huvides valime 
edaspidi Cartesiuse ristkoordinaatide tähisteks ^  , jf* ja 
f  ning vastavaid baasvektoreid tähistame €* , £* ja 

(joonis 20). Baasvektorite ortonormeerituse tingimused 
on nüüd kirja pandavad seostenax

x NBf Siin ja edaspidi tähistab iga 1 a d i n a täht 
indeksina (&, b, ..., к, 1, ..., s, t, ...) kolme arvus Л,



kos t  on Kroneckeri sümbol.г 3

Mistahes vektori, mis on vastavasse seatad mingile füü
sikalisele v3i geomeetrilisele suarusele eakleidili— s 3-rua- 
mis, vSime esitada baasvektorite llneaarkombinatsioonina 
(NB! Sinstelni summeerimisreegelf)

# = + * ? (II 1.2)
kus t S on vektori komponendid. Seejuures avaldab punkti P  
kohavektor kajal

. ( и  1 . 3 )

2, 3. Ig& k r e e k a  täht indeksina (<* , в , ....«г’.г',..,) v3ib edaspidi omandada neli väärtust: 1, 2, 3, 4 
(voi 0). Samuti vdtame kasutusele E i n e t e  i nl s a m - 
m e e r i m i s r e e g l i  : kui üksliikmena kirjutatud 
avaldises esineb kaks korda indeksina üks ja sama täht, siis 
tähendab see summeerimist üle selle indeksi k&kv&Lmalike väär-

- 63 -



Infinitesimaalse (lõpmata väikese) ruumilise nihke jaoks
saame

<Jr = c t f ses . (И 1.4)
ТСаЬа punkti vahelise Inflnitesimaalse kauguse ruutu võime 
nütld arvutada kui nihkevektori d r  normi

( d i f =  d r  d r  = d f r?r d f %  = d f r j f f y ,  = d f ’c t f .  (II 1.5)

Paneme tähele, et kasutasime siin ka valemit (II 1*1)* Saa
dud tulemus pole muud kui infinitesimaalne analoog tavalise
le kauguste määramise valemile (I 2*1):

( e f =  & f & f . tn 1.6)
(Oleme siin kasutanud flmbertählstusi ja Einsteini summeeri- 
miskokkulepet, seejuures .)

Edaspidi nimetame infinitesimaalse kauguse ruudu aval
dist m e e t r i l i s e k s  v o r m i k s ,  sest sel
les kajastub pikkuste määramise iseloom vaadeldavas ruumis. 
Valem (II 1.5) näiteks informeerib meidy et eukleidilises 3- 
ruumis on Cartesiuse ristkoordinaatldel vahetu meetriline mÕ- 
te (vt. I, 2, g)x.

b) Järgides puhtmatemaatilist rada, võib eelmises ala
punktis esitatud valemeid rakendada ka kõrgemal abstraktsi
ooni tasemel, nimelt n - m Õ Õ t m e l i s e  e u k l e i 
d i l i s e  r u u m i  puhul. Sel juhul on tegemist abst
raktse ruumiga, milles kehtivad kõik eespool toodud seosed, 
kuid tegemist on n sõltumatu baasvektoriga ja indeksid v6i-

x Selline kirjutusviis tähendab I peatüki 2. punkti ala
punkti g . Edaspidi kasutame analoogilist viitamismoodust.



vad seetõttu omandada mitte üksnes kolm, vaid n väärtust.
n-mÕÕtmelistest eukleidilisteet ruumidest on füüsika 

Jaoks olulisim e u k l e i d i l i n e  4 - r u u m . O n  
hästi teada, et ERT-s võib niisugust matemaatilist ruumi sea
da vastavusse reaalsele aegruumile, mis ise on tegelikult 
pseudoeukleidiline.X Selleks on üksnes vaja kasutusele võt- 
ta nn. imaginaarne ajakoordinaat

. (II 1.7)

Rakendades nüüd eespool kasutatud ümbertähistusi ruumiliste 
Cartesiuse ristkoordinaatide j a o k s ( *» У»/*» Z *f3\ või
me intervalli avaldise (I 3.1) teisendada kujule, mis on 
täiesti analoogiline valemiga (II 1.6):

(sf= Af*Af. ( i i  1 .8)

Ka aegruumi juhul võib kindla "ristkoordinaadistiku"
- C ̂ r r 3 C ̂ ,( j , / , P Ja j ' fikseerimiseks kasutada ortogonaal- 
eeid ühikvektoreid, s. t. ortogonaalset baasi ehk reeperit. 
Nüüd on tegemist vektorite nelikuga (tetraadiga): ,
<£, Ja • Baasvektorite ortonormeerituse tingimus oman-3 T
dab kuju

Õf  . (II 1.9)
Mistahes 4-vektor (tähistagem selle siin tinglikult V' ) on 
esitatav nende baasvektorite lineaarkombinatsioonina

V (II 1.10)
kus V* on 4-vektori komponendid. 4-mõõtmeline kohavektor 
$  avaldub kujul

x Vt. näiteks К-I, lk. 86.
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<н  1-11)
ning 4-mõÕtmeline "nihe"

c / S ^ c / f ' s , . (1X1.12)

Infinitesimaalse "kauguse", s. t. intervalli ruudu võime 
nüüd välja arvutada analoogiliselt valemile (II 1.5):

d s ^ ^ d f U f*. (II 1.13)
Häeme, et ERT-s võib kasutada aegruumi puhul samuti koordi
naate, millel on vahetu meetriline mõte.

e) Mistahes dimensiooniga k õ v e r a s  ruumis ei 
ole koordinaatide1 üldjuhul enam vahetut meetrilist mõtet. 
Kõveral pinnal, s. t. 2-mõõtmelises kõveras ruumis (näit.ke- 
rapinnal) ei saa teatavasti võtta kasuxusele Cartesiuse rist- 
koordinaate. Kõvera pinna geomeetria saab aga üles ehitada 
kõverjooneliste koordinaatide abil, valides pinnal koordi
naat joonteks kaks meelevaldset, kuid sõltumatut kõverate paav 
ve (näiteks kerapinnal meridiaanid ja paralleelid). Mistahes 
punkt pinnal on nüüd jällegi Iseloomustatav kahe arvuga JC1 

ja OĈ (joonis 21). Kuid muidugi ei mõõda koordinaatide
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erinevus piki koordinaatjooni nüüd üldjuhul enam pikkust 
(\rdl. I, 2, g). Häiteks geomeetriliste pikkuskraadide eri
nevus piki mingit paralleeli ei iseloomusta vahetult ruu
milist kaugust vaadeldavate punktide vahel.

Ka kõveras 3-ruumis või 4-ruumis osutub võimalikuks 
kirjeldada asukohti kÕverjoonelise koordinaadistiku abil, 
kusjuures koordinaatjoonteks on vastavalt kolm või neli 
sõltumatut koordinaatjoonte parve.

d) Vaadelgem nüüd kõverjoonelisi koordinaadistikke 
k õ v e r a s  4 - r u u m i s ,  mis kujutab endast kõ
verat aegruumi.

Vaetavalt ekvivalentsusprintsiibile on aegruumi mis
tahes punkthetkel alati realiseeritav lokaalne inertsi- 
aalsüsteem (vt. I, 7, d). See aga tähendab, et ERT on ra
kendatav ka kõvera aegruumi iga punkthetke inf ini teslmaal- 
ses ümbruses. ITiisiie võib sellises infinite simaal ses ula
tuses e u k l e i d i l i n e  4 - r u u m  alati olla 
n.-ö. p u u t e r u u m i k s  aegruumile kui kõverale 
4-ruumile (nii nagu teatava kindla punkti infinitesimaal- 
ses ümbruses on tasapind kõvera pinna puutepizmaks).

Eukleldilises puuteruumis on mõistagi sisseviidavad

võib neilt ristkoordinaatidelt alati üle minna sellistele

Cartesiuse ristkoordinaadid Pöördteisendust omava
teisendusega

( I 1 1- 14)
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kõverjoonel!etele koordinaatidele X^ » mille koordinaat- 
jooned ühtivad kõnesolevas infinitesimaalses ulatuses vaa
deldava kõvera 4-ruumi koordinaatjoontega. Nii võib tõl
gendada valemit (II 1.14) kui l o k a a l s e t  seost 
puuteruumi Cartesiuse ristkoordinaatide ja kõvera ruumi 
kõverjooneliste koordinaatide vahel. Edasi võib selle lo
kaalse seose abil uurida kõvera ruumi kõverjoonelise koor
dinaadistik omadusi.

e) Võtkem kõigepealt vaatluse alla puuteruumi läbivad 
kõverjoonelise koordinaadistiku k o o r d i n a a t j o o -  
n e d. Teatavasti muutub piki X -koordinaat joont üksnes an- 
tud koordinaat X. , кгша kõik teised koordinaadid säili
tavad konstantse väärtuse. Kui avaldame puuteruumis infi- 
niteeimaalse nihke piki JĈ -koordinaat j oont d $  -  ,
siis sõltub ka see üksnes ühest koordinaadist JĈ  . Siit 
võime arvutada nimetatud koordinaatjoone p u u t u j  а - 
v e k t o r i

■ (П1.15)
Edasi vaadelgem kõverjoonelise koordinaadistiku 

k o o r d i n a a t h ü p e r p i n d u  . Teatavasti säi
litab koordinaatpinna puhul alati üks koordinaat konstant
se väärtuse (näit. OĈ* = 3Ĉ <[ f } const.), kuna 
teised koordinaadid üldjuhul muutuvad. Nüüd võime arvutada 
puuteruumis Jf^-koordlnaathüperpinna n o r m a a l i -  
v e k t o r i  kui teatava 4-mÕõtmelise gradientvektoriX

x Vt. näit. ka K-II, lk. 13.
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Niisiis on meil kõvera 4-ruumi igas punktis võimalik 
defineerida kaks kõverjoonel!ste koordinaatidega seotud 
vektorite nelikut. Üldjuhul need nelikud ei ühti, samuti on 
nad erinevad kõvera ruumi eri punktide jaoks. Kuid ilmselt 
võib kumbagi nelikut edasises valida l o k a a l s e k s  
r e e p e r i k s ,  avaldamaks näiteks 4-vektoreid kui 
kõvera ruumi suurusi. Sellega saab korvatud kõvera ruumi 
"puudus", mis avaldub sellise üldkehtiva ja kogu ruumi jaoks 
ühtse konstantse reeperi puudumises, nagu on tasase ruumi 
Cartesiuse koordinaadistikku määrav ortonormeeritud reeper.

Koordinaatjoonte puutujavektoritega määratud reeperit 
<Q̂ nimetagem edaspidi p õ h i r e e p e r i k s  ehk
p õ h i b a a s i k s  ning koordinaathüperpindade normaa-

/fh J4-livektoritega määratud reeperit Qz - k a a s r e e -  
p e r i к s .

f) Ehkki põhireeper ja kaasreeper ei ühti, üksteisest 
sõltumatud nad mõistagi pole (meil on ju tegemist ikkagi 
4-m66tmelise ruumiga, s. t. üksnes nelja sõltumatu koordi- 
niatjoonte parvega). Ühe lokaalse reeperi vektoreid võib 
aleti avaldada teise reeperi vektorite abil:

Suurused on siin defineeritud kui kaasbaasil avalda
tud põhibaasi vektorite komponendid ning kui põhibaa-

- (II 1.17)

(II 1.18)

sil avaldatud kaasbaasi vektorite komponendid.



Lähtudes valemitest (II 1.15-16) ja arvestades ka 
seost (II 1.9)» vSime arvutada, et

®  bfr ' n f  'bff '

Nii jõuame seoseni

e, e"= . с и  I . « )

Valemite (П 1.17-18) arvestamisel järeldub siit veel oea- 
korda

s. t.

К  ■ (111.20)
Seoseid (II 1.19-20) vöib vaadelda võrranditena <8 ja
^  arvutamiseks etteantud suurustest (vÖi 
ka vastupidi).

Valemite (II 1.17-19) põhjal võime leida ka seosed

(П1.21)

<8 <В  ̂- . (II 1.22)

g) KSvera 4-ruumi mingist punktist arvutatud meele
valdne infinitesimaalne nihe avaldub selle punkti juurde 
kuuluvas puuteruumis valemina (II 1.12). Arvutades tei- 
eendusvalemitest (II 1.14) täisdiferentsiaalid Ja
kasutades seejärel valemit (II 1.15), saame mainitud in- 
finitesimaalse nihke esitada kõvera ruumi lokaalsel põhi- 
ree peril
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d S  = ^ d x i S t f = dx *® , . (П 1.23)

Hüüd võib kõvera 4-ruuni infinitesiaaalee intervalli ruu
du, в. t. k õ v e r a  4 - r u u m i  m e e t r i l i 
se v o r m i  avaldada selles ruumi в endas sisseYii- 
dud kõverjoonel!ste koordinaatide kaudu:

( d s f  = d i e * <8̂  d x *<£, = <В̂ <&j d c cMdx 't .

Valemi (II 1.21) põhjal järeldub siit

f  c d s f  - c / x * d * q  (II 1.24)

Et võrduse (II 1.21) vasemal poolel korrutis ei ole
ne tegurite järjekorrast, siis järeldub siit suuruste 
tähtis omadus - stimme et ri li sus indeksites

• (II 1»25)

h) Suurused , mille mõningaid põhiomadusi ja
-seoseid äsja tundma Õppisimexf on kõvera ruumi erineva
tes punktides üldjuhul erinevad. Vastavuses valemiga 
(II 1.21) muutuvad nad punktist punkti nagu kõvera ruumi 
lokaalsed reeperidki. Seega on suurused TTmm,} punk
tide koordinaatide funktsioonid:

■ m i '26>
Valemist (II 1.24) näeme, et suurused määravad

x Üksikasjalikum tutvumine suurustega 9^̂  , 
tõelise nimetusega, nende omadustega, nendefe esi'

nende 
esitatavate

matemaatiliste ja füüsikaliste nõuetega jne. saab võima
likuks alles meie loengukursuse mitme peatüki ulatuses.
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\

kõvera ruumi igas punktis intervalli, s. t. "kauguse" m88t- 
mise eeskirja. Kuna (c/sj*'on iga punkti juurde kuuluvas puu- 
teruumiв invariantne suurus, siis ei sSltu ta samuti kSvera 
4-ruumi konkreetsest köverjoonelisest koordinaadistikust, 
vaid iseloomustab kSvera 4-ruumi enda omadusi» SeetSttu on 
ilmselt ka suurustel fundamentaalne osatähtsus k$vera
ruumi omaduste kirjeldajaina. Sellises rollis me neid suu
rusi käesolevas loengukursuses käsitamegi. Samas paneme aga 
ka kohe tähele, et suuruste konkreetne kuju sSltub
ilmselt samuti kÕverjoonelise koordinaadistiku konkreetsest 
valikust ruumis. Selline suuruste "kahepalgeline" ise
loom on aluseks ÜRT mitmele isepärale, sealhulgas eripäras- 
tele raskustele arvutustulemuste füüsikalisel tõlgendamisel.

i) Paneme tähele, et siin ja edaspidi v5ib eukleidi- 
list 4-ruumi alati käsitada kui üldjuhuliselt kSvera 4-ruu
mi erijuhtu. Ortonormeeritud reeper on lokaalsete ree
perite ja kokkulangev eri juht. Cartesiuse "rist- 
koordinaadid" Г on üldiste koordinaatide CC erijuht. 
Meetriline vorm (II 1.13) on meetrilise vormi (II 1.24) exi- 
juht, kui ainult on täidetud tingimus

Muidugi on siin ja edaspidi erijuhuna käsitatav ka 3- 
ruumi juht - nii kSvera kui ka eukleidilise ruumi puhul 
(kui pole spetsiaalselt fikseeritud ruumi dimensioon ja sel
lega seotud eripärad). Selle juhu jaoks tuleb vaid formaal
selt asendada kreeka indeksid ladina indeksitega. Üldse v5lb

(II 1.27)
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kõiki käesoleras peatükis käsitletavaid sourasi, valemeid, 
seoseid jne. vaadelda hoopis üldisematena, nimelt üldJohu
lise n-mÕÕtmelise ruumi juhu, seega ka näiteks 2-ruumi või 
koguni 5-ruumi jaoks kehtivatena. Et aga peaeesmärgiks ol. 
neil ikkagi aegruumi, s. t. 4-mÕÕtmelise kontiinumi üldju
huliste omaduste uurimine ja kirjeldamine, siis konkreet
suse huvides räägime edasises alati ennekõike kõverast 4- 
ruumist. luudele juhtudele juhime tähelepanu üksnes vaja
duse korral.

ülesandeid

1. Teha läbi kõigis detailides valemi (II 1.13) tule
tamine.

2. Tuletada seosed (II 1.21) ja (II 1.22).

2. Koordinaatteisendused 
kõveras ruumis
a) Nii nagu tavalise 3-ruumi puhul võib koordinaatsüs- 

teeme valida põhimõtteliselt lõpmata mitmel viisil (vt. ka
I, 2, e), nii võib 4-mõÕtmelise ja üldjuhuliselt kõvera 
ruumi puhul ruumi punktidele arvude hulki üksühesesse vas
tavusse seada lõpmata mitmeti.z Kui aga vaadeldavas ruumi- 
piirkonnas on antud kaks erinevat koordinaadistikku, näi
teks Ja 813,8 Peab olema fikseeritav ka üks- 
Uhene vastavus nende vahel, s. t. peavad olema antavad

z Juhime tähelepanu, et üldjuhul on siin tegemist komp- leksarrude hulkadega, sest kasutusel võivad olla ka imagi
naarsed koordinaadid (vt. näiteks valem (II 1.7)).

Ю
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koordinaatide teisenemise valesid üleminekuke üheet koo^- 
dinaadietikuet teise ja vastupidi:

Valemitega (II 2.1-2) antud k o o r d i n a a t t e i -  
s e n d u s t e e t  on üks teise pöördteisendus. St 
pöördteisendus alati olemas oleks, selleks peavad teata
vasti nullist erinema vaetavad funktsionaaldeterainandld 
ehk Jakobiaanid:

b) Ruumi teatavas kindlas punktis määravad üksteisest 
erinevad koordinaadistikel ka üksteisest e r i n e v a d  
l o k a a l s e d  r e e p e r i d .  Mistahes koordi
naadistikel puhul vSime aga kasutada seoseid (II 1.15-16).

X*'= x^'Qz4, x ^ x 3j x ‘r) (II 2.1)

(II 2.2)

(II 2.3)

Iii saame koordinaadistiku

Arvestades teisendusvalemit (II 2.2). vSime tuletist 
vaadelda liitfunktsiooni tuletisena

Cbi< J b f  <!>X* 
гъх ^ 'Ъ х *  Ъх^’ •

Seega saame
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millest omakorda järeldub2
<~dx'> j

= X }Ju! . (II 2.4)

Analoogilisel riisil saame tuletada seose eri koordi
naadistike kaasreeperlte vahel:

e'’. с н  2.5)

Valemitega (II 2.4-5) on antud koordinaadistiku 
lokaalsed reeperid koordinaadistiku jx ^ J lokaalsete reepe
rite kaudu. V8ib muidugi panna kirja ka vastupidised seo
sed:

rbX !̂
g, =-^7 <H 2.6)

<S ' ,= 2 ^ ' <в^'. (II 2.7)

Võrrelgem veel teisendusvalemeid (II 2.4) ja (II 2.5) 
omavahel. Pangem tähele primiga tähistatud koordinaatide, 
samuti summeerimisindeksite asukohta nii ühes kui teises. 
Öeldakse, et need teisendused on k o n t r a g r e d i  - 
e n t s e d üksteise suhtes.

Ülesandeid

1. Tuletada valem (II 2.5).

x Siin ja edaspidi tähistab komaga eraldatud indeks osa- 
tuletist vaetava koordinaadi järgi.



2. Põhjendada ralemite (II 2.6-7) kirjapanemist analoo
gia põhjal seostega (II.2.4-5).

3. Tensori mõiste
a) Klassikalises füüsikas on teatarasti paljud füüsi

kalised suurused esitatavad rektorina e u k l e i d i l i -  
s e s 3-ruumis. Märkisime, et selline 3 - r e k t o r  on 
alati eeitatar baasrektorite lineaarkombinatsioonina Cd 1.2). 
ERT-s osutub vajalikuks kasutusele rõtta rektori mõiste ka 
eukleidilises 4-ruumis. 4 - r e k t o r  on esitatar baas-%
rektorite lineaarkombinatsioonina (II 1.10). Vii klassika
lises füüsikas kui ka EBT-s leiab aga juba rakendamist rek
tori mõistega analoogiline, kuid sellest keerukam - t e n- 
s о r i mõiste.

Hüüd tuleb meil rektori ja tensori mõistetest rääkida 
k õ v e r a  4 - r u u m i  juhul. Tegelikult me definee
rime alljärgneralt tensori mõiste reel üldisemalt ja nimelt 
k õ r e r a  n - m õ õ t m e l i s e  r u u m i  juhul. 
Vagu edasiees reendume, jõuame sellega eukleidilise 3-ruumi 
rektori mõiste üldistuseni kolmes mõttes: 1) eukleidilise 
ruumi asemel on üldjuhul kõrer ruum, 2) 3-mõÕtmelise ruumi 
asemel on üldjuhuline n-mõõtmeline ruum ning 3) rektori mõis
te asemel on seda mõistet üldistar mõiste - tensor.

ÜRT matemaatilise aparatuuri tuumaks ongi к õ г e г a 
4 - r u u m i  t e n s o r a r r u t u s .  Eukleidilise 
4-ruumi tensorarrutus kui ERT-s kasutatar matemaatiline apa-
ratuur1  on selle erijuht.

x Tt. näiteks K-II, lk. 3 jj.



Ъ) Pangea tähele, et rektori »Siete puhul on füüsika 
euhtee kõige olulisem tema omadue tervikuna mitte sõltuda 
koordinaadistiku valikuet. Teatavas kindlas eukleidilise 
3-ruumi punktis ja teataval kindlal ajahetkel võib esitada 
mingit füüsikalist suurust kujutava vektori (näiteks aine
punkti kiirusevektori) väga mitmeti valitud Cartesiuse 
ristkoordinaadistike baasvektorite lineaarkombinatsioonina. 
Kõik sellised linea&rkombinatsioonid peavad aga ikkagi and
ma sellesama vektori, s. t.

t  = ту5'e s , = = • • • , (и 3-D

kue <5̂ , £s , , Ss m , ... on erinevate Cartesiuse rlst- 
koordinaadistike ortonormeerltud baasid.

Uldjuhuliselt kõveras ja n-mõõtmelises ruumis saab 
vektoreid esitada kindlas ruumi punktis lokaalsete baas
vektorite n-mÕÕtmeliste lineaarkombinatsioonidena. Sõltu
valt kahte sorti baaside olemasolust on seejuures kaks või
malust : kas esitue põhibaasil

У  = = ̂ яе 4т * ... (ii 3.2)

või esitus kaasbaasil

V= е<̂  ~ 4* = = . . .  , (II 3.3)

kusjuures mõlemal juhul on ikkagi tegemist sama vektoriga, 
s. t.

. (II 3.4)
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Hiisile näeme, et rektor on ka üldjuhul defineeritud 
kui baasvektoritest moodustatud, kuld koordinaatteisendns- 
te (resp. baasi teisenduste) suhtes invariantne l i n e 
a a r n e ,  s. t. 1. järku algebraline vorm. Järgides 
puhtmatemaatilist rada, võib aga rektori üldistusena m&Ls- 
tagi defineerida k õ r g e m a t  j ä r k u  invari
ant seid algebralisi rorme. Selgub, et selliseid kõrgemat 
järku rorme saab samuti kasutada ning isegi peab kasutama 
füüslkanähtuste kirjeldamisel ja füüsikaliste suuruste 
määratlemisel. Siit jõuame t e n s o r i  d e f i  - 
n i t  s i o o n i n i  :

n-mÕÕtmeljfie muai я-mi at järku tensor on matemaati
line objekt, mis on esitatar n-mÕÕtmelise ruumi koordi
naat teisenduste (resp.baasi teisenduste) suhtes invariant- 
se s-ndat .1ärku algebralise vormina1:

t e n s o r i  k o m p o n e n d i d ,  seejuures indek
site koguarv on s . Üle nende suuruste ülemiste indeksi
te toimub summeerimine üle vastava põhireeperi vektorite, 
üle alumiste summeeritakse üle vaetava kaasreeperl vekto
rite. (Siit näeme, et nüüd ja edaspidi on indeksite asuko-

x Märk ®  tähistab tensorite nn. otsekorrutiet kui 
teatavat algebralist operatsiooni (vt. Järgmine punkt).

Ф

Toodud valemis on suurused s-ndat j ärku
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hai põhimõtteline tähendus!) Paneme reel ka tähele, et ten- 
sori komponendid T V - sõit urad muidugi üldjuhul ka
koordinaatidest, kuivõrd tensori poolt esitatav füüsikaline 
suurus on üldjuhul koordinaatide funktsioon, muutudes punk
tist punkti ja kujutades teatavat " t e n s o r i v ä l -  
j a " vaadeldavas ruumis:

r % t .  - x i  OJ. 3.6)

(vrdl. ka I, 6, c).

c) Edasi vaadelgem tensorite liigitamist indeksite ar
vu järgi.

Kui в = О , siis

7~(x*) = T"(ac*') . (II 3.7)

See on faktiliselt skaalari definitsioon. Niisiis näeme, et 
skaalar pole muud kui O - n d a t  j ä r k u  tensor. 

Kui s a 1, siis kas

= (И 3.8)
või

T ^.(x*)er  = ") <Br ' ■ (ri 3.9)

Need valemid ühtivad ju sisuliselt valemitega (II 3.2) ja 
(II 3.3). Seega on vektor 1.j ä r k u  t e n s o r .
Siit näemegi, et tensori mõiste sisaldab erijuhuna ka va
remtuntud vektori mõiste.

Kui 8=2, eil8 kas
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T"'(x*)ei ee, - -  er , m з.ю>

Т\(х‘)ел® e f  «  7^ 6?) e,® <er ' )
Г Г ' I (II 3.11)

r r J '(arf! e f ® e j .=  T / >'(x'f ' j i 8 , ' ® e r /
v8i

7~t ( x ^ ) e f ® e r = ® e * ' . ш 3 . 12)

laed valemid e ai tarad 2. J ä r k u  t e n a o r i .  Siin 
on juba tegemist baaerektoriteat mooduatatud 2. järku, a. t. 
kõrgenat järku algebralise Tormiga.

Muidugi rftib olla ka tenaoreid, mille puhul a> 2. Kui 
в - 3, aiia on tegemiat 3. j ä r k u  t e n a o r i g a ,  
koi а ■ 4, aiia 4. j ä r k u  t e n a o r i g a  jne.

d) Küsigem nüüd, kuidas teisenevad tensori komponendid 
üleminekul ühest к&verjoone li sest koordinaadistikust teise?

Kasutagem definitsioonivalemi (II 3*5) puhul baasvek
torite teisenemisvalemeid (II 2.4-5) (lihtauae huvides vaa
delgem konkreetaelt 4. järku tensorit):

TVjt e* ® <ep ® e f®

= ® x',f ® x’lf er® x*',t €><r
Siit aaamez

<?.&> e /3® e r®  0 .

x Märgil ® on eripärane tähendua üksnes "paksendatult" 
kirjutatud auuruata vahal; koordinaatide tuletiete, samuti 
tensori komponentide jaoka tähendab aee tavaliat korrutamist.
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Baasvektorite meelevaldsusest järeldub aga

г * ? , , , . (и 3.13)

"Vanade" ja "uute" koordinaatide siimmeetrilisust arvestades 
võime kirjutada ka

Heid tensori komponentide teisenemisvalemeid võime nüüd 
mõistagi rakendada mistahes-järgulise tensori puhul. Väiteks 
vektori jaoks saame valemist (II 3.14)

Et valemid (II 3.13-14) on üheselt määratud definitsi- 
oonivalemiga (II 3.5), siis võivad nad ka viimast asendada. 
Nii peetakse eageli just neid valemeid tensori definitsioo
niks. Seega võib tensori mõistet ka järgmiselt määratleda: 

Kui n-mõStmelises ruumis matemaatiline ob.1ekt on iga 
(üldiselt kõver.loonelise) koordinaat süsteemi suhtes määra
tud nB arvuga 7"”^  (s on indeksite arv) ,1a kui 
üleminekul ühest koordinaatsüsteemlst teise need arvud tei
senevad eeskirjade (II 3.13-14) kohaselt, siis on need ar
vud s-ndat .1ärku tensori komponendid.

e) Kui võrdleme teisenemisvalemit (II 3.14) telsene- 
misvalemiga (II 2.4), siis näeme, et alumistes indeksites 
teisenevad tensori komponendid põhibaasi vektoritega к о -

(II 3.15)

või
(II 3.16)
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g r e d i e n t s e l t ,  ülemistes Indeksites aga - 
k o n t r a g r e d l e n t s e l t  . Siit tuletatakse 
tensori eri liiki komponentide nimetused.

Tensori üksnes alumiste indeksitega komponente nime
tatakse k o v a r i a n t s e t e k e ,  üksnes üle
miste indeksitega komponente - k o n t r a v a r i -  
a n t s e t e k s .  Kui esinevad nii alumised kui ka 
ülemised indeksid, siis on tegemist s e g a k o m p o -  
n e n t i d e g a .  1. järku tensori, s. t. vektori eri
juhul öeldakse avaldise puhul, et vektor on esi
tatud oma kovarlantsete komponentidega. Avaldises 
on aga vektori kontravariantsed komponendid.

Ühe ja sama tensori ко- ja kontravariantsete kompo
nentide vahel on alati kindlad seosed, mis tulenevad eri 
liiki baasvektorlte seoeevalemitest (II 1.17-18). VÖime 
näiteks kirjutada

ta" ja suuruste abil "langetada". Vektori puhul näi
teks

£ ' V е® e>& eJ®es. = ZJ> e1.
Siit aga järeldub

(II 3.17)

Hiisiis näeme et suuruste abil saab indekseid "t5s-

(II 3.18)
või

т*-гт: ■ (II 3.19)
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2. järku tensori korariantsed komponendid araldurad kontra- 
▼ariantsete röi segakomponentide kaudu järgmiselt:

£  ' f c  r v Т * Г  (XI 3.20)

Segakomponentide jaoks saame

ja kontrarariantsete jaoks

. (I1 3-22>

f) Põhjendame nüüd mSnede juba tuntud suuruste tensoa> 
iseloomu.

Vaatleme näiteks koordinaatteisendust (II 2.1). Arru- 
tame siit "uute" koordinaatide täisdiferentsiaalid

</д Х « 2 2 £ £ ау«' (и 3.23)QJT* у*
Häeme, et saadud ralem ühtib täiesti üldjuhulise ralemiga 
(II 3.15), kui raid seal rötta 7-̂  = cfcc** (nn. rabain- 
deksi TÖime ju ralida meeleraldselt) ja I м =cfx*. Viisile 
on k o o r d i n a a t i d e  d i f e r e n t s i a a 
l i d  ühe rektori kontгатаrianteed komponendid. Selleks 
rektoriks on muidugi i n f i n i t e s i m a a l s e  
n i h k e  r e k t o r .  Siit selgub ka, miks koordinaa
tide puhul tuleb indeksid kirjutada üles. TSsi, mugaruse 
kaalutlustest lähtudes kirjutatakse rahel konkreetsetes ar- 
rutustes kokkuleppeliselt ka Хл , jne.

л ^Et meetriline rorm (d s ) on inrariant, s. t. 0-ndat 
järku tensor, siis ralemi (II 1.24) põhjal kehtib seos
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( d s f = d x * d x *  = dxr'dxy .
Kasutades nüüd edasi valemit (II 3«23)v saame

а  * =X^' ОС4' О С11 3.24)

Niisiis on suurused ühe 2. järku tensori k o v a 
r i a n t  s e d  komponendid. Seda tensorit nimetatakse 
m e e t r i l i s e k s  t e n s o r i k s  ehk f u n - 
d a m e n t a a l t e n s o r i k s  . Sellega oleme siis 
ka jõudnud suuruste Q.  ̂ tõelise nimetuseni.

Suurusi ja ß  seob valem (II 1.20) :

Valemi (II 3*21) põhjal võib neid seoseid käsitada kui üle
minekut kovariantseteit komponentidelt segakomponentidele. 
Niisiis on Kroneckeri sümbolid ^  meetrilise tensori s e- 
g a k o m p o n e n d i d  . Tõstes segakomponentides veel 
ühe indeksi, saame

л» Jt*
3  d ' ' i  .

Järelikult on suurused ^  meetrilise tensori k o n t -  
r a v a r i a n t  s e d  komponendid.

Vaadeldes seoseid (II 1 .20) indeksi se iga fikseeritud 
väärtuse puhul kui lineaarsete algebraliste võrrandite süs
teemi meetrilise tensori kont ravariant sete komponentide Cj?** 
kui tundmatute jaoks, võime vaetavalt üldisele teooriale 
kirjutada

1 Nagu peatselt põhjendame, on ka suurused g**oma. indeksites sümmeetrilised, nii et indeksite järjekorda võib
siin ja edaspidi vahetada nii kui ka g f f* puhul.
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Siin ja edaspidi tähistab ^  meetrilise tensori komponen
tidest moodustatud determinant!

<? 5 (П3.26)
suurus /nun,(ejjUX) tähistab elemendile ^ x vaetavat algeb
ralist täiendit determinandis ^  . Valemist (II 3.25) jä
reldub ka

f ( I 1 3,27)

g) Juhime tähelepanu asjaolule, et meetrilise tensori 
komponendite teisenemisvalemit (II 3.24) vöib vahetult ka
sutada meetrilise tensori kuju leidmiseks pärast üleminekut 
ühest koordinaadistikust (üldiselt kõverjoonelisest) teise. 
Antud valemi puhul sobib valida lähtekoordinaatide tähis
teks . Teades meetrilise tensori "vana" kuju (
samuti teisenemisvalemite (II 2.1) konkreetset kuju, s. t.

rseda, kuidas "vanad" koordinaadid ( JC-P ) avalduvad "uute"
( JC/* ) kaudu, võime pärast osatuletiste arvutamist va
lemi (II 3.24) põhjal välja arvutada ka meetrilise tensori 
"uue" kuju ( ).

Ülalkirjeldatud protseduuri võib rakendada samuti euk
leidilise ruumi erijuhul, nii 4- kui ka 3-ruumi puhul. Nagu 
hiljem näeme, on eellistel avaldistel märkimistvääriv
praktiline tähtsus.

Kui 3-ruumi Cartesiuse ristkoordinaadid ß ”’ avalduvad 
kõverjooneliste Xе kaudu seostena



/УТ*‘Л <нз .28)

eiie 3-m85tmelisena mõistetud tingimuse (II 1.27) arvesta
misel saame valemist (II 3*24)

3 u - r , t  < I I3 -29)

üleminekuks silindril!stele koordinaatidele on teata
vasti teisenemisvalemid

£*=X 4 CASX3 f 1

X1 SiHX3 , У (II 3.30)

J
Siit saame silindriliste koordinaatide jaoks 

/ ' t 0 0 \
&<= 0 1 o i (II3-31)

\ 0 0 (*'//
Üleminekuks sfäärilistele koordinaatidele on raleeid 

f 1 = X1 SOL X1 COS X 3 ;

f *  = X*St!LXZStlX3f  ̂ (II 3.32)

f 3= Jc'cfiSX*'.
Siit saame

(II 3.33)
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Ülesandeid

1. Võttes tensori definitsiooniks teisendusvalemi 
(II 3*13)» tuletada valem (II 3*5)*

2. Tõestada, et P. Kardi konspekti "Erirelatiivsus
teooria" II (K-II) valemid (3.1) ja (3.2) on teisenemis- 
valemi (II 3.14) erijuhud.

3. Tuletada maatriksi (II 3.31) kuju ning paima kir
ja eukleidilise 3-ruumi meetriline vorm silindriliste 
koordinaatide puhul.

4. Tuletada maatriksi (II 3.33) kuju ning panna kir
ja eukleidilise 3-ruumi meetriline vorm sfääriliste koor
dinaatide puhul.

4. Tensoralgebra 
põhitehteid

a) Käesolevas alapunktis määratleme teneoralgebra 
tähtsamad tehted. Kõikide esitatavate lausete ja valemi
te Õigsust võib teisenemisvalemite (II 3.13-14) põhjal 
tõestada. TÕestuskäikude põhiidee on kõikide juhtude jaoks 
sama: eeldades lähtesuuruste tensorieeloomu, s. t. teise
nemist eeskirjade (II 3.13-14) kohaselt, näidatakse, et ka
tulemuseks saadavatel suurustel on tensoriseloom.

о1 Sama järku tensoreid võib l i i t a  ja l a 
h u t a d a  :

А  ± В  = C  . Cil  4 .1a)
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Liita ja lahutada tuleb samatüübilisi vastavaid komponente. 
Tulemuseks saadakse sama järku tensori sama tüüpi komponen
did:

. СП 4.1b)

2° s-ndat järku tensorist ja t-ndat järku tensorist 
võib moodustada (s+t)-ndat järku tensori, korrutades esime
se tensori iga komponendi teise tensori iga komponendiga:

B ß  fi.. - . (II 4.2a)

Nii saamegi tensorite nn. o t s e k o r r u t i s e  :

А  ® /В - G  . (II 4.2b)

3° s-ndat järku tensorist võib moodustada (s-2)-ndat 
järku tensori, võttes võrdseks 2 ükskõik millist erineva 
iseloomuga indeksit ja summeerides üle nende kõikvõimalike 
väärtuste

А** «Г... = &  • (II 4.3)
Sellist tehet nimetatakse tensori k o o n d a m i  s e k s  
(ka lühendamiseks, ahendamiseks).

4° Kui suurused ft... või C f D ^  osutu
vad s-ndat järku tensori komponentideks ning ja C^on
seejuures vektori komponendid, siis suurused 3a
Da/3"f r... on (s+1)-ndat järku tensori komponendid.

5° Kui mingis kindlas koordinaatsüsteemis teatava ten
sori kõik komponendid on nullid, siis selle tensori kõik 
komponendid on nullid mistahes koordinaatsüsteemis.
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b) Lähtudes tensoralgebra juba eespool toodad tehe
test, röib saada operatsiooni« mida nimetatakse tensori- 
te s i s e k o r r u t i s e k s .  Selleks kombinee
rime lauseid 2° ja 3°

= (?"$■". . (II 4.4)

Siit saama ka s k a l a a r k o r r u t i s e  ü l 
d i s t u s e

Erijuhuks on
АГ j9... B *  «... " C .  (II 4.5)

А В̂ ~ Â B = С . (II 4.6)

V e k t o r i  n o r m  on defineeritud

Д, А* = С . (II 4.7)

Kui
Д* В) " О  (и 4.8)

siis öeldakse, et rektorid on o r t o g o n a a l s e d .  
Tingimus

A«A = О (II 4.9)

on aga rektori i s o t r o o p s u s e  tunnuseks.

с) Igast s-ndat järku tensorist v8ib moodustada uue 
s-ndat järku tensori s ü m m e t r i s e e r i m i s  e 
operatsiooni teel

+AM ~. + ■■■)■' (II4-10) 
Summa liikmed selles ralemis on saadud ühte ja sama tüüpi
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indeksite kõikvõimalike ümberpaigutuste tulemusena.
Kui

4 ^ -  =V -  ' (II4-,1>
siis öeldakse, et tensor on s ü m m e e t r i l i n e  
neis indeksites. Tänu seosele (II 1.25) rahuldab seda seost 
ka meetriline tensor.

VÕib tõestada, et 2. järku sümmeetrilisel tensoril on 
n-mÕÕtmellses ruumis n-̂ ~ ^  sõltumatut komponenti. See
ga meetrilisel tensoril on 4-ruumis sõltumatuid kom
ponente 10, 3-ruumiв - 6, 2-ruumis, s, t. pinnal - 3.

Igast s-ndat järku tensorist võib moodustada uue s-ndat 
järku tensori ka a l t e r n e e r i m i s e  operat
siooni teel

^&er. • J  Sf (II 4.12)' f y f - J  sf\ y t -
Summa liikmed selles valemis on saadud ühte ja sama tüüpi 
indeksite kõikvõimalike ümberpaigutuste tulemusena, kuid 
iga paarituarvulise permutatsiooni teel saadud liikme ees 
on miinus.

Kui

- (И 4.13)
siis on tensor a n t i s ü m m e e t r i l i n e  neis 
indeksites. Antisümmeetriline on teatavasti3 elektromag
netvälja tensor (̂ juj •

X Vt. K-II, lk. 182.
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Võib tõestada, et 2. järku antisümmeetrilisel tenso-

ti. Ka siit niisiis järeldub, et elektromagnetvälja ten- 
soril on 4-ruumis 6 sõltumatut komponenti.

Rõhutagem lõpuks, et tensorite sümmeetrilisus rõi an
ti stimme et ri li sus on nende invariantsed omadused.

Ülesandeid

1. Tõestada arvutustega laused 1° - 5°«
2. Arvutada nii 4-, 3- kui ka 2-ruumis skaalariväär

tus, mille saame meetrilise tensori koondamise tulemuse
na. (Vastus: 4; 3» 2.)

3. Lähtudes meetrilise voirai kui O-ndat järku tenso
ri avaldisest (II 1.24) ja teades, et koordinaatide dife
rentsiaalid on 1 . järku tensori komponendid, tõestada lau
se 4° põhjal suuruste tensoriseloom.

4. Veenduda otsese arvutuse teel, et elektromagnet-

5. Difeг-enteioaloperatsioonidest 
tensorite puhul

a) Tensoriseloomuga diferentsiaaloperatsioonide mää
ratlemiseks on vaja ennekõike vaadelda lokaalse baasi muu
tusi infinitesimaalsel nihkel. ■ i

On selge, et infinitesimaalsel nihkel kõveras ruumis 
d $  (vt. joonis 22) baasvektorid <B̂ üldiselt muutuvad. 
Baasvektoreile lisanduvad teatavad muutused c/<?̂  , s. t.

välja tensor rahuldab tingimust (II 4*13)*
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<£y (s c '+ d x <) = <e< С'* ? ) + c / e ^ . (II 5.1)

Defineerigem siin muutuse c/^ iseloomustajaina tea
tavad uued ruumi osadustest sSltuvad suurused 0е  )  *

mida nimetagem C h r i s t o f f e l i  k o e f i t 
s i e n t i d e k s  (nende uute suuruste täpsem sisu ja 
seos meetrilise tensoriga selgub edaspidises):

= Г̂ < (B fd o c*. (II 5.2)

PÖhibaasi muutudes muutub sennal ajal ka к aas baas. Baae- 
vektorite < & vastarad muutused määratlegem esialgu va
lemiga (II 5.2) analoogiliselt:

(S?c/x^ , (и 5.3)

Suurused ßC , ei tohiks aga olla sõltumatud suurus-
j—'Xteet /. , eest vastavalt valemile (II 1.19)yt

Diferentsides seda eeoet, saame

(deje^ + о
ja siit omakorda valemeid (II 5.2-3) arvestades,
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r & d * ? e T e s *  +- B p d x * e f e i  = 0 .
Seega

ning diferentsiaalide meelevaldsusest

(И 5.4)
s. t.

d <8̂ = - Q« &9d x *  . (ii 5.5)

b) Nüüd vöime asuda tensorite diferentsimise Juurde. 
Alustagem O-ndat järku tensorist, s. t. skaalarist. Olgu 
vaadeldava ruumiosa kõikides punktides määratud ühe skaa- 
lari arvväärtused (sel juhul teatavasti öeldakse, et vaa
deldavas rutuni osas on antud teatav s k a l a a r n e  vä-
1 i ):

<f(x<) . (II 5 .6)

Infinitesimaalsel nihkel selle skaalari väärtused ül
diselt muutuvad, s. t.

*P(<x*+dx‘ ) - YQc*) + d < f. (II 5.7)
Seejuures avaldub skaalari muutus d4* täisdiferentsiaaH- 
na

d (f =  f y d x * . (ii 5 .8)

Et d * f on skaalar ja d x ^  - vektori komponendid, 
siis tensoralgebra 4 lause pShjal on osatuletised 
ühe vektori kovariantsed komponendid. Nimetagem seda vek
torit skaalari g r a d i e n d i k s
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Cj>iCLc(f= 'V<f =  ' f j e * ' . (II 5.9)

c) Olgu meil vaadeldavas ruumiosas antud v e k t o r -  
v ä 1 i

\(/= ty(jx* ) - ̂  =&*<&* . (115.10)

Infinitesimaalsel nihkel vektorväljas muutub ka vek
tor, s. t.

yCx'-f-cfx*) = IVQc*) + c f V  . ( I I  5 . 1 1 )

Valemi (II 5.Ю) põhjal

dV =
Siit aga saame täisdiferentsiaale arvutades ja valemit 
(II 5.5) arvestades

c/Г— ^ yp e fdx*+
Pärast summeerimisindekei asendamist ^ teises liikmee

dV'Cbi-G+Jcht'e*.
Müüd defineerime uue suuruse

~ ^  ~  • ( 1 1 5 . 1 2 )

Seega

dr=%,dx<er=(DT>r) e r ' (II5.13,
kust näeme, et suurused Di>f  on ühe vektori komponendid. 
Tensoralgebra 4° lause pÖhjal on suurused järelikult
teatava 2. järku tensori komponendid. Niisiis defineerib 
seos (II 5.12) ühe diferentsiaaloperatsiooni, millel on ten -
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soriseloom. Nimetagem seda rektori k o v a r i a n t -  
s e k s  t u l e t i s e k s .  Nüüd ja edaspidi tä
histab kovariantset tuletist semikoolon indeksite vahel.

Analoogiliselt seostele (II 5.12-13) saame tuletada 
ka valemi

dV = = ( p t ? ) e f  , (II 5.14)

kue on samuti vektori komponendid ning suurused

V9; «  Q l* *  (II 5.15)
- 2. järku tensori komponendid.

Kuna valemid (II 5.13 ja 5.14) esitavad ühe ja sa
ma suuruse, siis tuleneb siit võrdus

*fi* <sf = ^  e f .

Oteekorrutamine baaevöktorltega Ja Järgnev surn-
meerimine annab juba ülalpool kõnesolnud 2. järku tensori 
esituse baasvektorite kombinatsioonidena

^ . (и 5.16)

Seda 2. järku tensorit nimetatakse vektori, s, t. I.jär*- 
ku tensori g r a d i e n d i k s  . Suurused . j  ja 

on järelikult selle tensori eritüübilised kompo
nendid.

Suurusi ОтУр ja Dr)-? nimetatakse ka vektori к o- 
v a r i a n t s e t e k s  d i f e r e n t s i a a l i 
d e k s .

d) Vaatleme nüüd üld juhtu, ss t. s-ndat j ä r 
ku t e n s o r v ä l j a :

\
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7t...e„»<ef e . e ’W V . .  си s.n)

Infinitesimaalsel nihkel

r e a d s ' )  -  T (X ') - d T . (И 5.18)

Kui nüüd arvutame сПГ valemi (II 5.17) põhjal, aiis eaame 
tulemuseks

d T =  T ^ f - s  . . d x ' e , ®  e ^ e V . .  , си 5 .19)jo - , в oL J3 )
kus

- Г у у * ,  Г' j .

*•••’•“ V  ~ ! ? .  T*?" - ... di 5 .20)

Valemist (II 5.19) näeme, et

D T ^ " \ Д. = Т*^"г 1 ..;<,с1х ?  (115.21)

on ühe s-ndat järku tensori komponendid. Need an s-ndat 
j ä r k u  t e n s o r i  k o v a r i a n t  s e d  d i 
f e r e n t s i a a l i d  . Edasi järeldub siit, et suu
rused on ühe (s+1)-ndat järku tensori kompo
nendid .

Valem (II 5.20) defineerib s - n d a t  j ä r k u  
t e n s o r i  k o v a r i a n t s e  t u l e t i s e  kui 
rektori kovariantse tuletise üldistuse. On kerge veenduda, 
et nii seos (II 5.12) kui ka (II 5.15) on valemi (II 5.20)
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erijuhud, s - n d a t  j ä r k u  t e n s o r i  g r a 
d i e n t  kui (s+1)-järku tensor on esitatar ralemina

g b x J T z v T *  <гг& е*0 . . . е *’.(h 5 .22)

Praktilistes arvutustes on oluline just ralem (П 5.20). 
Anname seetõttu ka selle raieni sõnastuse:

Et saada s-ndat .järku tensori komponendi korarianteet 
tuletist koordlnaadi ^  järgi, tuleb teralisele oeatule- 
tlsele lisada tensori komponendi iga kontravari-
antse indeksi <* kohta liige + f mi— ййг1»1 я-
lndeks f  asendab tensori komponendi indeksit ы ) 
korariantse indeksi ^  kohta liige — 04-... Свшшвее-
ilmislndeks ^ asendab indeksit gr ).

e) Eelneras oleme seega üldistanud gradiendi mõistet 
üldjuhuliselt kõrera ja n-mõõtmelise ruumi ning e-ndat jär
ku tensori juhule. Näe ae, et g r a d i e n d i  kui ruu
milise diferentsiaaloperatsiooni rakendamine t õ s t a b  
alati tensori järku ühe rõrra.

KÕrera ja n-mõõtmelise ruumi juhu ning üldjuhul s-ndat 
järku teneorite jaoks rõib üldistada ka teisi tuntud ruumi
lisi diferentsiaaloperatsioone.

D i r e r g e n t s  on koondatud gradient:

di*T~T**~’̂ i€e*Q ..er& . (n 5.23)

Niisiis l a n g e t a b  dirergentsi arvutamine alati ten
sori järku ühe rõrra.

R o o t o r i  mõiste üldistust raadelgem siin rekto
ri juhul
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W  V=(^;yf -  f i l e s ' ®  z  2  ^ ;9j еЛг> e* . m  5.24)

f) Et kovariantsed tuletised on tensori komponendid, 
siis võib nendegi puhul tõsta indekseid. Häiteks vektori to- 
variantse tuletise puhul

<n  *•»)
See valem defineerib vektori k o n t r a v a r i a n t s e  
t u l e t i s e  .

Tensorite o t s e k o r r u t i s e  k o v a r i -  
a n t s e  t u l e t i s e  jaoks saame valemi

+ A*P’"r r... . (115.26)
Analoogiline on valem ka kovariantse diferentsiaali pu

hul.

g) Lõpuks leiame veel meetrilise tensori kovariantse 
tuletise.

Olgu meil antud meelevaldse vektori puhul seos kovari
ant sete ja kontravariantsete komponentide vahel

Ay> =$*< A * ,

Arvutagem võrduse mõlema poole kovariantne diferentsiaal

D A j =(£>$*?)A * + DA* .

Et DA' on vektori komponendid, siis
CjutDA?- O A v .
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Seega
( D ^ ) A ' = 0 .

Et A on täieeti meelevaldse vektori komponendid, elle 
peab alati kehtima seos

Siit aga omakorda järeldub c f x ? meelevaldsusest

= О . (115.27)

Saame seega olulise tulemuse: kovariantse diferent
simise suhtes käituvad meetrilise tensori komponendid kons
tant idena.

Ülesandeid

1. Tuletada valemid (II 5.14-15).
2. TSestada otsese arvutuse teel, et tavalised osatu- 

letised j  ei ole tensori komponendid (näidata, et nad 
ei teisene valemite (II 3.13-14) kohaselt).

3. Tõestada valem (II 5 .20).
4 . Tõestada valem (II 5 .26) otsekorrutise A pu

hul. (Näpunäide: arvutada korrutiste 5 hui
3. järku tensori komponentide kovariantne tuletis, seejärel 
kombineerida liikmeid.)

5. Tuletada tensorite otsekorrutise kovariantse dife
rentsiaali valem«
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6. Christoff«11 
koefitsiendid

а) Näeme, et tensoriseloomuga diferentsiaaloperatsi- 

oonlde määratlemisel oautuvad Christoffell koefitsiendid 

kui baasrektorite diferentsiaale iseloomustarad suu

rused üpris olulisteks. Uurigem nüüd lähemalt nende oma

dusi ning seoseid teiste suurustega.

Kõigepealt pangem tähele, et Christoffeli koefitsi

endid pole tensori komponendid. See järeldub näiteks ot

seselt ralemi (II 5.12) struktuurist: 

sA- — Л — /~°t чУ
's * * *

r~«
Näeme, et kui suurused oleksid tensori komponendid,

siis vektorieeloomu ja tensoralgebra 4° lause töt-

tu oleksid ka suurused ^  tensori komponendid. Vüe в

need suurused r&rduse vasemale poolele, saaksime seal

2 . järku tensorite komponentide вгшла, s. t, samuti 2. jär

ku tensori komponendid, mis peaksid TÖrduma osatuletistega 

^ • Ent Tiimased pole ju tensori komponendid. Järeli

kult oli meie algoletus Christoffeli koefitsientide 

tensoriseloomu kohta tSepoolest väär.

Kasutades tensori komponentide teisenemisyalemit 

(II 3.13), saame tuletada valemist (II 5.12) teisenemisva- 

lemi ka Christoffeli koefitsientide jaoks (vt. ülesanne 1):

(f* )■  (И 6.1 )

/— V
lfuidugi nähtub siitki, et suurused / pole tensori kom

ponendid .
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Et Christoffeli koefitsiendid ei ole tensori komponen-
о

did, siis ei kehti nende kohta ka tensoralgebra 5 lause. 

Seega juhul, kui nad on ühes koordinaatsüsteemis nullid, ei 

pruugi nad tingimata mingi teise, kuid sellessamas ruumis 

sisseriidud koordinaatsüsteemi puhul enam nullid olla. Kogu 

ruumi jaoks on see võimalik üksnes teatava ruumide klassi ja 

nimelt tasaste ruumide juhul. ÜBT-s kasutatavate kõverate 

ruumide, nn. Riemanni ruumi de puhul saab aga alati valida 

sellist koordinaatsüsteemi, milles kõik Christoffeli koefit

siendid on nullid mingis kindlas etteantud punktis (vt. üles

anne 3)• Nii see peabki olema, sest teisiti poleks lokaal

ne inertsiaalsüsteem mistahes ruumipunktis realiseeritav.

b) Tõestame, et Christoffeli koefitsiendid on oma alu

mistes indeksites sümmeetrilised, s. t.

. (II 6.2)

Tõestuseks valime meelevaldse skaalari ja arvutame 

selle osatuletised koordinaatide järgi. Tähistame A^ =  
ning arvu tame selle gradientvektori komponentide kovariant

se tuletise

A V/ju ~ j
s • t •

Analoogiliselt saame

Aj*,» "  •

Siit aga järeldub



V

Läheme nüüd üle koordinaadistikku, mlllee mingi ette

antud punkti jaoks kehtib tingimus Valem (II 6.3) 

omandab seega kuju

0 - (I1 6 *4>

Et sel seosel on teneorlseloom, siis antud punkti Jaoks 

peab see seos kehtima kõikides koordinaatsüsteemides. Kuid 

üldjuhul Christoffeli koefitsiendid pole nullidt samuti ei 

rõrdu nulliga osatuletised 9 ^  • Hiisiis selleks, et seos
J  9

(II 6.4) oleks rahuldatud, peab tõepoolest olema täidetud 

tingimus (II 6.2).

c) Edasi defineerime uued suurused*

-Л
r uJ . (II 6.5)

Formaalselt oleks siin nagu tegemist indeksi langetamise-
г~Л

ga, kuid meenutagem, et suurused / . pole tensori kompo- 

nendid. Järelikult pole uued suurused Ijuj at samuti ten

sori komponendid.

Indeksi "tõstmine" srnnab tulemuseks

/—л (Vcr' .— Д

3  3  8 *x ~ Л Cul .
x Tavaliselt kasutatakse defineeritavates suurustes 

punkti asemel koma, s. t. . Siin ja edaspidi

aga väldime Üldlevinud tähistusviisi, et ei tekiks segimi
nekut tavalise osatuletise tähisega. Suurusi ^ nimeta

takse Jca c h r i s t o f f e l i  1 . l i i k i  s ü m 
b o l i t e k s ,  kusjuures Christoffeli koefitsientide

kohta kasutatakse tavaliselt nimetust C h r i s t o  f - 

f e l i  2 . l i i k i  s ü m b o l i d .
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r—  S /—

уч '
Nii raiemist (II 6.5) kui ka ralemist (II 

reldub sümmeetriatingimus

d) Tuletame nüüd seose suuruste jüv.x 3a 

tensori komponentide vahel.

Lähtume avaldisest

$ y > t =  0>
mis pikemalt kirjapandult omab kuju

3y*,r “ ~ “ 0 -
Valemi (II 6.5) põhjal saame siit 

= *

Indeksite vaetav äravahetamine annab veel kaks 

list seost;

S i i t  ваше seo ee

ja

3 f t /4-

Saadud seoste paremate ja vasemate poolte 

oea liidetavaid koondub ning tulemusena saame

S ^ r + = z ^ r -'1 >
kust omakorda tuleneb seos

(II 6.6) 

6.6) j*-

(II 6.7) 

meetrilise

(II 6.8) 

analoogi-

liitmisel
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~ i  (ä ^ 'f  V е (I1 6,9)

läeme seega, et suurused f̂j* » on täielikult määratud meet

rilise tensori komponentide esimeste tuletietega. Tihti ka

sutatakse ka paralleeltähistust

/ f / W =  ' . (II 6.10)

Г *
Christoffeli koefitsientide jaoks saame ralemiУг~

( f r * (и 6 -”)

Paraileeltähistusena on kasutusel ka

Ü k  С • m  6-12)
e) Arrutame nn. koondatud Christoffeli koefitsiendid 

Ги  (Juhime jällegi tähelepanu, et tegemist pole tensori- 

ga):

- i f 2 « , f •

Vahetades riimases liikmes summeerimisindekeid ja arresta-
tf'f

des suuruste ^  sUmmeetriaomadust, näeme, et esimene ja 

Tüman« liige koondurad. Seega

■ (и «.is)

"Koondatud“ Christoffeli koefitsiente saab siduda ka 

meetrilise tensori de termi nandiga Cj . Arrutades

- я *  Ш = ' ” * & * )  f a
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ja arvestades eeost (II 3»25), saame

Seega järeldub võrdlusest valemiga (II 6.13)

■ (XI 6.14)

Et

O b -  $7 .

siis saame ka seosed

- jL
1 V

ja

C = j i b f f i l *  (не.!?)

d i  6.16)

f) Äsjaleitud valemite abil v3ib kirja panna mitmeid 

olulisi arvutusvalemeid.

Lähtudes vektori kontravariantsete komponentide kova- 

rlantsest tuletisest

arvutame vektori divergentsi 

Arvestades valemit (II 6.15)* saame

(II 6.17)

Analoogiliselt v5ime leida antisümmeetrilise tensori 

) divergentsi:
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Sümmeetrilise tensori ( = A ^ )  divergente avaldub

• < H  6 -19)

Kui defineerime t e n s o r t i h e d u s e  mõiste

= , (II 6.20)

siis selle mõiste abil omandab valem (II 6.17) kuju

»  Õ l* *  , (II 6.21)

valem (II 6.18) -

(II 6.22)

ja valem (II 6.19) -

= . (И 6.23)

Rootori jaoks saame valemi

9̂;ju~ . (116.24)

"Laplaeiaan* A Y  = difrcj'uicl'fy8tab kuju

Ülesandeid

1. Tuletada valem (II 6.1). (Näpunäide: kasutada suu

ruste '#.,*• teisenemisvalemites kovariantse tuletise vale- 
Г/0

mit ka uue koordinaadistiku puhul. Kombineerida tulemust



osatuletiste ^ teisenemisvalemitega, mis on arvutatud 

rektori komponentide teisenemisvalemitest.)

2. Milliste teisenduste puhul käituvad suurueed 

siiski tensori komponentidena?

3. Olgu mingis etteantud punktis Christoffeli koefit

sientide esialgsed väärtused (fžju )0 • Valigem see punkt 

uue koordinaadistiku alguspunktiks ning tehkem koordinaat- 

teisendus

X*'~ . (II 6.26)

Näidata valemi (II 6.1) abil, et uue koordinaadistiku al

guspunktis on köik Christoffeli koefitsiendid nullid, s. t.

}0 = 0 . TSestada, et see teisendus ei muuda tensorl- 

te väärtusi mainitud etteantud punktis.

4» Tuletada valemid (II 6.18-19).

5. Kasutades maatrikseid (II 3*31 ja (II 3-.33)» leida 

valemi (II 6.25) abil Laplace*i operaatori kuju eukleldi- 

lise 3-ruumi silindriliste ja sfääriliste koordinaatide pt*- 

hul.

7. Teine kovarlantne tuletis ja 
baasvektorite diferentsiaalide 
integreeruvustingimueed. Riemanni- 
Chri.stoffeli tensor

a) Uurigem v e k t o r i  t e i s e  k o v a r i 

a n t s e  t u l e t i s e  omadusi. Selleks arvutagem 

vastavalt valemile (II 5 .20)

/— ^ ^
~ 'ju* - (II 7.1)
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Analoogiliselt saame

• W  < M / *  -  £ * > ; «  - (I1 7-2)

Moodustame nüüd avaldiste (II 7.1-2) vahe, kirjuta

des seejuures enamikus liikmetes esimesed kovariantsed tu

letised pikemalt välja

=  /5 v ' f*r ” ̂  ̂  ^  +  ̂  ^  ~~^  ~~

-Ъ Л г . +  C >Jt 4 - + +  ̂ * 4 ;  ✓ •

Näeme, et osa liikmeid koondub. Tähistades järelejäänud 

liikmetes summeerimisindeksid sobivalt Umber, nii et kõi

kides liikmetes oleks vektori indeks <f , saame

v .  -  v '  ( C  -  К C -  W )  «V ■
Defineerides

Г *  r~? r~<f r-v r-<<
.3)+ % ( * - [ ? %  , Ш 7 .3*/* ff4-

vöime saadud tulemuse esitada üpris kompaktselt:

‘  £ Я ' л р Л . U 1 7A)

b) Analüüsigem valemit (II 7*4). Näeme, et vasemal 

poolel on teatava 3. järku tensori komponendid. Järeli

kult on ka paremal poolel sama järku tensori komponendid. 

Et ^  on eelduse kohaselt vektori komponendid, siis 

tensoralgebra 4° lause põhjal on valemiga (II 7 .3) defi-
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neeritud suurused ühe 4. järku tensori komponendid.

Seda tensorit nimetatakse R i e m a n n i  - С h r i  S t o f 

f e  1 i t e n s o r i k s .

Valemile (II 7.4) võime seega omistada järgmise mõttes 

▼ektori teine kovariantne tuletis ei sõltu siis ja ainult 

siis tuletise võtmise järjekorrast, kui Riemanni-Christof- 

feli tensor on null-tensor, s. t. kui on nullid kõik tema 

komponendid. Üldjuhul pole aga ükskõik, millises järjekor

ras kaks korda kovariantset tuletist arvutada.

c) Järgnevalt vaadelgem b a a s v e k t o r i t e  

d i f e r e n t s i a a l i d e  i n t e g r e e r u v u s -  

t i n g i m u s i  .

Et valemist (II 5.2) tuntud suurused d @л~ ^  

oleksid täisdiferentsiaalid, selleks peaks kehtima tingi-

Siit võime arvutada vahe

Pärast summeerlmisindeksite sobivat ümbertähistamist ja va

lemi (II 7.5) arvestamist saame

mus

(II 7.5)

J .
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Pidades silmas definitsioonivaiemit (II 7*3), oleme 

aeega jõudnud seoseni

(C e4  ̂- fä  eA<= %V ” e* • (I 17 -6)
Tingimuse (II 7.5) täitmiseks peaks saadud seose vasem 

pool identselt null olema. Nulliga peab siis võrduma mee

levaldsete baasvektorite puhul ka seose parem pool. Järe

likult oa baasvektorite diferentsiaalid integreeruvad siis 

ja ainult siis, kui Riemanni-Christoffeli tensori köik kom- 

poneadiö Л. Л/и%, on nullid.
Omakorda jäx-eldub eelnevast (silmas pidadee tensor- 

algebra 5° lauset), et baasvektorite diferentsiaalide in

tegreeruvas on ruumi invariantne, e. t. koordinaatide va

likust sõltumatu omadus. Ja aelle invariantse omaduse väl

jendajaks on Riemani-Christoffeli tensor. Niisiis näeme, 

et HieiBftuni-Christoffeli tensor on ilmselt üpris oluline 

ruumi oxaaduate karakteristik.

d) Et kindlaks teha Riemanni-Chriatoffeli tensori 

mõningaid olulisemaid diferentsiaalseid ja algebralisi 

omadusi, leidkem järgmise sammuna selle tensori t ä i e 

l i k u l t  k o v a r i a n t s e d  k o m p o n e n 

d i d :

« V -
Kasutades valemit (II 7.3), jõuame silt mõningate tel-

š
seaduste järel avaldiseni
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Edasi arvestame valemit (II 6.8)

>
samuti seoseid (II 6.5-6). Arvutuste tulemuseks on

e) Arvestades seoseid (П 6,9), selgub valemist (П7.7) 

Riemanni-Christoffeli tensori d i f e r e n t s i a a l 

n e  s t r u k t u u r .  Näeme, et selle tensori kompo

nendid kujutavad endast teatavat kombinatsiooni meetrilise 

tensori komponentidest, samuti viimaste esimestest ja teis

test tuletistest. Seejuures paneme tähele, et meetrilise 

tensori komponentide teised tuletised esinevad lineaarses 

kombinatsiooni8, teised tuletised aga ruudulises. Rõhuta

gem, et see on väga oluline Riemanni-Cristoffeli tensori 

matemaatiline omadus.

Valemist (II 7.7) saavad selgeks ka Riemanni-Chrietof- 

feli tensori s ü m m e e t r i a o m a d u s e d ,  s. t. 

selguvad olulised algebralised omadused. Näeme, et

R-XXjA,) &XXVJU. , (II 7.8)
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ßmxj» =  <Ы Т.9)

ning nende järeldusena

(117.10)

Kehtib ka seos

+  £ * „ * .  ^  = 0 -  <H  Т.11)

f) Tensori algebralisest struktuurist järeldub tema 

s õ l t u m a t u t e  k o m p o n e n t i d e  a r v .  

Küsigem seepärast siingi: kui palju on Riemanni-Christof- 

feli tensoril sõltumatuid, nullist erinevaid komponente?

n-mÕÕtmelise ruumi s-ndat järku tensori komponentide 
0

üldarv on teatavasti n . Seega 4. järku tensoril on Ш - 

se 2-L.ÕÕtmelisel juhul 2^ = 16, 3-mÕÕtmelisel juhul 3^ = 

* 81 ning 4-mõõtmelisel juhul 4^ » 256 komponenti. Süm- 

meetrlaomaduste tõttu on aga sõltumatute ja nullist erine

vate komponentide arv palju väiksem.

Riemanni-Christoffeli tensori puhul paneme kõigepealt 

tähele, et valemite (II 7.8) ja (II 7.10) järeldusena on 

nullid kõik need komponendid, mille puhul kaks esimest või 

kaks viimast indeksit on omavahel võrdsed. Stimme et riaoma- 

duste tõttu pole ka kõik nullist erinevad komponendid üks

teisest sõltumatud.

Kui n » 2, siis indeksid , А , ju. , \) võivad 

omandada ainult väärtusi 1 ja 2. Näeme, et ainus sõltumatu 

ja nulliga mitte võrduv komponent saab sel juhul olla tiks- 

nes • Niisiis on 2 - r u u m i s  Riemanni-

Christoffeli tensoril ü k s a i n u s  sõltumatu kompo

nent.
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Kui n ■ 3f eile võivad tensori indeksid omandada väär- 

tuei 1, 2 ja 3. Vaadelgem esialgu komponente, milles on üks

nes kaks erlnerat indekeit. Kahe flkeeerltud indeksi puhul 

eaab seda tüüpi sõltumatuid komponente olla raid üke. Kol

me et indekei väärfcusest võib kahte fikseerida kolmel riisil. 

Seega on (3-ruumi tähistuste kokkuleppele rae-

taralt - tüüpi) sõltumatuid komponente kokku kolm.

R-XXXja. ( 0-кСкт tüüpi) sõltumatuid komponente eaab

ka olla kolm - see on määratud 9C võimalike väärtuste ar- 

ruga. Niisiis on 3 - r u u m i s  Riemanni-Chrl stoffeli 

tensoril kokku k u u s  sõltumatut komponenti.

Kuni n = 4, sile sf , Я t ju , võivad omandada 

igaüks neli räärtuet. *öüpi komponentide puhul võime

indekeeid 9f‘ ja A  fikseerida C2 = 6 riisil, tttü“

pi komponentide puhul võib indekseid X , А , J*. fikeeeri- 

da » 4 riieil ja seejuures iga riisi puhul võib af oman

dada kolm erlnerat räärtuet. Seega on eeda tüüpi komponente 

kokku 12. Komponentidest » “i H ®  puhul kõik neli ia-

dekeit on erinevad, tulevad sõltumatutena kõne alla raid 

2.3  ̂ » J® needki on omarahel seotud seo

sega (II 7.11). Seega on seda tüüpi sõltumatuid komponente 

üksnes 2. Niisiis on, 4 - r u u m i s  Rlemanni-Christof

feli tensoril kokku 20 e õ l t u m a t u t  k o m p o 

n e n t i  (256-st).

Ülesandeid

1. Teha läbi detailselt arvutused valemi (II 7.7) tu

letamisel.
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2. Põhjendada valemeid (II 7.8), (II 7.9) ja (И 7.10).

3. Tuletada seos (II 7.11).

8. Ricci tensor. Bianchi identsused.
Einsteini tensor

a) Riemanni-Christoffeli tensorist kui 4. järku tenso- 

rist saab moodustada koondamise teel ühe 2. järku tensori. 

Seda tensorit nimetatakse R i c c i  t e n s o r i k s  ning 

vastavalt definitsioonile avalduvad komponendid järgmiselt:

«•=  r U r  +  t~*T< r /r  -Г ^ Г /s  . (II 8.1)

/—  <s
Et valemi (II 6,16) põhjal kehtib seos ‘ X4 j* ~

я * ju » millest teist järku osatuletiste omaduste

tõttu järeldub sümmeetrilisus indeksites ^  ja ning st

vahetult on näha teistegi valemi (II 8.1) parema poole liik

lete sümmeetrilisus samades indeksites, siis järeldub siit 

omakorda Ricci tensori sümmeetrilisus:

R j*  = R >/t . (II 8.2)

VÕime arvutada ka Ricci tensori segakomponendid

w . . , )

Siit saame koondamise teel veel ühe uue suuruse, seekord ska- 

laarse, mida nimetagem R i c c i  s k a a l a r i k s

• (II 8.4)

b) Järgnevalt moodustame Riemanni-Christoffeli tensori 

abil ühe 5» järku tensori



s \ ^ f  *- R?4 » J f  * R \ m * *  <i r  8- 5)
ja tõestame, et see tensor on identselt null.

Tõestuseks kasutame koordinaadistikku, milles ettean-
/—л

tud punkti jaoks on Christoffeli koefitsiendid / 0 nul- 

lid. Märkigem seejuures, et samaaegselt v3ib antud punktis 

olla Arvutades Biemanni-Christoffeli tensori ko

variantse tuletise R* Jynfjf » paneme tähele, et kõikides liik- 
metes peale kahe sisaldub tegur ^*y . Järelikult kehtib ka

sutatavas koordinaatsüsteemis seos

Q = H* Г *

Analoogiliselt saame

D *  - Г *  _  Г *

Dd - Г * Г *
^  *ЪГкГ '

Liites nüüd võrduste vasemad ja paremad pooled, saamegi

s 'y rtf -  *• R?„r;Jt =  О ■ C H  8.6)

St tegemist on tensoriga, siis kehtib see valem mistahes 

koordinaadistikes.

Valemiga (II 8.6) antud seoseid nimetatakse В 1 a n - 

c h i  i d e n t s u s t e k s .

c) Bianchi identsuste koondamise teel jõuame veel ühe 

tähtsa tensori määratlemiseni.

TÖstnud valemis (II 8.6) veel ka indeksi Л , koonda

me saadud seost kaks korda (seejuures võttes ja^**A)s
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Riemanni-Christoffeli tensori eümmeetriaomaduste, samuti 

valemite (II 8.1-4) arveetamieel järeldab siit

Pärast summeerimisindeksi ümbert ahistamist viimases liik

mes võime saadud seose esitada kujul

(R fr  -  J  );e  =  0  . (II 8. 7)

Tensoralgebra laused tagavad sulgudes seisva avaldise 

tensoriseloomu. Tähistame uute suurustena (võttes enne f-*X)

Г * -  P * -  ±  P
(II 8.8)

Heed on E i n s t e i n i  t e n s o r i  ehk k o n 

s e r v a t i i v s e  t e n s o r i  segakomponendid. 

Muidugi võime kirja panna ka selle 2. järku tensori kova

riant eed komponendid

< % .  <n  e-9)

samuti kontravariantsed komponendid. Valemist (II 8.9) on 

näha, et Einsteini tensoril on samasugused sümmeetriaoma- 

dused kui Ricci tensoril. Tema diferentsiaalne struktuur 

on aga samasugune kui Riemanni-Christoffeli tensoril, sest 

sellest ta meetrilise tensoriga kombineerides ja algebra

liste tehete abil ju tuletatud ongi.

Valem (II 8.7) omandab nüüd kuju

G^. <t = 0 . (П8.10)
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Näeme, et Einsteini tensori ко variant ne divergente on ideofe- 

seit null (siit ka nimetus konservatiivne, s. t. jääv, säi

liv). See on Einsteini tensori üks tähelepanuväärseid omado- 

si, millel, nagu hiljem näeme, on oluline tähtsus ÜBT välja» 

võrrandite kirjapanemisel. Y3ib tõestada, et triviaalse 1 1 - 

saliikme täpsusega on Einsteini tensor ainus selline 2. jär

ku tensor, mis samaaegselt 1 ) koosneb meetrilise tensori kom
ponentidest ja nende tuletistest kuni 2. järguni, kusjuures 

teised tuletised sisalduvad lineaarselt, ning 2 ) rahuldab 

identselt divergentsseost (II 8.10).

ülesandeid

1. Teha kindlaks Ricci tensori, samuti Einsteini tenso

ri sõltumatute komponentide arv 4-, 3- ja 2-ruumis. Võrrelda 

tulemusi Riemanni-Christoffeli tensori sõltumatute komponen

tide arvuga.

Tõestada, et 4— ruumi korral kehtib seos

” (jui> ^  8.11)

on Einsteini tensorist koondamise teel saadud skaa-

PÕhjendada, et kovariantne divergente on null ka ten-

=  G j»  +  , (II 8.12)

on konstant.

2.

kus G  

lar.

3.

soril

kus Л
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9. Vektori paralleelnihe. Buumi 
tasasuse ja kõveruse invari- 
antne tunnus. Geodeetilised 
jooned

a) E u k l e i d i l i s e s  3 - r u u m i s  võib 

vektori infinitesimaalset paralleelnihet määratleda kui vek

tori sellist ülekandmist ühest punktist teise, mille puhul 

vektor jääb iseendaga võrdseks, s. t. cfгУ = О (joonis 23). 

Pangem tähele, et seejuures ei muutu ka selle vektori kom

ponendid Cartesiuse ristkoordinaatides, s. t. on samaväär

sed tingimused di?= О ja d-fr*=■ О .

Kuna ÜST-s vaadeldavatele k õ v e r a t e l e  r u u 

m i d e l e  on eukleidiline ruum lokaalselt alati puute- 

ruumiks (vt. II, 1 , d), siis sellistes kõverates ruumides 

peab samuti olema võimalik analoogiliselt defineerida vek

tori infinitesimaalset paralleelnihet. Niisiis nimetagem üLd- 

juhulgi vektori infinitestmaalseks paralleelnihkeks sellist 

vektori lõpmata väikest nihet, mille puhul vektor jääb ise

endaga võrdseks, s. t.

dV= О . (II 9.1 )

Siit edasi tuleneb arvutustest (vt. 5. punkt), et
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d V = d  -(</**) Q  + T̂C/ = (cfi>'+ №  d x * ) . 
Seega kehtib i n f i n i t e s i m a a l s e l  p a - 

r a l l e e l n i h k e l  vektori komponentide jaoks tin

gimus

d t * + V^c/x* *  О . (II 9.2)

Saeme, et üldjuhul ei tähenda tingimus d V = 0  veel sama

aegselt tingimust О .

Seosest (II 9.2) avaneb Christoffeli koefitsientide
j—*'L. geomeetriline mõte. Näeme, et need suurused määravadj *»

vektori paralleelsuse lõpmata väikese nihke puhul* SeetÕt-

tu nimetatakse suurusi lUJ ka ruumi a f i i n s e  s e o s -r v
t u s e  k o e f i t s i e n t i d e k s *

b) Püstitagem nüüd küsimus, kuidas on üldjuhul vekto

rite paralleelsus määratud l õ p l i k u  n i h k e  pu

hul.

Vektori igasugune lõplik nihe saadakse infinitesimaal- 

sete nihete integreerimisest. Nihutades järjestikuste infi- 

nitesimaalsete paralleelnihetega vektori ühest teatavast 

ruumi punktist mingisse lõplikul kaugusel asuvasse teise 

punkti e r i n e v a i d  t e i d  mõõda, pole aga üld

juhul selge, kas tulemuseks on ühtelangevad vektorid.

Matemaatiliselt tähendab vektorite järjestikuste infi- 

nitesimaalsete paralleelnihete teostamine võrrandite (П9.2) 

integreerimist. Niisiis võime üheselt määratud paralleel

susest kauge maa taha rääkida üksnes juhul, kui võrrandite 

(II 9.2) integreerimine ei sõltu teest. Selleks teatavasti

peavad aga suurused c/tf^ kujutama endast täisdiferentsi- 

aale.
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▼3rrandite (II 9*2) struktuur on täpselt samasugune kod 

baasvektorite diferentsiaalide valemi (II 5*2) struktuur. 

V3nda on (II, 7* c) põhjal ka võrrandite (II 9*2) täieliku 

integreeruvuse tarvilikuks ja piisavaks tingimuseks

£ * * ^ ,  =  0 .  (II 9.3)

Hagu märgitud, on tingimus (II 9*3) ruumide invariant- 

ne omadus. Järelikult jaotuvad k3ikv3imalikud, üldjuh.õli

selt kõverad ruumid kahte suurde klassi, kusjuures selline 

jaotamine on invariantne: 1) ruumid, mille puhul tingimus 

(II 9*3) on täidetud, ja 2) ruumid, mille puhul see tingi

mus täidetud pole.

Hn. t a s a s e s  r u u m i s ,  s. t. ruumis, kus 

kehtib eukleidiline geomeetria (vt. I, 9« &)» on teatavasti 

alati sisseviidavad ka 13plikus ulatuses Cartesiuse rist- 

koordinaadid. Hagu triviaalselt järeldub valemitest (П 1.27), 

(II 6.11-12) ja (II 7«3)t on sellises koordinaadistikus tin

gimas (II 9*3) alati täidetud. Hiisiis on nimetatud tingi

mus ruumi tasasuse täpseks kvantitatiivseks ning seejuures 

invariantseks tunnuseks. Juhime tähelepanu asjaolule, et kõ

ver jooneliste koordinaatide kasutamisel pole ka tasases ruu

mis meetrilise tensori komponendid konstandid, samuti 

pole nullid Christoffeli koefitsiendid. Tingimus (II 9.3) 

peab aga alati täidetud olema.

Sui tingimus (II 9*3) pole rahuldatud, siis, nagu nä

gime, pole paralleelsus üheselt kauge maa taha määratud. See 

aga tähendab, et ei kehti Sukleidese V postulaat. Järelikult
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on sel juhul tingimata tegemist mitteeukleidilise geomeet

riaga. Ruume, kus geomeetria on mltteeukleidiline, oleme 

teatavasti hakanud nimetama k õ v e r a t e k s  r u u 

m i d e k s  (vt. jälle I, 9» a). Niisiis juhul, kui tin

gimus (II 9*3) pole täidetud, on meil alati tegemist kõve

rate ruumidega. Selliselt oleme jõudnud ka ruumi kõveruse 

täpse kvantitatiivse ja seejuures invariantse tunnuse for

muleerimiseni.

Et Riemanni-Christoffeli tensori abil võib eksaktselt 

ja invariantselt iseloomustada ruumide tasasust või kõve

rust, siis nimetatakse seda tensorit ka k õ v e r u s e  

t e n s o r i k s .  Ricci skaalarit nimetatakse aga 

tavaliselt s k a l a a r s e k s  k õ v e r u s e k s .

c) Eukleidilises, s. t. t a s a s e s  3 - r u u 

m i s  võib s i r g e t  defineerida kui joont, mille 

puutujavektor jääb infinitesimaalsel nihkel alati iseenda

ga paralleelseks.

Uldjuhuliselt k õ v e r a  r u u m i  juhul defi

neerime g e o d e e t i l i s e  j o o n e  mõiste kui 

sirge üldistuse:

Joon on siis geodeetiline, kui tema puutu.iavekbor ,1ääb 

lõpmata väikesel nihkel alati iseendaga paralleelseks.

Olgu joon antud oma parameetriliste võrranditega

Selle joone puutujavektori komponendid avalduvad valemina

(II 9.4)

( I I  9.5)
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Mitteieоtroopse puutuj avektori puhul võib valida parameet

riks suuruse s , mis mõõdab intervalli joone punktide va

hel. Kaeme, et sellel juhul valemiga (II 9*5) defineeritud 

vektori norm -гъ^п?-  i  , s. t. sellel juhul on ühik-

vektori komponendid. Isotroopse puutujavektori puhul tuleb 

parameetrile omistada teistsugune tähendus.

Et joone puutujavektor jääks lõpmata väikesel nihkel 

alati iseendaga paralleelseks, selleks peavad tema kompo

nendid 'Л,*' mõistagi rahuldama seoseid (II 9*2). Asendades 
vektori komponentide avaldised (II 9*5) nendesse seostes

se, saame

Pärast suurusega ds läbijagamist olemegi jõudnud üld ju

huliselt k5vera ruumi g e o d e e t i l i s t e  j o o n 

t e  v õ r r a n d i t e n i :

d*JC  ̂ /— c/xfldx')
d s z ' / *  dS ds = °  ■ (II 9.6)

Olgu märgitud, et saadud võrrandid on ka sirge võrran

diteks eukleidilises 3-ruumis. Neid on otstarbekas raken

dada siis, kui kasutusel on kõverjoonelised koordinaadid.

d) Teatavasti on eukleidilises 3-ruumis sirge määrat

letud ka kui lühim tee kahe punkti vahel. VÕib näidata^ et 

geodeetiliste joonte üldised võrrandid on samuti tuleta

tavad miinimumülesandest
U)

# ds = О  . (II 9.7)

----- =--------  <*)
x Vt. LL, lk. 316.
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Seega on üldjuhuliselt kõveras ruumiski geodeetilised joo

ned l ü h i m a k s  t e e k s  kahe punkti vahel.

ülesandeid

1. Tõestada, et valemiga (II 9.5) määratletud vektor 

on ühikvektor.

2. Tuletada geodeetiliste joonte võrrandid miinimom- 

ülesandest (II 9*7)*

10. Kerapind kui 
kõver 2-ruum

a) Eelmise punktiga lõpetasime OKT matemaatilise apa

ratuuriga tutvumise sellises mahus, mis on hädavajalik sel

le teooria tuuma tundmaõppimiseks.

Nägime, et kõverate ruumide puhul on kÕig6 olulisema

teks ruumi omadusi iseloomustavateks suurusteks m e e t 

r i l i n e  t e n s o r ,  C h r i s t o f f e l i  k o e f i t 

s i e n d i d  ja B i e m a n n i - C h r i s t o f f e -  

1 i ehk k õ v e r u s e  t e n s o r .  Hiljem näeme, 

et just need suurused saavad keskseteks ka ÜRT nn. meetri

lises formalismis.

Et tuua puhtmatemaatiliste küsimuste lõpetuseks liht

sat ja konkreetset näidet eespool nimetatud suuruste komp

leksse kasutamise kohta kõverate ruumide puhul, vaadelgem 

käesolevas punktis veel kerapinda kui kõverat 2-ruumi.

b) Olgu meil kujundatud eukleidilises 3-ruumis mingi 

punkti О kui tsentri ümber kerapind ühikulise raadiusega.
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Kera keskpunkt olgu samaaegselt sfääriliste koordinaatide 

algpunkt (joonis 24). Seega on neis koordinaatidee ülal

mainitud kerapind selliste ruumi punktide geomeetriliseks 

kohaks, mille puhul

r  ~ 4 • (II 10.1)

Joonis 24.

Sfäärilistes koordinaatidee on eukleidilise 3— ruumi 

meetriline vorm teatavasti järgmine (vt. 3. punkti 4. üles

anne):

(d () -  (flrf+(rcf$) +(гиц$с/ф) ' ( и  10.2)

Arvestades tingimust (II 10.1) omandab ülaltoodud meetri

line vorm kuju1

x Otstarbekuse kaalutlustel kirjutame siin ла edas
pidi koordinaatide indeksid alla (vrdl. II, 3, £)•
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(dCf= (^S-f - ^ ( U $ L ctx?+ sin^ c/x£ . (II 10.3)
See on nüüd k e r a p i n n a  k u i  2 - r u u m i  

m e e t r i l i n e  v o r m .  Pangem ühtlasi tähele, 

et meie poolt kerapinnal kasutatav koordinaadistik ühtib 

põhimõtteliselt geograafilise koordlnaadistikuga: jC,- 

koordinaatjooned kujutavad endast meridiaane ja Л̂-коог- 

dinaatjooned - paralleele. Erinevus seisneb üksnes sel

les, et meie koordinaadistiku puhul muutub koordinaat •*V 

vahemikus , geograafiliste koordinaatide puhul

aga vahemikus -  ̂  š j" (~ j [ 4 X1 < 0 - põhjalaius kraa

did, Xf- 0 - ekvaator, 0 <X̂  ̂  ^  - lÕunalai us kraadid).

Meetrilisele vormile (II 10.3) vastab järgmine meet

rilise tensori maatriksx :

f *  о )
l / (II 10.4)

Siit arvutame determinandi

Cj = (II 10.5)

ning valemi (II 3*25) abil meetrilise tensori kontravari- 

antsed komponendid

$ = n • -i / • (I1 10*6)° I 0  <ftn x1 /
Edasi arvutame valemite (II 6.9) põhjal suurused c .* 

4̂4.i  1̂2.1 ~ f~z7.z ~ 0  f

Г̂зг = stHX, costi ,  ̂ (Ы 10,7)

i - -SÜLX, C0SCC1 '
x 2-ruumi puhul võtkem indeksiteks suured ladina tä

hed.
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Valemeid (II 6.11) ja (II 10.6) appi võttes saame kätte 

Christoffeli koefitsiendid:

2-ruumi Hiemanni-Christoffeli tensori ainsa sõltuma-

lfiisiis näeme, et kerapind kuulub k õ v e r a t e  

ruumide klassi. Antud juhul ühtib meie intuitiivne ette

kujutus kõverast ruumi st kõveruse eksaktse matemaatilise 

määrateluga. Selline kokkulangemine on võimalik aga vaid 

2-mÕÕtmeliste ruumide, s. t. pindade juhul, kus kõverus 

saab olla ka meeleliselt tajutav. 3- ja enamamõõtmeliste 

ruumide puhul me enam ei saa kõverust meeleliselt tajuda 

ning et üldistada pinna kõveruse mõistet, jääb üksnes üle 

matemaatika appi võtta. Tegemist on siin suurepärase näi

tega, kuidas matemaatika aitab meie piltliku ettekujuta- 

misvÕime piiratust ületada.

c) Nagu öeldud, vaatleme käesolevas ÜBT aluste kur

suses selle teooria "klassikalist" tuuma, seega ka tema 

"klassikalist" esitust nn. m e e t r i l i s e s  f o r 

m a l i s m i s .  On aga vaja rõhutada, et seda klassi

kalist formalismi täiustades on tänapäevaks välja arenda

tud ÜBT matemaatiliste aluste teistsugused, üldiselt komp

litseeritumad käsitused, mis lähtuvad üldisematest mate-

(II 10.8)

(11 10.9)
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maatilistest kontseptsioonidest ja mõistetest. Sel puhul 

alustatakse tavaliselt aegruumi kai diferentseeruva muut— 

konna lokaalsete pseudoeukleidiliste puuteruumide, nendest 

moodustatud puutujavektorkonna, puuteruumis Lorentsi rühma 

taandumatute esitustega defineeritavate matemaatiliste suu

ruste (spiinorite, tensorite) vaatlemisest, seejärel tõm

matakse kaasa kogn tänapäevane diferentsiaalgeomeetria, 

hõlmatakse topoloogilised meetodid, mitmed eripärased ja 

efektiivsed arvutusmeetodid (näiteks Cartani välisdiferent- 

siaalvormide arvutus) ning rakendatakse see kõik aegruumi 

kui kõvera Biemanni ruumi omaduste detailse uurimise tee

nistusse. Näidatakse, et tensorformalismist fundamentaal

semana on käsiteldav nn. s p i i n o r f o r m a l i s m ,  

mis lubab formuleerida ÜBT-d spiinorite keeles. Spiinorfor- 

malismilt saab üle minna t e n s o r f o r m a l i s m i -

1 e , mida võib arendada kasutades kas globaalseid koor

dinaate (see annabki meetrilise formalismi) või lokaalseid 

reepereid iseloomustavaid suurusi. Viimane formuleerimis- 

viis on üldisem ning kujutab endast ÜRT esitust r e e  p e r -  

ehk t e t r a a d f o r m a l i s m i s .  Meetriline 

formalism on tegelikult reeperformalismi erijuht nn. holo- 

noomse reeperi ehk koordinaatreeperi (meil baasvektorite (2* 

ja @ ) kasutamise korral. Vaatamata üldisemate käsitlus

viiside eelistatusele suurema matemaatilise üldisusastme, 

efektiivsuse ja elegantsi poolest, piirdume käesolevas kur

suses metoodilistel kaalutlustel siiski üksnes meetrilise 

formalismiga.
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Ülesandeid

1. Veenduda valemite (II 5.2) ja (II 10.8) abil, et 

kerapinna kui 2-ruumi puhul baasvektorite (Q ja P  (vt.f X

joonis 24) diferentsiaalid pole tõepoolest integreeruvad, 

s. t. et nad pole täisdiferentsiaalid.

2. Panna kirja kerapinna geodeetiliste joonte dife- 

rentsiaalvÕrrandid ning tõestada nende põhjal, et meri

diaanid kui kera suurringid on geodeetilised jooned, kuid 

paralleelidest on üksnes ekvaator geodeetiliseks jooneks.

3. Uurida silinderpinda kui 2-ruumi. Tõestada, et see 

ruum pole kõver. (Näpunäide: lähtuda meetrilise tensori 

maatriksist (II 3.31)| tuletada sellest silinderpinna meet

riline vorm (dC)1-  d x * + x fd x * ning ka edasi teha läbi 

analoogilised arvutused nagu kerapinna puhulgi.)

\



III. PifUsiKAMÄHTÜSTE KIRJELDAMISEST 

ÖI»D RELATIIVSUSTEOORIAS

1. Taustsüsteemi 
mõiste tlRT-s

a) Nagu märgitud (vt. II, 1, c)t pole üldjohuliselt 

k3veras aegruumis koordinaatidel enam vahetut meetrilist 

mdtet. Punkthetkedele v3ib arvude hulkasid seada vasta

vusse põhimõtteliselt lõpmata mitmeti ning üldjuhul on 

siin tegemist üksnes teatava punkthetkede nummerdamise 

moodusega. ÜRT-s nimetame k o o r d i n a a t s ü s -  

t e e m i к s ehk k o o r d i n a a d i s t i k u k s  

igat üksühest vastavust -aegruumi punkthetkede (sündmus

te) ja teatavate arvusüsteemide хЛу cc9/ cc4 J vahel 

(vt. ka II, 2, a). Seejuures peavad alati olema antavad 

ka koordinaatide teisenemise valemid üleminekuks ühest 

koordinaatsüsteemist teise (II 2*1-2).

b) Aegruumi meetrilisi omadusi kirjeldab QST-e meet

riline tensor Cjjij , mis fikseerib aegruumis nn. hüper- 

boolset tüüpi Riemanni geomeetria ja mis kasutatava koor- 

dinaatsüsteemi puhul on koordinaatide l x<* } funktsioon. 

Väide hüperboolset tüüpi Riemanni geomeetria olemasolu 

kohta tähendab seda ekvivalentsusprintsiibist järelduvat 

tõika, et iga punkthetke infinitesimaalses naabruses peab 

kõvera aegruumi meetriline vorm olema lokaalselt teisen-
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datar gallleilise ehk tasase aegruumi meetriliseks vormiks 

(II 1.13)*

(cc/^  1*1) 

(vt. ka II, 1, d). Et meetrilise vormi (III 1.1) puhul de

terminant ^  (II 3.26) on negatiivne, siis ruutvoraide al

gebralise teooria põhjal peab see tulemus kehtima alati 

hüperboolset tüüpi meetrika puhul. Niisiis peab kõvera aeg

ruumi jaoks kehtima tingimus

Cj, < О . (III 1.2)

Nagu märgitud (vt. II, 1, h), iseloomustab meetriline 

tensor ühelt poolt kõvera ruumi omadusi, teiselt poolt pee

geldab temas aga lihtsalt koordinaatsüsteemi valik. Mõis

tagi võib koordinaatsüsteemi valik olla üldjuhul üsnagi 

formaalne ning seetõttu ei tohi ÜEI-s mingil juhul koordi

naat süsteemi mõistet samastada taustsüsteemi mõistega. 

Koordinaatsüsteemi mõiste on kasulik abstraktsioon kõvera 

aegruumi matemaatilisel uurimisel, kuid koordinaatidele füü

sikalise mõtte omistamisel on alati tarvis olla ülimalt et

tevaatlik.

c) Ka ÜRT-s tuleb nii taustkeha kui ka taustsüsteemi 

mõisted siduda reaalsete objektidega. Kõvera aegruumi ob

jektiivsete omaduste, eelkõige muidugi aegruumi kõveruse 

määra enda väljaselgitamiseks tuleb uurida konkreetseid loo

duse objekte ja nähtusi. Nagu märgitud, on seejuures ots

tarbekas alustada uurimist selliste lihtsate mõistete abil, 

nagu on partikkel ja valguskiir (vt. I, 2, a, b).
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T a u s t k e h a k s  tuleks pidada kõvera 3-ruumi 

puhul kogu vaadeldavat ruumiosa täitvat partiklite ning 

neid ühendavate valguskiirte konfiguratsiooni. Seejuures 

pole enam Õigustatud eeldus taustkeha jäikusest mittere- 

lativistlikus ja eukleidilises mõttes. Tegemist on üldju

hul n.-ö. molluskitaolise taust kehaga, "taustkeskkonnaga".

T a u s t s ü s t e e m i k s  (vrdl. I, 3» c) on 

kõvera aegruumi puhul selline taustkeha, mille koosseisus 

on iga partikkel varustatud oma lokaalse pikkuste ja aja

vahemike mõõtmise seadeldisega (nende lokaalsete seadel

diste matemaatiliseks abstraktsiooniks ongi lokaalsed ree

perid). Ea taustsüsteem on seega üldiselt "molluskitaoli- 

ne", kuid oluline on seejuures ikkagi asjaolu, et taust

süsteemi iga ruumipunkt ja ajahetk peab alati olema fik

seeritav millegi materiaalse abil.

Taustsüsteemi mõiste edasise täpsustamise probleem on 

ÜBT-s küllaltki ulatuslik ja keerukas. Siin kerkib palja 

küsimusi, nagu näiteks: Missugused koordinaatteisendused on 

võimalikud taustsüsteemi enda sees ning millised koordi

naatteisendused tähendavad juba taustsüsteemi teisendamist? 

Missuguste füüsikaliste objektide ja nähtuste abil saab 

esile tõsta mingis konkreetses mõttes eelistatud taustsüs

teeme? Kuidas määrata kõveras aegruumis pikkusi ja ajava

hemikke? Jne.x

d) Et gravitatsiooniväli kui realiteet avaldub kõvera

x Selliste probleemide lähem analüüs ei mahu käesole
va kursuse raamidesse. Pikkuste ja ajavahemike määramise 
kohta vt. näiteks LL, lk. 298 jj.
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aegruumi objektiivsetes omadustes (vt. I, 9)» siis oa meet

riline tensor muidugi ka gravitatsioonivälja oluliselt ise

loomustavaks suuruseks. Kagu hiljem täpsemalt põhjendame, on

füüsika seisukohalt Õigustatud meetrilise tensori komponen-
t

tide nimetamine g r a v i t a t s i o o n i v ä l j a  p o 

t e n t s i a a l i d e k s  . Nii on ÜRT-s taustsüsteemi 

valiku probleem lahutamatult seotud gravitatsioonivälja kir

jeldamise probleemiga.

Bkvivalentsusprintsiibi tõttu pole aga gravitatsiooni- 

efektid teatavasti täielikult eristatavad inertsiefektidest. 

Seetõttu pole ka otseselt selge, mis peegeldab meetrilise 

tensori kujus üksnes taustsüsteemi valikut ja mis kajastab 

konkreetsete materiaalsete objektide gravitatiivset vastas

mõju. Needki küsimused vajavad sügavamat ja üksikasjaliku

mat uurimist.

e) Lahtised on veel kaks järgmist printsipiaalset prob

leemi: 1) kuidas määrab mateeria paiknemine ja liikumine gra

vitatsioonivälja struktuuri, s. t. meetrilise tensori kom

ponentide ehk gravitatsioonivälja potentsiaalide konk

reetse kuju ja 2) kuidas seostub gravitatsiooniilmingute 

kirjeldus muude füüsikanähtuste kirjeldamisega.

Ssimesele neist küsimustest annab põhimõttelise vastu

se väljavÕrrandite kuju kindlaksmääramine. Gravitatsiooni

välja võrrandite formuleerimise ja nende uurimise probleemi 

hakkame vaatlema käesoleva kursuse IV peatükis.

Teise ülalnimetatud printsipiaalse küsimuse juurde asu

me aga kohe.
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2. Füüsika võrrandite üldkovariantee 
kuja füüsikaline mõte

a) Teatavasti võib nii relativistlikus kui mitterela- 

tivistlikus füüsikas kirjeldada väga paljusid füüsika suu

rusi tensorite abil. Sel juhul saab füüsika mistahes võr

randi kirja panna matemaatilise faktina, et teatava tenso

ri kõik komponendid on nullid. Lähtudes näiteks klassika

lise mehaanika põhiseaduse kujust 3-ruumi Cartesiuse rist-

koordinaatides ja defineerides uued suurused A. £<2 - —c c jtj
kui з-mõõtmelise vektori komponendid, võime Newtoni П sea

duse avaldada lihtsal kujul Ai~0  ehk А = 0 . Ten- 

soralgebra 5° lause (vt. II, 4, a) aga garanteerib seda 

tüüpi seoste kehtivuse mistahes võimalike koordinaatsüstee

mide puhul.

Niisiis on avaldis

= 0  (III 2.1a)

universaalne loomulik kuju paljudele füüsika võrranditele, 

mis tagab nende sisu ü l d k o v a r i a n t s e  väl

jenduse, s. t. selle, et üleminekul ühest võimalikust koor- 

dinaatsüsteemist teise ei muutu võrrandite füüsikaline mÕ- 

te. Arvestades valemit (II 3.5)» on seosega (III 2.1a) ek

vivalentne tema n.-ö. k o o r d i n a a d i v a b a  ku

jus

А - 0 } (III 2.1b)

mis füüsikalise sisu sõltumatuse koordinaatsüsteemist veel

gi paremini esile toob.
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b) Hagu juba märgitud, v 3 i b eespool nimetatud 

"koordinaadivaba” ehk üldkovariantset keelt kasutada nii 

relativistlike kui ka mitterelativistlike võrrandite pu

hul. Üldrelatiivsusprintsiibist aga järeldub, et ÜET-s 

p e a b  füüsika võrranditele andma relativistliku, 4- 

mÕÕtmelise üldkovariantse kuju (vt. I, 8, d). Seetõttu 

on nüüd füüsika võrrandite formuleerimiseks hädavajalik 

ka üldjuhuliselt kõvera 4— mõõtmelise ruumi tensorarvatus, 

mida vaatlesime käesoleva kursuse II peatükis.

c) Pannes füüsika diferentsiaalvõrrandid kirja ül

distatud tensoranalüüsi, s. o. kovariantse iseloomuga di-

ferentsiaaloperatsioonide abil (vt. valem (II 5*20)), tu-
/— Д

levad sellega võrranditesse suurused / Utl , mis on tea-
r

tavasti konstrueeritud suurustest . Nagu eelmises

punktis rõhutasime, kirjeldab aga meetriline tensor gra

vitatsiooni- ja inertsiefekte. Seega tulevad füüsika võr

randitesse tegelikult hoopis u u e d  f ü ü s i k a 

l i s e d  s u u r u s e d  (üldjuhul 10 meetrilise ten- 

sori komponenti):

---------] =  0 • C in  2. 2)

—I
Siin kirjeldavad koordinaatidest sõltuvad suurused a , 

mingeid muid füüsikalisi ilminguid, suu- 

 ̂ on gravitatsioonivälja potentsiaalid ning 

tensori komponendid /Г- fikseerivad seose kõigi 

nende suuruste vahel.

Niisiis näeme, et füüsika võrranditele üldkovariant- 

se kuju andmisega muutuvad nad ÜHT põhiideede valguses
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tõepoolest füüsikaliselt sisukamateks ja rikkamateks, või

maldades vajaduse korral kirjeldada ka gravitatsiooni- või 

nendega ekvivalentseid inertsiefekte (vt. veelkord 1,8, d). 

Pärast füüsika võrranditele üldkovariantse kuju andmist 

tuleb neid ÜRT-s lisaks esialgsele mõttele käsitada ka kui 

seoseid gravitatsioonivälja potentsiaalide ja teiste füü

sikaliste suuruste vabel. Ilmselt ei saa seda lugeda tri

viaalseks 'tulemuseks ning seetõttu pole ka üldrelatiivsue- 

printsiip füüsika aspektist sisutühi.

d) Pangem tähele järgmist asjaolu.

Kui me kirjutame üles füüsika võrrandid erinevate 

taustsüsteemide puhul, s. t. kasutame meetrilise tensori 

erinevaid konkreetseid kujusid, siis on need -võrrandid mõis

tagi kujult erinevad. See asjaolu pole muidugi üldrela- 

tiivsusprintsilbiga vastuolus, vald - vastupidi - just 

kinnitab seda. Sellise konkretiseerimisega olemegi ju saa

nud arvesse võtta konkreetseid gravitatsiooni- või inert

siefekte, s. t. oleme juba lahkunud sellelt abstraktsloocdL- 

tasemelt, millel võrrandid on kõikide taustsüsteemide jaoks 

ühesugused.

ühesugused on oma kujult füüsika võrrandid kõikide 

taustsüsteemide jaoks üksnes siis, kui suuruste kuju

pole veel mingil määral konkretiseeritud.

e) Lõpuks tuleb veel küsida, kuidas teha kindlaks ühe 

või teise füüsikalise nähtuse relativistliku kirjeldamise 

üldkovariantset kuju.

Selle probleemi lahendamisel on meile toeks ERT. Gra- 

vitatsiooniefektide puudumisel peavad üldkovariantsed võr-
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randid olema ja rakendatavad ka lnertslaalsüsteemldes kui 

erijuhulistes taustsüsteemides. Samuti peavad nad üle mi

nema EET võrranditeks mistahes punkthetke lokaalses ümb

ruses, s. t. lokaalses inertsiaalsüsteemis.

Järgnevalt toomegi mõned näited füüsika võrranditele 

relativistliku üldkovariantse kuju andmise kohta.

3. Taba partikii 
liikumine

a) Fartikll (ainepunkti, punktmassi) eksistentsi aeg

ruumis kirjeldab teatavasti tema m a a i l m a j o o n z , 

mille võime esitada parameetriliste võrranditega:

. (III 3.1)

Sellise keha eksistentsi, mis on käsitatav partiklite süs

teemina, kirjeldab teatav maallmajoonte kongruents*

ERT kohaselt liigub v a b a  partikkel, s.t. punkt- 

mass, mida ei mõjusta teised füüsikalised objektid, inert- 

siaalsüsteemide suhtes üntlaselt ja sirgjooneliselt. Seda 

tõika võib teisiti sõnastada nii: ERT mõttes vaba partik

kel liigub inertsiaalsüsteemis nii, et tema maailmajoone 

puutuja jääb kogu aeg iseendaga paralleelseks. Siit järel

dub, et samal moel peab vaba partikkel liikuma ka l o 

k a a l s e s  i n e r t s i a a l s ü s t e e m i s .

b) Ekvivalent susprintsiibi tõttu ei saa meie ШТ-в enam 

eristada inertsiaalset liikumist liikumisest puhtgravita-

x Vt. ka К-I, lk. 141.
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tiivse mõjustuse tõttu. Vaba inertsiaalset liikumist Ja va- 

ba gravitatiivset liikumist (näiteks vaba langemist) tuleb 

käsitada olemuselt samaväärsetena. Ainelise objekti vaba lii

kumise all tuleb meil mõista tema vaba eksistentsi üldjuhu

lises aegruumis, olgu see siis tasane või kõver.

Kõveras aegruumis võime käsitada vaba partikll eksis

tentsi kui järjestikuseid üleminekuid ühest lokaalsest inert- 

siaalsüsteemist teise. Nagu juba märgitud, jääb vabal lii

kumisel lokaalses inertsiaalsüsteemis maailmajoone puutuja 

Iseendaga paralleelseks. Järelikult peab partikkel ka glo

baalses mõttes liikuma nii, et tema eksistentsi maailmajoo

ne puutujavektor infinitesimaalsea ulatuses kogu aeg iseen

daga paralleelseks jääb. Siit aga järeldub omakorda (vt. П,

9, c), et ÜBT-s on v a b a  p a r t i k l l  l i i k u -  

m i s v Õ r r a n d i t e k s  geodeetilise joone võrran-

c) Võrrandid (III 3.2) kujutavad endast i n e r t 

s i s e a d u s e  üldistatud ja üldkovariantset formulat

siooni. Need võrrandid kirjeldavad nii kuulikese liikumist 

mööda ideaalselt siledat horisontaalset pinda kui ka väike

se keha vaba kukkumist Õhuta ruumis ja väljalülitatud moo

toritega kosmoselaeva liikumist (kui vaid võime viimasel ju

hul jätta arvestamata kosmoselaeva lõplikke mõõtmeid ja at

mosfääri kõrgematest kihtidest tingitud keskkonnatakistust).

KÕik konkreetsed gravitatsioonivälja juhud on võrran

did (II 9.6):



ae ka jug a, ais omakorda sõltub suuruste konkreetsest

kujast. On tõepoolest selge, et konkreetse meetrilise ten

sori puhul pole võrrandid (III 3*2) enam ühesugused kõiki

de taustsüsteemide jaoks. Sel juhul oleme juha võtnud ar

vesse konkreetseid gravitatsiooni- ja inertsiilainguid. Int 

- pangem tähele - algkujul on kõnesolevad võrrandid tõesti 

täiesti universaalsed.

Srijnhul, kui suurused kirjeldavad tasast aeg

ruumi ning on esitatavad kujul (II 1.27), võtavad võrran

did (III 3.2) kuju

-  о . (III 3.3)

lende võrranditega on teatavasti kirjeldatud vaba partikll 

eksistents tasases aegruumis, s. t. partikll inertsiaalns 

liikumine (ühtlane sirgliikumine) eukleidilises 3-ruumis.

d) Kui süveneda sügavamalt ÜRT-sse, siis selgub, et 

gravitatsioonivälja võrrandid määravad nii selle, kuldas 

mateeria konkreetsed vormid tekitavad gravitatsioonivälja, 

kui ka selle, mil viisil see gravitatsiooniväli materiaal

seid objekte liikuma paneb. Seega pole materiaalsete ob

jektide liikumlsvÕrrandid (ning üldse mistahes füüsikalisi 

ilminguid kirjeldavad võrrandid) tegelikult gravitatsioo

nivälja võrranditest sõltumatud. Võib näidata, et llikumls- 

vÕrrandid (III 3*2) on Õieti gravitatsioonivälja pÕhivÕr- 

randite järeldus.

Rõhutagem Veel ka järgmist asjaolu. Et vaetavalt ÜBT 

põhipostulaadile gravitatsiooniväli avaldub aegruumi ob-
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jaktiivsetes omadustes ja et aegruumi struktuur määrab täie

likult, nagu nägime, partiklite gravitatiivse liikumise, 

siis selles mõttes lülitub Ü I !  k i n e m a a t i 

k a s s e  tegelikult mõneti dünaamlkagl. Puhtalt ruumilis

tes ja ajalistes suhetes, mis on just kinemaatika uurimisai

neks, avaldub samuti mateeria gravitatsiooniline vastasmõju 

(vt. veelkord I, 3 , e). Seega on ÜBT-s kinemaatika mõiste 

avaram kui SRT-s ja klassikalises mehaanikas«

4. Dünaamika põhivõrrandid.
Kehade kaaluvus ja kaalutus

a) Hagu märgitud, kuulub ÜBT-s gravltatsioonillse vas

tasmõju kirjeldamine kinemaatikasse. Seega puudub ÜBT-s gra

vitatsiooni j 8u kui dünaamilise suuruse mõiste. Hii "inert

si j õudusid" kui "gravitatsioonijÕudusid” (klassikalise me

haanika mõttes) kirjeldavad võrranditee (III 3*2) kõverat 

aegruumi iseloomustavad suurused

Ainelised objektid võivad aga alluda ka mittegravitat- 

aioonillstele mõjustustele (näiteks võib tegemist olla elekt

romagnetilise vastasmõjuga n.-ö. puhtal kujul või selle vas

tasmõju eripäraste makroskoopiliste ilmingutega nagu elast- 

susjõuga, hõõrdejõuga vms.). lüttegravitatsioonlliste mõ

justuste puhul ei ole geodeetilise joone võrrandid enam par- 

tikli liikumlsvõrranditeks, sest tema vaba inertsiaalne ja 

gravitatsiooniline liikumine on nüüd takistatud, liikumis- 

vÕrranditesse peavad lisanduma täiendavad, mittegravitatsi- 

oonilisi mõjustusi kirjeldavad liikmed.

-  139 -



b) Dünaamika p3hivоrrandid 4-mÕõtmelises kujus pannak

se ERT-s kirja 4-mÕõtmelise jÕuvektori mõiste abil.x Inva

riant ae ajana kasutatakse seejuures tavaliselt omaaega. Et 

ERT-s on omaaja vahemik võrdeline intervalliga (valemist 

(III 1.1) järeldub ju omaaja jaoks (cJs)Z= -(Cclr) ), siis 
võib dünaamika pÕhivÕrrandites defineerida nii 4-kilruse kui 

4-kiirenduse tuletistena ka invariandi S järgi.Üleminekuks 

ÜRT-le on sellised definitsioonid sobivamad. Arvestades veel 

koordinaatide kontravariantset iseloomu, saame ERT dünaami

ka põhivõrrandid esitada seega kujul

-M eCx'^ . =  f (III 4.1)

,/t1 cfx*
kus /m0 on seisumass, У ~ (yj' - partikli 4-kiirus ehk 

tema maailmajoone puutuja ühikvektor ning - 4-jÕud sa

mas mõttes, nagu see on määratletud P. Kardi konspektis22.

Et saada võrrandit (III 4.1) üldkovariantsel kujul, tu

leb valemite (II 5»14-15) kohaselt asendada vektori ta

valine diferentsiaal d r  kovariantse diferentsiaaliga D\/\ 

Pärast mõningate tegurite ja liikmete ümberkorraldamist rring 

V tähenduse arvestamist on tulemuseks 

/ c/jc*7 . /— J dx*’dx? lf~j ^  /
d s 1 +  ' J f d š d š  = 0  / ( I H  4 . 2 )

Sellised on niisiis p a r t i k l i  d ü n a a m i k a  

p õ h i v õ r r a n d i d  ÜRT-s. ehk, teiste sõnadega, par

tikli liikumisvÕrrandid mittegravitatsiooniliste mõjustuste

x Vt. K-II, lk. 68.

11 Vt. eelmine allmärkus. Kordaja c2 ja miinusmärk tu
levad valemisse ülemineku tõttu omaajalt “C intervallile s .
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olemasolul, mida kirjeldab 4-jÕud . Kui kasutada inva-

riandl 5 asemel omaaega ^  , siis on võrranditel (Ш 4.2) 

järgmine kujus

(III 4.3)

c) Niisuguste füüsikaliste kehade dünaamikat, mis pole 

enam käsitatavad partiklitena, s. t. ainepunktidena, me 

käesolevas põhikursuses ei vaatle. Seetõttu me ei saa ük

sikasjalikumalt käsitleda ka kehade selliseid objektiivselt 

olemasolevaid olekuid, mida me nimetame k a a l u v u -  

s e к s ning k a a l u t u s e k s  . Analüüsigem all

pool neid mõisteid ennekõike kvalitatiivselt ja seejärel vaar- 

delgem kaalu mõistet täpsemalt punktmassi puhul.

Nagu märgitud, puudub ÜRT-s gravitatsiooni j Õu kui dü

naamilise suuruse mõiste. Klassikalises füüsikas samastati 

gravitatsioonijÕu mõistega faktiliselt ka kaalu mõiste (veel 

hiljuti käibel olnud 6. klassi füüsikaõpikust: "kaal cn. jõud, 

millega Maa tõmbab keha enda poole"). Niisiis peaks ÜRT-s 

likvideeruma samuti kaalu mõiste. Et aga kehade kaalmruse ja 

kaalutuse olekuid tuleb käsitleda ÜRT-ski (tegemist on ob

jektiivsete olekutega, mis nii või teisiti ilmnevad kõikide 

kehade puhul), siis on ilmselt otstarbekae ÜRT-s siiski säi

litada k a a l u  kui füüsikalise suuruse mõiste ning 

just ülalmainitud olekute kvantitatiivse füüsikalise karak

teristikuna.

Tuleks eriti alla kriipsutada, et tänapäeval puutuvad 

inimesed kehade kaaluvuse probleemiga kokku mitte üksnes Maa 

suhtes paigalolevate kehade puhul, vaid e r i n e v a d
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(pane tähelet) kaaluvuse olekud, sealhulgas kaalutuse olek 

en teatavasti väga olulised tegurid nähtuste puhul kossi» 

listel lendudel, s. t* selliste nähtuste puhul, mida täna

päeval ulatuslikult ja intensiivselt uuritakse ning mil

lest ka üldsuses on laialt juttu. Kaalu mõiste avaram kä

situs ÜRT vaimus lubabki ülalmainitud olokordasid suhteli

selt lihtsalt ja ühtsel loogilisel alusel seletada.

d) Erinevad k a a l u v u s e  olekud ilmnevad füü

sikalistel kehadel siis, kui nende vaba inertsiaalne ja 

gravitatiivne liikumine on mingite põhjuste tõttu takista

tud. Sellises olukorras oleme näiteks meie ise, olles pai

gal Maa peal kui enam-vähem inertsiaalses taustsüsteemis, 

milles on gravitatsiooniväli. Analoogilises olukorras, see

juures küll “märgatavalt tugevamas kaaluvuse olekus" on 

kosmonaudid kiirendusega vertikaalselt üles startivas kos

moselaevas kui "tugevasti mitteinertslaalses" taustsüstee

mis.

Igasuguse määraga kaaluvuse puhul tekivad kehades de

formatsioonid ning ilmnevad seesmised mehaanilised pinged, 

mis on just iseloomulikud kaaluvusele ning mille tõttu ka 

inimesed tunnetavad, et "neil on kaal". Hagu tõestavad vas

tavad katsed, on sellised deformatsioonid ja pinged oma 

loomult täiesti eristamatud, kui võrrelda omavahel ühelt 

poolt "loomulikku" kaaluvast, mis on tingitud üksnes gra- 

vitatüvsest vastasmõjust, ning teiselt poolt "kunstlikku" 

ehk "tehislikku" kaaluvast, mis on tingitud taustsüsteemi 

mitteinertslaalsusest. Maa peal paigalolevate kehade "loo-
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aulik" kaaluvua on juba ise teatavasti põhjustatud nii Haa 

gravitatiivsest adjust kui ka Haa pöörlemise tõttu tekki

vatest inertsinähtustest ja tõepoolest ei ilmne ju üheski 

füüsikanähtuses Haa peal kumbki kaaluvuse põhjus eraldi. 

Nii avaldub kaaluvuse olekus eriti selgesti inertsi- ja 

gravitatsiooninShtuste samaolemuslikkus ning see on järje

kordselt heaks kinnituseks ekvivalentsusprintsiibile (vt. 

I, 7, c).

Kaaluvuse igasuguse määraga olekute puhul ilmneb kaa

luva keha reaktsioon, millega see keha mõjustab objekte, mis 

takistavad tema vaba inertsiaalset ja gravitatiivset lii

kumiste Seda reaktsiooni on otstarbekae iseloomustada ja 

mÕÕta teatavate 3-aÕÕtmeliste reaktsioonijÕududega, mille 

vektorsummat tulekski nimetada keha k a a l u k s  • Mär

kigem, et just selliseid reaktsiooni jõude me ja mõõdame 

vedru- või kangkaaludega ning just neid jõudusid on see

tõttu otstarbekas pidada kvantitatiivseteks näitajateks, mis 

iseloomustavad keha kaaluvuse "määra" ehk "astet".

Nii on Maa peal paigaloleva keha kaalu puhul (joonis 

25) ja keha kaalu puhul nn. ülekoormuse tingimustes verti

kaalselt üles startivas kosmoselaevas (joonis 26) lihtsalt 

tegemist sama suuruse erinevate väärtustega. Kaalu mõiste 

on seega defineeritud OHT vaimule vastavalt, s. t. ta on 

määratletud ühesena mistahes taustsüsteemide (inertsiaal- 

sete või mitteinertsiaalsete) jaoks.

Vaadelgem nüüd täpsemalt kaalu mõistet partikli puhuL. 

On ju partiklina vaadeldaval objektilgi teatav sisemine 

struktuur, mistõttu võivad ka talle omased olla kaaluvuse-
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le iseloomulikud, deformatsioonid ja pinged« Kaaluvuse tek- 

keks peab vektoril <r võrrandites (III 4.2) ilmselt ole

ma nullist erinevaid komponente. Nagu öeldud, iseloomustab 

nimetatud jõud selle füüsikalise objekti m3ju, mis takis

tab partikll vaba inertsiaalset ja gravitatiivset liiku

mist. Kaaluks on j3ud, mis iseloomustab partikll vastumõju 

sellele takistavale füüsikalisele objektile.

Joonis 25« Joonis 26.

e) Kui füüsikalises kehas puuduvad kaaluvusele omased 

deformatsioonid ja pinged (v3i kui need on niivõrd tühised, 

nii et neid v3ib mitte arvestada), siis on keha k a a 

l u t u s e  olekus. Sellises olekus on kõik küllalt väi

kesed mittepöörlevad kehad, mis liiguvad vabalt inertsi ja 

gravitatsiooni tõttu. Teiste sõnadega - sellises olekus 

on kõik sellised füüsikalised kehad, millega võib ollaseoe-
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tatar lokaalne inertsiaalsüstees. Konkreetseteks näideteks 

võivad olla räljalülitatud sootoritega kosmoselaerad Maa te- 

hiskaaslase orbiidil, rabalt langerad liftid jae.

Kaalutuse puhul puuduvad raba liikumist takistavad ob

jektid ja puuduvad seetõttu ka eespool nimetatud reaktsioo

ni j Õud, mida mõõdab kaal. Niisiis iseloomustab kaalutust 

kaalu kui füüsikalise suuruse nulliga võrduv väärtus.

Partikli puhul on kaalutus võimalik üksnes siis, kui 

võrrandid (III 4.2) lähevad üle võrranditeks (III 3*2), s.t. 

siis, kui 0 . Panges tähele, et seejuures võib ikka

gi säilida singi objekti gravitatiivne mõju partiklile, si-
I— v

da kirjeldavad suurused . Seega on "jõud, sillega Maa

tõsbab keha enda poole" tõepoolest midagi suud kui keha kaal.

f ) Niisiis näeme, et võrreldes klassikalise füüsika kä

situsega tuleb ОВТ-s kaalu sõiste "ümber normeerida". See 

uue, avaram ja "ümbernormeeritud” kaalu mõiste ühtib sisu

liselt ka kaalu mõistega uutes kooliõpikutes2 .

Nagu veenduda võisime, on oluliseks erinevuseks uue ja 

vana kaalu mõiste vahel see asjaolu, et keha kaalu ei mõis

teta enam kehale, vaid selle keha seostele rakendatud jõu

na. Peale selle on uue käsituse puhul ületatud ka vana kaa

lu mõiste faktiliselt geotsentriline iseloom. Nüüd mõistame 

keha kaalu m i s t a h e s  t a u s t s ü s t e e m i  jaoks 

sääratletud r e l a t i i v s e  vektoriaalse suurusena, 

sille väärtus ja suund sõltuvad nii keha gravitatiivsetest

z Vt. näiteks I. Kikoin, A. Kikoin. Füüsika И klassi
le. Tallinn, 1971, lk. 124.
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omadustest koi ka liikumise iseloomust kasutatava taustsüs

teemi suhtes* Seejuures aga rõhutagem, et mingit sisulist 

vastuolu kaalu vana ja uue käsituse vahel siiski pole. Uut

moodi mõtestatult (rakenduspunkt! ) sisaldub vana kaalu mõis

te tegelikult uues kui erijuht.

Uue käsituse kohaselt pole antud keha kaal mõistagi 

enam kõikjal ja alati ühesugune. Kuid ka uus kaalu määrate

id rahuldab ikkagi füüsikalistele suurustele esitatavat ühe

suse nõuet, kusjuures tuleb üksnes silmas pidada, et tege

mist on relatiivse suurusega: gravitatsioonivälja antud 

punktis ja kindla liikumisoleku puhul (mille üheks eriju- 

huks on paigalseis) on kasutatavas kindlas taustsüsteemis 

vaadeldava keha kaalul kindel arwäärtus ja kindel suund. 

Mainitud tingimustel on kõikjal ja alati kõikide kehade pu

hul massi ja nullist erineva kaalu arvväärtused rangelt võr- 

delised ja see asjaolu lubabki võrrelda kehade masse nende 

kehade kaalumise teel*

5. elektromagnetvälja 
võrrandid

a) EET-s on elektromagnetvälja iseloomustavaks pÕhi- 

suuruseks teatavasti 2. järku antisümmeetriline tensor , 

mida nimetatakse e l e k t r o m a g n e t v ä l j a  t e n -  

s o r i k s x . Selle tensori kuus sõltumatut ja üldjuhul 

nullist erinevat komponenti kirjeldavad nii elektri- kui 

magnetvälja.

1 Vt. K-II, lk. 182.
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VÕib saauti defineerida elektromagnetvälja 4 - p о - 

t e n t s i a a l i  U^ , lcuajuures

= UJifi -  . (XXI 5.1)

Ülalnimetatud suurused on elektromagnetvälja iseloo

mustavateks suurusteks ka kõvera aegruumi puhul, s. t. ÜRT-e. 

Pangem tähele, et seos (III 5*1) jääb seejuures muutumatuks, 

sest vastavalt valemile (II 6.24)

U\),jt U/u;J ~ *

b) Maxvelli-Lorentzi võrranditel kui n.-ö. puhtalt 

elektromagnetvälja ja selle allikaid, s. t. elektrilaenguid 

kirjeldavatel võrranditel on ERT-s teatavasti järgmine ku

ju2 :

Фяф = c ß  > (III 5.2;

Фуи.1,*  + = ° -  (III 5.3)

Suurused j j  on siin 4-mÕÕtmelise voolutiheduse vektori kom

ponendid.

Et formuleerida need võrrandid üldkovariantsel kujul, 

tuleb neis asendada tavalised tuletised kovariantsetega ning 

peale selle teha selget vahet ко- ja kontravariantsete in

deksite vahel. Selgub, et võrrandid (III 5.3) ongi juba üJd- 

kovariantsel kujul, sest

Ф ^ х  + + Ф**,/*. -  ф^1;х+ фх/и;* + Фм,р ^II1

(vt. ülesanne 1). Selle avaldise üleskirjutamiseks võib aga

x Vt. K-II, lk. 183-184.

-  147 -



ÖET-s samuti kasutada saar ust , millel on järg

mised omadused: 1)<£*л3* = 1} 2) iga indeksite paari üm

bervahetamine muudab selle suur ase marki ja 3) mistahes 

kahe indeksi võrdsuse pahal on «£;*’'VuV _ o.

Lõpptulemusena saamegi e l e k t r o m a g n e t -  

▼ ä 1 j a p Õ h i v Õ r r a n d i d  ÖRT-s:

(III 5.5) 

(III 5.6)

Pangem tähele, et võrrandite (III 5*5) kirjapanemisel 

on kasutatud valemit (II 6.18). YÕttes siin edasi tarvitu

sele vastavalt valemile (II 6*20) tenscritihedose mõiste, 

saame need võrrandid esitada ka kujul

W/ V»
,✓ - с (III 5.7)

kus on defineeritud uued suurused

i rr? J. V«"
(III 5.8) 

(III 5.9)

Slektromagnetvälja pÕhivÕrrandlte järelduseks on elekt

rilaengu jäävust väljendav pidevuse võrrand, mis ÜBT-s aval

dab kovariantse divergentsi kujul

j * )<f = О (III 5.10)

Tensoritiheduse mõiste abil saab seda võrrandit esitada ka 

tavalise divergentsi kujul

-  О
S j *  w • (III 5.11)
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e) St muuta elektromagnetismi põhiv3rrandi.10 süsteemi 

täielikuks, tuleb neile teatavasti veel lisada elektri

laengu liikumisvSrrandid. Selleks on aga vaja teada Lorent

si jSu avaldist. Diskreetse punkt laengu Q puhul saame 

4 - m Õ d t m e l i s e  L o r e n t z i  j 3 a esita

da järgmisel üldkovariantsel kujul2 :

Q л* dx ' iQ, u* \/<t 
%

d x ' iQ. Л  
~ с €0 r ^ d <  = £0 г  * • (1 1 1 5 .12)

2 2
Vaakumi elektriline läbitavus £0=8,854*10~12 A ta-

H *

leb sellesse valemisse Sl ühikute kasutamise tSttu. (Ju

hime tähelepanu, et väljatensori komponentide ühikuks on

A s  •
siin —yr~ .) Imaginaarühik t esineb aga valemis seetdt-

m
tu, et vastavuses seosega (III 1.1) on meil meetrilise vor

mi signatuuriks valitud (+,+,+,-) ja sellest tulenevalt

i/«\_ dxf_ _/ dx?
* ~ ds Ic d’C *

Asendades Lorentzi jõu komponendid (III 5.12) ainepunk

ti dünaamika pShivdrranditesse (III 4.3)» saame e l e k t 

r i l i s e l t  l a e t u d  p a r t i k l l  üldkovari- 

antsed l i i k u m i s v S r r a n d i d  :

I d i* dx? dcc* .Q l. J j О
I dt* dt dt £„/ПаС Г <fd<C (III 5.13)

d) Elektromagnetvälja energiat ja impulssi kirjeldab

2. järku sümmeetriline tensor 7 ^  , mida nimetatakse väl

ja e n e r g i a - i m p u l s i t e n s o r i k s 3“. Uld-

x Vrdl. K-II, lk. 197.

“ K-II, 229.
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kovariantsel kujul avaldavad selle tensori segakomponendid 
valemina

r; '  x  *  С  Ф ^ Ф 'г)  { ш  5и4)

(Siin on arvestatad eespool nimetatud ühikute valikut väi- 
jatensori komponentide puhulj Saergia-impulsitensori kom
ponent 7 iseloomustab teatavasti välja energia tihe-

7_*/dust. Eomponendid I ¥ kirjeldavad vaija energia levikut
7ja komponendid / . - välja impulsi voogu.

Hagu otsene arvutus kinnitada vdib, on elektromagnet
välja energia-impulsitensoril järgmine üldine omadus:

J = T * = 0 .  (III 5.15)
Kui vaatleme allikatest vaba piirkonda elektromagnet

väljas - nn. elektrovaakumit, siis rahuldab energia-im- 
pulsitensor tingimast

Tjž.t<r = О . (III 5.16)

Heed avaldised kirjeldavad elektromagnetvälja energia ja 
impulsi jäävust.

e) Käesolevas punktis käsitletud valemite puhul pan
gem jälle tähele füüsika võrrandite ja seoste sisukamaks 
muutumist pärast neile relativistliku üldkovariantse kuju 
andmist.

Näeme, et elektromagnetvälja p3hiv3rranditesse ( Ш  5.5) 
kuuluvad nii elektromagnetvälja iseloomustavad suurused 
kui ka gravitatsioonivälja kirjeldavad suurused . Need
v3rrandid on nüüd üldkehtivad mistahes gravitatsioonivälja
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puhul mistahes elektromagnetvälja uurimiseks (mõistagi Max- 
welli-Lorentzi teooria täpsuse piirides). Meetrilise ten
sori komponentide erineva konkreetse kuju puhul on aga mui
dugi nendel võrranditel erinev kuju.

Piirdudes üksnes elektromagnetvälja võrranditega 
(III 5*5-6), on meil tegelikult vaatluse all ainult elekt- 
romagnetismi ja gravitatsiooni seose üks aspekt* Need võr
randid omaette kirjeldavad n.-ö. gravitatsioonilise f о o- 
n i (kaasa arvatud taustsüsteemi mitteinertsiaalsuse) mõ
ju elektromagnetnähtustele. Elektromagnet- ja gravitatsioo- 
nlnähtuste seosel on mõistagi samuti teine aspekt, sest elekt
romagnetväli , millel on alati energia, omab massi ja ener
gia identsuse tõttu alati ka massi ning seetõttu on elekt
romagnetväli omakorda gravitatsioonivälja allikaks* Selle 
probleemi, kuldas elektromagnetilmingud omalt poolt mõjus
tavad gravitateiooniilminguid, lahendab gravitatsioonivälja 
põhlvõrrandite formuleerimine.

ülesandeid

1* Tõestada seos (III 5»4).
2. Tuletada võrrand (III 5*10) võrrandite (III 5*5) jä

reldusena.
3. Tõestada seos (III 5*15).
4. Näidata jäävuslausete (III 5*16) kehtivust.

- 151 -



6» Ainelised kaak- konnad ÜRT-s

a) OBT-d v8ib pidada oma sünnilt puhtalt makroskoopi
liseks füüsikateooriaks. Tuleb nentida, et katsed siduda 
sügavamalt ÜBT pShiideid ja matemaatilist aparatuuri kvant- 
teooriaga kui füüsikaliste mikronähtuate p3hiteooriaga po
le seni olulist edu toonud. Seepärast käsitleme praegu siin
gi ÜET-d kui puhtalt makroskoopilist teooriat ning püüame 
grarltatsiooninähtuste ja teiste füüsikanähtuste kirjelda
mist seostada üksnes makrotasemel.

Hagu tea d a , vdime k dige ü ld ise m a lt rääk id es e r ista d a  

m a k r o t a s e m e l  kaht f ü ü s i k a l i s t  o b je k ti:  a i 

n e t  ja  T ä i j a .  Jäädes jä r je k in d la  makroskoopi

l i s e ,  s .  t .  fe n o m e n o lo o g ilise  k ä s it lu s e  juurde, tu le b  m eil 

se e ju u r e s  Taadelda n i i  a in e t  kui T ä ija  p i d e r a t e  

s u b s t a n t s i d e n a .  Küsimused s e l l e s t ,  a i

n e l is e d  kehad koos s e is a r a d , m il l in e  on nende m ikrostruk

tu u r, m ill in e  on a i n e l i s t e  o b jek tid e  ja  T äljade v a s t a s t i 

kuse m3ju  sisem in e mehhanism j n e . ,  on juba iseloom ulikud  

fü ü sik a n ä h tu ste  u u rim isele  m ikrotasem el. H ä sti on aga te a 

da, e t  p a lju d e l ju h tu d el p iis a b k i  n i i  a in e k u i T ä ija  puhul 

ü la lk ir j e ld a t u d  fe n o m e n o lo o g ilise st  k ä s i t lu s e s t .

b ) TänapäeTaste tead m iste k o h a se lt т31те makrotasemel 

rääkida üksnes kah est f ü ü s ik a l is e  T ä ija  tü ü b is t :  g r a v ita t

s io o n iv ä lj a s t  ja  e lek tro m a g n etv ä lja st. Nende omaette v a a t

le m is e s t  UBT raam ides m eil on juba ju ttu  olnud. J ä r e lik u lt  

on jäänud v e e l  h e it a  p i lk  a in e Jcui p id eva keskkonna k ä s it
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lusele ÜRT-s. Märkigem seejuures, et teatavates olukordades 
võib ainet kirjeldada fenomenoloogiliselt ka partiklitena 
▼Õi nende süsteemidena. Partikll dünaamikast meil oli samu
ti juba veidi juttu.

Pidevate aineliste keskkondade käsitlemisel võib ORT 
raamides mõistagi üsna palju ette võtta ja üsna kaugele min
na. V3ib näiteks formuleerida e l a s t s u s e t e o o  - 
r i a kui tahkeid kehi fenomenoloogiliselt vaatleva teoo
ria (seda oleks näiteks vaja kehade kaaluvuse probleemi sü
gavamaks analüüsiks). Võib käsitleda t)RT raamides pidevate 
keskkondade h ü d r o d ü n a a m i k a t ,  s.t. vaadel
da fenomenoloogiliselt vedelikke ja gaase. Vdib arendada 
a k u s t i k a t  kui Õpetust mehaaniliste lainete levi
kust pidevas ainelises keskkonnas. Võib vaadelda p i d e 
v a t e  k e s k k o n d a d e  e l e k t r o d ü n a a -  
m i к a t (sealhulgas magnetohüdrodünaamlkat) ning sellele 
tuginevat l a i n e o p t i k a t  ja g e o m e e t r i 
l i s t  o p t i k a t .  Arendada võib ÜRT raamides ka 
m a k r o s k o o p i l i s t e  s ü s t e e m i d e  ter- 
m o d ü n a a m i k a t  .

Nii olemegi libisenud linnulennul üle kogu makrofüüsi
ka. Käesoleva loengukursuse raami des kõike seda konkreetselt 
demonstreerida pole muidugi võimalik.

c) Et meid edaspidi huvitab esmajoones aine kui füüsi
kalise objekti fenomenoloogiline käsitlemine gravitatsiooni
välja tekitamise probleemi seisukohalt, siis pakub meile prae
gu erilist huvi aine kui keskkonna energeetiline kirjeldami-

20
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не (energiaga on ja identne "gravitatsioonilaeng" - mass!).
Teatavasti kasutatakse analoogiliselt elektromagnetväl

ja jahaga nii partiklite süsteemide kui ka pidevate кваккэп- 
dade energeetiliseks ise loomast amiseks 2. järku sümmeetri
list tensorit - e n e r g i a - i m p u l s i t e n -  
s о r i t . Selle tensori konkreetse üldkuju põhjendamine 
aine puhul on omaette probleem, mida meie siin sügavamalt 
ei vaatle. Anname pideva keskkonna energia-impulsitensori 
komponendid järgmisel küllaltki üldisel kujul:

(III 6.1)

Invariantne suurus M Cл on siin seisuenergia tihedus nn.
l/V_d**kaasaliikuvas taustsüsteemis. V on pideva keskkonna

füüsikaliselt lõpmata väikeste elementide 4—kiiruse kompo
nendid, suurused on aga teatava tensori komponendid, 
mis kirjeldavad fenomenoloogiliselt ainelise süsteemi ala
osade omavahelist vastastikust mõju, s. t. ainelise süstee
mi seesmisi mehaanilisi pingeid. Mõistagi vajavad tensori 
komponendid konkretiseerimist konkreetsete olukorda
de tarvis.

Isoleeritud ainelise süsteemi puhul peavad energia-im-
7—pulsitensori komponendid / rahuldama energia ja impulsi 

jäävuse seadusi, mida võib esitada ÜRT-s järgmisel kujul:
-T<f
/jujS - O - (III 6.2)

d) Järgnevalt vaadelgem mõningaid ainelise keskkonna 
energia-impulsitensori olulisemaid erijuhte.
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Käsitades ainet i d e a a l s e  v e d e l i k u 
n a ,  omandab energia-impulsitensor järgmise kuju:

c m  6.3)
kus po on ideaalses vedelikus valitsev isotroopne rõhk 
(Pascal! seadus!). Et rõhk po on mõõdetud kaasaliikuvas 
taustsüsteemis, siis on seegi suurus invariant. Et 4—kii
ruse komponendid V on seotud omavahel V = 1, siis 
on avaldises (III 6,3) üldjuhul viis sõltumatut suurust.

Ideaalse vedeliku erijuhuks on omakorda nn. t o l m  
t ü h j u s e s ,  mis kujutab endast faktiliselt aineli
se keskkonna vaatlemist üksteist mittemÕjustavate partik
lite kongruentsina, bei juhul pQ * 0 (mis tähendab üht
lasi ka tingimust M  - 0) ning energia-impulsitensori 

J*
kujuks on

(III 6.4)

Hn. staatilisel juhul ( V*- ~ĵr =0) võtavad valemid 
(III 6.4) veel lihtsama kuju:

T^JUeC1 j T*= О  . (III 6.5)

e) Tulgem veel korraks tagasi jäävuslausete (IH 6.2) 
juurde ja vastavalt valemile (II b.1 9) kirjutagem nad üles 
veidi pikemalt:

T?}< 5  w  ~&r<r T<<r* 0 U H  6'6)
Pangem valemite (III 6.6) puhul järjekordselt tähele, 

et vahetult on näha Hgravitatsioonillse fooni" mõju füüsi-
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kanähtustele, antud juhul pideva ainelise keskkonna liiku
misele, Jällegi võib alla kriipsutada, et gravitatsiooni
välja potentsiaalid võivad muidugi olla konkreetse
te gravitatsiooniväljade ja taustsüsteemide puhul erinevad, 
kuid võrrandid (III 6*6) ise on täiesti üldkehtivad.

Kui paneme valemisse (III 6.6) ideaalse vedeliku ener- 
gia-impulsitensori komponendid (III 6C3), siis saame ide
aalse vedeliku voolamise kirjelduse teatavate potentsiaali
dega kirjeldatava gravitatsioonivälja puhul. Pannes
aga valemisse (III 6.6) komponendid T  kujul (III 6.4),

J*-
saame geodeetiliste joonte võrrandid, mis muidugi peavad
ki üksteisest sõltumatute partiklite puhul siit välja tu
lema.
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IV. GRAVITATSIOONIVÄLJA VÕRRANDID

1. Gravitatsioonivälja võrrandite 
üldkuju ja nende põhilised 
struktuurilised omadused

a) Nagu märgitud, vaatlesime eelmises peatükis füüsi
kalisi makronähtusi n.-ö. gravitatsioonilisel foonil. Nüüd 
hakkame lähemalt uurima gravitatsioonivälja enda determi
neerituse probleemi.

Püstitame põhiküsimuse: kuidas määrab materiaalsete 
objektide eksistents meetrilise tensori kuju?

Põhimõttelise vastuse sellele küsimusele annavad 
g r a v i t a t s i o o n i v ä l j a  E i n s t e i n i  
v õ r r a n d i d :

/ g ; - * £ 7 (IV 1.1)

Võrrandites (IV 1.1) on vasemal Einsteini tensori kom
ponendid G,. , mis koosnevad teatavasti meetrilise tenso- 
ri komponentidest ja nende tuletistest kuni 2. järguni (vt. 
valem (II 8.8) ja II, 8, c). Paremal seisavad energia-im
pulsitensori komponendid T~ , mis kirjeldavad aegruumiJ*-
vaadeldavas piirkonnas eksisteerivaid materiaalseid objek
te. Suurus ac on nn. Einsteini gravitatsioonikonstant (te
ma seose Newtoni gravitatsioonikonstandiga j selgitame 
hiljem).
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Niisiis on gravitatsioonivälja Einsteini võrrandite 
ühel poolel saurused, mis iseloomustavad kõvera aegruumi 
geomeetriat, s. t. gravitatsioonivälja, teisel poolel aga 
suurused, mis iseloomustavad kõveras ruumis paiknevat ja 
liikuvat mateeriat. Sellega fikseerivadki need võrrandid 
kvantitatiivse seose ühelt poolt aegruumi omaduste, mis on 
lahutamatud gravitatsioonivälja omadustest, ja teiselt poolt 
ajas ja ruumis eksisteeriva mateeria konkreetsete omadus
te vahel.

Defineerides ühe uue 2. järku sümmeetrilise tensori 
f-f* = -ЭС T* f võime võrrandid (IV 1.1) esitada mui- ✓ * J*
dugi ka kujul

Seega, nagu ikka ja alati: mingi tensori kõik komponendid 
on nullid - selline on füüsika võrrandite standardkuju 
(vt. III, 2, a). Veelgi elegantsem on Einsteini võrrandi
te (IV 1.1) "koordinaadivaba" kuju

b) Einsteini tensori diferentsiaalne struktuur (vt.
II, 8, c, samuti II, 7t e) määrab ka gravitatsioonivälja 
võrrandite (IV 1.1) vasema poole diferentsiaalse struktuu
ri. Nii koosnevad Einsteini võrrandite vasemad pooled meet
rilise tensori komponentidest ja nende tuletistest kuni 
2. järguni, kusjuures esimesed tuletised esinevad mitte
lineaarselt.

(IV 1.2)

©  = эеТ y 
kus (Q ja  T=  J *  e * .

(IV 1.3)



Seega näeme, et Einstein! väijavÕrrandid kujutavad en
dast osatuletistega mittelineaarsete diferentsiaalvõrrandi
te süsteemi. Isegi n»-ö. homogeense juhu jaoks ( T~?-  О )

J
on siin üldjuhul kümme võrrandit kümne tundmatu funktsiooni 

jaoks* Seejuures sõltub igaüks neist kümnest funktsi
oonist üldjuhul neljast tundmatust эс'*' . Võrrandite ja 
tundmatute hulka saab erijuhtudel muidugi vähendada, kuid 
sellegipoolest tähendab gravitatsioonivälja Einstein! võr
randite lahendamine erakordselt keerukat matemaatilist prob
leemi.

Nagu igasugustele dlferentslaalvõrrandltele, nii tuleb 
lisada a l g -  ja ä ä r e t i n g i m u s e d  ka
Einstelul võrranditele, et neid lahendada konkreetsete füü
sikaliste olukordade puhul, s. t. selleks, et leida konk
reetseid erilahendeid. Peale selle on võrrandite erakordse 
keerukuse tõttu oluline osa mitmesugustel teistelgi nii füü
sikalistest kui ka matemaatilistest kaalutlustest lähtuva
tel l i s a t i n g i m u s t e l .

c) Gravitatsioonivälja võrrandite (IV 1.1) Õigsuse kõi
ge olulisemaks kriteeriumiks on mõistagi neist tulenevate 
järelduste kooskõla vaatluse ja eksperimendiga (selle prob
leemiga tegeleme käesoleva kursuse V peatükis). Formuleeri
tud on aga need võrrandid väga põhiliste ja üldiste teoree
tiliste kaalutluste põhjal, mis tagavad gravitatsioonivälja 
v3rrandite sügavalt olemusliku ja harmoonilise seose täna
päevase füüsika muude oluliste tõdedega. Võrrandite väärtu
se hindamisel pole seegi tõik vähemtähtis, pigem on lood 
vastupidi.
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Gravitatsioonivälja Einsteini võrrandites on leidnud 
eksaktse ning samal ajal loogiliselt väga täiusliku ja 
elegantse kajastuse ÜRT põhiideed. Nagu nägime, fikseeri
vad nad kvantitatiivses vormis seose aegruumi omaduste ja 
gravitatsiooni vahel. Nende /Võrrandite 4—mõõtmeline üld- 
kovariantne tensorkuju on vastavuses üldrelatiivsusprint- 
siibiga ning tagab ühtlasi võrrandite relativistliku loo
muse, lubades neil olla nimelt r e l a t i v i s t l i -  
k u gravitatsiooniteooria pÕhivÕrranditeks. Peatselt 
näeme, et ka ekvivalentsusprintsiip - gravitatsiooni- ja 
inertsinähtuste samaolemuslikkus kajastub võrrandites 
(IV 1.1).

üheks olulisemaks gravitatsioonivälja Einsteini võr
randite omaduseks on asjaolu, et nad on kõige ülaltoodu 
juures veel ka gravitatsioonivälja Neirtoni võrrandite 
(I 6.8) loogiliseks üldistuseks, sisaldades viimaseid,na
gu peagi näeme, mitterel&tivistliku piirjuhuna. Sellega 
on rahuldatud veel üks ülimalt oluline tänapäevase füüsi
ka printsiip - nimelt v a s t a v u s e  p r i n t 
s i i p ,  mis alati peab siduma teatud kindlat nähtuste 
valdkonda kirjeldavat klassikalist ja relativistlikku teoo
riat.

Võrreldes võrrandit (I 6.8) võrranditega (IV 1.1), 
võime veenduda, et mõlemal juhul on vasemal poolel gravi
tatsioonivälja potentsiaale sisaldav avaldis ning paremal 
poolel - ruumis paiknevat mateeriat kirjeldav avaldis* 
Mõistagi peab viimane relativistlikul juhul keerulisem
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olema koi üksnes massitlhedust ju.0 kirjeldav avaldis. Et 
mitterelativistlikus v3rrandls on vasemal poolel gravitat
sioonivälja potentsiaalide teiste tuletiste lineaarne kom
binatsioon (funktsiooni (J laplasiaan), siis peaks ana
loogilist struktuurielement! sisaldama ka relativistlik 
võrrand (muidu ei pruugiks ju piirjuhule üle minnes olla 
tagatud vastavuse printsiip). Et materiaalsete objektide 
puhul ka jäävuslaused peavad olema täidetud 
siis äsjanimetatud asjaolud juba määravadki peaaegu üheselt 
võrrandite (IV 1.1) vasema poole kuju, sest - nagu tea
da - Einsteini tensor on ainus teist järku sümmeetriline 
tensor, mille komponendid sisaldavad gravitatsiooni
välja potentsiaale ja nende tuletisi kuni teise jär
guni (seejuures viimaseid just nimelt lineaarselt!) ning 
mis samal ajal rahuldavad seoseid = ̂  veel
kord II, 7» c).

d) Nagu veendusime, on gravitatsioonivälja võrrandid 
(IV 1.1) m i t t e l i n e a a r s e d .  Elektromagnet
välja võrrandid (III 5*5-6) on aga lineaarsed. See oluline 
erinevus koos gravitatsioonivälja võrrandite mõnede teiste 
eripäraste omadustega viib veel sellele, et gravitatsioo
nivälja puhul ei saa enam väljavõrranditele suvaliselt li
sada l i i k u m i s v Õ r r a n d e i d .  Selgub, et 
materiaalsete objektide gravitatiivse liikumise võrrandid, 
sealhulgas vaba partikli liikumisv6rrandid (III 3*3)» on 
juba väljavõrrandite sees. Seega kirjeldavad võrrandid 
(IV 1.1) nii seda, kuidas materiaalsed objektid tekitavad
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gravitatsioonivälja, kui ka seda, kuidas sama vali omakorda 
määrab objektide liikumise.

IdikumisvÕrrandite konkreetne tuletamine väljavÕrran- 
ditest on siiski keeruline matemaatiline probleem. Et nende 
tuletamisel etendab olulist osa meetod, siis vastavalt sel
lele v3ib eristada ka liikumisvõrrandite põhimõtteliselt eri
nevaid saamisviise. Olulisemateks on siin kaks põhisuunda, 
ühele neist panid aluse A. Einstein ja L. Infeldx ning tei
sele V. Pok ja tema kaastöölised33.

2. Gravitatsioonivälja võrrandid 
ainelise keskkonna ja elektro
magnetvälja puhul

a) Teisendagem mõnevõrra gravitatsioonivälja võrrandi
te põhikuju (IV 1.1).

Selleks leidkem kõigepealt koondamise tulemusena seos

G^dtT. (IV 2.1)
(NB! - Mitte segi ajada seda skalaarset seost tensorseosega 
(IV 1.3)0 Arvestades nüüd veel valemit (II 8.11), saame 
gravitatsioonivälja Einstein! võrrandid järgmisel, põhiku
juga (IV 1.1) täiesti ekvivalentsel kujul:

x SeHe meetodi ideedega võib näiteks tutvuda kirjanduse 
nimi stus toodud L. Infeldi ja E. Plebanskl raamatu põhjal.

XX Vt. kirjanduse nimistus osutatud V. Foki raamatut.
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Einsteini tensori asemel iseloomustab võrrandites 
(17 2.2) aegruumi geomeetriat Bicci tensor. Et Bicci ten
sori komponentide (II 8.1) seos Christoffeli koefitsien- 
tidega /  ̂ ja nende kaudu meetrilise tensori komponen
tidega oa lihtsam kui Einsteini tensoril, siis on 
konkreetsete rakenduste seisukohalt gravitatsioonivälja 
võrrandite kuju (IV 2.2) mõnevõrra eelistatum kujust (IV1.1).

Järgnevalt vaadelgem üldjoontes, kuidas on võimalik 
konkretiseerida gravitatsioonivälja võrrandeid olenevalt 
meie konkreetsetest teadmistest ruumis paiknevate materi
aalsete objektide kohta.

b) A i n e l i s e  k e s k k o n n a  vaatlemisel 
piirdugem käesolevas kursuses üksnes ideaalse vedeliku 
suhteliselt lihtsa (ja seejuures ikkagi veel küllalt kee
ruka) erijuhuga.

Käsitades ainelist keskkonda1 i d e a a l s e  v e -
—t— tfd e l i k u n a ,  on suurused I võrrandites (IV 2.2) 

määratud valemitega (III 6.3)* Nendest valemitest leiame 
koondamise tulemusena ka

T=cyo-3po . ( i v  2. 3)

Gravitatsioonivälja põhivõrrandid (IV 2.2) omandavad see
ga kuju

R ^ = *[(<%*>+p.)% ■  (IV 2-4)

Näeme, et antud juhul on meil üldiselt viisteist tund
matut suurust (kümme meetrilise tensori komponenti * 
kolm sõltumatut 4—kiiruse komponenti V , rõhk p0 ja
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massitihedus yu0 )• Et peale võrrandite (IV 2.4) peavad 
kõik nimetatud suurused rahuldama ka Ideaalse vedeliku Ui- 
kumisvÕrrandeid (III 6.2) 77, = О , siis võrrandeid onJ > °
meil nüüd üldjuhul kokku neliteist. Seega on esialgu vÕr- 
randsüsteem alamääratud. Võrrandite ja tundmatute funkt
sioonide arvu kooskõlla viimiseks lisatakse tavaliselt ülal
nimetatud süsteemile veel teatav seos suuruste jdo ja 
vahel kui n.-ö. olekuvÕrrand.

Kui aineline keskkond on käsitatav " t ü h j u s e s  
o l e v a  t o l m u n a "  ( А  - 0 ), s. t. kui suuru-

7— Vsed on määratud valemitega (III 6.4), siis omandavad
väljavÕrrandld (IV 2.4) kuju

ßjt=3rcf a [ ^  ~i §t7- Civ 2.5)

Et tundmatute funktsioonide arv ühe võrra väheneb, siis 
kaob ka vajadus olekuvõrrandi lisamise järele.

c) Gravitatsioonivälja võib uurida ka e l e k t r i 
l i s e l t  l a e t u d  a i n e l i s e  k e s k 
k o n n a  puhul. Piirdudes selgi juhul ideaalse vedeliku

•7 - 1/
mudeliga, on suurused võrrandites (IV 2.2) määratudJvalemitega

T* ~ ~T~'* ~T~'}
>  ' 'j* + £  ■ W  2‘6>

a ̂
Siin kujutavad suurused 7~ endast ideaalse vedeliku

-£-Venergia-lmpulsitensori komponente (III 6.3) ja suurused /
/*-

sama suuruse komponente elektromagnetvälja puhul (UI 5.14).
Näeme, et võrreldes võrranditega (IV 2.4) komplitsee

ruvad gravitatsioonivälja võrrandid nüüd veelgi. Neisse 11-
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sanduvad uute suurustena elektromagnetvälja tensori kom
ponendid . Kuid elektromagnetvälja p3hivõrrandid 
(III 5*5-6), mis määravad väljatensori komponendid (̂/u  ̂
antud voolutiheduse JS* puhul, lisanduvad samuti gravitat
sioonivälja võrranditele. Rõhutagem, et kõiki ülalmainitud 
võrrandeid tuleb nüüd rahuldada samaaegselt ja koos.

Kui gravitatsioonivälja võrrandites (IV 2.2) on suu- 
-f— ̂rused / määratud valemiga
J e-г-J -$->/

£  = Tr  , m  2.7)
siis on meil tegemist nn. e l e k t r o v a a k u m i g a ,  
Vastavalt seosele (III 5И5) on nüüd Г-O  ja võrrandid 
(IV 2.2) omandavad kuju

^  (IT 2-8) 
Seda süsteemi tuleb lahendada koos elektromagnetvälja võr
randitega (III 5*5-6) juhul j'*- 0 s

('$Ф * ) - 0, (iv 2.9)
&* > r < = О  . (17 2.10)

Et antud juhul on vastavalt seosele (III 5*16) võr
randid Z f „ - o  identselt rahuldatud ning et 4-potentsi->
aali nelja komponendi (Ĵ jaoks on sõltumatuid Maxwelli- 
Lorentzi võrrandeid üksnes neli, siis faktiliselt on meil 
süsteemis (IV 2.8-10) üldjuhul kokku neliteist võrrandit 
sama palju tundmatute funktsioonide jaoks. Pangem tähele, et 
kõnesolev vÕrrandisüsteem kirjeldab kompleksselt- к Õ i - 
к 1 tänapäeval tuntud m a k r o v ä l j  u ning koos
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eellega on ühtlasi hõlmatud kogu m a k r o m a a i l m a  
füüsikaliste v a s t a s m õ j u d e  kirjeldus ühtses 
tervikus. Nendes võrrandites kajastub nii gravitatsiooni
välja mõju elektromagnetväljale kui ka vastupidine - elekt
romagnetvälja mõju gravitatsiooniväljale (vrdl. 111,5» e).

Märkigem veel, et nagu otseselt järeldub ka .võrran
ditest (Г7 2.8), on elektrоvaakumi juhul aegruumi skalaar- 
ne kõverus alati null:

R -  О  . (IV 2.11)

d) Kui ainelise keskkonna käsitamisel ideaalse vede
likuna kehtib seos

/I ' (IV 2.12)
kus Л  on konstant, siis omandavad võrrandid (IV 2.4) ku-

- ßp * - О- (IV 2.13)

Oleme saanud Einsteini võrrandid nn. k o s m o l o o  - 
g i l i s e  l i i k m e g a .  Kosmoloogilise liikme võib 
tegelikult viia juba gravitatsioonivälja võrrandite algkqj- 
ju (IV 1.1), sest (7l£ );<f = 0 (vt. II, 8; 3. ülesanne). 
Üldjuhul võiks esineda võrrandites ka veel täiendavalt ma
teriaalseid objekte iseloomustavaid suurusi.

Võrranditest (IV 2.13) saame samuti seose

R = ~ 4/\ . (IV 2.14)
Niisiis on antud juhul tegemist konstantse skalaarse kõve
rusega 4-ruumidega. Selliseid ruume nimetatakse üldiselt 
E i n s t e i n i  r u u m i d e k s .
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Kirjanduses on püütud kosmoloogilise liikme füüsika
list mõtet korduvalt analüüsida, kuid nnt kosmoloogilise 
konstandi /| osatähtsus teooria vastavusseseadmisel te
gelikkusega pole tänapäevalgi veel lõplikult selge* Näe
me seosest (IV 2.12), et seda kosmoloogilist liiget võiks 
tõlgendada kui teatava universaalse konstantse negatiivse 
(!?) rõhu olemasolu. Aga võib-olla ongi olemas komoloogi- 
listes mastaapides teatav uuelaadiline vastasmõju, mis 
avaldub näiteks galaktikaparvede vahelise tõukejõuna?!

Seostatult kvantväljateooria ideedega on tänapäeval 
katseid tehtud tõlgendada kosmoloogilist liiget ka vaaku
mi nn. polarisatsioonist tingitud täiendavate gravitatsi- 
ooniliste efektide kirjeldajana, millel oleks oluline osa
tähtsus üksnes kosmoloogilistes mastaapides. Üldise arva
muse kohaselt pole aga seni ei otsest vajadust ega veen
vaid argumente selleks, et viia gravitatsioonivälja võr
randitesse kosmoloogiline liige. Seepärast kasutab nüü
disaegne relativistlik kosmoloogia väljavõrrandeid tava
liselt ilma selle liikmeta.

Ülesandeid

1. Tuletada seos

R=-ecT. (IV 2.15)

x Vt. näiteks LL, lk. 454.
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I*

3. Gravitatsioonivälja võrrandid tühja 
ruuni puhul. Riemanni-Christoffell 
tensor gravitatsioonivälja iseloo
mustava suurusena* KoorcLinaattingi- 
rn used

a) Aegruumi selliste piirkondade jaoks, kus puuduvad 
makroskoopilised füüsikalised objektid (aine ja väli), oman
davad gravitatsioonivälja võrrandid (IV 2.2) kuju

R̂L - o. civ 3.1)
Need on Einstein! võrrandid t ü h j a  r u u m i  jaoks 
ehk gravitatsioonivälja nn. v a a k u m v  õ r r a n d i d .  

Mõistagi kaasneb võrranditega (IV 3*1) samuti seos

R= О. (IV 3.2)

b) Rööbiti tühja ruumi võrranditega on otstarbekas pöö
rata tähelepanu ka aegruumi antud piirkonda iseloomustava 
Riemanni-Christoffeli tensori komponentidele (П 7» 7). Või
vad ju olla täidetud kas tingimused

£XXjuy, * 0  (IV 3.3)
(kas või Riemanni-Christ of fell tensori ühe komponendi jaoks) 
või tingimused

R*Xjui = О  • (IV 3.4)
(Pangem tähele, et vaadeldes gravitatsioonivälja võrrandeid 
ainelise keskkonna ja elektromagnetvälja puhul, s. t. nul
list erineva parema poolega võrrandeid (IV 2.2), ei ole tin
gimused (IV 3.4) üldsegi mõeldavad. Jätame siin kõrvale sel
lise eriskummalise (põhimõtteliselt siiski võimaliku) ma
teriaalse keskkonna juhu, mille puhul, vaatamata materiaal-
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seid, objekte iseloomustavate suuruste olemasolule, seisavad 
gravitatsioonivälja võrrandite paremal poolel siiski nul
lid. )

On teadlasi, näiteks V. Fok, J. Synge, A. Petrov jt.x, 
kelle vaadete kohaselt tingimused (IV 3*4-) tähendavad liht
salt gravitatsioonivälja puudumist. "Tõeliste" gravitatsi
ooniväljade puhul peavad nende arvates alati olema täidetud 
tingimused (IV 3.3).

On aga olemas ka teisi teadlasi (Einstein nende hul
gas), kelle vaatekoht gravitatsioonivälja puudumise või ole
masolu probleemile on avaram. See avaram vaatekoht on seo
tud ekvivalentsusprintsiibi sügavama ja avarama käsitusega 
(vt. I, 7). Ka juhtu я tuleb tõlgendada kui gra
vitatsioonivälja olemasolu juhtu, vastasel korral poleks 
meil enam võimalik rääkida gravitatsiooni- ja inertsinäh- 
tuste samaolemuslikkusest.

Tingimustel (IV 3«4) kirjeldavad võrrandite (IV 3.1)la
hendid gravitatsioonivälja n.-ö. h o m o g e e n s e t  ja 
i s o t r o o p s e t  erivormi. Välja niisugust erivormi 
võiks nimetada ka i n e r t s i v ä l j a k s  ning võiks 
oletada, et inertsivälja kui homogeenset ja isotroopset foo
ni tekitavad antud vaatluskohast lõpmata kaugel paiknevad 
materiaalsed objektid. Selline inertsiväli tulebki ilmsiks 
mitteinertsiaalsetes taustsüsteemides. Selline inertsiväli 
suunab partikli vaba inertsiaalset liikumist samal moel na-

x Vt. näiteks kirjanduse nimistus toodud raamatuid ni
metatud autoritelt.

22
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gu "tõeline" gravitatsiooniväli suunab materiaalse objekti 
läheduses oleva partikli vaba gravitatiivset langemist*

Tingimustel (IV 3*3) kirjeldavad võrrandite (IV ЗИ) 
lahendid gravitatsiooniväli j a m i t t e h o m o g e e n -  
s e t vormi, mis on tekitatud materiaalsete objektide 
paigutuse lokaalsest mittehomogeensusest.

Ülalmainitust näeme, et ekvivalentsusprintsiibi süga
vam tõlgendus annab ÖRT-le, sealhulgas selle teooria pÕ- 
hivÕrrandltele, tõepoolest sügavama ja ulatuslikuma sisu.

c) Niisiis on gravitatsioonipotentsiaalide kõr
val samuti Riemanni-Christoffeli tensori komponendid gra- 

\ vitatsiooniväija olulisteks karakteristikuteks. Olgu mär
gitud, et neid välju, mille puhul on täidetud tingimused 
(IV 3*4), nimetatakse veel ka g a l i l e i l i s t e k s .  
Nii nimetatakse samuti võrrandite (IV 3.1) vastavaid la
hendeid. Tingimustele (IV 3*3) vastavad väljad on m i t - 
t e g a l i l e i l i s e d .

Riemanni-Christoffeli tensori komponentide algebra
liste omaduste järgi võib mittegalileilisi gravitatsiooni
välju omakorda liigitada, kusjuures seda klassifikatsiooni 
on võimalik avardada samuti gravitatsioonivälja juhule mit- 
tetühjas ruumis, ülalmainitud liigitust, mille kohaselt on 
olemas kolm ja ainult kolm mittegalileiliste gravitatsioo
niväljade põhilist tüüpi, nimetatakse selle kasutuselevõt- 
ja nime järgi gravitatsiooniväljade P etrovi klas si- 
f i k a t s i o o n i k s x. Viimastel aastatel on teis-

x Petrovi klassifikatsiooniga põhjalikumaks tutvumi
seks vt. P, lk. 101 jj. v3i ka LL, lk. 337-340.
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te uurijate poolt Petrovi klassifikatsiooni m3nev3rra sü
vendatud ja detailiseeritud.

d) V3rrandite (IV 3*1) puhul väärib tähelepanu veel 
ka järgmine asjaolu.

Nagu teada, kehtivad identselt seosed . Tä
nu valemile (IV 3*2) v3tavad v3rrandite (IV 3»1) puhul need 
seosed kuju

(IV 3.5)
Nii selgub, et vSrrandeid (IV 3*1) seob omavahel neli ident
sust. Järelikult on selles süsteemis üldjuhul ainult kuus 
s3ltumatut v3rrandit, tundmatuid funktsioone on aga üldju
hul kümme. V3rrandisüsteem (IV 3*1) on faktiliselt alaanää- 
ratud.

Et koordinaatide valik on ÜRT-s meelevaldne, siis peab
ki süsteem (IV 3*1) al&määratud olema. Niisugune alaanää- 
ratus tähendab üksnes seda asjaolu, et üldjuhul peab nende 
v3rrandite üldlahend sisaldama veel nelja tundmatut funkt
siooni. Nende funktsioonide konkretiseerimine antud kindla 
gravitatsioonivälja puhul tähendab sisuliselt taustsüstee
mi, üldisemalt rääkides koordinaatsüsteemi konkreetset va
likut. Kui selliseid tundmatuid funktsioone üldlahendis po
leks, siis oleksime vastuolus nii ekvivalentsus- kui ka 
üldrelatiivsusprintsiibiga.

Koordinaatsüsteem tuleb ÜRT—s alati valida täienda
vate kaalutluste põhjal ning selle fikseerivad nn. koor- 
d i n a a t t i n g i m u s e d

= О  . (IV 3.6)
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Seejuures ei tohi need neli seost, mis lisatakse väljav3r- 
randitele, tensorseosed olla. Nad peavad ju kehtima ainult 
ühe kindla koordinaatsüsteemide klassi puhul.

Et ühe v3i teise koordinaatsüsteemi (ja ka taustsüs
teemi) eelistamine nõuab ÜRT-s mitmete täiendavate füüsi
kaliste kaalutluste arvestamist ning et sellised täienda
vad kaalutlused v3ivad mitmelaadilised (ja üksteisest p3- 
him3tteliselt erinevad) olla, siis pole ka üksmeelselt 
eelistatavaid koordinaattingimusi. ÜET erinevate problee
mide puhul osutuvad otstarbekateks erinevad koordinaattin- 
gimused. Muidugi kaasnevad sellega teatavad raskused arvu
tustulemuste füüsikalisel t3lgendamisel ja omavahel v3rd- 
lemisel. Sellised raskused on ÜHT üheks eripäraks ning nen
de p3hjus peitub ilmselt juba ÜHT enda loomuses (vrdl. II, 
1 ,  h) .

e) Järgnevalt tutvugem m3nede enamkasutatavate koor
dinaat t ing im us t ega .
. Kui eeldatakse kehtivateks seosed

^  = 0 ’ (IV3,7) 
siis on meil tegemist nn. p o o l g e o d e e t i l i s -  
te k o o r d i n a a t s ü s t e e m i d e g a .  H. Ke
res t3lgendab niisuguseid koordinaatsüsteeme nn. üldista
tud inertsiaalsüsteemidena. Paljudes kosmoloogilistes uuri
mistes on sellistel süsteemidel samuti eriline osatähtsus. 
Siin nimetatakse neid sünkroonseteks taustsüsteemideks ja 
ka kaasaliikuvateks taustsüsteemideks.3"

x Vt. näiteks LL, lk-d 365-370; 458 jj.
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Koi on rahuldatud tingimused

' О, (IV 3.8)
siis on tegemist nn. h a r m o o n i l i s t e  k o o r 
d i n a a t i d e g a .  Need süsteemid on eelistatavad 
(privilegeeritud) V. Poki seisukohalt. V. Pok ja tema vaa
tekoha pooldajad lahendavad konkreetseid gravitatsiooni- 
probleeme just selliste koordinaatsüsteemide klassi puhul.x 
Seejuures peetakse koordinaattinglmusi (IV 3.8) enam-vä- 
hem samakaalulisteks väljavÕrranditega.

Märkigem, et kui üks koordinaatsüsteemide klass saab 
ülalmainitud viisil eelistatuks ja füüsikanähtusi vaadel
dakse juba ettemääratult selles kindlas koordinaatsüstee
mide klassis (teisi võimalusi kõrvale jättes), siis kao
tab üldrelatiivsusprintsiip tõepoolest oma mõtte (vt. I, 
8, a). Kuid pole ju sugugi välistatud ka avaram vaatekoht, 
mis ei nõua koordinaatsüsteemide valiku sellist piiramist. 
Nagu öeldud, tÕestavadki tlRT-alased uurimised, et problee
mide muutumisel tuleb tihti paratamatult muuta ka koordi
naat süsteemi valikut.

4. NÕrga välja 
võrrandid

a) Gravitatsioonivälja Einstein! võrrandeid on uuri
tud mitmesuguste l ä h e n d u s m e e t o d i t e g a .  
Olgu märgitud, et paljusid probleeme, kas või näiteks väl-

x Vt. kirjanduse nimistus osutatud V. Foki raamatut.
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jav3rrandite ja liikumisv3rrandite vahekorda (vt. 17, 1, d), 
teisiti uurida ei saagi. V3rrandite erakordse keerukuse 
t3ttu osutub täpsete lahendite leidmine võimalikuks üksnes 
kullalt üksikutel ja seejuures tugevasti lihtsustatud eri
juhtudel.

Vaadelgem siin üht lihtsaimat lähendusvStet, mis aga 
annab meile gravitatsioonivälja Einsteini võrrandite struk
tuuri ja sisu kohta küllaltki palju olulist informatsiooni.

b) Eeldagem meetrilise tenscri puhul, et tema kompo
nentidel on järgmine kujus

(o) (4)

Siin olgu suurused meetrilise tensori komponentide
galileilised väärtused (rahuldavad tingimusi ^хЛ/uyf = О  \

(4)suurused olgu. aga niivõrd väikesed parandusliikmed
neile galileilistele väärtustele, et nende mittelineaar
seid kombinatsioone me enam ei pruugi arvutustes arvesse 

(<>v3tta. Et suurused- Q ^  jääksid väikesteks aegruumi kogu
v (f)vaadeldavas piirkonnas, siis peavad ka tuletised 

ma sama järku väikesed suurused.
Nimetagem gravitatsioonivälju, mida kirjeldavad ülal

mainitud omadustega meetrilise tensori komponendid, n 3 r- 
k a d e к s .

c) On teada (vt. II, 1, a, b), et üldisust piiramata 
v3ib valida

(o) __ <X
~ • (IV 4.2)

Seega omandab valem (IV 4.1) kuju
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$/** • (IV 4,3) 
Siit avaldame kontravariantsed komponendid

(*)suuruste ßj"! kaudu. Et kehtib seos

(siin on ära jäetud kõrgemat järku väikesed suurused), siis 
saame

_ W  п,м*> <*>
< r = ° 8 s * a (IV4*4)

Pangem muuhulgas tähele, et kuna kõik suurused on nüüd fak-
(o)tiliselt esitatud eukleidilises 4-ruumis meetrikaga =

= , siis edaspidi kaotab ka indeksite asukaht oma print
sipiaalse tähenduse.

Edasi arvutame valemitega (II 6.9) defineeritud suuru
sed ("Christoffeli 1. liiki sümbolid"):

'ja m  “ j (IV 4,5)
"Christoffeli 2. liiki sümbolid" leiame valemite (II 6.11) 
ja (17 4.4) põhjal:

Jättes ära kõrgemat järku väikesed suurused, võtab see seos 
kuju

CIV 4.6)

Valemist (IV 4.5) näeme, et Christoffeli koefitsiendid 
/^,/ on antud juhul samuti väikesed suurused. Järelikult

- 175 -



võib ka Ricci tensori komponentide (II 8*1) arvutamisel jät
ta arvestamata ruutliikmed. Antud täpsuse piirides kehtib 
seega valem

P  = Г* - Г*

mis seoseid (IV 4.5-6) arvestades omandab kuju
f? = Г  - г

' ' (3V 4.7)

d) Pangem tähele, et meetrilise tensori kuju pole nÕr- 
ga välja tingimustega veel üheselt määratud. Ka siin on või
malik täiendavalt täpsustada koordinaatsüsteemi valikut. 
Seejuures ei muuda koordinaatteisendused

<£ry , (IV 4.8)

kus on mingid meelevaldsed väikesed suurused, tenso
ri põhimõttelist kuju (IV 4.3). Veendugem selles.

Arvestades meetrilise tensori teisenemisvalanit (П 3«24-), 
kusjuures vahetame üksnes primiga ja ilma primita indeksid, 
leiame pärast kõrgemat järku väikeste suuruste ärajätmist

= ’ (IV ^
kus

^  = • (IV 4.10)
(■*>/Siit naeme, et Cj^ on toepoolest sama liiki väike suurus

nagu §r'> *
e) Edasi võib kasutada teisendust (IV 4.8) Ricci ten

sori kuju lihtsustamiseks.
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Esmalt defineerime uued saurused
о j [V.
-hr , -Xgtr V  ■ (w *-11)

Et ilmselt kehtib seos

siis saame ka valemi
(*>
fa* - (IV 4.12)

isjasaadud valemi põhjal kehtib seos

mille kasutamine Eicci tensori komponentide (IV 4.7) puhul
annab

У (*/f - ) __У к/ л
S* *z & W  ~ <&>*),* * (3:v 4*13)

Teisenduste (IV 4.8) abil mingem nüüd üle uude koor- 
dinaatsüsteemi. Arvestades seoseid (IV 4*10-11), saame 
uues koordinaatsüsteemis

-Cju* = ■
Siit leiame pärast arvutusi

~ ~~ ^  14)
Kui nüüd valime meelevaldsed suurused selliste-jT

na, et oleksid rahuldatud võrrandid

siis uues koordinaatsüsteemis kehtib (IV 4*14) pShjal ala
ti tingimus

(IV 4.16)
-  177 -
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Seega on 3ige ka v3rdus

mille tulemusena Ricci tensor (IV 4.13) omandab uues koor- 
dinaatsüsteemis kuju

(pangem tähele, et seost (IV 4.13) v3ib rakendada mistahes 
koordinaatsüsteemis - nii "vanas" kui "uues")«

Et v3rrandite (IV 4.15) vasemal poolel seisev dlfe- 
rentsiaaloperaator on tegelikult d'Alembert*! operaator:

siis järelikult kujutavad v3rrandid (IV 4.15) endast d'Alem
bert*! v3rrandeid, mille paremal poolel on teada olevad

teemis teada). Et d'Alembert*! v3rrandil on alati lahend 
olemas, siis on sellega alati tagatud ka üleminek koordi
naatsüsteemi, kus Ricci tensoril on kuju (IV 4.17).

Pärast üleminekut uude koordinaatsüsteemi on primid 
juba ülearused ning arvestades valemit (IV 4.18) saame see
ga

Olgu märgitud, et analoogia p3hjal elektromagnetvälja teoo
riaga, v3ib selles uues koordinaatsüsteemis kehtivat tin
gimust (IV 4.16) t3lgendada ka Lorentzi kalibreerimistin- 
glmusena.
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f) Arvestades nüüd valemit (IV 4.19) ja kirjutades üles 
gravitatsioonivälja võrrandid (IV 2.2) täielikult kovariant- 
sete komponentide näol, saame nad kujul, mis kehtib mistahes 
struktuuriga nõrga välja puhul:

=#(3.̂ -%,. т) . (17 4.20)
Mõistagi peavad olema nendes võrrandites parema poole suuru
sed samuti väikesed.

Niisiis saame kapitaalset tähendust omava tulemuse: nõr
ga välja lähenduses taanduvad gravitatsioonivälja Einsteini 
võrrandid dtAlembertti tüüpi võrrandite süsteemiks.

ülesandeid

1. Tuletada seos (IV 4.9).
2. Leida valem (IV 4.13).

5. Gravitatsiooni Newtoni teooria 
kui ÜRT piir juht

a) Eeldagem, et lisaks nõrga gravitatsioonivälja üldis
tele tingimustele (IV 4.3)s

f r *  =  § > *  ф (17 5.1)
on veel täidetud tingimused

f r w  " О  > (IV 5.2)

j*** ~ СУ*° W  (I7 5*3) 

ja
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Y*s = о .
r cfs

(IV 5.4)

Valemid (IV 5.2) kujutavad endast välja s t a t 
s i o n a a r s u s e  tingimust. Tensor (IV 5.3) koos li
satingimusega (IV 5.4) kirjeldab aga statsionaarselt paik
nevat Ja vastastikku üksteist ainult gravitatiivselt mõ
justavate partiklite süsteemi. (Mittegravitatiivsed mõjus
tused puuduvad*)

b) Uurigem nüüd, millise kuju omandavad tehtud eel
dustel gravitatsioonivälja võrrandid (IV 4.20).

Näeme kõigepealt, et tänu tingimustele (IV'5.2) asen
dub d'Alembert'1 operaator CJ Laplace'1 operaatoriga^ . 
Valemid (IV 5.3-4) annavad tingimuse (IV 5.1) arvestamisel

(*>Et suurused on eeldtlS0 kohaselt väga väikesed, siis
nõrga välja lähenduses võib nad ilmselt jätta äsjätoodud 
valemis arvestamata ning me saame

KÕike eeltoodut arvestades omandavad väljavÕrrandid 
(IV 4.20) kuju

(IV 5.5)

Siit leiame koondamise tulemusena
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=*tyo(p.^y -§<*). (IV 5.7)
Gravitatsioonivälja v3rrandid on taandanud Poissoni tüü
pi võrranditeks, s. t. samasugusteks võrranditeks, nagu 
on gravitatsiooni Newtoni teooria võrrand (I 6.8) gravi-

c) Äsjasaadud tulemustel on jällegi fundamentaalne 
tähendus. Näeme ju siit, et kui tõlgendada parandusliik-

n Õ r k a d e  ja s t a t s i o n a a r s e t e  gra
vitatsiooniväljade piirjuhul läheb Einsteini gravitatsioo
niteooria üle Newtoni gravitatsiooniteooriaks. Sellega aga 
ongi rahuldatud vastavuse printsiip Einstein! väljavõrran- 
dite puhul (vt. 17, 1, c).

Silmas pidades vastavuse printsiipi, võime ühelt poolt 
ilmselt mõista sügavamalt ja tänapäevasemalt Newtoni gra
vitatsiooniteooriat (sellest täpsemalt veidi hiljem), tei
selt poolt saame aga olulisi juhtmõtteid ÜET suuruste tõl
gendamiseks. Ülaltoodu põhjal näiteks näeme, et suurusij^, 
s. t. meetrilise tensori komponente on tõepoolest mõistlik 
käsitada kui gravitatsioonivälja potentsiaale (vt. III, 1,
d). Konstant эе on aga võrrandite (I 6.8) ja (17 5.7) 
põhjal ilmselt võrdeline Newtoni gravitatsioonikonstandlga.

d) Et teha kindlaks täpset seost nii suuruste (J ja 
kui ka konstantide ^  ja of vahel, ei piisa ük

si võrranditest (17 5.7). Lisaks tuleb võrrelda veel gravi

tatsioonipotentsiaali U  jaoks.

meid suurustena, mis on võrdelised Newtoni gravi-
tatsioonipotentsiaaliga U  , siis tehtud eeldustel, s.t.
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tatsiooniväljas viibiva vaba partikli liikumisvõrrandeid nii 
Newtoni kui ka Einsteini teoorias.

ÜRT kohaselt allub vaba partikli liikumine võrrandite
le (III 3*2). Eeldades, et partikkel on hetkeliselt paigal, 
s. t. et kehtib tingimus

cfXs— ^ = оc/S U > 
omandavad need võrrandid kuju

d ZJCK !~y) c/jry с/Г» n 
c/sz ЬЧ c/s cfs 

Jättes kõrvale võrrandi indeksi väärtusel -J = 4 , mis
meile praegu olulist huvi ei paku (sellest võrrandist tule
neb sõltuvus intervalli $ ja aja ~t vahel), anname üle
jäänud võrranditele ( \J- t ) kuju 

cfZAft- -t-cfoĉ  4*
millest omakorda seost arvestades järeldub

с/гХ- £ f~i . ■ (iv 5.8)

Saadud valem esitab hetkeliselt paigaloleva partikli vaba 
langemise kiirenduse komponendid koordinaatidega JC. ja ~t 
fikseeritud taustsüsteemis.

Võrdleme nüüd seda ÜET-st saadud tulemust Newtoni te
ooria vastava valemiga (I 6.5), mis suuruse cj kahelist tä
hendust (vt. I, 6, c) arvestades võib esineda ka kujul 

d , j
d ¥  ~ ~  U ’ i  ■ CIV 5.9)

Et nõrga ja statsionaarse välja puhul kehtib valemite 
(IV 4.5-6) ja (IV 5,2) tõttu seos
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Г ^ Г  =- £ а
siis saame võrrandite (IV 5*8) ja (IV 5»9) võrdlemise tule
musena diferentsiaalvõrrandid

(V/ -2. / /
( W  5.10)

Nende võrrandite integreerimine annab omakorda
fW .20/ ,/

+  (IV 5.11)

kus К  on integreerimiskonstant. Et juhule (J- О  vastaks
juht QL/1 — 0  $ tuleb ilmselt valida К -  0  • Niisiis saa- 

d  (Vme potentsiaalide loomuliku kalibreeringu korral lõpp
tulemuseks

M 3.Ü
■ (IV 5.12)

e) Suuruse jaoks on võrrandil (IV 5» 7) kuju

Acjw  =9ecljua . (IV 5.13)

Seose (IV 5*12) tõttu omandab aga sama võrrand kuju

(IV 5.14)

Et see võrrand peabki nüüd olema gravitatsiooni Newtoni te
ooria pÕhivÕrrand (I 6.8), siis saame siit leida seose Ein
steini gravitatsioonikonstandi ja Newtoni gravitatsi- 
oonikonstandi 'Y vahel:

• (IV 5.15)
(*)f) Silmas pidades potentsiaali kuju (IV 5*12),

püüame järgnevalt leida süsteemis (IV 5.7) avaldised ka kÕi-
<Wgi ülejäänud suuruste Õaolcs#
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Kuna üldised võrrandid (IV 5*7) erinevad võrrandist 
(IV 5* 13) ainult teguri (Zc^C^ —  poolest võrran
dite paremal poolel, siis on ilmselt lihtsaim võimalus

И (*)eeldada, et ka suurused erinevad suurusest
üksnes sellise teguri poolest, s. t.

5.16)

(Pangem tähele, et juhu^w- jaoks on siin tõepoolest
identsus.)

Arvestades valemit (IV 5*1 )f on avaldistega (IV 5«16) 
täielikult määratud aegruumi meetrika nõrkade ja statsio
naarsete gravitatsiooniväljade puhul. Sellise aegruumi 
meetriline vorm omandab kuju
( d s f  =[<$., +

+ %££<*&!*,
Arvestades veel seost koordinaadi JĈ  ja aja -fc vahel 
x ^ i c t  , saame lõplikult

(cfsf- -(S+~ i)(cc№ ) 2+  (j- 2+(<*$] (IV 5.17)

Näeme, et antud juhul on meetrilises vormis ainult diago
naalsed elemendid, kuld meetrilise vormi kordajad erine
vad tasase aegruumi meetrilisest vormist (III 1.1) paran
dus liikme ± võrra.С

g) Äsjasaadud tulemuste põhjal võime anda t ä n a 
p ä e v a s e  h i n n a n g u  Newtoni gravitatsiooni
teooriale, aga samuti eukleidilise geomeetria osatähtsu
sele füüsikanähtuste kirjeldamisel.
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KÕige olulisema asjaoluna rõhutagem kohe, et nagu veen
duda võisime, pole Newtoni ja Einsteini teooriad üldsegi min
gis "vastuolus". Vastupidi - gravitatsiooni Newtoni teoo
riat tuleb vaadelda kui Einsteini teooria koostisosa* Järe
likult võib rakendada Newtoni teooria puhul ka kõiki Ein
steini teooriale omaseid uusi ettekujutusi (muidugi vaid sel
lises ulatuses, mis sel puhul loomulik on). Võib isegi for
muleerida Newtoni teooriat n.-ö. kõvera aegruumi keeles,tuues 
sellega esile teooria mitmeid seni varju jäänud nüansse.2

Mõningaid Newtoni teooria mõisteid võib nüüd hoopis sü
gavamalt mõista. Näiteks on raskus- ehk gravitatsioonijÕud 
tõlgendatav kui Newtoni teooria eripärane suurus, mida läheb 
meil vaja üksnes siis, kui käsitleme aegruumi faktiliselt ole
masolevaid kÕverusefekte n.-ö. tasase aegruumi keeles, s. t. 
siis, kui vaatleme kõvera aegruumiga lahutamatult seotud gra
vitatsioonivälja n.-ö. projitseerituna tasasele, kogu ulatu
ses ühesuguste omadustega aegruumile. GravitatsioonijÕud kui 
füüsikaline suurus on sel juhul vajalik täiesti analoogili
selt inertsijÕu mõistele, mida omakorda läheb vaja seetõttu, 
et vaadeldakse mitteinertsiaalse taustsüsteemi nähtusi inert- 
siaalsüsteemi "keeles". Mitteinertsiaalsetes taustsüsteemi
des erinevad ju aegruumi omadused faktiliselt samuti inert- 
siaalsüsteemide tasase aegruumi omadustest (vt. I, 9» a).

Näeme, et nüüd omandab ka Newtoni teoorias gravitatsi
oonivälja mõiste reaalse sisu, kuivõrd Einsteini teoorias kui

x Vt, näiteks H. Keres, Mõningaid gravitatsiooniteooria 
küsimusi, Tähetorni Kalender. 1974, lk. 44.

24
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relativistlikus teoorias peab see m3iste tingimata reaalset 
sisu omama. Et aga Newtoni teooria kirjeldab ainult gravi- 
staatilisi välju (nüüd veendusime, et sellised ongi selle 
teooria loomulikud rakenduspiirid), siis välja muutuste le
vik m3istagi temas kajastuda ei saagi (vrdl. If 6, e).

Niisiis, vaadelduna oma loomulikus rakendusulatuses ja 
ootamata temalt rohkem, kui ta pakkuda saab, pole Newtoni 
gravitatsiooniteooriale tegelikult midagi ette heita ei 
kvantitatiivsest ega ka kvalitatiivsest aspektist. ELnstei- 
ni teooria annab seletuse k3igile Newtoni teooria p3him3t- 
telistele "puudustele” (vt. I, 6, a).

h) Gravitatsiooni Einsteini teooria teeb meile ka sel
geks, miks vähemalt Haa peal ja samuti Päikesesüsteemi ula
tuses on Newtoni teooria siiski ülitäpne gravitatsiooniteoo
ria (vt. I, 4, f).

Asi seisab selles, et eeldused (IV 5*1-4) on meie Päi
kesesüsteemis t3epoolest väga suure täpsusega täidetud.

Aegruumi meetrika (IV 5*17) saame teatavasti just eel
dusest (IV 5.1) lähtudes. Kui aga arvutada Maa pinna jaoks

väga väikese parandusega galileilisele meetrikale. Siit jä
reldubki, miks eukleidiline geomeetria on Maa peal väga häs
ti kehtiv. Ka parandused Päikesesüsteemi muude paikkondade 
jaoks on üsna väikesed ning seepärast on teada ainult üksi
kud üliväikesed efektid Päikesesüsteemis, milles avaldub aeg-

välja parandusliikme 

me selle suurusjärguks 10”^.

V n  arwäärtus, siis Isla- cr
Niisiis on t3epoolest tegemist
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ruumi faktiline erinevus galileilisest (sellest tuleb jut
tu käesoleva loengukursuse V peatükis)*

Eeldus (IV 5.2) on Päikesesüsteemis samuti väga hästi 
täidetud, sest gravitatsiooniväli on siin tõepoolest kül
laltki suure täpsusega statsionaarne.

Ka eeldus (IV 5*3) koos eeldusega (IV 5»̂ ) on Päike
sesüsteemis täidetud, sest Päikesesüsteemi olulisi aineli
si koostisosasid vSib ju teatavasti tõepoolest partiklite-
na vaadelda, kusjuures nende statsionaarne liikumine on

cfscjust selline, et suurusi —r—^ võib nulliga võrdseteks lu-C7 5
geda. Veendugem selles.

Et antud juhul on meetrilise vormi (ds)Z puhul korda
jate erinevus galileilistest väärtustest tühine, siis keh
tib suure räpsusega tingimus

Сctx̂ J - 1 (Ыхк)г 1 с*c/t dt 7 (с/ > (IV 5.18)

kus suurus ~ ~ 0>) võib olla tõlgendatav Päi
kesesüsteemi objektide liikumise kiiruse ruuduna. Tingimu
se (IV 5.18) abil saame nüüd ka seose

l&l'laftU&l* (IV 5-19)
Kuna planeetide ja Päikesesüsteemi muude suuremate objek
tide liikumisel kehtib teatavasti hästi tingimus &  << С ,

c/xsiis järeldub seosest (IV 5.19)» et suurused on tõe
poolest väga väikesed ning neid võib ilma suurema veata 
nulliga võrdseteks lugeda.

i) LÕpuks rõhutagem veel järgmist asjaolu.
Nägime, et gravitatsiooni Newtoni teooria on gravi

tatsiooni Einsteini teooria mitterelativistlik piirjuht.
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Selgub aga, et Newtoni teooria pole Einsteini teooria ainu
ke selline piirjuht. üldisema, rangema ja üksikasjalikuma 
matamaatilise käsitlusega (kasutades sealhulgas eespool ni
metatud võimalust kirja panna Newtoni teooriat EinsteinL te
ooriale omaste matemaatiliste vahendite abil) on H. Keres 
näidanud, et lisaks Newtoni tüüpi gravitatsiooniväljadele 
kirjeldavad Einsteini võrrandid mitterelatlvistllkul piirju- 
hul ka veel p ö ö r i s e l l s i ,  s.t. m i t t e -  
n j u u t o n i l i s i  gravitatsioonivälju.x Selliste väl
jade esinemise kohta tegelikkuses andmed praegu küll puudu
vad.

Ülesandeid

1. Silmas pidades meetrilise vormi (IV 5*17) kuju ja 
kerakujulise keha Newtoni gravitatsioonipotentsiaali aval
dist, tuletada liikumisvõrranditest (III 3.2) valemid (I 5.7). 
Seejuures lugeda muidugi m K = M < ning lihtsustavalt jätta 
arvestamata Päikese mõju, s. t. eeldada, et Q* = О  ning 
liiget suurusega Д/ pole. Niisugune arvutus tÕestabkL, et 
nii "inertsijõude" kui ka "gravitatsioonijõude" (klassika
lise Newtoni mehaanika mõttes) kirjeldavad võrrandites 
(III 3.2) suurused (vt. III, 4, a).

x Vt. Tähetorni Kalender. 1974, lk. 44.



6. Gravitatsioonilained ja 
gravitatsioonivälja energia 
probleem

a) Nägime, et nõrga välja üldkujulised võrrandid 
(17 4.20) kujutavad endast d'Alembert'i tüüpi võrrandite 
süsteemi. Sellest tõigast aga järeldub, et juba nõrga väl
ja lähenduses kirjeldavad Einsteini võrrandid gravistaati- 
liste väljade (njuutoniliste ja mittenjuutoniliste) kõrval 
samuti a j a s t  s õ l t u v a i d  gravitatsiooniväl
ju.

7õrrandeid (17 4.20) võib käsitada täiesti analoogi
liselt elektromagnetvälja potentsiaalide võrranditega mee
levaldselt liikuvate laengute juhul. Ka siin võib näiteks 
uurida välja eemal teatavast liikuvate materiaalsete ob
jektide süsteemist. Tühja ruumi piirkonna jaoks saame võr
randid (IV 4.20) kujul

Et need võrrandid kirjeldavad lainelisi protsesse, see on 
hästi teada.

Niisiis, analoogiliselt Maxwelli-Lorentzi võrrandite
ga, järeldub Einsteini võrranditest v ä l j a  m u u 
t u s t e  l a i n e l i s e  l e v i k u  võimalus, kus
juures need välja muutused peavad levima tühjuses kiirusega 
с .

Nagu elektromagnetvälja potentsiaalide võrrandite pu
hul, nii võib ka võrrandite (IV 6.1) puhul leida lahendeid 
retardeeritud potentsiaalide kujul. Selle asjaolu kindlaks

(IV 6.1)
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tegemisel oli teatavasti oluline osa ettekujutuste kujune
misel elektromagnetväljast kui realiteedist. Eetardeeritud 
potentsiaalide valemitest järeldub, et kui vaatlejast tea
taval kaugusel E välja allikate paigutus muutub, siis järg-

pneb välja muutus vaatluskohas alles mõninga aja ~  pä
rast. See ajavahemik kulub füüsikalise mõjustuse üleandmi
seks ühest ruumipunktist teise. Seepärast ei saagi enam kä
sitada ruumi välja allikate ümber tühipalja "mittemiski- 
na". Seal peab ju midagi r e a a l s e  l t  eksisteerivat 
ja levivat olemaf Kirjeldades seega staatiliste protsessi
de kõrval ka dünaamilisi, annab gravitatsiooni Einsteini 
teooria juba nõrga välja lähenduses kindla ettekujutuse väl
jast kui realiteedist.

b) N Õ r g a  välja lähenduses võib gravitatsioo
nivälja lainelist levikut tõlgendada kui galileilise meet
rika häirituse levikut, s. t. kui midagi analoogilist vir
venduste levikule tasasel veepinnal. Gravitatsioonikiirgu- 
se teooriat võib siin arendada igati elektromagnetkiirgu
se teooria eeskujul (näiteks võib vaadelda välja kaugel 
kiirgajast teatavates multipollähendites jne.)x

Kuidas aga tõlgendada t u g e v a t e  gravitatsi
ooniväli jade puhul gravitatsioonikiirguse levikut, s.t. gra- 
vitatsioonilaineid? Selgub, et niisuguste protsesside in-

x Gravitatsioonikiirguse probleemi täpsemaks uurimi
seks tuleb juba nõrga välja lähenduseski kasutada ülalkir
jeldatust keerulisemat ja peenemat metoodikat. Tänapäeval 
tuginevad mitmed olulisemad seda tüüpi uurimisviisid tet- 
raadformalismi kasutamisele. Gravitatsioonilainete omadus
te teoreetilise uurimise mõningate tulemustega tutvumiseks 
vt. ka LL, lk. 437 jj.
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terpreteerimine on üsnagi keeruline aegruumi suure kõveru
se tSttu. Gravitatsioonivälja täpsete võrrandite selliseid 
lahendeid, mis ilmselt just gravitatsioonikiirgust kirjel
davad, siiski tuntakse*

c) Gravitatsioonilainete probleem seostub g r a v i 
t a t s i o o n i v ä l j a  e n e r g i a  probleemiga. 
VÕib ju küsida: kas ka gravitatsioonilained kannavad ener
giat? Vastamiseks peab aga teadma, mida endast üldse kuju
tab gravitatsioonivälja energia.

Küsimus sellest, mida üldjuhulise kõvera aegruumi pu
hul mõista gravitatsioonivälja energia all, on ÜRT-s täna
se päevani lahtine. Seni pole siin veel jõutud ühtse seisu
koha tunnustamiseni.

Kogu senises füüsikas on mõistetud ja mõistetakse ener
giat kui gali leil ise aegruumiga lahutamatult seotud mõistet. 
See orgaaniline seos näib veel sügavam, kui tuletame meel
de, et ERT-s on energia j ä ä v u s s e a d u s  (nagu im
pulsi ja impulssmomendi jäävusseadusedki) vahetult seotud 
galileilise aegruumi omadustega. Energia jäävusseadus iso
leeritud süsteemi jaoks tuleneb teatavasti aja homogeensu
se omadustestx.

Kõvera aegruumi puhul ei saa enam rääkida ruumi iso- 
troopsusest ega homogeensusest, ei ka aja homogeensusest, 
järelikult pole enam energia jäävusseadust ERT mõtfces. Võib
olla pole siis samuti energia mõistet "vanas”, s. t. tasa
se aegruumi mõttes. Kõik füüsika mõisted arenevad ja miks

x Vt. näiteks LL - Meh., lk, 23.
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ei v3iks seegi m3iste saada n.-ö* ümber normeeritud? (Vrdl. 
äsjaöeldut kaalu mSiste käsitlusega Ш Т  seisukohalt - III,
4, c-f.) JBnergia m3iste v3ib ju olla ÜET-s komplitseeritum, 
millest "vanade" ja tuttavate olukordade jaoks peaks muidu
gi tulenema tuntud energia m3iste. Nägime juba, et gravi- 
tatsioonilise vastasm3ju d ü n a a m i l i n e  aspekt
avaldub lihtsalt aegruumi k3veruses (gravitatsioonij3u funkt-

/—Дsiooni v3tavad üle suurused ). Kas ei avaldu siis ka
gravitatsiooni.lise vastasm3ju e n e r g e e t i l i n e  
aspekt lihtsalt aegruumi kõveruse ühe tahuna, kusjuures va
na tuttava energia m3iste saame vaid nähtuste projitseerimi
sel tasasesse ruumi? (Vrdl. IV 5, g.)

d) Gravitatsioonilainete ja gravitatsioonivälja ener
gia seni lahtiste probleemidega seostub veel g r a v i 
t a t s i o o n i v ä l j a  k v a n t i s e e r i m i s e  
samuti lahtine probleem*

V3ib ju küsida: kui saab kvantiseerida elektromagnet
välja ja omistada välja kvantidele reaalset sisu, miks ei 
saa siis sedasama teha gravitatsioonivälja puhul?

Vähemalt n3rga välja lähenduses, s. t. siis, kui väl- 
tia vSrrandid on lineariseeritud, v3ib kvantelektrodünaamika 
eeskujul t3epoolest matemaatiliselt kvantiseerimise protse
duuri läbi teha. Et mingit empiirilist baasi seni pole, süs 
jääb aga küllaltki segaseks ülalnimetatud matemaatilise prot
seduuri tulemuste, s. t. gravitatsioonivälja kvantide (nn. 
gravitonide) füüsikaline t3lgendamine.

On uurijaid, kes ÜRT-d ei peagi rahuldavaks seet3ttu, 
et see on kvantteooriaga raskesti seostatav. Pannakse ette



asendada ÜET Ikkagi tasase aegruumi foonil opereeriva gra
vitatsiooniteooriaga. Kas aga sellised kaalutlused siiski 
küllalt põhjendatud on? VÕib-olla oluliste olemuslike eri
nevuste tõttu gravitatsiooni- ja elektromagnetvälja vahel 
peab ka gravitatsiooniteooria seos kvantteooriaga hoopis 
teistsugune olema*

7. Punktmassi gravi
tatsiooniväli

a) Nagu öeldud, osutub gravitatsioonivälja Einsteini 
võrrandite täpsete lahendite leidmine võimalikuks ainult 
küllalt tugevasti lihtsustatud erijuhtudel* Käesolevas punk
tis vaadelgem gravitatsioonivälja võrrandite lahendamist 
ühel sellisel lihtsal, kuid seejuures üpris olulisel eri
juhul; nimel juhul, kui v ä l j a  a l l i k a k s  on 
ü k s i k  p u n k t m a s s .

üksikut punktmassi on ilmselt otstarbekas vaadelda 
taustsüsteemis, mille suhtes see punktmass paigal on ja kus 
ta asetseb ruumiliste koordinaatide alguspunktis (joonis 27)« 
üldiste füüsikaliste kaalutluste põhjal on väli selles 
taustsüsteemis kerasümmeetriline. Eukleidilises ruumis on 
kerasümmeetria puhul teatavasti loomulikuks ruumiliseks 
koordinaadistikuks sfääriline koordinaadistik .
VÕib oletada, et kõvera ruumi tsentraal- ehk kerasümmeet
ria puhul osutuvad loomulikeks koordinaadid, mis on saadud 
tasase aegruumi koordinaatidest n,—ö* sfäärilise sümmeet
riaga kõverdamise tulemusena.
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Hiisile võiksime vaadeldava probleemi puhul postulee
rida meetrilise vormi järgmise kuju:

(d s f' = a(r)@ rf+fi(r)(rf[jp& f+(xn.9r fy f] ^  £(r)(cd{;) (iv 7.1)

Kui <3 = £ = ̂  - 'f , siis saamegi siit ruumiliselt sfää
rilise koordinaadistiku galileilises aegruumis. Suurusi CL , 
$ ja h võime tõlgendada kui n.-ö. aegruumi kõverdumise 
koefitsiente.

Pangem tähele, et meetrilise vormi kujule (IV 7*1) 
jõudsime faktiliselt mitterangete, n.-ö. piltlike kaalut
luste teel. Kasutades eksaktseid rühmateoreetilisi meeto
deid, saame aga staatilise sfäärilise sümmeetria eeldami
sel kõveras aegruumis samasuguse tulemuse2.



b) Meetrilise vormi puhul (IV 7.1) on vahetult naha, 
et koordinaatteisenduse puhul, mis on järgmist tüüpi:

r = r(r>)
(IV 7.2)

r'= r'(r)}

ei muutu vormi (IV 7.1) põhimõtteline kuju. Nii peabki ole
ma, sest vastavalt t)BT vaimule peab antud probleemis radl- 
aalmuutuja olema vabalt valitav.

Kasutades teisendust (IV 7.2), võime juba enne, kui 
asuda väljavÕrrandeid lahendama, fikseerida ühe kolmest 
tundmatust funktsioonist Ct , & ja • Igale fiksee- 
rimlsviisile vastab üks kindel koordinaatsüsteem, mis kõik 
kuuluvad sisuliselt ühte ja samasse taustsüsteemi (pangem 
siit konkreetselt tähele erinevust taust- ja koordinaat
süsteemide vahel - vt. III, 1, b).

Valime praegu uue radiaalmuutuja järgmiselt:

r'=Vh(r)r. (IV 7.3)
Pärast üleminekut uude koordinaatsüsteemi jätame aga primi
ära ning seega saame lihtsalt meetrilise vormi (IV 7.1) 
niisugusel kujul, kus = 4 .

c) Arvutusteks on otstarbekas sisse viia uued tähis
tused koordinaatide jaoks

Х3=ф (IV 7.4)

ning samuti suuruste Q ja 4 jaoks

a(xf) J e2fr̂ =6fa). (iv 7.5)

Valides sellisel viisil meetrilise vormi kordajate kuju,



fikseerime üheselt ruutvormi (IV 7.1) signatuuri. Paneme 
tähele, et ka tingimus (III 1.2) on seejuures alati täide
tud.

Niisiis võime üldisust piiramata esitada s t a a 
t i l i s e  ja t s e n t r a a l s ü m m e e t r i l i -  
s e meetrilise vormi järgmisel kujul:

(ds)Z= - e2 r^ { ^ r jt e ^ x\c/x4)  (sutẑ ) ] ^ i v  7.6)

s. t.

0 0 0

0 0 0

0 0 Q c S 0

0 0 0 Qc,sc/ixz

(IV 7.7)

Bt leida suuruste F ja 'V' ning sellega ühtlasi 
punktmassi gravitatsioonivälja potentsiaalide konkreetne 
kuju, tuleb lahendada gravitatsioonivälja võrrandid. Nagu 
näeme viimaste kujust (IV 2.2), on selleks igal juhul tar
vis teada Ricci tensori komponentide kuju. Viimaste leid
miseks tuleb aga enne välja arvutada Christoffeli koefit-

гл
J1* *siendid

d) Vajalikeks arvutusteks on veel ennekõike tarvis 
teada determinant! ^  ja meetrilise tensori kontravari- 
antseid komponente. Bt

$ = (IV 7.8)
siis valemi (II 3*25) põhjal saame
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О О (jc,fz о

О О О  (хfStnXj

(IV 7.9)

(Paneme tähele, et nn. diagonaalse meetrika puhul om meet
rilise tensori kontravariantsete komponentide maatriks sa
muti diagonaalne ning need diagonaalsed komponendid on liht
salt kovariantsete pöördväärtused.)

Pärast suuruste (II 6.9) leidmist, arvutame valemi
test (II 6.11) Christoffeli koefitsiendid [~* . Selgub,S*v
et meetrilise vormi (IV 7.6) puhul on nullist erinevaid 
koefitsiente üksnes üheksa (kriips tähendab tuletist koor- 
dinaadi X1 järgi):

Vaja läheb ka nn. koondatud Christoffeli koefitsiente (31 6.13):

(IV 7.10)

(IV 7.11)
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Valemite (IV 7*10-11) põhjal võimegi nüüd arvutada 
Eicci tensori komponendid (II 8.1). Selgub, et antud ju
hul pole identselt nuILLd üksnes võrdsete indeksitega (Â y*) 
komponendid t

= F"+(f‘f-r(F',i), 
d =■-■/ + е-л*г]Г/ + xt(F'~ V)]t (IT 7.12)

R -3 3  *  Q ^ X S ( - 1 +  е"л r [ 'i i ' x i  ( F y ) J j .

e) Kui üksik punktmass pole elektriliselt laetud, siis 
kehtivad väljaspool tema asukohta gravitatsioonivälja vaa- 
kumvÕrrandid (IV 3*1). Arvestades valemeid (IV 7*12), oman
davad need kujui

-F"-(r')Z-i- О , (IV 7.13)

г" + (Ff) - Y'f' - = 0 J (IV 7.14)

-/v-e V)]~ 0. (iv 7.1 5)

Näeme, et võrrandid on tõepoolest mittelineaarsed. Ent an
tud juhul on tegemist üksnes kahe ühest muutujast sõltuva 
funktsiooniga ning seetõttu osutub siin gravitatsiooniväl
ja võrrandite integreerimine siiski üpris hõlpsaks.
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Liites võrrandid (IV 7.13) da (IV 7.14), saame seose
Цг'+ r')=o,

millest järeldub, et
F+ Y=  С (IV 7.16)

Integreerimiskonstandi С võib kohe määrata vaadeldava 
probleemi loomulikest ääretingimustest. Nimelt on ju mõist
lik eeldada, et lõpmata kaugel üksikust punktmassist cn vä
li galileiline ning et seda kirjeldab meetriline vorm 
(IV 7.1) lisatingimusega C l = & = P[ = 1. Seega peavad keh
tima ääretingimused

tUn F = Ccm Y  = О ( i v  7 . 1 7 )

millest järeldub, et seoses (IV 7.16) peab konstant С  võr
duma nulliga. Niisiis saame

'¥= -F . (iv 7.18)
Lahutades võrrandist (IV 7.14) võrrandi (IV 7.13)» 

jõuame võrrandile
Z[F"+ 2(Г)г- + §'Г,]=0, 

mille teisendamine annab (eeldusel F Ф О )

(tnF) 1- ä.f'+ Jj = О
Siit leiame integreerimisel seose

dsiF £F + *
s. t.

^ = r

ehk
£ F  e  ( x , )  = - 0
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Veelkordne integreerimine annab nüüd

(IV 7.19)

St oleks rahuldatud ka võrrand (IV 7»15)» peab seoses

Konstant Г  iseloomustab ilmselt välja allikaks olevat 

punktmassi. Peagi näeme, et see tõepoolest nii ka on.

f) Valemite (IV 7*18) ja (IV 7.20) põhjal võime konk

retiseerida meetrilise vormi (IV 7*6) kuju. Sellega ole

megi leidnud aegruumi meetrilise vormi punktmassi gravitat

sioonivälja puhul. Rõhutagem veelkord, et selle vormi oleme 

leidnud gravitatsioonivälja Einsteini võrrandite t ä p s e  

lahendamise teel. Kõnesoleva lahendi leidis esimesena 

K. Schwarzschild 1916. aastal ja seda nimetataksegi seepä

rast S c h w a r z s c h i l d i  l a h e n d i k s ,  

täpsemalt Schwarzschildi v ä l i s e k s  lahendiks.

VÕime minna ka tagasi koordinaatide tähistustele Ъ  , 

Г  , S ja <̂ > . Nii saame vaadeldava meetrilise vormi 

(nn. Schwarzschildi meetrika) kujul

(IV 7*19) konstant A võrduma ühega. Niisiis leiame lõpli

kult

(IV 7.20)

r

г ., 7 (IV 7.21)
+ (r) [(d S ) -f- (sift$cfj)J J  .



g) Meetrilise vormi (IV 7*21) v8ib teisendada nn. iso- 

troopsesse kujju.

Kui valime teisenduse (IV 7*2) kujul

r = r ' ( 4 + t (IT 7.22)

siis näeme, et

d r ^ d r ' ^  +  f i

Da С \z
ra (<-&)
r '

Siit leiamegi meetrilisele vormile (IV 7*21) uue, nn. iso- 

troopse kuju

+ (j  + fc ,f{(d rf+  (r') Z[(cf$f-f- (m  £c/<pf]J . (IV 7.23)

h) Küllalt kaugel punktmassist peab gravitatsiooniväli

Г" f*
ilmselt nõrk clema. Suurused ~ ja -p on aga sel ju

hul väga väikesed.

Arendame avaldises (IV 7*23) meetrilise vormi kordajad 

ritta suuruse ^  astmete järgi ja piirdume ainult esimese 

parandusega. Siis leiame 

rB -*•
*

yf + -&• ' Hr'
ja

26
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Seega saame punktmassi gravitatsioonivälja puhul n3rga väl

ja meetrilise vormi kujul

V3rdleme saadud tulemust nõrga ja staatilise gravitat

sioonivälja meetrilise vormi üldise kujuga (IV 5.17). Et

Sellega on konstandi /£ kui välja allikat iseloomustava 

parameetri väärtus määratud.

i) Suurust Г 0 , mille määrab valemi (IV 7.25) koha

selt partikli mass, nimetatakse ka punktmassi g r a v i - 

t a t s i o o n i l i s e k s  r a a d i u s e k s .  Lei

tud punktmassi jaoks, kirjeldavad meetrilised vormid (IV 7.21) 

ja (IV 7.23) tegelikult gravitatsioonivälja igasuguste sfää

rilise sümmeetriaga massijaotuste ümber, kus allikaks olev 

aine on kas paigal v3i liigub üksnes radiaalselt. 'УГ} on 

sel juhul vaadeldava ainejaotuse kogumass.

Paneme tähele, et juhul Г - Г  ("Schwarzschildi pind") 

muutub meetrilises vormis (IV 7.21) £ oo nulliks ja 

kasvab piiramatult. Selle t3iga põhjal võiks arvata, et aeg

ruumi meetrika saab "Schwarzschildi pinnal" singulaarseks 

ning et antud kogumassi УУ) puhul pole võimalikud kehad gra

vitatsiooni lis es t väiksema "raadiusega" (NB! on üksnes

< & s f ( ü d t f - 1- ( 4 + % ) & Z ) b, (IV 7.24)

kus (d t ) on eukleidilise 3-ruumi meetriline vorm.

punktmassi puhul Newtoni potentsiaal ( J  = ~  $“7 , siis tule

neb sellest vSrdlusest seos

(IV 7.25)
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radiaalmuutuja; kauguse2 punktide ja /£ vahel piki 

raadi ust annab integraal J  VcjZ d r )e Ent tegelikult ei

saa aegruumi meetrika ^  puhul singulaarseks. Seda
2,

tõendab näiteks asjaolu, et nii determinant ^  =-~ ( r 2̂ i/ i^ )  

kui ka invariant J ~  (vt. ülesanne 8) jäävad

"Schwarzschildi p i n nal "  regulaarseteks. Meetrika tõeline 

singulaarsus ilmneb üksnes punktis /'= О . Selgub, et 

ruumilise piirkonna puhul pole lihtsalt meetrilisi

vorme (IV 7*21) ja (IV 7*23) iseloomustavad koordinaadid 

rakendatavad. Kasutades teistsuguseid ja nimelt teatavaid 

mittejäiku koordinaatsüsteeme (meetrilise vormi kordajad 

sõltuvad koordinaatajast )3CZ, on võimalik uurida aegruumi 

omadusi ka piirkonnas f  š  Го .

j) On selgunud, et aegruumi, omadused piirkonnas ^4 1 ^  

on seostatavad massiivsete kehade teatavate eripäraste 

omadustega. 4

Kui uurida sfäärilise sümmeetriaga keha relativist

likke tasakaalutingimusi, siis selgub, et küllalt suure 

massiga keha puhul ei saa olla tasakaalulist staatilist 

olukorda. Selline keha peab tema enda tekitatud gravitat

sioonivälja mõjul piiramatult kokku tõmbuma. Nimetatud 

nähtust kirjeldasid esmakordselt J. E. Oppenheimer ja

H. Snyder 1939. aastal ning seda on hakatud nimetama

g r a v i t a t s i o o n i l i s e k s  k o l l a p 

s i k s .

2 Vt. LL, lk. 384.

22 Sealsamas, lk. 393 jj.



Välise liikumata vaatleja suhtes, kes kasutab koordi

naate meetrilise vormiga (IV 7.21), läheneb kollabeerova 

(kollapseeruva) keha "raadius” lõpmata kauges tulevikus 

gravitatsioonilised. Kollabeeruva ainega kaasaliikuvas 

taustsüsteemis aga ületab kokkutõmbov aine lühikese oma- 

aja-vahemiku jooksul "Schwarzschildi pinna" ning jätkab lii

kumist ka selle "all", kus paigalolek on võimata. Uis sün

nib piirkonnas r < , seda pole väljastpoolt näha, sest 

nii ainelised osakesed kui elektromagnetiline kiirgus (seal

hulgas valgus) võivad läbida "Schwarzschildi pinda" üksnes 

ühes suunas - sissepoole. '

Niisiis kulgevad kollabeeruva ainega k a a s a l i i 

k u v a s  teljestikus protsessid edasi, v ä l i s e  vaat

leja suhtes aga gravitatsioonilise raadiuse ümber kokkutÕm- 

buv keha just nagu "sulgub endasse", "tardub" - keha ei 

saada enam mingeid signaale ümbritsevasse ruumi (siin aval

dub aja relatiivsus oma äärmises vormis). Sellist kollabee- 

runud objekti nimetatakse k o l l a p s a r i k s  ehk 

" m u s t a k s  a u g u k s " .  Ta on ümbruskonnaga vas

tastikuses mõjustuses üksnes oma gravitatsioonivälja vahen

dusel.2

St selgitada kollabeeruva keha seesmise oleku muutusi, 

sealhulgas üksikasjalikumalt tema käitumist "Schwarzschildi 

pinna all", on vaja uurida Einsteini võrrandite sfäärilise 

sümmeetriaga lahendeid ainelise keskkonna jaoks (s. t. ju-

hui r V o  )*».■■ ■ ■ , . j£\ ■ ■ .......... .
x Vt, näiteks LL, lk. 393.

22 Sealsamas, lk. 401 jj.
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Viimasel ajal on uuritud ka Binsteini võrrandite jä

reldusi mittesfääriliste ja pöörlevate kollabeeruvate ob

jektide puhul. Nii leiti 1963. aastal täpne lahend (nn. 

Kerri lahend), millel on terve rida huvitavaid omadusi ja 

mis hilisemate uurimuste põhjal on tõenäoliselt rakendatav 

pöörleva statsionaarse kollapsari kirjeldamiseks.2'

ülesandeid

1. Arvutada meetrilise vormi (IV 7.6) puhul "Chris

toffeli 1. liiki sümbolid" (II 6.9).

2. Tõestada, et meetrilise vonai (IV 7.6) puhul on 

40-st Christoffeli koefitsiendist nullist erinevaid 

tõepoolest ainult üheksa ning et nad avalduvad valemitega 

(IV 7.10).

3. Põhjendada valemite (IV 7*11) kuju.

4. Tõestada, et meetrilise vormi (IV 7«6) puhul Bicci 

tensori nn. mittediagonaalsed komponendid ( A ) on 

identselt nullid ja et diagonaalsed komponendid avalduvad 

valemitega (IV 7.12).

5. Näidata, et seosed (IV 7*18-19) rahuldavad võrran

dit (IV 7*15) tõepoolest üksnes siis, kui A-i .

6. Arvestades seoseid (IV 7.18) ja (IV 7.20), konkre

tiseerida meetrilise vormi (IV 7*21) jaoks Christoffeli 

koefitsientide (IV 7*10) kujud.

7. Silmas pidada valemit (II 7*3) ja kasutades eelmi-

Vt. näiteks LL, lk. 408 jj*
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se ülesande tulemusi, arvutada meetrilise vormi (IV 7*21) 

puhul Riemanni-Christoffeli tensori komponendid •

Saada siit täielikult kovariantsed komponendid •

8. Eelmise ülesande tulemuste põhjal arvutada invari

ant «7- ĵCAyu*» .



V. 1РЫ> RELATIIVSUSTEOORIA VAHEKORD 

VAATLUSE JA EKSPERIMENDIGA

1. OST ja kosmose- 
füüsika

a) Mõistagi ei tõesta käesoleva loengukursuse I peatukis 

toodud mõttelised katsed pöörleva kettaga, Einsteini lifti

ga ja teised sellesamased veel seda, et gravitatsiooni- 

nähtusi ikka tõesti just ÜRT kirjeldab ja seletab. Nendel 

mÕttelistel katsetel on küll ülitähtis osa juhtideede and

jatena, loogilise mõtte suunajatena, milleta teaduse areng 

üpris saamatult kulgeks, kuid lõpliku Õigustuse ÜRT põhi

printsiipidele, tema matemaatilise aparatuuri otstarbeku

sele, tema põhivõrranditele saab siiski anda üksnes teoo

ria järelduste k o o s k õ l a  v a a t l u s -  j a  e k s -  

p e r i m e n d i a n d m e t e g a .

Millised empiirilised andmed siis ÜRT olemasolu Õi

gustavad? Et gravitatsiooniline vastasmõju on loodusnäh

tustes seda olulisem, mida suuremate mastaapidega meil te

gemist on ja mida suurem on vaadeldavate objektide kogu

mass ning tihedus, siis ka gravitatsiooniteooria kinnitust 

tuleks ilmselt otsida ennekõike suurtest mastaapidest ja 

väga ulatuslike või väga tihedate materiaalsete objektide» 

juurest. Pangem tähele, et Newton lähtus samuti taevame-



h a a n ik a st ja  a l le *  s i i s  t õ i  g r a v ita tsio o n ise a d u se  "m aises

se "  m ehaanikasse. H eie a j a l on k o sm ilin e h o r iso n t p a lja  

атагат ja  seeg a  tu le k s  tä n a p ä ev a sele  g r a v ita ts io o n ite o o 

r ia le  hinnangu andm isel a lu sta d a  Newtoni aegadega v õ r r e l

d es h o o p is suurem atest m a sta a p id est. N i i s i i s  e i  p iisa  ÜBT-le 

õ ig u stu se  o ts im is e l a in u lt  Maal k u lg ev a te  n äh tu ste ega ise 

g i ük sn es P ä ik esesü steem i n ä h tu ste a n a lü ü s is t , v a id  k õig e

p e a lt  tu le k s  vaad eld a k o s m o s e f ü ü s i k a t  ko

gu s e l l e  tän ap äevases haard es.

b ) H ä sti jäm edal v i i s i l  v õ ib  tänapäevase kosm osefüü- 

s ik a  probleem id jaotad a kahte suurde rühma. (S ea lju u res  

m oodustaksid P ä ik e se sü ste e m i- sise se d  ja  M aa-lähedase kos

m ilis e  ruumi n ähtused v e e l kolm andagi rühm a.)

B site k s  on s i i n  probleem id, m is on seotu d  kogu m eile  

tuntud maailmaruumi ku i te r v ik u , s e l l e  e h itu s e , omaduste 

ja  k ä itu m ise u arim isega. Meed on k o s m o l o o g i a  

p robleem id, m is seo stu v ad  maailmaruumi o b je k tid e  tek k e ja  

e v o lu ts io o n i, s .  o . k o s m o g o o n i a  probleem ide

ga.

K o sm o lo o g iliste s m astaap id es, kus Juba kogu m eie Ga

la k tik a  osutub t llla k e s e k e  o b je k tik s , on k õ ig is t  fü ü sik a 

l i s t e s t  in te r a k ts io o n id e s t g r a v ita ts io o n ilin e  vastasm õju  

ilm s e lt  k õ ig e o lu lise m . Seega p eak sid  ju s t  need m astaabid  

olem a ÜRT peam iseks rak en d u salak s. S elgu b , e t  se e  n i i  ka 

on. N üüd isaegses k osm oloogias, m is uurib  m ateeria  ja o tu s t, 

lllk n m is t ja  v a s ta s tik u s t  mõju kogu m eile  tuntud maailma

ruumi u la tu se s  n in g  koos s e lle g a  aegruumi n .- õ . g lo b a a l-



e e id  om adusi, on g r a v ita ts io o n ite o o r ia n a  tõ e p o o le st end 

õ igu stan u d  n im elt ÜBT.

Tuginedes ÜBT-le, konstrueeritakse mitmesuguseid 

k o s m o l o o g i l i s l  m u d e l e i d ,  mille 

omadustee püütakse kajastada reaalse kosmilise aegruumi 

omadusi. Eeldades aine homogeenset ja isotroopset jaotust 

vaatlustega hõlmatavas maailmaruumis kui tervikus, on teis

te hulgas saadud näiteks nn. isotroopsed mudelid, mis on 

tuntud alates aastast 1922 ja mida esmasleidja nime järgi 

nimetatakse ka Friedmann! mudeliteks1 . Nende mudelite ise

loomulikuks jooneks on meetrika mlttestatsionaarsus: aeg

ruumi kõverus on aja funktsioon. Niisuguste mudelite alu

sel Õnnestub seetõttu seletada ühte väga tähelepanuväärset 

empiirilist kosmilist tõika ja nimelt kaugetelt galakti

katelt tuleva valguse spektrijoonte punanihet (nn. kosmo

loogilist punanlhet ehk Hubble'1 nihet). Mittestatsio

naarne dünaamiline kosmoloogiline mudel lubab seda näh

tust loogiliselt seletada kaugete galaktikate eemaldumi

sega meist ("maailma paisumisega").

Arvesse võttes tänapäevaseid astronoomilisi andmeid, 

on alust arvata, et isotroopne kosmoloogiline mudel kir

jeldab üldjoontes adekvaatselt nii meile tuntud maailma

ruumi tänapäevast olukorda kui ka selle senise evolutsi

ooni olulisemaid jooni. Ta on kooskõlas seniste andmete

ga kosmiliste objektide ea, samuti nn. kosmilise relikt-

x Vt. näiteks LL. lk. 453 jj» Et kosmoloogilised mu
delid nõuavad ulatuslikumat erigärast käsitlemist, siis ei 
mahu nende konkreetne vaatlus käesoleva põhikursuse raami
desse.



kiirguse kohta. Ait saaas on selge, et eeldus mateeria ho

mogeensest ja isotroopsest jaotusest saab olla üksnes ligi

kaudne, sest suhteliselt väiksemate kosmoloogiliste mastaa

pide puhul pole ta ilmselt enam kehtiv. See asjaolu stimu

leerib ka keerukamate kosmoloogiliste mudelite, sealhulgas 

nn. anisotroopsete mudelite uurimist. Omaette probleemiks 

on kosmoloogilise mudeli ajalise singulaarsuse С"maailma 

alguse") olemasolu v3i puudumine, mudeli omadused sellise 

singulaarsuse puhul jne.z

c) Teiseks suureks kosmosefüüsika probleemide rühmaks 

on a s t r o f ü ü s i k a l i s e d  probleemid, mis on 

seotud mitmesuguste isoleeritud objektide (täht, pulsar, 

kvasar, galaktika jne.) uurimisega. See valdkona on täna

päeval samuti saanud ÜHT rakendusalaks.д

Mitterelativistlik gravitatsiooniteooria koos termodü- 

naamika, plasma- ja tuumafüüsikaga seletab täielikult täh

tede heleduse, m33tmed ja spektrid nn. tavaliste tähtede 

puhul. Arvutuslikud hinnangud aga näitavad, et ülitihedate 

objektide evolutsiooni ja tasakaalu uurimine n3uab juba re

lativistlike efektide arvestamist. See tähendabki vajadust 

ÜBT järele. Huvi relativistlike efektide uurimise vastu suu

renes eriti kvasarite (1963) ja pulsarite (1968) avastamise 

järel.

x Yt. LL, lk. 499 jj.

11 Vt. näiteks kirjanduse nimistus osutatud J. Zeldo- 
vitfii ja I. Hovikovi, aga samuti 0. W. Sciama (рама) raama
tuid.
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St rastavalt tehtud arvutustele on teatavates tingi

mustes võimalik tähtede (näiteks nn. valgete kääbuste) evo

lutsiooni üleminek relativistlikuks gravitatsioonillseks 

kollapsiks, siis on saanud tänapäeval ka "mustade aukude" 

esinemise võimalus maailmaruumis palju huvi pakkuvaks ast- 

rofüüslkallseks probleemiks (vt. IV 7, j). Intensiivselt 

analüüsitakse nähtusi, mis võiksid võimaldada "musta augu" 

avastamist.

d ) Nagu n ä itasim e (v t .  IV, 6 ) ,  järeld u b  E in stein i võr

r a n d ite s t g r a v i t a t s i o o n i k i i r g u s e  või

m alus. Ent arvutu sed  k in n ita v a d , e t  eksperim endis j ä lg it a -  

v a id  g r a v ita ts io o n ile ! n e id  te k ita d a  m a istes tin g im u stes  

tän ap äeval v e e l su u rt lo o tu s t p o le . L iig a  tü h in e  on s i in  

p õ h im õ tte lis e lt  v õ im a lik  g r a v ita ts io o n ik iir g u se  in te n s iiv 

su s ja  s e n i p o le  l i h t s a l t  olem as seadm eid, m is s e l l i s t  k iir 

g u st r e g is tr e e r id a  suudaksid. K ü ll aga v õ ik s e s ia lg u  j ä l le  

a id a ta  k osm oeeila in g u te uurim ine.

M ingid h iig la s lik u d  k o sm ilised  p r o ts e s s id  (n ü te k s  tä 

he k o lla b eeru a in e "mustaks auguks", supernoova tek e vm s.) ,  

m ille g a  kaasnevad m assi k o n tse n tr a tsio o n i to h u tu lt suured  

ja  k iir e d  m uutused, v õ ik s id  ilm s e lt  te k ita d a  ka g r a v ita t

s io o n iv ä lja  вu u ri m uutusi, m is s i i s  kas p id ev a te  la in e te n a  

v õ i ük slk im p u lssid en a  universum is le v id a  v õ ik sid . S e l l i s t e  

kaugkosm osest Maale le v iv a te  g r a v ita ts io o n lla ln e te  a va sta 

m iseks on v iim a s te l aastaküm netel väga p een i ja  tä p seid  kat

s e r iis t u  eh ita d a  püütud ning on v õ la a lik , e t  s i in  on is e g i  

juba m õningat edu olnud.
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Kii näiteks väitis 1969* aastal ameerika gravitatsio- 

nlst J. Weber, et temal ja ta kaastöölistel ongi tõenäoli

selt juba torda läinud registreerida mingilt kosmiliselt al

likalt lälxtunod gravitatsioonikiirguse Impulsse. Kiirguse 

vastuvõtjateks olid Weberi katsetes massiivsed, umbkaudu 

pooleteisetonnlsed, pooleteise meetri pikkused ja kuni me^- 

ri jämedused vaakumis ülesriputatud ja Igasugustest mitte- 

gravitateioonllistest mõjustustest isoleeritud alumiinium- 

sillndrid, mille mõõtmete muutuste amplituude piesoelektri- 

liste muundurite vahendusel ja ülitundliku elektroonlkaapa- 

ratuurl abil mõõdeti. Selliseid silindri mõõtmete muutusi 

võis aga tekitada just ruumi kõveruse ajutine muutus leviva 

gravitatsioonikiirguse impulsi toimel. Hoolikas kontroll 

olevat kinnitanud väga suure tõenäosusega, et ülalmainitud 

impulsside vastuvõtmisel mingid kohalikud mõjustused, nagu 

näiteks mingid elektromagnetlained, vibratsioonid jne., kat- 

seriista mõjustada ei võinud. Tõsi, Weberi ja tema kaastöö

liste seni saadud tulemused on päris mÕÕtmistäpsuse äärmise 

piiri peal ning täiesti usaldusväärsete andmete saamiseks 

tuleb mõistagi uurimusi jätkata ja tulemusi täiendavalt kont

rollida. Viimastel aastatel on siiski süvenenud kahtlused 

Weberi katsetulemuste suhtes, sest seni (1974. a.) pole teis

tel uurijatel Õnnestunud neid tulemusi omapoolselt kontrol

lida, ehkki. Weberi katseseadmetega samaväärseid on juba mit

mel pool olemas (näiteks ka nõukogude uurija V. Braginski 

töörühmal).

Ent olgu kuidas on Weberi seniste konkreetsete ekspe

rimentide usaldusväärsusega, ikkagi tuleb tõdeda, et gravi-
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tatsioonikiirguee genereerimise ja detekteerimise, selle 

kiirguse levimiskiirusef polarisatsiooni ja maade omaduste 

uurimise eksperimentaalsete võimaluste laiaulatuslik väl

jaselgitamine on alanud. Paljudes laboratooriumides tegel

dakse intensiivselt vajalika aparatuuri arendamise ja Inst

rumentide tundlikkuse tõstmisega ning mõõdetavat gravitat- 

sioonikiirgust põhjustada võivate objektide väljaselgita

misega. Gravitatsioonlkiirgust uurivatesse eksperimentides

se tõmmatakse kaasa nüüdisaegse füüsika kõige peenem kat

setehnika (krüogeenne elektroonika, lasertehnika jne.).

e) Nagu teada, osutub Päikesesüsteemi ulatuses ja Maa 

peal väga suure täpsusega Õigeks gravitatsiooni Newtoni te

ooria. Et viimane tuleb erijuhana ÜRT-st (vt. IV, 5)» siis 

on seegi tõik faktiliselt ÜRT Õigustus. Kogu Newtoni teoo

ria rakendusulatuses on ju seega ÜRT samuti kooskõlas vaat

luse ja eksperimendiga.

Muidugi ennustab ÜRT ka Päikesesüsteemi ulatuses New

toni teooria täpsuspiiridest väljuvaid efekte. Ehkki eri

nevalt kaugkosmose ilmingutest on seda tüüpi efektide pu

hul võimalik selgemalt eristada puhtgravitatsioonilisi näh

tusi muudest, on nad kõik siiski väga väikesed. Paljusid 

selliseid nähtusi (nagu näiteks eespool mainitud "maiseid" 

gravitatsioonilaineid, Maa kui gravitatsioonivälja allika 

pöörlemisest tingitud relativistlikke lisanähtusl, mis võik

sid avalduda tehiskaaslasele paigutatud güroskoobi protses

sioonis, ja mitmeid teisi) pole füüsika tänapäevane ekspe- 

rimenditehnika veel suuteline registreerima. MÕnda ÜRT poolt
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ennustatud ilmingut Päikesesüsteemis on aga võimaldunud ka 

empiiriliselt jälgida. Niisugusteks nähtusteks on planeedi 

perlheeli relativistlik nihe, elektromagnetsignaali, seal

hulgas valguskiire kõrvalekalle ("paindumine") Päikese gra

vitatsiooniväljas, spektrijoonte gravitatsiooniline nihe, 

Maalt Teenusele või Merkuurile (v3i ka tebiskaaslasele) saa

detava ja sealt tagasipeegelduva raadiosignaali ("radar- 

kaja”) relativistlik hilinemine Päikese gravitatsiooniväl

ja toimel. Kolmest esimesest efektist tuleb veel juttu 

käesoleva peatüki järgmistes punktides, kus näeme, et kat- 

setäpeuse piirides on empiirilised andmed kinnitanud ÜRT 

arvutusi. Neljandale nähtusele juhtis esimesena tähelepanu

1. Shapiro 1964. aastal ja selle efekti mõõtmistulemused 

(suurusjärgus 1СГ4 s vahetult Päikeseketta ääre juurest möö

dunud signaali puhul) on samuti olnud kooskdlas ORT põhjal 

tehtud arvutustega.

Mõistagi on loota, et tänu eksperimenditehnika aren

gule suureneb peagi vSimaluste hulk Pälkesesüsteeml-sises- 

teks empiirilisteks uurimistöödeks. Viidakem näiteks kas 

või järgmisele mõõtmistehnika viimase aja saavutusele. Kuul 

käinud astronaudid paigutasid teatavasti sellele taevake

hale reflektori, millelt peegeldunud laserikiire abil on 

saadud m33ta ülitäpselt Maa ja Kuu vahelist kaugust (ca

0,5 ■ täpsusega). Tänu sellele on tekkinud võimalus uuride 

väga täpselt Maa ja Kuu suhtelist liikumist ning võrrelda 

Maa tegelikku orbiiti selle geodeetilise joonega, mida möö

da peaks Maa liikuma. Niisuguse võrdluse tulemus lubaks ju 

jällegi kontrollida ÜRT-st tulenevaid järeldusi.
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f) St Päikesesüsteemi alatuses ja Maa peal on. teada 

vald üksikuid nähtusi, mille seletamiseks ÜBT-d vaja lä

heb, ning et seejuures nende seletamiseks tuleb leida 

üksnes väikesi parandusi Newtoni teooria tulemustele, sü s  

pole eriti vaja imestada, et ülalnimetatud seni mõõdetud 

ilminguid mõne teisegi teooria abil seletada võib. Ent 

küsida tuleks, kas need teised teooriad kogu ulatuses, 

oma loogiliste seoste poolest ülejäänud füüsikateooriafce- 

ga ning seesmise täiuslikkuse ja harmoonia poolest siis

ki niisama head on kui ÜRT? Teaduses ei saa asendada üh

te teooriat teisega ja seejuures veel fundamentaalset te

ooriat vähem fundamentaalsega ainuüksi ja lihtsalt sel

lepärast, et m3ne üksikküslmuse puhul võiks seletust an

da k a  teistsugusel viisil. Selline ühe teooria asen

damine teisega peab igati põhjendatud ja paratamatu ole

ma. Seni siiski samaväärtuslikku alternatiivset teooriat 

ÜRT-le pole olemas. Ei ole samuti teada tänapäeval ühtki 

empiirilist fakti, mis ÜRT-le otseselt vastu räägiks. 

Katseid ÜRT aluste kontrollimiseks ja ÜRT võrdlemiseks 

mõningate teiste olemasolevate gravitatsiooniteooriatega 

on viimasel ajal mitmeidki planeeritud ja ka teostatud 

(näiteks: kas ei muutu ajas gravitatsioonikonstant, kas 

poleks vaja asendada ÜRT-le omane gravitatsiooni tensor- 

potentsiaal skalaarsega, kas gravitatsioon on ikka kir

jeldatav aegruumi meetrikaga jne.).
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2 . P a r tik k e l punktm assi 
g r a v ita ts io o n iv ä lja s

a) Nagu rõhutatud, peaks aegruumi omaduste uurimine 

alati kulgema lihtsamalt keerulisemale (vt. I( 2, aj I, 3,

a). Seega ka kõveras aegruumis tuleks kõigepealt uurida 

partiklite eksistentsi ja valguskiirte kongruentse. Enne

kõike niisuguste "proovipartiklite" ja "proovivalguskiir

te" käitumises avalduvad konkreetFe mateeriajaotusega aeg

ruumi ning sellega lahutamatult seotud gravitatsiooniväl

ja omadused. Proovipartiklite enda mass loetakse teata

vasti kaduvväikeseks ja nende endi poolt tekitatud gravi

tatsiooniväli jäetakse arvestamata.

Eopiiriliste andmetega võrdlemise seisukohalt pakub 

esmajoones huvi kerasümmeetrilise gravitatsioonivälja uuri

mine. Teatavasti saab sellisena vaadelda esimeses lähen

duses nii Päikese kui ka iga üksiku planeedi gravitatsi

oonivälja. Siit selgub esmajoones Schwarzschildi meetri

kaga aegruumi uurimise suur rakenduslik tähtsus.

Ühe proovipartikli uurimine punktmassi gravitatsioo

niväljas, mida kirjeldab Schwarzschildi meetrika, kujutab 

endast klassikalise mehaanika Kepleri ülesande relativist

likku üldistust. Ka siin on nüüd vaatluse all sisuliselt 

kahe Jceha liikumise probleem juhul, kui ühe keha mass on 

teise massist nii palju kordi suurem, et selle teise keha 

massi võib tinglikult nulliks lugeda.

b) Partiklite eksistentsi uurimine mingis relativist

likus gravitatsiooniväljas taandub teatavasti vastava aeg-
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ruumi geodeetiliste joonte võrrandite uurimisele (vt, III, 

3; vrdl. ka IV, 5, d).

Geodeetiliste joonte võrrandite (III 3*2) konkreti

seerimine kindla väljatüiibi puhul saab võimalikuks pärast
/— Я

Christoffeli koefitsientide konkreetse kuju kind

lakstegemist. Schwarzsohildi meetrika puhul ongi meil juba 

nende suuruste kuju teada (vt. IV, 7; 6. ülesanne). Geo

deetiliste joonte võrrandite integreerimiseks pole aga an

tud juhul otstarbekas kasutada Christoffeli koefitsiente 

sellisel "lõplikult ilmutatud" kujul. Piisab täiesti nende 

suuruste kujust (IV 7.10), kus on vaid lisaks arvesse võe

tud seos (IV 7И8).

Niisiis võime meetrilise vormi (IV 7.21) puhul geo

deetilise joone võrrandid üles kirjutada järgmisel kujul 

(arvestatud on tähistusi (IV 7*4)):

SÜL + otr'äLdL. = q (V 2.1)d s 2- ^  cfs ds U '

о  (7 2.3)

d Q  2co{ß ,^ _ ^ _ = 0  ( V W )  d s L r  d s  d s  cfs d j  * 4 * '
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с) Ohe proovipartikli liikumise uurimisel võime üldi

sust piiramata orienteerida ruumilise koordinaadistiku nii, 

et vaatluse alghetkel liiguks vaadeldav partikkel n.-ö. ek- 

vatoriaaltasandist s. t. et oleksid täidetud tingimused

37 = 0 , * « £ .  C f i s
7Õrrand (V 2.3) omandab nüüd kuju

ds2' u  •

Siit aga Järeldub, et tingimused (7 2.5) Jäävadki kehtima 

kogu liikumise aja Jooksul. Nii muutub võrrand (7 2.3) liht

salt identsuseks n i n g  ka teised võrrandid lihtsustuvad mÕ- 

nev3rra.

d) Järgnevalt uurime võrrandeid (7 2.1) Ja (7 2.4).

2 F
Pärast läbikorrutamist teguriga e  on võrrand (V 2.1) 

kirja pandav sellisel kujult

äc<rg)-o.
Siit leiame ühe integraali meie poolt uuritavale võrrandite 

süsteemile
zf 

m ds

kus i on imaginaarühik Ja Z_ reaalne konstant (piki par-

ZFdi . I
e —7— - c L

tlkli maailmajoont on Ju intervall ajasarname ning vasta

valt ruutvormi ($fs) signatuuri valikule käesolevas kursu

ses on seetõttu ds praegu imaginaarne). Leitud integraa

list saame pärast seose (17 7.20) arvestamist

(£/= -  {tfy-T-f ■ (T 2-6)

Oleme saanud sisuliselt ajakoordinaadi ~t seose parameet-
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riga s piki geodeetilist joont. Näeme, et seos sõltub га- 

di aalmuut ajast r* .

Arvestades tingimust (V 2.5)» on v3rrand (7 2.4) kirja 

pandav kujul

Siit leiame veel ühe integraali

Я « >

See seos, kus /V on reaalne konstant, kujutab endast fak
tiliselt Eepleri pindade lause üldistust.

e) Pärast tingimuste (7 2.5) arvestamist ja integraa

lide (7 2.6) ja (7 2.7) leidmist jääb lahendada veel võr

rand (7 2.2). Arvestades seni saadud tulemusi, lihtsustub 

see võrrand oluliselt:

й-  - 0 . (v 2.8)

St punktmassi gravitatsioonivälja meetriline vorm 

(17 7.21) kirjeldab muidugi ka selle välja geodeetiliste 

joonte lõpmata lähedaste punkthetkede vahelist intervalli, 

siis v3ib seda asjaolu ära kasutada võrrandi (V 2.8) Inte

graali hõlpsaks leidmiseks. Pärast suurusega (ds>J läbi- 

jagamist võtab valem (17 7.21) kuju

' - - e l S V

ja siit saame seoste (7 2.5-7) arvestamisel uue võrrandi

Diferentsides saadud avaldist ning asendades tulemuse koos
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selle avaldise endaga võrrandisse (7 2.8), võime veenduda, 

et seos (7 2.9) on tõesti võrrandi (7 2.8) integraal.

f) Liikumise integraalid (7 2.6), (V 2.7) Ja (7 2.9) 

kirjeldavad vaba partikli liikumise kõikvõimalikke "ekva- 

toriaaltasapinnalisi" trajektoore punktmassi gravitatsioo

niväljas.

Kui partikkel liigub teatud hetkel nii, et lisaks on 

täidetud veel ka tingimus

^ = 0 ,  (7 2.10)

siis seose (7 2.7) kohaselt /V=0 ja partikkel jääbki lii

kuma üksnes radiaalsihiliselt. Järelikult kirjeldavad sel

lel juhul ülalnimetatud integraalid partikli n.-ö. puhast 

vaba langemist.

Järgnevalt vaadelgem keerulisemat liikumise juhtu, mis 

leiab aset siis, kui tingimus (7 2.10) ei ole täidetud.

Liikumise trajektoore "ekvatoriaaltasapinnal" on ots

tarbekas kirjeldada koordinaatide г ja ф omavahelise 

sõltuvuse näol. Sellise sõltuvuse leidmiseks tuleb võrran

ditest (7 2.7) ja (7 2.9) elimineerida suurus d s  . Seejä

rel saame võrrandi

milles omakorda on otstarbekas sisse viia uus muutuja

CL= jc (7 2.11)

Seega saame võrrandi (7 2.9) lõpuks kujul

^  , (V 2.12)
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kus и! = <=̂ - 
с/ф

Diferentsimise teel on veel kasulik saadud võrrandilt 

üle minna 2. järku diferentsiaalvõrrandile, mis pärast mõ

ningaid teisendusi võtab kuju

U?+U, = 7 V  +3(tfu)*']. (V 2.13)

g) Seni on meie arvutused olnud täpsed. Võrrandit 

(V 2.13) aga elementaarfunktsioonide abil täpselt lahenda

da enam ei Õnnestu. Seepärast tuleb otsida võimalusi selle 

võrrandi ligikaudseks lahendamiseks.

Hinnakem võrrandis (V 2.13) esineva liikme 3(/Vu) suu

rusjärku.

Kui on täidetud tingimus

ro « r f (V 2.14)

siis on punktmassi gravitatsiooniväljale vastav meetrika 

(IV 7*20) suure täpsusega galileiline:

(c/s)Z~  ( d ( c c / i )  = - ( c d i )  [ j - ( £ )  ] .
Pangem tähele, et ligikaudselt võib sellisel juhul omista

da radiaalkoordinaadile ka vahetu meetrilise mõtte, s. t. 

võib lugeda teda ruumilisi pikkusi iseloomustavaks suuru

seks. Kui proovipartikli liikumise kiirus pole eriti suur, 

nii et kehtib tingimus

d f  « 1 , cv 2.1 5 )

siis on piki partikli maailmajoont suure täpsusega Õige ko

guni seos

(ds)2' — -  (c.d-6) .
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Niisiis järeldab tingimustel (V 2.14-15) valemist 

(V 2.7) võrrand

(rt 'z

mida võib aga esitada ka kujul

/ r o O \ z  \z(~J =(~) * (V 2.16)

St nurkki iruse ja joonkiiruse absoluutväärtus! seob va

lem ГСО - ■& ( siis valemit (V 2.11) arvestades saame siit 

seose

■тУ \ ̂

s. t.

c * « r ,

3(rtct) «  4  . (V 2.17)

Seega näeme, et ülalnimetatud eeldustel võiks võrran

di (7 2.1 3 ) lahendit otsida esimeses lähenduses niisuguse

na:

u = + > (V 2.18)

kus CC on võrrandi (V 2.13) lahend juhul, kui väike lii- 

ge 3(Muj on arvestamata jäetud, s. t.

r r f W -  C Y 2 -19)

Suurus CL on selle lahendi U väike parandus, mis ar-
V) (of * *

vestab juba liikme 3(/Vu) olemasolu,

h) Toogem sisse uus suurus

Võrrand (V 2.19) võtab nüüd kuju



Selle võrrandi üldlahend on hästi tuntud ja me võime ta 

esitada kujul

у  = KdOsQfi-S') , (V 2.21)

kus К  ja on integreerimiskonstandid.

Seose põhjal suuruste ja U} vahel on meil nüüd 

käes ka võrrandi (V 2.19) lahend

Arvesse võttes seost (V 2.11), näeme, et oleme saanud 

teist järku joone võrrandi tasapinnalietes polaarkoordinaar-
2.K •i

tides r ja ф  . Kui <£ = <  ̂  » siis on tegemist

ellipsiga ja £  on selle ekstsentrilisus. Võttes сГ- О , 

vastab koordinaadi ф  väärtusele ф -O ellipsi lähim 

punkt ühele fookustest (joonis 28).

Joonis 28.

Niisiis lõplikult saame

Ь?('1+гсл5̂ '  (v2-22)
Näeme seega, et ilma liikmeta 3 (Nu) kujutab võr

rand (V 2.13) endast faktiliselt klassikalist Kepleri üles

annet.
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i) Leidkem nüüd parandusliige ul valemis (V 2.18).
(?)

Asendades avaldise (V 2.18) võrrandisse (Y 2.13)* saa

me -

u " ■+- U  + u "  + U -  ( u  -f- u )  .
(o ) (p ) (о  (4j Л (/\ / )г  2  (? ) '

Esimese paranduse leidmiseks ilmselt piisab, kui luge-z z,
da ( U  + U  ) —((J)  . Võrrandit (V 2.19) arvestades leiame

v <w (?) 7 K(0>
seega seose _ ,

с
(j) (?) x. U°;y > 

mis võtab võrrandi (V 2.22) põhjal kuju

// *3(fo)P cc + cc = -A-Z- (1) (<)
Ж Р j и
g fH p V +£<**?) ■ (V 2.23)

Võrreldes võrrandiga (V 2.20) on saadud võrrand mit- 

tehomcgeenne. Kui kirjutame homogeense võrrandi lahendi 

(V 2.21) üles kujul

u  - <XC^S<p -f-j3 sclbtj) J (V 2.24)

siis võime sellest lähtudes ja konstantide varieerimise 

võtet kasutades leida lahendi ka võrrandile (V 2.23). Li

satingimuseks valime

o('c<9S<fi -hß ''Stn,<f> = О . (V 2.25)

Seda arvestades saame võrrandist (V 2.23) seose

- <*'бЬгф  -hp 'c&sfi ( J  +  £ < ж ф ) . (V 2.26)

Ka saadud seostes tähendab kriips tuletist koordinaadi (p  

järgi.

Võrrandisüsteemi (V 2.25-26) lahenditeks on

C< = ( '/  +  £ С 0 *ф ) v - C , , (V 2.27)
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+ *и Ф  + f s W y* +
+ (e)*'4inip - (scrufi)3]  + C^ . (V 2.28)

Kui nüüd asendada suuruste o< ja ß> avaldised (V 2.27-

28) valemisse (V 2.24), siis näeme, et parandusllikmes СС
ff)

saab oluliseks ja ilmselt suurusjärku määravaks tegurit £.ф 
sisaldav liige. Kui teiste liikmete suurus muutub perioo

diliselt, siis see liige kasvab monotoonselt. Bt aga otsi

me üksnes esimest kõige olulisemat parandusliiget suuruse

le U , siis võibki piirduda и avaldises üksnes selle 
(?) *

liikmega. Seega

CV 2.29)

j) Arvestades valemeid (V 2.18), (V 2.22) ja (V 2.29), 

paneme nüüd kirja avaldise U jaoks:

“ Ф ’Р + ( T  2*30)
2,

Bt liikme U suurus Järku määrav tegur jr(-s) on väike suu-
(f) \jf/ 

rus, siis võime kasutada valemit

C&s[(4- Л) ф ] = cx>s<p Cõs(A ф) +
+ бсп,ф *ц (*<f>) *  С&зф+Аф*иьф ; (V 2.31)

X
kus Л «  У . Valemi (V 2.31) põhjal omandab võrrand (V 2.30)

kuju

U ~2(Nf { *  -f-£eOS[(*- Ш ] 1)Ф ] }  ■ 17 2 -3 2 )

Näeme, et partikli trajektooriks jääb juhul £ < / ik-
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kagi ellips, kuld lisaliikme - ^(0) tõttu argumendi <ф> 

kordajas on tegemist teatava "parandatud" ellipsiga.

k) Võrrelgem järgnevalt partikli liikumist mööda klas

sikalisele mehaanikale vastavat trajektoori (V 2.22) ning 

mööda trajektoori (V 2.32), mis arvestab esimest relati

vistlikku parandust.

Suuruse и maksimaalne väärtus (vastavalt valemile 

(V 2.11) "raadiusvektori" r minimaalne väärtus) vastab 

ellipsi punktile, mis on kõige lähemal ühele fookustest. 

Et partikkel pärast täistiiru jõuaks tagasi sellisesse 

fookusele lähimasse punkti, selleks peab koosinuse argu

ment muutuma ZlT võrra. Valemist (V 2.32) aga näeme, et 

koosinuse argumendi niisugusele muutusele peab vastama vei

di suurem koordinaadi ф muutus Л ф , sest võrdusest

saame liikme - ̂  väiksuse arvestamisel

ehk

A<p — 2-Tf + $~ф ,
kus valemit (IV 7»25) arvestades

• <V 2.33)

Niisiis näeme, et partikli iga tiiruga mööda "rela

tivistlikku" ellipsit pöördub selle apsiidjoon AB (el

lipsi suurtelg) "klassikalise" ellipsi apsiidjoone suhtes 

teatava nurga сГф võrra (joonis 29)*
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1) Äsjasaadud teoreetilisi tulemusi vdib kõrvutada vaat

luslike andmetega planeetide liikumise kohta Päikesesüsteem 

mis, sest ka iga üksiku planeedi liikumist Päikese gravitat

siooniväljas võib esimeses lähenduses käsitada kui kaduvväi

kese massiga partikli ("proovipartikli") liikumist kerasüm- 

meetrilises gravitatsiooniväljas ning seejuures on hästi täi

detud nii tingimus (V 2.14) kui ka (V 2.15). Mõistagi jääb

Joonis 29.

nii küll arvestamata planeetide mõju gravitatsioonivälja al

likana ja ka Päikese enda kui mõnevõrra lapiku ja pöörleva 

objekti gravitatsioonivälja erinevused mittepöörleva punkt

massi kerasümmeetrilisest gravitatsiooniväljast. Nimetatud 

tegurite arvestamiseks vajame keerukamat ülesandepüstitust.

Märkigem, et võrrandi (V 2.22) näol oli meil eespool en

nekõike tuletatud (nüüd juba ШТ raamides) k l a s s i k a 

l i s e  njuutonliku t a e v a m e h a a n i k a  p Õ -
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h i v õ r r a n d  n.-ö. häirimata Kepleri liikumise juhul. 

Seejuures kujutab seos (V 2.16) endast faktiliselt k l a s 

s i k a l i s t  K e p l e r i  p i n d a d e  l a u s e t .  

Siit saab leida ka коnatandi А/ väärtuse konkreetsete pla

neetide puhul.

Valem (V 2.32) kirjeldab aga juba üksi kult vaadeldava 

planeedi liikumist esimeses r e l a t i v i s t l i k u s  

lähenduses, s. t. sellises lähenduses, kus on arvesse võe

tud kõige olulisem osa Päikese massi kÕverdavast mõjust 

ruumi omadustele. Nägime, et see viib planeedi p e r i - 

h e e 1 1 (Päikesele kõige lähema punkti) n i h k e  le 

Päikesega seotud ja kinniatähtede järgi orienteeritud taust

süsteemi suhtes.

V alem ist (V 2 .3 3 )  se lg u b , e t  p e r ih e e li ülalm ainitud ni

he sõ ltu b  k on stan d i N v ä ä r tu se st. Konkreetne an a lüü s n ä i

ta b , e t  se e  k on stan t on väiksem  P ä ik e se le  läh em atel p la n ee

t id e l ,  sam uti on ta  väiksem  h ä s ti v ä lja v e n ita tu d  o r b iit id e 

ga (su u re e k s ts e n tr ilis u s e g a ) P äik ese k a a sla ste  puhul.

Päikesele lähima planeedi Merkuurl puhul leiame vale

mist (V 2 .3 3 )  <̂<f> = 4 3 ,0 3  kaareeekundit sajandi kohta. Vaat

lustest kindlaks tehtav periheeli nihe on faktiliselt küll 

märksa suurem, kuid suurem osa sellest on põhjustatud teis

te planeetide häirivast mõjust, mis järeldub juba klassika

lisest taevamehaanikast, niisiis on seletatav Newtoni teooria 

põhjal. Ülejääk on aga tõepoolest ca 1%-lise täpsusega koos

kõlas ÜRT ennustusega. Viimasel ajal on juhitud tähelepanu
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vajadusele võtta vaatlusandmete kõrvutamisel teoreetiliste 

ennustustega siiski täpsemalt arvesse Päikese lapikust ja 

sellega seotud kvadrupolmomenti. Kas viimane asjaolu teoo

ria ja empiiria kooskõla halvemaks muudab, see pole seni 

teada.
\

Periheeli nihet peaks saama jälgida samuti mdne aste

roidi puhul (näiteks Ikarose puhul), sest siin on tegemist 

eriti suure ekstsentrilisusega orbiitidega. Asteroidide 

kohta kogutud vaatlusmaterjal pole aga seni ilmselt veel 

küllaldane konkreetsete järelduste tegemiseks. Efekti väik

suse tõttu pole selgemat pilti empiiriliste andmete ja teo

reetiliste arvutuste kooskõla kohta ka teiste suurte pla

neetide puhul peale Merkuuri (näit. Veenuse, Maa jt. puhul).

Partikli liikumisena kerasümmeetrilises gravitatsioo

niväljas on esimeses lähenduses vaadeldav ka Maa tehiskaas- 

lase liikumine. Teoreetiliselt peaks siingi esinema perigee 

(orbiidi Maale lähima punkti) nihe. Efekt pole aga olnud at

mosfääri kõrgemate kihtide mõju, Maa faktilise asümmeetri- 

lisuse, Kuu mõju ning samuti vaatluste suhtelise lühiajali

suse tõttu seni praktiliselt jälgitav.

ülesandeid

1. Uurida integraalide (V 2.6) ja (V 2.9) abil proovi- 

partikli radiaalsihilist liikumist ( Ы= О ). Võrrelda rela

tivistlikku vaba langemise võrrandit vastava klassikalise 

seosega.
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2. Leida võrrandisüsteemi (V 2.25-26) lahendid (V 2.27-

28).

3. Valgaskiir punktmassi 
gravitatsiooniväljas

a) Eelmises punktis uurisime partikli, s. t. kõige liht

sana a i n e l i s e  objekti käitumist gravitatsiooni

väljas. Nagu öeldud, annab olulist informatsiooni gravitat

sioonivälja struktuuri kohta ka valguskiire, s. t. levivat 

e l e k t r o m a g n e t v ä l j  a lihtsaimal viisil mo

delleeriva idealisatsiooni uurimine. Empiiriliste andmetega 

võrdlemise seisukohalt pakub jällegi esmajoones huvi valgus

kiire vaatlemine kerasümmeetrilise gravitatsioonivälja, s. t. 

Schwarzschildi meetrikaga aegruumi juhul.

Piki valguskiire maailmajoont on intervall isotroopne, 

s. t. c/s = О . Seega tuleks meil nüüd vaadelda nn. isotroop- 

seid geodeetilisi (nullgeodeetilisi) jooni. Geodeetiliste 

joonte võrrandid, kus joonte parameetriks on intervall S , 

pole sel juhul enam rakendatavad. Selgub aga, et teatava for

maalse võtte abil saab praegu siiski ära kasutada ka eelmi

ses punktis saadud tulemusi Schwarzschildi meetrikaga aeg

ruumi mitteisotroopsete geodeetiliste joonte uurimisel.

b) Uurides üht kindlat valguskiirt, võime sellegi puhul 

orienteerida ruumilise koordinaadistiku nii, et vaadeldav 

valguskiir jääb kogu aeg "ekvatoriaaltasapinnale". Ka val-
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guskiirt v8ime sellel "tasapinnal" kirjeldada suurusega

£ =  U= u(<f>) . (V 3.1)

Partikli puhul saime maailmajoone diferentsiaalv3rran- 

di kujul (V 2.13). Lisaks sellele tuli arvestada integraali 

(V 2.7). Neid seoseid Õnnestub meil nüüd "kohandada" ka val

guskiire juhule.

Seosest (V 2.7) näeme, et üleminekule ds^O  v3ib for

maalselt vastavusse seada ülemineku / V 00 . Arvestades se

da, "teiseneb" v3rrand (V 2.13) valguskiire vSrrandiks 

Schwarzschildi meetrika puhul:

a ' V  U = (V 3.2)

c) Ka vdrrandit (V 3*2) ei Snnestu täpselt lahendada. 

Et seose (V 3.1) arvestamisel on v3rrand esitatav kujul

siis v3ib siingi tingimuse (V 2.14) kehtimisel otsida lahen

dit kujul

+ > (V 3.3)

kus suurus U on v3rrandi
(?)

u"-h Ll - О (V 3.4)(O) (о) 4

lahend ning U on selle lahendi väike parandus.
(f)

V3rrand (V 3.4) ühtib täpselt eelmise punkti v3rrandi- 

ga (V 2.20). Arvestades funktsiooni ^  praegust tähendust 

( = cc = p  ), näeme, et lahend (V 2.21) kujutab nüüd sir

get tasapinnal! st es polaarkoordinaatides. VSttes JL= 0 » vse- 

tab koordinaadi <p väärtusele 0 = 0  sirge lähim punkt
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koordinaadistiku alguspunktile, s. t. gravitatsioonivälja 

allikaks olevale punktmassile.

Niisiis saame suuruse и jaoks avaldise
(о)

и = Kbosrf) . (V 3.5)
(о) г

Näeme, et ilma liikmeta j p e s i t a b  võrrand (V 3.2) fak

tiliselt valguskiire sirgjoonelise leviku seaduse, s. t. 

valguskiire leviku seaduse tasases aegruumis (joon. 30).

/
< £ > ч r

к

Joonis 30.

d) Arvutagem nüüd parandusliige и. valemist (V 3.3).
V)

Asendades avaldise (V 3.3) võrrandisse (V 3.2) ning

arvestades võrrandit (V 3.4), samuti suuruse и väiksust.
(f)

saame mittehomogeense võrrandi

(T 3.6)

Selle võrrandi lahendi leiame jällegi vastavast homogeen

se võrrandi lahendist konstantide varieerimise teel. 

Võttes

u  = & Cos(f)-t-p $in<p (V 3.7)

ja valides lisatingimuseks

oC COS(j} -h p  SCKL<p> = 0 ? QV 3.8)

saame võrrandist (V 3.6) seose
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-  sirup + p rC4>S>p - ̂  ro (J<(cx>s<p) . (▼ 3.9)

Võrrandsüsteemi (V 3*8-9) lahenditeks on

o< =^(K ) [(c*S$) + A ]} (V 3.10)

= [sctL(p - J  (sinj>) + ß jf (v 3.11)

kas A } а 5  on integreerimiskonstandid,

e) Valemitest (V 3.3), (V 3.5), (V 3.7), (V 3.10) ja 

(V 3.11) tuleneb avaldis U jaoks

U = Кслзф -h 2_(K ) [(cos<f>) (slti < f)f +
-*-3QcH<f>) + Acosfi + 3ßsin,<f>]\ (у 3.12)

Suuruse Cc väiksuse tõttu erineb "kõverdunud" val-
(<)

guskiirt kirjeldav funktsioon u. üsna vähe funktsioonist

U , mis kirjeldab sirget valguskiirt. Seda silmas pida-
c°)
des võime esitada avaldisele (V 3.12) üldisust piiramata 

kaks nõuet, mille alusel saame määrata konstandid A ja

3  .

Eeiteks võime nõuda, et koordinaadi väärtusel CjZS- О  

ühtiksid "kõverdunud" ja sirge valguskiir (joon.31). Näe

me, et selle nõude täitmiseks peab kehtima tingimus

A=-1 . (V 3.13)

Konstandi К pöördväärtus tähendab nüüd ka valemis (V 3.12) 
valguskiire "lähimat kaugust" välja allikaks olevast punkt- 

massist. Selle "lähima kauguse" tähistuseks valime R  . 
Seega
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*

(V 3.14)

Eelnevat nõuet silmas pidades ja valguskiire pöörata- 

vust arvestades tuleb teiseks veel nõuda, et ka "kdverdu- 

nud" valguskiir oleks sümmeetriline punkti ф - О suhtes, 

s. t. et kehtiks sümmeetriaomadus

*л(ф) -  ос(-ф). (V 3.15)

0

u 

и
(О)ф~0 

Joonis 31.

Valemist (V 3*12) järeldub, et seda nõuet saab rahulda

da üksnes tingimusel

B ~ 0-  (V 3.16)

Sui kasutame veel seoseid

(cos<p)z + (зспф)*'= 1

‘t s . /  ̂ / *£ - >2.
ja

('со$ф) — (situp) -(сt>s<p) - ($иьф) ,

siis saame kõike eelnevat arvestades esitada suuruse (V 3.12) 

kujul

U = ^ Ы $ ф + ^ г£1--<и>5ф+(з1пф)г] ' (у 3.17)

f) Projitseerides valguse leviku tegeliku trajektoori 

kõveras ruumis tasasele ruumile, analüüsigem "kõverdunud" 

valguskiire võrrandit (V 3.17).
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Valguse sirgjoonelise leviku puhul tasases ruumis, mi

da kirjeldab sirge võrrand (V 3.5)* vastab piirväärtusele 

ф -=> ± j- piirväärtus U.̂ * О , s. t. г <эо . Avaldisest 

(V 3.17) aga näeme, et kui <p̂ *~ siis funktsioon cc veel 

nulliks ei saa. Suurus CC võib saada nulliks alles "raa

di usvektori" teatava suurema pöördenurga

ф = S') (V 3.18)

puhul (nagu peagi eksaktselt põhjendame, on cT väike posi

tiivne lisaliige). Järelikult, vaadeldes kõvera ruumi val

guskiirt tasase ruumi foonil, leiab aset v a l g u s k i i 

r e  " p a i n d u m i n e "  välja allikaks oleva punkt- 

massi poole. Olgu rõhutatud, et valguskiire sellises käitu

mises avaldubki võib-olla kõige piltIlkumalt kõvera ruumi 

erinevus tasasest ruumist. Kõveras ruumis endas midagi "sir

gemat" ülalnimetatud valguskiirest tegelikult enam pole ning 

see tasase ruumi suhtes kõverdunud valguskiir kui "valgus- 

sirge" ongi seal "sirge" mõiste defineerijaks (vrdl. I, 2,

c).

Järgnevalt arvutagem valguskiire "paindumist" iseloo

mustava parameetri S~ väärtus. Selleks tuleb asendada koor- 

dinaadi <ф> väärtus (V 3.18) avaldisše (V 3.17)* vastavalt 

nõudes, et sel juhul oleks U = 0  s

£cos(Z*f) { j - c c s ( f + s - ) S - ) ] Zj  = O.
Siit saame trigonomeetrilisi taandamisvalemeid arvestades, 

samuti pärast suurusega R  läblkorrutamist

-scibS'+ [ 1  -hsin,$' + (cosfi)Z] =  О .
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St сГ" on ilaselt väga väike suurus, siis lihtsustub saa

dud avaldis veelgi:

~s'+h> P + f J - 0

S .  t  • y,

W - š k ) * - k  •

!o
Edasised teisendused annavad suuruse -ßz väiksust arves -

tades

Ja

° R. e*R_ * 3.19)

Siin on silaas peetud ka valemit (IV 7.25).

g) Valguskiire äsjakirjeIdatud "paindumine” osutub 

empiiriliselt jälgitavaks järgmises situatsioonis.

Möödugu mingilt kaugemalt kehalt kui valguspunktilt 

S  lähtuv valguskiir hästi lähedalt mingist punktmassi- 

na vaadeldavast kehast О kui tugeva gravitatsioonivälja 

allikast. Vaatlejani jõudnud valguskiir on sel juhul tea

taval määral "paindunud" (joonis 32). Et aga valguse le

viku tee kõveras ruumis projitseerime paratamatult ifrir* 

tasasesse ruumi, siis peab vaatlejale V näima valgus- 

punkti S  asukoht nihkununa uude asendisse S ' . Tegeli

ku ja näiva asukoha suundade vaheline nurk ongi .

Päikesest hästi lähedalt mööduva valguskiire puhul 

võime valemile (V 3*19) anda kuju

л. >o j и -,r-

> &  > (v 3*20)
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kus on Päikese raadius. Täieliku päikesevarjutuse pu

hul osutub võimalikuks fikseerida Päikese ketta läheduses 

olevate tähtede näivaid asukohti taevaskeral ning neid asu

kohti saab võrrelda samade tähtede asukohtadega sel jahul,

kui Päike on taevaskeral hoopis vastaa asendis. Kui Päike

sest möödumisel leiab aset valguskiirte "paindumine", siis 

peavad päikesevarjutuse ajal fikseeritud tähtede asukohad 

veidi nihkunud olema nende tavaliste asukohtade suhtes. Ja 

tõepoolest - niisugust ilmingut on ka täheldatud. TÕsi, 

mitmesugustel põhjustel on siin vaatlusvead väga suured ja 

efekti on mõõdetud ca 10Jb-lise täpsusega. Sellise täpsuse 

piirides on aga vaatlusandmed kooskõlas eespool toodud teo

reetilise ennustusega.
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Alates 1968. aastast oa võimaldunud mÕÕta ka kvasari- 

telt lähtunud ja Päikesest möödunud raadiokiirguse kõrva

lekallet. MÕÕtmistäpsus on siingi suurusjärgus 10 % ja sel

le piirides lahkuminekut ÜRT ennustusest pole.

Ülesandeid

1. Leida võrrandisüsteemi (V 3.8-9) lahendid (V З.Ю-

1 1 ).

4. Spektrijoonte gravi- 
tatsiooniline nihe

a) Juba ekvivalentsusprintsiibist järeldub, et gravi

tatsiooniväljas aja kulg aeglustub (vt. I, 9» c). Selle 

nähtuse üheks avaldumisvormiks on s p e k t r i j o o n -  

t e  g r a v i t a t s i o o n i l i n e  n i h e .  Ilm

siks tuleb selline nihe siis, kui võrdleme omavahel valgu

se kiirgamise protsesse erineva tugevusega gravitatsiooni

väljades.

b) Vaadelgem praegu elektromagnetkiirguse allikaid, 

mille keskmine kiirus teatavas taustsüsteemis on null. Aja 

kulg nendes kiirgajates on sel juhul määratud seosega

Kindla kiirgajatüübi puhul on kiiratava elektromagnetlai

netuse sagedus pöördvõrdeline ajavahemikuga

Kiirgaja maailmajoone element c/s on invariantne suurus.

(V 4.1)
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Seega, nagu näeme saadud valemist, sõltub sagedus 'J antud 

kindla kiirgaja puhul meetrilise tensori komponendi ^ Oo 

väärtusest. See iseloomustab aga omakorda aegruumiga lahu

tamatult seotud gravitatsioonivälja.

Võrrelgem nüüd sagedust sama kiirgajatüübi puhul gra

vitatsioonivälja erinevates punktides (tähistagem vastavad 

gravitatsioonivälja potentsiaalid tinglikult floot?) ia^oeftA 

Suhteline sageduse erinevus avaldub valemiga

dS

seega

(V 4.3)

c) Järgnevalt oletagem, et meil on tegemist nõrga ja 

staatilise gravitatsiooniväljaga, s. t. et vastavalt vale

mile (IV 5.17) kehtib seos

A(J )
$°o ~ Г . С* /  у

kus U on gravitatsioonivälja Newtoni potentsiaal. Siit saa-
2.U

me liikme — 0 väiksuse tõttu

Pangem tähele, et Schwarzschild! täpse meetrika (IV 7.21) pit- 

hul saame samasuguse tulemuse.

Seost (V 4.4) arvestades võtab valem (V 4.3) kuju

л\> „  U , - C4



m ille s t  liik m e  -^4 v ä ik su se  t õ t tu  saame
£z

d ) V alem it (V 4 . 5 )  võim e rakendada p a lju d e l e r iju h tu 

d e l.

Võrrelgem  n ä ite k s  sa m a tü ü b ilis i k iir g a ja id  Maa peal ja  

P ä ik e se l. T äh istagu  ja  v a s ta v a lt  Maa ja  P äik ese

p in n a l m in g ite  punktide g r a v ita ts io o n ip o te n ts ia a le , seeg a

rs
Ja

u s - t ?
z ro 

V alem ist (V 4 . 5 )  saame

A\> _  j T  f ™ o  _  ^ 4  )
\ c H ^ 0 r6 J . (V 4.6)

Et S l ü h ik u tes -  Э Ю * *   ̂ — J JO 7 ja  ~  0y7 10*1

s i i s  °  ' S

s) - + tr^T ~ +  2 ,1 '40  . (V 4 .7 )
*

N ii s i i s  on Maal k iir a ta v a  e lek tro m a g n etla in etu se, seal

h u lgas v a lg u se  sagedus suurem k u i sama k iir g u se  sagedus 

P ä ik e se l a se tse v a  k iir g a ja  puhul. P ä ik e s e lt tu le v  v a lg u s on 

"punasem". Tekib sp e k tr ijo o n te  g r a v ita ts io o n ilin e  p u n a -  

n i h e .  Seda punanihet on jä lg itu d  ka e m p iir il is e lt .  

V aatlu stu lem u ste k v a n t it a t iiv s e t  v õ rd lem ist t e o r e e t i l is t e  

arv u tu steg a  raskendavad aga s i in g i  mitmed segavad te g u r id  

(n ä it . g a a sid e voolam ine P ä ik ese a tm o sfä ä r is). Ca 1 % - lise
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täpsusega ühtivad aga teoreetilised ennustused empiirilis

te andmetega.

e) Võib võrrelda samatüübilisi kiirgajaid samuti Maa 

gravitatsioonivälja erinevates punktides. Tähistagu 

gravitatsioonipotentsiaali Maa pinnal ja (Ĵ  gravitataioo- 

nipotentsiaali teataval kõrgusel Maa pinnast 'h — £  —  ̂  . 

(Vaatleme siin üksnes efekti n.-ö. peamist põhjustajat, s.t. 

Maad kui kerakujulist gravitatsioonivälja allikat. Maa la- 

pikusest ja pöörlemisest tingitud parandused jäävad siin 

arvesse võtmata.) Seega kehtivad seosed

u,~-
Ja

Valemist (V 4.5) saame

Niisiis näeme, et Maa pinnal kiiratava elektromagnet- 

lainetuse sagedus on väiksem kui sama tüüpi kiirgaja puhul 

teataval kõrgusel Maa pinnast. Teatavalt kõrguselt Maa pin

nale tulev valgus on seega "sinisem". Tekib spektrijoonte 

gravitatsiooniline s i n i n i h e  .

Kirjeldatud sininihke empiirilise jälgimise üheks või

maluseks võiksid olla küllalt kõrgel tiirlevad tehiskaas- 

lased. Seni jääb aga oodatav efekt ilmselt teiste efektide

f H
r.



varju. Küll on aga alates 1959. aastast eksperimentaalselt 

jälgitud gravitatsioonilist sininihet "maiste" laboratoor

sete vahenditega kümnekonnameetrise kõrguste vahe korral 

Hössbaueri efekti abil, kusjuures ÜRT ennustused on suure 

täpsusega täielikku kinnitust leidnud.

f ) Hössbaueri efekti abil on samuti mõõdetud pöörle

valt silindrilt tuleva kiirguse sageduse muutumist sõltu

valt pöörlemiskiirusest. Seejuures on selgunud, et pöörle

miskiiruse suurenedes kiirguse sagedus tõepoolest väheneb. 

Sageduse muutus on just niisugune, nagu oleks kiirgus läh

tunud silindri pöörlemiskiirusele vastava gravitatsiooni- 

potentsiaaliga ruumipiirkonnast (vrdl. valemit (V 4.3) va

lemitest (I 9.7) tulenevate järeldustega). Nii on spektri- 

joonte nihke mõõtmine Hössbaueri efekti abil võimaldanud 

päris otseselt kontrollida ekvivalentsusprintsiipi.
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L õ p e t u s e k s

Sellega lõpetagem käesolev ÜRT aluste kursus. Hagu nä

gime, oli siin esitatud üksnes ÜRT ideeline ja matemaatili

ne tuum ning toodud ainult mõningad rakenduslikud näited* 

Eespool juba märkisime paaril korral, et paljude ÜRT enda 

ja tema rakendamisega seotud probleemide (sealhulgas gravi

tatsiooni lainete, kosmoloogiliste mudelite, tähtede relati

vistlike protsesside, mitmete muude ennustatud gravitatsi

oonis fe kt ide) analüüs tänapäevasel tasemel nõuab peenemate 

ja keerukamate matemaatiliste meetodite, aga samuti nüüdis

aegsete komplitseeritud eksperimendlvõtete kaasatõmbamist* 

Süvendatult on kavatsusel käsitleda ÜRT-d käesolevale põhi

kursusele eri vihikutena järgnevates täiendavates peatükki

des. Rõhutagem veel kord, et esialgu on tahetud üksnes põhi

joontes tutvustada ÜRT tunnetuslikke väärtusi. Kuid selleta 

pole ka ÜRT probleemide süvendatum käsitlus mõistlik ega 

mõeldav.
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