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Eessona

Kéesolevas dppevahendis tutvustame hulgateooria algtédesid,
tuginedes lugeja varasematele kogemustele pohiliselt koolimatemaa-
tikast. Seejuures me ei kisitle iildse aksiomaatilist iilesehitust.

Hulga moéiste korval on meie kasitluses keskseks ka funktsiooni
moiste. Funktsioonid on meil iseseisvaks uurimisobjektiks, aga ka
vahendiks hulkade mitmesuguste omaduste vaatlemisel.

Peaaegu koik esitatud vaited ja tulemused on toestatud. Ain-
saks erandiks on arusaadavatel pohjustel nn. kontiinumi probleem.
Osa iilesandeid on sellised, kus lahendus néuab ideid ja votteid,
mida selles 6ppevahendis ei tutvustata. Suhteliselt komplitseeritud
lahendusega iilesanded on varustatud siimboliga *

Oppevahend on méeldud eeskitt matemaatika-informaatikatea-
duskonna iiliopilastele ja enamikule neist peaks ta andma kiillaldase
koguse opingute jooksul vajaminevaid hulgateooria moisteid ja tule-
musi.

Hulgateooria iseseisval oppimisel tuleks lisaks siin antutele la-
hendada veel iilesandeid, mida vGib leida naiteks kogudest [3,14].

Pohjalikumat hulgateooria késitlust vajavatele lugejatele soovi-
tame siivatasemel opikut [1] v6i monograafiat [13], aga kasulik voib
olla tutvuda ka raamatutega [4,10-12,15]. Need, kellele meie kasitlus
ndib liiga lakoonilisena. voivad moénede moistete selgitamisel abi
saada populaarteaduslikumast kirjandusest [2,9,16].

Praegune Sppevahend on 1995. aastal ilmunud ”Hulgateoo-
ria” [6] imbertootatud ja tdiendatud variant. Moned tdestused on
uued ja on ka teistel ideedel pohinevaid. Lisatud on lilesandeid, mis
valgustavad materjali teistest aspektidest. Olulisim muudatus on
matemaatilise loogika iihe algusosa — lausearvutuse lisamine. Seda
on tehtud eelkdige iilidpilaste vajadusi silmas pidades, sest hulga-
teooria on iihendatud lausearvutusega iitheks matemaatika-informaa-
tikateaduskonnas opetatavaks aineks. Lausearvutuse osas soovi-
tame tutvuda raamatutega (5,7,8,14].

Lausearvutuse osa vaatas labi dots. Rein Prank, kelle markused
aitasid palju kaasa teksti l1oplikul viimistlemisel. Praeguse dppeva-
hendi joonised ja triikit66 tegi Anu Roio. Molemale on autor viga
tanulik.



§1. Hulga moiste

Hulk on kaesolevas kursuses algmoiste, me ei defineeri teda ran-
gelt mingite iildisemate moistete abil. Hulkadega tegelemiseks tuleb
nad siiski kuidagi maaratleda.

Hulgateooriarajaja Georg Cantor andis jargmise formuleeringu:
hulk on selline omavahel erinevate objektide kogu, millest saab mdel-
da kui tervikust.

Selles maaratluses naeme iihte hulkade olulist tunnust: hulka
kuuluvad objektid on omavahel erinevad. Teine oluline tunnus seis-
neb selles, et mistahes objekti korral peab olema voimalik tiheselt
otsustada, kas ta kuulub vaadeldavasse hulka véi mitte.

Objekte, mis moodustavad hulga (kuuluvad hulka), nimetatakse
hulga elementideks. Kolmas hulki iseloomustav tunnus on jargmine:
hulga element ja hulk ise loetakse alati erinevateks (mittevordseteks)
objektideks, seega hulk ei ole kunagi iseenda elemendiks.

Kahte hulka loetakse vordseteks, kui nad koosnevad tihtedest
ja samadest elementidest.

Sellest jareldub, et hulga maaratlemisel ei ole mingit tahtsust
tema elementide omavahelistel vahekordadel, sealhulgas ka naiteks
jarjestusel.

Hulki tahistatakse tavaliselt suurte ladina tahtedega A, B, C, ..,
hulga elemente viikeste ladina tahtedega a, b, c, Asjaolu, et a on
hulga A element, téhistatakse a € A; kui a ei ole hulga A element,
siis kirjutatakse a ¢ A, monikord ka ac A.

Hulkade kirjeldamise viisidega tutvume naidetes.

Naited. 1. Hulka, milles on kaks elementi a ja b, v5ib kirju-
tada {a,b}. Hulk {2,3,4,5} koosneb neljast elemendist, seejuures
naiteks {2,3,4,5} = {5,4,3,2} = {2,4,3,5}.



2. Téahtsamad arvuhulgad on naturaalarvude hulk IV =
= {1,2,3, taisarvude hulk Z — { .,-2,-1,0,1,2,. rat-
sionaalarvude hulk @ — {g | ¢ = m € Z,n € IN}, reaalarvude

hulk IR, kompleksarvude hulk £={z | z = z+iy,z,y € R,i>=-1}.
Reaalarvude hulga IR kirjeldus ratsionaalarvude kaudu esitatakse
tavaliselt matemaatilise analiiiisi kursuses.

Neis naidetes tutvusime hulga kirjeldusviisiga {a | P(a)}, kus
P(a) tahistab tingimust voi tingimuste loetelu, mida vaadeldavasse
hulka kuuluvad elemendid a peavad rahuldama. Taolise kirjutise
asemel kasutatakse ka temaga samavairset {a : P(a)}

3. Arvude intervallid on 16ik [a,b] = {z |z € R,a < z < b} =
={z € R|a < z < b}, vahemik (a,b) — {z | z € R,a < = < b},
poollgik [a,b) — {z | z € R,a < z < b} véi poollik (a,b] —
={zr|ze€ R,a<z<b}

4. Kirjutised {a,a,b,c} ja {{a,b}, {b,a}} ei tahista hulki, sest
hulka kuuluvad elemendid on omavahel erinevad. Kuid {a, {a}} on
hulk, sest alati a # {a}.

5. Koikidest puudest Eesti metsades ei ole moistlik raakida
kui hulgast, sest naiteks ei ole praktiliselt voimalik iiheselt kindlaks
madrata, millisest hetkest vaadeldav taim on havinud, samuti peab
enne tapselt kokku leppima, millised puud jaavad Eesti piiri sisse
ning millised taimed lugeda puudeks.

6. Olgu A = {a | a on hulk} - see oleks ,,kdikide hulkade hulk”
Kui A oleks hulk, siis ta oleks liks oma elementidest, seega A € A.
See on aga vOimatu, mistottu A ei ole hulk. Antud juhul radgitakse
koikide hulkade klassist voi koikide hulkade kogumist.



§2. Osahulk ehk alamhulk

Definitsioon. Hulka A nimetatakse hulga B osahulgaks ehk
alamhulgaks, kui koik hulga A elemendid on hulga B elementideks
(hulga A iga element kuulub hulka B).

Asjaolu, et hulk A on hulga B osahulk,
tahistatakse A C B, samuti B D A. Mo-
nikord kasutatakse ka kirjutist A C B voi
B D A.

Kui A = {a | P(a)} ja B = {a | Q(a)}, siis A C B parajasti
siis, kui P(a) = Q(a).

Osahulkadel on jargmised vahetult definitsioonist jarelduvad
omadused:

1) iga hulga A korral A C A,

2) kui A C B ja B C A, siis A = B,

3)kuiACBjaBcCC(C,siis ACC.

Omadust 2) kasutatakse hulkade vordsuse toestamisel.

Definitsioon. Hulka, mis ei sisalda iihtegi elementi, nimeta-
takse tiihjaks hulgaks, teda tahistatakse . Tiihja hulka v6ib kirjel-
dada ka vordusega @ = {a | a # a}. On selge, et @ C A iga hulga A
korral.

Tihi hulk on liheselt maaratud, sest kui leiduksid tiithjad hulgad
01 ja 02, siis @1 C 02 (sest @; on tiihi hulk), samuti @, C 0; (sest B,
on tithi hulk), nendest sisalduvustest aga jareldub, et §; = 0.

Naited. 1. Eespool vaadeldud arvuhulgad on iiksteise osahul-
gad jargmiselt: NCZ C@QCc RcCC.

2. Hulga A — {a} osahulgad on 0 ja {a}. Hulga A = {a,b}
osahulgad on @, {a}, {b}, {a, b}.

Ulesanne. Tdestada, et kui hulgas A on n elementi, siis hulgal
A on 2" erinevat osahulka.

Hulga A koigi osahulkade hulka tahistatakse P(A), s.t. P(A) =
—~{B|BC A}.

Kui hulgas on mingi naturaalarvuga vérdne arv elemente, siis
nimetatakse seda hulka 16plikuks. Tiihja hulga 16plikuks lugemine



on kokkuleppe kiisimus, temas sisalduvate elementide arv on 0.
Hulka, mis ei ole 15plik (ega tiihi), nimetatakse 16pmatuks. Lopma-
tud on naiteks hulgad IV ja IR, kdigi tasandil paiknevate kolm-
nurkade hulk.

83. Tehted hulkadega

Definitsioon. Hulkade A ja B iihendiks ehk summaks nimeta-
takse hulka, mille moodustavad k&ik kas hulka A, hulka B voi
molemasse kuuluvad elemendid. Hulkade A ja B iihendit tahis-
tatakse AU B.

Definitsioonis valjendatut margitakse siimbolite abil jargmiselt:

AUB={z|z€ AVvze€ B}.

Niaide. Kui A = {a,b,e} ja B = {a,c,d,e}, siis AUB =
= {a,b,c,d,e}.

Mairgime, et alati AC AUB, BC AU B.

Tehete abil moodustatud hulkadest piltliku ettekujutuse saa-
miseks kasutatakse nn. Venni dia-
gramme. Kui hulgad A ja B on ku-
jutatud ringidena, siis viirutatud
ala joonisel on nende ithend AU B.

Definitsioon. Hulkade A ja B iihisosaks ehk 16ikeks (mdnikord
ka korrutiseks) nimetatakse hulka, mille moodustavad koik nii hulka
A kui ka hulka B kuuluvad elemendid. Hulkade A ja B iihisosa
tahistatakse AN B.

Siimbolite abil on iihisosa véaljendatav

ANB={z|z€ ANz € B},



samuti viirutatud osana korvalole-
val joonisel.

Niide. Kui A = {a,b,c} ja B = {a,c¢,d, e}, siis ANB — {a,c}.
Mistahes hulkade korral ANB C A, AN B C B.

Hulkade iihendil ja iihisosal on jargmised omadused:

1) AUA-A ANA=A, (idempotentsus)

2)AUB=BUA, ANB=BNA, (kommutatiivsus)
(AUB)UC =AU(BUC), (assotsiatiivsus)
(ANB)NC =ANn(BNC),
(AUB)NC=(AnC)Uu(BNCQC), e
(ANBYUC = (AUC)N(BUC). (distributiivsus)

Omadused 1) — 3) jarelduvad vahetult definitsioonidest. Naitena
toestame teise distributiivsuse vorduse.

Olguz € (ANB)UC. Siisz € ANBVzeC. Kuiz €C,
siisz € AUCAz € BUC, mistottu z € (AUC)N (BU Q).
Kui aga z &€ C, siisz € ANBehkz € ANz € B. Siis aga
z€ AUCAz € BUC,st. € (AUC)N(BUC). Sellega on
naidatud, et (ANB)UC C (AUC)N(BUC).

Olgu niiid z € (AUC)N(BUQC). Siisze€ AUCAz € BUC.
Kuize C,siisz € (ANB)UC. Kuiagaz ¢ C,siiscr € ANz €B
ehk € AN B ning z € (AN B)UC. Sellega on niidatud ka,
et (AUC)N(BUC) C (AN B) U C ning iihtlasi toestatud teine
distributiivsuse vordus.

Ulesanne. To6estada esimene distributiivsuse vordus.

Distributiivsuse vordustes esinevad hulgad Venni diagrammidel
on jargmised:



C C

Mairgime, et Venni diagramme ei saa kasutada hulkade kor-
ral kehtivate universaalsete vorduste (nagu naiteks distributiivsuse
omaduste) téestamiseks, sest ei ole pdhjendatud mistahes hulkade
kujutamine punktihulkadena tasandil. Kiill aga vb6ib Venni dia-
gramme monikord vaadelda naidetena hulkadevaheliste vorduste mit-
tekehtivuse kohta.

Ulesanne. Toestada, et AU(ANB)—Aja AN(AUB)=A.

Uhendi ja iihisosa assotsiatiivsus véimaldab need tehted laien-
dada loplikule hulkade kogumile, suurendades jarkjargult hulkade

arvu:
Aj U UA, = (A1U.. UAn_l)UAn,

AN NA, = (AN NA_1)NA,.

Saadud hulkade korral kasutatakse ka tahistusi ‘91 Aija Dl A,.
Kui {A,} on hulkade A, siisteem, siis defineerime U A, kui koigi

selliste elementide hulga, mis kuuluvad vahemalt iihte hulkadest A,,
ning N A, kui kéigi selliste elementide hulga, mis kuuluvad igasse

hulka A,. Niisiis
UA" = {z | 3anii, et z € Ay}

[]Aa = {z |Va korral z € Ay}

Niiteks U [i—§,i+3)= U [i—, + =R 0 (0,3)=

=N (0,=) -9, a'é.éQ(a, b) = R, iga hulga A korral agA{a} - A.



Definitsioon. Hulkade A ja B vaheks nimetatakse koigi sel-
liste elementide hulka, mis kuuluvad hulka A, kuid ei kuulu hulka
B. Hulkade A ja B vahet tahistatakse A \ B.

Seega
A\B—-{z|z€ ANz B}

ning ka korvaloleval Venni
diagrammil on kujutatud
hulk A\ B.

Naide. Kui A = {a,b,c} ja B — {a,¢,d, e}, siis A\ B — {b} ja
B\ A = {d,e}.

Toodud niide kinnitab ka asjaolu, et iildiselt A\ B # B\ A.

Definitsioon. Hulkade A ja B siimmeetriliseks vaheks nime-
tatakse koigi selliste elementide hulka, mis kuuluvad hulka A, kuid
mitte hulka B, voi kuuluvad hulka B, kuid mitte hulka A. Hulkade
A ja B slimmeetrilist vahet tdhistatakse AAB, ménikord ka A—B.

Siimbolitega on siimmeetrilise vahe definitsioon vialjendatav

AAB={z|(z€e ANz ¢gB)V(zx € BAz & A)},

seda hulka on illustreeritud
ka kéorvaloleval joonisel.

Definitsiooni pdhjal voib celda, et

AAB — (A\ B)U (B\ A).

Niide. Kui A = {a,b,c} ja B — {a,c,d, e}, siis AAB =
= {b,d, e}

Simmeetrilise vahe tahtsamad omadused on jargmised:

1) AAB = BAA, (kommutatiivsus)
2) AAB=(AUB)\ (ANB),
3) (AAB)AC — AA(BAC), (assotsiatiivsus)

10



4) (AAB)NC — (ANC)A(BNC), (distributiivsus)
5) AAB=AUB& ANB=10.

Ulesanne. Toestada omadused 2) - 5).

Ulesanne. Kujutada Venni diagrammil hulgad A \ (BUC),
AN(B\C), (A\B)\C, A\ (B\C).

Ulesanne. Kirjutada hulgateoreetiliste tehete abil jargmised
Venni diagrammidel kujutatud hulgad

Vaadeldud neli hulgateoreetilist tehet ei ole s6ltumatud selles
mottes, et neid saab viljendada teiste kaudu. Naiteks AN B —
— A\ (A\ B), eespool juba oli esitus AAB = (A\ B)U (B \ A).

Ulesanne. Avaldada AU B ja A\ B tehete N ja A abil, ANB
ja A\ B tehete U ja A abil, AU B tehete \ ja A abil.

Ulesanne. Tdestada, et AU B ei ole voimalik avaldada tehete
N ja \ abil ning A \ B ei ole voimalik avaldada tehete U ja N abil.

Tihti on tegemist olukorraga, kus koik vaadeldavad hulgad on
ithe ja sama hulga osahulgad. Taolist teisi hulki sisaldavat hulka
nimetatakse universaalseks. Naiteks matemaatilise analiilisi monede
kiisimuste késitlemisel voib selleks olla reaalarvude hulk, geomeet-
rias tasandi koéigi punktide hulk v6i ruumi koéigi punktide hulk.

Definitsioon. Hulga A tdiendiks (universaalse hulga X suhtes)
nimetatakse hulka A’ = X \ A.
Joonisel kujutab hulka A’
viirutatud ala.
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Hulga taiendi moodustamisel kehtivad jargmised omadused.

1) ¢ = X,
2) X' =0,
3) AUA' = X,
4) ANA =0,
5) A" = A,

6) (AUB) = A'N B,
7) (ANB) = A'UB’

Omadused 6) ja 7) on iildistatavad suvalistele iihisosadele ja tihen-
ditele

(o) =0
() -

Neid vorduseid nimetatakse de Morgani valemiteks ning nad
viljendavad tihendi ja tihisosa duaalsust tdiendi votmise suhtes.

Omadused 1) - 5) jarelduvad vahetult taiendi definitsioonist, de
Morgani valemid pohjendatakse jargmiste samavaarsuste ahelatega:

4
ze(uAa) SreEXATEUAL &
(e 1
SreXA(Vakorralz € A,) ©
Vakorralz € X \ A, &z €NAY,

we () 2 QAo
SreXAFani, etz g Ay)
Banii, etz € X \Aa @z €UA,’

Ulesanne.* Toestada, et antud hulgast ja tema n osahulgast

saab tehete U, N ja \ abil moodustada maksimaalselt 22" erinevat
hulka.
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84. Hulkade otsekorrutis

Definitsioon. Hulkade A ja B otsekorrutiseks ehk Descartes’i
korrutiseks nimetatakse kdigi paaride (a,b) hulka, kusa € A, b € B,
seejuures elementide jérjekord paarides on oluline. Hulkade A ja B
otsekorrutist tdhistatakse A x B. Niisiis

Ax B={(a,b)lac A be B}

Lisame, et paaride vordsus tdhendab vastavate paariliste vord-
sust, s.t.
(a,b) — (c,d) @ a=cAb—d.

Naited. 1. Kui A = {a,b} ja B — {a,b,c}, siis A x B =
= {(a,a), (a,b), (a,c), (b,a), (b,b), (b,c)} ja B x A =
= {(a’ a), (a,b), (b, a), (b,b), (c,a), (c,b)}.

See naide kinnitab, et iildiselt A x B # B x A.

2. Kui A = B = [0,1], siis otsekorrutist A x B =
— {(z5) | 2,y € 0,1]} vib
kujutada ruuduna tasandil,
mille punktide koordinaadid
asuvad 16igus [0, 1]. On selge,
et iildiselt (z,y) # (v, x).

3. Hulkka Z x Z — {(m,n) | m,n € Z} voib kujutada kui
tasandi punktide hulka, mille mélemad koordinaadid on tdisarvud.

4. Kui A = {a,b,c,d,e, f,9,h} ja B = {1,2,. .,8}, siis ot-
sekorrutist A x B = {(a,1),. ., (h,8)} vdib vaadelda kui malelaua
ruudustikku (males kasutatakse teatavasti ruutude lihemat kirju-
tusviisi al, ,h8).

Ulesanne. Tdestada, et kui A # @ ja B # (), siis AxB — Bx A
parajasti siis, kui A = B.

Hulkade otsekorrutis rahuldab jargmisi vordusi:
HDAx0=0,0xA=0,
2) (AUB)xC=(AxC)u(BxC),
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3) (ANB)xC=(AxC)Nn(B x (),

4) (A\B)xC=(AxC)\(BxC(C).
Simmeetria kaalutlustel on selge, et vordustega 2) — 4) analoogilised
distributiivsuse tingimused kehtivad ka otsekorrutise teise teguri
suhtes.

Vérduse 2) pohjendab samavaarsuste ahel

(z,y) e (AUB)xC & z€AUBAyeC s
& (reAvrzeB)ayelC e
& (z€eANyeC)V(zeBAye(O) s
< (r,y) € AxCV(r,y)e BxC&
& (z,y) € (AxC)U(BxC).

Ulesanne. Tdestada vordused 3) ja 4).

Otsekorrutise A x A puhul kasutatakse veel tihistust A?> Nai-
teks R = {(z,y) | z,y € IR} on vaadeldav tasandi kdigi punktide
hulgana, kusjuures punkti (z,y) koordinaadid on z ja y.

Kahe hulga otsekorrutise mdiste on vahetult ildistatav mista-
hes 16plikule arvule hulkadele. Defineerime

Alx XAn {(O'l,- 7an)|a1€Ala --yanEAn};

pidades tegurite jarjekorda oluliseks. Kui kahe hulga otsekorrutise
elemendid on paarid, siis iildisemal juhul raigitakse n-komponen-
dilisest korteezist voi vektorist.

Otsekorrutist A x .. x A tdhistatakse A™

N
n

Naiteks R® = {(z,y,2) | z,y,z € R} on kolmemodtmeline
ruum, kus punkti (z,y, z) koordinaadid on z, y ja z.

Mairgime, et kui hulgas A on m elementi ja hulgas B on n ele-
menti, siis hulgas A x B on m-n elementi. Uldisemalt, kui A; koos-
neb m; elemendist, , A, koosneb m,, elemendist, siis A; x. .x A,
koosneb m, m, elemendist.

Ulesanne. Téestada, et kui A; #0, B; #0,i =1, .. n, siis

1) A; x x A, C By X .. X Bn parajasti siis, kui
A; C By,. ,A, C By,

2) A x x A, — By x X B, parajasti siis, kuj
AlzBla ,An:Bn.
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§5. Funktsioonid

Funktsiooni moiste on matemaatikas iiks olulisemaid méisteid.
Koolimatemaatikas tutvutakse tavaliselt arvudevahelist soltuvust
viljendavate funktsioonidega. Nendega vorreldes iildistame me
funktsiooni maistet viga palju.

Olgu X ja Y hulgad.

Definitsioon. Kui on antud eeskiri f, mis seab hulga X igale
elemendile vastavusse hulga Y kindla elemendi, siis deldakse, et on
defineeritud funktsioon f, ja kirjutatakse f : X — Y Kui ele-
mendile z € X seatakse vastavusse y € Y, siis kasutatakse kirjutist

y—f(-'r)V(jiy:f.’EVf)if:x——)y_

Funktsiooni asemel rasgitakse ka operaatorist voi kujutusest
voi teisendusest.

Funktsiooni moiste iildisusest saab parema ettekujutuse alles
siis, kui nendega on kiillalt palju tegeldud. Oluliste ndidetega tutvu-
takse tavaliselt teistes matemaatilistes distsipliinides, siin vaadel-
davad on pdéhiliselt illustreerivat laadi.

Naited. 1. Koolimatemaatikast on tuntud lineaarne funkt-
sioon y = az + b, ruutfunktsioon y = z2, trigonomeetrilised funk-
tsioonid y = sinz, y — cosz. Need koik on néiited funktsioonist
R —- R Samal ajal v6ib vaadelda ka funktsioone
sin: IR — [—1, 1], ruutfunktsioon: IR — [0, 00).

2. Vaatleme funktsiooni f : IR?> — IR?, mis on antud vérdusega
f((z,v)) = (z,0), s.t. tasandi punktile (z,y)
seab vastavusse tema esimese koordinaadi
z-teljel. Sellist funktsiooni nimetatakse pro-
jekteerimisteisenduseks z-teljele ehk projek-
toriks z-teljele. Analoogiliselt v6ib vaadelda
projektorit y-teljele.
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3. Reaalarvuliste liikmetega jada a;, ,an,. vOib vaadelda
funktsioonina A : IN — IR; siin on igale naturaalarvule seatud
vastavusse kindel reaalarv. Seejuures kasutatakse moénikord jada
markimiseks kirjutusviisi a(1),. ,a(n),

4. Samasusteisendus ehk identsusteisendus I : X — X on

funktsioon, mis hulga X igale elemendile seab vastavusse sama ele-
mendi, seega I(z) —z, z € X.

5. Konstantne funktsioonon f: X =Y, f(z) =c¢,z € X, kus
¢ € Y on sama element koikide elementide z € X korral.

6. Olgu X = {1,2,.. ,n}. Vaatleme funktsioone s : X — X,
kus iiks ja sama naturaalarv ei vasta kahele erinevale naturaalarvule,
s.t. ei ole véimalik olukord, kus s(i) — s(j), aga 7 # j. Niisuguse
tingimuse taidetuse korral iga arv hulgast X kindlasti mingile arvule
sellest hulgast ka vastab. Taolisi funktsioone esitatakse tavaliselt
tabelina

kusjuures {i1,12,. .,i,} = X, ning neid nimetatakse substitut-
sioonideks. Substitutsiooni esitamisel véib muidugi esimese rea kir-
jutada ka teises jarjekorras, naiteks

N =
Lo
w w
=
=N
=
w w
N =

Olgu antud funktsioon f : X — Y Hulka X nimetatakse
funktsiooni f méairamispiirkonnaks. Oeldakse, et funktsiooni f
vaartuste piirkond asub hulgas ¥ Elementi y = f(z) nimetatakse
elemendi = kujutiseks, elementi x nimetatakse elemendi y originaa-
liks. Kui A C X, siis hulka f(A) ={y € Y | 3z € A nij, et
y=f(z)} = {f(z) € Y | z € A} nimetatakse hulga A kujutiseks.
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Hulka f(X) nimetatakse funktsiooni f viirtuste piirkonnaks. Nai-
teks sin(R) = [-1,1]. Kui B C Y, siis hulka f~}(B) = {z € X |
f(z) € B} nimetatakse hulga B originaaliks. V&ib juhtuda, et
f~Y(B)=0, kuigi B # 0, niiteks sin : R— IR puhul sin™?([2, 3]) =0.
Kuid naiteks sin™!({0}) = {z € R | sinz =0} = {kn | k € Z}.

Hulkade kujutistel on jargmised péhilised omadused:

1) f(8) =0, f(X)CY,

2) kui A; C A, siis f(A1) C f(Ap),

3)  (Uda) =U f(4a),
1) £ (n4a) €0 f(40).

Omaduste 1) ja 2) kehtivus on vahetult selge definitsiooni poh-
jal, omaduse 3) toestuseks on samavaarsused

dz T E€UA,, f(z)=y&
dz3daz €A, flz)=ye
Jadzz €A, flz)y=y&
Jay € f(Aa) ® y €U f(Aq)

yef(VAa)

t ¢

Ulesanne. Toestada omadus 4) ja leida naide funktsioonist
ja hulkadest, kus omaduses 4) vordust ei ole. Ndpuniide: vaadelda
projekteerimisteisendust.

Hulkade originaalidel on jargmised pohilised omadused:
1) f7H0) =0, f7H(Y) =X,
2) kui By C Ba, siis f 1(Bl) cf 1(Bz),

3) £ (UBa) = U (Ba),
1) 7 (NBa) =N f~}(Ba),
5) (Y \B) =X\ [7\(B).

Ulesanne. Téestada originaalide omadused 3) - 5).
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Kujutise ja originaali jarjestikuse votmise korral
1) kui A C X, siis A C f7}(f(4)),
2) kui B C Y, siis f(f~1(B)) C B.

Ulesanne. Tdestada omadused 1) ja 2) ning leida naited, kus
viimastes sisalduvustes ei ole vérdust.

Hulkade kujutistel ei ole originaalide omadusega 5) analoogilist
omadust. Kui naiteks f : X — Y on konstantne funktsioon, siis
f(A) = {c} (kui A # 0), F(X\A) = {c} (kui A # X) ja
Y\ f(A) = Y'\ {c} ning ei leia aset ei sisalduvus f(X\A) C Y\ f(A4)
ega ka sisalduvus f(X \ A) DY\ f(A) (kui Y # {c}). Nagu ndeme.
on hulkade originaalide omadused paremad kui hulkade kujutiste
omadused, mistottu funktsioonide pohiomaduste maaratlemisel
teistes matemaatilistes distsipliinides kasutatakse rohkem hulkade
originaale.

Ulesanne.” Tdestada, et kui A C X, BC Y ja f: X — Y,
siis f(f~1(B)) = BN f(X) ja f(A)N B = f(AN f~}(B)).

Funktsioone f1: X; — Y ja fa: X2 — Y5 nimetatakse vord-
seteks, kui X; = X5, Y1 =Y, ja fl(:c) = fg(x) igaz € X1(= X2)
korral. Seega naiteks funktsioonid sin : IR — IR ja sin: R — [-1,1]
loeme erinevateks.

Definitsioon. Funktsiooni f: X — Y nimetatakse injektiiv-
seks ehk iksiitheseks, kui iga paari z;,z2 € X, 17 # 1z, korral
f(z1) # f(z2) (erinevad elemendid teisenevad erinevateks elemen-
tideks).

Funktsiooni injektiivsus tdhendab veel seda, et kui f(z;) =
= f(x3), siis ;1 = x2, samuti seda, et iihelgi elemendil hulgast Y’
ei ole iile Uhe originaali. Injektiivsus tdhendab seda, et funktsioon
teisendab nii nagu on naidatud vasakpoolsel joonisel ning parem-
poolsel joonisel toodud olukord ei ole lubatud.

X Y Y
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Naiteks funktsioon sin : IR — IR e1 ole injektiivne, sest sinQ =
cr T T e . .
- s, kuid sin : [——, —] — IR on injektiivne. Projektorid koor-

dinaattelgedele ei ole injektiivsed. Injektiivne on samasusteisendus
I : X — X, samuti iga substitutsioon, mille defineerimisel injek-
tiivsust noutaksegi.

Ulesanne. Téestada, et funktsioon f : X — Y rahuldab
tingimust

f(ANB) = f(A)Nf(B) VA BCX

parajasti siis, kui ta on injektiivne.

Definitsioon. Funktsiooni f: X — Y nimetatakse siirjektiiv-
seks ehk pealekujutuseks, kui f(X) = Y ehk kui igal elemendil
hulgast Y leidub originaal.

Naiteks sin: IR — [—1, 1] on siirjektiivne, sin : JR — IR mitte.
Projektorid koordinaattelgedele ei ole siirjektiivsed. Siirjektiivne on
samasusteisendus ja iga substitutsioon. Reaalarvuliste liikmetega
jada a : IN — IR ei ole kunagi siirjektiivne, selle pohjendame hiljem.

Definitsioon. Funktsiooni f : X — Y nimetatakse bijektiiv-
seks ehk iiksiiheseks vastavuseks, kui ta on injektiivne ja siirjektiivne
ehk kui igal elemendil hulgast Y leidub parajasti iiks originaal.

T
Naiteks on bijektiivne funktsioon sin : [——,—} - [-1,1],

ithikteisendus, iga substitutsioon.
Injektiivset funktsiooni nimetatakse ka injektsiooniks, siirjek-
tiivset funktsiooni siirjektsiooniks ja bijektiivset funktsiooni bijekt-

siooniks.
Vaatleme funktsiooni f : X — Y Hulka {(z, f(z)) |z € X} C
C X x Y nimetatakse funktsiooni f graafikuks, teda tahistatakse

G(f).

Margime, et esitatud graafiku moiste iildistab funktsioonide
f: IR — IR graafiku moistet.

Vaatleme funktsioone f; : X — Y ja fo: X - Y Siis fi = f5
parajasti siis, kui G(f1) = G(f2), sest

fi=fe filz) = fo(z) Vre X &
& (z,fi(z)) = (z, f2(z)) VzeX &

G(f1) = G(f2)-
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Piiliame vastata jargmisele loomulikule kiisimusele: millal osa-
hulk G € X x Y on mingi funktsiooni f : X — Y graafik G(f)?

Kui G C X x Y on mingi funktsiooni graafik, siis peavad olema
taidetud tingimused:

1°Vz € X 3y € Y nii, et (z,y) € G (hulgas G peab olema
kiillaldaselt paare, et igale elemendile z € X midagi vastaks);

2° (z,v1) € GA(z,y2) € G y1 = y2 (elemendile z € X ei
saa vastata kahte erinevat elementi y; ja y2).

Seega on tingimused 1° ja 2° tarvilikud selleks, et hulk G C X xY
oleks mingi funktsiooni graafik. Nad on ka piisavad, sest kui G
rahuldab tingimusi 1° ja 2°, siis defineerime funktsiooni f: X — Y
jargmiselt: kui z € X, siis f(z) = y, kus (z,y) € G. On selge, et
seejuures G(f) — G.

Niisiis, antud hulkade X ja Y korral on olemas loomulik iks-
iihene vastavus (bijektsioon) koéigi funktsioonide f : X Y hulga
ning koigi tingimusi 1° ja 2° rahuldavate osahulkade G C X x Y
hulga vahel.

Ulesanne. Niidata, et kui fi : X —» Y ja fo : X — Y, siis
G(f1) UG(f2) (samuti G(f1) N G(f2)) on mingi hulgal X maaratud

funktsiooni graafik parajasti siis, kui f; = fs.

Definitsioon. Funktsioonide f : X - Y jag:Y Z kor-
rutiseks ehk kompositsiooniks nimetatakse funktsiooni gf : X — Z,
mis maaratakse vérdusega

(9f)(z) = 9(f(z)), ze€X.
Funktsioonide f ja g korrutist tihistatakse ka g o f

Definitsiooni kohaselt on funktsioonide korrutamine nende jar-
jest rakendamine. Juhime téhelepanu sellele, et funktsioonide kor-
rutamine on vo6imalik, kui funktsiooni g méairamispiirkond Y on
selline hulk, kuhu kuulub funktsiooni f vairtuste piirkond.
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Margime, et matemaatilise analiiisi kursuses nimetatakse
funktsioonide kompositsiooni liitfunktsiooniks.

Lause. Kui f : X - Y, g:Y - Zjah:2Z — W, siis
h(gf) — (hg)f (funktsioonide korrutamine on assotsiatiivne).

Toestus. Kuna gf : X — Z ja h: Z — W, siis saab moodus-
tada korrutise h(gf), samuti f : X - Y ja hg: Y — W lubavad
moodustada (hg)f Kui niiiid z € X, siis

(h(95))(z) = h((9f)(z)) = h(9(f(x))),
((hg)f)(z) = (hg)(f(z)) = h(g(f(x))),

millest saamegi vorduse h(gf) = (hg)f

Uldiselt gf fg,sestkui f: X - Y jag:Y — Z, siis saab
vaadelda kiill korrutist gf, aga kui Z X (tapsemalt, g(Y) ¢ X),
siis ei eksisteeri fg. Vordust gf — fg ei tarvitse olla isegi siis,
kui f: X - X g:X — X, naiteks kui a,b € X, a # b, siis
konstantsete funktsioonide f(z) = a, z € X, ja g(z) = b, z € X,
korral (fg)(z) — f(9(z)) = a, (9f)(z) = g(f(z)) = b, s.t. gf # fg.

Seega ei ole funktsioonide korrutamine kommutatiivne.

Ulesanne. Uurida, kas substitutsioonide korrutamine on kom-
mutatiivne.

Lause. Kui f : X - Y ja g :Y — Z on injektiivsed, siis
gf : X — Z on ka injektiivne.

Téestus. Olgu x, # xo. Siis funktsiooni f injektiivsuse tottu
f(z1)  f(z2). Sellest aga jareldub funktsiooni g injektiivsuse tottu

9(f(z1)) # g(f(z2)) ehk (gf)(z1) # (9£)(z2).

Lause. Kui f: X — Y jag- Y — Z on siirjektiivsed, siis ka
gf X — Z on siirjektiivne.

Téestus. Valime vabalt z € Z. Siis g siirjektiivsuse tottu leidub
y € Y nii, et g(g) — 2. Niiiid f siirjektiivsuse tottu leidub r € X
nii, et f(z) = y. Seega (9f)(z) = g(f(z)) = g(y) = 2z, mis iitleb, et
gf on strjektiivne.

Jareldus. Kui f: X =Y jag:Y  Z on bijektiivsed, siis ka
gf: X — Z on bijektiivne.
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Kui funktsioon f: X — Y on bijektiivne, siis saab defineerida
poordfunktsiooni f~!: Y — X, mis igale elemendile y € Y seab
vastavusse tema originaali z € X funktsiooniga f teisendamisel, s.t.

fFlly) =z e y=f(a)

Kui aga funktsioon f: X — Y ei ole bijektiivne, siis niiviisi funkt-
siooni f~1: Y — X defineerida ei saa (kui f ei ole siirjektiivne, siis
leidub y € Y, millel pole originaali; kui aga f ei ole injektiivne, siis
leidub y € Y, millel on rohkem kui iiks originaal). Seega valjendid
,.funktsioon f: X — Y on bijektiivne”, ,,eksisteerib pé6rdfunktsioon
f~1:Y - X” ja,,funktsioon f: X — Y on péératav” on koik sama
tahendusega.

Eespool kasutasime hulga B originaali f~!(B), mis ei ndudnud
poordfunktsiooni olemasolu. Kui aga eksisteerib poordfunktsioon
f71, siis sama kirjutis f~!(B) tihendab ka hulga B kujutist funkt-
siooniga f~! Kahemégttelisust siin siiski ei teki, sest mélemad hul-
gad tihtivad:

f~(B) (hulga B kujutis funktsiooniga f~1) =
={f"'y)eX|yeB}=
(tdhistame f~!(y) —z ehk y — f(z))
—{ze X | f(z) € B) =
= f~1(B) (hulga B originaal funktsiooniga f).
Péoratava funktsiooni f: X — Y korral f~1f = Ija ff~! =1,

sest vordustest f(z) = y ja f~'(y) = z saame (f~!f)(z)
=f'y) =zja(f = f(z) =y.

Teoreem. Kui f: X - Y jag:Y X ninggf—Ijafg=1I,
siis eksisteerib f~! ning f~! — g.

Toestus. Funktsioon f on injektiivne, sest kui f(z1) = f(z2),
siis 21 = (9f)(z1) — g(f(z1)) = 9(f(z2)) — (9f)(z2) — z2. Funkt-
sioon f on siirjektiivne, sest iga y € Y korral f(g(y)) — (f9)(y) =y
(seega elemendil y € Y leidub originaal g(y) € X). Niisiis, f on
bijektiivne, mis tdhendab, et eksisteerib f~! Peale selle,

=9 = g =g
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Jéreldus. Kui f on péératav, siis ka f ! on pooratav ning
1=t
Téestuseks kasutame teoreemi eeldustel ff~! — I'ja f~1f — I

(s.t. teoreemis esinevaks funktsiooniks f on siin f~! ja funktsiooniks
g on siin f).

Ulesanne. Téestada, et kui f: X ->Yjag:Y — X korral
g9f =1, siis f on injektiivne ning g on siirjektiivne.

Teoreemi formaalseks iildistuseks on

Lause. Kui f: X - Y, g1:Y — X jags: Y — X korral
o1f — I ja fga — I (sel juhul 6eldakse, et funktsioonil f on ole-
mas vasakpoolne poordfunktsioon g; ja parempoolne poordfunkt-
sioon g2), siis eksisteerib f™!': Y — X ning f~! = g; — go.

Toestuseks paneme tihele, et ilesandes toodud vaite abil saame
eelduse esimesest vordusest funktsiooni f injektiivsuse, teisest funk-
tsiooni f siirjektiivsuse, vaites esinevad vordused aga saadakse nagu
teoreemi toestuseski.

Lause. Kui f: X - Y ja g: Y — Z on pooratavad, siis on
pooratav ka gf: X — Z ning (gf)"! = f~lg7!

Téestus. Eespool toestasime funktsioonide korrutise bijektiiv-
suse, kui tegurid on bijektiivsed, seeparast jadb tdestada viimane
vordus. Saame

@HU g D =9g(ff Ng =99 =
(F o NehH)=F o g f=F"F=1

misjarel kasutame teoreemi.

Juhime tidhelepanu sellele, et vorreldes korrutisega g f rakendu-

vad podrdfunktsioo-
X f Y g nid teises jarjekorras
()TF\ f~l¢7!, mida on
( illustreeritud korval-

oleval joonisel.
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Ulesanne. Olgu hulgas X m elementi ja hulgas Y n elementi.

Kui palju on erinevaid funktsioone, injektsioone, siirjektsioone ja
bijektsioone f: X — Y?

86. Hulga karakteristlik funktsioon

Olgu X universaalne hulk.

Definitsioon. Hulga A C X karakteristlikuks funktsiooniks
nimetatakse funktsiooni 4. X — {0,1}, kus

(z) = 1, kuiz € A,
XAL)=Y 0, kuize X\ A

Niisiis, igale hulgale A C X on seatud vastavusse tema karak-
teristlik funktsioon, iiks funktsioonidest x: X — {0,1}. On selge, et
erinevatele hulkadele vastavad erinevad funktsioonid, s.t. vastavus
on injektiivne.

Olgu antud funktsioon x: X — {0,1}. Vaatleme hulka A =
= {r € X | x(z) — 1}. Kui niiid z € A, siis x(z) — 1, kui
aga T € X \ A, siis x(z) = 0, seeparast x — xa. Sellega oleme
naidanud, et vaadeldav vastavus hulkade A C X ja funktsioonide
x* X — {0,1} vahel on bijektsioon.

Koigi hulgast X hulka Y tegutsevate funktsioonide hulka
{f| f: X — Y} tihistatakse YX Sellega kooskélas kirjutatakse
{x | x: X — {0,1}} = {0,1}% — 2%, kusjuures viimane tahis
siimboliseerib hulga {0,1} asendamist tema elementide arvuga 2.
Samuti tahistatakse hulga X kéigi osahulkade hulka

P(X)={A|AcC X} =2%,

mis on digustatud eespool vaadeldud loomuliku bijektsiooniga P(X)
ja {0,1}* vahel. Samadel kaalutlustel nimetatakse hulka P(X)
hulga X potentshulgaks.
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Hulga karakteristlikul funktsioonil on jirgmised omadused:
1) xa(@)xa(z) = xa(z),
2) xans(z) = xa(z)xp(z) = min{xa(z), x5(z)},

3) xauB(z) = xa(z) + xB(z) — xA(x)XB(Z) =
= max{xa(z), x5(z)},

4) xa\B(z) = xa(x) — xa(z)xB(2),
5) xo(z) =0, xx(z) = 1, xar(z) = xx\a(x) =1 — xa(z),
6) xaxB((z,7)) = xa(x)xB(Y).

Vordus 1) jareldub iiksnes sellest, et 0 0 = 0jal 1 = 1.
Omaduse 2) téestamisel votame arvesse, et voib esineda 4 erinevat
voimalust:

xa(x) =0 ja xs(z)=0,

xa(z) =1 ja xs(z) =0,

xa(z) =0 ja xp(z)=1,

xa(z)=1 ja xp(z)=1
Siit jareldub, et

xa(@)xe(r) =1 & xa(z)—1AxB(zr)=1¢
& rzeAANz€eEBs
& zrzeANB XAnB(fE):l,

millest omakorda saame, et
xa(z)xB(z) =0  xans(z) =0.
Analoogiliste aruteludega toestatakse ka teised omadused.
Ulesanne. Toestada omadused 3) ja 4).
Ulesanne. Avaldada xAap funktsioonide x4 ja xp kaudu.

Nagu nagime, on hulgad ja nende karakteristlikud funktsioonid
bijektiivses vastavuses. See asjaolu véimaldab toestada hulkadeva-
helisi vordusi, naidates vastavate karakteristlike funktsioonide

vordsust.
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Niide. Toestame, et (AUB)NC = (ANC)U (BNC). Uhelt
poolt

X(AuB)nC = XAuBXC =
(xa +XxB — XAXB)XC =
XAXC + XBXC — XAXBXC:

]

Teiselt poolt

X(AnC)U(BNC) = XAnC T XBnC — XANCXBNC —
XAXc + XBXC — XAXCXBXC =
X(AUB)NC>

sest X — XC-
Ulesanne. Tdestada, et
(ANB)U(A\B) = A,
(A\B)\C — (A\C)\ (B\O),
(AUB)xC=(AxC)U (B xC().

87 Seosed

Definitsioon. Seoseks hulkade X ja Y vahel nimetatakse mis-
tahes osahulka otsekorrutises X x Y

Kui R C X x Y, siis asjaolu, et (z,y) € R, mirgitakse ka zRy
ning deldakse, et = ja y on seoses R. Monikord 6eldakse osahulga R
kohta, et see on seose graafik.

Naited. 1. Olgu X — Y — IR. Defineerime, et zRy, kui z = y,
st. R={(z,z) | z € R}. See seos
on sirge, mis poolitab telgedevahe-
lise nurga.

y

26



2. Olgu X - Y - R, R={(z,9) | z < y} See hulk on
kujutatud korvaloleval joonisel.

3. Olgu X —Y — R, R= {(z,y) | 2 + y% — 1}. See seos on
Jjoonisel kujutatud ringjoon. Naeme,
et naiteks arv 2 ei ole lhegi teise
arvuga seoses.

4. Olgu X tasandi koigi punktide hulk ja Y koigi samal tasandil
asuvate sirgete hulk. Defineerime siin, et zRy, kui punkt z asub
sirgel y.

5. Olgu X — Y — samal tasandil asuvate sirgete hulk ning
z Ry, kui sirged x ja y on paralleelsed véi iihtivad.

6. Olgu X — Y — maakeral elavate inimeste hulk ning zRy,
kui inimestel z ja y on iihised vanemad.

7 Olgu antud funktsioon f: X — Y Defineerime R — G(f),

s.t. zRy, kui (z,y) € G(f) — {(z, f(z)) | = € X}. Seega TRy
parajasti siis, kui y — f(z). Vaadeldaval juhul rasgitakse funktsio-
naalsest seosest, samuti deldakse, et funktsioon on seose erijuht.

Seosest R C X x X raagitakse kui seosest hulgas X. Tutvume
jargnevas monede taolisi seoseid puudutavate moistetega.

Seost R nimetatakse refleksiivseks, kui z Rz iga = € X korral.
Refleksiivsed on seosed naidetes 1, 2, 5 ja 6.

Seost R nimetatakse simmeetriliseks, kui zRy = yRx.
Siimmeetrilised on seosed naidetes 1, 3, 5 ja 6.
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Seost R nimetatakse antisimmeetriliseks, kui zRy A yRz =
T=y.
Antisiimmeetrilised on seosed naidetes 1 ja 2.

Seost R nimetatakse transitiivseks, kui zRy A yRz = zRz.
Transitiivsed on seosed naidetes 1, 2, 5 ja 6.

Ulesanne. Toestada, et kui seos on siimmeetriline ja antistim-
meetriline, siis ta on transitiivne.

Ulesanne. Téestada, et seos on refleksiivne, siimmeetriline ja
antistimmeetriline (eelmise iilesande pohjal ka transitiivne) parajasti
siis, kui ta on tihikseos I — {(z,z) | z € X}.

Kuna seosed on hulgad (otsekorrutise X x Y osahulgad), siis
saab raakida seoste iithendist, iihisosast, vahest, tdiendist hulgani
XxY

Seose R C X xY poordseoseks nimetatakse seost R™! C Y x X,
mis maaratakse samavairsusega

yR z & zRy
ehk

(y,z) € R"' & (z,y) € R.

Nagu ndeme, on igal seosel olemas poordseos. Seega on ka
igal funktsioonil kui seosel olemas poordseos, mis ei tarvitse alati
funktsioon olla. Piiiilame selgitada, millal funktsiooni f: X —» Y
poordseos on funktsioon, mille maaramispiirkond on Y ja vaartused
kuuluvad hulka X.

Vaatleme funktsiooni f: X — Y ja tema graafikut G(f) =
—{(z, f(z)) | z € X}. Graafiku pdérdseoson G~1(f) = {(f(z),z) |
z € X} CY x X. Eespool nagime, et hulk G C X x Y on mingi
funktsiooni graafik parajasti siis, kui on tdidetud tingimused

1°Vz € X dy €Y nij, et (z,y) € G;

2° (z,41) € G A (z,y2) € G => 41 = 2.

Rakendades seda tulemust G(f) poordseosele, voime &elda, et
G~Y(f) on mingi funktsiooni graafikuks parajasti siis, kui

1°Vy € Y 3z € X nij, et (y,7) € G7(f) ehk (z,9) € G(f)
ehk y = f(z), mis tihendab funktsiooni f siirjektiivsust;

2° kui (f(z1),z1) € G7(f)s € G7(f) ja f(z1) =
— f(z2), siis £y = x5, mis tdhendab funktsiooni f injektiivsust.
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Seega, G~1(f) on mingi funktsiooni graafik parajasti siis, kui
f on bijektiivne ehk eksisteerib f=! Arvestades veel samaviairsust
fMy) =z y— f(z), saame, et

G ={(f@)2) |z € X} ={(w.f W) |y Y} =G(f ™),

s.t. pooratava funktsiooni f poodrdseos on poordfunktsioon f~1!
Niisiis, podrdseose moiste iildistab pé6rdfunktsiooni maistet.

Seoste RC X xY ja § CY x Z korrutiseks nimetatakse seost
SRC X x Z, kus

SR ={(z,z) |3y € Y nii, et (z,y) € RA(y,2) € S}.

Vahel kasutatakse ka tahist S o R.

Ulesanne. TGestada, et seose R C X xY jaiihikseose I: X X
korral RI — R, iihikseose I: Y — Y korral IR = R.

Niitame, et funktsioonide kui seoste korrutis iihtib nende kui
funktsioonide korrutisega. Vaatleme funktsioone f: X — Y ja
g: Y — Z. Elemendi z € X ainus paariline seoses G(f) on f(z) € Y,
viimase ainus paariline seoses G(g) on g(f(x)) € Z, seepérast

G(9)G(f) = {(z.2)|3yeY (z,9) €eG() A (y,2) € G(9)} =
= {(z,9(f(z))) |z € X} = G(9/).

Seega seoste korrutamistehe iildistab funktsioonide korrutamistehet.

Margime, et seoste korrutamisel véib juhtuda, et R # 0 ja

S £ 0, aga SR — 0. Nai-

Y z teks X =Y =Z=R

S o~ korral joonisel toodud

seoste S # 0 ja R # 0

korrutis SR = @, sest

(z,y) € R korral y > 0,

l Y aga (y,z) € S korral
y <0.

Lause. KuiRC X xY,SCY xZjaT CZxW,siis

(SR)™! =
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T(SR) = (T'S)R.

Téestuseks on jargmised samavairsuste ahelad:

(z,z) € (SR)™! (z,z) € SR &
© 3JdyeY (z,y) €eRNA(y,2)eS &
dyeY (y,z) € R"IA(2,y) € S
& JyeY (z,y)eSIA(y,z)eER s
(2,z) €

(z,w) € T(SR)& 3z€ Z (z,2) € SRA(z,w) €T
JdzeZ3dyeY (z,y) e RA(y,2) €E SA(z,w) €T &
& 3JyeY (z,y) e RA(y,w) TS
& (z,w) € (TS)R.

Ulesanded. 1. Leida arvupaarid, mis kuuluvad seosesse
{(z,2y) EZ X Z |z +y = zy}.

2. Kujutada graafiliselt seost {(z,y) € R x R | [z] = [y]}, kus
[z] tahistab arvu z téisosa, s.t. [z] € Z nii, et [z] < z < [z] + 1.

3. Toestada, et

R on refleksiivne < I C R,

R on siimmeetriline < R~' C R,

R on antisiimmeetriline RNR™! C I,

R on transitiivne @ RR C R.

4.* Toestada, et seos R C X xY on bijektsioon hulkade X ja Y
vahel parajasti siis, kui R”'R=1: X - XjaRR '!=1:Y -Y
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§8. Ekvivalentsusseos ja klassijaotus

Meenutame, et osahulka R C X x X nimetatakse seoseks hul-
gas X.

Definitsioon. Seost R hulgas X nimetatakse ekvivalentsus-
seoseks, kui ta on

1° refleksiivne, s.t. kui zRz Vz € X;

2° sliimmeetriline, s.t. kui xRy = yRuz;

3° transitiivne, s.t. kui zRy A yRz = zRz.

Kui R on ekvivalentsusseos ja xRy, siis oeldakse, et elemendid
z ja y on ekvivalentsed (seose R jargi).

Niited. 1. Suvalises hulgas X olgu zRy, kuiz — y (s.t. R =
= {(z,z) | £ € X} = I: X — X). Seega vordus ehk iihikseos
on ekvivalentsusseos. Ta on iihtlasi koige kitsam ekvivalentsusseos,
sest ta on iga ekvivalentsusseose (kui refleksiivse seose) osahulk.

2. Uhel ja samal tasandil asuvate sirgete hulgas loeme zRy,
kui sirged z ja y on paralleelsed voi iihtivad.

3. Maakeral elavate inimeste hulgas loeme xRy, kui inimestel
z ja y on iihised vanemad (nad on Ged-vennad).

4. Olgu X mingite hulkade hulk (naiteks P(IN) voéi
{AC R | A onloplik}). Hulgad A € X ja B € X olgu seoses R
(s.t. (A, B) € R), kui eksisteerib bijektsioon f: A — B. Seos R on
ekvivalentsusseos, sest

1° I: A — A on bijektsioon, s.t. (A, A) € R;

2° kui (A, B) € R, s.t. eksisteerib bijektsioon f: A — B, siis
f~1: B — A on bijektsioon, s.t. (B,A) € R ;

3° kui (A4,B) € R ja (B,C) € R, s.t. eksisteerivad bijekt-
sioonid f: A — B ja g: B — C, siis gf: A — C on bijektsioon, s.t.
(A,C)€eR.

Eelmises paragrahvis esitatud iilesannete péhjal véime Gelda,
et kui ekvivalentsusseos on antisiimmeetriline, siis on ta vérdus ehk
ithikseos.

Ulesanne.* Toestada, et kui R ja S on ekvivalentsusseosed, siis
SR on ekvivalentsusseos parajasti siis, kui SR = RS. Leida naide
ekvivalentsusseostest R ja S (samas hulgas X), kus SR # RS.
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Definitsioon. Klassijaotuseks mittetiithjas hulgas X nimeta-
takse hulkade siisteemi {X,,a € A}, mis rahuldab tingimusi: iga
o € A korral X, # 0, LGJAXQ =X, Xa#Xg=>XoaNXg=0.

«

Mairgime, et tingimuse UAXO, = X tottu X C Xigaa€ A
a€

korral. Seega tahendab klassijaotus hulgas, et tema koik elemendid
on grupeeritud paarikaupa mitteldikuvateks osahulkadeks.

Niited. 1. Hulga X koik itheelemendilised osahulgad {{z} |
z € X} moodustavad klassijaotuse, sest {z} # 0, Ux{x} = X,

{z} # {y} st. z #y) = {}N{y} = 0. See on kdige peenem
klassijaotus hulgas X

2. Siisteem { X}, mis koosneb ithest hulgast X, on koige jame-
dam klassijaotus hulgas X.

3. Siisteem {[k,k+1),k € moodustab klassijaotuse hulgas
R, sest +1)=Rning [k,k+1)N[,l +1) =0, kui k # L.

4. Tasandi IR? kui punktihulga klassijaotuse moodustab kaigi

omavahel paralleelsete sirgete
X5 sisteem {X,}, sest EX" = R?
(koik sirged ithtekokku katavad
terve tasandi) ja Xo N Xg =0,
kui X, # Xpg (paralleelsed sir-
ged ei 16iku).

Margime, et iildiselt me ei eelda klassijaotuses, et X, # X3,
kui B. Hulga X klassijaotused {X,} ja {Xg} loeme vordseteks,
kui iga X, korral leidub Xz nii, et Xg = X,, ja vastupidi, iga Xz
korral leidub X, nii, et X, — X . Naiteks kui X on hulk ja X; = X,
X, = X, siis siisteem {X;, X3} on sama klassijaotus, mis {X}.

Lause. Klassijaotused {X,} ja { X3 }iihtivad, kui iga X4 korral
leidub Xg nii, et X5 = X,.

Téestus. Valime vabalt Xg. Olgu z € Xg. Et z € X, siis
UXa = X tottu leidub X, nii, et £ € X,. Leiame Xg nii, et
[e3
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Xg = Xq. Siisz € XgN Xg, seega XgN X # 0. Sellest jireldub,
et Xp = Xg ehk X, = Xpg.

Teoreem. Mistahes mittetiihja hulga koigi ekvivalentsusseoste
hulga ja koigi klassijaotuste hulga vahel on olemas loomulik iiksiihe-
ne vastavus.

Téestus. 1) Olgu hulgas X antud ekvivalentsusseos R. Mista-
hes elemendi x € X korral defineerime hulga X; = {y € X | yRz}
— see on koigi elemendiga x ekvivalentsete elementide hulk. Naita-
me, et {X;,z € X} on klassijaotus. Koigepealt, z € X, sest alati
TRz, seega X, # 0. Et {z} C X; C X, siis Jch{m} C :ch X: C X,

kuid U {z} = X, seepdrast U X, — X. Vaatleme kahte hulka
zeX z€X

X ja Xy. Olgu X, N X, # 0. Siis leidub z € X; N X, s.t. z € X,
ja z € Xy, ehk zRz ja zRy. Kui nlid w € X;, siis wRz, kuid
wRxr = wRz wRy = w € X, mistottu Xz C X,. Analoogiliselt
saame, et Xy C Xz, st. X; = X,. Sellega oleme niidanud, et
X:NXy #0 = X; = X,. Seeparast, kui X, # Xy, siis X;NX, =
2) Olgu hulgas X antud klassijaotus {Xq,a € A}. Defineeri-
me seose R € X x X, kus zRy Janii, et x € Xqo Ay € X,
(leidub selline hulk X4, kuhu kuuluvad moélemad elemendid z ja
y). Naitame, et saadud seos R on ekvivalentsusseos. Seos R on
refleksiivne: iga x € X korral zRz, sest agA Xo=Xningzr e X

tottu peab element r vahemalt iihte hulka X, kuuluma. Seos R on
siimmeetriline: kui 2Ry, s.t. £ € Xo Ay € X, siisy € XoAz € X,
s.t. yRz. Seos R on ka transitiivne: kui xRy ja yRz, siis z,y € X4
jay,z € Xp, mistdttu y € X, jay € Xg, s.t. Xq N Xg # 0. Kuid
siis X, = X, mistottu z,z € X, ehk zRz.

3) Eespool toestasime, et kui f: X — Y ja g: Y — X on sellised,
et gf = I ja fg — I, siis funktsioon f on bijektsioon. Kasutame seda
tulemust olukorras, kus X on hulga X koigi ekvivalentsusseoste hulk,
Y on hulga X koigi klassijaotuste hulk, funktsioon f on tGestuse esi-
meses osas ja funktsioon g toestuse teises osas defineeritud vastavus.
Toestuse 1opetamiseks veendume, et gf = I ja fg = I.

Vaatleme hulgas X antud ekvivalentsusseost R. Talle seadsime
toestuse osas 1) vastavusse klassijaotuse {X;,z € X}, kus X, =
= {y € X | yRz}. Kui niiiid klassijaotuse {X,;,z € X} korral
defineerida nagu osas 2) seos Ry, siis
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TRy ¢ 3zni,etzeX,AyeX, &
< 3dznii, et tRz AyRz &
TRy,
mistottu Ry — R. Seega gf — I.

Olgu hulgas X antud klassijaotus {X,,a € A}. Talle vastab
ekvivalentsusseos R, kus zRy < Ja nii, et z,y € X,. Kuid siis
X, ={y€ X |yRz} = {y € X | Jani, ety,z € Xo} =
= {y € X | y € X4} (leidub parajasti iiks hulk X, nii, et T € X,) =
= X,, mis tahendab teoreemile eelnenud lause pohjal, et klassijao-
tused {Xa, @ € A} ja {X;,z € X} thtivad. Seega fg — I.

Teoreem on tdestatud.

Margime, et teoreemi sénastuses vaidetud loomulikkus on hin-
nang toestuse kaigus konstrueeritud vastavusele.

Kui R on ekvivalentsusseos hulgas X, siis hulki X; —
— {y € X | yRz}, z € X, nimetatakse ekvivalentsiklassideks.

Naitame veel, et X; — X, parajastisiis, kui zRy. Kui X; — X,
siis z € X; — X, annab, et zRy. Teiselt poolt, kui zRy, siisz € Xy
ning arvestades ka sisalduvust z € X, ndeme, et X;NX, # 0. Kuid
siis Xz Xy.

Naiited, milles leiame juba esinenud ekvivalentsusseostele ja
klassijaotustele loomulikult vastavad klassijaotused ja ekvivalentsus-
seosed.

1. Suvalises hulgas X antud vérdusseosele, s.t. seosele z Ry, kui
z =y, vastav klassijaotus koosneb hulkadest X, — {y € X | yRz} —
={ye X |y =2z} = {z}, z € X. Seega vastab vordusele
kui koige kitsamale ekvivalentsusseosele koige peenem klassijaotus
{{z},z € X}.

2. Vaatleme hulgas X thehulgalist klassijaotust {X}. Talle
vastava ekvivalentsusseose R korral

TRy & z € X ANy € X (leidub ainult liks hulk klassijaotuses.
kuhu mélemad elemendid z ja y kuuluvad) <
(z,y) e X x X.

Seega antud juhul R = X x X, s.t. kdige jamedamale klassijaotusele
{X} vastab kéige laiem ekvivalentsusseos X x X.
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3. Vaatleme koigi iihel ja samal tasandil asuvate sirgete hulgas
X seost R, kus zRy tahendab, et sirged z ja y on paralleelsed voi
ihtivad. Siis X; — {y € X | yRz} = {y € X | y iihtib sirgega
z vOi on temaga paralleelne} Klassijaotus {X;,z € X} tdhendab,

et koik tasandil asuvad sirged on jaotatud omavahel paralleelsete
sirgete klassidesse.

4. Vaatleme tasandil JR? antud klassijaotust { X, € A}, kus
punktihulgad X, on paralleelsed sirged. Vastava ekvivalentsusseose
korralzRy Janii,etz,y € Xq,,
mis tdhendab, et tasandi punktid
Z ja y on ekvivalentsed parajasti
siis, kui nad kuuluvad samale sir-
gele Xg,.

5. Ulesanne. Leida hulga IR klassijaotusele {[k, k+1),k € Z}
vastav ekvivalentsusseos.
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§9. Faktorhulk, kanooniline kujutus ja
funktsioonide faktoriseerimine

Definitsioon. Hulga X faktorhulgaks temas antud ekviva-
lentsusseose R jargi nimetatakse koigi ekvivalentsiklasside hulka
{X: | z € X}, faktorhulka téhistatakse X/R.

Mirgime, et erinevatele elementidele vastavad ekvivalentsiklas-
sid véivad iihtida, s.t. = # y korral voib olla X; — X . Faktorhulga
elementideks véetakse vordsete ekvivalentsiklasside seast ainult iiks.

Niited. 1. Kui hulgas X vaadelda ekvivalentsusseosena R
vordust, s.t. TRy z — y, siis X/R = {{z} |z € X}.

2. Tasandi X = R? punktid z = (z1,72) ja y — (y1,%2)
loeme ekvivalentseteks, kui nad asuvad samal vertikaalsel sirgel,
s.t. TRy, kui z; = y; (see on eri-
juht eelmise paragrahvi naitest 4).
Siis X; = {y € X | y1 = z1}
on kéigi punktide hulk, mis asu-

[ vad punktiga z iihel ja samal ver-
tikaalsel sirgel, ehk punkti z labiv
X, 5(9 vertikaalne sirge. Faktorhulk X/R
koosneb siin koigist vertikaalsetest

sirgetest.

Yol oo y = (v1,%2)
) - T = (z1,22)

Olgu hulgas X antud ekvivalentsusseos R. Sellega on méaratud
ka faktorhulk X/R Kanooniliseks kujutuseks nimetatakse funkt-
siooni K: X — X /R, mis defineeritakse vordusega k(z) — X,z € X,
s.t. igale elemendile x € X seatakse vastavusse temaga ekviva-
lentsete elementide hulk.

Kanooniline kujutus on siirjektiivne, sest faktorhulga elemendi
X originaaliks sobib element z € X. Kanooniline kujutus ei tarvitse
olla injektiivne, sest kui z,y € X,, =z # y, siis «(z) — X; ja
k(y) — Xy, kuid y € X, jay € X, tottu X; N Xy # 0, millest
jareldub, et X, = X.

Olgu antud funktsioon f: X — Y Defineerime hulgas X seose
R, kus

T1Rzy & f(z1) = f(22).
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Seos R on ekvivalentsusseos, sest
1° f(z) = f(z) = zRz Vz € X,
2° 21Rx9 = f(a:l) = f(.’L‘Q) = f((L‘z) = f(:l:l) = zoRx,,
3° z1Rza AzaRey = f(x1) = f(22) A f(22) = f(z3) =
= f(l‘l) = f((L‘3) = :IJ1R.’E3.
Vaadeldavat seost nimetatakse funktsiooni f tuumaks ja tihis-
tatakse Ker f

Ulesanne. Leida kanoonilise kujutuse x: X — X/R tuum
Ker k.

Ulesanne. Olgu hulgas X m elementi ja hulgas Y n elementi,
seejuures m > n. Naidata, et koigi stirjektsioonide f: X — Y arv
on nlk, kus k on hulga X kéigi n klassist koosnevate klassijaotuste
arv.

Teoreem (funktsioonide faktoriseerimisteoreem). Iga funkt-
siooni f: X — Y korral leidub funktsioon g: X/Ker f — Y nii, et
f =gk, kus k: X — X /Ker f on kanooniline kujutus. Funktsioon
g on injektiivne ja itheselt madratud.

Téestus. Defineerime funktsiooni g: X/Ker f — Y voérdusega
9(Xz) = f(z), X € X/Ker f Nagu ndeme, tuleb siin g(X;)
vaiartuse mairamisel kasutada elementi x, seeparast tekib definit-
siooni korrektsuse kiisimus: kui X, = X, siis definitsiooni kohaselt
9(Xz,) = f(z1), kuid kas g(X;,) = 9(X;)? Kui Xz, = Xg, siis
z1(Ker f)z ehk f(z1) = f(z), mis nditab, et funktsiooni g vaartused
hulga X/Ker f elementidel on iiheselt maaratud. Seejuures

(gr)(z) = g(K(z)) = 9(Xz) — f(z), z€X,
seega f = gk.
Niitame, et g on injektiivne. Olgu g(X;,) = g(X3z,), s.t.
f(z1) = f(x2). Siis z1(Ker f)xz, mistottu X;, = Xg,.
Tdestame 16puks funktsiooni g ithesuse. Oletame, et leidub veel
g1: X/Ker f — Y nii, et f = g1k. Siis

g1k = gK (916)(2) = (98)(x) VzeX &
< gi(k(z)) =g(k(z)) VzeX &
& g(Xz) = VzeeX &
91(Xz) = 9(Xz) VX; € X/Ker f &
< 01=4g.

Teoreem on tdestatud.
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Teoreemis toodud funktsiooni f teguriteks lahutust ehk fak-
toriseerimist illustreerib korvalolev dia-

x f.vy gramm, kus hulgast X hulka Y véib lii-
kuda kahte teed modda, molemal juhul
X/Ker f saame sama tulemuse.

Ulesanded. 1. Olgu f: X - Y, 91:Y - Zjag: Y Z.
Niidata, et kui g1f — gof ja f on siirjektiivne, siis g1 = g2.

2.0lgu f1: X - Y, f,: X Yjag:Y — Z. Naidata, et kui
af1 — gf2 ja g on injektiivne, siis fi = fo.

§10. Hulga voimsus

Meenutame, et 10plikuks nimetasime hulka, mille elementide
arv on naturaalarv. Kahe 16pliku hulga korral loeme selle hulga,
milles on rohkem elemente, suurema voimsusega hulgaks. Samuti
on loomulik pidada iga 16pmatu hulga véimsust suuremaks mista-
hes 16pliku hulga voimsusest. Edaspidi piitiame elementide koguselt
vorrelda 16pmatuid hulki.

1. Vordse voimsusega hulgad. Paneme tahele, et kui ka-
hes 16plikus hulgas on vordne arv elemente, siis saab nende vahel
korraldada iiksithese vastavuse: kui niiteks A = {a1, ,an} ja
B — {b1,. ,bp},siis f: A— B, f(a;) =b;,i=1,. ,n, on bijekt-
sioon. Kui aga néiteks A —{a1, ,am}, B—{b1,.. ,bn}jam <n,
siis funktsioon f: A — B, =b;,1=1,. ,m, on injektsioon,
kuid mitte sirjektsioon. Samal ajal ei leidu injektsiooni g: B — A.

Definitsioon. Utleme, et hulgad A ja B on sama voimsusega,
kui eksisteerib bijektsioon f: A — B.

Margime asjaolu, et hulgad A ja B on sama voimsusega, kir-
jutisega A ~ B; deldakse ka, et hulgad A ja B on ekvivalentsed. See
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on pohjendatud, sest nagu nigime eespool, on taoline seos ekviva-
lentsusseos mistahes hulkade hulgas. Seega A ~ A iga hulga korral,
A~B=B~A A~BAB~C=A~C.

Naited. 1. Olgu A = IV ja B = {2,4,6,...} — kdigi paaris-
arvude hulk. Siis f: A — B, f(n) = 2n, n € IN, on bijekt-
sioon. Seega naturaalarvude hulk ja paarisarvude hulk on sama
voimsusega.

2. Ka hulgad IV ja Z on sama voimsusega, bijektsiooniks
f:IN - Z on

n . .
[ \ kui n on paaris,

f(n) ' 2—n+1

kui n on paaritu.

Populaarselt voiks 6elda, et tdisarve on sama palju kui naturaalarve.

3. Hulgad R? ja € on sama vimsusega, sest mélemaid saab
seada bijektiivsesse
vastavusse tasandi
punktidega.

y (x,y) e R*> ¥ z+iyel

4. Vaatleme 15ike [a, b] ja [c,d], kus a < b ja ¢ < d. Bijektsiooni
f: [a,b] — [c,d] saab geomeetriliselt korraldada jargmiselt:

kui 16igud on erineva kui 16igud on sama
pikkusega, projekteerime pikkusega, projekteerime
tsentraalselt, paralleelselt.

Analiiiitiliselt korraldab selle vastavuse lineaarne funktsioon f(z)
_(d—c)z+bc—ad

, Z € [a,b].
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Margime, et sama valemiga on antud ka bijektsioon
f:(a,b) = (¢, d).

Niisiis, omavahel on ekvivalentsed koik 16igud, aga ka koik va-
hemikud.

5. Vahemiku (a,b) ja sirge IR vahel saab geomeetriliselt kor-
raldada bijektsiooni jargmiselt: vertikaalprojekteerimisega korral-
dame vastavuse vahemiku ja
poolringjoone vahel, seejarel
tsentraalprojekteerimisega
poolringjoone ja sirge vahel.
’ Bijektsioon on ka funktsioon

\\ tan: (—g—,g) - R.

6. Eelmises naites esitatud i 1 saab korraldada bijektiivse
vastavuse lahtise ringi (néi-
teks {(z,y) | =¥ +y? < R?})
ja tasandi IR~ vahel, projek-
1 teerides ringi vertikaalselt

poolsfaarile, seejarel pool-
sfaari tsentraalselt tasandile.

Ulesanded. 1. Toestada, et kui A ~ A; ja B ~ By, siis
Ax B~ A1 X Bl

2. Kui A ~ A; ja B ~ By, siis ei saa viita, et ANB ~ A;NBy,
AUB ~ A1 UB;, A\ B ~ A; \ B;. Tuua selle kohta naited.

3. Tdestada, et kui A\ B ~ B\ A4, siis A ~ B.
4. Tuua naide, kus A ~ B, kuid ei kehti A\ B ~ B\ A.
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5. Toestada, et kui X ~ Z ja Y ~ W, siis YX ~ W2
6. Toestada, et (ZY)X ~ ZXxY
2. Loenduvad hulgad.

Definitsioon. Hulki, mis on sama voimsusega kui naturaalar-
vude hulk, nimetatakse loenduvateks.

Seega loenduvad on parajasti need hulgad, mis on esitatavad
jadana {a1,a2, ,an, }. Loenduva hulga iga l6pmatu osahulk on
ka loenduv, sest ta moodustab osajada hulga jadana esituses.

Vaatleme jargnevas lahemalt loenduvate hulkade omadusi.

Lause. Iga lI6pmatu hulk sisaldab loenduva osahulga.

Téestus. Olgu hulk A 16pmatu, s.t. ta ei ole 1oplik (ega tiihi).
Siis leidub element a; € A. Seejuures {a;} C A, sest vorduse kor-

ral oleks A 16plik. Leiame ay € A\ {a1}, saame {a1,a2} C A, sest

vorduse korral oleks A 16plik. Niiviisi jatkates leiame
a, € A\ {a1, ,an—1}, kusjuures {a1, ,an}CA, jne. Kokku

moodustub loenduv hulk {a;,as2,. ,a,, } CA.

Jareldusena margime, et hulk on lopmatu parajasti siis, kui ta
sisaldab loenduva osahulga.

Ulesanne. Tdestada, et hulk on 16pmatu parajasti siis, kui ta
on ekvivalentne endast erineva osahulgaga.

Ulesandes formuleeritud vaitest saab jareldada, et hulk on 16p-
lik (voi tithi) parajasti siis, kui ta ei ole ekvivalentne iihegi endast
erineva osahulgaga.

Lause. Loenduva ja 16pliku hulga tihend on loenduv

Téestus. Olgu A loenduv ja B 16plik. Alati AUB = AU(B\ A),
kusjuures AN (B\ A) = 0. Et B\ A C B, siis B\ A on loplik
(voi tithi). Kui B\ A — 0, siis AUB = A on loenduv. Kui aga
B\A={b1, ,bm}jaA={a1, .,an,. },siisAUB = {b1,. ,bm,
ai, ,@n, -} on loenduv.

Lause. Kahe loenduva hulga tihend on loenduv.

Téestus. Vaatleme hulka AUB = AU (B \ A), kus A ja B
on loenduvad. Kui B\ A = () voi B\ A on 16plik , siis AU B on
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loenduv eelmise lause pohjal. Kui aga B\ A = {b1, ,bn,. },siis

véime kirjutada AU (B\ A) = {a1,b1,a2,b2,. ,an,bn, }, kuson

esindatud lihendi A U B kéik elemendid, igaiiks parajasti iiks kord.
Lause. Lopliku hulga loenduvate hulkade iihend on loenduv.

Téestus. Olgu hulgad A;, , A, loenduvad. Tuginedes eelmisele
lausele, saame, et A; U As on loenduv, seejarel A; U Ay U Az —
= (A; U A2) U A3z on loenduv, jne., kuni ndeme, et Ay U  UA, =
=(A1U UA,-1)UA, on loenduv.

Mairgime vahepeal, et kui hulgad A;, : € IN, on 16plikud, siis
_L.J1 A; on 16plik v&i loenduv. Kui naiteks hulgad A; on mittetiihjad
ja paarikaupa mitteldikuvad (A; # @, 4; N A; = 0, kui ¢ # j), siis
A; —{ai1.ai2, ,  } korral

UAi={a11,a12, » @1n,,A21, 22, y A2ng s
i—1

s.t. U A; on loenduv.

Lause. Loenduvate hulkade loenduv iithend on loenduv, s.t.
kui hulgad A;, i € IV, on loenduvad, siis '91 A, on loenduv.

Toestus. Eeldame algul, et hulgad A; on paarikaupa mitteldiku-
vad. Olgu

A = {an,a12,. ,an,
A2 = {0,21,022,. y A2n, -}a
Am = {amlaam% 1amns }’
Siis  véime  kirjutada A4; U U A, U =

= {ai,a12,a21,013,a22,0a31,a14,a23,a32,041,- }, kus elemendid

on rithmitatud indeksite summa kasvamise jarjekorras. On sel-
ge, et lthendi iga element satub sellesse jadasse parajasti ithel kor-

ral. s.t. '91 A; on loenduv. Kui aga hulgad A, ei ole paarikaupa
mitteldikuvad, siis moodustame hulgad By — Ay, By = A, \ A4,
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B3=A3\(A1UA2),. Bn——An\(Alu. Udn-1), .. Jatame
korvale tiihjad hulgad B;, ihendame eraldi 16plikud ja loenduvad
hulgad B; ning kasutades juba téestatud tulemusi, saame hulga
:_le A; — :_le B; loenduvuse.

Naide. Naitame, et naturaalarvude hulga kéigi 16plike osa-
hulkade hulk on loenduv Olgu A; = {{1}, {2}, .} koigi iiheelemen-
diliste osahulkade hulk, A, = {{1,2},{1,3},{2,3},{1,4}, {2,4},
{3,4},. .} koigi kaheelemendiliste osahulkade hulk (mis on kirju-
tatud jadasse elementide summa kasvamise jarjekorras), , A, koigi
n elemendiliste osahulkade hulk jne. Kuna hulgad A; on loenduvad,

oo
siis on loenduv ka Y A;.
i=

Ulesanne. Nimetame 1&plikku hulka {a;, ,a,} tihestikuks,
suvalist loplikku tahtede jarjestikust kirjutist sonaks. Soénad on
naiteks a; ja asajaias. Toestada, et koigi sonade hulk on loenduv.

Lause. Kahe loenduva hulga otsekorrutis on loenduv.

Téestus. Vaatleme loenduvaid hulki A; = {a1,. .an,. .} ja
B = {b;,. ,bn, .}. Kasutades eelmise lause tGestuse ideed, saame
AXB = {(alv bl)a (ah b2)7 (a21 b1)7 (a'17 bS)v (a27 b2): ((13, bl)a ‘}7 mis-
tottu A x B on loenduv.

Lause. Lopliku hulga loenduvate hulkade otsekorrutis on loen-
duv.

Téestus. Olgu hulgad A;, , A, loenduvad. Siis hulk A; x Az
on loenduv. Ka hulk (A; x Az) x As on loenduv, seepérast on
loenduv A; x Az x Az ~ (A1 x Az) x A3. Analoogiliselt jatkates
jouame hulga

Ay X x Ap ~ (. (A1 x Ag) X X Ap_1) X Ap

loenduvuseni.

Juhime tihelepanu sellele, et A1 x Ay X Az = {(a1,a2,a3) |
a; € A;}, kuid (A4; x A2) x Az = {((a1,a2),a3) | € A}, seepérast
ei ole need hulgad vordsed, kiill aga on nad ekvivalentsed.

Naiited. 1. Niitame, et ratsionaalarvude hulk € on loenduv.
Peame silmas, et = {g | ¢ = —m € Z,n € IN}. Iga ratsionaal-

arvu saab iiheselt esitada taandumatu murruna ¢ = y (naiteks
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— on taandumatu, — aga mitte). Seades arvule ¢ € {) vastavusse

paari (m,n), saame, et ) ~ A C Z x IN, kus hulk A koosneb taan-
dumatutest murdudest moodustatud paaridest (naiteks (3,4) € A4,
kuid (6,8) ¢ A). Et Z x IN on loenduv, siis on loenduv ka A kui
loenduva hulga 16pmatu osahulk.

2. Hulk kui 16pliku hulga loenduvate hulkade otsekorrutis
on loenduv. Et @™ C IR", siis 6eldakse, et ruumi JR™ (sealhulgas
tasandi ja kolmemootmelise ruumi) ratsionaalsete koordinaatidega
punktide hulk on loenduv.

3. Naitame, et ratsionaalsete kordajatega poliinoomide hulk
on loenduv. Olgu Py = {aoz" + a1z ' + 4+ an-1z + an |
ap, ,an € @} — koigi iilimalt n. astme ratsionaalsete kordajatega
poliinoomide hulk. Siis Pg ~ Q™!  Seega koigi ratsionaalsete

kordajatega poliinoomide hulk 90 Py on loenduv kui loenduvate
hulkade loenduv iihend.

4. Definitsioon. Kompleksarvu ¢ (erijuhul reaalarvu) nime-
tatakse algebraliseks arvuks, kui leidub ratsionaalsete kordajatega
poliinoom P(z) # 0 nii, et P(c) — 0.

Koik ratsionaalarvud on algebralised arvud, naiteks ¢ € @ on
poliinoomi = — ¢ juur. Juba teise astme poliinoomide juurtena tuleb
algebraliste arvude hulka irratsionaalarve.

Algebra pohiteoreem vaidab, et igal n. astme poliinoomil on
kompleksarvude hulgas tapselt n juurt kui arvestada juurte kordsu-
si. Niisiis on algebraliste arvude hulk 16plike hulkade (poliinoomide
juurte hulkade) loenduv (nii palju on ratsionaalsete kordajatega
poliinoome) iithend, seega loenduv (nagu nagime, ei ole ta 16plik).
Sellega on tdestatud

Teoreem (Cantori teoreem). Algebraliste arvude hulk on loen-
duv.

Ulesanded. 1. Tdestada, et iga hulk, mille elementideks on
paarikaupa mitteldikuvad intervallid, on 16plik voi loenduv (inter-
valli all métleme siin hulki (a, b), [a,b], [a,b) voi (a,b], kus a < b).

2. Toestada, et monotoonse funktsiooni f: IR — IR katkevus-
punktide hulk (kui ta ei ole tiihi) on 16plik v6i loenduv.
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3. Cantor—-Bernsteini teoreem.

Definitsioon. Utleme, et hulga A vGimsus ei iileta hulga B
voimsust, kui leidub injektsioon f: A — B.

Margime, et injektsiooni f: A — B olemasolu on samaviirne
sellega, et leidub bijektsioon f: A — B; C B, sest injektsioon
f: A — B on bijektsioon f: A — f(A) C B.

Naited. 1. Vaatleme 16plikku hulka A = {a;, ,a,} Funkt-
sioon f: A — IN, kus f(ax) =k, k=1, ,n,on injektsioon, seega
hulga A voimsus ei lileta hulga IN vGimsust.

2. Kui A C B, siis funktsioon f: A — B, kus f(a) = a,
a € A, on injektsioon. Seepérast osahulga voimsus ei iileta hulga
enda voimsust. Naiteks hulga IV, aga ka € voimsus ei iileta hulga
IR vGimsust.

3. Funktsioon f: R" — IR™, n < m, mis on antud vordusega
f((z1,. ,zn)) =(z1,. ,Za,0,.. ,0), on injektsioon. Seega hulga
IR™ voimsus ei iileta JR™ voimsust, kui n < m, sealhulgas IR véimsus
ei iileta JR? voimsust.

Efektiivne vahend hulkade ekvivalentsuse tGestamiseks on jarg-
mine

Teoreem (Cantor-Bernsteini teoreem). Kui hulga A véimsus
ei iileta hulga B véimsust ja hulga B vbimsus ei iileta hulga A
voimsust, siis hulgad A ja B on ekvivalentsed.

Téestus. Olgu f: A —» B ja g: B — A injektsioonid. De-
fineerime funktsiooni ¢: P(A) — P(A) jargmiselt: hulga X C A
korral o(X) — A\ g(B\ f(X)). Selgituseks lisame, et f(X) C B ja
g(B\ f(X)) C A, seeparast p(X) C A.

Kui X; C C A, siis f(X1) € f(X2), millest jareldub
B\ f(X1) o B\ f(X2) ning g(B\ f(X1)) > g(B\ f(X2)). Vii
masest sisalduvusest saame A\ g(B\ f(X1)) C A\g(B\ f(X2)) ehk
©(X1) C p(X2). Niisiis, funktsioon ¢ sailitab hulga A osahulkade
sisalduvuse. Juhime tdhelepanu sellele, et ¢ ei ole funktsioon hul-
gast A hulka A, mis rahuldab alati kujutise monotoonsuse omadust.

Olgu W = {X C A: X C ¢(X)} C P(A), s.t. W on funkt-
siooni  rakendamisel ”laienevate” hulkade hulk. V&ib &elda, et
vahemalt § € W. Téahistame C = xng , muidugi C C A. Kui

z € C, siisleidub X € Wii,etz € X. Seegaz € X C p(X) C p(C)
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(sest X C C ja o siilitab sisalduvuse), mis tihendab, et C C p(C).
Sellest omakorda jareldub, et ¢(C) C ¢(¢(C)), mistdttu ¢(C) € W.
Siis aga ©(C) C XUWX = C ning on téestatud, et C = ¢(C).

€

Oleme leidnud hulga C C A nii, et C = A\ g(B\ f(C)),
millest A\ C = g(B\ f(C)). Funktsiooni injektiivsuse tottu on
siis g: B\ f(C) — A\ C bijektsioon ning ka tema pdérdfunktsioon
g~1: A\ C — B\ f(C) on bijektsioon.

B

—

Niisiis teisendab f hulga A viirutatud osa C bijektiivselt hulgaks
f(C) (sest f: C — f(C) on bijektsioon), samuti teisendab g~*
hulga A viirutamata osa A \ C bijektiivselt hulga B viirutamata
osaks B\ f(C). Seepérast funktsioon h: A — B, mis on defineeritud

kui z € C,
kui z€e A\C,

on bijektsioon.
Teoreem on tdestatud.

Cantor-Bernsteini teoreemi saab sonastada veel jargmiselt: kui
Ay C A, C Ao ja Ag ~ Ao, siis Ag ~ A1 ~ A,.

Toestame, et teoreemi &sjatoodud sénastus on samavairne
poOhivariandiga.

Eeldame, et teoreemi pohivariant kehtib. Olgu As C A; C Ag
ja Ag ~ Ap. Siis I: Ay — A; C Ap on bijektsioon ja leidub bi-
jektsioon g: Ag — Az C A;, millest pohivariandi pohjal jareldub,
et A; ~ Ap. Arvestades veel eeldatud ekvivalentsust Ay ~ Ao,
saame Ag ~ A1 ~ As.

Eeldame, et kehtib teoreemi teine variant. Olgu f: A — B; C B
ja g: B — A; C A bijektsioonid. Olgu Az = (9f)(A) C A;. Siis
h =gf: A — A; on bijektsioon. Seega Az C A; C A ja Ay ~ A,
millest jareldub, et A ~ A;. Kuid A; ~ B, seepérast A ~ B,
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Naited. 1. Vahemik (a,b) ja 16ik [a,b] on ekvivalentsed, sest
(a,b) C [a,b] C R ja (a,b) ~ R.

2. Sisalduvused (a,b) C (a,b] C R ja (a,b) C [a,b) C R lu-
bavad jareldada, et (a,b] ~ [a,b) ~ (a,b).

3. Kuna {(z,y) | z2+y? < R?} C {(z,y) | z2+y? < R?} C RR?,
siis lahtine ring ja kinnine ring on ekvivalentsed.

4. Sisalduvusest

{(z,9) | 2* +v* < R’} C {(z,y) | max{|z|, |y} < R} C RR?

jareldame, et ring ja ruut on ekvivalentsed.
Lause. Hulgad R ja IR? on sama vdimsusega.

Téestus. Me teame, et IR ~ (0,1) ja IR? ~ (0,1)?, seeparast pii-
sab testada, et (0,1) ~ (0,1)?> Kontrollime Cantor-Bernsteini teo-
reemi eelduste taidetust. Uhelt poolt, (0,1) ~ {(z, Dlze(0,1)}cC
C (0,1)2, seega vahemiku (0, 1) véimsus ei iileta ruudu (0, 1)? voim-
sust. Naitame veel, et ruudu (0, 1)2 vdimsus ei iileta vahemiku (0, 1)
voimsust. Lahtume sellest, et (0,1)2 = {(z,y) | = = 0,a10003 .,
y—0,81820; }, kus z ja y on kirjutatud oma kiimnendesitusena,
s.t. € {0,1, .,9}. Seejuures kiimnendesituse mdiste kohaselt
ei 1ope see ainult iiheksate jadaga, niiteks 0,3499 .. asemel kirju-
tame hoopis 0, 3500 Olgu f((z,y)) =0, a1B10202c303 Et
 ja y esitused ei 16pe iiheksate jadaga, ei 1ope ka f((z,y)) liheksate
jadaga, seega f((z,y)) < 1. Peale selle, f((z,y)) > 0, sest kui
kehtiks f((z,y)) - O, siis oleks oy = f1 = a2 = B2 — =0,
st. r =y = 0. Niisiis f: (0,1)> — (0,1). Funktsioon f on
injektiivne, sest kui f((z1,%1)) = f(22,¥2)) — O,my2ys , siis
(z1,91)=(0,a102  ,0,6182 ) ning f((z1,41))=0, 01810202
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mis annab z; = 0,713 jay = 0,727 Analoogiliselt
To=0,m73 .jaya=0,v274 ,seega(z1,y1)= (z2,y2). Cantor-
Bernsteini teoreemi pohjal saame niiiid jareldada, et (0,1) ~ (0,1)2,
millega on toestatud ka lause viide.

Jéareldus. Hulgad R",n — 1,2,. , on koik sama véimsusega.

Péhjenduseks toome ekvivalentsused R™! ~ R™! x R? ~
~R"!x R~ R"

Populaarselt vdiks oelda, et sirgel on sama palju punkte kui
tasandil voi ruumis.

4. Voimsuste hierarhia. Siiani oleme toestanud 16pmatute
hulkade korral vaid nende ekvivalentsust. Koik 16pmatud hulgad ei
ole siiski vordse voimsusega, seda kinnitab jargmine

Lause. Hulgad IV ja (0,1) ei ole ekvivalentsed.

Téestus. Oletame vastuviiteliselt, et hulgad IV ja (0,1) on
ekvivalentsed. Sel juhul saame koik hulga (0,1) elemendid kiim-
nendesitustena kirjutada jadasse (jarjekorras ilalt alla)

0,a11012 .. 15

0,az21000 . 025

0,an0in .oy

Moodustame arvu 0, oo , kus a; € {1,2, ,9}\ {au},

az € {0,1, ,8}\ {aa2}, ya; € {0,1,. ,8}\ {aii}, Siis
0,19 € (0,1), sest ta ei 16pe iiheksate jadaga ja ei koosne ai-
nult nullidest. Kuid see arv on erinev igast jadas olevast arvust, sest
a; £ ai,1=1,2,. Seega ei ole koiki vahemikus (0, 1) paiknevaid
arve voimalik jadana esitada, mistGttu IV 5 (0, 1).

Margime, et toestuses kasutatud votet nimetatakse diagonaal-
protsessiks.

Definitsioon. Kui hulga A véimsus ei iileta hulga B vdimsust
ning A ja B ei ole ekvivalentsed, siis 6eldakse, et hulga A voimsus
on vaiksem kui hulga B v6imsus (v6i hulga B véimsus on suurem
kui hulga A véimsus).
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Naiteks naturaalarvude hulga IV véimsus on viiksem kui va-
hemiku (0,1) véimsus, sest IN C R ~ (0,1) (IN vbimsus ei iileta
(0,1) voimsust). Sellega on selgeks tehtud, et reaalarvude hulk IR
ja temaga ekvivalentsed hulgad on mitteloenduvad.

Praegu oleme véimelised pohjendama iihte varem toodud véi-
det, kus iitlesime, et jada a: IN — IR ei saa olla siirjektiivne.
Vaatleme hulka a(IV). Ta saab olla kas 16plik vai loenduv olenevalt
sellest, kas jadas a(1),a(2), ,a(n), on loplik vdi l6pmatu hulk
erinevaid lilkmeid. Mélemal juhul on hulga a(IV) véimsus viiksem
kui hulga IR vGimsus, seega a(IN) # R.

Vaadeldes senini esinenud naiteid, voib tekkida kiisimus, kas
on olemas hulki, mille véimsus on suurem kui hulga IR véimsus.
Vastuse sellele annab jargmine

Teoreem (Cantori teoreem). Hulga P(A) vbimsus on suurem
kui hulga A v6imsus.

Téestus. Me peame tdestama, et hulga A véimsus ei iileta P(A)
voimsust ja A P(A). Defineerime funktsiooni f: A — P(A)
vordusega f(a) — {a}, a € A, s.t. igale elemendile a € A seame
vastavusse iiheelemendilise hulga {a} — elemendi hulgast P(A). On
selge, et f on injektiivne. Vdite A  P(A) tdestame vastuvaiteliselt.
Oletame, et A ~ P(A) ning vaatleme bijektsiooni g: A — P(A).
Olgu g(a) = A, C A (ehk A, € P(A)), a € A. Seejuures kas a € A,
voia g Ag. Olgu A* = {a € A|a ¢ A,}. Téahistame veel a*

- g71(A*), siis g(a*) = A* Kuna aga g(a*) — A,-, siis A* = Ags.
Kui oletada, et a* € A,-, siis saame hulga A* definitsiooni péhjal,
et a* ¢ A* ehk a* A,-. Kui aga oletada, et a* ¢ A,-, siis A*
definitsiooni kohaselt a* € A* ehk a* € A,- Seega viivad molemad
véimalused vastuoluni, mis niitab, et bijektsiooni g: A — P(A) ei
eksisteeri. Teoreem on toestatud.

Jareldus. Kui hulgas B on véhemalt kaks elementi, siis hulga
B4 véimsus on suurem kui hulga A véimsus.

Téestus. Meenutame, et B4 — {f | f: A — B} ja P(A) ~
~{x | x: A — {0,1}} = {0,1}* Olgu hulgas B vihemalt kaks
elementi a ja b. Siis BA D {f € B4 | f(A) C {a,b}} ~ {a,b}* ~
~ {0,1}4 ~ P(A), mis tahendab, et hulga P(A) voimsus ei ileta
B# vgimsust. Jaab kasutada Cantori teoreemi.

Tihti nimetataksegi Cantori teoreemiks just esitatud jareldust.
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Piiiame niiiid vastata kiisimusele, mis on hulga voimsus.

Me saame raakida naiteks koigi iiheelemendiliste hulkade klas-
sist, koigi kaheelemendiliste hulkade klassist, kbigi loenduvate hul-
kade klassist. Seda ja koike selles paragrahvis esitatut silmas pidades
on moistetav jargmine maaratlus. Hulga voimsuseks nimetatakse
koigi temaga ekvivalentsete hulkade klassi. Voimsuse moistes on
tahtsaim aspekt hulga vdime olla bijektiivses vastavuses koigi hulka-
dega mingist kindlast hulkade klassist.

Hulga A voimsust tahistatakse A voi |A| voi card A, hulkade
voimsusi nimetatakse kardinaalarvudeks. Kui A = {a1, ..,an},

siis kirjutame A = n, samuti § = 0. Loenduva hulga voimsust
tahistatakse Ro (loetakse ,, alef-null”), kusjuures teame, et n < Rg
iga n € IN korral. Kasutatakse tdhistust IR = c ning raagitakse
kontiinumi véimsusest (kontiinumiks nimetatakse vahel ka arvsir-
get). Teame, et Rp < c.

Lause. Kehtib vordus P(IN) — c.

Téestus. Eelnevast teame, et P(IN) ~ {x | x: IN  {0,1}}.
Iga konkreetne funktsioon N {0,1} on esitatav jadana
(t1,%2,. ,in, .), kus i € {0,1}, s.t. arvudest O ja 1 koosneva
jadana. Seega P(IN) ~ {(%1,i2, ,in,. .)|ix € {0,1}} = M (koi-
gi arvudest 0 ja 1 koosnevate jadade hulga tahistame tahega M).
Piisab naidata, et M ~ [0, 1), sest [0, 1) ~
Jaotame intervalli [0, 1) osadeks [0, U[ ,1). Kuiarva € [0,1)
satub esimesse poolde |0, 2) seame talle Jada esimese liikmena vas-
tavusse 0, kui teise poolde [3,1), sns jada esimene liige olgu 1.
Seejarel poohtame osalntervalhd 0,)=1[0, U [%, %) ja [%,1) =
[2, 4) U [ ,1) ning jélle, vastavalt sellele, kummasse poolde a
satub klrJutame teisele kohale jadas 0 voi 1. Seda poolitamisprotse-
duuri jatkame. Nai-
teks joonisel naidatud
6 — :a“ T arvule a vastab jada
(1,0,1,1,0, .).
On selge, et erinevatele arvudele vastavad erinevad jadad, seega on
meil konstrueeritud injektsioon f: [0,1) — M. Mairgime, et f ei
ole siirjektiivne, sest naiteks jada (1,1,1, .) ei vasta iihelegi arvule
a € [0,1) (v6ib Gelda, et arvudele a € [0,1) ei saa vastata jadad,
mis 16pevad ainult arvudega 1).

50



Olgug: M —[0,1) funktsioon, mis jadale (41,42, ,in, JeM
seab vastavusse kiimnendarvu 0,i1ip. iy, € [0,1) (tegelikult
0,412 in  €[0,3], sest 0,111 = 5). On selge, et funktsioon
g on injektiivne. Tuginedes Cantor-Bernsteini teoreemile, vdime
oelda, et M ~ [0,1).

Lause on téestatud.

Siianiesitatust v6ib jadda mulje, et 1opmatute hulkade véimsus-
te skaala meenutab naturaalarve, s.t. et need on paarikaupa mit-
teldikuvate hulkade

N
N,2™ 27 .

jarjest suurenevad voimsused. Tegelikult voime vaadelda hulka
N * 2
M=Nu2Nu22u =[]2%4,

1=0

on selge, et hulga M voimsus on suurem iga liidetava voimsusest
(ta on vahemalt jargmise liidetava vbimsusega). Seejarel voime
vaadelda hulki

M, oM 92M

mis on jarjest suureneva voimsusega. Hulk

oo z
M, o2M _ 2
Mu2u22” U =224,
i=0

on jalle suurema voimsusega kui liidetavad. Taolist protseduuri voib
piiramatult jatkata.

Nagu nieme, on suuremate voimsuste struktuur véga mitmeke-
sine. Loomulik on pistitada kiisimus, kas leidub Ng ja ¢ vahel
paiknevaid voimsusi? See on iiks kuulsamaid probleeme matemaa-
tikas, nn. kontiinumi probleem. Vastust sellele otsis juba Can-
tor. Pilstitati nn. kontiinumi hiipotees, mille kohaselt vahepeal-
seid vbimsusi pole. Lahenduse leidmiseks tuleb hulgateooria iiles
ehitada aksiomaatiliselt. Austria matemaatik Kurt Godel niitas
1939. aastal, et tavalisest aksiomaatikast lahtudes ei saa tGestada,
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et vahepealseid voimsusi ei ole. Lopliku lahenduse probleemile an-
dis 1963. aastal USA matemaatik Paul Cohen, kes niitas, et vahe-
pealsete voimsuste olemasolu, samuti mitteolemasolu ei ole vastu-
olus teiste aksioomidega. Seega vib hulgateooria tavalistele aksioo-
midele lisada veel aksioomi, et vahepealseid voimsusi pole, aga voib
ka lisada aksioomi, et vahepealsed voimsused on olemas. Kumbki
slisteem pole vastuoluline.

Paragrahvi 16petuseks kiisime, kas igat kahte voimsust saab
vorrelda, s.t. kui meil on hulgad A ja B, kas siis alati kas A ~ B,

A < B vdi B < A? Vastuse sellele anname jargmises paragrahvis.
Ulesanded. 1. Toestada, et kui hulgad A; on kontiinumi
voimsusega, sus 'Gl A, ja vole A, on kontunumi voimsusega.
1= 1=
2. Toestada, et kui A on kontiinumi véimsusega, B on loenduv
ja B C A, siis A\ B on kontiinumi voimsusega.

3. Toestada, et kéigi naturaalarvuliste liikmetega jadade hulk
on kontiinumi véimsusega.

4.* Toestada, et koigi reaalarvuliste liikmetega jadade hulk on
kontiinumi voimsusega.

5. Leida kéigi naturaalarvuliste liikmetega kasvavate jadade
hulga voimsus.

6. Toestada. et koigi funktsioonide f: IR IR hulga voimsus
on 2¢ (hulga P(IR) ehk 2% vdimsus).

7 * Toestada, et koigi pidevate funktsioonide f: IR — IR hulk
on kontiinumi voimsusega. Néapundide: pidev funktsioon on mééra-
tud vaartustega ratsionaalarvulistel argumentidel.
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§11. Jarjestatud hulgad

1. Osaliselt ja lineaarselt jirjestatud hulgad.

Definitsioon. Seost R C X x X, mis on refleksiivne, an-
tisimmeetriline ja transitiivne, nimetatakse jarjestusseoseks (méni-
kord ka jarjestuseks) hulgas X.

Ulesanne. Téestada, et kui R on jarjestusseos, siis ka R™! on
jarjestusseos.

Kui R on jarjestusseos, siis asjaolu zRy margitakse < y voi
samavaarselt y > z. Seega voib jarjestusseose omadused iiles kirju-
tada jargmiselt:

1°z Vz € X (refleksiivsus),

2° £ £ y Ay € £ = z = y (antisiimmeetrilisus),

<
3°z<yAy < z= z < z (transitiivsus).

Seost < hulgas X nimetatakse irrefleksiivseks, kui z < z ei
kehti tihegi € X korral.

Ulesanne. Olgu seos < hulgas X irrefleksiivne ja transitiiv-
ne. Defineerime seose < jargmiselt: ¢ < y, kui z < y voi z = y.
Toestada, et seos < on jarjestusseos hulgas X.

Irrefleksiivset ja transitiivset seost nimetatakse range jarjestuse
seoseks. Nagu ndeme iilesandest, voib jarjestusseose asemel anda
vaadeldavas hulgas ette range jarjestuse seose, mis siis loomulikul
viisil maarab jarjestusseose.

Teisipidi, kui < on jarjestusseos, siis defineerime seose < jarg-
miselt: z < y, kui z € y ja z # y (kasutame ka kirjutust y > ).

Ulesanne. Tdestada, et niiviisi jarjestusseose < poolt maaratud
seos < on irrefleksiivne ja transitiivne.

Seega. tekitab hulgas antud jarjestusseos seal loomulikul viisil
ka range jarjestuse seose.

Kui z < y, siis 6eldakse, et z eelneb elemendile y v&i y jargneb
elemendile z. Kasutatakse ka valjendeid ,, z on viiksem voi vordne
kui y” vdi ,,y on suurem voi voérdne kui z” ning juhul z < y
valjendeid ,, z on vaiksem kui y” v6i ,,y on suurem kui z”
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Definitsioon. Kui hulgas on antud jarjestusseos, siis nimeta-
takse seda hulka osaliselt jarjestatud hulgaks.

Osaliselt jarjestatud hulgas ei tarvitse kaks vabalt valitud ele-
menti z ja y olla vorreldavad, s.t. ei saa Gelda, et tingimata kas
r<yvoiy <z

Definitsioon. Osaliselt jarjestatud hulka nimetatakse lineaar-
selt jarjestatud hulgaks, kui iga elementide paari = ja y korral z < y
voi y < x (s.t. kaks suvalist elementi on omavahel vorreldavad).

Jarjestusseose definitsioonist jareldub vahetult, et osaliselt jar-
jestatud hulga iga osahulk, kui temas siilitada elementide omava-
heline jarjestus, on osaliselt jarjestatud. Analoogiline viide kehtib
ka lineaarse jarjestuse kohta.

Niited. 1. Hulkades IV, Z, @ ja IR, seega ka kodigis nende
osahulkades on olemas loomulik arvudevaheline jarjestus. Selliselt
on need hulgad lineaarselt jarjestatud.

2. Olgu hulgas IV m < n, kui m on paaritu ja n paaris-
arv, seejuures paaritute arvude paarides ja paarisarvu-
paarides siilitame loomuliku jarjestuse. Seega taolises jarjestuses
1<3<58< <2<4<6< Vaadeldav jarjestus on
lineaarne.

3. Ulesanne. Olgu hulgas N n < m, kui — € IV (s.t.
n

naturaalarv m jagub arvuga n). Toestada. et see seos on osaline
jarjestus.

4. Kuna ratsionaalarvude hulk on loenduv, siis vdime koik
ratsionaalarvud kirjutada jadasse 7, 79, Defineerime r,, < rp,
kui m < n. Taoline jarjestus on lineaarne.

5. Olgu hulgas RR? defineeritud (z1,91) < (z2,92)
& (21 < z2) V(21 = 22 Ay1 < y2). Taolist jarjestust nimetatakse
alfabeetiliseks voi leksikograafiliseks ning ta on lineaarne jarjestus.

6. Defineerime hulgas IR? jarjestuse jargmiselt: loeme, et
(z1,11) < (T2,¥2), kul 21 < z2 Ay; < yq, pidades jirjestustes
T < T2 ja y1 < y2 silmas reaalarvude loomulikku jarjestust. Selline
jarjestus hulgas on osaline, kuid mitte lineaarne, sest naiteks
elemendid (1,2) ja (2,1) ei ole omavahel vérreldavad. Viirutatud
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osad korvaloleval joonisel kuju-
: tavad elementide hulki, mis on
elemendist (z, y) suuremad (pa-
BT SOP PR remal ja kdrgemal) voi viaikse-
! mad (vasakul ja madalamal).
Sama jarjestust voime vaadelda
naiteks ka JR? osahulgas IN?

7 Suvalises hulgas X on R — {(z,z) | z € X} jarjestusseos.
Selle seose puhul z < z mistahes £ € X korral, kuid = # y korral
ei ole elemendid z ja y vorreldavad. Taolist jarjestust nimetatakse
triviaalseks.

8. Suvalise hulga X koigi osahulkade hulgas P(X) loeme
A,B € P(X) korral A £ B, kui A ¢ B. Toodud nn. sisaldu-
vusjarjestus on osaline, kuid ta ei ole lineaarne, kui hulgas X on
vahemalt kaks elementi, sest kui a # b, siis hulgad {a} ja {b} ei ole
vorreldavad.

9. Olgu R; ja R, jarjestusseosed hulgas X. Defineerime
R; € Ry, kui Ry = zRoy. Viimast implikatsiooni voib valjenda-
da ka kujul (z,y) € R; = (z,y) € R2, mis tdhendab, et R; C Rs.
Seega on defineeritud jarjestus sisalduvusjarjestus nagu eelmises
naiteski, kuid niiid vaadeldakse sisalduvusjarjestust hulga X koigi
jarjestusseoste hulgas, s.0. hulga P(X x X) teatud osahulgas. Kui
naiteks R; on loomulik jarjestus naturaalarvude hulgas IV ja R,
naites 3 toodud jaguvusjarjestus, siis R, C R, kuid Ry # R;
Kui aga R3 on niites 2 esinenud jarjestus, siis jarjestused R; ja
R3 ei ole vorreldavad, sest naiteks (2,3) € Ry, kuid (2,3) € Ra3, ja
(3,2) € R3, kuid (3,2) € R;. Seega on sisalduvusjarjestus hulga X
koigi jarjestusseoste hulgas osaline, kuid ildiselt ei ole ta lineaarne.
Mairgime, et naites 7 vaadeldud triviaalne jarjestus sisaldub igas
jarjestuses.

10. Maarame tahestikus {a1, ,an} jarjestuse a1 < az <
< a,. Defineerime s6nade hulgas jarjestuse

(z1, zm) < (Y. ,y)e

(z1 <y1) V(1 =y1 Az < Y2)V
(T1=nAz2=y2AT3<y3)V
(

T1=P A AZm=yn Am<I).



Taolist jarjestust nimetatakse alfabeetiliseks ehk leksikograatiliseks,
ta on lineaarne ning teda kasutatakse sonaraamatutes.

Ulesanne. Olgu < ja < loomulikud jirjestused naturaalar-
vude hulgas IN Niidata, et < 0 <#<, o0 <=<, <o INxIN

Definitsioon. Osaliselt jarjestatud hulga X elementi zo nime-
tatakse vahimaks ehk esimeseks, kui ¢ < z iga z € X korral. Ana-
loogiliselt, elementi zo € X nimetatakse suurimaks ehk viimaseks,
kui z € z¢ iga € X korral.

Naiteks hulgas IV loomuliku jarjestusega on esimene element 1,
pole aga viimast, reaalarvude vahemikus (0,1) pole ei esimest ega
viimast, hulgas P(X) sisalduvusjarjestusega on vahim element { ja
suurim element X

Lause. Osaliselt jarjestatud hulgas ei ole iile ithe vahima ega
iile iihe suurima elemendi.

Téestus. Kui naiteks z¢ ja z; on vahimad elemendid, siis
To < 71 (sest zo on vahim element), samuti z; < zo (sest z; on
vahim element), millest aga jéreldub, et zop = 1. Suurima elemendi
ithesuse tdestus on analoogiline.

Definitsioon. Osaliselt jarjestatud hulga X elementi z¢ nime-
tatakse minimaalseks, kui sellest, et £ < zg, £ € X, jareldub, et
z = zo (s.t. hulgas X ei ole elemendist ¢ vaiksemaid elemente).
Analoogiliselt, elementi zo € X nimetatakse maksimaalseks, kui
sellest, et zo < x, £ € X, jareldub, et £ = o (s.t. hulgas X ei ole
elemendist zp suuremaid elemente).

Naiteks reaalarvude hulgas IR, kus peetakse silmas loomulikku
jéarjestust, ei ole minimaalseid ega maksimaalseid elemente. Hul-
gas IV x IN naite 5 jarjestusega (s.t. (mi,n) < (mg,n3) &
& mp < mg Anp < np) on minimaalseteks elementideks koik
paarid (m, 1) ja (1,n). Analoogiliselt, hulgas [0, 1] x [0, 1] néites 6
esitatud jarjestusega on minimaalseteks elementideks k&ik paarid
(z,0), (0,y), =,y € € [0,1], maksimaalseteks kdik paarid (z,1),
(1,9), =,y €[0,1], seega on paarid (1,0) ja (0, 1) samaaegselt mini-
maalsed ja maksimaalsed elemendid. Seejuures ei ole nendes naide-
tes toodud minimaalsetest elementidest iikski viihim ega maksimaal-
setest iikski suurim.
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Nagu naeme definitsioonidest, on vahima ja minimaalse ele-
mendi moiste pohiline erinevus selles, et vahima elemendi korral
noutakse, et koik teised vaadeldava hulga elemendid on temaga
vorreldavad, kuid minimaalse elemendi puhul ei nouta, et teised
elemendid oleksid temaga vorreldavad.

Lause. Osaliselt jarjestatud hulga véhim element on selle hulga
ainus minimaalne element ja suurim element on selle hulga ainus
maksimaalne element.

Téestus. Olgu zg € X véhim element, s.t. 7o < rigaz € X
korral. Kui mingi z € X korral kehtiks veel z < zo, siis jarjestuse
antisiimmeetrilisuse tottu £ — zg, mis tahendab, et zp on mini-
maalne element. Kui leiduks veel mingi minimaalne element z; € X,
siis o € z1 (sest zo on vahim element). Tingimuse z¢ # z; korral
ei oleks z; minimaalne element, seeparast o = 1.

Lause. Lineaarselt jarjestatud hulgas on minimaalne element
esimene ja maksimaalne element viimane.

Téestus. Olgu lineaarselt jarjestatud hulgas X element ro € X
minimaalne, s.t. kui x € X, £ < xo, siis z = z¢. Naitame, et zo < T
iga x € X korral. Kui oletada vastuvaiteliselt, et see ei leia aset, siis
leidub z; € X nii, et ei kehti 2o € ;. Lineaarse jarjestuse tottu
zo € x1 VOl o1 < To, seega saab kehtida ainult z; < zo. Seejuures
T # X9, sest 1 = To korral oleks zg < z;. Kuid z; # z¢, 1 < 20
on vastuolus elemendi z¢ minimaalsusega.

Nagu nahtub kahest viimati tdestatud lausest, on lineaarselt
jarjestatud hulgas esimese ja minimaalse elemendi, samuti viimase
ja maksimaalse elemendi moisted {ihtivad.

Osalise jarjestuse seosest iildisem mdiste on kvaasijarjestus ehk
eeljirjestus, mis on refleksiivne ja transitiivne seos. Teda tihistame
nagu osalist jarjestustki siimboliga <. Kui hulgas on selline seos
antud, siis raagitakse kvaasijarjestatud hulgast. Kvaasijarjestatud
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hulka X nimetatakse suunatud hulgaks, kui iga kahe elemendi
z,y € X korral leidub z € X nii,et z < zjay < z.

Naited. 1. Iga osaliselt jirjestatud hulk on kvaasijarjestatud.
Hulga X osahulkade hulk P(X) sisalduvusjérjestusega on suunatud,
kuid triviaalselt jarjestatud hulk (kui temas on vahemalt kaks ele-
menti) ei ole suunatud. Lineaarselt jarjestatud hulk on suunatud
hulk.

2. Hulga X katteks nimetatakse hulga X mittetiihjade osa-
hulkade hulka A — {X,, € A}, mille korral LEJA Xo = X. Kui

A = {X,, a € A} ja B = {Xp,8 € B} on hulga X katted, siis
defineerime A < B, kui iga X, € A korral leidub X € B nii, et
Xp C X,; seejuures Oeldakse ka, et kate B on peenem kui kate A.
Taoline seos on kvaasijarjestus igas hulga X katete hulgas. Uldiselt
ei ole ta antisimmeetriline. Naiteks reaalarvude hulga IR kateteks
on A = {(a,b) | a,b € R}, aga ka B — {[a,b] | a,b € R, a < b}.
Seejuures on selge, et A < B ja B < A, kuid A # B. Hulga X
koigi katete hulk on suunatud hulk, sest kui A — {X,,a € A} ja
B — {Xp,0 € B}, siis kate {Xoa N Xp, XaNXp#0, a € A,§ € B}
on peenem nii kattest A kui ka kattest B.

3. Funktsioonide f: IR IR hulgas on kvaasijarjestuseks seos:
f1 < fo. kui leidub konstant M nii, et |fi(z)] < M|f2(z)|igaz € R
korral. Koéigi funktsioonide hulk {f | f: IR — IR} on suunatud
hulk, sest f3(z) = max{|fi(z)|,|f2(z)|} korral fi < f3 ja f2 < fs.

Uldiste piirprotsesside uurimisel on tihtsaks mdisteks iildis-
tatud jada ehk pere. Pereks hulgas X nimetatakse funktsiooni
a: A — X, kus A on suunatud hulk. Pere erijuhuks on jada
a: IN — X, kus naturaalarvude hulgas IV peetakse silmas loomu-
likku jarjestust.

2. Kuratowski -Zorni lemma. Kuratowski-Zorni lemmale
tuginedes on voéimalik toestada mitmeid matemaatika fundamen-
taalseid teoreeme.

Selle lemma esitamiseks on meil vaja veel jargmist moistet.
Osaliselt jarjestatud hulga X elementi zo nimetatakse osahulga
Xo C X iilemiseks tokkeks, kui z < z¢ iga € X korral.
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Teoreem (Kuratowski-Zorni lemma). Kui osaliselt jarjestatud
hulga X igal lineaarselt jarjestatud osahulgal on olemas iilemine
toke, siis hulgas X leidub maksimaalne element.

Téestus. Vaatleme hulkade siisteemi X — {Xp | Xo C X.
Xo on lineaarselt jarjestatud}, s.t. hulga X elementideks on hulga
X koik sellised osahulgad, mis on lineaarselt jarjestatud hulga X
jarjestuse mottes. Pidades hulgas X silmas sisalduvusjarjestust hul-
ga X osahulkade vahel, nditame, et hulgas X leidub maksimaalne
element ehk hulgas X leidub maksimaalne lineaarselt jarjestatud
osahulk.

Oletame vastuviiteliselt, et hulgas X ei ole maksimaalset ele-
menti. Siis iga Y € X korral leidub talle jirgnev temast erinev
element; seades selle vastavusse elemendile Y, moodustame funkt-
siooni f: X — X, kus f(Y)DVY, f(Y) YigaY € X korral.

Valime elemendi Yy € X ja loeme ta jargneva toestuse jooksul
fikseerituks. Osahulka Y C X nimetame lubatavaks, kui ta rahuldab
jirgmisi tingimusi:

a) Yo €Y,

b) f(4) CY;

¢) kui Z C Y on lineaarselt jarjestatud, siis zLer ZeY.

Veendume vahepeal, et kui Xo C X on lineaarselt jarjestatud,
siis U Xo € X (st. U Xp on lineaarselt jarjestatud). Kui

Xo€Xo Xo€Xo
T.y € X Ux Xo, siis z € Xg € Xp jay € X1 € Xp, kuid hulga X
0€Xo

lineaarse jirjestatuse tottu niiteks Xo C X, jarelikult z,y € X;.
Hulga X, lineaarne jarjestatus lubab viita, et T <y voi y < .

Lubatavaks hulgaks on naiteks X. Lubatavate hulkade iihisosa
on ka lubatav, sest a) kui Yp € iga a korral, siis Yo € NYq;
b) f(NYa) C Nf(Ya) C NYa; ¢) kui Z C NY, on lineaarselt

a a [e3 «
jarjestatud, siis iga a korral Z C ning Z € Y., mistottu
ZU Z € NY,. Koikide lubatavate hulkade iihisosa on ka lubatav,
€2 a
tahistame ta siimboliga Hulk Y. sisaldub igas lubatavas hulgas,
olles seega minimaalne lubatav hulk.

Hulk X, = {Xo | Xo € X, X0 D Yo} on lubatav, sest a) Yo D Yy
tottu Yp € X.; b) kui Xo € X, C X, siis f(Xo) D Xo D Yo, s.t.
f(Xo) € X.; c) kui Z C X, on lineaarselt jarjestatud, siis iga Z € £
korral Z O Yo, seega U Z D Ypning U Z € X.. Sellega oleme
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iihtlasi naidanud, et Y, C X, ning iga Y € Y. korral Y D Yo.
Vaatleme hulka Z, — {Z | Z € Y,, kui Y € Y. jaY C Z, siis

f(Y)C Z}. On selge, et 2, C  C X,.

Naitame, et

dkuiZe Z,jaY eY,,siisY CZvaiY D f(Z).

Olgu Z € Z, ning ={Ye¥Y. |Y CZvdiY D f(Z)}.
Naitame, et Yz on lubatav. Koigepealt margime, et kuna Y, on
lubatav, siis Yo € Y.. Sisalduvusest Z € Z, C X, jareldub, et
Z D Yg,seega Yy € ehk Yz rahuldab tingimust a). OlguY € Y,
st. YeY,jalisaks Y C Zv3iY D f(Z). Et Y. on lubatav, siis
fY)€eY.. KuiY — Z,siis f(Y) = f(Z) (seega f(Y) D f(Z)) ning
f(Y)eYz. KuiY C Z,siis Z € Z, tottu f(Y) C Z, jarelikult ka sel

juhul f(Y') € Yz. Lopuks, kui Y D f(Z), siis juba sisalduvus Y € X
annab f(Y) DY, jarelikult f(Y) D f(Z) ning seeparast f(Y) € Y.
Sellega on naidatud, et Yz rahuldab lubatavuse tingimust b). Olgu

nliid Y C Yz lineaarselt jarjestatud osahulk ning Y, — YU‘A Y Et
€

Y C Yz C Y. ja Y. on lubatav, siis Y, € Y.. Lisaks sellele, kas iga
Y eYkorralY C Z, siis Y, = YUHY C Z, mistottu Y, € Yz, voi
€

mingi Y € YkorralY D f(Z),siis Y. DY D f(Z), seega ka sel juhul
Y. € Yz. Niisiis rahuldab Yz ka lubatavuse tingimust ¢). Kuna Yz
on definitsiooni kohaselt minimaalse lubatava hulga Y. osahulk, siis
Yz = Y. ning viide d) on téestatud.

Niitame jargnevas, et Z, on lubatav. Kui Y € Y, C X,, siis
Y D Yy, seeparast ei ole voimalik, et Y CYp. See tahendab, et Z,

kirjelduses olev néue on Yy korral taidetud, mistottu Yy € Z, ehk
Z, rahuldab tingimust a). Olgu Z € Z,. KuiY € Y, jaY C f(2),

siis tingimuse d) téttu Y C Z. Kui niiid Y = Z, siis f(Y) = f(2)
(seega f(Y) C f(Z)) ning jarelikult f(Z) € Z,. Kui aga Y CZ,
siis Z € Z, tottu f(Y) C Z C f(Z), seega ka sel juhul f(Z) € Z,.

Sellega on naidatud, et Z, rahuldab lubatavuse néuet b). Olgu
Z C 2, lineaarselt jarjestatud ja Z, = ZUZ Z. Kohe nieme, et
€

Z, € Y,, sest Z, C Y, ja Y. kui lubatav hulk rahuldab néuet c).
Olgu Y € Y, selline, et Y C Z.. Omaduse d) pdhjal voib 6elda, et

iga Z € Zkorralkas Y C Zvéi Y D f(Z) D Z. Viimane tingimus

ei saa olla taidetud iga Z € Z korral, sest siis oleks Z, = zUz ZCcY
€
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(meil on aga Y C Z,). Seega leidub Zy € Z nii, et Y C Zo. Kui
Y C Zy, siis hulga Z, definitsiooni péhjal f(Y) C Zo C Z.. Kui
aga Y = Zy, siis Y # Z, tottu leidub Z; € Z nii, et Y C Z; (kuna
Zo C Zx, siis leidub z € Z, \ Z, s.t. mingi Z; € Z korral z € Zi;

hulga Z lineaarse jirjestatuse tottu Z; C Zg véi Zo C Zi1, millest
realiseerub viimane sisalduvus, kusjuures z ¢ Zj tagab, et Zo C Z1)

ning Z. definitsiooni péhjal f(Y) C Z; C Z.. Niisiis mélemal juhul
f(Y) C Z,, mistdttu Z. € Z,. Sellega on toestatud, et Z, rahuldab
ka lubatavuse tingimust ¢). Kuna Z, C Y. ja Y. on minimaalne
lubatav hulk, siis Z, = Y,.

Omaduse d) pdhjal voime éelda, et iga Z,Y € Y, korral
ZCYvoiZD[f(Y)DY, st Y, on lineaarselt jarjestatud. Kui
Y. = U Y, siis lubatavuse tingimuse c) tottu Y. € Y. ning b)

tottu f(Yi) € Yu. Seega f(Y.) € U Y =Y,. Kuna samal ajal

Y. C f(Yi) (sest Y. € Y, C X), siis f(Yi) = Yi, mis on vastu-
olus funktsiooni f definitsiooniga. Sellega on tdestatud, et hulgas X
leidub maksimaalne element.

Hulga X maksimaalsel elemendil X,, s.0. hulga X maksimaalsel
lineaarselt jarjestatud osahulgal leidub iilemine toke z,. Oletame, et
mingi elemendi z € X korral z, < z. Kui z € X \ X,, siis X, U{z}
on lineaarselt jirjestatud, see aga raagib vastu X, maksimaalsusele.
Seepdrast € X, ning z < ., mistéttu £ = z,. Niisiis, z. on
maksimaalne element hulgas X.

Teoreem on toestatud.

3. Taielikult jarjestatud hulgad ja ordinaalarvud. Enne
taielikult jarjestatud hulkade kisitlemist vaatleme veel moningaid
tildisemaid jarjestusi puudutavaid méisteid.

Definitsioon. Olgu X ja Y osaliselt jarjestatud hulgad. Bi-
jektsiooni f: X Y nimetatakse sarnasusteisenduseks ehk jarjes-
tust sailitavaks, kui

ry <z f(z1) < f(z2).

Hulki X ja Y nimetatakse sarnasteks ehk sarnaselt jarjestatuteks,
kui leidub sarnasusteisendus f: X — Y Hulkade X ja Y sarnasust
tahistatakse kirjutisega X ~Y
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Ulesanne. Niidata , et osaliselt jarjestatud hulkade sarna-
sus on ekvivalentsusseos igas hulgas, mille elemendid on osaliselt
jarjestatud hulgad.

Margime, et kui f: X — Y on bijektsioon, siis tingimus
11 € T2 © f(z1) < f(z2) on samavaarne sellega, et 7, < 3 &
& f(xy) < f(z2), sest 2y = 22 f(z1) = f(x2). Kui sarnastest
hulkadest iiks on lineaarselt jarjestatud, siis on lineaarselt jarjesta-
tud ka teine hulk. Kui hulgad X ja Y on lineaarselt jarjestatud,
siis nende sarnasuseks piisab, et bijektsioon f: X — Y rahuldab
tingimust £, < z2 = f(z1) < f(z2) (vOi samavaarset tingimust
T, < T3 = f(z1) < f(z2)). Pohjenduseks margime, et kui
f(z1) < f(z2) ja kui oletada, et z; < z2 ei kehti, siis z; > x,
millest aga jireldub eeldusega vastuoluline f(z1) > f(z2).

Niited. 1. Vahemikud (a,b) ja (c,d) on sarnased, kui neis
vaadelda loomulikku jarjestust, sest bijektsioon

(d—c)x+bc—ad

flz = ' a , =€ (a,b),
on kasvav, sailitades seega jarjestuse.
1
2. Hulgad IV ja {5, ——.  } loomuliku jérjestu-
sega on sarnased, sest bijektsioon f(n) = %, n € IN, sailitab

jarjestuse.

3. Olgu naturaalarvude hulgas IV korvuti loomuliku jarjestuse-
ga < vaatluse all ka selle poordjarjestus <~! Oletame, et eksisteerib
bijektsioon f : IN — IN, mille korral n; < ny = f(n;) <7! f(no).
Olgu f(1) = n. Siis 1 < 2 tdttu f(1) <~! f(2) ehk f(2)< f(1) =n.
Analoogiliselt saame, et f(3) < n,. ,f(n+ 1) < n. Kuid siis
f(2), ,f(n+1)e{l, ,n—1}, mison vastuolu. Sellega oleme
naidanud, et loomulik ja selle poordjarjestus hulgas IV ei ole sar-
nased.

Kui lineaarselt jarjestatud hulgad on sarnased, siis deldakse, et
nad on sama jérjestustiiiipi. Analoogiliselt hulga véimsuse moistega
radgitakse ka siin hulga jarjestustiiiibist kui kéigi vaadeldava hul-
gaga sarnaste lineaarselt jarjestatud hulkade klassist, aga ka kui
omadusest olla sarnane kéigi hulkadega teatud lineaarselt jirjestatud
hulkade klassist. Hulga A jarjestustiiiipi tahistatakse A. Vordluseks
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voimsuse tahisega A margime, et jarjestustiiiibi mdiste korral ei
peeta oluliseks, millised on hulga elemendid, véimsuse méiste korral
aga pole oluline, millised on hulga elemendid ja milline on nende
jarjestus. Seega voib hulga véimsuse méistet vaadelda kahekordse
abstraktsioonina, jarjestustiiiibi mdistet aga iihekordse abstrakt-
sioonina.

Definitsioon. Osaliselt jarjestatud hulka nimetatakse taieli-
kult jarjestatuks, kui tema igas mittetiihjas osahulgas leidub vahim
element.

Margime, et taielikult jarjestatud hulk on lineaarselt jarjesta-
tud, sest tema igas kaheelemendilises osahulgas {z,y} on iiks ele-
mentidest z ja y vahim, seega kas z < y voi y < .

Definitsioonist jareldub ka, et taielikult jarjestatud hulga iga
osahulk on taielikult jarjestatud.

Naited. 1. Koik l6plikud lineaarselt jarjestatud hulgad on
taielikult jarjestatud.

2. Naturaalarvude hulk IV loomuliku jarjestusega on taielikult
jarjestatud.

3. Hulk IV jarjestusega 1 < 3 < 5 < <2<4<6< on
taielikult jarjestatud, sest igas osahulgas on vahim element vdhim
paaritute arvude hulgast, kui neid aga pole, siis vahim paarisarvude
hulgast.

4. Hulk IV loomuliku jarjestuse poordjarjestusega ei ole taie-
likult jarjestatud, sest tema ldpmatus osahulgas pole vahimat ele-
menti.

5. Loomulik jarjestus hulkades Z, @, R, (a,b), [a,b] ei ole
taielik.

Definitsioon. Taielikult jarjestatud hulkade jarjestustiilipe
nimetatakse ordinaalarvudeks.

Jargnevas vaatleme p&hjalikumalt taielikult jarjestatud loendu-
vate hulkade jarjestustiiiipe ehk loenduvaid ordinaalarve. Paralleel-
selt sellega arendame jarjestustiiiipide aritmeetikat.

Mirgime, et 15plike taielikult (ehk lineaarselt) jarjestatud hul-
kade jarjestustiiiipe tihistatakse elementide arvuga vordsete natu-
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raalarvudega. Loomuliku jirjestusega naturaalarvude hulga jarjes-

tustiiiipi tahistatakse tihega w. Sellise tiilibiga on ka naiteks hulk

12 n 12 n
f DS y T . Hulk N ,1} el ole sama
23 n+1 b Hu {yg a3 }
tiilipi, sest siin on olemas viimane element, naturaalarvude hulgas

viimast pole, sarnasusteisendus aga viib viimase elemendi viimaseks.
Taolise hulga tiibiks loetakse w + 1.

Vaatleme kahte lineaarselt jarjestatud hulka A ja B, kusjuures
olgu AN B = (. Mairame hulgas AU B jirjestuse jargmiselt: hulga
A elemendipaarid, samuti hulga B elemendipaarid siilitavad oma
jarjestuse; kui a € A ja b € B, siis olgua < b. Kui a ja 8 on
vastavalt hulkade A ja B jarjestustiiiibid, siis tdhistame taoliselt
jarjestatud hulga A U B jarjestustiilipi o + 8 (liidetavate jarjekord
on siin oluline).

Eespool nagime, et lisades w tiiiipi hulgale iiheelemendilise hul-

ga, mille jarjestustiiiip on 1, saime hulga tiiiibiga w + 1. Analoogi-
n

2

2’3 ‘n+l’7
on w + m, hulga {1,3,5,. .,2,4,6, .} (kus elemendid on kasvavas
jarjestuses) jarjestustiiiip on aga w + w. Jérjestustiliipide liitmine
ei ole kommutatiivne, sest nditeks n + w = w (lisades w tiiiipi
hulgale 16pliku hulga tema elementidest viiksemaid elemente, ei
muutu iihendi tiiiip), seega n + w # w + n. Samal ajal on selge,
et jarjestustiilipide liitmine on assotsiatiivne, s.t. (a+ f) +7 =
=a+ (8+7).

liselt, naiteks hulga {=, ,1,2, .,m} jarjestustiiiip

Vaatleme lineaarselt jarjestatud hulka A, mille elemendid on
paarikaupa mitteloikuvad lineaarselt jarjestatud hulgad B;. Jirjes-
tame hulga B = BUABS jargmiselt: samasse hulka B kuuluvad

elemendid sailitavad oma jérjestuse, kui aga by € Bj,, b2 € B, ja
B, < By, (jarjestus hulgas A), siis olgu by < ba. Selliselt muutub
hulk B lineaarselt jarjestatud hulgaks. Naiitame veel, et kui hulk
A ja koik hulgad B; on téielikult jarjestatud, siis ka hulk B on
taielikult jarjestatud. Olgu C C B. Et A on taielikult jarjestatud,
siis nende hulkade B, seas, kus C' N B; # 0, leidub esimene, olgu ta
B,,. Kuna By, on taielikult jarjestatud, siis tema osahulgas CNB,,
on olemas esimene element, mis on iihtlasi esimene element hulgas

C.
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Kui hulga A jarjestustiiiip on a ja hulkade B, jérjestustiiiibid
on f3, siis hulga B jérjestustiiiipi nimetatakse tiilipide Bs summaks
tiiiibi o jargi. Kui koik hulgad B, on sama tiiiipi 8, siis nimetatakse
nende tiiiipide summat tiiiibi « jérgi tiiiipide 8 ja o korrutiseks 8- a
(jarjekord on siingi oluline).

Niiteks w +w w2, lildisemalt +w = w n, samal

g

ajal 2 w = w jan w = w. Ratsionaalarvudest koosnev hulk

(12 n 1 1, 2 1 n 1
L2’3"' 7n+1’ b 27 3’ b n—*--]_" ’m 27
m+ .. ,m+ — } on jarjestustiilibiga w w, seda tahis-

tatakse veel w? Seega tekib jarjestustiiiip w?, kui iihendada mitte-

16ikuvate w tiilipi hulkade jada. Analoogiliselt, kui iihendada w?
titiipi hulkade jada, saame w? - w tiilipi hulga, seda tahistatakse w?
Niiviisi jatkates voib moodustada w™ tiilipi jarjestusega hulga iga n
korral. Seejirel viime moodustada summa w+w?+  +wt+ =

o o
= ) w", mida tahistatakse w* Taolise jarjestustiiiibi saab reali-
n=1

seerida néiteks nii, et jarjestame vahemikus (0, —) asuvad ratsionaal-

12
arvud w tiiiipi hulgaks, vahemikus (=, —) asuvad ratsionaalarvud

w? tiiiipi hulgaks, iildiselt, vahemikus (

——) asuvad ratsio-
5 n+1

naalarvud w" tiilipi hulgaks. Koigi nende hulkade iihend on
tliiibiga w* Jargnevalt moodustame hulgad tiilipidega w* +1,
Wwtw,. S w+w 2, L wtwen,.. W + wew = w? Fw?
w4 Wt =wY 2, ,wY¥-n,. ,wY-w, mida tdhistame
wetl wtlyy W tlyeew, et w2, w@tlywean,
wetlpwtl = ywtl.g ety = w2 win o ete —

w2 n w

ww v, ,wv o wY o

=ww?, w¥t. W
Summa w + w* +w*’ + +w™ a+  téhistatakse siimboliga

w* voi e. Edasi voime moodustada hulgad jérjestustiiiipidega
€e+1,. .,e+w, ,et+e=¢c 2, ,€ €=c¢”jne. Kuna vaadeldud
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ordinaalarvud on l6pliku v6i loenduva hulga 16plike voi loenduvate
hulkade iihendi jarjestustiiiibid, on nad kéik loenduvad.

Eespool kasitlesime jarjestustiilipide aritmeetikat, sealhulgas
liitmist ja korrutamist. Jargnevas ndeme, et ordinaalarve on vdi-
malik ka jarjestada.

Lause. Kui X on taielikult jarjestatud hulkja f: X —» Xo C X
sarnasusteisendus, siis iga z € X korral f(z) > .

Téestus. Oletame vastuviiteliselt, et hulgas X leidub elemente,
mis seda vorratust ei rahulda. Siis nende hulgas on esimene, olgu
ta 1 Seega f(z1) < z1. Olgu zo = f(z1) < z; Et f on sarna-
susteisendus, siis f(zo) < f(z1) = zo. Kuid z9 < 21 ja f(zo) < zo
rasgivad vastu sellele, et z; on esimene vorratust f(z) > = mitte-
rahuldavate elementide hulgas.

Olgu X taielikult jarjestatud hulk ja € X. Vaatleme hulka
{y € X | y < z}, s.o. koigi elemendist z véiksemate elementide
hulka. Tahistame teda X{z) ja nimetame segmendiks. Kui zp on
esimene element hulgas X, siis X (zo) = 0.

Lause. Taielikult jarjestatud hulk ei ole sarnane ithegi oma
segmendiga.

Téestus. Kui leiduks sarnasusteisendus f: X — X(z) C X, siis
f(z) € X(z), s.t. f(x) < z, mis on aga véimatu.

Jareldus. Taielikult jarjestatud hulga kaks erinevat segmenti
ei saa olla sarnased.

Péhjenduseks mérgime, et kui X (z1) ja X (z2) on erinevad seg-
mendid, siis naiteks z; < z, mistéttu z; € X(z2) ja X(z;) on
hulga X (x3) segment.

Lause. Kahe taielikult jarjestatud hulga vahel ei saa olla rohkem
kui iiks sarnasusteisendus.

Téestus. Olgu X ja Y taielikult jarjestatud hulgadja f: X - Y,
g: X — Y erinevad sarnasusteisendused. Siis leidub z € X nii,
et f(z) = y1, 9(x) = y2, y1 # y2. Olgu naiteks y; < yz. Siis
y1 € Y(y2), kuid y1 & Y (y1), seepérast Y(y1) # Y (y2). Segment
X () teisendub funktsiooniga f segmendiks Y (y;) ja funktsiooniga
¢ segmendiks Y (y2), s.t. X(z) on sarnane segmentidega Y (y1) ja
Y (y2). Sellest aga jareldub, et Y (y1) ja Y (y2) on omavahel sarnased,
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mis on vastuolus testatavale lausele eelnenud jareldusega.

Asjatoestatud lausest jareldub, et ainus sarnasusteisendus taie-
likult jarjestatud hulgalt iseendale on samasusteisendus.

Lisame korvalmarkusena, et kahe lineaarselt jarjestatud hulga
vahel voib olla ka rohkem kui iiks sarnasusteisendus. Vaatleme
naiteks loomuliku jarjestusega taisarvude hulka Z. Iga fikseeritud
taisarvu k korral on nihketeisendus Si: Z — Z, kus Sk(l) = | + k,
l € Z, jarjestust siilitav bijektsioon.

Definitsioon. Oeldakse, et ordinaalarv « on viiksem ordinaal-
arvust 3 (ja kirjutatakse a < (), kui taielikult jarjestatud hulk
jarjestustiiiibiga a on sarnane jarjestustiilibiga # hulga mingi seg-
mendiga.

On selge, et kui o < (ja B < v, siis a < 7. Paneme veel tahele,
et samaaegselt ei saa kehtida a < § ja a = [, sest siis oleks hulk
jarjestustiiibiga 3 sarnane oma segmendiga, mille jarjestustiilip on
a. Samuti ei saa kehtida samaaegselt a < 8 ja a > 3, sest siis oleks
taielikult jarjestatud hulk sarnane oma segmendi segmendiga ehk
iseenda segmendiga.

Teoreem. Mistahes ordinaalarvude a ja 3 korral leiab aset
parajasti iiks kolmest véimalusest a < a =0, a > j3.

Teoreemi vGib sonastada ka jargmiselt: kahe taielikult jarjesta-
tud hulga X ja Y korral leiab aset parajasti liks kolmest voimalusest
X~Y, X~Y(y),Y ~ X(x).

Enne teoreemi otsest toestust toome veel iihe iseseisvat huvi
pakkuva viite. Vaatleme ordinaalarvu &, olgu W () kéigi temast
vaiksemate ordinaalarvude hulk. Naiiteks sellise hulga, mille jarjes-
tustiiiip on &, koigi segmentide jarjestustiiiibid moodustavad hulga

W (&)

Lause. Hulk W(£) on taielikult jarjestatud ja tema jarjestus-
tuup on €.

Téestus. Vaatleme taielikult jarjestatud hulka X, mille jarjes-
tustiiiip on £. Olgu funktsioon f: X — W(£) selline, mis igale
elemendile £ € X seab vastavusse segmendi X (z) jarjestustiiiibi.
On selge, et f on bijektsioon. Ta on ka sarnasusteisendus, sest kui
I1< T, siis X (1) on segment hulgas X (x2), seepérast f(x1) < f(z2).
Hulga X taieliku jirjestatuse tottu on ka W () téielikult jarjestatud
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ning nende jarjestustiilibid iihtivad.

Teoreemi téestus. Vaatleme ordinaalarve a ja 8. Olgu V =
= W(a) N W(B). Kuna V on téielikult jarjestatud hulga (naiteks
W (c)) osahulk, siis on ta taielikult jarjestatud. Olgu tema jarjestus-
tiilip v. Toestame, et v < a ja v £ B, seejuures analoogia kaalut-
lustel piisab neist naiteks esimese toestamisest.

Kui V — W(a), siis ¥ = @, seeparast vaatleme juhtu V C W(a).

Kui 6 € V jan € W(a)\V, siis hulga W(a) lineaarse jarjestatuse
tottu 6 < n voi n < 4. Naitame, et teine vorratus ei saa kehtida.
Kuna 6 € W(a) ja d € W(B), siis § < a jad < 3. Kui kehtiks
7 < 8, siis saaksime n < a jan < G, s.t. n € V Seega jaab ainult
voimalus § < 7. Kuna W(a)\V on hulga W(a) osahulk, siis leidub
temas esimene element &, seejuures ¢ < a. Et hulk W{(a) sisaldab
koik ordinaalarvust a vaiksemad ordinaalarvud ja £ € W(a), siis ta
sisaldab ka koik ordinaalarvust £ vaiksemad ordinaalarvud, kusjuu-
res need koik moodustavad hulga V' See aga tdhendab, et hulga V
jarjestustiiiip on £ ning vy = ¢ < a.

Niisiis, ¥ € a ja v < . Seejuures ei ole voimalik, et samaaeg-
selt v < a jay < B, sest siis vy € W{(a) ja v € W(B) ning seega
v € V Kuna V koosneb oma jarjestustiiiibist vaiksematest ordi-
naalarvudest, siis oleks v < %, mis on voimatu. SeetGttu jadvad
voimalused

v =aq, v — B (siis a=p),

v —a, vy< B (siisa<f),

v < a, y=p8 (siisa>pf).
Teoreem on toestatud.

Lause. Iga ordinaalarvudest koosnev hulk on taielikult jarjes-
tatud.

Téestus. Tarvitseb toestada, et igas ordinaalarvudest koos-
nevas hulgas X leidub esimene element. Valime vabalt elemendi
£ € X. Kui £ on vahim element hulgas X, on lause téestatud.
Vastasel korral on hulk W(£) N X mittetithi ning olles taielikult
jérjestatud hulga W (&) osahulk, sisaldab esimese elemendi, mis on
esimeseks elemendiks ka hulgas X
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Paneme tahele, et iga ordinaalarvu ¢ korral £ < §+1, sest
kui A on taielikult jarjestatud hulk, mille jarjestustiiip on  siis
vottes b € A ja defineerides a < bigaa € A korral, saame taielikult
jarjestatud hulga B = AU{b}, mille jarjestustiiiip on £+1. Seejuures
A = B(b), mistottu £ < £ + 1.

Vaatleme olukorda, kus A C B ning hulk B on taielikult jarjes-
tatud tiiiibiga 3. Siis on taielikult jirjestatud ka hulk A ning tema
jarjestustiiip a rahuldab vorratust @ € 8. Toepoolest, vastasel
korral oleks 8 < «, mis tdhendaks, et hulk B oleks sarnane oma osa-
hulga A segmendiga ehk iseenda segmendiga, mis on aga véimatu.

Lause. Koéigi loenduvate ordinaalarvude hulk on mitteloenduv.

Toestus. Oletame vastuviiteliselt, et koik loenduvad ordinaal-
arvud saab jarjestada jadasse aj, a3, .,0n, Moodustame or-
dinaalarvude a,, n € IN, summa ordinaalarvu w jargi, olgu see
o; ta on loenduvate hulkade loenduva iihendi jarjestustiiiip, seega
loenduv. Seejuures iga n korral a, < a, sest a, on « tiiiipi hulga
osahulga jarjestustiilip. Kuid ordinaalarv a + 1 on ka loenduv, kus-
juures a@ < a + 1 tottu an, < a + 1 ning seega a + 1 # a, iga n
korral. Saadud vastuolu tGestab lause viite.

4. Zermelo teoreem. Selle teoreemiga saame muuhulgas
anda vastuse eelmises paragrahvis piistitatud hulkade voimsuste
vorreldavuse probleemile.

Teoreem (Zermelo teoreem). Iga hulk on taielikult jarjestatav.
(Teoreem véidab, et iga hulga X korral leidub taieliku jarjestuse
seos hulgas X).

Téestus. Vaatleme hulka X = {taielikult jarjestatud Xo |
Xo C X}, s.t. hulga X elementideks on hulga X osahulgad koigi
voimalike tiielike jarjestustega nendes; seega voib sama elementide
koosseisuga osahulk Xo C X esineda hulga X elemendina korduvalt
vastavalt sellele, kui palju on erinevaid v6imalusi hulka Xj taielikult
jarjestada. Vaatleme hulgas X seost Xy < X;, mis madratakse
tingimustega

l) Xo C X1,

2) kui z,y € Xojaz <y hulgas X, siis z < y hulgas X;,

3) kui z € Xo ja y € X1\ Xo, siis ¢ < y hulgas X;.
Naiitame, et defineeritud seos on osalise jéarjestuse seos hulgas X.

Koigepealt, on selge, et Xo < X, s.t. seos on refleksiivne. Kui
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Xo € X1 ja X1 £ Xo, siis sisalduvused Xo C X1 ja X3 C Xp an-
navad, et hulgad Xg ja X; koosnevad samadest elementidest. Peale
selle, kui z < y hulgas Xo, siis Xog < X1 tottu z < y hulgas X1, ja
vastupidi, kui z € y hulgas X, siis X; < Xp tottu z < y hulgas
X, s.t. iihtivad ka jarjestused hulkades X ja X; Niisiis on hulgas
X defineeritud seos antistimmeetriline. Kui Xo < X ja X1 < X,
siis 1) Xo C X1 ja X1 C X3 lubavad jéreldada, et Xo C Xo; 2) kui
z,y € Xo ja z < y hulgas Xo, siis z < y hulgas X, millest omakor-
da jareldub, et z < y hulgas X2; 3) kui z € X jay € X3\ X, siis
y € X2\ X korral zg € X; tottu z < y hulgas X2, aga y € X1\ Xo
korral £ < y hulgas X;, millest jareldub, et z < y hulgas Xa,
jarelikult Xo < X2. Sellega on ndidatud ka hulgas X vaadeldava
seose transitiivsus.

Niitame, et igal lineaarselt jarjestatud osahulgal Xo C X on
iilemine toke. Olgu X, = X U Xo. Kuiz,y € X,,slisz € Xg € Xp

0€Xo
jay € X1 € Xp ning Xo lineaarse jarjestatuse tottu Xo < X voi

X1 € Xp. Kui naiteks Xy < Xj, siis z,y € X; ning defineerime
seose = < y hulgas X, kui z < y hulgas X;. Seos z < y hulgas X,
on iiheselt maaratud, sest kui veel z € Xo' € Xo jay € X1’ € Xo
ning naiteks z,y € X', siis X1 < X;’ korral tingimuse 2) pohjal
z < y hulgas X;’, aga X’ < X; korral ei saaks olla y < z hulgas
X', sest 2) tttu oleks siis y < = hulgas X;. Veendume kéigepealt,
et hulk X, on osaliselt jarjestatud. On selge, et x € X, korral
z < x hulgas X,.. Kui z < y ja y < z hulgas X,, siis x € Xg € Xp
ja y € Yo € Xo, kuid Xy lineaarse jarjestatuse téttu Xo U Yy € Xp
(kas Xo C Yo, siis XoU Yy = Yy, vdi Yy C Xp, siis XgUYy = Xo).
Seeparast z,y € XoUYp ning z € y ja y < z hulgas Xy UYp, millest
jéreldub, etz = y. Olguz < yjay < z hulgas X,. Siisz € Xo € Xy,
y €Yo e Xojaze Zy€ Xpning z € y hulgas Xo UYs € Xp ja
y < z hulgas Yo U Zp € Xp. Kuid siis z € y ja y < z hulgas
XoUYo U Zp € Xp, millest jareldub, et z < z hulgas Xo U Yy U Zy,
s.t. ka hulgas X,. Naitame, et X, on taielikult jarjestatud. Olgu
Y C X,,Y 0. Siis leidub X € Xo nii, et Y N X # 0 (kui
zeY C X,,slisz € Xy € Xo). Kuna Xy on taielikult jarjestatud,
siis tema osahulgas Y/ N X leidub esimene element zg, s.t. zo < y
igay € Y NXg korral. Kui agay € Y \ X, siis y € X; € Xo, kus
Xo € X1 (Xo lineaarse jarjestatuse tottu Xy < X3 voi X; < Xo,
kuid viimasel juhul oleks y € Xj), kuid 2o € Xo ja y € X; \ Xo
korral zo < y hulgas X1, seega ka hulgas X,.. Sellega on niidatud,
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et Zo on vahim element hulgas Y ning saadud, et X, on taielikult
Jarjestatud, mistSttu X, € X. Vahetult on kontrollitav, et X, on
hulga Xy iilemine toke.

Kuratowski-Zorni lemma péhjal leidub hulgas X maksimaalne
element Xoo, see on maksimaalne taielikult jarjestatud osahulk hul-
gas X. Kui leiduks o € X'\ Xgo, siis laiendades hulga X jarjestust
hulgale Xoo U {zo} nii, et z < ¢ iga = € Xoo korral, saaksime hul-
gale Xoo hulga X jarjestuse méttes jargneva taielikult jarjestatud
hulga Xoo U {zo}, mis oleks vastuolus hulga Xqo maksimaalsusega.
Seega Xgp = X.

Teoreem on toestatud.

Eespool tutvusime konkreetsete taielike jarjestustega loendu-
vates hulkades. Kui sooviksime kirjeldada mingit taielikku jarjestust
naiteks hulgas IR, siis peame silmas pidama, et taielikult jarjestatud
hulk IR peab sisaldama oma segmentidena koéikvoimalike taieliku
jarjestuse tiiiipidega loenduvad osahulgad. Nagu nédgime, on loen-
duvate ordinaalarvude struktuur vaga mitmekesine, koik nad kokku
aga moodustavad mitteloenduva hulga.

Zermelo teoreemist jareldub, et mistahes véimsust voib vaadel-
da kui mingi taielikult jarjestatud hulga véimsust. Vaatleme kahte
voimsust a ja b ning hulki A ja B, kus A — a ja B = b. Hulgad
A ja B saame téielikult jarjestada ning eelmises punktis toestatud
teoreemi pohjal voib viita, et leiab aset parajasti iiks kolmest véima-
lusest

hulgad A ja B on sarnased (siis a = b),
hulk A on sarnane hulga B mingi segmendiga (siis a < b),
hulk B on sarnane hulga A mingi segmendiga (siis b < a).

Niisiis, mistahes kaks véimsust on alati vorreldavad.

Ulesanded. 1. Tdestada, et iga voimsustest koosnev hulk on
taielikult jarjestatud.

2.* Olgu R osalise jarjestuse seos hulgas X. Tdestada, et lei-
dub lineaarse jarjestuse seos L hulgas X nii, et R C L, ehk, teisiti
oeldes, iga osalise jarjestuse saab laiendada lineaarseks jarjestuseks.
Nipunaide: Kasutada Kuratowski-Zorni lemmat.
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3.* Toestada, et kui X on osaliselt jarjestatud hulk, siis leidub
X C P(X) nii, e¢ X ~ X, kus hulgas X peetakse silmas sisaldu-
vusjarjestust.

Ulesande viide tahendab, et iga osaline jarjestus on sarnane
mingi sisalduvusjarjestusega, ehk sisalduvusjarjestus on universaal-
ne osalise jarjestuse kirjeldamiseks.

4.* Toestada, et iga loenduv lineaarselt jarjestatud hulk on
sarnane ratsionaalarvude hulga mingi osahulgaga.

Seega on ratsionaalarvude hulk oma loomuliku jarjestusega uni-
versaalne koigi loenduvate lineaarsete jarjestuste kirjeldamiseks.

§12. Lausearvutuse pohimoisted

Lause on meil pdhimdiste, mida me ei defineeri teiste lildisemate
moistete kaudu. Nagu hulga méiste puhul, maaratleme lause moistet
igapéaevase keele vahendeid kasutades.

Lauseteks on loomuliku keele laused, mis midagi vaidavad. See-
juures

1) iga lause on kas tdene voi vaar (vilistatud kolmanda seadus);

2) iikski lause ei ole korraga toene ja vaar (mittevasturaakivuse
seadus).

Niisugused printsiibid vdetakse ette klassikalises loogikas. Lause-
arvutuse mottes ei ole laused naiteks loomuliku keele kasklaused
" Jookse”, kiisilaused "Mida sa teed”, sest nad ei viida midagi.
Samuti ei ole lausearvutuses lauseteks paradokse valjendavad laused,
naiteks kui keegi litleb ”Ma valetan praegu”, siis selle vaite toeseks,
aga ka vaaraks lugemine viib vastuoluni lause sisuga.

Igal lausel on tGevaartus téene voi vaar, mida lithidalt tahista-
takse t ja v. Kasutatakse ka tahti ¢ ja f (inglise keeles true, false)
voi numbreid 1 ja 0.

Lausearvutuse eesmark ei ole uurida lausete sisulist tahendust,
vaid antud lausetest uute lausete moodustamist. Jirgnevas tutvume
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tehetega, mis seda véimaldavad. Seejuures kehtivad jargmised pohi-
motted:

1) uusi lauseid v6ib moodustada suvalistest komponentlausetest,
nende sisuline méte pole tihtis;

2) moodustatava lause tdevairtus soltub ainult komponent-
lausete toevaartustest.

Tahistame lauseid suurte ladina (tavaliselt tdhestiku algusosa)
tahtedega A, B, C,

Definitsioon. Lausete A ja B konjunktsioon A A B on toene,
kui A ja B on mdlemad toesed.

Kasutatakse ka tahistust A& B. Igapaevases keeles vastab kon-
junktsioonile sona ”ja”

Definitsioon. Lausete A ja B disjunktsioon A V B on toene,
kui vahemalt iiks lausetest A v6i B on toene.

Tavakeeles vastab disjunktsioonile sona ”v6i”, kuigi igapaevases
elus esineb sona ”v6i” tolgendamist nii, et molema komponentlause
toesus korraga ei ole lubatav.

Definitsioon. Lausete A ja B implikatsioon A = B on tdene,
kui A on vaar voi B on tdene.

Kasutatakse ka tahistust A — B, A O B. Tavalises keeles val-
jendab inmplikatsiooni fraas "kui A, siis B” Vastavus pole aga paris
tapne, naiteks loogikas on "1 + 1 = 3 = karu ei ole loom” tiiesti
korrektselt moodustatud toene lause, kuigi konekeeles loetakse see
tavaliselt vaidraks voi moéttetuks.

Definitsioon. Lausete A ja B ekvivalents A ~ B on tdene,
kui A ja B toeviirtused on vordsed.

Kasutatakse veel tahistusi A & B, A «— B. Tavatekstides val-
jendatakse ekvivalentsi sonadega " parajasti siis, kui”

Definitsioon. Lause A eitus |A on tdene, kui A on viir

Teiste tiahistustena on kasutusel A ja —A.
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Koik toodud tehete definitsioonid saab esitada iihises tabelis:

A B|AANB|AVB|A=B|A~B| T4

t t t t t t v
t v v t v v v
v t v t t v t
vV v v t t t

Tehete kirjutamisel lepitakse kokku nende tugevusjirjekord,
mis tavaliselt on
1 AV = ~

ja tahendab, et vasakul on enne sooritatav, paremal péarast soori-
tatav tehe. Naiteks AA BV C A D tuleb moista (AA B) V (C A D).
Tehete valjendamisel kasutatakse loomulikult ka sulge, néiteks kir-
jutises (AV B)A(CV D) ei voi sulge dra jatta. Sulge ei tule vaadelda
tehtena, vaid nende abil ndidatakse tehete jarjekorda.

Lausearvutuse tehete uurimiseks voetakse kasutusele muutu-
jad, tapsemalt, lausemuutujad, neid tahistatakse ladina tahestiku
16puosa suurte tahtedega X, Y, Z. Nendest moodustatakse tehete
abil valemid. Siin on analoogia algebraga, néiteks

1 + 2 (liitmistehe) z + y (avaldis)
AV B (disjunktsioon) X VY (lausearvutuse valem)

Lausearvutuse valemid tahistame suurte ladina kirjatahtedega
A, B,C, Tépsem valemi méaratlus on jargmine.

Definitsioon. Valemid on ainult need avaldised, mis moodus-
tatakse jargmiste reeglite alusel:

1) iga muutuja on valem;

2) toevadrtused t ja v on valemid;

3) kui A ja B on valemid, siis AVB, AAB, A= B, A~ Bon
valemid;

4) kui A on valem, siis |.A on valem;

5) kui A on valem, siis (A) on valem.

Niiteks avaldis (A V B) A (C V D) on valem, kui A, B, C, D on
valemid.
Definitsioonist jareldub, et valem saab séltuda 16plikust arvust

muutujatest. Seega voib iga valemi tinglikult kirjutada
-A(XI, vX‘n.)-
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Valemis esinevatele muutujatele antavaid téevairtuste komp-
lekte nimetatakse vaartustusteks, seega (X1,. ., Xn) vddrtustus on
hulga {t,v}" — {t,v} x x {t,v} element. Igale muutujate vaar-

n tegurit

tustusele seab valem vastavusse oma tdeviirtuse (s.0. t vdi v)
sellel vaartustusel, mis tihendab, et valem on vaadeldav funkt-
sioonina A: {t,v}" — {¢t,v}. Siin véib kiisida, kas iga funktsioon
f: {t,v}" — {t,v} on tekitatud mingi valemi poolt? Vastuse sellele
anname hiljem.

Valemi muutujate vaartustuste hulk on alati 16plik, seepérast
saab kéigile vadrtustustele vastavad toeviirtused esitada nn. toe-
véadrtustabelina.

Niide. Vaatame valemit A(X,Y,Z) — X AY V(Y = Z).
Tema toevaartustabel on

XY Z|XAY | Y=>Z|XAYV(Y =2
t t t t t t
t t v t v t
t v t v t t
t vv v t t
v ot t v t t
v t v v v v
v v t v t t
v v v v t t

Margime, et kui téevadrtuste hulgas {t,v} kasutada jarjestust
t < v, siis muutujate (X,Y, Z) vaidrtustused on selles tabelis kir-
jutatud hulga {t,v}3 alfabeetilises ehk leksikograafilises jarjestuses.
Sama printsiipi jargisime juba tehete definitsioonide tabelis ja nii
kirjutatakse vaartustused ka suvalise arvu muutujate korral. Voib
veel tdhele panna, et kui valemis on n muutujat, siis nende vaartus-
tusi on 2", ja kui valemis on m tehtemirki (arusaadavalt m > n—1),
siis igal vadrtustusel on vaja teha m tehet, mistdttu tabeli koos-
tamine tervikuna néuab 2" m tehet.

Definitsioon. Valemit nimetatakse samaselt toeseks, kui ta
on toene iga vaartustuse korral.

Valem A(X;,. ,Xn) on niisiis samaselt toene, kui iga
(a1,. ,an) € {t,v}" korral A(a1,. ,an) =t Samaselt toesed
on niiteks valemid X V | X ja t, kuid mitte X VY
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Definitsioon. Valemit nimetatakse samaselt vaaraks, kui ta
on vaar iga vairtustuse korral.

Valem A(X;, ,Xn) on seega samaselt vaar, kui iga
(o1, ,om) € {t,v}"korral A(a1, ,an)=v. Naitekson samaselt
vaarad X A | X ja v, mitte aga X VY

Definitsioon. Valemit nimetatakse kehtestatavaks, kui ta on
vahemalt tihe viaartustuse korral téene. Valemit nimetatakse kum-
mutatavaks, kui ta on vahemalt iihe vaartustuse korral vaar.

Niisiis on valem A(Xi,. ,X,) kehtestatav, kui leidub
(01, .an) € {t,v}" nii, et A(a;, ,on) — t, ning kummutatav,
kui leidub (o1, .,on) € {t,v}" nii, et A(a1,. ,an) = v. Kéik
samaselt toesed valemid on ka kehtestatavad, koik samaselt vaarad
valemid ka kummutatavad.

Vahetult definitsioonidest jareldub

Lause. Kehtivad vaited

1) A on samaselt toene parajasti siis, kui |4 on samaselt vaar,
2) A on samaselt vair parajasti siis, kui |.4 on samaselt toene,
3) A on kehtestatav parajasti siis, kui A ei ole samaselt vaar,
4) A on kummutatav parajasti siis, kui A ei ole samaselt tene.

Valemite toodud nelja omaduse kindlakstegemiseks on iiks voi-
malus koostada nende toevairtustabelid. See nouab lopliku arvu
tehete sooritamist. Monikord saab nende omaduste iile otsustada
ka vahetult, naiteks kui valemid A ja B on samaselt toesed, siis AAB
on samaselt toene.

§13. Substitutsioon

Substitutsioon on valemite kui funktsioonide liitfunktsioon ehk
kompositsioon ja ta véimaldab moodustada uusi valemeid.

Definitsioon. Valemite A;, ,.A, substitutsiooniks ehk asen-
duseks valemisse A muutujate X;, ,X, asemele nimetatakse
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valem%t, kus valemis A esinevad muutujad X;,. , X, on asendatud
valemitega A;,. ,A,. Taolist substitutsiooni tahistatakse

AX1: Ay, L, X, Ap).

Naide. Vaatleme valemeid A — X A (X ~ Y) = W ning
Al — X =Y, A — (W, A3 — X AY Siis asenduse tulemusena
AX ALY A, Z A= X=>VAX =Y ~TTW) =W
Valemis A ei ole s6ltuvust muutujast Z, seepirast teda millegagi ei
asendata. Muutujat W aga ei asendata sellepdrast, et teda asendus-
eeskirjas ei ole.

Vordluseks voib tuua analiiiisi kursusest mitme muutuja funkt-
sioonide liitfunktsiooni moodustamise, nditeks funktsioonis
f(z,y,2) — = + y muutujate = ja z asendamisel vastavalt funkt-
sioonidega ¢(u,y) ja Y(u,v) saame f(z : ¢,z : P) = p(u,y) + .

Kuigi me definitsioonis juba iitlesime, et peale asendamist saa-
me valemi, tuleb see téestada, pohjendades niiviisi definitsiooni kor-
rektsust.

Lause. Suvaliste valemite A;, ,A, ja A(Xi, ,X,) korral
on A(X;: A, ,X,:A,) valem.

Téestus. Toestame vajaliku vaite induktsiooniga valemi ehituse
jargi.

1) Kui A — t v6i A — v, siis asendamine teda ei muuda. Olgu
valemiks A muutuja X ehk A — X Kui X iihtib mingi muutujaga
X;, mis asub asendatavate loetelus, siis peale asendamist saame
A(Xy : A, X, Ay) — A, Kui aga X ei kuulu asendatavate
muutujate hulka, siis A(X1: A1,. ,Xn:An)=X.

2) Olgu A — B AC (sama arutelu sobib ka tehete Vv, =, ~
ja | jaoks, kui nad on valemis A viimasena tehtavaks tehteks),
kus B ja C on sellised valemid, et B(X; : A1, .., X, : A,) ja
C(X;: A, ,Xn:Ap)on valemid. Siis

-A(X13-A17 ,Xn:-An)z
“B(Xl:-Alv 1X‘n Aﬂ)AC(Xl-Ala ’Xn:-A'n.)

on valem, sest ta on kahe valemi konjunktsioon.
Lause on toestatud.

Teoreem (substitutsiooniteoreem). Kui valem A on samaselt
toene, siis suvaliste valemite Ai,. ,.An korral on substitutsioon
AX1: AL, Xn it An) samaselt toene.
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Téestus. Teame, et peale asendust saame tulemusena valemi
A(X;:Ay,. ,Xn:A,). Téhistame selle koiki muutujaid Y1,. ,Yn,

(siin on valemite A;, ,Ap, muutujate ja valemis A asendamisele
mittekuuluvate muutujate ihend). Olgu (a1, ,a,) muutujate
Y1,. , Yy suvaline vadrtustus. Siis

.A(X] :Al,- ,X'n :-Afn)(al’ va’m.)
= A(A;, (a1, , Qm), ’Aik(al’ »Qm), gy s o, )t

asendatud muutujatele asendamata
vastavad toevaartused _nuutujate
toevadrtused

sest A on samaselt toene.
Teoreem on toestatud.

Substitutsiooniteoreemil on oluline roll aksiomaatiliste teoo-
riate iilesehitamisel. Nendes voetakse ette teatud hulk valemeid,
mis loetakse samaselt toesteks. Ukskoik milliseid substitutsioone
neisse ka tehakse, saadakse samaselt toesed valemid.

§14. Loogiliselt samavaarsed valemid

Lausearvutuse valemi A(X;, .., X,) muutujatele voime lisada
nende hulgas puuduva muutuja Y, vaadeldes niiteks valemit
AN (Y V]Y). Viimase téevidirtus ei soltu tegelikult muutujast
Y, vaid on méaratud muutujate X;,. , X, vaidrtustusega tapselt
nagu A toevadrtus. Taolist muutujate hulga laiendamisvéimalust
peamegi edaspidi silmas, kui valemis méni kirjutatav muutuja puu-
dub.

Vordluseks toome funktsiooni f(z) — 22, mida voib vajadusel
vaadelda ka kahe muutuja funktsioonina f(z,y) = z?

Edaspidi vaatleme korduvalt 16pliku hulga valemite ihendmuu-
tujaid, s.t. koiki neid muutujaid, mis esinevad vahemalt iihes vaadel-
davatest valemitest.

Definitsioon. Valemeid A ja B nimetatakse loogiliselt sama-
vaarseteks, kui nende iihendmuutujate X;, , X, iga vaartustuse
(o1,. ,ap) korral

A(al) 7a’n):B(aly 1an)-
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‘ Loogilisﬂt samavaarsust tahistatakse 4 = B. Margime, et loogi-
line samavaérsus on seos suvalises valemite hulgas.

Teoreem. Loogiline samaviiarsus on ekvivalentsusseos suvali-
ses valemite hulgas.

Toestus. Teoreem vaidab, et vaadeldav seos on refleksiivne,
simmeetriline ja transitiivne. Tdestame neist ainult transitiivsuse,
sest teiste omaduste kehtivust naidatakse tapselt samade ideedega.

Olgu A = B ja B = C, tahame tdestada, et siis A = C. Olgu
Xy,. ,Xp valemite A, B, C ithendmuutujad. Valime nende suvalise
vadrtustuse (a1, ,an). Siis eelduse tottu

-A(ala 7an) = B(al, aan)

ja
B(ala ~aan) C(a11 aan)y

millest

Aler, ,om) =C(oa, ..,on).
Teoreem on toestatud.

Margime, et loogiliselt samavaéirsed voivad olla ka valemid, mis
sisaldavad erinevaid muutujaid. See on véimalik, kui nendest muu-
tujatest, mis on erinevad, séltuvust ei ole, niiteks X A (Y V |Y) =
=XAN(ZV|Z)=X.

Jargnevalt esitame moned tahtsamad samavairsused, mis iiht-
lasi iseloomustavad tehete omadusi:

1) 71X =X,

2) a) XAY =Y AKX,
b) XVY =Y VX, (kommutatiivsus)
OX~Y=Y~X,

3) a) (XAY)AZ=XA(Y AZ),

b) (XVY)VZ=XV(YV2Z), (assotsiatiivsus)
) (X ~Y)~Z =X~ (Y ~2),

4) 2) (XVY)AZ=XAZNY NZ, (distributiivsus)
b) XAYVZ=(XVZ)AN(YVZ),

5) a) X ANX =X, (idempotentsus)
b) Xv X=X,
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6) a) X At=X,

b) X Av=w,
c) X Vt=t,
d) Xvuv=X,
7) a) (X AY)=T]1X VY,
b) (X VY) =X AT, (duaalsus)

8) a) X =Y =T]Y =X,
b) X =Y =T]X VY,
)X =Y=]XATY),

9) a) XAY =X =),
b XVY=T]X=Y,

10) ) X ~Y = (X = Y)A(Y = X),
B X~Y=XAYVIXATY

Koiki neid saab tGestada, kirjutades valja esinevate valemite
toevaartustabelid. Osa neist on jarelduvad ka teistest, naiteks 9a
jareldub samavéairsusest 8c, 9b jareldub samavairsusest 8b ning
need jareldused on ka podratavad.

Samavaarsused 7-10 voimaldavad iihtede tehete asendamist
teistega, mida kinnitab

Lause. Iga valemi korral leidub temaga samavéairne valem,
mis sisaldab ainult jargmisi tehteid:

a) A ja 1,

b) VvV ja 1,

c) = ja |

Toestuseks margime, et a) pohjendusel kasutame samavaarsusi
8c, 10b ja samavédrsusest 7b (voi 7a) saadavat X VY = "|(| XA 'Y);
b) pohjendamisel kasutame samavéérsusi 8b, 10b ja samavaarsusest
7a (vdi 7b) saadavat X AY ="](']X V']Y); c) péhjendamisel kasu-
tame samavaarsusi 10a, 9a ja 9b.

Siianiesitatu pohjal voime 6elda, et valem on muutujate, toe-
vaartuste ja tehteméarkide teatud reegleid rahuldav jarjest kirjutis
(kirjutises voivad esineda ka sulud, aga need néitavad ainult tehete
jarjekorda).

Definitsioon. Valemi kui kirjutise osa nimetatakse osavale-
miks, kui ta saadakse jargmisi printsiipe jargides:
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1) valemi osavalemiks on valem ise;

2)kui A=BAC,A=BVC, A=B = Cvéi A= B~ C,siis
A osavalemiks on suvaline B véi C osavalem;

3) 1A osavalemiks on suvaline A osavalem.

Naited. 1. Valemi A = XAY V Z = (X AY) osavalemid on
A XANYVZ, XAY,X,Y, Z. Kirjutis Y V Z ei ole A osavalem.

2. Valemi A —"(X v 1X) osavalemid on A4, X V']X, X, 1X.

Olgu valemil A osavalem B. Kui B asemele kirjutada (iihte voi
mitmesse esinemisse) valemiga B samaviarne valem By, siis saadud
valem A; on valemiga .4 samavairne. Selle pohjenduseks paneme
tahele, et igal virtustusel on B ja B toevairtused vordsed, seega

vorduvad ka A ja A; tdevairtused.
Anname 16puks veel iihe valemite samavaarsuse esitusvoimaluse.

Teoreem. Samavéairsus A = B kehtib parajasti siis, kui valem
A ~ B on samaselt toene.

Téestus. Olgu valemite 4 ja B iihendmuutujad X;, ,X,.
Siis samavéadrsus A = B kehtib parajasti siis, kui iga vaartustuse
korral A(a1,. ,an) =B(oa,. ,an)ehk (A~ B)(a1, ,a,)-t.
Viimane vérdus aga tdhendab, et A ~ B on samaselt toene.
Teoreem on toestatud.

§15. Disjunktiivne normaalkuju

Nagu algebras avaldised on ka lausearvutuses valemid méistlik
teisendada kujule, mis oleks mingite ndutud omadustega. Eelmises
paragrahvis nagime, et suvalisel valemil on samavaarne valem, k_us
on kasutatud ainult kahte tehet: a) Aja ],b) Vja ¢)=ja ']
Jargnevas naeme, et on ka teisi véimalusi, mis voimaldavad valemile

anda struktuurilt loomuliku kuju.
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1. Disjunktiivne normaalkuju ja selle tdielikkus.

Definitsioon. Lihtkonjunktsiooniks ehk elementaarkonjunkt-
siooniks nimetatakse muutujate v6i nende eituste konjunktsiooni.

Analoogiliselt defineeritakse liht- ehk elementaardisjunktsioon.
Lihtkonjunktsioonid on niiteks XAY, XA Y, X, XA |YAZ,
XANYATY

Definitsioon. Lihtkonjunktsiooni (samuti lihtdisjunktsiooni)
nimetatakse taielikuks, kui vaadeldavatest muutujatest igaiiks esineb
tapselt tihe korra.

Juhime tihelepanu sellele, et taielikkus soltub siin vaadeldavate
muutujate hulgast. Kui vaadeldakse muutujaid X,Y, Z, siis viimati
esitatud naidetest on taielik neljas, aga mitte esimesed kolm. Tiielik
ei ole ka viimane naide, kuid seda hoopis teisel pohjusel: temas
esineb nii ¥ kui ka Y

Jargnevates formaalsetes kirjutistes kasutame tahistust Xt = X
ja XV = ] X, samuti lildtdhisena X%, kus a v3ib olla iiks tdevaartus-
test ¢ voi v.

Lemma. Kehtib X* =t X — a.

Téestus. Kui a =t, siis X* -t X =t < X — a. Kui aga
a=vsisX*=teX'=te | X=teX=vesX=a

Iga lihtkonjunktsiooni saab esitada kujul
A X (1)

kusn<k<2n,1=i1<i2<  <i=njaa,. , €{tvkh
seejuures valistame voimaluse, et p % ¢ korral ap, = a4 ja ip = 1q.
Viimane tingimus tdhendab néiteks seda, et konjunktsioon X AXAY

on juba asendatud temaga 5a pdhjal samavaarse konjunktsiooniga
XAY

Lause. Lihtkonjunktsioon (1) on vaartustusel (8i,. .,0Bn)
toene parajastisiis, kuik =nja =aq;i=1, ,n.

Toestus. Tingimus k > n on samavéirne sellega, et mingi muu-
tuja X; esineb konjunktsioonis koos eitusega ~|X;, mis omakorda
tahendab, et (1) on vaar igal vaartustusel.
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Kui aga k — n, siis on vaite t3estuseks samavaarsuste ahel

(XFIA /\Xa")(ﬂ],. ,ﬂn)ztd-_-}
< igai1=1,. ,nkorral ¥ =t &

< igai—1,. ,nkorral =aj,

milles esimene véljendab konjunktsiooni mdistet, teine aga tugineb
lemmale.

Vaatleme muutujate X;, , X, lihtkonjunktsioone K;, Ky,
ja nende disjunktsiooni

Kiv  VEKn. (2)

Loomulik on siin eeldada, et lihtkonjunktsioonid valemis (2) on
omavahel erinevad (kahe kujul (1) oleva konjunktsiooni korral vahe-
malt {ihes neist esineb Xf; * mida teises pole), sest eelmises para-
grahvis toodud samavéarsuse 5b pohjal voime korduvatest konjunkt-
sioonidest alles jatta ainult tthe. Margime veel, et lihtkonjunkt-
siooni moiste kohaselt ei ole vajalik k&igi muutujate X, ,X,
esinemine valemites K;. Vaartustuse (o3, ,a,) korral kehtib
(K1V. VKp)(a1, ,an)=t parajastisiis, kuileidubi € {1, ,m}
nii, et K;(a1,.. ,a,) =t. Viimase vorduse iile saab aga otsustada
viimatitoestatud lause abil, arvestades ainult neid tGevaartusi komp-
lektist ai,...,a,, mis vastavad lihtkonjunktsioonis K; esinevatele
muutujatele.

Definitsioon. Valemi disjunktiivseks normaalkujuks nimeta-
takse temaga loogiliselt samavéaarset valemit kujul (2).

Antud valemil voib olla ka robkem kui iiks disjunktiivne nor-
maalkuju.

Niide. Olgu A(X,Y) = X = Y Eelmises paragrahvis esi-
tatud samavéairsus 8b annab valemi |X VY kui tema disjunktiivse
normaalkuju. Kuid ka X AY V']X AY V ]X A]Y on valemiga A
samavaarne (seda voib kontrollida néiteks toevaartustabelite abil),
olles samuti disjunktiivne normaalkuju.

Definitsioon. Valemi taielikuks disjunktiivseks normaalku-
juks nimetatakse temaga loogiliselt samavaarset valemit kujul (2),
mis koosneb taielikest lihtkonjunktsioonidest.
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Valemi téielik disjunktiivne normaalkuju koosneb niisiis taieli-
kest lihtkonjunktsioonidest ja nagu naitab jargnev lause, saab va-
hetult leida vaartustused, mille korral ta on toene.

Lause. Tiielike lihtkonjunktsioonide disjunktsioon
XOUALLAXSR VXA AKXV VXTTMAL AXET (3)
on tdene parajasti vaartustustel (o;1,. ,oun),1=1, ,m.
Téestus. Valem (3) on vaartustusel (a;, ,an) toene parajasti
siis, kui leidub i € {1,. ,m} nii,et X" A. X%"(a;, ,op)=t.
Viimane vordus leiab aga aset parajasti siis, kui a; = ay,
1=1,. ,n

Niide. Valem X A [YAZV I XAYAZV XA Y A]Z kui
taielikul disjunktiivsel normaalkujul olev on tdene parajasti vaartus-
tustel (¢,v,t), (v,t,t) ja (v,v,v).

Teoreem. Valemil eksisteerib taielik disjunktiivne normaal-
kuju parajasti siis, kui ta on kehtestatav. Téielik disjunktiivne nor-
maalkuju on liikmete jarjekorra tapsuseni iheselt méasratud.

Téestus on tegelikult juba antud viimatiesitatud lausega: an-
tud kehtestatava valemi korral on itheselt maaratud tema muutujate
need véartustused, millel ta on tdene, ning jaab ainult valja kirju-
tada valem (3). Samaselt véairal valemil aga ei eksisteeri vadrtustust,
mille korral ta oleks tGene, seega pole ka temaga samavéaarset valemit

(3)-

2. Seos tiieliku konjunktiivse normaalkujuga. Eelmises
paragrahvis antud samavairsused 7a ja Tb niitasid konjunktsiooni
ja disjunktsiooni duaalsust eituse suhtes. See voimaldab disjunktiiv-
se normaalkuju korral esitada valemit ka duaalsel, konjunktiivsel
normaalkujul. Lihtdisjunktsioonide konjunktsiooni

DiAN  ADpy, 4)
mis on taielik, voime kirjutada
(Xi'V VXI)IA A(Xmy ..y XOmn)), (5)
Olgu valem A kujul (5). Siis

A= |{(DiA ADyp)=1D1v VD, =
=X A AT]Xemy VI)XPMA AT XGme
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Kui 8 — (81,. .,(,) on mingi vairtustus, siis

AB)=v  TAB) =t
& 3ie{l, ,m} (XA AJX4)B) =t) &
& J1Vye{l, ,n} =t) &

& 3ivj (X,™(@E)=t) e
« JiVy (/3 =_|aij)<=>3iV.7 (aw =_]ﬂ])'

Toodud arutelu iitleb, et valemi taieliku konjunktiivse normaalkuju
(5) kirjapanekuks tuleb leida need vairtustused, millel valem on
vaar, votta nende vadrtustuste eitused (komponentide kaupa), mida
siis kasutada valemis (5). Loomulikult on véimalik lahtuda valemi
taielikust disjunktiivsest normaalkujust (3), mis annab kohe vaar-
tustused, kus valem on tdene. Need viaartustused, kus valem on
vaar, on siis taiend hulgas {t,v}"™ Arusaadavalt on see protsess
pooratav, s.t. taielikust konjunktiivsest normaalkujust (5) lahtudes
saab leida vaartustused, kus valem on viar, misjarel taiendvaartus-
tused lubavad vélja kirjutada taieliku disjunktiivse normaalkuju.

Niide. Valem A(X,Y) — XAYV |XA']Y on téielikul disjunk-
tiivsel normaalkujul. Ta on téene vaartustustel (¢,t) ja (v,v) ning
vaar vaartustustel (t,v) ja (v,t). Viimaste eitused komponentide
kaupa on (v, t) ja (t,v) ning valemi taielik konjuktiivne normaalkuju
seega (X V]Y)A (X VY).

Valemil eksisteerib taielik konjunktiivne normaalkuju parajasti
siis, kui ta on mingil vaartustusel vaar ehk parajasti siis, kui ta
on kummutatav. Meenutades veel varemvaidetut, voime Gelda, et
valemil, mis ei ole samaselt tGene ega samaselt vaar, on olemas
mélemad, nii taielik disjunktiivne kui ka téielik konjunktiivne nor-
maalkuju. Samaselt toesel valemil on aga ainult taielik disjunktiivne
normaalkuju, samaselt vdiral valemil ainult téielik konjunktiivne
normaalkuju.

Margime veel, et nii disjunktiivne kui ka konjunktiivne nor-
maalkuju on igal valemil: samaselt vdéra valemi disjunktiivne nor-
maalkuju on naiteks X1A | X1V VX, A" X, samaselt toese valemi
konjunktiivne normaalkuju on naiteks (X1 V1 X1)A. ./\(){n‘\/TXn).

Niiiid on vaga lihtne vastata eespool piistitatud kus.lmusele.,
kas iga funktsioon f: {t,v}" — {t,v} on tekitatud mingi valemi
poolt? Tarvitseb ainult vétta {t,v}" elemendid, millel f vaartuseks
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on t, ja kirjutada valja valemi taielik disjunktiivne normaalkuju, voi
duaalselt, need {t,v}" elemendid, millel f véértus on v, lubavad
leida valemi taieliku konjunktiivse normaalkuju.

3. Taielikule disjunktiivsele normaalkujule teisenda-
mine. Valemi taieliku disjunktiivse normaalkuju leidmiseks v&ib
moodustada tema téevaartustabeli ja kasutada neid vaartustusi,
millel valem on téene. Teine voimalus on kasutada loogiliselt sama-
vadrseid valemeid, minnes implikatsioonidelt ja ekvivalentsidelt iile
konjunktsioonidele ning lopetades tdieliku normaalkujuga. Selle
teisendamise loomulik jarjekord on jargmine ({ihtlasi vaatleme naite-
na valemi (X ~Y) = Z teisendamist):

1) asendame valemis esinevad implikatsioonid ja ekvivalentsid
samavaarsuste 8c voi 8b ja 10b alusel:

(X~Y)=2Z =XAYVIXAN)Y=Z=
TXAYVIXANY)VZ =

il

2) viime eitused 7a ja 7b kasutades vahetult muutujate ette
ning samavaérsuse 1 pohjal jatame &ra kahekordsed eitused:

= |(XAY)A O XA)Y)VZ=
=(1XVIMA(TIXVTIY)VvZ=
=(|1XV IVIANXVY)vZ=

3) asendame disjunktsioonide konjunktsioonid distributiivsust
4a kasutades konjunktsioonide disjunktsioonidega:

= [ XAXVY)VIYA(XVY)VZ=
= [ XAXV I XAYVIYAXVIYAYVZ=
4) kui esineb samaselt vaaraid konjunktsioone, s.t. esinevad
samaaegselt X; ja | X;, siis voime need ara jitta (kui esinevad ainult
samaselt vadrad konjunktsioonid, siis valem on samaselt vair ja

samavaarne valemiga v), vordsetest konjunktsioonidest jatame alles
ainult iihe:

= | XAYV|YAXVZ=
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5) taieliku disjunktiivse normaalkuju saamiseks tuleb iga liht-
konjunktsioon teha taielikuks: kui naiteks lihtkonjunktsioonis K
puudub muutuja X, siis samavaarsusega

K=KAXV |X)=KAXVKA|X

oleme molemasse lihtkonjunktsiooni K A X ja K A"|X lisanud muu-
tuja X Vajadusel tuleb sellist votet korrata ja lopuks jatta omava-
hel vordsetest taielikest lihtkonjunktsioonidest alles ainult iiks:

= | XAYAZVIXAYAN)ZVXAYAZYV
VXANWYAIZVXAYAZVXANIYAZY
VIXAYAZVIXAIYAZ =

=XAYANZVXANIWYAZVXAIYA|ZV
VIXAYAZVIXAYATZVIXANYAZ

Saadud taielikust disjunktiivsest normaalkujust voib valja lugeda
ka vadrtustused, millel valem on tdene: (t,t,t), (¢,v,t), (¢,v,v),
(v,t,t), (v,t,v), (v,v,t). Muidugi saab ka 4.etapi 16puks leitud
disjunktiivsest normaalkujust lahtudes leida need vaartustused, mil-
lel valem on tdene, lisades seal esinenud muutujatele vastavatele
toevaartustele koikvoimalikud puuduvate muutujate tdevaartuste
kombinatsioonid. Naiteks lihtkonjunktsioon Z méaarab 4 vaiartustust
(t,t,t), (t,v,t), (v,t,t), (v,v,t), millel valem on tdene.
Asjavaadeldud teisendamise mottekust iseloomustab

Niide. Kui valemis on 20 muutujat, siis vaartustusi on 220 =
= 10242 =~ 10% Toevairtustabel, mille igal lehekiiljel on 50 vaartus-
tust, sisaldab 20 000 lehekiilge. Igal vaartustusel tuleb valemi toe-
vaartuse leidmiseks teha vahemalt 19 tehet (niipalju on minimaalselt
valemis tehteméarke). Samal ajal ei ole eriti raske ette kujutada
teisendamise eri etappidel tehtavate asenduste arvu (sisuliselt piisab
esimesest neljast etapist). Praktikas ei ole muutujate arv 20 sugu-
gi suur, naiteks elektroonikaskeemid, mida saab kirjeldada lause-
arvutuse valemitega, voivad sisaldada mérksa rohkem muutuvaid
elemente.

Ulesanded. 1. Leida kolme muutuja valem, mis on téene
parajasti siis, kui kaks muutujat on véarad.

2. Leida kolme muutuja valem, mis on sama tdevaartusega kui
enamus muutujaid.
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3. Olgu valem taielikul konjunktiivsel normaalkujul. Moodus-
tame koigi sinna mittekuuluvate tiielike lihtdisjunktsioonide kon-
junktsiooni, seejarel asendame koik tehted A tehtega V, tehted Vv
tehtega A, muutujad X; muutujatega | X; ja muutujad “]X; muu-
tujatega X;. Toestada, et saadud valem on esialgse valemi taielik
disjunktiivne normaalkuju.

4.* Toestada, et muutujatega X;,. , X, valem on samavaarne
valemiga, mis kasutab ainult tehteméarke A, V ja =. parajasti siis,
kui tema taielik konjunktiivne normaalkuju ei sisalda liiget
X1vo V)X

5.* Toestada, et valem, mis kasutab tehetena ainult ekvivalentsi
ning ei kasuta tGevadrtust v, on samaselt tOene parajasti siis, kui
iga muutuja esineb valemis paarisarv kordi.

6.* Toestada, et valem, mis kasutab tehetena ainult ekvivalentsi
ja eitust ning ei kasuta toevaartust v, on samaselt toene parajasti
siis, kui iga muutuja ja eitus esinevad valemis paarisarv kordi.

§16. Jareldumine lausearvutuses
Olgu A4;, , A, ja B valemid ning X;, ,X,, nende iithend-
muutujad

Definitsioon. Oeldakse, et valemitest A1, ,Ap jareldub
valem B, kui iga € {t,v}™ korral, kus A,(a) =t,i=1,. ., n, keh-
tib B(a) — t. Defineeritud jareldumist tahistame A4;,. , A, + B.

Margime, et, nagu varemgi, voib igaiiks valemitest A4; ja B
kasutada vadrtustusest a ainult osa komponente.

Teoreem. Valemitest A;, ,.A, jareldub valem B parajasti
siis, kui valem A; A A A, => B on samaselt toene.
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Téestuseks on samaviairsuste ahel:

A1 A.. ANA, = B on samaselt tdene

e Vae{t,v}™ ((A1A  AA, = B)a) =t)
& VYa (AN Ad)(e)=vVB(a) -t) &
e Va (kui (A41A  AA)(a)=t, siis Bla) =t) <
< Va (kui Ai(a)—t, i—1,. ,n, siis B(a) —t) &
A, A FB.
Teoreemist jareldub, et antud valemite A;,. ,A, ja B korral

saab 10pliku arvu lausearvutuse tehetega kindlaks teha, kas
Ai,. ., Ap F B v6i mitte (16pliku arvu tehetega saab koostada
valemi A1 A A A, = B toevéartustabeli). Muidugi voib leida
ka valemi A; A A A, = B disjunktiivse normaalkuju, mis néuab
16pliku arvu samavaarsuste kasutamist teisendamisel.

Jéareldamine ei ole tehe, vaid on seos valemite hulgas, taipsemalt,
kui meil on vaatluse all mingi valemite hulk X, siis - on seos hulkade

XuX?u = U1 X* ja X vahel.
1=

Niited. 1. Kas X =Y, Y == XF X ~Y?
2. Kas X=YFY X7

Vastused saame toevaartustabelist

X Y| X=2Y|Y=>X|(X YN[ X~Y | (X=Y)=>
(Y = X) (Y = X)

t t t t t t t

t v v t v v t

v t t v v v v

v v t t t t t

Kahe eelviimase tulba iithtimine annab, et (X = Y) A (Y =>.X) =
(X ~ Y) on samaselt toene ning naite 1 kiisimuse vastus on jaatav,
viimane tulp aga iitleb, et naite 2 kiisimuse vastus on eitav.
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