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§ 1.
Einleitung.

Eine der schwierigsten Aufgaben der modernen Seismometrie besteht
darin, die wihrend einer Erderschiitterung am Beobachtungsorte statt-
findenden Verschiebungen der Erdoberfliche von den eigentlichen Nei-
gungen derselben wirklich zu trennen. Diese Neigungen mogen eventuell
iiusserst klein sein, aber ein wirklicher Beweis, dass sie fiberhaupt nicht
existieren, ist bis jetzt von Niemandem geliefert worden. Ist ein Erdbeben
an einem gegebenen Ort durch eine fortschreitende Erdbebenwelle ver-
ursacht, so miissen wirkliche Neigungen der Erdoberfliche wiihrend eines
Erdbebens unbedingt zu Stande kommen, mdgen sie auch noch so klein sein.
Die grosse theoretische Schwierigkeit besteht nur darin, solche seismo-
metrische Instrumente zu ersinnen und in Anwendung zu bringen, welche
diese Neigungen direct zu registrieren ermoglichen, ohne von den eigent-
lichen Verschiebungen der Erdoberfliche beeinflusst zu werden.

7Zu diesem Zweck hat der leider fiir die seismometrische Wissen-
schaft zu friilh verstorbene Schliiter seinen Klinographen vorgeschlagen.
Gegen dieses Instrument in der Form, wie es von Schliiter beschrieben
war, habe ich in meinem Aufsatz «Ueber seismometrische Beobachtungen»?)
gewisse Einwinde erhoben. Der Grundgedanke Schliiter’s ist jedoch ein
ganz richtiger, und ich glaube, dass der Klinograph nur einer gewissen Um-
inderung bedarf, um in ein fir seismometrische Zwecke sehr werthvolles
Instrument verwandelt zu werden. Auf diese Frage werde ich aber erst in

einem spiiteren Paragraphen zuriickkommen.

1) Comptes rendus des séances de la Commission sismique permanente. Livraison 1 § 3,

p. 109. (1902).
1



— 9 _

Die auf seismometrischen Stationen am meisten verwendeten Instru-
mente, niimlich die Horizontal- resp. Verticalpendel eignen sich fiir den eben
erwithnten Zweck, wenigstens in ihrer jetzt gebriuchlichen Form, iiberhaupt
nicht, da sie sowohl von den Verschicbungen, als auch zu gleicher Zeit von
den Neigungen der Erdoberfliche beeinflusst werden, und es ist iiberhaupt
keine Moglichkeit vorhanden, nach den Aufzeichnungen eines solchen Appa-
rates die wirklichen Verschiebungen von den Neigungen zu trennen.

Nehmen wir nun an, dass ein Vertical-!) resp. Horizontalpendel so auf-
gestellt ist, dass es der Wirkung der Verschiebungen (z) liings der z-Axe,
wie auch der Neigungen () um die y-Axe unterworfen ist, so lassen sich
bekanntlich die Differentialgleichungen der Bewegung dieser Apparate in
folgender vereinfachter Form schreiben:?)

8" % 0 4+ % @ —g}) + Ts $'=0..... (1) Verticalpendel. *)
| 0 _,,_%ioe - % @ — gy) + ’; $"=0....(2) Horizontalpendel.

Hierin bedeuten:
) — diebeobachteterelativeWin-
kelablenkung des Apparates
& von seiner Ruhelage, nim-
lich diejenige Grosse, welche
direct gemessen wird;

g — die Beschleunigung der
Schwere;

I — die «reducirte» Linge des
Pendels;

i, — die Neigung der Drehungs-
axe des Horizontalpendels
gegen die Verticale, und

- § — die Entfernung des Schwin-
gungsmittelpunktes desPen-
dels von der ay-Ebene.

Fig. 1.

Diese beiden Formeln lehren uns ganz deutlich, dass principiell kein
Unterschied zwischen einem Vertical- und einem Horizontalpendel besteht,

1) Mit bifilarer Aufbingung; siehe meinen Aufsatz «Ueber seismometrische Beobach-
tungen». L. c. p. 144.

2) In diesen Formeln sind nur die Hauptglieder, welche die Bewegung der Apparate be-
herrschen, beibehalten worden. Von der Dampfung ist ebenfalls vollstindig abgesehen worden.

3) Man vergleiche die Formel (233).

. |

-,
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nur ist ein Horizontalpendel, wegen des Vorhandenseins des Factors ¢, in
dem Hauptgliede mit 6, ein viel empfindlicherer Apparat, als das Vertical-
pendel.

Die Hauptsache aber ist die, dass das Glied, welches von den Ver-
schiebungen der Erdoberfliche unmittelbar abhingt, immer in der Verbin-
dung «” — g auftritt. Wenn diese Verschiebungen und Neigungen als vollig
unbekannte Grossen auftreten, ist es folglich ganz und gar unmoéglich, aus
den Aufzeichnungen cines solchen Apparates diese Verschiebungen und
Neigungen getrennt zu bekommen, Die Beobachtungen mit solchen Instru-
menten, wenn dieselben in der iiblichen Weise auch in zwei zu einander
senkrecht stehenden Azimuten aufgestellt sind, werden nie im Stande
sein, uns iiber die wahre Bewegung der Erdoberfliche wihrend eines Erd-
bebens aufzukliren.

Wic compliciert die Bewegung eines Horizontalpendels ausfallen kann,
wenn es zu gleicher Zeit der Wirkung von Verschiebungen und Neigungen
ausgesetzt ist, falls dieselben auch nur einfache Sinusbewegungen darstellen,
werden die im nichsten Paragraphen mitgetheilten mit meiner friiher be-
schriebenen Untersuchungsplattform?') ausgefiihrten Beobachtungen ganz
deutlich zeigen.

Eine niihere Betrachtung der beiden friither aufgestellten Formeln lisst
jedoch die Moglichkeit erkennen, dass man mit Hilfe von zwei, resp. vier,
wenn man auch das entsprechende Azimut feststellen will, Vertical- oder
Horizontalpendeln die Verschiebungen von den Neigungen zu trennen im
Stande wire. Zu diesem Zweck miisste man, zum Beispiel, zwei Vertical-
pendel in verschiedenen Hohen aufstellen und, da fiir jedes derselben s
einen verschiedenen Werth erhilt, so ist in Wirklichkeit die theoretische
Moglichkeit vorhanden, aus den Aufzeichnungen beider Instrumente z und ¢
getrennt zn bekommen. Das wire jedoch ein sehr complicierter Weg, welcher
kaum zu empfehlen ist. Es lisst sich aber auf diesem Princip ein besonderer
Apparat, eine Art Doppelpendel construiren, welcher im Stande ist, die
Neigungen der Erdoberfliche in sehr einfacher Weise wiederzugeben, ganz
abgesehen von dem Vorhandensein irgend welcher Verschiebungen. Auf
diese Frage werde ich ebenfalls erst in einem spiteren Paragraphen zuriick-
kommen.

In meinem ersten Aufsatz «Ueber seismometrische Beobachtungen»?)
habe ich zur Untersuchung von Neigungen einen Davison’schen Apparat

1) Siehe «Ueber seismometrische Beobachtungen» l. c. § 10, p. 162 und «Zur Methodik
der seismometrischen Beobachtungen». Comptes rendus des séances de la Commission sismigue
permanente. T. I. Livraison 8. § 9. p. 49 (1904).

%) L. c. § 8 p. 165.
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vorgeschlagen, wobei ich, um die schwingenden Bewegungen des Apparates
moglichst zu beseitigen, von unten an dem Gewicht einen Stift anzubringen
fiir niitzlich hielt, welcher in eine kleine Hohlung hineinragte.

Ein Davison’scher Apparat bietet den grossen Vortheil, dass man
durch Vergrosserung des Unterschiedes in der Liinge beider Driihte oder
durch Verkleinerung der Entfernung zwischen denselben die Empfindlich-
keit des Apparates fast im beliebigen Maasse zu steigern im Stande ist, und
es schien mir alsdann, als ob der Apparat von Davison, wegen seiner
hohen Empfindlichkeit, als ein sehr werthvolles Instrument zur Untersuchung
von Neigungen zu empfehlen wiire. Ich habe jedoch dabei ausdriicklich be-
tont!), dass man, bevor man zur Griindung einer seismometrischen Station
nach dem von mir damals vorgeschlagenen Plan herantritt, die verschiedenen
angegebenen Formeln zuerst einer sorgfiltigen experimentellen Priifung
unterziehen soll. In Bezug auf den Davison’schen Apparat erwies sich
dies als hochst berechtigt, da derselbe, obgleich er eine sehr grosse Empfind-
lichkeit besitzt und fiir statische Vorginge, wenn es sich nur darum han-
delt, die resultierende, fest bleibende Neigung der Erdoberfliche zu er-
mitteln, sich als ein hichst zweckmiissiges und elegantes Instrument bewiihrt
hat, bei dynamischen Vorgiingen dagegen, wenn er fortwiihrend dem Einflusse
von Neigungswellen ausgesetzt ist, alle seine Vortheile verliert und sich,
wenigstens in der ihm von Davison gegebenen Form, als ganz und gar
unbrauchbar erweist. Es ldsst sich jedoch an diesem Apparat eine gewisse
Abiéinderung treffen, welche ihn wieder in ein zur Untersuchung von Nei-
gungen ganz brauchbares Instrument zu verwandeln im Stande ist. Auf
diese Frage werde ich ebenfalls spiiter zuriickkommen, wenn ich die voll-
stindige Theorie dieses Instruments, welche in meinem ersten Aufsatz nur
skizziert wurde, angeben werde.

Dementsprechend zerfillt diese meine Abhandlung in folgende Haupt-
theile. Erstens werde ich die verschiedenen von mir unter Mitwirkung
meines Assistenten Herrn Wilip, welcher mir bei dieser ganzen Arbeit sehr
behiilflich war, auf meiner Plattform ausgefiihrten Untersuchungen iiber
den Einfluss von Verschiebungen und Neigungen auf ein Horizontalpendel
angeben. Dann werde ich versuchen, eine vollstindige Theorie des Davi-
son’schen Apparates darzulegen und zwar zuerst eines von unten gestiitzten,
wie dieses von mir zuerst vorgeschlagen war, und alsdann eines ganz freien.

Zum Schluss werde ich drei Typen von Apparaten besprechen, welche
meiner Ansicht nach zur Erforschung reiner Neigungen wirklich tauglich
sind, ganz unabhiingig von irgend welchen Verschiebungen.

1) 1. ¢. p. 162.

B\

§ 2.

Ueber die Bewegung eines Horizontalpendels unter dem Einfluss
von Verschiebungen und Neigungen.

Das von mir zu diesen Versuchen benutzte Horizontalpendel, welches
nach dem Typus der von Bosch in Strassburg angefertigten Instrumente
construirt ist, war dasselbe, welches ich bei meinen fritheren Versuchen®)
verwendet habe.

Dieses Pendel wurde auf meiner frither beschriebenen Plattform auf-
gestellt; auf derselben befand sich ebenfalls der Registrierapparat mit der
drehbaren Trommel. Ein fest mit dem Boden des Zimmers verbundener
Stift diente zur Registrierung der horizontalen Verschiebungen der Platt-
form auf der drehbaren Trommel. Diese ganze Einrichtung war vollstindig
identisch mit derjenigen, welche ich in den §§ 10 und 14 meines eben er-
wiihnten Aufsatzes ausfiihrlich beschrieben habe, wobei die dort angegebenen
Anmerkungen auch bei diesen Untersuchungen ihre Giiltigkeit behalten.

Bei meinen fritheren Versuchen habe ich die Bewegung eines periodi-
schen und eines aperiodischen Horizontalpendels nur unter dem Einflusse
von Lingsverschiebungen der Plattform untersucht.

Jetzt habe ich die Plattform, mit Hilfe der zweiten excentrischen
Rolle?), auch periodischen Neigungen ausgesetzt. Ich konnte also entweder
periodische Verschiebungen, oder periodische Neigungen, oder auch beide
zugleich auf das Horizontalpendel wirken lassen, wobei die Perioden beider
Bewegungen mit Hilfe von Transmissionsrollen verschiedener Durchmesser
und durch Ein- oder Ausschaltung von Widerstinden im Rheostaten beim
Electromotor in ziemlich weiten Grenzen geindert werden konnten.

Zum Zweck der Registrierung der Neigungen der Plattform wurde in
der unmittelbaren Nihe der Drehungsaxe derselben an dem beweglichen
Rahmen b (siehe die Fig. XV L. c. p. 163) eine Metallstange befestigt, welche
oben einen Stift zum Aunfzeichnen einer Curve auf dem geschwiirzten Papier der
drehbaren Trommel hatte, Ist die Entfernung dieses Stiftes von der Drehungs-
axe der Plattform gleich s, und ist die Plattform nur reinen periodischen
Neigungen allein ausgesetzt, so zeichnet dieser Stift bei der Bewegung der
Plattform eine einfache Sinuscurve mit der Amplitude in jedem Moment
gleich s,{ auf, wobei { die entsprechende Neigung der Plattform bedeutet.

1) Siehe meinen zweiten Aufsatz «Zur Methodik der seismometrischen Beobachtungen ».
L. c. p. 60.
?) Siehe meinen Aufsatz «Ueber seismometrische Beobachtungen». L. ¢. § 10. p. 162,
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Aus einer solchen Curve lisst sich die Periode der Neigungen leicht er-
mitteln.

Der fest mit dem Boden des Zimmers verbundene Stift zeichnet auf
der drehbaren Trommel bei Verschiebungen allein ebenfalls cine einfache
Sinuscurve auf, ist aber die Plattform Verschiebungen und Neigungen zu-
gleich ausgesetzt, so wird die entsprechende Sinuscurve etwas verzerrt, wie
es auf einigen weiter mitzatheilenden Curven ersichtlich ist. Diese Ver-
zerrung wird durch den Umstand bedingt, dass der obere Theil der Trommel,
auf der die registrierenden Stiftc draufliegen, nicht mit der Drehungsaxc
der Plattform zusammenfillt, sondern von derselben um s, entfernt ist. Diese
Verzerrung hindert jedoch nicht bei einiger Uebung die Periode der Ver-
schiebungen mit hinlinglicher Genauigkeit zu ermitteln. Ausser dem regi-
strierenden Stifte des Horizontalpendels und den beiden anderen erwiihnten
Stiften zur Registrierung der Neigungen und Verschiebungen der Plattform
wurde noch ein vierter mit dem Registrierapparat verbundener Stift benutzt,
welcher die Nulllinie angab und jede Secunde von einem kleinen Electro-
magnet angezogen wurde, wodurch die Zeit direct auf der Trommel markiert
wurde.

Diese vier Stifte wurden auf der Trommel in eine Linie gebracht und
so nah wie moglich aneinander gesetzt. Will man die erhaltenen Curven
einer genauen Auswerthung unterziehen, so muss man zur Ermittelung der
Phasenverschiebungen etc. genau die Entfernung der Stifte kennen, was
auch sehr leicht zu bestimmen ist.!) Bei diesen meinen Versuchen kam es aber
gar nicht darauf an, die erhaltenen Curven genau zu verwerthen; man wollte
nur den Charakter der Bewegung des Horizontalpendels unter dem Einfluss
von periodischen Verschiebungen und Neigungen bei verschiedenen Perioden
versinnlichen.

Fir diesen Zweck wiire es auch gar nicht nothig die registrierenden
Stifte fiir die Verschiebungen und Neigungen der Plattform zu benutzen, da
die Perioden beider Bewegungen direct mit Hilfe eines Secundenzihlers
hitten bestimmt werden konnen. Bei einigen Versuchen sind in der That
die Perioden der Verschiebungen der Plattform direct in dieser Weise er-
mittelt worden.

Alle weiter mitzutheilenden Versuche sind unter denselben Bedingungen
mit einem einfachen periodischen, so wie auch mit einem aperiodisch ge-
machten Horizontalpendel ausgefiihrt worden.

1) Dazu braucht man nur bei ruhendem Pendel und Plattform der Trommel eine kleine
Verschiebung der Axe cntlang mitzutheilen. Dann wird die Entfernung der Stifte direct auf
der Trommel angegeben.

AP
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Ehe wir zur Betrachtung der Resultate dieser Versuche (ibergehen,
wollen wir zuniichst die Theorie der Bewegung cines Horizontalpendels unter
dem Einflusse von periodischen Verschiebungen und Neigungen etwas niher
crortern.

Setzen wir eine dimpfende Wirkung auf das Pendel voraus, so ldsst
sich die Differentialgleichung (2) der Bewegung desselben in folgender ver-

allgemeinerter Form schreiben:

0"+256'+n96+—;-x"+—;—¢"—%¢= 0. v, (3)

Hierin bedeutet ¢ die Dimpfungsconstante; was nun aber »* betrifft, so
wird dasselbe bekanntlich durch dic folgende Beziehung mit der Neigung ¢,
der Drehungsaxc des Pendels gegen die Verticale verbunden

n = g% . (4)
Setzen wir
I, = 27“) (5)

so stellt (5) die Periode der Eigenbewegung des vollstindig ungediampften

Pendels dar.
Die Verschiebungen und Neigungen der Plattform entsprachen beide

einem periodischen Gesetz.
Setzen wir also demgemiiss

T=@ysiN (M E4-8) ..., (6)
und
b=, sin (gt —4+3g). ... ..l (7)
[st nun noch . 9
LT e
und o
T, = PR R (9

s0 bedeutet 7, die Periode der Verschiebungen und 7, die der Neigungen.
Beide Grossen konnten beliebig gedindert werden.

8, und 8, sind die anfinglichen Phasen beider Bewegungen; diese
Phasen setze ich, der Allgemeinheit halber, als ganz willkiirlich voraus.
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@, und {, sind die maximalen Amplituden beider periodischen Be-
wegungen. Bei meiner Plattform ist

T, = 6,4,
und
$p = 0°17' 57",

also im absoluten Maass
¢, = 0,005221,

Bestimmen wir nun aus den Gleichungen (6) und (7) die Werthe der
zweiten Derivierten und setzen sie in die Differentialgleichung (3) ein, so
folgt

0" 4+ 2¢0’ 4~ 120 = B, sin (n, ¢ -+ 3,) =+ B, sin (B¢ +2,), .. .(10)

Wwo
B (11)
und
B, = {snf—l—g}‘—"l—" ................. (12)
wird.

Bei der Integration dieser Gleichung (10) sind zwei Iille zu unter-
scheiden.

Der erste Fall
el n

entspricht einem gewohnlichen, periodischen Horizontalpendel mit mehr oder
weniger starker Dimpfung.

Der zweite Fall
E>n

entspricht einem aperiodischen Pendel.
Beide Fille wollen wir besonders untersuchen.

1. Fall. e m.

Die Differentialgleichung (10) lisst sich in einfacher Weise nach den
bekannten Methoden der Integralrechnung integrieren, wobei das allgemeine
Integral in folgender Form dargestellt werden kann:

0 = ¢ % [I, sinyt+T, cos yt] —+ Vile; sin (n, ¢+ 8, —A)) l

5 ...(13)
+17%2 SIn (ng ¢+ 0, — A,) l

— 9 —
Hierin bedeuten:
I T (14)
R =m—n?4n? ... ... (15)
B, = m?—n2P+4en? ... ... ... (16)
tg A, = (nf_‘_",;lz) ........................ (17)
tg A, = (nf‘_”;zz) ....................... (18)

I’ und I'y sind zwei Integrationsconstanten, welche von den Anfangs-
bedingungen der Bewegung des Pendels unmittelbar abhiingen.

Die Gleichung (13) stellt eine Curve dar, welche aus drei Sinuscurven
zusammengesefzt ist, deren Perioden respective 7 — 27“, T, und 7, sind.
Eine von diesen sinusartigen Bewegungen enthilt als Factor die Exponential-
grosse ¢ %, folglich werden die Amplituden einer dieser drei Bewegungen
mit der Zeit immer kleiner und kleiner.

Je kleiner die Differenz zwischen 7| und den Perioden 7} oder T,, desto
kleiner wird R, oder R,, also desto grisser der Factor beim entsprechenden
Sinusgliede.

Wir sehen also, dass ein einfaches periodisches Horizontalpendel, wenn
es zu gleicher Zeit Verschiebungen und Neigungen ausgesetzt ist, eine sehr
complicierte, aus drei Bewegungen zusammengesetzte Curve aufschreibt, die
unter Umstinden bei passender Wahl der Perioden recht verwickelt aus-
sehen kann. Dies haben die weiter mitzutheilenden Versuche auch in der
That gezeigt.

Fillt eine der Bewegungen der Plattform, entweder die Verschiebungen
oder die Neigungen, vollstindig weg, so vereinfacht sich die Bewegung des
Horizontalpendels, aber sie besteht immer noch aus zwei sinusartigen Be-
wegungen.

II. Fall. e>n.
In diesem Fall ist die Dampfung des Pendels so gross, dass es in ein

aperiodisches Instrument verwandelt wird. Dies lisst sich durch eine electro-
maguetische Dampfung leicht erreichen, wie ich es in meinem zweiten Auf-
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satz «Zur Methodik der seismometrischen Beobachtungenn ) anderweitig ge-
zeigt habe,

Das allgemeine Integral der Gleichung (10) nimmt jetzt eine andere
Form an.

Es wird néimlich

0 = [[,e ™"+ e ™) 4 L gin (-3 —A) l

VE,
, ... (19)
+ 1/_1%, sin (ngt -3, —A,). l
Hierin bedeuten:
R - 2 (20)
g == B0 st ettt i i e e 2n
a=+Ve—nh ... L. (22)

I', und I'; sind wiederum zwei Integrationsconstanten.

R,, R,, A, und A, haben dieselbe Bedeutung wie im Falle I; sie werden
resp. durch die Gleichungen (15), (16), (17) und (18) bestimmt.

Der in den eckigen Klammern in der Formel (19) stehende Ausdruck
verschwindet wegen der starken Diémpfung des Apparates schon bei sehr
kleinen Werthen von ¢, und es bleiben also nur zwei einfache Sinusbewe-
gungen mit den Perioden 7, und 7} iibrig.

Wir sehen also, dass ein aperiodisch gemachtes Horizontalpendel, wenn
es zugleich Verschiebungen und Neigungen ausgesetzt ist, eine doppelte
Sinuscurve aufschreibt. Die Bewegung des Pendels ist viel einfacher, als im
periodischen Zustande, aber immer noch kann seine Bewegung unter Um-
standen recht compliciert ausfallen.

Fillt eine der Bewegungen der Plattform, entweder die Verschiebungen
oder die Neigungen, ganz fort, so giebt das aperiodische Horizontalpendel
genau den Charakter der Bewegung der Plattform wieder, nur mit einer
anderen Amplitude und einer anderen anfinglichen Phase.

Die Werthe der Integrationsconstanten I, und I, in den Formeln (13)
und (19) lassen sich aus den Anfangsbedingungen der Bewegung ohne Schwie-
rigkeit bestimmen.

) L. e
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Wollen wir nun einige Specialfille etwas naher besprechen.,
Wir wollen immer voraussetzen, dass am Anfang der Bewegung das
Pendel in Rule ist.

Dann ist fiir £t = 0
O = 00 == O.

Was nun die anfiingliche relative Winkelgeschwindigkeit des Pendels
§" = (1), anbelangt, so ist es ohne Weiteres ersichtlich, dass dieselbe in fol-

gender Weise sich ausdriicken lisst:
(0) = — % 1@), +sWyty oo (23)

wo (), und ({'), die Geschwindigkeiten beider periodischen Bewegungen der
Plattform im Zeitmoment ¢ = 0 Dedeuten.

Die Formel (23) kann auch in folgender Weise sehr leicht bewiesen
werden.

Dazu braucht man nur die Gleichung (3) Glied fiir Glied nach ¢ zu in-
tegrieren und zwar zwischen den Grenzen 0 und <, wo 7 eine iusserst kleine
Grosse bedeutet.

Es ergiebt sich

T T
®), 4+ 2¢0, + nﬂjedt -+ —;- (@), 4+ % W), — _g ]‘,‘pdt = 0.
0 0
0, ist der Voraussetzung nach gleich Null; (#), und ({), sind zwei endliche

Grossen, wihrend beide in der letzten Formel vorkommende Integrale fiir
dusserst kleine Werthe von = selbst verschwindend klein werden; es wird also

©) = — 7 {@)+s W)},

was zu beweisen war.
Wegen der Beziehungen (6) und (7) kann man schreiben:

), = — % {n, 2, cos8 —+smydy cosd,). ... ... .. (24)

Setzen wir in der Gleichung (13) resp. (19) und in den aus ihnen
durch einmalige Differentiation nach ¢ erhaltenen Gleichungen { = 0, so
ergeben sich zwei Gleichungen, aus welchen I, und T, sich ohne Schwierig-
keit bestimmen lassen.
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Es folgt also unter Beriicksichtigung der Beziehung (24):

Im I Fall (e < n)

B .
L’Ilh {esin(3,—A,) +n, cos(3,—A,)} +
4 P e 8in (8, — A,) ~+m, o8 (5,— A,)} + .. .(25)
.’/‘R2 2 2 23 2 2
1 N 089 1
{1, €088, -+ smy, cos |

und
1 B B X
Iy = — }7{‘% sin (3, — AI)—V;E Sil (3—ABg). ... ... (26)
Im I Fall (> »)
. B — U c
I mjl ................... (27)
und
1 % - M Ql ¢ .
L= — 38 (28)
Hierin bedeuten:
— B — Bs Gin(s. — ¢
A = VE sin (3, — A,) — VT Sin(o,—4A), ... .., (29)
B= :'/‘—1%.' Cos (3,—A,) -+ 1‘{ 2 €08 (5, Az)—cw;-{nlx €08 6, +$ny7Y, €08 3,].. .(30)
i

Wollen wir nun fiir jeden dieser beiden Hauptfiille einige Specialfille
betrachten.

I. Fall. (¢<n).

Fall A, e=0 o, und 8, willkiirlich.
. ~ 2 . N n,?
0 =T, sinnt + T, cosnt + %"-;;_‘-niism (n,t+3,) + 4;0 e Sl Jsm (n,t+3,)
T = Zo "y COSS ‘—12‘%‘”—28;‘—_‘(10088
17 T a2 1 n 1 nt—ny? 2

B By i
, §in &, — 77— s SO 3.

Fall B. e=0 5, =0 8, =0
0—_—-—-—{'7”;—;‘7%’ %2 \];0:28+g sin nf
+3’l~°-”," smnt+¢l" :g—s—*";ﬂsmngt
Fall C. e=n 8, und 2, willkiirlich.
b= —ec ™ [{nz-? o3 Sin (3, —A) + S Sin (32——A2)} (1 -+ nt)

_,_{ P oos(3, —A) - ’B" cos(S —A )+ o (n z,c083 +sn2%cos8)} ]

n?+-n,?

B

B sin (n,t + 5, — Al)—s—;‘z—:”—22

n? -+ n?

Sin (1, + 8, — A,).

Fall D. E=n &, =20 8, = 0.

2
0:6.—"'[27&{ M "2322)2}—{7&1%‘-’-"2—_:'_—”1—5—;—

W n T W,

sm(n t—A) + By sin (nyt — A,).

n? 4 n,2

n2s—g)
—+ 0, "'n1+n2 ]-—l—

IL. Fall. (> n).

Fall C.%) e=n 8, und 3, willkiirlich.
)= —¢ ™ Bn2+n‘sm(8 l)—!—nlf_ 5 8in (8, -—A}(l—f—mf)
7 By S — __ﬁ__. s — A,)
-+ n2+”2c0s( A)+ 2cos( g) +

- %— (n,x, cos &, + sn,{, cos 82)= t] + ﬁ'"

3 sin (n, ¢+ 8, —A4,)

m sin (m,f + 8, — A,).

') Die Tille 4 und B haben keinen Sinn mehr, da e n ist,
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Diese Formel fillt mit derjenigen im Falle I (C) genau zusammen, was
schon a priori zu erwarten war, folglich werden die Formeln im Falle D
ebenfalls identisch.

Nach diesen theoretischen Ueberlegungen wollen wir nun zur Betrach-
tung der mit Hilfe der Plattform erhaltenen Curven der Bewegung des Hori-
zontalpendels iibergehen.

Es ist eine grosse Anzahl von Curven (im Ganzen bis 48) erhalten
worden, aber wir werden nur die charakteristischeren von ihnen betrachten.

In den meisten Fillen wurden die Versuche so eingerichtet, dass die
anfinglichen Phasen &, und 3, beider Sinusbewegungen fiir die Verschiebungen
und Neigungen gleich Null waren.

Was nun die Einzelheiten der Ausmessung der Curven anbelangt, so
verweise ich auf meine friiher citierte Abhandlung «Zur Methodik der seismo-
metrischen Beobachtungen».

Die erste Curve M 1 (siehe Fig. 2) wurde bei ruhender Plattform und
beim offenen Stromkreis im dimpfenden Electromagnet erhalten, Sie diente
nur dazu, die Eigenperiode des Pendels zu bestimmen. Es ergab sich
T = 9355.

Eine zweite ihnliche Curve N 24 (siehe IFig. 3) wurde nach Verlauf
der Hilfte der Beobachtungen erhalten. In diesem Fall war aber der Electror
magnet giinzlich entfernt worden. Die Curve zeigt jetzt eine fusserst kleine
Déimpfung, withrend im ersten Fall die Démpfung einen ziemlich betricht-
lichen Werth besitzt, obgleich der Stromkreis offen war. Diese Démpfung hat
ihre Hauptursache in dem im Electromagnet zuriickgebliebenen Magnetismus.
Auf die Periode des Pendels hat jedoch dieser Umstand keinen merklichen
Einfluss; aus der Curve No 24 ergab sich diese Periode 7 — 957.

Nach Abschluss aller Beobachtungen wurde die Periode des Pendels,
auch bei entferntem Electromagnet, abermals bestimmt (Curve M 48)%). Es
ergab sich 7= 9359.

Im Mittel aus allen drei Bestimmungen folgt fiir die Eigenperiode des

Pendels
7= 9357,

Vermehrt man nun die Stromstirke ¢ im Electromagnet, so wird die
Dimpfung des Pendels immer grisser und grosser werden, und bei einer
Stromstéirke ¢ = 2,1 Amp. wird das Pendel schon in ein aperiodisches In-
strument verwandelt.

1) Diese Curve ist hier nicht wiedergegeben.
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Die entsprechende Curve N 2 ist auf der Fig. 4 dargestellt. Das Pendel
wurde mit der Hand aus seiner Ruhelage entfernt, — daher die kleinen
Unregelmiissigkeiten am Anfang der Curve, — und alsdann sich selbst iiber-
lassen, In diesem Fall niihert sich das Pendel asymptotisch der Nulllinie
ohne Schwingungen um seine Ruhelage auszufiihren.

Die hier zu besprechenden Beobachtungen bestehen aus drei verschie-
denen Versuchsreihen.

Bei der ersten wurde das Pendel nur dem Einfluss der Verschiebungen
allein ausgesetzt.

Bei der zweiten wirkten auf dasselbe allein die Neigungen der Platt-
form, und schliesslich bei der dritten Reihe stand das Pendel zu gleicher
Zeit unter dem Einfluss der Verschiebungen und Neigungen der Plattform.

Die Curven sind fiir jede Periode dieser Bewegungen paarweise erhalten
worden.

Die eine Curve entspricht dem ungedimpften und die andere dem
aperiodischen Pendel. Fiir das ungedimpfte Pendel wurde der Electromagnet
in den meisten Fiillen ganz entfernt, bei drei Curven aber, wo die Ausschlige
de- Pendels sehr gross ausfielen, wurde eine kleine Dimpfung zugelassen,
indem der Electromagnet auf der Plattform stehen blieb, die Stromstéirke ¢
in demselben aber gleich Null gehalten wurde. (NB. Man vergleiche die
Curve X 1))

Erste Versuchsreihe.

Verschiebungen.

Ne der Curve. Ne der Figur, 7 T,

23 5 Ohne Magnet. 2190
18 6 2,1 Amp. 2,91
45 7 Ohne Magnet. 3,71
44 8 2,1 3,73
21 9 Ohne Magnet, 4,21

8 10 2,1 4,32
41 11 Ohne Magnet. 5,21
40 12 2,1 5,29
20 13 Ohne Magnet. 7,63

5 14 2,1 7,68
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Betrachten wir nun die Curven Ne)e 23, 45, 21, 41 und 20, welche
einem ungedimpften Pendel entsprechen, so sehen wir, dass sie recht com-
pliciert ausfallen, obgleich die Plattform selbst eine einfache Sinushewegung
ausfiihrt.

Vergleicht man weiter die Curven MM 23, 21 und 20, bei welchen
die anfinglichen Phasen &, und die des Pendels selbst gleich Null waren,
mit einander, so erkemnt man sofort, dass mit wachsender Periode 7,
der Verschiebungen der Plattform, d. h. bei Verkleinerung der Differenz
zwischen der Eigenperiode 7' des Pendels und 7), die Amplituden der Aus-
schlige desselben immer grosser werden.

Bei den Curven N> 45 und 41 waren die anfinglichen Phasen nicht
gleich Null, infolge dessen hiingen die Amplituden der Ausschlige des Pen-
dels im hohen Maasse von den Anfangsbedingungen der Bewegung ab.

Nun aber zeigen die anderen fiinf Curven X} 18, 44, 8,40 und 5, dass
beim Horizontalpendel, wenn dasselbe in ein aperiodisches Instrument verwan-
delt wird, der Einfluss seiner Eigenbewegung fiir nicht zu kleine Werthe von ¢
giozlich fortfillt und dasselbe eine Curve beschreibt, welche der der Platt-
formbewegung vollstindig #hnlich ist; die Periode ist genau dieselbe (1),
nur tritt eine gewisse Phasenverschiehung ein; ausserdem sind die maxi-
malen Amplituden der Ausschlige etwas geindert und zwar nehmen diese
Amplituden des Pendels mit wachsenden Werthen von T, stetig ab.

Das Verhalten aller dieser Curven steht im vollen Einklang mit der
frither vorgefiihrten Theorie.

Aechnliche Curven habe ich schon in meiner fritheren Abhandlung «Zur
Methodik der seismometrischen Beobachtungen» publiciert und ihre Eigen-
schaften dort anderweitig besprochen. Ich bin auf diese Frage hier nur der
Vollstiindigkeit halber nochmals zuriickgekommen.

Zweite Versuchsreihe.

Neigungen.
Ne der Curve. No der Trigur. 7 T,
28 15 Ohne Magnet., 2;28
26 16 2,1 2,15
47 17 Ohne Magnet. 2,72
46 18 2,1 2,78
27 19 0 4,22
25 20 2,1 3,67
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Solche Versuche iiber die Bewegung eines Horizontalpendels unter dem
Einflusse periodischer Neigungen der Plattform publiciere ich hier zum
ersten Mal.

Betrachtet man die Curven N)e 28, 47 und 27, welche einem unge-
dimpften Pendel entsprechen, so sehen wir, dass die Bewegungen desselben
unter dem Einfluss ganz einfacher periodischer Neigungen der Plattform
dusserst compliciert ausfallen. Dabei weisen die Curven NeMe 28 und 47 sehr
eigenthiimliche Zacken auf, die, wenn die Registriertrommel sich etwas
langsamer gedreht hitte, so aussehen wiirden, als ob das Pendel in diesen
Momenten gewisse Stosse erhalten hitte. In der That aber bewegt sich die
Plattform ganz ruhig nach einem einfachen Sinusgesetz, und die Zacken
haben also ihre Ursache nur in den Eigenschaften des Pendels selbst.

Diese Thatsache zeigt ganz deutlich, wie vorsichtig man vorgehen
muss, wenn man aus den Zacken der Seismogramme Schliisse iiber Stosse in
der Erdbewegung wiihrend eines Erdbebens ziehen will.

Bei der Curve N 27, d. h. bei dem grossten Werth von T, waren die
Ausschlige des Pendels so gross, dass man nicht mehr den dimpfenden
Electromagnet ganz entfernen konnte. In diesem Falle, wie auch bei den
weiter zu besprechenden Curven NeN2 31 und 32, verfuhr man bei den Ver-
suchen in folgender Weise. Man setzte die Plattform in Bewegung, wihrend
die Stromstirke im Electromagnet ¢ = 2,1 war. Das Pendel setzte sich in
Bewegung und nach einigen Secunden offnete man den Stromkreis und setzte
in diesem Moment die Trommel in Gang. Auf diese Weise bekam man
kleinere Ausschlige des Pendels, aber bei der Curve No 27 waren sie immer
noch so gross, dass das Pendel schliesslich aus dem Bereich der Registrier-
trommel kam. .

Gehen wir nun zur Betrachtung der Curven Ne)e 26, 46 und 25 iiber,
welche einem aperiodischen Pendel entsprechen, so sehen wir, dass fiir nicht
zu kleine Werthe von ¢ der Einfluss der Eigenbewegung des Pendels eben-
falls fortfillt. Die vom Pendel gezeichneten Curven schliessen sich sehr gut
den Curven der Bewegung der Plattform an; es sind ebenfalls Sinuscurven
mit genau derselben Periode T,. Es tritt jedoch eine Phasenverschiebung ein;
ausserdem sind die Amplituden der Pendelbewegung grisser und zwar, je
grosser T,, desto grosser wird auch die entsprechende maximale Amplitude
des Pendelausschlags, alles im vollstindigen Einklang mit der friher dar-
gelegten Theorie.

Wir sehen also, wie vortheilhaft es auch im Falle von Neigungen ist
ein Horizontalpendel in ein aperiodisches Instrument zu verwandeln. Aehn-
liche Betrachtungen, wie ich sie in meinem Aufsatz «Zur Methodik der

seismometrischen Beobachtungen» beziiglich der Bewegung eines periodi-
)

-~
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schen und aperiodischen Horizontalpendels unter dem Einflusse von Ver-
schiebungen angestellt habe, lassen sich auch auf den Fall von Neigungen
itbertragen.

Zum Schluss méchte ich noch bemerken, dass diese eben besprochenen
Versuche eigentlich keine ganz reinen Neigungsversuche waren, da bei
ihnen die Entfernung des Stiitzpunktes des Pendels von der Drehungsaxe
der Plattform s nicht Null war, sondern 22,7 cm. betrug. Infolge dessen
war das Pendel bei Neigungen der Plattform auch kleinen Verschiebungen
unterworfen, deren Maximalgrosse s§, — 1,2™/, betrug. Da aber diese Ver-
schiebungen dieselbe Periode 7, wie die Neigungen hatten, so hat diese
Thatsache in dieser Frage keine wesentliche Bedeutung.

Dritte Versuchsreihe.

Verschiebungen und Neigungen.

Ne der Curve.  A: der Figur, i T, T,
38 21 Ohne Magnet. 3,08 2147
36 22 2,1 3,08 2,43
39 23 Ohne Magnet. 4,02 3,27
37 24 2,1 3,99 3,26
31 25 0 4,46 2,39
29 26 2,1 4,48 2,42
32 27 0 5,63 3,09
30 28 2,1 5,68 3,23

Die Curven MM 38, 39, 31 und 32, welche einem ungedimpften
Pendel entsprechen, fallen, wie wir sehen, wenn das Pendel dem Einfluss
von Verschiebungen und Neigungen zugleich ausgesetzt ist, sehr compliciert
aus. Sie entsprechen der Theorie nach einer dreifachen Sinuscurve.

Die auf den Curven NeNe 31 und 32 dargestellten kleinen regelmissigen
Sinusoiden geben die Neigungen der Plattform, die mittlere verzerrte Si-
nusoide die Verschiebungen derselben wieder. Die dussere Curve stellt die-
Bewegung des Pendels selbst dar.

Gehen wir zur Betrachtung der iibrigen 4 Curven MM 36, 37, 29
und 30 iiber, welche bei denselben Voraussetzungen in Bezug auf die Werthe
der Perioden 7, und 7, einem aperiodischen Pendel entsprechen, so sehen

e T
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wir, dass dieselben viel einfacher als die 4 eben besprochenen Curven aus-
fallen. Sie entsprechen in der That jetzt schon einer doppelten Sinuscurve,
da der Einfluss der Eigenbewegung des Pendels eliminiert wird (fiir nicht zu
kleine Werthe von ¢), aber sie bleiben immerhin doch zu compliciert, um
fitr seismometrische Zwecke sehr niitzlich zu sein.

Es wiire ganz und gar unmiglich die Verschiebungen von den Neigungen-
aus der Aufzeichnung eines Horizontalpendels zu trennen, auch wenn das-
selbe in ein aperiodisches Instrument verwandelt wiire.

Fs muss also ein Mittel gefunden werden, um die Neigungen ganz
unabhiingig von den etwaigen Verschiebungen zu registrieren.

Der Losung dieser Aufgabe ist eben diese Abhandlung gewidmet.

§ 3.
Theorie des gestlitzten Davison’schen Apparates.

Ich habe in der Einleitung zu dieser Abhandlung bemerkt, dass der
Davison’sche Apparat ein gegen Neigungen sehr empfindliches Instru-
ment ist. Da er aber bei Verschiebungen wie ein Pendel in Schwingungen
geriith, so habe ich vorgeschlagen, um diese Ausschlige moglichst zu ver-
meiden, an demselben von unten einen Stift anzubringen, welcher in eine
kleine Hohlung hineinragt.

Ein solcher Apparat wurde nun vom Mechaniker des Physikalischen
Laboratoriums der Kaiserlichen Akademie der Wissenschaften Herrn Masing
construirt und auf der beweglichen Plattform untersucht. Derselbe bestand
aus einem schweren Messingeylinder, welcher von zwei Driihten ungleicher
Linge getragen wurde. Die Liinge der Drithte, wie auch die Entfernung
zwischen denselben, konnte beliebig geindert werden. Das ganze System
wurde an einem besonderen Gestell aufgehiingt. Unten am Cylinder wurde
der frither erwiihnte Stift angebracht.

Dieser Apparat erwies sich in der That als sehr empfindlich gegen
Neigungen. Bei den Verschiebungen der Plattform kam aber ein sehr wesent-
licher Nachtheil dieser Einrichtung zum Vorschein. Der untere Stift sollte
die Schwingungen des Apparates bei Verschiebungen verhindern, da aber
der Schwerpunkt dieses beweglichen Systems viel hoher als der Stiitzpunkt

des Stiftes lag, so gerieth der Cylinder bei Verschiebungen der Plattform in’s
o*
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¢ die Entfernung dieses Stiitzpunktes von der y-Axe.

Zittern, wobei er immer noch kleine Verschiebungen aufwies. Um diese » ist die Entfernung von ¥ vom Anfangspu nkte des Coordinaten-

zitternde Bewegung des Cylinders bei Verschiebungen mdoglichst zu ver-

meiden, versuchte ich die Entfernung zwischen dem Schwerpunkt des systems 0. Fig. 29.
cylindrischen Gewichtes und dem Stiitzpunkt des Stiftes moglichst zu ver- __c
kleinern. B

Dazu wurde der Cylinder von unten theilweise durchgebohrt und in 2
der Niihe des Schwerpunktes desselben ein kleiner Stift angebracht. Unter ’
dem Gewicht und ganz frei von demselben wurde eine kleine Siule befestigt,
welche mittelst einer Schraube gehoben oder gesenkt werden konnte. Oben
auf der Siule war eine kleine Platte befestigt, welche eine sehr kleine
conische Hohlung hatte. Wurde die Siule gesenkt, so konnte der Apparat
sich ganz frei bewegen. Hob man sie aber nach oben, so konnte der Stift in
die kleine Hohlung gebracht werden, wodurch die Unterstiitzung des Appa-
rates erzielt wurde. ; V-~

Die schematische Zeichnung auf der Fig. 29 giebt einen Ueberblick ‘
iiber diese ganze Einrichtung, 1

In Wirklichkeit hatte das Gewicht bei diesen Versuchen eine etwas
andere Form, welche den Stift immer zu sehen und dadurch die Hohe der
Platte mit der Hohlung passend zu regulieren gestattete.

Die mit diesem abgeinderten Apparat mit Hilfe der Plattform ge- Y
machten Versuche haben in der That gezeigt, dass die Verschiebungen der-
selben fast keinen Einfluss mehr auf die Bewegung des Apparates hatten. In
dieser Hinsicht erwies sich also die getroffene Einrichtung als ganz zweck- ' ‘ 223
miissig, aber es kam dabei ein neuer Nachtheil zum Vorschein. Die Schwin-
gungen des Apparates wurden in der That vermieden, aber die Empfindlich-
keit desselben gegen Neigungen hatte dabei sehr viel eingebiisst.

Je kleiner die Entfernung A zwischen dem Schwerpunkt des beweg- 2
lichen Systems und dem Stiitzpunkte des Stiftes ist, desto unempfindlicher
wird der Apparat gegen Neigungen. Das haben die Versuche ergeben,

Wollen wir jetzt die Theorie dieses Apparates besprechen und die Ab- '
hiingigkeit der Empfindlichkeit desselben vom Werthe von A klarlegen. i

S

Setzen wir ein rechtwinkliges Coordinatensystem zy# voraus (siehe die
Fig. 29), wobei die zy-Ebene mit derjenigen Ebene AC DB zusammen-

fallen soll, welche durch beide Drihte geht, wenn der Apparat in Ruhe ist. ’ ‘

Die Linge der Driihte sei resp. « und b, die Entfernung zwischen den- ; z “ 4

selben 23. o o
GP = A ist die Entfernung des Schwerpunktes G des beweglichen 0 - \,-; y

Systems vom Stiitzpunkte P, N --—F

EP = d die Entfernung von E vom Stiitzpunkt P und

& N
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Es soll nun eine sehr kleine Drehung ¢ um die y-Axe in der Richtung
des Pfeiles stattfinden.

Es fragt sich nun, um welchen Winkel 6 wird der Apparat sich dabei
um die EP-Axe drehen?

Wegen der Kleinheit von ¢ wird das gesuchte § auch der Winkel
zwischen AD und der y-Axe sein.

Ausserdem bestimmen wir den Winkel w, welchen die Normale PE zur
oberen Fliche AP des Gewichtes mit der z-Axe bildet.

Zu diesem Zweck bestimmen wir zuerst die Coordinaten der Punkte
4, C, B, D und P vor und nach der Drehung. Der Einfachheit wegen
setzen wir dabei

CH+d=m...... . ... . .. .. .. (31)
a+m=2~L.................... (32)
b4+m=1..................... (33)

Coordinaten vor der Drehung.

z, =0 X =0
415y =r—2¢ ¢l Yy =r—3
2, =m Z =1
z, =0 X, =0
B y=r—¢ D! Y,=r+:
2, = m Z, =1

Ix(,:Ol)
rl Yy =7
lzo.—:c

Die Coordinaten nach der Drehung wollen wir folgendermaassen be-

zeichnen:
Coordinaten nach der Drehung.

=1 l l Xl'stind,l
-+ (34) ¢4 Y/ =r—3 .. (35)
l Z' = Lcos¢ l

1) P bedeutet die Spitze des Stiftes.

x, =&, I X, = Isiny l
S =
‘=0 37
B)y =r+d+mn | ...(36) D) Y =r+ I (37)
IZ;:?n—l—Cn l Z, =l cosy.
[mo'z(c—f-a)tgapl
Ply =r  fin (38)
lzo'=c+e. l :

i te. iiber deren Vorzeichen
£, My Gy Egy Mgy Gund e sind 7 Unbekannte,

i i en.
wir keine Voraussetzungen mach ' .
Zwischen diesen Grissen besteht eine gewisse Anzahl von Beziehungen.

Die Entfernung zwischen 4 und C bleibt niimlich immer constant und
gleich a, resp. die Entfernung zwischen B und D ist immer gleich b. Anderer-
seits bleibt die Distanz zwischen der Spitze des Stiftes P und den Punkten 4

und B ebenfalls unverinderlich und gleich o, wo

ist.
Ausserdem ist AB immer gleich 28.

Es muss also sein
(mnr - Xlll)g —+ (?/1’ - Yx,)a -+ (zll - le)g =a
(@, — X, )+ vy — X, )+ (2, —Z,)) =0
(@, — P+ (4 — Y+ (& —2)f =7
(272' - xo,)2 -+ (?/2, - yol)2 + (er - zo,)g = 92
'}

v, —a, R+ (g — Y, (2] — 2, ) = 4%
1 2

Setzen wir in diese Gleichungen die friiher angegebenen Werthe der
Coordinaten ein und beschriinken uns dabei nur auf Glieder von der Ord-
nung ¢?, so ergeben sich, mit Riicksicht auf die Gleichungen (31), (3 23, ‘(322)
und (39) und bei Vernachlissigung von Gliedern von der Ordnunﬂg ed?, 4
G9? % ¢ und &£, folgende Beziehungen, in welche der Kiirze halber

folgende Bezeichnungen eingefiihrt sind:

B2+ 0=/ ... (40)
Bl 402 =g . (41)
Bl (=R (42)
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f"’+mLulb2—2LEI¢——2aZI =0
G~ mi? — 205, — L=0.... ......... ... ..., (44)
[* 4?2 — 2¢E § — 28n + 200+ —2de— 2 =0, .(45)

g+ A — 2B+ 200, + 240, + e — 2de — e = 0. .(46)

Diese fiinf Gleichungen stellen fiinf Beziehungen zwischen unseren
sieben Unbekannten dar. ,

%, und &, sind zwei kleine Grossen von derselben Ordnung wie ¢.

Was nun ¢ anbelangt, so lisst es sich leicht einsehen, dass ihm die
Grossenordnung von ¢* zukommt. In der That, wenn P das Gewicht des be-
weglichen Systems und M das Drehungsmoment bedeutet, wo M selbst pro-
portional { sein muss, ergiebt sich ohne Weiteres aus der bekannten Be-
ziehung (zur Bestimmung von M), nimlich

Pode = MdHL,

dass e von derselben Grossenordnung, wie J? sein muss.

Aus demselben Grunde und nach den Formeln (43) und (44) sind auch
¢, und g, von der Grissenordnung von 42,

Folglich sind nach den Formeln (45) und (46) auch v, und N, von der-
selben Grossenordnung {? (vergl. auch die Gleichung (47)).

Zieht man das in Betracht, so vereinfachen sich die friiheren Gleichungen,
bei Beibehaltung von Gliedern von der Ordnung {?, in sehr bedeutender
Weise.

Es wird namlich

o=t

9=

ke =7LE
G mL?— 2LEV—2a, =0................. (48)
E e mld?— 20— 2, =0 ot (49)
G P — 2 — 20, + 240, —2de =0 .. ... .(50)
P — 205+ 28, +- 240, — 2de =0 ... .. .. (51)

i — 2B B — 43— ) =0............ ... (52)
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Wollen wir nun aus diesen Gleichungen 7, v, {; und ¢, eliminieren.
Addiert man die Gleichungen (50) und (51), so ergiebt sich unter Be-
riicksichtigung der Gleichung (52)

8d.e = (5 + B -+ 4c*? —de(§, + )b +4d (@ +0) ... (53)

¢ und ¢, lassen sich resp. aus den Gleichungen (48) und (4'9) ermitteln.
Bringi.:1 man i’]!1re Werthe aus denselben in die Gleichung (53) ein, so folgt

8d.c — (EI+EQ)2+4024,2_4C(EI+ 52)4/+(P512+4522)+ l ...(54)

m(pL ) —2 (pLE+ g5y, )

Hierin bedeuten

« 0.
..................

K

I

o
“e——

Die Gleichung (54) geniigt noch nicht unser Problem zu ldsen, da sie

3 Unbekannte, nimlich &, % und ¢ enthilt. Wir miissen als? noch. zwel
andere Beding;mgen heranziehen. Dieselben werden durch die Gleichgewichts-

bedingungen unseres beweglichen Systems gegeben.

Wollen wir zu diesem Zweck zuerst die Cosinusse der Winkel einiger
Richtungen auf unserer Fig. 29 mit den Coordinatenaxen bestimmen. .

Geht eine Gerade durch zwei Punkte M, und M,, dessen Coor(%mate.n
resp. &, %, 4 und %,, ¥, 2 sind, hindurch, so 'Werden bekannthc;l (;he
Cosinusse der Winkel A, w und v zwischen der Richtung M, M, und den
Coordinatenaxen durch folgende Gleichungen gegeben:

Ly — T
cosh = +V(e, — 2+ (Y, — 9+ (8 — &)
= L Tt T SN—— (56)
008 pr = +V(L, — 22+ (Y, — )2+ (22— 4
2, — 2, .
sy = + V(X, — )2+ (Y, — Y )2 + (22— #8)°

Seien nun fiir die Richtung AB (von 4 nach B), .zwischen den Be-
festigungspunkten der Driihte, die Winkel mit den Coordinatenaxen a, B, v,
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dann ergiebt sich aus den Formeln (56), (34) und (36) unter Beibehaltung
von Gliedern niedriger Ordnung

cosa = ——~522_8§‘

— 2
cosfB=1— %(QFE‘) ............. (57)
cosy = .__‘522“84_

Fir die Richtung PE seien die entsprechenden Winkel ds Boy Yo- Es
folgt ohne Weiteres in ihnlicher Weise auf Grund derselben Formeln und

der Gleichungen (38) und (31) und unter Beriicksichtigung, dass Z in der
Mitte zwischen 4 und B liegt,

cos a, = El__'—_géa—_%c_qf
cos B, = ’“—;;l—"? ........... (58)

N 1 (& &, — 2¢cy)2
COsS v, = 1—?{‘—227_}.

Unsere gesuchten Winkel sind 6 und w.
Nun ist

0=

W= 7,.

und

Aus der zweiten der Formeln (57) und der dritten der Formeln (58)
erhilt man sofort

o =525 . (59)
und ,
o=lhthony © ... .(60)

Denken wir uns nun eine Gerade 7', welche in der oberen Fliche
unseres cylindrischen Gewichtes liegt und senkrecht zu 4B ist, wobei noch
T nach der Seite der positiven 2-Axe gerichtet ist. Die Winkel, welche
diese Richtung mit den Coordinatenaxen bildet, seien X, p und v.

T muss also senkrecht zu AB und PF sein.

!) 6 ist positiv, wenn die Richtung 4B zwischen der positiven z- und y-Axe liegt.
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Wir haben also die folgenden zwei Bedingungen

cosA coso =+ cos cos B —+ cosv cosy = 0

cos \ cos &, = €08 . €08 By -+ cos v cos y, = 0.

Fiigt man noch die Bedingung

cos? A —+ cos? . —+ cos’v =1

hinza. so hat man drei Gleichungen, aus welchen A, p. und v sich ermitteln
k]

lassen.
Es ist unter Beibehaltung von Gliedern erster Ordnung

cosh =1 l

&—G

CoS p = — g5

_ E -8, —2¢¢ I
COSV-—'——-——@——- )

Bezeichnen wir noch die Winkel, welche die Richtungen AC (a) und
BD (b) mit den Coordinatenaxen bilden, resp. durch o, B,, v, und oy, B,
und vy,.

;Es ergiebt sich nun auf Grund der Gleichungen (56), (34), (35), (36),
(37), (32) und (33) unter Beibehaltung von Gliedern niedrigster Ordnung

cos B, = — ’% ................. (62)
cosy, = 1

" Cos o, = N’—b_—’z
cos B, = — %2_ ................. (63)
cos y, = 1.

Bedeutet nun P das Gewicht unseres beweglichen Systems, so wirt_i,
wegen der Kleinheit des Winkels w, bis auf Glieder hoherer Ordnung die
Spannung beider Drihte gleich P sein. Da aber noch der Schwerpunkt des
Systems G auf der Axe PE liegt, welche durch die Mitte zwischen den



Befestigungspunkten 4 und B der Driihte hindurchgeht, so werden beide
Driihte gleich stark gespannt.?)

Ist ¥ die Spannung jedes Drahtes, so wird
P

F == E‘.

Bedeutet nun o7 den Winkel zwischen AC und 7 und bT den Winkel

zwischen BD und 7, so muss beim Gleichgewicht, damit kein Drehungs-
moment um die Axe PE entsteht,

Fcos (aT) = F cos (bT)
sein.
Nun ergiebt sich aber aus den Gleichungen (61), (62) und (63), wiederum
bei Beibehaltung nur von Gliedern niedriger Ordnung,

o8 (aAT) = I% — 5_1_1%7“_2@ ............ (64)
und
cos 0) = W= _hwhoer (65)

Wir erhalten also noch die folgende Beziehung zwischen & und &:

Ly—% _ 1y—¢
— —b—2 ................. (66)

Hieraus folgt mit Riicksicht auf die Beziehungen (55), (32) und (33)
” 1 5 =
;sz{p21+m(q—p)¢} ............... (67)
Setzt man diesen Werth von %

%, 1n die Formel (54) ein, so nimmt die-
selbe folgende vereinfachte Gestalt an:

8¢ d.e = AE2— 2mAL Y + {m? U — dedg®td®, ... (68)
wo
A=@P+Q)(P+qg+Dg «cvvevven. ... (69)
ist.
Es fehlt also nur noch eine Beziehung zwischen ¢ und £, um alle unsere
Unbekannten bestimmen zu kénnen.

') Bei meinem Apparat gingen die Drihte @ und b, welche einem ganzen Stiick Draht
entsprachen, tiber eine kleine Rolle am oberen Theile des Gewichtes, somit waren diese Drihte
immer gleich stark gespannt.

~2?
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Diese Beziehung liisst sich aus der Gleichgewichtsbedingung auf zweierlel
Art gewinnen.

Erste Methode.

Beim Gleichgewicht muss die Erhebung H des Schwerpunktes G unseres

beweglichen Systems ein Minimum sein.
Es ist leicht einzusehen, dass

H=2z +Acosy,
ist, oder, nach der dritten der Gleichungen (38) und (58),

H=c¢c+e¢+A—- T

L

oder, mit Riicksicht auf die Gleichungen (67) und (31),

2dg —m(p+q]¥)*
H=(6+A)+s——%{(1’+0)51+[2£q m(p }
Die Gleichgewichtsbedingung fordert

dH

— = 0.

at,

Man kann also schreiben

{(p+q)§1+[2dq—m(p+q)]¢} (p+9

de .
ag, = A 2d-q 2dg

Nach den Formeln (68) und (69) hat man ebenfalls

de p+aq (@+a+pg G—nd)
= 4dq?

ai,

. " de . . .
Vergleicht man beide Ausdriicke fir i mit einander, so ersieht

man, dass

1 A 2dg—m(p+aq) 70
g, = A _p+yq {m d  p+qg+pg }4’ """ (70)
Hr
ist, und nach der Formel (67)
1 A 2dp—mp+9 (71
£ = A p+a {m—'—? P—+q-+1q }4/ 7D

I—F.p+q+pq

& und &, sind also vollig bestimmt, folglich lassen sich alle anderen
Unbekannten aus den fritheren Gleichungen unmittelbar ableiten.
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Zweite Methode.

Statt das Minimum von # aufzusuchen, kann man die néthige Gleich-
gewichtsbedingung in einer anderen Form ausdriicken.

Beim Gleichgewicht muss nimlich
um eine zu AB parallele Axe, die
gleich Null sein.

Es muss also

das resultierende Drehungsmoment
durch den Stiitzpunkt P hindurchgeht,

I [cos (ﬁ’) ~+ COS (bAT)] d=P-cosv-A
sein,

Da aber
F =

o] N

und
oS (aAT) = cos (bAT)

ist, so folgt nach der Gleichung (64) und der dritten der Gleichungen (61)

L¢—E|*&l+§2—2c¢_ _é.gl+62—204}
a 2d Y 2d :

Daraus ergiebt sich mit Riicksicht auf die Gleichungen (67), (31), (32)
und der ersten der Gleichungen (55)

— 1 A2dq—m(p+q)
o= A p+gqg {m—'"? P+q-+pg “”

1—=.

_Prag
d p+gq+pq

also dieselbe Formel wie friiher,

Hat man nun £ und &, einma

1 bestimmt, so lassen sich die gesuchten
Winkel 6 und o aus den Formeln (

59) und (60) leicht bestimmen,
Es ist, mit Riicksicht auf die Gleichung (31),

H — Ml_&.i.q,
12, _P+q p+q+pg 3
d p+q-+pg
und
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so folgt aus den Gleichungen (55)
p+q __a—+b
p+q+pg 25 )
p—qg __ __a—=b
p+qg-+pg 2
ird also
B 1 Aezboy (73)
= — a+b A s 23
2s d
e L (74)
w == avb 3 Y
1= 2s d

Die Formel (73) lehrt uns folgendes. ' . -
Wiire der Davison’sche Apparat vollstindig frei, also unbestutzt,dso
: . . o n
wiirde die Drehung desselben bei einer Neigung der Unterlage um de
Winkel | gleich 0, sein, wo bekanntlich

B, =252 (75)

i d. . . 3 . _
" Im jetzigen Falle aber, wo der Apparat gestiitzt ist, wird die ent
D

sprechende Drehung nach der Formel (73) gleich

! A (76)
0= a+b A s U
1— 25 d
i L S 1 kleiner sein.
also im Verhiltniss von l—m ~ zu
T T2 d

Was nun die Neigung o der Axe des Instruments PE at;)elanglt(,7ic)>
i e

unterscheidet sich dieselbe fiir kleine Werthe von A nach der Form
recht wenig von ¢. ' ‘ ) _

Um dgie Ve:l"‘rﬁckungcn des Apparates bei Verschlebunber{ gerhle:it:;;
lage moglichst zu vermeiden, muss A klein g'ev'viihlt. Werd“ell, ie 1oeciCh o
dabei die Empfindlichkeit des Instruments sehr viel ein. Warek . g —
gemacht, so wiirde der Apparat bei Neigungen iiberhaupt keine
anzeigen, o . .

Dieses Resultat steht in voller Uebereinstimmung mit den Erfahrungs
thatsachen.

1) Unabhingig vom Vorzeichen.
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Um mich von der Richtigkeit der vorgefithrten Theorie zu itberzeugen
. b
habe ich specielle Versuche unternommen, wobei die Winkel ¢, 6 und

getrennt gemessen wurden.

’Zu diesem Zweck wurde der friiher beschriebene gestiitzte Davi-
son’sche Apparat auf der Untersuchungsplattform aufgestellt und derselben

die maximale mogliche N eigung ¢ gegeben,

Die entsprechende Drehung 6 und Neigung o des Apparates wurde

nach der gewohnlichen optischen Methode mittelst Fernrohr und Scala
gemessen.

Es ergab sich

Y= 0°17"57"
b = 0° 234"
w = 0°18"18",

Die Ausmessung des Apparates ergab
a = 90,44 cm.,

b= 4522 »

20 = 0,78 »

d=19,06 »
ks ¢ = 34,94 » ,
§ = 86,89 cm.

Mit diesen Daten liess sich A nach der F
ergab sich er Formel (73) berechnen, Es

A= —0,216cm.

Der Schwerpunkt befand sich also unterhalb des Stiitzpunktes P.
Aus der Formel (74) ermittelte man weiter die Neigung des Apparates

w = 0°1748".

Der Unterschied von dem direct
nur 30”7, was nur 0,34
wiirde.

. Die Uebereinstimmung zwischen Theorie und Erfahrung kann also als
eme ganz befriedigende bezeichnet werden.

. W:‘Lr.e der Davison’sche Apparat vollstindig frei gewesen, so wiirde er
sich bei einer Neigung ¢ der Unterlage von 0° 17 57" um etwa 17°
haben, wo 6, also ungefihr 57 mal grosser als J wiire.

gemessenen Werth von w betrigt
"/ auf der Scala bei der Spiegelablesung ausmachen

gedreht

In Wirklichkeit aber, wo der Apparat gestiitzt war, war die Drehung 9
nur 0°2' 34", also 7 mal kleiner als ¢ und etwa 400 mal kleiner als 0,.

Wir sehen also, dass ein in der Nihe des Schwerpunktes gestiitzter
Davison’scher Apparat, obgleich er sich der storenden Wirkung der Ver-
schiebungen entzieht, doch in Bezug auf Neigungen sich als ziemlich
unempfindlich erweist.

Ich sah mich also gendthigt auf die Stiitzung des Apparates zu ver-
zichten und mein Bestreben darauf zu richten, cine solche Vorrichtung zu
treffen, wo die Verschiebungen (Schwingungen) des Apparates nicht regi-
striert werden und nur die Drehungen desselben zum Ausdruck kommen.

Dies liisst sich in der That durch eine electromagnetische Vorrichtung
erreichen, wie wir es im nichsten Paragraphen sehen werden.

§ 4.
Electromagnetische Vorrichtung zum Registrieren von Drehungen allein.

Um die Drehungen des Davison’schen Apparates allein zu registrieren,
ganz unabhiingig von den Verschiebungen desselben, scheint die einfachste
Methode diejenige zu sein, am Gewichte des Apparates einen kleinen verti-
calen Spiegel zu befestigen und die gewohnliche optische Registriermethode
anzuwenden. Bei einem freien Davison’schen Apparat lisst sich jedoch
diese Methode nicht anwenden. Bei Verschiebungen und Neigungen der
Unterlage setzt sich niimlich derselbe in Schwingungen, welche zur Folge
haben, dass der Lichtpunkt auf der Registriertrommel sich der Zeit-Axe
entlang verschieben wird, was die Aufzeichnungen bei Drehung des Appa-
rates ganz verderben wiirde. Die Abscissen der verschiedenen Punkte der so
erhaltenen Curven wiirden nicht den zugehorigen richtigen Zeitmomenten
entsprechen, und es wiirde iiusserst schwierig, wenn nicht vielleicht ganz
unmoglich sein, eine solche Curve zu bearbeiten und zu verwerthen.

Es lisst sich jedoch mit Hilfe einer einfachen electromagnetischen Vor-
richtung die Registrierung der Verschiebungen des Apparates ganz aus-
schliessen und nur die Drehungen desselben wirksam machen.

Denken wir uns nimlich am Gewichte von unten eine horizontale
Leiste AB befestigt, wie dies in den schematischen Fig. 30 und 31 zu sehen
ist, und zwar senkrecht zur Ebene der Drihte. An jedem Ende dieser Leiste
sel eine kleine electromagnetische Spule mit einer grossen Anzahl von Win-

dungen befestigt. Jede Spule ragt theilweise in das moglichst homogene
3



F(.ald eines Electromagnets hinein (M, und M,). Die Enden jeder Spule sei

mit den Windungen eines und desselben aperiodischen G:;,lvanomzters vlen
bun(.len. Somit haben wir zwei parallele Stromkreise mit einem gemeinsanf:;
Th?ll, némlich den Windungen der Galvanometerspule selbst. Bei einer Ver-
schlel?ung des Apparates parallel zur Richtung 4B wird in jeder Spule ein
electrischer Strom inducirt, dessen Intensitiit von der Feldstirke des Electre-

llilg"netts und dem Widerstande des entsprechenden Stromkreises unmittelbar
abhiingt.

Fig. 30.
!C’
M. 0
M,
e—— B
—)
| S——
Fig. 31.
M‘ _____ A
s

Sétzen Wir nun, um einen bestimmten Fall vor Augen zu haben, voraus
dass beide Spulen #hnlich gewickelt sind und dass die Grosse und éichtun :
der magnetischen Kraft in beiden Electromagneten dieselbe ist, etwa von obei
nach ux.lten, wie dies in der Fig. 30 durch Pfeile angedeutet’ist Bei einer
Vfarsch'lebung des beweglichen Systems parallel zu 4B von links .nach rechts
tritt die Spule B in das Feld M, hinein und die Spule 4 eben so viel aus
dem Fe-lde M, heraus. Folglich werden die inducirten Strime die Galvano-
mfat.erwmdungen in entgegengesetzter Richtung durchfliessen und sich gegen-
seitig aufheben. Die Galvanometernadel wird also keinen Ausschlag eien
.Dux(‘ich Regulieren der Widerstinde beider Stromkreise und der Stromftfirke:
:Il‘Zie(;:n.Electromagneten ldsst sich eine vollstindige Compensation leicht

Preht sich aber das Instrument um die Axe 0C, so werden, wie aus
den Figuren leicht ersichtlich ist, beide inducirte Strome in dersel’ben Rich-
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tung durch das Galvanometer fliessen und sich gegenseitig verstiirken; die
Galvanometernadel bekommt also einen Ausschlag, wobei durch Vermehrung
der Stromstiirke in den Electromagneten die Empfindlichkeit der Registrie-
rung zwischen sehr weiten Grenzen gesteigert werden kann.

In dieser einfachen Weise lassen sich also die Verschiebungen des
Instruments bei der Registrierung vollig eliminieren und nur die Drehungen
desselben sich wirksam machen. ]

Will man eine véllig symmetrische Aufstellung haben, so empfiehlt es
sich statt zweier Spulen zwei Paar Spulen anzuwenden — auf jeder Seite
ein Paar. Es lassen sich ohne Schwierigkeit dieselben mit einander und mit
dem Galvanometer so verbinden, dass nur bei Drehungen des Apparates um
die Axe OC Strome durch die Galvanometerwindungen fliessen, wihrend bei
Verschiebungen parallel zu 4B und auch senkrecht zu dieser Richtung die
inducirten Strime sich genau aufheben. Ist die Compensation bei Verschie-
bungen in zwei zu einander senkrechten Richtungen erzielt, so werden die
Strome bei einer Verschiebung des Apparates in jedem beliebigen Azimut
sich ebenfalls compensieren.

Zum Zweck der Erleichterung der Manipulationen mit dieser Vorrich-
tung habe ich auch ein besonderes Schaltbrett construiren lassen.

Diese ganze electromagnetische Aufstellung habe ich einer experimen-
tellen Priifung unterzogen, wobei dieselbe in dusserst befriedigender Weise
sich bewihrt hat. :

Die hier beschriebene electromagnetische Vorrichtung bietet also die
Moglichkeit, den Davison’schen Apparat vollstindig frei zu lassen. Alle
Verschiebungen desselben werden dabei ganz fortfallen und nur die Drehungen,
welche bei Neigungsbeobachtungen von Belang sind, werden allein registriert,
wobei die frither erwiihnten Nachtheile der gewothnlichen optischen Spiegel-

registrierung vollstindig fortfallen.

§ &

Theorie der Bewegung des freien Davison’schen Apparates
bei ruhender Unterlage.

Durch die eben beschriebene Vorrichtung schien mir zuerst die Auf-
gabe der Registrierung von Neigungen gelost. Es traten aber neue und sehr
erhebliche Schwierigkeiten auf, die die Losung des Problems sehr auf-

geschoben haben.
3*
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Es ist ja wahr, dass dank dieser electromagnetischen Vorrichtung die
Léngsverschiebungen des Davison’schen Apparates iiberhaupt nicht mehr
registriert werden, da aber diese Verschiebungen bei einem freien Apparat.
die eine Art Pendel darstellt, bei Verschiebungen und N eigungen der Unter-
lage immer vorhanden sind, so fragt es sich, ob diese Verschiebungen ihrer-
seits nicht eine secundire Drehung des Systems hervorrufen, ganz unab-
hiingig von der Drehung desselben in Folge der Neigung der Unterlage .

Diese etwaige secundiire Drehung bei Verschiebungen des Apparates
dachte ich in folgender Weise eliminieren zu konnen.

Es ist einleuchtend, dass beim Davison’schen Apparat, wenn er eine
sehr kleine Drehung erfahrt, dieselbe um eine Axe erfolgt, die parallel zu
den Drihten 4C und BD (siehe die Figur 29) ist und zwischen den Befesti-
gungspunkten 4 und B beider Drihte hindurchgeht, Gelingt es durch Auf-
legen von Seitengewichten den Schwerpunkt des Systems in die Richtung
dieser momentanen Drehungsaxe zu bringen, so kann offenbar bei einer Ver-
schiebung keine Drehung stattfinden, dabei kénnen auch selbstverstindlich
beide Drihte nicht gleich gespannt werden.

Alle Versuche, dies zu erzielen, sind vollkommen gescheitert; es trat
immer bei einer Verschiebung (bei Schwingungen) des Apparates, bei voll-
kommen horizontaler Stellung der Unterlage, eine Drehung ein, die iiber-
haupt nicht zu eliminieren war.

Diese Unannehmlichkeit veranlasste mich, ein ganz vereinfachtes Modell
eines Davison’schen Apparates bauen zu lassen, um die Gesetze der Be-
wegung desselben moglichst vollstindig zu studieren.

Eines von diesen Modellen ist auf der schematischen Fig. 32 dar-
gestellt.

Dasselbe besteht aus zwei Drihten ¢ und b ungleicher Lénge. Zwischen
den unteren Befestigungspunkten 4 und B beider Drihte befindet sich ein
kleiner, in Millimeter getheilter Messingstab, welcher ein ¢ylindrisches,
centrisch aufgesetztes Laufgewicht M triigt.

Das andere Modell (siehe die Fig. 33) unterscheidet sich von dem
ersten nur dadurch, dass die Befestigungspunkte 4 und B der Drihte niher
an einander liegen und der Messingstab statt eines Laufgewichts solcher
zwei (M, und M) trigt, die ausserdem ausserhalb der Punkte 4 und B sich
befinden. _

Beide Modelle wurden mit Hilfe der beweglichen Plattform untersucht,
Sie wurden nimlich auf derselben aufgestellt und zwar 80, dass die Ebene
der Drihte senkrecht zur Richtung (z) der Plattformbewegung war. Man
setzte alsdann, um den Apparaten einen Anstoss zu geben, die Plattform fiir
einige Secunden in Bewegung (Lingsverschiebungen) und beobachtete die

—_ 37 —

Bewegung dieser Pendel bei den verschiedensten Stellungen der Lanuf-
=]

gewichte.

. - fach
Anstatt die Plattform in Anwendung zu bringen, konnte mai emt:]l]ct "
diese Modelle mit den Hiinden aus ihrer Ruhelage parallel der z-Axe

fernen und alsdann sich selbst iiberlassen.

Fig. 32 Fig. 33.
ig. 32
C
C
D
D
2 < a
“ b
b
M M‘ ‘gﬁ F
O
T gt B E—04¢p O
JA0- 7
/, , ?
Ill ¢ // ri y
4 - ) 0 v
]

Fs gelang dabei nie eine solche Stellung der Gewichte zu finden, L)e1
welcher die Sc?xwingungen parallel der z-Axe nicht von einer Dre'hung t e-
leitet wurden, d. h. mit anderen Worten, dass es iiberhaupt nicht mig-
fgich war den S’chwerpunkt des Systems in die momentane Drehungsaxe zu
bringen. . .
l gDieses interessante, wenn auch zum Zweck des Studiums von Neigungen

sehr trostlose Resultat veranlasste mich, die Theorie des pav1son s_ch;an
Apparates zu entwickeln, um den beobachteten Thatsachen eine theoretische

Begriindung zu geben. o
i ie mo ier folgen.
Diese Theorie moge nun hier folg
i ich hi g dass alle Massen
Der Einfachheit wegen werde ich hier voraussetzen,

symmetrisch um die Axe 4B vertheilt sind, um Drehungex.l. um .dles:;lbe 1;1;2:
beriicksichtigen zu brauchen. Ist das nicht der Fall, so ldsst sich ( ie \-N e
zu entwickelnde Theorie leicht in dieser Richtung .ve?vollstandlge?, .
kam es aber wesentlich darauf an, die Theorie der.]ejmgen Appa.ra e,1 }r]m

welchen die Versuche in der That ausgefiihrt worden sm(.i und bel VYE chen
die Massen wirklich symmetrisch um die 4B-Axe vertheilt waren, niher zu

erortern.
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Denken wi ;
I uns nun einen sol i
- chen vereinfachten Davi
rat, wie . . chten Davison’
) dies auf der schematischen Fig. 34 angedeutet ist schen Appa-

Die Liinge der Driih i
te sei resp. ; .
nung derselben sei 23, Sp. @ und b, wobei a > ist; die Entfer-

]0)' sei die Mitte der Strecke 4B
ie Coordinaten dieses Punktes seien resp. o, D und s
. 0, .

In G in e' ’
beweglichen S 1;:;Entfemung Avon 0, befinde sich der Schwerpunkt dieses
ystems. Das Gesammtgewicht desselben sei P, 0" sei de
- r

p

Fig. 34.
C
2
D
Fig. 85.
4
7 T
/
, /
b A/
I":x
e &l
A 0AGD B “ll
Z L P l A 0N 0 T
/o . Ty ' i_B
// P, v P? 1 P 8 1 TE,
J P B’
L ¢

Befindet sich der Sch
. werpunkt in &, so berech i i
P, und P, beider Driihte aus folgenden Formeln: et sielh e Spanmung

P — 6—A

1 53 P 77
3+

o P, = 55 Y (78)

st P=P+PF.. ................ (79)

Setzen wi
parallol oo x_leéun voramus3 dass. der Apparat in sehr kleine Schwingungen
N versetzt ist. Diese Schwingungen sind von Drehungen u
parallele Axe, die durch O” hindurchgeht, begleitet o
y Yoo .

oy
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Bezeichnen wir die Coordinaten der Punkte C und D, so wie auch die-

jenigen von 4 und B in folgender Weise.

Coordinaten.

X =0 l X, =0 l
C Yl_—:D—-S ....(80) D Y2=D+3 ....(81)
| =s5+a l |22=s+b. l

Verbleibt die Unterlage in Ruhe, so bleiben diese Coordinaten unver-

andert.
Was nun die Coordinaten von 4 und B anbelangt, so sind sie fir den
ruhenden Apparat die folgenden:
l z, =0 z, =0
Y, = D ——8 B Yy = D~ 8

4
‘zl—_:s lz,:s.

des Apparates wollen wir die Coordinaten

Nach erfolgter Bewegung
e bezeichnen (siehe

dieser Punkte (4’ und B) zur Zeit ¢ in folgender Weis
die Fig. 35):
| %, =&

l wll=sl
y2’=1)+8+n,l....(83)

A'\ y, =D — S+ [....(82) B
L7 =8+ ) |z2'=s+Z_2.

Die Bedingungen, dass die Entfernungen zwischen A'und G, B'und D,
«o wie zwischen A’ und B’ unveriindert und zwar resp. gleich a, b und 28
bleiben, filhren zu folgenden drei Bedingungsgleichungen:

Gt () G — TP — 43— ) =0

rdpung zu betrachten.

€ und &, sind als sehr kleine Grossen erster O
und 7, kleine Grossen

Bei Verschiebungen parallel der z-Axe werden ¥,
hﬁherex_* Ordnung sein. Aus den Gleichungen (84) und (85) lisst sich folgern,
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dass die iibrigen Grossen {, und ¢ .
. 1 . ebenfalls kleine Grossen hi .
sind, was auch ohne Weiteres verstindlich ist Oherer Orduung
Bei Vernachlissigun R .
sofort gung von Gliedern hoherer Ordnung ergiebt sich also

1
Q=B (87)

. 1
o=l e (88)

}V;Vollfﬂ;l wir nun die Lage der momentanen Drehungsaxe aufsuchen
ezeichnen wir durch «, B, y die Winkel, wel ie Ri ‘
. , che d 'B’
mit den Coordinatenaxen bildet. , ’ ¢ dlo ikt 45
Es ergiebt sich leicht in dhnli i i
Es icher Weise, wie friiher i i "
nachlissigung von Gliedern hoherer Ordnung ’ S, el ver

COS ¢ =— L—§ !

Il

cos f

cos y = 0. l

) Selen.ferm.er %, B, 1, die Winkel, welche die Richtung 4'C, und
- B,},E Y, die Winkel, welche B'D mit den Coordinatenaxen bildet ,
s folgt ohne Schwierigkeit in dhnlicher Weise wie frither, wiederum

bei Vernachlissigun i " ;
and (63)) gung von Gliedern hoherer Ordnung (siehe die Formeln (62)

(.‘;OSO!1 :——él
cos Bl — ._;Z_l .................. (90)
cosy, = 1.

z
Co8 oy = __%g
COSan __ﬁb?_ .................. (9])
oS v, = 1.

z-AxeSel réun T (s,iellle. die Fig. 35) eine Richtung, welche senkrecht zu der
T nul;]n dz.u A 113 hl:t und nach der Seite der positiven z gerichtet ist

1ese Richtung 7 di i i .
e g I die Winkel A, . und v mit den Coordinaten-
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Es ergiebt sich sofort

cosA =1
cos U = — ”;;" ................. (92)
cosv = 0.

Denken wir uns nun allein eine Drehung vorhanden, wobei wir den
Drehungswinkel § positiv aonehmen wollen, wenn die Richtung 4'B’ die

Lage bekommt, welche auf der Fig. 35 angedeutet ist.
Beim Gleichgewicht muss dabei die Summe der Projectionen der

Spannung der Driihte auf die T-Richtung gleich Null sein.

Es muss also sein
P, [cos &, cos A —+ cos B, COS . —+ COS Y, €OS v] +

—+ P, [cos a, oS\ —+ €08 {3, CuS 1. — COS Yy COS v] =0,

oder, mit Riicksicht auf die Gleichungen (90), (91) und (92),

PAsPa=0 . (93)

a

Die Lage der momentanen Drehungsaxe lisst sich aus der Figur 35

leicht ermitteln.
Es muss sein

3 —&
to ) = —1— kil —_ 2
o d+4-p—m d—p+mnp’

oder, bei Vernachlissigung der Glieder hoherer Ordnung,

0= g = 94)
el L R RRRERER (
Daraus folgt fiir p
N E] -+ 52
p = 0 51'—:2’
oder, mit Riicksicht auf die Gleichung (93),
yebe=bB (95)

P=9ap,+0bp"
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Wollen wir nun das Drehungsmoment (%—Z) unseres bifilaren Systems be-

rechnen; hierin bedeutet d¥ die Arbeit der Kriifte, wenn 0 um d9 vermehrt
wird.

Es ergiebt sich, wie leicht einzusehen ist,

)4
(%) = —+ P, [cos ¢, cos ) ~+ cos f; cosp. —+ cosy, cosv] [3 + ¢]

— F, [cos a; cos A —+ cos B, cosp + cos v, cos v] [ — el,

also

oy _ b s
(00) - - [P1'a‘l(6+9)_'P2%(8_9)]a
oder, unter Beriicksichtigung der Beziehungen (94),
v P, N
(%) = — [7 (3+p)2+%(o—9)2] 0. ..., (96)

6 —+pund 8 —p lassen sich aus der Gleichung (95) sofort ermitteln.
Es wird nimlich:

_ 2a P.

S—l—p = 8 m ................. (97)
. 2b P

8 '—P =0 m. ................ (98)

. Bringen .Wil' diese Werthe in die Formel (96) ein, so verwandelt sich
au;se, wenn wir durch D die Drehungsconstante des Systems bezeichnen, in
(56—> = — Db, wo

_D — 4Pl .P2 . 02
| Py ey R (99)
1st.
Zu dieser Formel kann man auf einem anderen Wege gelangen,

Bezeichnen wir durch { die Erhebung des Schwerpunktes des Systems
dann ist ’

= P L+ B,
P ?

oder, mit Riicksicht auf die Gleichungen (87), (88) und (94),

(=gp [RC+er+FCE—pr] 0
oder

__ 2PP,
C=amaam 7 e, (100)
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Die gesuchte Drehungsconstante D berechnet sich bekanntlich aus der

Beziehung

Aus der Gleichung (100) ergiebt sich auch unmittelbar

_ 4P, P, 2
D= aP2+bPl ’

also der friiher gefundene Ausdruck.

Sind die Drihte gleich lang und P, = F, = ?p’ so wird

D=2 &?;
a
das ist der bekannte Ausdruck fiir das gewdhnliche Bifilar.
Setzen wir nun jetzt voraus, dass unser Apparat ausser einer Drehung &

noch eine Verschiebung parallel der z-Axe erfahrt, und sei & die Verschie-
bung des Punktes 0" (siehe die Tig. 36).

Fig. 36

Fig. 87.

9 o
e
N 4. g
0 A F B

Wir werden jetzt nur die Verschiebungen parallel der z-Axe in Be-

tracht ziehen, da nur diese hier von Belang sind.
Nehmen wir irgend einen Punkt M auf der Strecke A’ B in einer Ent-
fernung  von der Mitte O’ an, so wird die entsprechende Coordinate  dieses

Punktes sich in folgender Weise ausdriicken

g=E5—(r—pb ...... eesreesaas(101)
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Wir haben hier vorausgesetzt, dass der Punkt M sich gerade auf der
Linie A’ B’ befindet.

Wollen wir nun den allgemeineren Fall betrachten, wo unser beweg-
licher Punkt sich nicht in M, sondern in M, befindet, d. h. in einer Ebene,
welche senkrecht zu AB ist und durch M hindurchgeht.

Sei d die Entfernung von M, von der Drehungsaxe 0.
Nach erfolgter Drehung verschiebt sich M nach M’ und M, nach M.
Bezeichnen wir den Winkel MO"M, mit «, so lassen sich die Coordi-

naten z und y unseres beweglichen Punktes M folgendermaassen aus-
driicken?) (siehe die Fig. 37):
z =% — d sin (« + 0)

Y = Y, + d cos (a—+0),

Wo y, die entsprechende Coordinate von O bedeutet,
Unter Vernachléissigung von Gliedern hiherer Ordnung findet man

£ ="Ff—dsina —dcosx-0
Y=y, +dcosa —dsina- 0.

Die absolute Geschwindigkeit unseres beweglichen Punktes sei v.
Es wird nun

v! = [£—dcosa ]+ [dsinad]?

E/2 -+ d2612 — 22/ (r——P) el'

I

Die lebendige Kraft 7' unseres Systems berechnet sich folgender-

maassen:

T = 5 [£*Sm ~+ 028md* — 956 Zm (r — p)].”)

') Die dritte Coordinate z kann als unverinderlich betrachtet werden.

%) Es wire eigentlich eine kleine Correction in diesem Ausdruck hinzuzufiigen fir die-
Jjenigen Massenpunkte, welche héher oder niedriger als A’B’ liegen, aber der Einfachheit
wegen konnen wir voraussetzen, dass alle Massen in der Ebene 4 B 4’ B’ concentriert sind, ihn-
lich wie man ein physisches Pendel durch ein mathematisches ersetzt,
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Nun ist »
Xm = ?;
tmd* = K
das Trigheitsmoment inbezug auf die 4xe 0.
Was nun 2w (r — ¢) anbelangt, so ist ohne Weiteres

r

Im(r—g) = 5 (& —0)

Setzen wir diese Werthe in dem Ausdrucke fiir 7 ein, so folgt

/ Veoe o Lo —AE0 ... (102)
T:%?Pzz+§K62+;(r‘ AEG. .. .. (

Wollen wir nun die Arbeit dV der Krifte bestimmen, welche wirken,

wenn £ um d% vermehrt wird.
Es ist namlich die Arbeit der Spannung der Drihte

dV = [P, cosa, + P, cosa,] dZ,

oder, nach den Formeln (90) und (91),

§ 3 .(103
(F)=—PRE—R3 o (103)

Aus der Fig. 36 und der Formel (101) ist nun ersichtlich:

L= 4040,

L= E— B —p)f (105)

Setzen wir diese Werthe in die Formel (103) ein, so ergiebt sich unter
Beriicksichtigung der Beziehungen (97) und (98)

(%;’) — [% e L (106)

oV
Wollen wir nun den Werth des Drehungsmoments <5§) aufsuchen.
Der frither gefundene Ausdruck fiir diese Grosse (siehe Forn.lel (‘976))
bezog sich auf den Iall, wo der Apparat nur eine Drehung und keine Ver-

schiebung erfahren hat.
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Jetzt miissen wir aber auch die Verschiebung £ des Punktes 0" mit-
beriicksichtigen.

Bezugnehmend auf die Fig. 34 und 35 und die frither abgeleiteten
Formeln, erhiilt man ohne Schwierigkeit folgenden Ausdruck, wenn man die
Spannung P, auf die Richtung 7 und P, auf — T projecirt:

9
(%) = =+ P, [cosa, cosh —+ 08 B, cos . ~ 08y, cosv] [3—+p] —

— P, [cos &, cos h —+ cos B, cos g —+ cos y, cosv] [ —p],

oder, mit Riicksicht auf die Formeln (90), (91) und (92) und bei Beibehal-
tung nur von Gliedern niedrigster Ordnung:

(@)= —[PiG+a—R2c—p]

Bringt man in diese Formel die Werthe von £, und %; aus den Formeln
(104) und (105) ein, so ergiebt sich mit Riicksicht auf die Gleichungen (97),
(98) und (99), da die Glieder, welche % als Factor enthalten, sich auf-
heben,

14 4P, P,
(50") = _aPz—lo—l?Pl 6 = — Db,

Wir erhalten also auch in diesem Fall denselben Ausdruck fiir (';—;’),
wie frither.

Haben wir also 7, (%{) und (%) bestimmt, so kénnen wir nun zur Be-
stimmung der Bewegungsgleichungen unseres Systems das Lagrange’sche
Princip in Anwendung bringen.

Es wird némlich

d [oT oT oV
a(a?)“?e“ = (a—e> = — D§
Also
P oen P 7
Py [P+ T -0 =0........q07)
KO +D0+ 2 (—0E =0 .oonnen. (108)
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Diese Gleichungen zeigen in allerdeutlichster Weise, dass die Verschie-
bungen (£) des Apparates einen Einfluss auf die Drehungen (6) haben und
umgekehrt.

Nur unter der Bedingung, dass

c—A=20
ist, werden die Drehungen vollstindig unabhiingig von den Verschie-
bungen sein.

Mit anderen Worten, es muss die momentane Drehungsaxe durch den
Schwerpunkt des Systems hindurchgehen.

Aus den Gleichungen (77) und (79) ergiebt sich nun

P,—P
A= giT_'_—Pi ................... (109)

_p ist durch die Gleichung (95) gegeben.

Es folgt also

oz DPya—D)
p— A =232 T (110)

Wir sehen also, dass p—A im Allgemeinen von O verschieden ist,
folglich verursachen die Schwingungen des Apparates eine Drehung des-
selben, wie die Beobachtungen es thatsiichlich gezeigt haben.

Um p—A == 0 zu machen, d. h. die Drehungen des Davison’schen
Apparates unabhingig von den Verschiebungen desselben zu machen, muss
@ = b sein. Dann aber ist der Apparat zu Neigungsbeobachtungen nicht
mehr verwendbar.

Es kann aber in einer anderen Weise p—A sehr klein gemacht
werden; niimlich braucht man dazu nur P, oder P, sehr klein zu machen,
d. h. den Schwerpunkt des Systems moglichst nahe an einen der beiden
Drithte heranzuriicken.

Vollstindig kann man wobl nicht den storenden Einfluss der Verschie-
bungen eliminieren, da der Davison’sche Apparat gewissermaassen als eine
Combination von einem Vertical- und Horizontalpendel betrachtet werden
kann, aber durch passende Verschiebung des Schwerpunktes des Systems
kann dieser Einfluss sehr klein gemacht werden.

Wollen wir nun die zwei erhaltenen Differentialgleichungen (107) und
108), welche die Bewegung unseres Apparates beherrschen, etwas niher

betrachten.
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Der Einfachheit wegen filhren wir folgende Bezeichnungen ein:

b, 5
b
e I PO (111)
_os P Pya—b
p——A_QGIT(‘a—;Z—ibP);)———a ............ (112)
D
Pmm? i (113)
1)
Fe—N =0 (114)
Dann wird
R (115)
0" 4+ n20+af =0, .............. (116)

Wiire « gleich Null, so wiirde unser System wie ein einfaches Vertical-
pendel schwingen, dessen Periode

wird.
Die Linge des entsprechenden Pendels kann man in folgender Weise

berechnen:
T= 2% l/—l- = 9 —1..
g n?

also, nach der Gleichung (111),

| = abP

Sl =y PR (118)

Ist @ =1, so wird ! = a sein.
Fir P,=0 ist | = a;
» PL=0 » =1

» P=PF » l=5-2;:_bg.

Wiire a, -—_.O, so wiirde die Drehung des Apparates mit einer Periode

_ 2=

T, =
1= o ittt et e e e
7y

erfolgen.

L . . —_ . .. s .
. ) «, hat die Dimensionen Z—!, wo L eine Liinge bedeutet. « hat die Dimensionen I,
also ist o %, eine reine Zahl,
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In Wirklichkeit aber, da zwischen diesen schwingenden und drehenden
Bewegungen eine gegenseitige Einwirkung besteht, werden die Perioden T

und 7, derselben etwas anders ausfallen.
Wollen wir nun die Gesetze dieser Bewegungen etwas néiher unter-

suchen.
Es handelt sich dabei darum, unser System von zwei simultanen

Differentialgleichungen zu integrieren.
Setzen wir 0" aus der Gleichung (116) in die Gleichung (115) ein,

so folgt Y
(1 —aa)t + 0% = an0.
Durch zweimaliges Differentieren nach der Zeit ¢ bekommen wir

aeu — _1;11_2 [‘1 . aal} E”" -+ %QE"].

Setzen wir diesen Werth in die Gleichung (115) ein, so ergiebt sich
(1—aa)t” +@+n2)f +n'nt =0 ...... .(120)

Hitte man & statt 6 aus den simultanen Differentialgleichungen elimi-
nieren wollen, so wiirde man genau dieselbe Differentialgleichung fiir 6
finden, néimlich

(1 —aa) 0" 4+ (n+n2) 0" +n'n20 =0........ (121)

Wir sehen also, dass beide Bewegungen (% und 8) genau derselben
Differentialgleichung entsprechen; wir brauchen also nur eine von diesen

Bewegungen zu untersuchen.
Setzen wir der Einfachheit wegen

0= aa, = g—];{ e—AP, cveiiii e (122)

wo w? immer positiv wird.
Zum Integrieren der Gleichung (120) setzen wir

£ = ¢,
dann erhalten wir , . -
e TR B = 0 (123)

Die Wurzeln dieser Gleichung sind

W= — Wi_m_ﬂ) [(n* +n®) 3= Vin® — ') + 4nPnw?).
4



Setzen wir ferner
1
v = T0—o9 [(/n,ﬁ +/n12) _ V(nlz — ) + 4n’n1’w’]. .. .(124)
1
vi = =) [(nﬂ+ n3) + V(nf—n’)“ — 4n2n12w2]. ...(125)

Die Integrale unserer Differentialgleichungen (120) und (121) nehmen
die folgende Form an:

= A cosvt + Bsinvi + Ccosv,t + Dsinvt. ..... (126)

8 = A, cosvt «+ B, sinvt + C, cosv,t + D, sinv,t. ...(127)

Die Coefficienten vor den trigonometrischen Functionen sind Inte-
grationsconstanten, welche unmittelbar von den Anfangsbedingungen der
Bewegung abhéingen.

Wir sehen also, dass jede dieser beiden Bewegungen eine doppelt-
periodische ist, mit denselben Perioden

T=" (128)
und
2
T, = TT .................... (129)

Ehe wir mit dieser Untersuchung weiter fortschreiten, wollen wir uns
zuerst iiberzeugen, ob v und v, immer reell sind.

Bezeichnen wir die in den vorigen Ausdriicken fiir v? und v, vor-
kommende Wurzel durch R, also

R=+ Vo —n) +dninle’. .......... (130)

Da »? immer positiv ist, so wird R immer reell.
Wollen wir nun sehen, unter welcher Bedingung

R<n?—+np
wird, ‘
Diese Bedingung fordert, dass
w! <1

ist.
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Ist also w? < 1, so wird, wie aus den Gleichungen (124) und (125)
ersichtlich ist, v und v, immer reell.

Der Beweis, dass w? < 1 ist, lisst sich folgendermaassen liefern.

Nach der Formel (122) muss also bewiesen werden, dass immer

Po—AP <gK . ..ooviviainn... (131)

wird.
K ist das Triigheitsmoment des Systems in Bezug auf die Drehungs-

axe, welche durch 0" hindurchgeht.

Wiren alle Massen auf der Linie 4B (siehe die Fig. 34), welche die
unteren Befestigungspunkte 4 und B der Dréhte verbindet, vertheilt, so
wiirde das entsprechende Trigheitsmoment K’ kleiner als K ausfallen.

Lisst sich nun beweisen, dass
P(p—ay <gK'

ist, so wird die Beziehung (131) um so mehr erfiillt.

Zu diesem Zwecke denken wir uns einen Stab von sehr kleinem und
iiberall gleichem Querschnitt g, welcher mit 4B zusammenfilit, und sei die
Massendichtigkeit desselben gleich o, wo o eine verdnderliche Grosse ist,
welche von der Entfernung r des betrachteten Punktes von der Mitte o
von AB unmittelbar abhiingt. Also ¢ = f(r).

Dann ist
—+Cc

K =yq r o (r —p)dr,

—C

wo 2¢ die ganze Lénge des Stabes bedeutet.
Es ergiebt sich ohne Weiteres

-+ -+ —+C
K =q [ cridr — 2p4q j' ordr + q¢p? f cdr.
—c —¢ —c

-+
q f o dr ist die ganze Masse des Systems, also § = M;

—_C
-—+C P
qjardr=7-A=MA, ............. (132)
—C

wo A die Entfernung des Schwerpunktes von der Mitte des Stabes O dar-

stellt.
4*
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Was nun ¢ I cr?dr anbetrifft, so bedeutet dasselbe das Trigheits-

moment K, des S;s%ems in Bezug auf eine Axe, welche durch die Mitte des
Stabes O hindurchgeht.
Setzen wir nun

-+
K, = qJ. ortdr = Mrp2, ............. (133)
—c

so folgt
K = Mr — M2oA + Mp*.

Unsere Bedingung

P(e—AR < gK'

fiihrt also zur folgenden Beziehung

Ist diese Beziehung erfiillt, so wird »? < 1 sein.

Es lidsst sich nun zeigen, dass die Ungleichung (134) fiir positive
Werthe von o, welche nur vorkommen konnen, immer erfiillt wird.

Aus den Gleichungen (132) und (133) folgt

1 —“ -t+-¢
A? = M—zq“‘-f crdr X fcrdr,
—c —c

. T A

3 — <2 .

r? = _M.[M dr
-—c

und da
=+
M=q I cdr
—c
ist, so verwandelt sich die Beziehung (134) in die folgende:

_ro-rdr X Icrdr < Iadr X Iaredr, ........ (135)

-—c

wo o eine beliebige, stetige Function von » ist, die aber immer positiv
bleiben soll.

Um die Richtigkeit der Beziehung (135) zu beweisen, denken wir
unseren Stab in unendlich kleine, gleich lange Strecken Ar getheilt und
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bezeichnen die Entfernung der Mitten dieser Strecken von O respective

durch r,, 7y, 75...7,.
Dle entsprechenden ‘Werthe von o fur pos1t1ve Werthe von r seien
’
resp. ¢,, 0y, 05 . . . 0, und fiir negative o, , Gy Oy o .- O,
Dann Wird
+c ’ ’ ]
I crdr = {[o,r, gy ...+, 1 ] —[o) "+ o+, 0, ]} Ar

{S Sn 'ru}.Ar.

Daraus folgt

~+C

j.ardr X J-‘”'d"—[i (c,—o )9 SS (6,—c )(o- )1 r](Ar)2

In der zweiten Doppelsumme miissen p. und v verschieden sein.
Weiter haben wir

—+c #ﬂ‘ , 9 .
[orar = .+ v Ar;
‘e B=1

—+C P-—f_f:

I cdr = [Z (O'P.—}-'g'p./)] Ar,

-0 M=1

also

3

V=

w=n )

[odr x Jordr = 3 (o,05,0 104> 3 (Gora,) 0,+0,)r] (40,
—¢ —¢ p=1 n=1 V=1

wo ebenfalls p v ist.
Bringen wir nun diese Ausdriicke in die Bedingungsgleichung (135)

ein, so ergiebt sich

=n l!‘-"'i';”=" .

Nyg o724+ {o,0,+0c '} (r, —r)
0<4‘,_=_‘cp.y.p- Y g povi VU v
p,:ﬂ\"i:l

+% Z{GMG +a, ‘o ) (r, + 1)

i
-

¥

-

v

Fiir positive Werthe von ¢ wird diese Ungleichung immer erfiillt,

folglich wird immer W < 1

sein.
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Nach dieser Abweichung kehren wir wieder zur Betrachtung der Be-
wegungsgesetze unseres Apparates zuriick.

Die beiden Perioden jeder der Bewegungen (% und 0) unseres Instru-
ments werden durch die Gleichungen (128) und (129), resp. (124) und (125)
gegeben. ~

Wollen wir nun den Specialfall betrachten, wo w? sehr klein und =,
von n betrichtlich verschieden ist, und begniigen wir uns dabei mit Gliedern
erster Ordnung in Bezug auf w?

Man findet ohne Schwierigkeit aus den eben erwihnten Formeln fol-
gende Gleichungen:

1 2

V=N [1'—'?”—3—’—'_7032], ............ (136)
1 2

v1=n1[l +?1-‘12"—‘_ﬁw2 y e (137)

und weiter, wegen der Beziehungen (117) und (119),

1 2

T:-T [1+—§th], ............ (138)
1 2

T, =nr [1—?,;7,2'_—””2]. ............ (189)

Wir sehen also, dass die Eigenperioden jeder einzelnen Bewegung
durch das gegenseitige Beeinflussen eine Aenderung erfahren, ausserdem
besitzt noch, wie wir schon wissen, in diesem Fall jede Bewegung zwei
Perioden, nédmlich 7" und 7).

‘Wollen wir noch folgenden Grenzfall betrachten, wo

n = n

ist, wobei wir keine Voraussetzung iiber die Grossenordnung von w? machen

werden.
Man findet leicht in diesem Falle

v = = (140)
v, = VI'_‘_w, .................. (141)

also
T=72V14o...cc00eeeeeui... (142)
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Die Gesetze dieser interessanten Bewegungen sind nun durch die

frither gegebenen Gleichungen festgestellt.

Wir haben auch gesehen, dass wegen der Wechselwirkung beider Be-
wegungen jede derselben schon zwei Perioden 7 und 7] besitzt.

Um den Charakter dieser Wechselwirkung anschaulicher zu machen,
ist es zweckmissig die Eigenschaften dieser Bewegungen etwas nadher zu
verfolgen und dementsprechend die Integrationsconstanten in den Gleichungen

(126) und (127) zu bestimmen.
Wollen wir zu diesem Zweck zwei besondere Voraussetzungen machen.

Erste Voraussetzung.

Am Anfang der Bewegung sei der Apparat in Ruhe, dann werde er um
den Winkel 6, gedreht und alsdann sich selbst iiberiassen.
Dementsprechend muss man setzen

fir t=0 tE=0 ¥=0 0 = 0, 0 = 0.

Aus diesen Bedingungen lassen sich nun die 8 Constanten in den

Gleichungen (126) und (127) bestimmen.

Dies geschieht auf folgende Weise. o
Ersetzt man §” in der Gleichung (115) durch seinen Werth aus der

Gleichung (116), so folgt

(1 _wa) E” -+ nqg J— anlﬂ 0.

In ganz dhnlicher Weise finden wir

(1 — w?) 0" —+ ”120 = “1”92'

Auf Grund dieser Gleichungen und den gegebenen Anfangsbedingungen

hat man fiir f— 0 p
E=0 b =4
¥ =0 ¥ =0
¥ = 850, b = — 250,
B = 0 0" = 0.
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Differentiert man die allgemeinen Ausdriicke fiir £ und 6 dreimal nach
einander und setzt dann == 0, so erhiilt man zur Bestimmung der gesuchten
Constanten folgende 8 Gleichungen:

0=4+0C
0=vB~+vD
f_—”ﬁieo = — V4 —v?C
0 =—+v*B—v?D
0, = 4, + C,
0 =vB +v, D,
2
—1ilw260 = — V4, —?C,

0 = —v'B,—v?D,.

Man findet daraus, da v und v, verschieden sind, ?)

- 1 an,? — ny2
4= v 2 — v2 1—002e R %
B=20

— 1 am? __ an,?
C = v2—v? 1—m26°'—_ _Rl 00
D=0

o m2—n2—R
B =0

’ —_n2
01=L2_;‘e;"£9

1) Siehe die Gleichungen (124), (125) und (130).

—_ 57 —

Wir erhalten also folgende zwei Ausdriicke fiir £ und 6:

JYe

= “"' 0, {C0SvE — COS vt} ot (144)
und

b = 0, [T oos vt — =R eos vt ] (145)

Dies sind die allgemeinen Ausdriicke fir % und 6 unter den voraus-

gesetzten Bedingungen.
Wollen wir jetzt specielle Annahmen machen.

Erste Annahme. w? sehr klein und », von n verschieden.

In diesem Fall haben wir
= (n2—n? [1 -+ 2"2";2)2 w“’] .

Setzen wir
B i e (146)

= I —ne

wo {3 sehr klein sein soll.
Bei Vernachlissigung von Gliedern hoherer Ordnung ergiebt sich

’ﬁr’};ﬁ e ¢ ) J (147)
MR B (148)
also .
E=a nlznlnz 0, {cos vi—cos vt} .. uiutn. (149)
und
6 = 6, {(1 —B)cosvt + Beosvt], .......... (150)

wo v und v, aus den For meln (136) und (137) zu entnehmen sind.
Ist p—A, also , w? und B sehr klein, so sehen wir, dass & immer sehr

klein bleibt, wobei es zwei Perioden besitzt.
Was nun 0 anbelangt, so erkennen wir an der Formel (150) am deut-

lichsten die Wirkung der gegenseitigen Beeinflussung beider Bewegungen.
Wire o? = 0, so hiitten wir

6 = 0, cos m,t
gehabt. .
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In jetzigem Falle treten aber zwei Perioden auf.

Die Amplitude der Hauptperiode, welche sich wenig von <, unter-
scheidet, wird nur sehr wenig, nimlich im Verhiltniss von (1 —) zu 1,
verkleinert, wihrend die Amplitude der zweiten periodischen Bewegung 6,
sehr klein ausfillt.

Diese gegenseitige Einwirkung kann also gewissermaassen als eine
Storung der entsprechenden Haupt- oder Eigenbewegung betrachtet werden.

Zweite Annahme. n = n, w?® willkiirlich.

Es ergiebt sich
R = 27%0,

also, da w? = ao, ist,

1 i
£ — ?‘/3‘1'60 {cos v — cos v,t}
und
6 = %00 {08 vE ~+ cos v ¢},

wo v und v, aus den Formeln (140) und (141) zu entnchmen sind.

Zweite Voraussetzang.

Am Anfang der Bewegung sei der Apparat in Ruhe, werde aber um &,
von seiner Ruhelage parallel der 2-Axe abgelenkt und alsdann sich selbst
tiberlassen.

Dementsprechend muss man setzen

fir t=0 Et=%§ ¥F=0 06=0 6 =0,

Dieser Fall lisst sich ganz #hnlich wie der vorige behandeln.
Fihrt man die Rechnungen durch, so findet man ohne Schwierigkeit

E== by | R g vt —22= = E cos i) .. (151)
0 = “;;'2 & f{cosvt—cosvith, ..., ..(152)

Dies sind die allgemeinen Ausdriicke fiir £ und 6 unter den voraus-
gesetzten Bedingungen.
v und v, sind aus den Formeln (124) und (125) zu entnehmen.
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Wir koénnen hier wiederum dieselben zwei speciellen Annahmen machen.
Erste Annahme, w? sehr klein; 7, von n verschieden.

Es ergiebt sich in ganz dhnlicher Weise wie frither

£ =& {(1 —P)cosvt + PBeosv,t|
und

b= “1,%;5'50 {cos vt — cos v, 2},
1

wo v und v, aus den Formeln (136) und (137) zu entnehmen sind.

Wegen der Kleinheit von o, w? und B wird 6 immer sehr klein
bleiben.

Wire 8 = 0, so hiitten wir gehabt

£ =&, cos nt,;

in jetzigem Falle treten aber zwei Perioden T und T auf, wobei die Ampli-
tude beim zweiten verhiltnissmissig sehr klein ist. Die Wechselwirkung
beider Bewegungen kann also ebenfalls gewissermaassen als eine Storung
der Haupt- oder Eigenbewegung aufgefasst werden.

Zweite Annahme. n=mn w? willkiirlich.
Wir haben ganz #hnlich wie friiher

£ = 5 & {cos vt -+ cos vt}

und _
1
9 _2_‘/% £, {cos vt — cos v, ¢},

wo v und v, durch die Formeln (140) und (141) gegeben sind.
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§ 6.
Experimentelle Prlifung der dargelegten Theorie.

Um die im vorigen Paragraphen entwickelte Theorie der Bewegung
eines freien Davison’schen Apparates bei ruhender Unterlage experimentell
zu priffen und sich von der Richtigkeit der erhaltenen Formeln zu tiber-
zeugen, sind Versuche mit dem frither erwihnten vereinfachten Modell dieses
Apparates (siehe die Fig. 32) ausgefithrt worden.

Der Apparat wurde entweder in Schwingungen oder in Drehungen
versetzt und die Hauptperiode jeder dieser Bewegungen bei verschiedenen
Stellungen des Laufgewichtes M zwischen den Befestigungspunkten 4 und B
beider Drihte gemessen.

Zu diesem Zweck bediente man sich eines sehr guten Lobner’schen
Secundenzihlers, dessen Correctionen durch Vergleich mit einem Chrono-
meter aus der Pulkowaschen Sternwarte frither bestimmt waren.

Zur Bestimmung der einzelnen Hauptperioden 7' und 7, der schwin-
genden und drehenden Bewegung wurde die Dauer einer ziemlich grossen
Anzahl von Schwingungen gemessen,

Hat man nun 7' und 7, aus Versuchen erhalten, so handelt es sich nur
darum, diese Werthe mit den aus den Formeln (128) und (129), resp. (124)
und (125) sich ergebenden zu vergleichen.

Um diese Rechnungen durchfithren zu konnen, muss man die Werthe
der Constanten #?, n? und o?= aa, bei verschiedenen Stellungen des
Laufgewichtes M kennen.

Diese Constanten werden durch die Formeln (111), (112), (113) und
(114) gegeben.

Alle dazu erforderlichen Data wurden durch directe Ausmessungen
erhalten.

Das Laufgewicht M war ein Messingcylinder von 2,60 cm. Hohe und
von 450,7 Gr. Gewicht, welcher centrisch auf dem in Millimeter getheilten
Messingstab aufgesetzt war und denselben entlang verschoben werden konnte.

Das Gewicht des Stabes war 28,8 Gr., folglich betrug das Gesammt-
gewicht des Systems
P = 479,5 Gr.

Wollen wir nun die Entfernung der Mitte des Laufgewichtes von der
Mitte O des Stabes mit d bezeichnen, wobei wir allen Entfernungen von 0’
nach rechts zum kiirzeren Draht hin (siehe die Fig. 32)), das Vorzeichen —+
beilegen wollen.

-
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Kennt man d, so kann man leicht unter Beriicksichtigung des Ge-,
wichtes des Stabes die Entfernung A des Schwerpunktes des Systems von O

berechnen.
Was die Entfernung der Driihte anbelangt, so war

28 = 24,00 cm.

Sind nun A und P bekannt, so kann man fir jede Lage des Lauf-
gewichtes M die Spannungen P, und F, der Driihte nach den Formeln (77)

und (78) leicht berechnen.
Dic Lingen der Drihte betrugen

a = 118,58 cm.
b= 60,04 cm.})

Mit Hilfe dieser Data liess sich die Entfernung p der Drehungrsaxe2
von O nach der Formel (95), so wie auch a =p— A, die Constante.n
nach der Formel (111) und die reducierte Lénge ! des entsprechenden ein-

fachen Pendels nach der Formel (118) leicht berechnen. o
Um »,? und a, bestimmen zu konnen, muss man noch das Trigheits-

moment K des ganzen Systems in Bezug auf die Drehungsaxe, so wie auch

die Drehungsconstante D kennen. .
Bedeute nun M’ die Masse des Laufgewichtes und = die des Stabes und

seien K, und k, die entsprechenden Triigheitsmomente in Bezug auf eine zur
2-Axe parallele Axe, welche durch die entsprechenden Schwerpunkte dieser

Massen hindurchgeht, so wird

K=KO+M'(d—-—p)’+k0+mpg.

Die Ausmessungen ergaben
K, = 10217 C.G. S.
k, = 1410,3 —

Was nun D anbelangt, soTdsst es sich nach der Formel (99) berechnen.

1) Die directen Ausmessungen lieferten a = 118,10 cm. 1‘md b= 59,6‘5 cm. Diese Werthe
beddrfen in Bezug anf die Dimensionen des Messmgstabes kleiner Correctloflerf Aa = 9,48 cm.
und Ab = 0,39 cm.; diese ergeben sich aus Schwm-gungsbe'obachtungen mit jedem emzelrfen
Draht allein, woraus aus der beobachteten Periode die wirklich vorkommende Drahtlange gich

berechnet. )
NB. Siche die Anmerkung ?) auf Seite 44.
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Beziiglich dieser Grosse muss man hier folgendes bemerken.

Unter D muss man in den vorigen Formeln die totale Drehungsconstam,
verstehen, welche bei den hier vorkommenden Drehungen in Wirkung tritt.
Nun werden bei der Drehung unseres Systems auch die Aufhingedrihte eben-
falls etwas tordiert und diese complementire Torsion addiert sich unmittelbar
zu der Wirkung von D. 4

Bedeute nun D, und D, die Torsionsconstanten der Dréhte, so muss zu
demjenigen Werth von D, welcher sich aus der Formel (99) ergiebt, noch
D, + D, hinzu addiert werden.

Dies lisst sich in folgender einfacher Weise beweisen.

Fig. 38,

F

Bedeute auf der Fig. 38 der Kreis, dessen Centrum in B sich befindet,
den Querschnitt des Drahtes b (im vergrosserten Maassstab). Nach der
Drehung § um die momentane Axe O verschiebt sich B nach B', wobei
der Draht um denselben Winkel 6 in der Richtung des kleinen Pfeiles tor-
diert wird.

Bei dieser Torsion tritt eine Kraft ' auf, welche den Draht zu de-
tordieren sucht.

Ist » der Radius des Drahtes, so wird das entsprechende Drehungs-
moment S infolge der Torsion in Bezug auf die Axe des Drahtes sich so

ausdriicken lassen
S = 2Fr = D9,

wo D, die Drehungsconstante des entsprechenden Drahtes bedeutet.

Wir suchen aber das Drehungsmoment nicht in Bezug auf die Axe des
Drahtes, sondern auf die Axe, welche durch 0" hindurchgeht.

Das wirkliche Drehungsmoment D6 infolge der bifilaren Aufhéngung
sucht den Winkel 6 zu verkleinern.

)
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Die Torsion des Drahtes ruft, wie aus der Figur leicht ersichtlich ist,
folgendes Moment in Bezug auf O” hervor

F(R+r)—F(R—r)=2Fr,

wo B = 3 —p die Entfernung zwischen 0" und B bedeutet.

Nun haben wir eben gesehen, dass
2Fr = D,%

ist, folglich muss zu D einfach D, addiert werden.

Dieselben Betrachtungen gelten auch fiir den Draht a.

Wir sehen also, dass in der zur Bestimmung von = dienenden
Gleichung (113) D durch D+ D, —+ D, ersetzt sein muss.

Was nun die numerischen Werthe von D, und D, betrifft, so lassen
sich dieselben sehr einfach aus besonderen Beobachtungen an Torsionsschwin-
gungen mit jedem der Drihte einzeln bestimmen.

Ist z. B. nur der Draht o vorhanden, und bedeute 7, die Periode einer
vollen Torsionsschwingung und K, das Triigheitsmoment des beweglichen

Systems in Bezug auf die Drahtaxe, so wird

_ Eq
T, =2n Do

Auf diese Weise lassen sich die Constanten D, und D, leicht be-

stimmen.

Es ergab sich
D,+D, =381 C.G.8.

Dies ist eine sehr kleine Grosse, die bei diesen Versuchen hochstens
den 0,002°" Theil von D erreichte.

In der hier beschriebenen Weise sind nun die verschiedenen zur Be-
rechnung der Perioden dienenden Constanten bestimmt worden.
Dieselben sind in der folgenden Tabelle I zusammengestellt.

Ausser ? sind in der Tabelle I noch die Werthe von B nach der

. . 2 oan o
Formel (146) und die Eigenperioden © = 7" und 7, = n—’: (fir w® = 0)

angegeben,
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Tabelle L.
a A 3 P, p l n? n? w? ) T | T
Cm. Cm. Gr. Gr. Cm, Cm.

10,50 9,87| 42,6|436,9| 10,87| 62,79 | 15,638 | 32,878 | 0,0817 |0,1413 | 1}59 | 1,10
535| 508]139,3] 3402| 7,88] 70,09 |14,008 | 77,498 | 0,5484 | 0,1477 | 1,68 | 0,71
0,01| 0,01]239,5] 240,0| 3,94| 79,69 12,321 77,154 | 0,7632 | 0,1708 | 1,79 | 0,72
— 5,35 |— 503! 340,2| 139,3| — 1,27 92,43 10,623 | 72,722 |0,6787 | 0,1360 | 1,93 | 0,74
—10,69 | —10,05 | 440,5| 39,0 | — 8,43 109,88 | 8,936 | 46,141 0,1853 | 0,0552 | 2,10 | 0,93

Wir sehen aus dieser Tabelle, dass d zwischen ziemlich weiten Grenzen
variiert hat.

¢ — A blieb dabei immer positiv.

Mit abnehmendem d nimmt [ und folglich auch < stetig zu.

‘Was nun 1, betrifft, so erhilt dasselbe am Anfang seinen maximalenWerth,
nimmt alsdann mit abnehmendem d ab, behilt fiir die mittleren Lagen des
Laufgewichtes einen ziemlich constanten Werth, um dann wieder zuzunehmen.

w? g0 wie auch § sind am kleinsten fiir die Grenzstellungen des Lauf-
gewichts M. Fiir eine bestimmte mittlere Stellung von M erreichen sie ein
Maximum,

Fir d = 0,01 cm. hat w® schon einen ziemlich betrichtlichen Werth,
ndmlich 0,7532.

Mit diesen hier angefiihrten Werthen von %%, »,® und w® sind nun v?
und v,? nach den genauen Formeln (124) und (125) und aus ihnen nach den
Formeln (128) und (129) die Hauptperioden 7' und T, jeder der beiden
Bewegungen berechnet worden.

Die entsprechenden Werthe von 7 und 7, sind nun in der folgenden
Tabelle I znsammengestellt, wobei neben der berechneten Periode die direct
beobachtete angegeben ist.

Tabelle II.

— — —
T T,
d A
Berechnet. | Beobachtet. | Berechnet. | Beobachtet.
18:5'0 1,64 1765 1502 1,01
5,35 1,77 1,75 0,46 0,45
0,01 1,90 1,90 0,34 0,35
— 5,35 2,02 2,03 0,40 0,40
—10,69 2,15 2,16 0,82 0,80

-~
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Wir sehen aus dieser Tabelle, dass die Uebereinstimmung zwischen
den berechneten und direct beobachteten Werthen der Perioden als eine
dusserst befriedigende zu bezeichnen ist.

Der maximale Unterschied zwischen den berechneten und beobachteten
Perioden betrigt nur 0;02.

Wir sehen auch, dass 7 und 7, von den Eigenperioden < und 7, ver-
schieden sind, wobei bei 7, der Unterschied fiir mittlere Stellungen des
Laufgewichts ein ziemlich betrichtlicher ist, fiir d = 0,01 cm. ist 7, sogar
mehr als doppelt so gross wie T;.

§ 7.

Theorie der Bewegung des freien Davison’schen Apparates bei ruhender
Unterlage unter Beriicksichtigung der Dampfung.

Wir haben im § 5 die Theorie der Bewegung des freien Davison’schen
Apparates entwickelt und dieselbe im § 6 gepriift.

Die Gesetze dieser Bewegungen bieten, wie wir gesehen haben, manche
interessante Eigenthiimlichkeiten auf, die gewissermaassen als eine Art
Storungen aufgefasst werden konnen.

Bei diesen Entwickelungen haben wir von der Wirkung der Dampfung
vollstindig abgesehen und wurden zu den Differentialgleichungen (115) und
(116) gefiihrt, welche die Bewegungen des Apparates in diesem Fall be-

herrschen.
Will man nun den Einfluss der Dimpfung mitberiicksichtigen, so

braucht man nur in den friher gefundenen Differentialgleichungen der Be-
wegung die bekannten Glieder, welche von der Dimpfung abhingen, einfach

hinzuzufiigen.
Thut man das, so ergeben sich folgende zwei verallgemeinerte Diffe-

rentialgleichungen der Bewegung unseres Apparates, wo der Einfluss der
Dimpfung schon mitberiicksichtigt ist.

¢ 2t b’ =0 ............. (153)

6"—1—2916'—!—%120-—!-0(12" =0....000000.. (154)

Hierin bedeuten ¢ und ¢, die entsprechenden Di#mpfungsconstanten jeder

dieser Bewegungen. )
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Diese beiden Gleichungen bilden nun den Ausgangspunkt der weiter zu
entwickelnden Theorie.

Ist keine Wechselwirkung zwischen diesen zwei Bewegungen des Appa-
rates vorhanden, ist also « und a, gleich Null, so vereinfachen sich diese
Gleichungen zu den folgenden

a2 - =0.. .. i (155)
0" 420 +n0=0............... (156)
und ihre Integrale nehmen folgende Gestalt an:

Fir e <n, g, <y

E=1c¢"%“[Adcospt+ Bsinpt]............ (157)
= ¢ " [4 cospt+ B sinpt], ........ (158)

wo
p=a4Vr—e. i (159)

und
pp=+Vnl—ek (160)

ist.

A4, B, A, und B, sind Integrationsconstanten, welche von den Anfangs-
bedingungen unmittelbar abhingen.
Diese Ausdriicke fiir £ und 0 stellen gedimpfte Sinusschwingungen dar.

Fir e>n, ¢ >n;

13 A - Be ™™ e (161)
0 =Ade " +Be ™ ... (162)
Hierin bedeuten
V1 - £ + g
Vg == Eo— eeceeceseceaes (163)
g =+ Ve—n?
und
G, = § + 4,
0-2 == el - ql e o e 0 s 00 e 08 s e e (164)

— 3 3
4 = +V€1 —nN.
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A4, B, A, und B, sind wiederum Integrationsconstanten.
Diese neuen Ausdriicke fiir § und 6 entsprechen schon einer aperiodi-

schen Bewegung.
Um eine solche aperiodische Bewegung zu verwirklichen, muss schon

die Dimpfung sehr stark sein, was bekanntlich auf electromagnetischem

Wege leicht zu erzielen ist.
Die hier angegebenen zwei Ausdriicke fir £ und fir 0 stellen sozu-

sagen die normalen Eigenbewegungen des Apparates dar, deren Charakter
von dem Werthe der entsprechenden Dampfungsconstante unmittelbar ab-
hingt.

Fs fragt sich nun: Welchen Charakter werden diese Bewegungen
haben, wenn eine Wechselwirkung zwischen denselben besteht?

Dazu muss man die Integrale unserer simultanen Differentialgleichungen

(153) und (154) aufsuchen.
Wollen wir zunichst 6 aus denselben eliminieren.

Bestimmt man 6" aus der Gleichung (154) und bringt sie in die
Gleichung (153) ein, so ergiebt sich

(1 — aa) £ -+ 28 + n?k — 2ae, 0 = an’0.

Differentieren wir diese Gleichung einmal nach der Zeit ¢ und ersetzen
in ihr 6" durch seinen Werth aus der Gleichung (153), so folgt

(1—aa)t” + 2(e+¢)E + (0° +deey) £ 4 2¢ mE = an?0.

Differentiert man diesen Ausdruck nach ¢, so wird 9” durch ", ", &

und ¥ ausgedriickt.
Setzt man nun diesen Werth von 9" in die Formel (153) ein, so erhilt

man folgende lineare Differentialgleichung 4** Ordnung in & allein.
Es wird, da aa, = ©*® ist,’)

(1—(1)2)5””4‘2 (G+51)Em+(”2+’”’12+ 4551)2”4’ 2(6”/!2_'_51”2)51_'_”2”122: 0... .(1 65)

Es ist leicht einzusehen, ?) dass die Differentialgleichung fir 6 genau
dieselbe Form annimmt; man braucht also nur in der Formel (165) ¢ durch

0 zu ersetzen.
Unsere Aufgabe beschrinkt sich also nur auf die Integrierung der

Differentialgleichung (165).

1) Siehe die Gleichung (122). ) . '
2) Da die Gleichung (165) ganz symmetrisch in Bezug auf die Constanten gebaut ist.

b*
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Setzen wir dementsprechend

E —_ e——p.t,

so erhalten wir folgende algebraische Gleichung 4** Grades:

(1 —0?) pb— 2 (e+e,) P+ (ni+m >+ dee ) u?— 2 (e, e ) p+Pn,? =0....(166)

Bezeichnen wir die 4 Wurzeln dieser Gleichung resp. durch p.,, u,,
pg und g, so ergiebt sich

und
0 = A ™ 4 Be ™ 4 Q™' a- D™ ... .(168)

Hierin bedeuten 4, B, C u. s. w. Integrationsconstanten.

Diese beiden Formeln stellen die allgemeine Losung unserer Aufgabe
dar, wobei je nach der Beschaffenheit der Wurzeln p. im Ausdruck fiir § und
6 trigonometrische oder Exponentialfunctionen vorkommen kénnen.

Wire w?=0, so wiirde der Ausdruck auf der linken Seite der
Gleichung (166) sich durch das Produkt zweier Polynome zweiten Grades
darstellen lassen.

Es wird nimlich

(p3—2ep+md) (u2—2ep 407 = 0. ........ (169)

Setzt man das erste Polynom gleich Null, also

p—2ep +m? =0,............ ... (170)
so folgt

b =v,=¢et+4q

g = Vg = & — 4.

In #hnlicher Weise erhilt man, wenn das zweite Polynom gleich Null

gesetzt wird, also '
= 2ep ' =0......0.. ..., (171)

g =0, =6 +¢

Py = 93 = & 4.
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Diese 4 Wurzeln entsprechen den normalen Eigenbewegungen des
Apparates. Diese Ausdriicke haben eine ganz allgemeine Bedeutung, da der
Fall, wo £ und 0 sich durch trigonometrische Functionen ausdriicken lassen,
mit einbegriffen ist.*)

Ist aber o von O verschieden, so tritt eine Wechselwirkung ein, und
die 4 Wurzeln p. erfahren eine entsprechende Abinderung.

Die Abhingigkeit dieser Wurzeln von w® ist eine sehr complicierte,
aber die allgemeinen Ausdriicke derselben lassen sich durch Anwendung der
bekannten Methoden der algebraischen Analysis zur Losung einer Gleichung
4% Grades angeben.

Denken wir uns also eine Gleichung 4% Grades gegeben, etwa von

der Form
pt o’ bl cp+d=0. .......... (172)

Die Bedeutung der Constanten ist durch Vergleich mit der Gleichung

(166) klar.
Es wird nimlich

— lnaka |
a= —2 1—ow?
h — n2 - n)2 -+ 4eg,
e (173)
. Qenl2+eln2 .............
¢ = 1— w?
n2n,?
4 = 1—oe?

Nach der bekannten Methode von Ferrari entsprechen die gesuchten
4 Werthe von . den Wurzeln folgender zweier quadratischer Gleichungen

as

—_——

Hz+{g+]/%f—b+s}p+15+—————2___z = 0...(174)
2 i———b—i—s
und
R a5 _¢
o (=Y E b sfp ey — e = 0...(75)
2‘/%—b+s
Hierin bedeutet s eine Wurzel der cubischen Gleichung
$#—bs? + (ac—4d)s —d (@@ —4b) — ' = 0...... (176)

1) ¢ und ¢, werden nur imaginir.
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Wir sehen also, dass die allgemeinen Ausdriicke fir p. sehr compliciert
ausfallen werden. Wir wollen uns aber nicht mit der allgemeinen Losung
dieses Problems beschiiftigen, sondern uns nur auf den Fall beschriinken, wo
®? eine sehr kleine Grosse ist, so dass Glieder hoherer Ordnung, wie w* etc.,
vernachlissigt werden diirfen.

Fiir ©? = 0 reducirt sich die Gleichung (174) etwa auf die Gleichung
(170).

Wir konnen also in diesem Fall setzen

a a?
?+Vz—b+s_—2e

und

as
- —c

8 2 q
—_— e ——— == %",
2 9 a2 y

z b+

Ist aber w? von O verschieden, so konnen wir, unter Beibehaltung von
Gliedern nur erster Ordnung in Bezug auf w?, schreiben
a a?
—2—+V7—b+s = — 2 (e +Bow?

und

wo (3 und & zwei Constanten bedeuten.

Wir haben also zur Bestimmung der beiden ersten Wurzeln folgende

Gleichung
p? — 2 e+ Bod) u + (n* +-30%) = 0.

Hieraus ergiebt sich

n = e+ B = Vel + 2efo’ —n’ — o’

Setzen wir nun
25@ — 8 — Y’

so folgt

w, = (e-+Bod) + V(Ee—n) +yol ... (177)

e = (e Pof) — V(E—n?) +yol ... (178)
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In ganz ihnlicher Weise wiirde sich ergeben

g = (5,4 B,w?) + ViEt—n) 1o ooonts (179)

p = (& + B w’) — Vie2—nt) +1oh oon.. (180)

Es handelt sich also nur darum, die 4 Constanten B,v, B3 und y, zu
bestimmen. Sind dieselben einmal bekannt, so werden die Wurzeln der
Gleichung (166) und folglich auch die Gesetze der Bewegung unseres Appa-
rates sich aufkliren.

Zur Bestimmung dieser Constanten wollen wir folgenden Weg ein-
schlagen.

Aus den Gleichungen (177) und (178) erhilt man, unter Beriicksich-
tigung der dritten der Beziehungen (163) und wenn ¢ nicht sehr klein ist,

AR T (181)
g = a—q—i—fcaw,[
WO
T, = B+—;—%l
.................. (182)
n=p-4%]
ist.

Unsere fundamentale Gleichung (1 66) konnen wir nun folgendermaassen

schreiben
(p? — 2ep —+n7) (0 — 26+ 1) —@lpt = 0. ..... (183)

Bringen wir nun diese Werthe von p. aus den Gleichungen (181) und
(182) in diese Gleichung ein, 80 ergiebt sich, bei Vernachlissigung der
Glieder hoherer Ordnung und unter Beriicksichtigung der Beziehungen (163)

164
nd : 2¢7, {(v,— o) (v, — o)} = v

— 297, {(vg— o) (vg — o)} = v

Fiihren wir folgende Bezeichnungen ein

4
Vi

P=mayaimag e (184)
— vgt
P2 - (Vz—cl) (v’__cz) ................. (185)
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Dann wird auf Grund der Bezichungen (182) Auf Grund dieser Formeln konnen die Gesetze der Bewegung unseres
Apparates unter den verschiedensten Bedingungen erforscht werden.
2+v=F Wir werden aber hier nur zwei ganz specielle Fille besprechen.
20—y = — P, I Fall.
Daraus folgt i
1 ,; E — ¢ = 0.
b= & [P,—P] ‘ |
............. ...(186) Es ergiebt sich dann .
Y=%[P1+P2]’ W=
also ‘ Vg = Nt
— P 9 P— 7
=y 0 g, =
................ 187 _
P, 9 ( ) Cq n
Pg == Vg = 34 @
,n4
B, ¥, u, und p, sind also bestimmt. h=F= =
Die Bestimmung von 3, und vy, geschieht genau auf dieselbe Weise. Q = @, = — _mt
Sei 1 2 1,2 —n?
_ 6,4 4
h=eE = e (188) \ 8= 0 =
¢ 4 ot
QQ = m’ ................ (189) pl — 0 Yl = ﬂlz-l—ﬂz
80 wird 1 2
. n a
BI=Z];[QI_Q2] Py = N2 {1—?n12—n2w}
................ (190) L
. 2
T1=—;—[Q1+Q2] l"'z=—nz{l—-2-—n12-—n2m}
und _ . 1 a2
ty = oy 4+ 2 8 5‘3="1’{1+-2_n12-1—n2w2}
s — 1 2q]
................ 191 . 1 a2
by =0 __Q}wﬂ ( ) H4=—n12 {1—'—?”———12[_"2(»2}.
S ] 2ql ¢

Wir sehen also, dass in diesem Falle jede der beiden Bewegungen des

Die erhaltenen Ausdriicke fiir 8, y, 8, und vy, haben eine ziemlich ein- (fir & und ) eine perio dische ist mit zwei verschiedenen Perioden,

fache und symmetrische Gestalt. Dieselben liefern im Verein mit den APP a,.rates
Gleichungen (177), (178), (179) und (180), wie auch mit den Gleichungen ! nimlich 2% [1 Ll ng
_— 2 p2
(167) und (168) die allgemeine Losung unseres Problems fiir sehr kleine " 2 mi—n
‘Werthe von ?.?) und 5 1 2
- =21 —rwse)

1) Nur aber unter der Voraussetzung, dass e2 — 22 und ¢,2 — »,2 von Null ver- . o L . ichuneen (138) und (139).
schieden sind. T in vollstandiger Uebereinstimmung mit den Gleichungen (138) (139)




In diesem Fall muss man zur Bestimmung der Wurzeln p zu den
directen Formeln (177), (178), (179) und (180) zuriickgreifen.

Jetzt treten in den Ausdriicken fiir p schon Glieder auf, welche nur
die erste Potenz von o enthalten.

Es wird néimlich _
n+Vy o+ Bo?

Il

[t T
TRE n—"Vy o+ B
By = 'nl+V_y—1-w+ B, w?
oy = 0 — V'Y1 ‘0 =+ Bl
Diese Werthe miissen nun der Reihe nach in die Gleichung (183) ein-

gesetzt werden.
Dieselbe nimmt aber im jetzigen Fall folgende Gestalt an

(e—n) (. —mn) — ’'pf = 0.

Es ergiebt sich daraus ohne Weiteres bei Vernachlissigung von Gliedern
hoherer Ordnung

- |
1= (n—mn)? l
17111 (D SR (192)
7t
v |

Die Werthe von 8 und B, brauchen wir nicht aufzusuchen, da es in
den Ausdriicken fir die Wurzeln p geniigt, nur die Glieder niedrigster
Ordnung in Bezug auf w beizubehalten.

Die vier Wurzeln lauten also

P = W [l—n‘inw]

Pg = 1 [1 +nlf_nm]

Hg = My [1 +”x"‘l” “’]
Py = My [1 - nl':l_,, w:].

Beide Bewegungen (% und 6) unseres Apparates werden also einen
aperiodischen Charakter besitzen.

~y
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§ 8.

Schwingungen eines freien Davison’schen Apparates in der Ebene
der Aufhdngedrhte.

In den vorigen drei Paragraphen haben wir die Bewegung eines freien
Davison’schen Apparates unter verschiedenen Umstinden untersucht, aber
dabei nur die Schwingungen desselben parallel der x-Axe, d. h. senkrecht
zur Ebene der Aufhiingedrihte mitberiicksichtigt.

Es fragt sich nun, wie wird sich die Bewegung dieses Apparates
gestalten, wenn derselbe in der Ebene der Aufhingedrihte, d. h. parallel
der y-Axe, von seiner Ruhelage abgelenkt und alsdann sich selbst iiber-
lassen wird.

Zur Beantwortung dieser Frage habe ich den entsprechenden Versuch
mit dem frither erwihnten Modell (siehe Fig. 33) ausgefithrt und dabei eine
sehr merkwiirdige und interessante Bewegung wahrgenommen.

Wurde nimlich der Apparat parallel der y-Axe von seiner Ruhelage
abgelenkt und alsdann sich selbst iiberlassen, so beobachtete man folgendes.

Am Anfang schwang einige Zeit der Apparat in der Ebene der Auf-
héingedriihte wie ein einfaches Verticalpendel, dann fing er an sich allmihlig
zu drehen, und bei jeder folgenden Schwingung wurde der Winkel 6 immer
grosser und grosser und erreichte auf diese Weise recht betrichtliche Werthe.
Nach Erreichung dieses Maximums fing 0 an abzunehmen und bei jeder
folgenden Schwingung wurde der Ausschlag 0 kleiner, als der vorher-
gegangene. Nach Verlauf von einiger Zeit kehrte 6 auf Null zuriick, und
der Apparat schwang alsdann eine Zeitweile, wie am Anfang der Bewegung,
d. h. wie ein einfaches Pendel in der yz-Ebene,

Dann fing 6 wiederum an sich zu vergrossern und erreichte abermals
ein recht betriichtliches Maximum, um dann nach einiger Zeit wieder auf
Null herabzusinken.

Dieses periodische Heranwachsen von 0 wiederholte sich in sehr regel-
missiger Weise, wobei die ganze Bewegung einen sehr sonderbaren Charakter
hatte.

Dieselbe trat so unerwartet hervor und erschien mir so interessant,
dass ich mich gezwungen sah, die Theorie dieser Bewegung etwas niher zu

untersuchen.
Die entsprechenden theoretischen Erorterungen mogen nun weiter

folgen.
Bezeichnen wir durch & und % —+% die Coordinaten der momentanen

Drehungsaze O (siehe die Fig. 36 und 37) im Moment ¢, wo §und » als
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verinderliche kleine Grossen von derselben Ordnung zu betrachten sind.
‘Was nun die dritte Coordinate z von O anbelangt, so erkennt man auf
Grund der Formeln (84) und (85) leicht, dass die Aenderung derselben
gich durch eine kleine Grisse hoherer Ordnung ausdriickt, folglich konnen
wir bei der Berechnung der lebendigen Kraft des Systems die Aenderung
von z ausser Acht lassen.

Seien nun # und y die Coordinaten eines beliebigen Punktes MM, unseres
Systems (siehe die Fig. 37), welcher in der Entfernung ¢ von der Drehungs-
axe sich befindet. Dann konnen wir bei Beibehaltung der fritheren Bezeich-

nungen setzen
x =% —'d sin (0 +a)

y = y,+ n—+dcos(-+a)

Daraus folgt
@ =¥ —dcos(®+a)t

Y =9 —dsin(®+a)b.
Das Quadrat der Geschwindigkeit » des Punktes M, erhilt die Form
P =220’ — 2d cos (B 4-e) E'0" — 2d sin (0—+0) /0", ... .(193)

Hitte man die Aenderung der dritten Coordinate des Punktes M, mit-
beriicksichtigt, so wiirde im Ausdrucke fiir ¢* noch ein Glied 4* Ordnung
hinzutreten, welches selbstverstindlich ausser Acht gelassen werden darf.

Die totale lebendige Kraft T des Systems driickt sich also folgender-
maassen aus:

T = _;_ Bm [E7 4 ' + d*0* — 2d {cos O cosa — sin 0 sin a) E'0 —

— 2d {sin 0 cos « —+ sina cos 0} n'0].

Fiihren wir folgende Bezeichnungen ein:

Zm=M=£

g ?
Ymd* = K
und beriicksichtigen noch dabei, dass

Ymd cos o = M (A —p) = g(A—“P)

und
Smd sina = 0

NT
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ist, so folgt

T = L [MY? 4= Mo + KO* - 2M (p—4) cos 6 - E0 +

...(194)
—+ 2M (p—A) sin 0 -9'0'].
Daraus ergiebt sich
, , oT
0T — MY+ M(p—4) o5 0-0 T o
0T _ By 4+ M (p—A)sin 6.0 T _ g
gy = 0 g m
.. .(195)
O — KO -+ M(p—4) cosh- &+ M(p—A4) sin 0.y
%= — M(p—A)sin0-50 4+ M(p—A) cos 000,

Wollen wir nun das Lagrange’sche Princip in Anwendung bringen.

Es wird nimlich

5 (5%)—% = ()
%(25)_%%=(i§) .......... (196)
25— =) =20

Hierin bedeuten (%%7) dk, resp. <g—;f) dn und (% df die Arbeit der

Krifte, wenn die entsprechende Coordinate &, n oder § um einen unendlich

kleinen Betrag vermehrt wird.
Auf Grund der Formeln (195) kann man schreiben

ME 4 M(e—A) 0" = (f;g)

M+ M(e— ) {08+ 07} = (57) c...(197)

RY o M(e—8) &+ M(p—28)0-4" = (57).

Wollen wir nun die Werthe der Grossen auf der rechten Seite der drei

vorigen Gleichungen aufsuchen.
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Bezugnehmend auf die fritheren Bezeichnungen (siehe die Formeln
(90), (91) und (92)) ergiebt sich

14
(ﬁ) = P, cosa, -+ P, cosa,

4
(ﬂ) = P, cosB, + P, cosf,

(%’) = P, [cosa, cos A -+ cos B, cosp - cosy, cosv] [8 <+ ¢]

— P, [cos &, cos A —+ cos B, cos . —+ cos v, cosv] [6 — ¢].

Beriicksichtigt man dabei, dass die Werthe von cos e, und cosf,, wie
auch cos a, und cos B,, welche durch die Formeln (90) und (91) gegeben
sind, bis auf Glieder dritter Ordnung richtig sind und dass cosv = 0 ist,
so gelten auch die Gleichungen

(gg_’) = _[§ sl-.-%zgj ................................ (198)
()= =[] (199)
() = — [Bfa-2-278 G —R{2-3 254 ¢—p)...200)

Nun ist aus der Figur (37) und auf Grund der friiheren Bezeichnungen
sofort zu ersehen, dass

E=Et4+ (3+p)sind
g, = E— (8—p)sinb.

M, = N+ (8-p) (1 — cosb)
1y, = 7 — (8—p) (1 — cos¥).

Bringt man diese Werthe in die drei vorigen Gleichungen ein und
beriicksichtigt dabei die Beziehungen (97) und (98), so treten bedeutende
Vereinfachungen auf, und es ergiebt sich schliesslich bis auf Glieder dritter

Ordnung
()= — (23
(gv_f) = —[%+%]n ........ (201)
(% = _;I%Eaﬁ-e = — Dpo.Y

1y Siebe die Formel (99).

~Nr
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Setzen wir nun diese Werthe in die Gleichungen (197) ein, beriick-
sichtigen noch dabei die Bezeichnungen, welche durch die Gleichungen
(111), (112), (113) und (114) festgestellt sind und schreiben zur Ver-

einfachung

wo = als eine kleine Grosse zweiter Ordnung zu betrachten ist, so erhalten
wir folgende drei Differentialgleichungen, welche die Bewegung unseres
Apparates wiedergeben:

e nttaad’ =0 .. e (203)
W at=0 ... ... it (204)
0" + 1,20 + o, 5" + afn’ =0. .......... (205)

In diesen Gleichungen ist der Einfluss der Dampfung ausser Acht ge-
lassen worden.

Die Kenntniss der Gesetze der Bewegung unseres Apparates erfordert
die Integration dieser drei simultanen Differentialgleichungen.

Die allgemeine Behandlung dieser Aufgabe bietet sehr grosse Schwie-
rigkeiten dar und fithrt zu dusserst complicierten Rechnungen, deshalb sah
ich mich gendthigt vereinfachende Voraussetzungen zu machen und nur eine
erste Anniherung der Losung unseres Problems aufzusuchen.

Uns interessiert hauptsichlich die Drehung (6) des Apparates, folglich
wollen wir nur den Ausdruck von 0 als Function von £ aufsuchen.

7u diesem Zweck wollen wir zuerst n aus den Gleichungen (204) und
(205) eliminieren.

Setzen wir der Einfachheit wegen

0 4 n20 Al =g (206)
Dann erhilt man aus der Gleichung (205)
n_ __L1(2
n = &y (9 )
Bringt man diesen Werth in die Gleichung (204) ein, so folgt

N = % [—5:-(%)—-0(’&'],

also
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Fiihrt man nun diesen Werth in der Formel (205) ein, so gilt, da
aa, = w? ist (siehe die Formel (122)),

(.;i)”+ nl (g) N (207)

7 ist eine sehr kleine Grosse hoherer Ordnung (siehe die Formel (202));
wollen wir sie also vernachlissigen und gleich Null setzen.

Dann lisst sich die Gleichung sofort integrieren.

Es wird ndmlich

wo 3 und 3 zwei Integrationsconstanten bedeuten.

Wollen wir ihre Werthe aufsuchen.

Denken wir uns, dass am Anfang der Bewegung der Apparat um 7,
von seiner Ruhelage abgelenkt und alsdann sich selbst iiberlassen ist; dann
ergiebt sich aus der Gleichung (204) bei Vernachldssigung von <

N=0,C08(N) evvreirririiiiann. (209)
und

”

n = — n?n, cos (ni).

Wir sehen also, dass in erster Anniherung unser Apparat ganz wie
ein einfaches Pendel in der Ebene der Aufhingedrihte schwingt und unab-
hiingig von der Drehung des Systems ist, wobei die Periode dieser Schwin-
gung g;_: genan mit derjenigen zusammenfillt, welche den Eigenschwingungen
des Apparates (bei Abwesenheit der Drehung) senkrecht zur Drahtebene
entspricht.

Dieser Ausdruck unterscheidet sich vom wahren nur durch Glieder
hoherer Ordnung, da aber in der Gleichung (205) %" noch mit 8 multipli-
ciert ist, so konnen wir uns um so mehr mit dieser Anniherung begniigen.

Die Gleichung (205) nimmt also folgende Form an

¢ = — a0 = a;n*n,- 0 cos (nf).
Durch Vergleichung mit der Formel (208) findet man

e ...(210)

8 =20

und es wird
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Es handelt sich jetzt also nur darum, & aus den Gleichungen (203)
und (211) zu eliminieren.
Bringt man zu diesem Zweck den Werth von ¥”in die Gleichung (203)

ein, so folgt

E = % [_. o0’ - -:—l {0"—:— n20 — B6 cosnt}:'.

Daraus erhiillt man

1 e nn 1z ’ ’ . -
= P~ [— 00" + 6"+ 20" — {6” cos nt — 2n0’ sinné — n*0 cosnt}].

Fiihrt man nun diesen Werth in der Gleichung (211) ein, so ergiebt
sich folgende definitive Differentialgleichung fiir 0 allein:

(1 — w?) 8"+ [n® 4+ n,2 — B cosnt] 6" + 2Bn sinnt6 4 n?n,*0 = 0.

Das Integral dieser Differentialgleichung 4'* Ordoung liefert nun die
Beziehung zwischen 6 und der Zeit ¢.

Die Behandlung dieser Gleichung bietet jedoch sehr grosse Schwierig-
keiten dar, und wir wollen deshalb eine vereinfachende Voraussetzung
einfithren.

Wir haben schon frither gesehen, dass, wenn w? klein ist, das Auftreten
der Schwingungen & gewissermaassen als eine Storung der Drehungen 8 auf-
zufassen ist. Wollen wir also von dieser storenden Wirkung der Verschie-
bung £ von jetzt an vollsténdig absehen. Dies ist selbstverstindlich als eine
erste Anniiherung zu betrachten, aber es wire leicht moglich diese Bedin-
gung praktisch ganz streng durchzufiihren. Dazu wire nur nothig durch
irgend welche mechanische Vorrichtung die Schwingungen des Apparate§
parallel der z-Axe zu hemmen, d. h. & fortwihrend gleich Null zu halten. Bei
ruhender Unterlage wiirde dieses keine Abinderung der Bewegungsgesetze
fiir y und § nach sich ziehen.

Dann wiirde 0 folgender Differentialgleichung geniigen:

0"+ nm20 =Blcosnt .. ...t (212)

Bei meinen Versuchen mit dem frither erwihnten Modell war der
Apparat vollstindig frei, folglich war eine gewisse Riickwirkung der Ver-
schiebungen & auf die Drehungen 0 vorhanden, aber wir wollen voraussetzen
dass £ und &” immer so klein bleiben, dass die Gleichung (212) noch an-

wendbar ist. 6
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Hitte man strenger verfahren und den Einfluss der Verschiebungen
mitberiicksichtigen wollen, so wiirden die entsprechenden theoretischen Aus-
fithrungen immer noch eine erste Annidherung sein, da die ganze eben ab-
geleitete Theorie voraussetzt, dass 0 eine kleine Grosse ist, was aber bei
den wirklichen Versuchen nicht der IFall war, da 6 nach Verlauf gewisser
Zeiten recht betrichtliche Werthe erlangte.

Setzen wir also voraus, dass der Einfluss der Verschiebungen £ #usserst
klein ist, und dementsprechend wollen wir zur Intergration der Gleichung
(212) iibergehen. '

Dazu geben wir zuerst der Gleichung (212) eine etwas andere Form.

Fithren wir zu dem Zweck die Bezeichnungen ein:

uzgt ..................... (213)
n

g=20 (214)
2

= — (215)

Dann geht unsere Gleichung in die folgende iiber:

%+{9’+2qlcoszu}-e= 0. cvvvvnnnnn. (216)

B ist v, proportional, folglich konnen wir g, als sehr klein voraus-
setzen.

Die Gleichung (216) ist eine sehr bekannte, die in der Himmels-
mechanik eine sehr wichtige Rolle spielt.

Ihre Integration ist bekanntlich ziemlich schwierig, aber fir kleine
Werthe von g, ist sie von manchen Autoren griindlich untersucht worden.

Wir brauchen also nur an eine dieser Untersuchungen uns anzu-
schliessen.

Bevor wir es aber thun, wollen wir folgende Bemerkung voraus-
schicken.

Wir haben friiher gesehen, dass die Riickwirkung der Verschiebungen

auf die Drehungen unseres Apparates und umgekehrt, gewissermaassen als .

eine Storung der Hauptbewegung aufgefasst werden kann,
In diesem Fall sind wir aber auf eine wirkliche Storungsgleichung der
Himmelsmechanik gefiihrt worden.

~
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Unser Modell kann also sehr gut dazu dienen, die Bewegung, welche
dieser Differentialgleichung entspricht, zu versinnlichen.?)

Ich glaube auch, dass fir Unterrichtszwecke der analytischen Mechanik
das Modell als Tllustrationsmittel fiir verschiedene Bewegungen, welche der
frilher abgeleiteten Differentialgleichung entsprechen, sehr gute Dienste

leisten kann.

Beim Integrieren der Gleichung (216) wollen wir den von Tisserand
in seiner «Traité de mécanique céleste»?) angegebenen Weg befolgen.

Derselbe besteht darin, § durch eine gewisse Cosinusreihe darzustellen,
deren Coefficienten nach Potenzen von g, geordnet sind.

Bedeuten nun C und y gewisse Integrationsconstanten, so ergiebt sich
fiir 6 folgender ziemlich complicierter Ausdruck:
9

T == ¢os (htt -+ ) -+

q q3+4¢2+159+16
[4 (Pqu) —a’ 128 (1+9)* (2+9)(1—9) e ] cos {(k+2) u+7}

q 5 g% —4¢?+159—16 h—9
+ [4 Teg 9 380 —aFC—00+9 "‘] cos {(h—2) u-+v}

+[m%:—(2_:a+.”] ey ...(217)
"“[mquql)z(T_jﬂ—...] cos{(k;-4)u+Y}
+[:334(1+Q)212‘8—*‘q)(3+q)+"'] cos {(k + 6) u—+y}
+[384(1—q)(q213—q)(3_q)+---] cos {(h — 6) w7}

—Y

Hierin hat % folgende Bedeutung

' s 1594 —85¢>+8
h=q|:1+m—q1464q4(1_qg)3(4_q2) ...]....(218)

1) Dazu muss man, streng gemommen, die friher erwihnte Vorrichtung in Anwendung

bringen, um § immer gleich Null zu halten.
2) Tome III. Exposé de P’ensemble des théories relatives

Paris. Gauthier-Villars (1894). o

au mouvement de la lune, p. 1.
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Hat am Anfang der Bewegung der Apparat keinen Anstoss erhalten, so
wird fiir £ =0 6'= 0, folglich wird auch
= 0.

Die andere Integrationsconstante C bestimmt sich aus der Bedingung,
dass fir =0 6 =90 wird.

Also 6
= 0
0= f)*
‘Wir haben daher
R i )]
0_6(,%. .............. ....(219)

Wir sehen also, dass 6 immer gleich Null bleibt, wenn am Anfang der
Bewegung die Drehung 6, des Apparates wirklich streng gleich Null ist,
folglich wird in diesem Fall der Apparat nur einfache Schwingungen in der
Ebene der Aufhingedrihte ausfilhren, wie es ohne weiteres verstindlich ist.
Es ist aber praktisch nicht moglich, 0, genau gleich Null zu machen. Ist
aber 6, von Null verschieden, moge es auch noch so klein sein, so wird §
mit der Zeit sich &ndern.

Wollen wir nun auf Grundlage der Formel (217) 6 durch unsere Con-
stanten %3, n,%, § und die Zeit ¢ ausdriicken und uns dabei nur auf Glieder
von der Ordnung B2 beschriinken. Unter Beriicksichtigung der frither ein-
gefiihrten Bezeichnungen?) gilt

g = cosnl(l —4—;12—(25—;—;72)15—!—
_.,_3511_&[(2—”[—1_—") cos(nl—n)t—mcos(nl—&—n) t] (220)
+ {2 8-1—"2 [m cos(m,—2n) L+ (m cos(n,+2n) t:].
Hierin hat C folgende Bedeutung
— )
C = . 4n121— B (4”;712;; le ~ nz). ....... (221)

Das allgemeine Integral der Differentialgleichung (216) bietet manche
interessante Specialfille dar, auf deren Besprechung ich hier nicht eingehen
kann.

1) Siehe die Formeln (213), (214) und (215).
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§ 9.

Theorie des freien Davison’schen Apparates bei bewegter Unterlage.

Wir haben im § 3 gesehen, dass der Versuch, die stérende Wirkung
der Verschiebungen (Schwingungen) durch Stiitzung des Apparates zu be-
seitigen, misslungen ist, da die Empfindlichkeit desselben dabei zu viel ein-
gebiisst hat. Ich sah mich also gendthigt den Apparat ganz frei zu lassen
und nach einem Mittel zu suchen, welches ermoglichte, nur die Drehungen
allein zu registrieren, ganz unabhiingig von irgend welchen Verschiebungen
des Apparates. Dieses Ziel wurde durch die im § 4 beschriebene electro-
magnetische Vorrichtung erreicht. Nun trat eine neue Schwierigkeit auf.
Es ergab sich, dass die Schwingungen des Apparates eine Riickwirkung auf
die Drehungen desselben haben, wie dies durch die im § 5 entwickelte
Theorie hinlinglich genug bewiesen ist. Nun aber zeigt zu gleicher Zeit
dieselbe Theorie, dass es moglich ist, diese storende Riickwirkung der Ver-
schiebungen beliebig klein zu machen.

Dazu muss die in der Differentialgleichung (116) vorkommende Grosse
a, sehr klein gemacht werden. Nun ist aber @, nach der Formel (114) der
Differenz p — A proportional, wo p—A die Entfernung der Drehungsaxe des
Systems vom Schwerpunkte desselben bedeutet. Es handelt sich also nur
darum, p—A so klein wie moglich zu machen.

Nach der Formel (110)kann p—A auf zweierlei Art sehr klein werden.
Dazu muss entweder P, oder F, sehr klein gemacht werden?), d. h. der
Schwerpunkt des Systems muss moglichst nach dem Befestigungspunkte
einer der beiden Drihte herangeriickt werden.

Die mit einem der frither beschriebenen Modelle des Davison’schen
Apparates (siehe die Fig. 33) ausgefithrten Versuche haben in d'er That ge-
zeigt, dass, je niher der Schwerpunkt des Systems efnem d.er be%den Drihte
liegt, desto kleiner die Drehung des Apparates bei einem emmzfdhgen Anst(?ss
parallel der z-Axe wird., Dieser Anstoss wurde durch eine kleine Verschie-
bung der Plattform ertheilt. .

Es schien also, als ob die gestellte Aufgabe, nimlich die Registrierung
der Neigungen mit Hilfe eines Davison’schen Apparates, endlich gelbst
wire, da die storende Wirkung der Verschiebungen desselben nach Belieben
verkleinert werden konnte. Es traten aber neue und diesmal schon uniiber-
windliche Schwierigkeiten auf, welche mich zu dem Schluss gefithrt haben,

1) Selbstverstindlich darf nicht @ = b gesetzt werden.
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dass der Davison’sche Apparat fiir Neigungsversuche (bei dynamischen
Vorgiingen) iitberhaupt nicht verwendbar ist.

Dies wird durch die weiter zu entwickelnde Theorie verstindlich
werden.

Bis jetzt haben wir die Theorie der Bewegung des freien Davison-
schen Apparates besprochen unter der speciellen Voraussetzung, dass die
Unterlage in Ruhe ist.

Wollen wir aber von jetzt ab voraussetzen, dass diese Unterlage selbst
sich in Bewegung befindet.

Denken wir uns also ein im Raume festes, rechtwinkliges Coordinaten-
system zyz (siehe Fig. 39), und moge die Unterlage Verschiebungen parallel
der z-Axe und Neigungen um die y-Axe ausgesetzt sein, wobei die im
Zeitmoment ¢ stattfindende Verschiebung # und Neigung ¢ als gewisse
Functionen von ¢ aufzufassen sind.

Denken wir uns weiter ein mit dem Instrument fest verbundenes
Coordinatensystem &nl, welches bei normaler Stellung der Unterlage mit
dem ersten System zusammenfillt, und bedeuten &, =, die relativen Coordi-
naten des Punktes O” (siehe die Fig. 36), welcher auf der Drehungsaxe des

Apparates sich befindet.
Fig. 39.

Y

Wir wollen nur die Verschiebungen des Apparates parallel der £-Axe
und die Drehungen desselben 6 untersuchen, folglich konnen wir fiirs Erste
die Verschiebungen parallel der n-Axe ausser Acht lassen.

Es handelt sich also darum, die Differentialgleichungen der Bewegung
fir £ und 6 aufzustellen.

Bedeute nun s (siehe die Fig. 39) die Erhebung des Punktes O” iiber
der zy-Ebene, und sei die Unterlage um den Winkel ¢ geneigt.
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Ist ausserdem die Unterlage um & verschoben, so ergiebt gich die ab-
solute Cordinate X des Punktes 0"

X =2z+E5+si.

Die Verschiebungen von 0" parallel der y-Axe haben wir ausser Acht
gelassen, wir nehmen also Y als constant an. Was nun die dritte Coordinate
des Punktes 0", niimlich Z, anbelangt, so werden die Aenderungen derselben
kleine Grossen hoherer Ordnung sein, welche "also vernachlissigt werden

diirfen. .
Bei der Bestimmung der lebendigen Kraft T des Systems wollen wir

ganz dhnlich wie frither (siehe Seite 44) verfahren.

Nehmen wir einen Massenpunkt 3, in der Entfernung d von der
Drehungsaxe (siehe die Fig. 37) an und bedeuten 2, und y,, die entsprechen-
den absoluten Coordinaten dieses Punktes !), so wird, bei Vernachlissigung
von Gliedern hoherer Ordnung

xm.—_—m-i-E—l—sq»——dsina—dcosoz-O}

Yp = Y + dcosa —dsina- 6.

Daraus erhilt man fiir das Quadrat der Geschwindigkeit v
= [# + &+ sy —dcosa- 0]+ [d sina-6]?

= [o + £ + s{/]P — 2d cosa [@ + & 4+ s{] 6"+ d*0”
und fiir die lebendige Kraft T'bei Beibehaltung der friiheren Bezeichnungen
’ ’ P ’ ’ 1 nf
T= %.;_’ (@ +F sy P+ KO+ (—) e 4-Fa-sy]0...(228)
Aus dieser Gleichung ergiebt sich

’ ' ’ P ’
ﬂ:%[z +£ +s¢]+;(p-—A)-0

und

I

T Y+ L p—a) [+ E+s¥],

. 4 ! =
1) Wir denken uns abermals, dass alle Massen in der Ebene AB A’ B sich befinden.
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folglich wird nach dem Lagrange’schen Princip
Pr % ” P " /]
T s T T e— ) 0 = (5) . (224)

Kb §(P-A) [xn_'_E//_‘_qu”] = <3—6V) ......... (225)

Es handelt sich also nur darum, <3—g) und (%7) zu berechnen.

Wollen wir dazu denselben Weg, wie frither, einschlagen.

Wir miissen znerst die absoluten Coordinaten der oberen (C und D)
und der unteren Befestigungspunkte (4" und B') der Driihte bestimmen.

Behalten wir dieselben Bezeichnungen wie im § 5 bei, so bekommen
wir ohne Schwierigkeit aus den Figuren (34) und (39) und auf Grund der
Formeln (222) bei Vernachlédssigung von Gliedern hoherer Ordnung folgende
Ausdriicke fiir die Coordinaten dieser Punkte:

X, =2+ (s+a) X =2+6E+hi)
cl!¥%=0D—3 D{Y,=D+3
Z =s4a Z,=5s-+b
PSSP S P S
Ay g/ =D—3, Blo=D+8+n,
L2 =s+{ 2, = s+ {,.

Daraus folgt bis auf Glieder hoherer Ordnung fiir die verschiedenen
Richtungscosinusse in Bezug auf die Axen z, y, 2.

cos @, = “———¢_Ej(8+9)° K

cosP, =0 ..., (226)
cosy, = 1

cosB, =0 feeieeeieee.., (227)
cos y, = 1.

1) Siehe die Formeln (80) und (81).
2) Siehe die Formeln (82) und (83).
3) Siehe die Formeln (90), (91), (104) und (105).
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Fiir eine Richtung 7T, welche senkrecht zu 4'B’ und zu der z-Axe ist,
wird, wie leicht einzusehen ist, auch in diesem Falle

cosA=1 und cosv=20.%
Es ist also bei Vernachlissigung der Glieder hoherer Ordnung

(%g) = P, cosa, + F,cosa,
P,
= Pq;—(% +1%2)E— [%(3+p)—7(8—p)] 0.
Nach den Gleichungen (97) und (98) wird das dritte in der eckigen

Klammer stehende Glied gleich Null sein.
Es bleibt also

() =ry—(2~+ BYE s (228)
(‘;—;7) berechnet sich in folgender .Weise:

(%;f) = P, [cose, cosh - cosf3; oS ~- COSY, COS v] [3+p] —
— P, [cos o €0s A —+ c0s B, cos p 4+ €OS Y5 €08 v] [ —¢]
— P cosa, [8—+p] — Pycosay [E—p]

(P, G4+p)— P B—p] ¢ — [2 G+ —FE—p]E

I

— (D@ 2E—or]0,

oder. nach den Formeln (97) und (98) unter Beriicksichtigung der Be-
]

ziehung (99), )
A NN T ) T S 229
(%;:)=23P1Psm $— Do, .... (229)

9
Bringt man nun die Werthe von (%::) und (5;—7) aus den Formeln (228)

und (229) in die Gleichungen (224) und (225) ein., so ergeben sich bei
Einfithrung der Bezeichnungen, welche durch die Gleichungen (111),(112),

1) Siehe die Formeln 92).



— 90 —

(113) und (114) festgestellt sind, folgende zwei Differentialgleichungen fir
die Bewegung unseres Apparates:

om0 —gd) sy +ab’ =0 ... (230)

0" 4020 4+ o (2 —gy) + o, (F+sy)=0...... (231)

oder, anders geschrieben,

0" 4020 4+ o (@' +8) + o, (¢ —gd) = 0.7 ....(232)

Wollen wir nun diese beiden Gleichungen eine nach der anderen be-
sprechen.

Die erste (230) zeigt, dass die Drehung des Apparates (8) eine Riick-
wirkung auf die Verschiebung desselben (%) hat. Diese Gleichung unter-
scheidet sich von der friher gefundenen (115) nur durch die Glieder
a" — g+ sy, welche von der Bewegung der Unterlage unmittelbar
abhingen.

Setzen wir nun voraus, dass beide Drihte gleich lang sind, also etwa

a=>b=1,

so verwandelt sich unser Apparat in ein einfaches Verticalpendel, dessen
Linge gleich 7 ist.
Dabei wird nach den Gleichungen (111) und (112)

2 — 9
w =7

und

=20,

folglich nimmt die Differentialgleichung der Bewegung eines Verticalpendels
bei bewegter Unterlage folgende Form an

g4+ LL (@' —gy) + s =0........... (233)

Auf diese Formel werden wir in einem spiteren Paragraphen nochmals
zuriickkommen.

1) Hatte man noch die Dampfung mitberticksichtigen wollen, so waren nur in den
Gleichungen (280) resp. (231) die Glieder 2¢Z’ resp. 2¢, %’ hinzuzufiigen, wo ¢ und ¢, die ent-
sprechenden Dampfungsconstanten bedeuten.

Wenden wir uns jetzt der Gleichung (282) zu. Wir sehen, dass auch
hier die Verschiebung des Apparates (%) eine Riickwirkung auf die Drehung
(0) desselben ausiibt. Diese Gleichung unterscheidet sich von der frither ge-
fundenen (116) durch die Glieder a; (2" —gy-+s{"), welche von der Bewe-
gung der Unterlage unmittelbar abhiingen.

Ausserdem zeigt die Gleichung (232), wie wir es auch frither gesehen
haben, dass man diesen Einfluss der Riickwirkung der Verschiebungen
' +¢" durch Verminderung von o, beliebig verkleinern und also praktisch
ganz unschidlich machen kann, aber hier tritt eben die frither erwiihnte
Schwierigkeit auf.

Die Gleichung zeigt, dass o, als Factor nicht nur vor dem Gliede
#’+¥", sondern auch vor (s¢"—g¥) auftritt. { ist aber eben die gesuchte
Grosse. Hat man also, um die Wirkung der Verschiebungen zu beseitigen,
a, sehr klein gemacht, so wird der Apparat hochst unempfindlich in Bezug
auf die Aenderungen von ¢ sein. Wire sogar a,==0, 80 wiirde der Apparat
iiberhaupt nicht die Neigungen registrieren konnen.

Wir sind also gezwungen den sehr trostlosen Schluss zu ziehen, dass
der Davison’sche Apparat zum Zweck der Registrierung der Aenderungen
der Neigungen ¢ der Erdoberfliche bei dynamischen Vorgingen ein ganz
werthloses Instrument ist.

Fiir statische Vorginge dagegen, WO €S sich nur darum handelt, die

resultierende, zuriickgebliebene Neigung der Erdoberfliche nach erfolgtem

Erdbeben zu bestimmen, verhilt sich die Sache ganz anders.
In diesem Fall missen wir alle Derivierten in der Gleichung (232)
gleich Null setzen. Dann gilt fiir die resultierende Drehung des Apparates

3
e_.. Jud §
=gk

Setzt man hierin die Werthe von n,? und «, aus den Formeln (113)

und (114) ein, so folgt ) Pty
=—73—

oder, mit Riicksicht auf die Beziehungen (110) und (99),

—3 .. .(234
R LR EERREEREEE (234)

Wir erhalten also die bekannte Gleichung des Davison’schen

Apparates.
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In diesem Fall kann also, durch Vermehrung der Differenz der Draht-
lingen a—b und Verkleinerung des Abstandes 28 derselben, die Empfind-
lichkeit des Apparates beliebig gross gemacht werden.

Zum Zweck der Bestimmung der resultierenden Neigung der Erd-
oberfliiche erweist sich also das Davison’sche Pendel wegen seiner grossen
Empfindlichkeit als ein vortreffliches Instrument, bei dynamischen Vorgingen
dagegen, wo es sich darum handelt, die Aenderungen der Neigungen mit
der Zeit zu erforschen, ist dasselbe ganz werthlos.

In meinem ersten Aufsatz «Ueber seismometrische Beobachtungen»?),
bei der Besprechung der nithigen Ausstattung einer seismometrischen Station
ersten Ranges, habe ich den Davison’schen Apparat zur Registrierung
von Neigungen empfohlen, aber dabei im ndchsten § 10 (Seite 162) aus-
driicklich gesagt: «Es ist unbedingt nothwendig, ehe man zur Griindung
einer seismometrischen Station nach dem eben besprochenen Plan herantritt,
die verschiedenen, hier angegebenen Formeln einer sorgfiltigen experimen-
tellen Priifung zu unterwerfen».

Nun haben aber diese experimentelle Priifung und die an sie an-
kniipfenden theoretischen Auseinandersetzungen gezeigt, dass dieses Pendel
fiir seismometrische Zwecke ein wenig brauchbares Instrument ist, folglich
sah ich mich genothigt auf dasselbe ganz zu verzichten, und mich nach
anderen Methoden zur Registrierung der Neigungen umzusehen.

Diese neuen Methoden sind nun in den weiter folgenden Paragraphen
dargelegt.

§ 10.

Theorie des abgeénderten Davison’schen Apparates.

Wir haben eben gesehen, dass der Davison’sche Apparat in seiner
gewohnlichen Form, wegen der Riickwirkung der Verschiebungen auf die
Drehungen desselben, ganz und gar zur Registrierung der Aenderungen
der Neigungen der Erdoberfliche bei Erdbeben ungeeignet ist.

Wiren die Drihte gleich lang gewihlt, also a=>b, so wiirde nach der
Formel (110) der Schwerpunkt des Systems mit der Drehungsaxe zusammen-
fallen und « und «, wiirden beide gleich Null sein?). In diesem Fall wiirden

1) Comptes rendus des séances de la Commission sismique permanente. Livraison 1,
p. 160 (1902).
2) Siehe die Formeln (112) und (114).
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die Verschiebungen (Schwingungen) des Apparates ganz unschédlich sein,
aber mach der Gleichung (232) wiirde der Apparat auch nicht im Stande
sein die Neigungen zu registrieren.

Es lasst sich jedoch eine solche Abéinderung in der Construction treffen,
bei welcher bei gleichen Drahtlingen der Apparat doch auf Neigungen

reagirt.
Dazu braucht man nur die unteren Befestigungspunkte der Drihte auf

verschiedene Hohen zu bringen.

Fig. 40.

e

>

Denken wir uns dementsprechend einen schrig geschnittenen Cylinder
mit Hilfe zweier Driihte von gleicher Linge ! so aufgehingt, dass die Axe
des Cylinders den Winkel u mit der Horizontalebene bildet, wie dies auf der

Fig. 40 schematisch angedeutet ist. '
I bedeutet die Liinge der Driihte vom oberen Befestigungspunkt bis zur

Axe des Cylinders. o
Die Entfernung der Driihte von einander sei 28 und die Linge des

Cylinders AB = 2L.
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Sei weiter s die Erhebung der Mitte des Cylinders O’ iiber der Hori-
zontalebene zy.

Wegen der Einfachheit der Ableitung wollen wir fiirs Erste voraus-
setzen, dass alle Massen lings der Axe des Cylinders concentriert sind.
Der Uebergang zum allgemeinen Fall lisst sich ohne Schwierigkeit durch-
fithren. '

Wollen wir zuniichst die Lage der Drehungsaxe feststellen.

Das Gewicht des ganzen Systems sei P, wobei die Massen nicht gleich-
miissig lings der Linie 4B vertheilt sein mogen, so dass der Schwerpunkt
sich nicht in O’ befindet, sondern etwa um A lings der Linie 4B von O ent-
fernt ist?).

Die Spannungen der Driihte P, und P, berechnen sich nach den Formeln
(77) und (78), wo, statt A, A cosu einzusetzen ist.

Es wird nimlich
3—Acosu
——— P

h=—%

8-+ Acosu
P2 == —25———P, ................

wo P+ P, = P ist.
Sei nun D die Entfernung des Punktes O" von der 2z Ebene und fithren
wir noch folgende Bezeichnung ein

Lsinte =0Cyuveeneeneennnnanns (237)

dann erhalten wir fiir die Coordinaten der Punkte C, D, 4 und B bei ruhen-
dem System folgende Ausdriicke:

X =0 X, =02
¢c{Y=D-—23 D{Y,=D~+2

4, =s+c+1 Z, =s5—c+1

x, =0 z, =0
4{y=D—3 Bly=D-+3

4 =S—+¢C 7, = § — c.

1y Den Entfernungen von O’ nach rechts wollen wir das Vorzeichen —+ beilegen.
2) Vergleiche die Formeln (80) und (81).
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Sei nun bei ruhender Unterlage der Apparat etwas verschoben, wobei
A sich etwa nach 4’ und B nach B’ verschiebt, und bezeichnen wir die
Coordinaten dieser beiden Punkte folgendermaassen:

4 r 1
“"1:21 xz'—gz)

Ay =D—28-+mn ;. ..(238) By =D+, . ..(239)

!

7/ =s+c+( 2, = s—c—+{,.

Hierin bedeuten &, %, v, und v, sehr kleine Grossen. Nach den Formeln
(84) und (85) werden ¢, und {, kleine Grossen hoherer Ordnung sein, folglich
brauchen wir bei dieser Untersuchung, wo wir uns nur auf Glieder nied-
rigster Ordnung beschriinken, die Aenderung der dritten Coordinate 2z gar

nicht zu beriicksichtigen.
Bezeichnen wir nun die Winkel, welche die Richtung A'B’ mit den

Coordinatenaxen bildet resp. durch a, 8 und vy, dann ergiebt sich mit Be-
riicksichtigung der Beziehung (237)

Ez_sl
COS ot = COS U - 35
cosB = cosu |1 -+ sin?ee.2M|  Lo....... (240)
28
. —_— 3 2, N2—M
CoSy = — SInu [1 Co8™ % - == ]

Sei nun 7 (siehe die Fig. 35) eine Richtung, welche senkrecht zu der
s-Axe und zu A’ B’ und nach der Seite der positiven z gerichtet ist, und
bedeuten A, p. und v die Winkel, welche diese Richtung T mit den CoordiT
natenaxen bildet, so erhilt man in éihnlicher Weise wie frither (siehe § 5) bei

Beibehaltung nur der Glieder niedrigster Ordnung

cosh =1

—§
S = — 23§ (241)
cosv = 0.

die Winkel, welche die Richtung A’ C mit den

Seien ferner o, B,, T, ’ ;
t und o, @, Y, die entsprechenden Grossen fiir

Coordinatenaxen einschliess

3) Vergleiche die Formeln (82) und (83).
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die Richtung B'D, so gelten analog dem Fritheren (siehe § 5) die Be-
ziehungen :

cos o, = —%

cos B, = — l"l—' ................. (242)
cosy, = 1.

€cos o = ——-—El—z

CosB=—T (Lot (243)
cos v, = 1.

Wollen wir nun die Lage der Drehungsaxe O aufsuchen, wobei p die
Entfernung derselben vom Punkte O (siehe die Fig. 40) sei.

Zu diesem Zweck denken wir uns nur eine Drehung des Apparates
vorhanden. Dann muss beim Gleichgewicht

P, [cos o, cosA — cos B, cos g =+ ¢os Y, COS V]

~+ P, [cosa, cosh —+ cosf, cosp —+ cosy, cosv] = 0
sein.
Auf Grund der Gleichungen (241), (242) und (243) folgt

Aus der Fig. (35) ergiebt sich wie frither, bei Vernachlissigung von
Gliedern hoherer Ordnung,

.t e T
0_8+plcosu_8_“20w y eeeeeeca e (245)
oder
—_ El"‘gz
pcosu_S———El_Ez.

Mit Riicksicht auf die Beziehung (244) erhilt man

o COS U = 35—'1:&. ................ (246)

1) Vergleiche die Formel (94).
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Aus den Beziehungen (235) und (236) folgern wir nun

Acosu=8-1—)3-%'£!.

Durch Vergleich mit der Gleichung (246) ergiebt sich

Wir sehen also, dass die Drehungsaxe in diesem Falle immer mit dem
Schwerpunkte des Systems zusammentfallt, folglich ist & priori za erwarten,
dass die Verschiebungen des Systems keinen Einfluss auf die Drehung des-

selben haben werden.
. 9
Wollen wir nun das Drehungsmoment (5%7) unseres Systems berechnen.

Es wird

(‘%7) = P, [cosa, cos A ~+ cos B, cos . -+ €08y, €08 V] [ —+ p'cosu]

— P, [cosa, cos\ 4 cos B, cos . ~+ oy, cosv] [3 — p cosu]. X

Daraus leitet sich mit Riecksicht auf die Gleichungen (241), (242),
(243) und (245) ab

(00) = — 4 (B G+ poosuf + P, B—p eon] -6,

oder, mit Riicksicht auf die Gleichung (246),

9 ———'4820PIP200
(?6_ =—7"7F "
oder .
(%) = — Do,
wenn o np
T e e (248)

gesetzt wird.
Im Falle, dass der Schwerpunkt des Systems in der Mitte des Cylinders

in O sich befindet, wird

P
Pl = Pﬂ = )
und D nimmt alsdann folgende Form an
p=2.P

Dies ist die bekannte Gleichung des gewohnlichen Bifilars.
7
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Nachdem die Lage der Drehungsaxe festgestellt ist, wollen wir nun
voraussetzen, dass die Unterlage des Systems sich in Bewegung befindet und
sei dieselbe zur Zeit { um z parallel der z-Axe verschoben und um den
Winkel { um die y-Axe gedreht.

Denken wir uns ein im Raume festes rechtwinkliges Coordinatensystem
z, ¥, 2z und ein anderes System & w, {, welches mit dem Apparat fest ver-
bunden ist. Bei normaler Stellung der Unterlage fallen beide Systeme zu-
sammen.

Seien nun
Eund D + pcosu + 1

die relativen Coordinaten des Punktes O” (siche die Fig. 40) zur Zeit ¢.

Dann erhalten die absoluten Coordinaten X und Y dieses Punktes fol-
gendes Aussehen (siehe auch die Fig. 39 und 40):

X=2-+E5+(s—psinu)

Y= D+ pcosu + .

Die Aenderung der dritten Coordinate brauchen wir nicht zu beriick-
sichtigen.

Nehmen wir weiter einen Massenpunkt M auf der Axe 4B in der Ent-
fernung d von O” an, und seien z, und y,, die entsprechenden Coordinaten
dieses Punktes.

Dieselben driicken sich (siehe die Fig. 37, 39 und 40) bei Vernach-
lissigung von Gliedern hoherer Ordnung folgendermaassen aus:

g, =&+ §+ (s—(p+d)sinu) y —dcosu-9

Ym = D 4+ p cosu + 1 -+ d cos u.

Daraus bekommt man fiir das Quadrat der Geschwindigkeit v des
Punktes M .

v = [ + E 4 (s—(p+d)sinu)§ —dcosul’] + 42
= [¢ + & + (s—(p+d)siny) YP+ 0?4 (d cosu)? 67 —

— 2d cosu [# 45 + (s —(p +d) sinu) {'] ¥,
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und fiir die lebendige Kraft 7' des Systems

T = %_gl_D [ +§ + (s—p sinw) J'JF +
4+ %?Py;’ﬂ “+ %K [0+ tg?u - 2+ 2tgud 0] +

+—§(p-—A) cosu [z + & + (s —psinu) Y06+ tgud'].

Hierin bedeutet K das Drehungsmoment des Systems in Bezug auf die

Drehungsaxe. .
Mit Riicksicht auf die Beziehung (247) erhilt man folgenden defini-

tiven Ausdruck fir 7'

L2 F e (s—psinu) PP+ I

.. .(249)
Tt g K [0 tghu 2tguq/e’].l

T =

ro
@y

Daraus folgt

0T _ Py 4 ¥ a-(s—psinu)§]
ot g

oT _ P

W=

Durch Anwendung des Lagrange’schen Princips erhilt man

{ 2+ &+ (s —psinu) §] = ("-‘,g) .......... (250)
o= () (251)
K [0 +tgu: 1= (%;—7) .................... (252)

vy (oV v }
Es handelt sich also nur noch darum (X)’ (5;) und ( ) zu be
rechnen.

Wollen wi
D) und der unteren Befestigungspunkte (

r zu dem Zweck die absoluten Coordinaten der oberen (Cund
A’ und B') der Drihte bestimmen.
7*
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Es ist in #hnlicher Weise, wie in § 9, unter Beibehaltung der fritheren
Bezeichnungen

X, =2+ (@+c+D{
C{ Y,=D—3 o be e cnreetotasnanas (253)

Zy, =s+c—+1

X, =z+@E—c+0D)¢

DI T, =D+3 i, (254)
Z, =s5—c—+1
o) =484+ (8+c)y + E+pcosu)b
A{y/=D—8+v L., (255)
2/ =sa4c+{,
 =2+E+(s—c)y— (8 —pcosu)d
Bly=D+3+n ... (256)
2, = s—c—+{,

Daraus ergiebt sich bis auf Glieder hoherer Ordnung fiir die verschie-
denen Richtungscosinusse in Bezug auf die Axen z, y, #, bei Beibehaltung
der fritheren Bezeichnungen

W —E—@-+peosu)d
]

cos @, ==
0SB, = — T  feeeeeneaneen. (257)
cos y, = 1.

cos @, = M'_E"'(al—"m“)e

CsBy=—F = Jeeeeeieeeenn. (258)
cos vy, = 1.
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Seien a, B, y die Winkel, welche die Richtung A'B' mit den Coordi-
natenaxen z, ¥, z bildet, so ist auf Grund der Formeln (255) und (256)

cos @ = — [sinu-{ ~+ cosu-0]
cosP=cosu ... (259)
cos y = — Sin u.

Ist T eine Richtung, welche senkrecht zu 4'B’ und zu der 2-Axe steht,
so werden die entsprechenden Richtungscosinusse

cosh =1
cosp="F0+tgu-d 2. (260)
cosv = 0.

Auf Grund der Gleichungen (257), (258) und (260) bei Vernach-
lissigung von Gliedern hoherer Ordnung kann man schreiben

(%I{’) = P, cosa, + P, cosa,
= -}—[P1 {1y — & — (8 +p cosw) B} +
—+ P, {ly —§ + (5 —pcosu) 8}],
oder, mit Beriicksichtigung der Beziehung (246),

(%) = Py — P (261)

In shnlicher Weise gilt

(%,,K) = P cosB, + PycosPy = —PF......... (262)

und
(%}’) = P, [cosa, cos A + COS B, cosp - oSy, cosv] [3 —+ p cosu]
— P, [cosa, cos h —+ o8 B, cos . ~+ COS T, €08 v] [6 —p cosu]

= 1%‘ [0y —E — &+ pcosu)b) [ -+ pcosu]

—_ %2 W—t+@—p cosu) 8] [8—p cosu],
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oder, mit Beriicksichtigung der Beziehung (246),
14
()= =D& e (263)

wo D aus der Formel (248) zu entnehmen ist.

Setzt man nun die Werthe aus den Formeln (261), (262) und (263)
resp. in die Gleichungen (250), (251) und (252) ein, und ersetzt dabei p
durch seinen Werth aus der Formel (246), so erhilt man folgende drei
Differentialgleichungen fiir die Bewegung unseres Apparates

"+ Lt (@ —gY) + {s—SPi;—P‘tgu} " =0...(264)

NI =0 ... (265)
0" =m0 -tgu-{ =0, ... (266)
worin
W= (267)
ist.

Wir sehen also, dass alle drei Bewegungsarten unseres Instrumentes
ganz unabhiingig von einander sich vollziehen, folglich ist eine Riickwirkung
einer Bewegung auf die andere vollig ausgeschlossen. Ausserdem ist aus der
Gleichung (266) ersichtlich, dass der Drehungswinkel 6 in unmittelbarem
Zusammenhang mit der Neigung { steht, folglich kann dieser Apparat sich
zu Beobachtungszwecken iiber Neigungen sehr gut eignen.

Wollen wir nun diese drei Differentialgleichungen der Reihe nach
etwas niher besprechen.

Wollen wir mit der ersten derselben (Formel 264) anfangen.
Dieselbe entspricht der Bewegung eines einfachen Verticalpendels,
wobel das Glied
§—29 E’—}ﬂ tg u

die Erhebung des Schwerpunktes des Systems iber der zy-Ebene bedeutet.
Sind die Massen gleichmiissig lings der Linie AB vertheilt, so fillt
der Schwerpunkt mit der Mitte von 4B zusammen und es wird

P,=PF=

P
1 2

und
"Lt @ =g+ =0, ... (268)
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Eine ganz #hnliche Gleichung haben wir auch frither erhalten. (Siehe
die Formel 233).

Ist die Unterlage in Ruhe, so vereinfacht sich diese Gleichung in die
folgende

Dies ist die gewohnliche Gleichung eines Verticalpendels von der
Liénge [.

Die in den Gleichungen (268) und (269) vorkommende Grosse / bean-
sprucht noch eine kleine Correction.

Wir haben niimlich bei unseren theoretischen Entwickelungen voraus-
gesetzt, dass alle Massen lings der Linie AB concentriert sind. In Wirklich-
keit aber haben wir einen schrig geschnittenen homogenen Cylinder. Sei
der Radius des kreisformigen Querschnittes dieses Cylinders R. Jeder
Schnitt des Cylinders parallel der zz-Ebene ist eine Ellipse, deren grossere .
Halbaxe

--------------------

und die kleinere

wird.

Die Schwingungsperiode unseres Apparates entspricht der Schwin-
gungsperiode eines homogenen elliptischen Discus, dessen Centrum um / von
der entsprechenden Drehungsaxe entfernt ist.

Folglich muss man in den beiden fritheren Gleichungen (268) und
(269) unter [ die reducierte Lénge unseres Apparates verstehen.

Bezeichnen wir diese reducierte Linge durch /, und bedeute ! wie
frither die Entfernung AC=BD (siehe die Fig. 40), so muss in den beiden
friiheren Gleichungen [ durch /, ersetzt werden.

Wollen wir nun /, bestimmen.

Bedeute k, das Trigheitsmoment eines elliptischen Discus in Bezug
auf eine Gerade, welche durch das Centrum des Discus geht und senkrecht
sur Ebene desselben steht, so wird bekanntlich, wenn m die Masse

bedeutet, .
I, = z(l ) (272)

mi?

Es handelt sich also nur darum %, zu berechnen.
Zu diesem Zweck denken wir uns den Anfangspunkt unseres recht-

winkligen Coordinatensystems 2, y, # in das Centrum dieses elliptischen
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Schnittes verlegt. Die Gleichung dieser Ellipse nimmt dann folgende

Form an
i x?
2ty

e T (273)
Die Dicke des schrigen elliptischen Discus sei Ak, wo Ak eine unend-

lich kleine Grosse ist und sei noch ¢ die entsprechende Massendichtigkeit.
Dann wird

m =mnab-Ah-c =R Ah-c-—.......... (274)

Fig. 41.

Aus der Figur (41) ersieht man ohne Weiteres, dass

@k, = o+ Ak-ridrdy,
oder
4
dk, = o - Ah- T dy
ist.
7, 1st eine Function von ¢; dieselbe berechnet sich aus der Gleichung

der Ellipse. Fiihren wir zu diesem Zweck die Excentricitit ¢ der Ellipse ein,
Es wird

a2 — b2

3 —
€=

oder, nach den Gleichungen (270) und (271),

€ =8I0%U ...t i i, (275)

B i

LS

g e

e o o
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Es wird ferner
b = a? (1 —é)

und
ab=aV1—¢ = %. ............. (276)
Nun ist
T =71,008¢
z=1r sing,
also
RZ
7‘12 = m .................. (277)

Wir erhalten den folgenden Ausdruck fiir %, :

2%
= Lo AL do
ky = o-Ah R‘J T eamigp ~ "t e (278)
0
Man findet durch passende Transformationen fiir das unbestimmte Inte-

gral des vorigen Ausdruckes

do 1 1 2—¢? T_ 2 __asing cosq:]
(1—82 sin2¢)2 - ? 1 —e2 }/l_—_ei arCtg(Vl € tg ?) € 1-¢ Bian -+ CODSt.,

also
2% *

do . 1 2—e 0w 2 —gin?u
(1 —eTsin2o)z ~ T i=e 1=~ cosu costu
0

Bringt man diesen Ausdruck in die Gleichung (278) ein und beriick-
sichtigt dabei die Beziehung (274), so folgt, wenn

gesetzt wird,

also, nach der Gleichung (272),

I = z(1 L k) R TTTTIOOPR (280)

Die reducierte Lange !, unseres Pendels héngt also von der Neigung «
unseres Cylinders ab.



— 106 —

Ist » =0, so haben wir einen Kreisschnitt und es wird p = 1.
Mit wachsendem « nimmt u zu.
Es mogen hier einige Werthe von 1+ angegeben werden.

u 2

0° 1
15° 5 [9—4V3] = 1,036
30° - =1,167
45° 2 =1,500
60° 3 = 2,500
75° 5 [9+4V3] = 7,964

Der durch die Gleichung (280) gegebene Werth von 7, ist also in den
Gleichungen (268) und (269) statt / einzusetzen.

Wenden wir uns jetzt zu der zweiten unserer Differentialgleichungen
(Formel (265)).

Die Bewegung des Apparates parallel der y-Axe ist unabhingig von
der vorausgesetzten Bewegung der Unterlage. Sie besteht aus einfachen
Sinusschwingungen, wobei die in der Formel vorkommende Grosse / eben-
falls einer kleinen Correction bedarf.

Es muss aus demselben Grunde, wie frither, statt /! die reducierte
Linge [, eingesetzt werden, wo

zg=z(1+l“z) .............. ...(281)

mi?
ist.
Hierin bedeutet %, das Trigheitsmoment unseres elliptischen Schnittes
in Bezug auf die kleinere Axe der Ellipse.
Man erhilt in dhnlicher Weise, wie frither

27
kgz%aAkR“J et NN 1-1:1)

(1 — e? 8inZ o)?

Das unbestimmte Integral wird gleich

in? od 1 1 1
I( sin? ¢do :?.l.__eg[;l:_,e—?arctg(Vl—c"'fg?)—

sin @ cos ¢
I—¢2 sin’q)? ] -+ COllSt.,

l1—e?sin2g

-
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also

21

sin? o do — 1 . S T |
(T—e?sin?of ~ " yY1—ez 1—e*~ cosu cos?u’
)

Setzt man diesen Ausdruck in die Gleichung (282) ein, so ergiebt sich
unter Beriicksichtigung der Beziehung (274)
1 1
k’ = ZmRz " Costu’
Setzt man diesen Werth in die Gleichung (281) ein, so driickt sich
die reducierte Linge unseres Pendels bei Schwingungen parallel der y-Axe

folgendermaassen aus i
z,,=z(1+lfi. ! ) ............. (283)

4 1 cosBu

Gehen wir jetzt zu der Betrachtung der dritten unserer Differential-
gleichungen fiir 6 (siehe Formel 266) iiber.

Dieser Gleichung kommt die Hauptbedeutung zu, da sie uns den
Zusammenhang zwischen der Neigung ¢ und der Drehung 6 des Apparates
angiebt. Wollen wir aber diese Gleichung zuerst durch Einfihrung der
Dampfung vervollstindigen und dementsprechend sie in folgender Form

schreiben .
0" 4 20 +n20 +—tgu-Y = 0. .......... (284)

Denken wir uns nun, dass das Erdbeben verlaufen und eine resul-
tierende Neigung { entstanden ist. Dann missen wir 6" und 6" gleich Null
setzen und erhalten einfach

Wir sehen also, dass dieses Instrument nicht im Stande ist die resul-
tierende, zuriickgebliebene Neigung anzuzeigen, aber es bietet, im Gegen-
satz zu dem gewohnlichen Davison’schen Apparat, den grossen Vortheil,
dass es fiir dynamische Vorginge anwendbar ist, nimlich dort, wo die
Neigung { fortwihrenden Aenderungen ausgesetzt ist und wo der gewohn-
liche Davison’sche Apparat nicht mehr zu gebrauchen ist.

Wir sehen also, dass mit Hilfe dieses Apparates die Moglichkeit ge-
boten ist, die Neigungen der Erdoberfliche allein zu registrieren und zwar
ganz unabhiingig und frei von dem Einflusse irgend welcher Verschiebungen.

Dies ist wohl eine Losung der gestellten Aufgabe.
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Wollen wir nun, wie frither, den Specialfall betrachten, wo ¢ sich
periodisch mit der Zeit dndert, etwa nach dem Gesetze

Y= sin (Ml ), e (286)

wo Y, die maximale Amplitude und y die anfingliche Phase bedeutet.
Die entsprechende Periode dieser Bewegung sei 7, und die Periode
der Eigenbewegung des Apparates bei Abwesenheit der Dampfung 7.

Dann wird
2%
=3 l
Cees e e et (287)
27
T = -;‘. ‘

Um die Eigenbewegung des Apparates moglichst zu eliminieren, ist es

wiederum zweckmissig < >n zu wihlen.
Setzen wir also

®y = €+

g = et—a

und

a = -+ Ve —nd

80 ergiebt sich fiir das allgemeine Integral der Gleichung (284) bei Zu-
grundelegung der Gleichung (286)

8 = e ™ 4+ et — ;—% tgu - Y, sin (n, ¢+ y 4+ A).. . .(289)

Hierin bedeuten:

[, und T’y zwei Integrationsconstanten.

B = (0} + ®) (0, +p.?)

2¢m,

nZ— n2*

tgA =

Die beiden ersten Glieder in dem Ausdrucke fiir § verschwinden schon
bei sehr kleinen Werthen von ¢, folglich brauchen wir sie gar nicht za be--
riicksichtigen.

B
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Setzen wir weiter

%:—%-tgu, ................. (291)

so wird fiir nicht zu kleine Werthe von ¢

0 = Adysin(nt+y+A). ............. (292)

Diese Formel zeigt uns, dass es wirklich moglich ist mit Hilfe dieses
Apparates die Aenderungen der Neigungen zu registrieren. Die Empfind-
lichkeit der Registrierung hiingt unmittelbar vom Betrage von 2 ab.

Bei gegebenen Werthen der Constanten ¢, # und n, ist % zu tg » pro-
portional, folglich sehen wir, dass tg  als Maass der Empfindlichkeit des
Instrumentes auftritt.

Nehmen wir noch den folgenden Specialfall an, welcher bei meinen
Versuchen mit dem Horizontalpendel fast immer stattfand ; setzen wir namlich

eE="n
Dann wird
R = (n} + n)
und ,
7 n
tgA = ~ _'nz.
Es ergiebt sich also
A= ——Ztgu..coo.ooviin. (293)
1+
m
oder, nach den Formeln (287),
A= — ‘le Ty (294)
1+ T

Ist also (%)2 sehr klein, so konnen wir mit hinreichender Genauigkeit

setzen A= —tgu

In diesem Fall wird, wie leicht einzusehen ist, A sich wenig von O
unterscheiden,

Wollen wir nun den Ausdruck fiir »* bilden.

In der Formel (267) fiir »? ist D bekannt.

Es handelt sich also nur darum K auszurechnen.



— 110 —

Setzen wir voraus, dass die Massen wiederum gleichmissig vertheilt
. P
sind, also P, = P, = 5.

Dann bedeutet K das Trigheitsmoment des schrig geschnittenen Cy-
linders in Bezug auf eine Axe, welche durch die Mitte des Cylinders hin-
durchgeht (O’ siehe die Fig. 40) und zu der z-Axe parallel ist.

Sei nun auf der Figur (42) AB die Axe unseres Cylinders, O die
Mitte desselben und EF die Axe, in Bezug auf welche K bestimmt wer-

den soll.

Fig. 42.

E

Nehmen wir wiederum einen elliptischen Schnitt des Cylinders, und
sei die Entfernung des Mittelpunktes dieser Ellipse O von O gleich p.

Die Entfernung des Punktes P von der Drehungsaxe wird HQ =d.

Ist OP =r, so wird

d? = p? cos®u -+ 7?2 cos? 9.
Die Masse dm eines Volumelementes um den Punkt P wird
dm = or cosudrdpdp.

Also
d*K = or cos% [p® cos® u -+ 72 cos® 9] dr do dp.

— -
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Ist OS =r,, so ergiebt sich nach einmaliger Integration nach r,

1 1
2 — 2 2 2 2 4
@K = 5 acosu l:p cos® ur,? -+ - cos qpr,]dq;dp.

Mit Riicksicht auf die Gleichung (277) folgt bei einer weiteren Inte-
gration nach o

27 2n
= 1 3 2 anaqy | 49 1 g cos?  do
dK = S o cosu B*-dp l:p Cos “J(l—ez iy v B A= simzop |°

0 0

Durch passende Transformationen findet man fiir die entsprechenden
unbestimmten Integrale

d 1 —_
f (1-_¢2q;in2 = e retg (V1—é* tg p) + Const.,

2o d 1 1 S .
| it = 7 7= arets (VI— € tgg) + {5 | + Const.,

folglich wird

2
do 2=
(T—e?sin2e) = y1—e

0

27 .
cos? ¢ dp _ n
T—camof  Yi—e

[}

Bringt man diese Ausdriicke in die vorige Gleichung ein und integriert
dieselbe nach p zwischen den Grenzen — L und -+ L, wo 2L die Linge
des ganzen Cylinders bedeutet, so ergiebt sich

K = neR*2L [cos’u %ﬁ -+ R;
Mit Riicksicht auf die fritheren Beziehungen ist die Masse M des

ganzen Cylinders
M = noR?. 2L,

folglich wird
K= M[R;—i— cos’uzg—z:l.
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Aus der Formel (248) folgt weiter fir P, = P, = —21—)

_®g I )
D=+ P=7 cos’u-My.

Wir erhalten also nach der Gleichung (267)

2 __39. 1
"_31 1+3.£2;.
e L] cos?u

Ist —% klein, so kann man fiir nicht zu grosse Werthe von » das zweite
Glied im Nenner des vorigen Ausdruckes vernachlissigen.
Es wird also

............ (295)

n’=3%.

In diesem Falle wird #»* ganz unabhingig von der Entfernung der
Driihte 23 sein.

Bedeute nun noch 7 die Periode der Schwingung unseres Apparates
parallel der %-Axe, so gilt, bis auf ein kleines Correctionsglied, die inte-
ressante Beziehung

T
T= —.9..
VY3

Zum Schluss dieses Paragraphen mochte ich folgende Bemerkunng hin-
zufiigen.

Obgleich die Theorie dieses neuen Instrumentes fiir die Registrierung
von Neigungen verhiltnissmiissig einfach ausfillt, so weist doch ihre prak-
tische Anwendung gewisse Schwierigkeiten auf. Diese Schwierigkeiten be-
ziehen sich auf die Art und Weise, wie die Drehung 6 des Instrumentes
eigentlich registriert werden soll.

Es scheint am einfachsten fiir diesen Zweck einen kleinen Spiegel an
der Seitenfliche des schrigen Cylinders zu befestigen und die gewdhnliche
optische Methode der Registrierung anzuwenden. Dies ist aber ganz und
gar ausgeschlossen, nicht etwa, weil in diesem Fall bei Schwingungen des
Apparates parallel der y-Axe der leuchtende Punkt sich lings der Zeitaxe
auf der Registriertrommel verschieben und eine Verzerrung der erhaltenen
Curve nach sich ziehen wiirde, sondern weil es praktisch nicht moglich ist,
den Schwerpunkt des Systems genau in die Axe 4B des Cylinders zu ver-
legen, wie es die vorige Theorie verlangt. Ist aber der Schwerpunkt des

1) Es ist dabei vorausgesetzt, dass L und [ ihre fritheren Werthe behalten.

N -
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Systems von der Axe AB etwas entfernt, moge diese Entfernung auch noch
so klein sein, so wird bei Schwingungen des Apparates eine secundire
Drehung des Cylinders um die Axe 4B herum zu Stande kommen, welche
dusserst storend auf die Registrierung der Ablenkungen 6 wirkt.

Diese storende Wirkung der Drehung des Cylinders um seine Axe lisst
sich jedoch durch Anwendung einer bestimmten Vorrichtung beseitigen; in

welcher Weise dies zu erreichen ist, werden wir im nichsten Paragraphen
sehen.

§ 11.
Versuche mit dem abgeénderten Davison’schen Apparat.

Ehe ich zur Beschreibung des von mir verwendeten Apparates und der
mit demselben mit Hilfe der Untersuchungsplattform ausgefiihrten Versuche
iibergehe, werde ich zuerst einige Versuche mittheilen, welche mit einem

Fig. 43. ‘ Fig. 44.

[ Ya A \B.f /I

== p—

einfachen Modell des abgetinderten Davison’schen Apparates ausgefiihrt
worden sind, und die den Zweck hatten, einige der frither aufgestellten
Formeln einer experimentellen Priifung zu unterziehen.

Dieses Modell ist auf den Figuren 43 und 44 dargestellt.

Es bestand aus einem einfachen Messingcylinder, welcher an zwei

gleich langen Driihten aufgehiingt wurde. Diesen Cylinder konnte man ent-

weder horizontal oder schriig unter einem beliebigen Winkel % aufhéingen.
8
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Die Linge des Cylinders 2L betrug 58,30 cm. und der Radius seiner Grund-
fliche R = 0,70 cm.

Die Entfernung der unteren Befestigungspunkte 4 und B 2L, war
gleich 57,85 em. und der dieser Punkte von der Axe des Cylinders
h=1,69 cm.

Es wurden mit diesem Modell Schwingungsversuche ausgefiihrt und
drei verschiedene Perioden der Schwingungen mit Hilfe eines Lobner’ schen
Secundenzihlers gemessen:

die Periode T, bei der Bewegung senkrecht zur Aufhéingeebene
» » T, » » » parallel?) » »
» » T der drehenden Bewegung um eine den Dréhten
parallele Axe,
und zwar bei verschiedenen Neigungen » und bei verschiedenen Draht-
lingen . %)
Diese Perioden lassen sich nach den folgenden Formeln berechnen:

A
T1= 27: ‘/?l)

ly
I,= 2= e
T="%,
n

wo [, I, und » aus den Formeln (280), (283) und (295) zu entnehmen sind.

Es sind dabei, da die Entfernung der unteren Befestigungspunkte
A und B der Drihte etwas kleiner als 2L ist und 4 und B nicht auf der
Axe des Cylinders liegen, noch weitere kleine Correctionen anzubringen, auf
die wir hier nicht niiher einzugehen brauchen.®)

Alle diese Correctionen sind allerdings sehr gering und /, und /, unter-
scheiden sich recht wenig von /. Bei Vernachlissigung eines kleinen Correc-
tionsgliedes ergiebt sich ausserdem nach der Formel (295)

2 __ g9
"’_31'

Bezeichnen wir, bei Vernachlissigung dieser kleinen Correctionsglieder,
die entsprechenden Perioden durch (7)), (T,) und (7), dann wird

(T1) = (Tz) = 2= ‘/g

1) Freilich in der Aufhingeebene.

2) 1 bedeutet die Entfernung der oberen Befestigungspunkte der Driihte von der Axe des
Cylinders.

%) Die kleine Correction in Folge des Umstandes, dass der Cylinder nicht schrig ge-
schnitten war, wurde ausser Acht gelassen.
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und
(T)
1) = ys-

Diese Formeln lehren uns, dass mit hinreichender Anniherung die
Perioden 7T, und 7, einander gleich und vollstindig unabhingig von der
Neigung « sind.

Ausserdem, obgleich die Entfernung der Drihte bei Neigung des
Cylinders kleiner wird und zudem das Trigheitsmoment sich verindert,
erweist sich 7 ebenfalls als unabhingig von der Neigung u, wobei die
Perioden 7 und 7, =T, immer in dem constanten Verhéltniss von 1 zu
V'3 stehen.

Es sind pun diese drei Perioden unter verschiedemen Bedingungen
ermittelt worden und alsdann mit denjenigen Werthen, welche aus der frither
erwihnten Formel mit Beriicksichtigung der verschiedenen Corrections-
grissen sich ergeben, verglichen.

Die entsprechenden Zahlen sind in den folgenden drei Tabellen III,
IV und V zusammengestellt.

Tabelle 1II.

1= 100,7 cm. (T)) = (Ty) = 2,01. (T) = 1,16.

-~ ——— —

T T, F T

u
Beobachtet | Berechnet. | Beobachtet.| Berechnet. [ Beobachtet. Berechnet.
8 8 8 & 8 S
0 2,02 2,01 1,99 2,01 1,16 1,16
280 24’ 2,03 2,01 1,99 2,01 1,17 1,16
57 46 2,05 2,03 2,01 2,08 1,21 1,16
Tabelle IV. =
8 8
1 = 49,89 cm. (T)) = (T,) = 1,42. (T) = 0,82.
T, T, Vi .

Beobachtet. | Berechnet. | Beobachtet. | Berechnet. | Beobachtet. Berechnet.

&
0 1942 142 1,39 1542 0,81 0,81
290 58/ 1,43 1,42 1,39 1,42 0,82 0,81
59 42 1,45 1,44 1,41 1,44 087 0,81

8*
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Tabelle V.
I = 2454 cm. (T)) = (T,) = 0,99. (T) = 0,57.
T, T, T
u N

Beobachtet.| Berechnet. | Beobachtet.| Berechnet. | Beobachtet.| Berechnet.

8 8 t) 3 8 S
0 1,00 0,99 0,96 0,99 0,56 0,56
290 47’ 1,01 1,00 0,95 1,00 0,56 0,56
59 15 1,08 1,08 0,96 1,03 0,57 0,56

 S—
—— m—

Die Uebereinstimmung zwischen den beobachteten und berechneten
Werthen der Perioden ist im Allgemeinen als eine sehr befriedigende zu
bezeichnen, insbhesondere, wenn man dabei erwigt, dass solche provisorische
Beobachtungen keinen Anspruch auf grosse Genauigkeit erheben konnen,
und dass die Unterschiede in den einzelnen beobachteten Werthen der
Perioden 0;04 erreichen.

Diese Controllversuche haben also im Grossen und Ganzen die Richtig-
keit der aufgestellten Formeln bestitigt.

Nach diesen einfiihrenden Bemerkungen wollen wir zur Beschreibung
des auf Grund der Entwickelungen des § 10 gebauten Apparates iibergehen.

Es ist eine ganze Anzahl von Typen eines solchen Apparates unter-
sucht worden. Aber am passendsten erwies sich dabei das einfachste Modell
desselben, nimlich ein schrig geschnittener Messingcylinder, wie dies auf
der Figur 40 zu ersehen ist.

Dabei betrug

die Linge des Cylinders.............. e ee.s 2L = 60,0 cm,,
der Radius der Grundfliche. ............covvvn. R= 125 »
die Linge der Drihte (bis zur Axe des Cylinders) .. ... Il =735 »
die Entfernung der Driihte........covvevieennn. 20 = 42,6 »
die Neigung der AXe . ....vveveereervnnnnnconan u = 44°47 und
die Erhohung der Mitte des Gewichtes iiber der Drehungs-

axe der Plattform. ...........c.ocivees 55,0 cm.

Zur Registrierung der Drehung des Systems um eine verticale Axe,
welche Bewegung bei Untersuchungen iiber Neigungen nur vom Belang ist,
wurde folgendes Verfahren angewendet, welches sich sehr gut bewéhrt hat.

An den Enden des Cylinders, auf entgegengesetzten Seiten, wurde je
eine gleiche, flache Spule mit einer sehr grossen Anzahl von Windungen an-
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gebracht und zwar so, dass die Windungsfliche der Spulen parallel der
Cylinderaxe war und®senkrecht zur Drahtebene stand, wie dies auf der
Figur 45 angedeutet 1st.

Jede Spule ragte theilweise in das moglichst homogene Feld je eines
besonderen Electromagnets hinein. Die Stromkreise dieser Spulen wurden
mit einem und demselben aperiodischen Galvanometer verbunden und zwar
so, dass bei parallelen Verschiebungen
des Cylinders senkrecht zur Ebene der
Drihte die in den beiden Spulen indu-
cierten Strome in entgegengesetzten Rich-
tungen durch die Windungen des Galvano-
meters flossen. Mit Hilfe von Rheostaten
konnte man diese Stréme genan aus-
gleichen und dadurch erzielen, dass bei
Schwingungen (Verschiebungen) des Cy-
linders die Galvanometerspule immer in
Ruhe verblieb. Bei Drehungen des
Systems um eine verticale Axe werden
diese inducierten Strome dagegen sich
gegenseitig verstirken und einen ent-
sprechenden Ausschlag des Galvanometers
hervorrufen.

Auf diese Weise war die Moglich-
keit geboten, dieSchwingungen (Verschie-
bungen) des Apparates ganz unschidlich
zu machen und nur die Drehungen des-
selben zu registrieren.

Ausser diesen zwei Spulen wurden
an den Enden des schrigen Cylinders
auf den gegeniiberliegenden Seiten zwei dimpfende Kupferplatten ange-
bracht, um die drehende Eigenbewegung des Apparates in eine aperiodische
zu verwandeln und dadurch dieselbe bei der Registrierung der Neigungen
der Unterlage moglichst zu eliminieren, wie dies schon frither von mir hin-
linglich genug auseinandergesetzt war. Jede Kupferplatte hat ihren beson-
deren Electromagnet, so dass bei diesem Apparat im Ganzen vier Electro-
magnete verwendet wurden.

Die folgende Fig. 46 giebt eine photographische Abbildung des Instru-
ments und zwar ohne die Electromagnete.

Dieser Apparat war auf der Untersuchungsplattform aufgestellt und
einige Beobachtungen wurden mit ihm ausgefiihrt.

Fig, 45.
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Die Art und Weise, wie die Bewegung der Galvanometerspule und die
der Plattform registriert wurden, war vollstindig shnlich derjenigen, welche
bei den weiter unten im § 13 zu besprechenden Versuchen mit dem Doppel-
pendel in Anwendung kam. Die entsprechende Versuchsanordnung ist dort
ausfiihrlich beschrieben; ich kann also hier mich damit begniigen, auf jene
Stelle zu verweisen.

Nach erfolgter Ausgleichung der Spulen wurde die Plattform in Ver-
schiebungen versetzt und zwar senkrecht zur Ebene der Drihte.

Die erhaltenen zwei Curven sind auf der Figur 47 dargestellt.?)

Die beiden sinusartigen Curven entsprechen der Plattformbewegung.

Bei derselben waren die PeriodenderVerschiebungen resp. gleich 8,6 Sec.
und 5,3 Sec.

In beiden Fillen fiel die Galvanometercurve genau mit der Nulllinie
zusammen, folglich kamen diese Verschiebungen iiberhaupt nicht zur Regi-
strierung.

Die folgenden zwei Curven auf der Fig. 48 entsprechen dem Falle,
wo die Plattform nur Neigungen ausgesetzt war. ?)

Die beiden schwiicheren Sinuscurven entsprechen der Bewegung der
Plattform, die stirkeren des Galvanometers.

Wir sehen, dass in diesem Fall die Neigungen der Plattform wirklich
registriert werden, wobei der Charakter der Galvanometercurve genau dem
der Plattformcurve entspricht.

Bedeute nun 7|, die Periode der Neigungen der Plattform und T die
der Galvanometerbewegung, so findet man fiir eine dieser Curven %)

T = 413

T = 4;14
und ftir die andere

T, = 2:77

T = 2i77.

Die Uebereinstimmung ist also eine fast vollkommene.

1) Die Linge einer Secunde auf der Registriertrommel betrug bei diesen Beobachtungen
im Mittel 4,3 ©/m.
2) Wegen eines Versehens in der Aufstellung liegt die Nulllinie etwas unsymmetrisch in

Bezug auf die Plattformcurve.
3) Die Secunden sind durch Unterbrechungen in der Nulllinie markiert.

gy T

~—
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Am interessantesten sind die beiden Curven der Fig. 49,

In diesem Fall war die Plattform Verschiebungen und Neigungen zu-
gleich ausgesetzt, wie dies aus der Form der entsprechenden zwei Platt-
formeurven sich erkennen lisst (doppelte Sinuscurven).

Die entsprechenden zwei Galvanometercurven (die stirkeren Curven)
sind jedoch einfache Sinuscurven, welche durch die Neigungen der Platt-
form erzeugt sind.

Die Perioden dieser Neigungen und die der Galvanometerbewegung
lassen sich aus der Figur ermitteln.

Es ergiebt sich fiir die eine Curve

7, = 4381

T = 4;85
und fiir die andere

T, = 2596

1 = 2:99.

Die Uebereinstimmung ist wiederum als eine sehr befriedigende zu be-
zeichnen. .

Etwaige Unregelmissigkeiten der Curven lassen sich wohl durch secun-
dire Einflisse, wie z. B. ungeniigende Stabilitit in der Aufstellung der
Electromagnete, etwaige Unregelméssigkeiten in der Plattformbewegung
und der Bewegung der Registriertrommel erkléren.

Diese beiden letzten Curven auf der Fig. 49 zeigen also, dass bei
zusammengesetzter Bewegung der Plattform nur die Neigungen derselben
registriert werden, was in vollstindigem Einklang mit der frither vorge-

fithrten Theorie steht.

Die hier beschriebenen Versuche haben also in der That gezeigt, dass
der abgeinderte Davison’sche Apparat wirklich im Stande ist, die Nei-
gungen der Unterlage allein zu registrieren. Die Verschiebungen derselben
iiben auf diesen Apparat keinen Finfluss aus, folglich kann derselbe fiir
seismometrische Beobachtungen zur Erforschung von Neigungen ganz gut

- verwendet werden.

Allein ist die Handhabung dieses Instrumentes ziemlich umstindlich
und compliciert, da dasselbe auf secundire Einfliisse recht empfindlich ist.
Obgleich der Davison’sche Apparat in seiner hier beschriebenen ab-
geiinderten Form, wie dies jetzt theoretisch und experimentell bewiesen ist,
wirklich im Stande ist, die Neigungen allein zu registrieren, wiirde ich doch
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diesen Apparat fir seismometrische Zwecke kaum empfehlen konnen, da
diese Aufgabe der Registrierung der Neigungen sich auf eine viel einfachere
und iibersichtlichere Weise verwirklichen ldsst und zwar mit Hilfe von Ap-
paraten, welche in der praktischen Seismometrie schon ihre volle Biirger-
schaft errungen haben, nimlich mit Hilfe von Horizontal- oder Vertical-
pendeln,

Das Princip dieser neuen Beobachtungsmethode findet im néchsten
Paragraphen seine Erlduterung.

§ 12.

Theorie des Doppelpendels.

Wir haben eben gesehen, dass der abgeinderte Davison’sche Apparat
die Moglichkeit giebt, die Neiguhgen allein zu registrieren. Dies lisst sich
jedoch auf eine viel einfachere Weise erzielen mit Hilfe eines besonderen
Apparates, welchen ich Doppelpendel nennen werde. /

Dasselbe besteht im Wesentlichen aus folgendem.

Denken wir uns ein bifilar aufgehingtes gewthnliches Verticalpendel,
dessen Schwingungsebene mit der zz-Ebene zusammenfsllt, und dessen
Schwerpunkt bei ruhendem Pendel sich auf der z-Axe befindet.

Bedeutet nun %, die relative Ablenkung des Pendels in Bezug auf sein
Gestell, s, die Erhebung des Schwingungsmittelpunktes des Gewichtes iiber
der xy-Ebene (siehe die Fig. 39) und /, die Pendelliinge, so ergiebt sich
nach der Formel (233) folgende Differentialgleichung fiir die Bewegung
desselben, wenn die Unterlage Verschiebungen 2 parallel der z-Axe und
Neigungen ¢ um die y-Axe ausgesetzt ist,

B Lh @ —gh) + 5 = 0.

Wollen wir noch das Pendel mit einer electromagnetischen Démpfung
und einer besonderen kleinen Spule zur electromagnetischen Registrierung
der Bewegung desselben mit Hilfe eines aperiodischen Galvanometers ver-
sehen, wie dies ausfiihrlich in § 17 meines fritheren Aufsatzes') «Zur Me-
thodik der seismometrischen Beobachtungen» beschrieben ist.

) L. e
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Bedeute nun ¢, die entsprechende Démpfungsconstante und setzen wir

4
— L
b, = A
und
"1’ == —g—

so gilt folgende definitive Differentialgleichung fiir die Bewegung des

Pendels
0, -+ 2¢,0," + n20, + {x — g} + %:—4/’ =0.....(296)

Bei Anwendung der electromagnetischen Registrierung mit Hilfe eines
aperiodischen Galvanometers wird, wie ich im § 6 meines eben erwéihnten
Aufsatzes bewiesen habe, der Ablenkungswinkel ¢, des Galvanometers folgen-
der Differentialgleichung geniigen:

"

o) =+ 26,9, + 0t + k0 =0,.......... (297)

wo ¢, und n,? die entsprechenden Constanten des Galvanometers bedeuten,

wobei ¢, >> n, sein soll.
k, ist eine Constante, welche von den constructiven Eigenschaften

beider Instrumente und der Stromstirke im entsprechenden Electromagnet

unmittelbar abhingt. . .
Die Bedeutung dieser Grosse wird durch die Formel (61) meiner Ab-

handlung «Zur Methodik der seismometrischen Beobachtungen» festgestellt.

Denken wir uns weiter ein zweites ganz #hnliches Verticalpendel in
derselben Weise wie das erste aufgestellt, aber in einer anderen Erhebung
iiber der zy-Ebene, etwa s, statt s,.

Durch einfache Vertauschung der Indices in den Gleichungen (296)
und (297) bekommt man fiir dieses zweite Pendel folgende zwei Gleichungen:

0, ~+ 2¢,0, —+ 020, + - {z —gdl+ Y =0....(298)

und

H

¥y —+ 250%; +nlo, k0 =0........... (299)

Verbinden wir jetzt die Registrierspulen beider Pendel mit dem Gal-
vanometer in der Weise, dass bei gleicher Verschiebung der Pendel die
Inductionstrome in entgegengesetzten Richtungen durch die Windungen
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des (Galvanometers laufen. Ausserdem machen wir beide Pendel ganz iso-
chron und gleichen wir die Démpfungsconstanten ¢, und ¢, und die Werthe
der Constanten %, und %, ab, was praktisch, wie wir weiter sehen werden,
nicht schwer zu bewerkstelligen ist.

Setzen wir dementsprechend

I, =1, =1,
also
n? = n? = n?
und
£, = ¢ = ¢,
ky =k, =k,
ferner
b, — 06, =190
und
%% =9

vifo © den resultierenden Ausschlag des Galvanometers bedeutet, so ergeben
sich, wenn man die Gleichung (298) von (296) und die Gleichung (299)
von (297) subtrahiert, folgende zwei definitive Beziehungen:

0" 4- 2¢6 + n?0 _,_i%"iz.\l/ =0

und
¢ 4269 +nlo+k =0............. (301)

Diese Gleichungen zeigen ganz deutlich, dass 0, folglich auch die
gemessene Grosse ¢ ganz unabhingig von irgend welchen Verschiebungen
ist und nur von der Neigung ¢ abhiingt.

Dieser Apparat liefert also die Moglichkeit, die Neigungen allein zu
registrieren und zwar in sehr einfacher und iibersichtlicher Weise.

Derselbe bietet noch andere Vortheile dar.

Erstens konnen beide Pendel ganz unabhiingig von einander aufgestellt
werden und zwar auf sehr verschiedenen Hohen, was sehr empfehlenswerth
ist, da mit wachsender Differenz s,—s, die Empfindlichkeit des Apparats
zunimmt. Man konnte etwa eine und dieselbe Wand des Gebiudes der
seismometrischen Station benutzen und ein Pendel oben und das andere
unten aufstellen.
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Zweitens konnen die Pendel in einem getrennten Local von dem regi-
strierenden Theil (Galvanometer und Trommel), etwa in einem anderen
Gebiude aufgestellt werden, was in manchen Fillen sehr bequem werden
kann,
Drittens kann die Empfindlichkeit des Apparates durch Vermehrung
der Stromstirke in den Electromagneten, in deren Feldern die Registrier-
spulen sich bewegen, in beliebigem Maasse vergrossert werden.

7u demselben Zweck und mit demselben Erfolge konnte man, statt
zweier Verticalpendel, zwei Horizontalpendel benutzen. Auch in diesem
Falle behalten die Gleichungen (300) und (301) ihre Giltigkeit mit dem
einzigen Unterschiede, dass statt »* in der Gleichung (300) n*i, einzusetzen
wiire, wo 4, die Neigung der Drehungsaxe des Horizontalpendels in Bezug
auf die Verticalaxe bedeutet. Durch Anwendung von Horizontalpendeln wird
bekanntlich die Empfindlichkeit der Registrierung in hohem Maasse ver-
grossert. )

Die gestellte Aufgabe, nimlich einen solchen Apparat zu construiren,
welcher ermoglicht, die Neigungen allein zu registrieren, findet also durch
das oben beschriebene Doppelpendel ihre Losung.

¢ ist die gemessene Grosse. Ihre Abhiingigkeit von der Zeit ¢ ist also
graphisch bekannt. Wollen wir nun sehen, wie aus ihr ¢ als Function der
Zeit ¢ zu ermitteln ist.

Am Anfang einer Erderschiitterung, also fir ¢ = 0, kann ¢ =0 gesetzt
werden. In diesem Moment sei die erste Derivierte von ¢ gleich ¢,. ¢y’ ist
unbekannt.

Fiir # = 0 wird ebenfalls 8,== 0 und ;= 0. Wasnun 0, anbelangt, so
ergiebt es sich aus der Gleichung (300) in ganz iihnlicher Weise, wie dies
in § 2 geschah.

Es wird nimlich

By = — 2T (302)

¢, kann, wie dies im § 8 meiner friiheren Abhandlung «Zur Methodik
der seismometrischen Beobachtungen» bewiesen wurde, einfach gleich Null
gesetzt werden.

Man erhilt also durch gliedweise Integration der Gleichung (301)
zwischen den Grenzen O und ¢ folgenden Ausdruck:

0= —Lg + 260 +n I'?dﬂ =F@). o.-... (3083)
JrH

-

6 als Function von ¢ kann also als bekannt angesehen werden.
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Durch eine dhnliche Behandlung der Gleichung (300) folgt unter Be-
riicksichtigung der Anfangsbedingungen und der Beziehung (302)

y = — [fode+nt [ at[0dt] = f(). ...(304)

Da 6 als Functioh von ¢ als bekannt anzusehen ist, so lisst sich aus
dieser Gleichung die Function f(f) ermitteln, also die Neigung { in ihrer
Abhiingigkeit von der Zeit bestimmen.

Wollen wir nun noch den Specialfall besprechen wo ¢ sich mit der
Zeit #ndert, etwa nach dem Gesetze

b = do sin (n,¢ + 7). %)

Der Allgemeinheit halber haben wir auch eine anfingliche Phase y ein-
gefiihrt. RN '

Die Periode dieser Bewegung wird B o N SR
2
L=

Wir koénnen dann schreiben

0" 4 2¢6 4+ 220 —n? 22 sin (nf 4+ y) = 0..... (305)

Setzen wir abermals voraus, um den Einfluss der Eigenbewegung der
Pendel moglichst zu vermeiden, dass dieselben aperiodisch sind. Dement-

gprechend wird
L

Dann ergiebt sich durch Integration der Gleichung (305) bei Vernach-
lissigung von Gliedern, welche schon fiir sehr kleine Werthe von / ver-
schwinden,

wo R und A durch die Formeln (290) gegeben sind.
Daraus folgern wir

0 = — ;}:-Sl—sz¢0008(nt+T+A)

1y Man vergleiche die Gleichung (286).
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Bringen wir diesen Werth von 6 in die Gleichung (301) ein, so wird

81— S
R

9"+ 2¢09’ -—l—no?—k‘/ - €08 (n, 8 4y + A) = 0. ...(307)

Setzen wir nun

Vl — ao+ao
Vg = & T &
@, = + Vel — nt,

R, = (n?*+v)) (n2 =+ v, )

nlz —_ 7102
2¢gmy

tg A =

und integrieren die Gleichung (307), so resultiert, wiederum bei Vernach-
lissigung von Gliedern, welche schon fiir kleine Werthe von ¢ verschwinden,

B ST s+ 4 ),
oder, wenn \ .
N oh T,

AN =kFk e FE e (309)

gesetzt wird,
o = AY, sin Mt~y +-A—A) ..o (310)

Wir sehen also, dass dem Galvanometer eine dhnliche periodische Be-
wegung, wie fiir ¢ zukommt.

Die Periode der Bewegung ist genau dieselbe. Die Amplitude erhilt
nur den Zahlenfactor ; ausserdem wird die anfingliche Phase etwas ge-
iindert.

Setzen wir wiederum den Grenzfall voraus, nimlich, dass

und

ist, was praktisch sehr leicht zu bewerkstelligen ist und bei den weiter mit-
zutheilenden Versuchen wirklich stattfand, dann wird

A o=k, LT L (311)
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Der beschriebene Apparat wird um so empfindlicher, je grosser o wird.

Es lohnt sich folglich % und {1_;{___32 gross zu wihlen.

n, steht uns nicht zur Verfiigung, wohl aber » und n,

Um U zu vergrossern, miissen » und », klein gewiihlt werden, d. h.
die Eigenperioden (ohne Dimpfung) der Pendel und des Galvanometers
miissen moglichst gross gewihlt werden. In dieser Hinsicht sind fir diesen
Apparat Horizontalpendel den Vertikalpendeln vorzuziehen.

Das in diesem § beschriebene verticale Doppelpendel wurde nun vom
Mechaniker des physikalischen Laboratoriums der Kaiserlichen Akademie
der Wissenschaften zu St.-Petersburg Herrn Masing construirt und auf
der beweglichen Plattform untersucht, wobei dasselbe, entsprechend der hier
vorgefithrten Theorie, sich sehr gut bewiihrt hat, wie wir es im niichsten 8§

sehen werden.

§ 13.

Versuche mit dem Doppelpendel auf der Untersuchungsplattform.

Die zu diesen Versuchen benutzten zwei Verticalpendel wurden an
einem gemeinsamen hohen Gestell befestigt, das eine iiber dem anderen.”)

Statt jedes Pendel bifilar an Drihten aufzuhiingen, wurde das Gewicht
jedes Pendels an einem besonderen Rahmen befestigt, welcher mit Hilfe
zweier flacher, federartiger, metallischer Streifen an zwei Querstiicken auf
den Siiulen des Gestells angebracht wurde.

Durch diese Vorrichtung werden die Seitenbewegungen der Pendel
moglichst vermieden.

An dem Gewichte jedes Pendels wurde von unten ein Stab in der Rich-
tung der Pendelbewegung angebracht. Derselbe trug an einem Ende eine
dimpfende Kupferplatte und auf dem anderen eine kleine flache Spule mit
einer sehr grossen Anzahl von Windungen. Platte und Spule ragten theil-
weise in das moglichst homogene Feld je eines besonderen Electromagnetes
hinein, so dass bei diesen Versuchen im Ganzen 4 Electromagnete verwendet

wurden.
Die Figur (50) giebt eine allgemeine Ansicht des Doppelpendels, ohne

die oberen Electromagnete.

1) In Wirklichkeit fiir eigentliche Beobachtungszwecke kinnen sie ganz getrennt von ein-
ander aufgestellt werden, was viel vortheilhafter ist.

Fig.

50
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Auf der folgenden Fig. (51) ist eine Aufnahme des Instruments auf
der Untersuchungsplattform wiedergegeben.

Das auf derselben sichtbare Holzwerk diente zur Stiitzung der oberen
Electromagnete.

Jedes Pendelgewicht wurde von oben mit einem Stift mit Gewinde
versehen, auf welchem eine Scheibe auf- und niedergeschraubt werden konnte,
um die Perioden genau ausgleichen zu konnen.

Bei diesen Versuchen wurde die totale Periode beider Pendel

T = 2:01.

Das aperiodische Galvanometer und die Registriertrommel befanden
sich auf besonderen festen Tischen.

Die entsprechenden Registriereinrichtungen wurden ganz analog den-
jenigen, welche ich frither verwendet und ausfiihrlich in meinem Aufsatz
«Zur Methodik der seismometrischen Beobachtungen» beschrieben habe. Ich
brauche also auf dieselben hier nicht niiher einzugehen.

In den Stromkreisen der Electromagnete und am Galvanometer wurden
Rheostate eingeschaltet, welche ermdglichten, die Diimpfungsconstanten und
die Werthe von %, und %, auszugleichen. Ausserdem wurden die Widerstinde

so reguliert, dass

und

war.

Dies ist praktisch sehr leicht zu erreichen.

Die Stromstirke in den dimpfenden Electromagneten betrug etwa
5 Amp. und die in den beiden anderen zur Registrierung benutzten etwa
2 Amp.

Ausser der Bewegung der Galvanometerspule wurde noch auf der
Registriertrommel mit Hilfe eines festen Spiegels die Nulllinie aufgeschrie-
ben. Vor diesem Spiegel wurde jede Secunde ein kleiner Schirm mit Hilfe
eines besonderen kleinen Electromagnets angezogen, wodurch die Nulllinie
kleine Unterbrechungen erfahren hat, welche die Secunden direct angaben.

Die Bewegung der Plattform selbst wurde in folgender Weise auf der-
selben Trommel aufgeschrieben.

An der Plattform wurde iiber der Drehungsaxe derselben eine verti-
cale Stange angebracht und an ihrem oberen Ende eine kleine Glihlampe
mit geradem, verticalen Kohlenfaden befestigt. Bei Verschiebungen und
Neigungen der Plattform bewegt sich die Lampe hin und her.
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Diese Lampe wurde von einem cylindrischen Schirm umgeben, welcher
einen Schlitz hatte. Vor diesem Schlitz wurde ein kleines Rohr aus Pappe
mit rechteckigem, verlingertem Querschnitt senkrecht zur Richtung der
Plattformbewegung angebracht, welches die von der Lampe ausgehenden
Strahlen begrenzte. '

Diese Strahlen 4O (siehe die Fig. 52) fielen auf einen um 45° ge-
neigten und auf dem Galvanometer G aufgestellten Spiegel S, wurden
anch OC reflectiert und mit Hilfe zweier cylindrischer Linsen L, und L,,?)

von welchen die eine vertical und

die andere horizontal stand, zu

B,r——:B einem Lichtpunkte C auf der Re-
! gistriertrommel R concentriert. Bei
3 normaler Lage der Plattform muss
} dieser Punkt auf der Nulllinie sich
'! befinden.
|
1
|
1

Fig. 52.

Wenn bei Verschiebung oder
Neigung der Plattform der Licht-
punkt 4 sich etwa nach 4, bewegt,
so verschiebt sich sein Bild von B
nach B, und der entsprechende
Lichtpunkt C auf der Trommel wird
nach O, riicken. Auf diese Weise
lisst sich sehr leicht auf derselben
Trommel nicht nur die Bewegung
der Galvanometerspule (dazu muss
man eine besondere Lampe be-
nutzen), sondern auch die Bewegung
der Plattform selbst registrieren.

Bedeute nun s, die Erhebung der Mitte des Spiegels S iiber der
Drehungsaxe der Plattform, so wird die Ablenkung t eines Punktes der
Gliihlampe, dessen Erhebung iiber der Drehungsaxe der Plattform die gleiche
ist, von seiner Gleichgewichtslage sich folgendermaassen ausdriicken:

E':x_'“so‘k

worin # die Verschiebung und ¢ die Neigung der Plattform bedeutet.

« und § sind dabei beide periodische Functionen der Zeit.

Ist nur eine dieser Bewegungen vorhanden, so wird der entsprechende
Lichtpunkt C eine einfache Sinuscurve auf der Trommel aufschreiben. Finden
aber beide Bewegungen zugleich statt, so ergiebt sich, da jede Bewegung

1) Diese Linsen dienten auch zugleich zur Registrierung der Galvanometerbewegung.
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ganz unabhiingig von den anderen ist, eine doppelte Sinuscurve mit zwei
Perioden, welche den Perioden von 2 und { entsprechen.
Wir kénnen nun setzen

& = x, Sin (n, t + ')
=, Sin (n, ¢ 4+ 7).

Die Periode der Verschiebung wird

2
Tg - Fz
und die der Neigung
2
T, =2

Bei meiner Plattform war nun
z, = 6,4 "/

$p = 0°17' 57"

s, = 84,4 cm.
und
8, — 83 = 104,4 cm.
Aus der Periode der Pendel 7 = 2:01 erhiilt man noch
n = ¢ = 3,126,
{ = 100,5 cm.
und
G4—% — 1,039.

7
Fir das Galvanometer haben wir
ny = g, = 0,423.1)

Nach diesen Bemerkungen wollen wir zu der Betrachtung der unter
verschiedenen Bedingungen erhaltenen Curven itbergehen.?)

1) Siehe «Zur Methodik der seismometrischen Beobachtungen». L. c. § 15.
%) Bei diesen Versuchen war die Linge einer Secunde auf der Registriertrommel im Mittel
gleich 6,1 m/p .

9
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Die beiden Curven auf der Fig. (53)1') entsprechen dem Fall, wo die
Plattform nur Verschiebungen ausgesetzt war. Bei der unteren Curve war
die Periode dieser Verschiebung

T, = 5:10

und bei der oberen
T, = 7:69.

Was nun das Galvanometer anbelangt, so blieb dasselbe in Ruhe, wie
dies aus der Figur zu ersehen ist, da die in diesem Fall vom Galvanometer
gezeichnete Linie mit der Nulllinie zusammenfillt und kaum von ibr zu
unterscheiden ist.

Wire der Stromkreis einer der beiden Registrierspulen bei den Pen-
deln unterbrochen, so wiirde die andere Spule bei Bewegung der Pendel
unter dem Einflusse der Verschiebungen der Plattform dem Galvanometer
recht betrichtliche Ausschlige ertheilen, wie dies auf der Fig. (54) zu
ersehen ist, wo die innere Curve der Plattformbewegung und die dussere der
Galvanometerbewegung entspricht. Die Perioden dieser beiden Curven sind
genau dieselben und zwar gleich 5;15.

Die Amplituden der #usseren Curve sind sehr gross, folglich ist die
Compensation beider Spulen als eine sehr vollkommene zu betrachten.

Dieser Versuch beweist am deutlichsten, dass es wirklich moglich ist,
mit Hilfe zweier Pendel und zweier Spulen den Einfluss der Verschiebungen
vollstindig zu eliminieren.

Die beiden folgenden Figuren (55) und (56) entsprechen dem Fall, wo
die Plattform nur Neigungen ausgesetzt war. Die \beiden inneren Curven
geben die Plattformbewegung und die #usseren die Bewegung des Galvano-
meters wieder.

Ein Blick auf diese Curven lisst sofort erkennen, dass der Charakter
der Galvanometerbewegung genau dem der Plattformbewegung entspricht.
Die Perioden der Galvanometer- und der Plattformbewegung sind genau
dieselben, und zwar bei der Curve (Fig. 55) T, = 3{75 und bei der
Curve (Fig. 56) T, = 2:58. Wir sehen auch, dass die Amplituden der
tusseren Curven bedeutend grosser, als die der inneren sind, folglich wird
die Empfindlichkeit der Registrierung entsprechend grosser sein.

Am interessantesten sind aber die Curven, welche auf den Figuren 57
und 58 dargestellt sind.

In diesem Falle war die Plattform Verschiebungen und Neigungen zu-
gleich ausgesetzt, wie dies aus der verzerrten Form der inneren Curven

1) Siehe Seite 118.
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ersichtlich ist, die eine doppelte Sinuscurve mit den Perioden 7 (Neigung)

und 7, (Verschicbung) darstellt.
Diese Perioden wurden direct mit Hilfe eines Lébner’schen Secunden-

zéihlers ermittelt.
Es ergab sich im Mittel aus 10 Bestimmungen fiir jede Periode:

bei der Fig. 57

I, = 4331

T, = 8596;
bei der Fig. 58

I, = 2570

T, = 5524,

Nun aber sind, wie aus den Figuren zu ersehen ist, die Galvanometer-
curven in beiden Fillen einfache Sinuscurven, welche nur den Neigungen
der Plattform entsprechen.

Die entsprechenden Perioden 7}’ ergeben sich direct aus der Figur
und zwar ist fir die Figur 57

T, = 4:32

und fiir die Figur 58
T = 2470,

Diese Perioden stimmen bis auf 0j01 mit den direct ermittelten Perio-
den der Neigung der Plattform iiberein.

Wir sehen also, dass unser Doppelpendel, obgleich die Plattform eine
complicierte Bewegung ausfilhrt, nur auf die Neigungen reagirt und nur
diese auf der Trommel aufschreibt.

Bis jetzt haben wir nur diejenigen Fille besprochen, wo die Bewegung
der Plattform eine regelmissige war.

Wollen wir nun aber sehen, was stattfindet, wenn diese Bewegung
eine unregelmissige ist. Eine solche lisst sich der Plattform direct mit der
Hand ertheilen.

Die folgende Fig. 59 entspricht dem Fall, wo die Plattform regel-
missigen Verschiebungen mit der Periode T, = 5;57 ausgesetzt war (siche
das Ende der Curve) und alsdann ihr unregelmissige Neigungen ertheilt
wurden.

Am Anfang blieb das Galvanometer in Ruhe; fing man aber an die

Plattform zu schaukeln (siehe die innere Curve), so bekam das Galvanometer
9*
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sofort entsprechende Ausschlige. Horte jedoch dieses Schaukeln auf, so ver-
blieb die Galvanometerspule in Ruhe (Ende der Curve), obgleich die Ver-
schiebungen der Plattform immer noch vorhanden waren.

Die folgende Fig. 60 entspricht dem Fall, wo die Plattform nur un-
regelmiissige Neigungen erfubr. Die dussere Curve zeigt sehr deutlich, mit
welcher Empfindlichkeit das Galvanometer auf dieselben reagirt.

Bei der niichsten Fig. 61 war die Plattform regelmiissigen Neigungen
ausgesetzt und alsdann wurden ihr unregelmiissige Verschiebungen ertheilt
(Verzerrung der inneren Curve). Wir sehen, dass die Galvanometercurve nur
diese regelmiissigen Neigungen mit fast genau derselben Periode wiedergiebt
und ganz und gar unempfindlich fir die unregelméssigen Verschiebungen
verbleibt.

Zum Schluss sind auf der folgenden Fig. 62 zwei Curven angegeben,
welche dem Fall entsprechen, wo die Plattform nur unregelmissigen Ver-
schiebungen ausgesetzt wurde.

Wir sehen, dass in diesem Fall das Galvanometer ebenfalls gewisser-
maassen in Ruhe verblieb. Wenn sehr kleine Schwankungen desselben sich
auf der Figur noch erkennen lassen, so sind sie ohne Zweifel auf die Eigen-
schwingungen des sehr hohen Gestells, auf welchem die Pendel befestigt wa-
ren, und auf die Erschiitterung der oberen Elektromagnete zuriickzufiihren.
Bei passender Aufstellung der Pendel auf einer und derselben Wand wiir-
den diese kleinen Storungen wahrscheinlich ganz fortfallen.

Diese Versuche bestiitigen also in unzweifelhafter Weise die frither
vorgefiihrte Theorie und beweisen, dass ein passend compensiertes Doppel-
pendel sich als ein zur Erforschung der Neigungen wirklich geeignetes
Instrument erweist.

Der Vortheil der electromagnetischen Registrierung besteht nicht nur
darin, dass man mit Hilfe derselben die Wirkung der Verschiebungen giinz-
lich eliminieren kann, sondern, dass man dabei die Empfindlichkeit der Re-
gistrierung in beheblgem Maasse vergriéssern kann.,

Diese Frage habe ich im § 19 meiner Abhandlung «Zur Methodik der
seismometrischen Beobachtungen» besprochen, es mogen aber hier noch
einige weitere Versuche iiber diesen Gegenstand mitgetheilt werden.

Diese Versuche wurden nicht mit dem Doppelpendel, sondern mit einem
gewdhnlichen Zollner’schen periodischen Horizontalpendel ausgefiihrt. An
dem Arm desselben wurde ein kleiner Spiegel angebracht und die Bewegung
des Pendels direct auf der drehbaren Trommel registriert. Neben dieser
Curve wurde die Galvanometerbewegung ebenfalls aufgeschrieben, so dass
man durch einen unmittelbaren Vergleich beider Ausschlige einen directen

\ L e
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Schluss in Bezug auf das entsprechende Vergrosserungsverhiltniss ziehen
kann.

Auf den folgenden Figuren 63 und 64 sind zwei solcher Aufnahmen
wiedergegeben.

Im ersten Fall war die Dimpfung des Pendels eine sehr geringe, im
zweiten aber war dieselbe etwas verstirkt. A

Wir ersehen aus diesen Curven, dass die Pendelcurve sehr kleine
Amplituden hat und kaum von der Nulllinie abweicht, wihrend die Galvano-
metercurve einen sehr ausgeprigten Charakter trigt mit ganz betrichtlichen
Amplituden der Ausschlige.

Bei der Fig. 64 sieht man noch, dass am Ende der Curve das Pendel
ganz in Ruhe zu verbleiben scheint, aber die Galvanometercurve beweist
am deutlichsten, dass die Pendelschwingungen immer noch fortbestehen,
obgleich dieselben nicht mehr bemerkbar sind. Dass diese Schwingungen
der Galvanometerspule wirklich den microscopischen Bewegungen des Pendels
entsprechen und nicht etwa der Eigenbewegung der Galvanometerspule, geht
unmittelbar aus der Thatsache hervor, dass das Galvanometer aperiodisch
war und folglich an und fiir sich keine Schwingungen ausfithren konnte.

Bei diesen Versuchen war das Verhiiltniss der Amplituden der Aus-
schlige der Galvanometer- und Pendelcurven etwa gleich 144.

Es lisst sich aber in dieser Hinsicht mit allergrosster Leichtigkeit eine
viel grossere Empfindlichkeit erzielen,

Es wurden noch in der That in einem anderen Falle die Ausschlige des
Pendels und des Galvanometers direct mit Hilfe von zwei Fernrohren und
Scalen verfolgt. In dieser Weise kann man sofort das Verhiltniss der
Winkelausschlige beider Instrumente bekommen.

Es ergab sich im Mittel aus einer Reihe solcher Beobachtungen fiir das
directe Verhiiltniss der an den Scalen gemessenen Ausschlige die Zahl 95.
Nun war aber die Entfernung der Scala von dem Spiegel

beim Pendel D = 3320 */,,

beim Galvanometer D= 950 "/,.

Daraus folgt fiir das Verhéltniss —;’— der Ausschlige des Galvanometers

und des Pendels
% = 332.

Dies ist schon eine recht betriichtliche Vergrosserung, die bei einer
Stromstirke von 1,6 Amp. im Electromagnet und bei einer bedeuten-
den Dicke der Spule erzielt wurde. Durch Vergrosserung der Stromstiirke
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und giinstige Construction der Spule (moglichst diinn) kann ohne Schwierig-
keit dieses Verhiltniss noch weiter vermehrt werden, wenn man bedenkt, wie
rasch die Feldstirke mit der Verminderung der Entfernung der Polschuhe
von einander zunimmt.

Es ergab sich ausserdem, dass bei einer Entfernung des Galvanometer-
spiegels von der Scala, oder, was auf dasselbe hinauskommt, von der Regi-
striertrommel von nur 1 Meter eine Drehung des Pendels um 1" schon
3,2 ™/, auf der Trommel entspricht.

Eine solche Vergrosserung kann fiir practische Zwecke als ganz aus-
reichend bezeichnet werden.

Bei einem Doppelpendel hat man mit der Differenz der Ausschlige
zweier Pendel zu thun. Diese Differenz wird bei einer harmonischen Be-
wegung der Unterlage durch die Gleichung (306) gegeben.

Nehmen wir wiederum den Grenzfall an, wo die Dimpfungsconstante ¢
des Pendels gleich der Constante #» wird. Dann ergiebt sich aus der ersten
der Gleichungen (290) unter Beriicksichtigung der Beziehungen (288)

VR = n? -+
folglich wird-

b= — 1 BT Losin (gt Y A (312)

Um 6 moglichst gross zu machen, muss #® sehr klein sein, folglich
lohnt es sich fir Neigungsbeobachtungen Horizontalpendel zu benutzen.

Der Factor % steht uns ebenfalls zur Verfigung. Folglich kann

durch Vermehrung desselben ebenfalls die Empfindlichkeit der Registrierung
erhoht werden. ’

§ 1<

Theorie des Kiinographen.

Der Klinograph wurde zum Zweck der Untersuchungen von Neigun-
gen zuerst von Schliiter vorgeschlagen. Gegen dieses Instrument, in der
Form, welche ihm Schliiter gegeben hat, habe ich gewisse Einwinde

-\

— 135 —

erhoben. ') Es lassen sich jedoch an demselben einige Abinderungen treffen,
welche ihn in ein ganz brauchbares Instrument verwandeln konnen.

Bevor wir diese Abinderungen besprechen und die mit dem- Klino-
graphen ausgefithrten Versuche beschreiben, wollen wir zuerst die Theorie
der Bewegung desselben entwickeln,

Der Klinograph ist eigentlich nichts anderes, als eine einfache Waage,
bei welcher die Hauptmassen sehr weit von der Drehungsaxe entfernt sind.
Die Schwingungsperiode eines solchen Klinographen ist eine sehr grosse.
Eine Abbildung desselben ist weiter auf der Figur 66 gegeben.

Fig. 65.

e

Denken wir uns nun ein im Raume festes rechtwinkliges Coordinaten-
system xy 2 (siehe die Figur 65) und ein zweites System &n{, dessen Centrum
auf der Drehungsaxe des Klinographen in O’ sich befindet. Bei der Gleich-
gewichtslage sind die Axen beider Systeme resp. zu einander parallel. Die
Erhohung des Punktes O’ iiber O sei s.

Es soll jetzt eine Drehung ¢ der Unterlage um die Axe y stattfinden.

Bedeute nun 0 die relative Neigung des Klinographen in Bezug auf die
Axe O'%.

1) Siche meine Abhandlung «Ueber seismometrische Beobachtungen». Comptes rendus des
séances de la Commission sismique permanente § 8. Livraison 1 (1902).
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Nehmen wir weiter einen Massenpunkt M an, welcher in der Entfern-
ung @ von der Drehungsaxe sich befindet, wobei der Winkel zwischen O' M
und O'B mit a bezeichnet werde.

Die Unterlage soll ausser einer Drehung ¢ um die y Axe noch eine
Verschiebung « parallel der z-Axe erfahren haben.

Dann lassen sich die absoluten Coordinaten z,,y,,2, des Punktes M

folgendermaassen ausdriicken:

z, = x+s¢+dCos(a+6+¢)
Ym = 0
2, = s — d Sin (x+ 0+ ).

Das Quadrat der Geschwindigkeit v des Punktes M wird
v' = [@' + sy —d sin (@ + 0 +-{) (' 4+ {)]?

~+ d? cos? (@ —+ 0 4 1§) (' 4+ '),

oder
v* = [&' 4+ YT+ @ (0" ) — 2d sin (@ =0 4= ) (0 + ) [2' - s¢'].
Die lebendige Kraft T des ganzen Systems wird
1 ’ ’ 1 ’ ’
T=5Em[r' sy 4+ 5Emd H + )P —

— Ymd sin « cos (0 + ) (8’ 4+ ) [2/ 4] —

— Zmd cos a sin (0 ) (' 4+ §) [& + s¢/].

Bedeute A die Masse des Systems,
K = ¥mad? das Trigheitsmoment in Bezug auf die Drehungs-
axe und
8 die Entfernung des Schwerpunktes G des Systems von
derselben,

Bei symmetrischer Vertheilung der Massen in Bezug auf die Drehungs-

axe wird
Ymd Cosa = 0

und
Smd Sin o« = M3.

L it SRR S Iy S5 S

B iy s e
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Es ergiebt sich also bei Vernachléssigung von Gliedern hoherer
Ordnung

T = %]l{ [+ sy + -él—K(O'—i— P — MO +¢) [2+s{]....(313)

Daraus folgt

T — K+ ) — M3 o +s)]

und
| 4 (3’%’) = K (0" +{)— M3 [z"+s{"].

Das Drehungsmoment (%eZ) des Systems findet man ohne Weiteres gleich
— Mg?3 (6 + ), also
é
(5¢) = — Mg3 0+ ).

Wenden wir nun das Lagrange’sche Princip
d (0T oT __ Q/)
dt (W) 6 T (ae

an, so erhalten wir sofort, wenn

gesetzt und noch die Dimpfung eingefiihrt wird,

6" 4+ 2e6" -+ n20 — —'g'—z (@' —g{) + (l —%2- s) " =0....(315)
Dies ist die Differentialgleichung der Bewegung des Klinographen.
Ist die Erderschiitterung voriibergegangen und die resultierende Nei-
gung J geblieben, so miissen, wenn Alles in Ruhe ist, alle Derivierten gleich
Null gesetzt werden und es bleibt einfach

b= — 4.

Die Gleichung (315) lehrt uns weiter, dass der Klinograph vom Ein-
flusse der Verschiebungen nicht frei ist, da in dieser Gleichung ein
Glied mit 2" auftritt. Dies ist auch selbstverstindlich, da der Klinograph
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eigentlich nichts anderes ist, als ein Verticalpendel mit sehr langer Periode,
folglich muss er unbedingt von den Verschiebungen beeinflusst werden.

Folglich kann ein Klinograph nie im Stande sein, reine Neigungen
allein zu registrieren und in dieser Hinsicht steht er meines Wissens, dem
frither besprochenen Apparat nach.

Wiire n = 0, also die Periode des Klinographen unendlich gross, so
wiirde dieser Nachtheil fortfallen, aber dann verliert der Apparat jede
richtende Kraft, was practisch nicht zulidssig ist. Mit einem Apparat ohne
richtende Kraft koénnte man keine Vertrauen verdienenden Beobachtungen
anstellen.

Eine gewisse richtende Kraft muss also immer zugelassen werden,
dann aber wird der Klinograph auch unter dem Einfluss der Verschiebungen
stehen.

Es fragt sich aber, wiire es nicht moglich die richtende Kraft, wenn
auch nicht auf Null zu reducieren, doch so klein zu wihlen, dass der Ein-
fluss der Verschiebungen vernachlissigt werden konnte, Wie weit dies zu
erzielen ist, werden die weiter im niichsten § zu besprechenden Versuche
zeigen. Was nun die Griosse der Dimpfungsconstante ¢ anbelangt, so ist es
wiederum zweckmiissig ¢ >> » zu wiihlen, um den Einfluss der Eigenbewegung
des Apparates moglichst zu eliminieren. Wir werden wie frither e=n setzen,
was practisch sehr leicht zu erzielen ist.

Wollen wir also von jetzt ab annehmen, dass » und ¢ schr klein sind,
und dementsprechend in erster Anniherung diejenigen Glieder, welche
in der Gleichung (315) n® und ¢ als Factor enthalten, vernachlissigen.

Unsere Differentialgleichung nimmt dann folgende vereinfachte

Form an
6"-—;—4/’:0...................(316)

Ist fir t=0 ¢ =0 =0 und { = ', so wird, wie leicht ein-

zusehen ist,
6’ = —— 4)/
0 0

und es ergiebt sich ohne Weiteres

R ¢:3 4

Diese Gleichung ist allerdings sehr einfach, aber sie zeigt ebenfalls,

dass 0 nie grosser als ¢ sein kann.
In dieser Hinsicht steht ebenfalls der Klinograph dem Doppelpendel

nach, da bei dem letzteren der Factor 27" mit welchem ¢, multipliciert

6o

q.

I
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wird (siehe die Formeln (306) und (312)), uns voi],stfindig frei zur Ver-
fiigung steht. :

Bedenkt man aber noch, dass die Neigungen bei Erdbeben Ausserst
klein sein missen, da sogar ihre Existenz von Manchen bezweifelt wird,
und dass bei einer Armlinge von 60 cm. des Klinographen eine Secunde
in der Neigung nur eine #usserst kleine Verschiebung von 0,003 ™/ des
Pendelarmendes hervorruft, so muss, wenn der Klinograph zur Erforschung
der Neigungen verwendet werden soll, irgend welche Vergrosserungsvor-
richtung getroffen werden.

Schliiter hat dazu eine kleine Hebelvorrlchtung mit Spiegel ver-
wendet. Gegen dieselbe habe ich Einwiinde erhoben, nicht nur, weil
empfindliche Hebelvorrichtungen sehr leicht Ablesungsfehler nach sich
ziehen, sondern auch weil, bei einer dusserst kleinen richtenden Kraft des
Klinographen, jede solche mechanische Verbindung sehr storend einwirken
kann. .

Man kann aber eine derartige Vorrichtung ganz vermeiden. Dazu
braucht man nur die frither so oft besprochene electromagnetische Registrier-
vorrichtung in Anwendung zu bringen. Bei derselben bleibt der Klinograph
nach wie vor vollstandlg fre1 und kelne storenden meu'kungen ‘sind mehr
zu befiirchten?). = '

Dementsprechend liess ich mir vom Mechamker des Physikalischen
La,boratormms der Kaiserlichen Akademie der Wxssenschaften Herrn
Masing einen Klinographen bauen, dessen Abbildung in der Fxgur 66 ge-
geben ist.

An dem einen Ende des Klmographenarmes deSsen Linge 50 cm. be-
trug, befand sich eine kleine Spule mit einer grossen Anzahl von Win-
dungenund andem des anderen eine Kupferplatte fiir die electromagnetische
Diimpfung, um den Klinographen aperiodisch zu machen. Die beiden nothi-
gen Electromagnete sind auf der Figur sichtbar. Die beiden Drihte, welche
nach oben gehen, dienen dazu, dem System eine gewisse Festigkeit zu geben.
Mit Hilfe der oberen Schraube kann die Entfernung ¢ des Schwerpunktes
von der Drehungsaxe, also die Periode des Klinographen reguliert werden.

‘Das kleine verschiebbare Ansatzstiick mit Schraube und Gewmde dient
dazu die Klinographenarme genau horizontal zu stellen.

Die Construction eines solchen Klinographen ist sehr einfach und billig.

Wendet man nun zum Registrierzwecke ein aperiodisches Galvano-
meter an, und bedeudet ¢ die Ablenkung der beweglichen Spule desselben,

1) Eine merkliche Rickwirkung des im Galvanometer iiusserst schwachen inducierten
Stromes auf den Klinographen ist wegen der grossen Masse desselben nicht za befiirchten.
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o hat man wie frither, bei Beibehaltung dhnlicher Bezeichnungen (siehe die
Gleichung (301),

"% 0 +nlo kb =0, ...........(318)
? 0% 0 ¥

Haben die Beobachtungen ¢ in seiner Abhiingigkeit von der Zeit ¢ ge- -
liefert, so lisst sich im allgemeinen Fall 0 nach der Formel (303) berechnen,
woraus ¢ nach der Gleichung (317) sich unmittelbar ergiebt.

Wollen wir zum Schluss noch den Specialfall besprechen, wo

| b= gy sin (¢ + )
ist. :
Nach der Gleichung (317) wird

0 = — n, cos (n,t + Y).

Setzt man diesen Ausdruck in die Gleichung (318) ein und integriert
dieselbe unter der Voraussetzung, dass ¢, > n, ist, so ergiebt sich bei
Vernachlissigung von Gliedern, welche schon fiir sehr kleine Werthe von ¢
verschwinden,

e

g = kﬁﬁ'% sin (n,¢ + v

A)yevennnn...(319)

wo R, und A, durch die Gleichungen (308) bestimmt sind.
Im Falle, wo n, = ¢, ist, wird?) *

. 2
o=k m——rﬁ_l—”;—,% sin (n,f +y—A4,).

Darch Vergrosserung von %, also durch Vermehrung der Stromstiirke
im entsprechenden Electromagnet, kann die Empfindlichkeit der Registrie-
rung in hohem Maasse gesteigert werden.

Diese verhiiltnissmiissig einfachen Resultate haben wir dadurch erzielt,
dass wir in der allgemeinen Gleichung des Klinographen diejenigen Glieder,
welche mit ¢ oder »* multipliciert sind, einfach vernachlissigt haben.

Wollen wir nun sehen, in wie fern diese Annahme berechtigt ist, und
wie sich iiberhaupt der Klinograph zur Erforschung von Neigungen eignet.

1y Man vergleiche auch die Gleichung (311).
%) n? — ng?

& = 2ngn,
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§ 15.
Versuche mit dem Klinographen auf der Untersuchungsplattform.

Der frither beschriebene Klinograph wurde nun auf der Untersuchungs-
plattform aufgestellt und seine Bewegungen unter verschiedenen Bedingun-
gen studiert. Die Registrierung der Plattform- und Galvanometerbewegung
geschah ganz in derselben Weise, wie bei den Versuchen mit dem Doppel-
pendel.

Die Fig. 67 giebt eine Abbildung des Klinographen auf der Unter-
suchungsplattform.

Zuerst wurden Versuche mit dem ungedimpften, also periodisch
schwingenden Klinographen ausgefiihrt.

Die Eigenperiode des Klinographen ergab sich aus der entsprechenden
Galvanometercurve bei ruhender Plattform (Fig. 68).1)

Es fand sich

T = 28766,
folglich wird
0 = (2%‘)2 — 0,0481.

Dies ist eben der Factor, welcher in der Differentialgleichung des
Klinographen als sehr klein angenommen war.

Die folgende Figur 69 entspricht dem Fall, wo die Plattform nur Ver-
schiebungen ausgesetzt war.?)

Wir sehen auf derselben, dass der Klinograph seine langen periodischen
Schwingungen ausfihrt, wobei der regelmissige Verlauf der Curve durch
die Verschiebungen der Plattform etwas beeintrichtigt wird.

Wie stérend die Eigenbewegung des Klinographen unter Umstiinden
ausfallen kann, sieht man am deutlichsten auf den Figuren 70 und 71.

Die erste derselben entspricht dem Fall, wo die Plattform nur Neigun-
gen und die zweite, wo dieselbe Verschiebungen und Neigungen zugleich
ausgesetzt war (siehe die inneren Curven).

Obgleich der Klinograph ziemlich gut den Neigungen der Plattform
folgt, sieht man doch eine lange Periode auftreten, welche der Eigenbewe-

gung des Klinographen entspricht.

1) Bei diesen Versuchen war die Linge einer Secunde auf der Registriertromme] im Mittel

gleich 6,0 m/p,
?) Die Entfernung s der Drehungsaxe des Klinographen von der Drehungsaxe der Platt.

form betrug bei diesen Beobachtungen 37,8 cm.
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Diese secundire Periode kann unter Umstiinden sehr storend wirken
und die Verwerthung von Seismogrammen erschweren.

Wir sehen also, dass die Verwendung eines ungedimpften Klinographen
sehr unzweckmiissig ist. Es ist also unbedingt notwendig denselben mit
Hilfe einer electromagnetischen D#mpfung in ein aperiodisches Instrument
zu verwandeln, um den Einfluss seiner Eigenbewegung moglichst zu eli-
minieren. »

Thut man das, so verhalt sich der Apparat schon ganz anders und erweist
sich als ein zur Erforschung der Neigungen ganz geeignetes Instrument.

Die weiter mitzutheilenden Curven beziehen sich nun auf den Fall, wo
der Klinograph schon aperiodisch gemacht wurde (¢ = n).

Die drei Curven auf der folgenden Fig. 72 entsprechen dem Fall, wo
die Plattform nur periodische Verschiebungen erfihrt.

Eine genaue Betrachtung der erhaltenen originellen Galvanometer-
curven lisst zwar erkennen, dass die periodischen Verschiebungen der Platt-
form entsprechende kleine Verschiebungen des Klinographen hervorrufen,
aber die Abweichungen der Galvanometercurven von der Nulllinie sind
allerdings so klein, dass man sie in den meisten Fillen ganz vernachlassi-
gen darf,

Man ist also vollstindig berechtigt in der allgemeinen Differential-
gleichung des Klinographen, wenn derselbe aperiodisch ist, dasjenige
Glied, welches von der Verschiebung der Unterlage abhiingt, einfach gleich
Null zu setzen.

Die folgenden drei Curven (Fig. 73, 74 und 75) entsprechen dem Fall,
wo die Plattform nur Neigungen ausgesetzt ist (die inneren Curven), Wir
sehen, dass das Galvanometer genau den Charakter der Plattformbewegung
wiedergiebt.

Bedeutet nun 7, die Periode der Plattformbewegung und T/ die ent-
sprechende Periode fir die Bewegung des Galvanometers, so erhilt man
aus diesen Curven die Perioden

. 'Tl Tl’
(Fig. 73) 3072 3972
(Fig. 74) 2,51 2,51
(Fig. 75) 1,82 1,82.

Die Uebereinstimmung der Perioden kann als eine vollstindige bezeich-
net werden. ' ‘

Bei den folgenden drei Curven (Fig. 76, 77 und 78) war die Platt-
form Verschiebungen und Neigungen zugleich ausgesetzt, wie dies aus der
Form der inneren Curven zu erkennen ist.

Fig. 72.
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Wir sehen, dass auch in diesem Fall das Galvanometer nur eine ein-
fache Sinuscurve beschreibt, deren Periode der Neigungsperiode der Platt-
form entspricht.

Die Verschiebungen iiben auf den Klinographen keine merkliche Wir-
kung aus, und derselbe reagirt nur auf die Neigungen der Unterlage.

Die Periode der Neigungen 7, kann aus der Plattformcurve entnommen
werden. Vergleicht man diese Werthe mit den Perioden T, des Galvano-

meters, so ergiebt sich

T, T
(Fig. 76) 439 4:39
(Fig. 77) 2,68 2,67
(Fig. 78) 1,83 1,84.

Diese Werthe stimmen bis auf 0:01 mit einander iiberein.

Bis jetzt haben wir die Bewegung des Galvanometers untersucht unter
der Voraussetzung, dass die Verschiebungen und Neigungen der Plattform
regelmiissigen periodischen Bewegungen entsprachen.

Wollen wir nun sehen, was vonstatten geht, wenn diese Bewegungen
ganz unregelmissiger Natur sind.

Die folgende Fig. 79 entspricht dem Fall, wo der Plattform ganz will-
kiirliche Verschiebungen ertheilt wurden. Wir sehen, dass die Galvanometer-
curve mit der Nulllinie zusammentfillt, folglich iben diese Verschiebungen
keinen merklichen Einfluss auf den Klinographen aus.

Bei der folgenden, letzten Curve (Fig. 80) wurde die Plattform nur
unregelmissigen Neigungen ausgesetzt. In diesem Fall erfihrt das Galvano-
meter recht betriichtliche Ausschlige, wobei jeder Zackung der Plattform-
curve eine Zackung der Galvanometercurve entspricht.

Diese Versuche fithren also zu dem sehr befriedigenden Resultat, dass
der Klinograph, wenn er passend, durch Einfithrung einer electromagne-
tischen Dampfung und einer electromagnetischen Registrierung umgesndert

wird, sich zur Erforschung von Neigungen als ein ganz verwendbares Instru-

ment erweist.
Der Klinograph wire, wegen seiner verhiltnissmiissigen Billigkeit

und seiner leichten Handhabung, fiir Erdbebenstationen zweiter Classe zu
empfehlen, fir Haupterdbebenstationen wire jedoch das frither beschrie-
bene Doppelpendel vorzuziehen. Dasselbe ist, erstens, seiner Theorie nach,
ganz streng unabhéingig von irgend welchen Verschiebungen und zwei-
tens lisst es eine grossere Empfindlichkeit der Registrierung zu. Ausser-
dem kann man dabei immer die Bewegung eines der beiden Pendel dazu
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benutzen, um die Verschiebungen z der Erdoberfliche zu erforschen. Frei-
lich treten diese Verschiebungen dabei immer in Verbindung mit den Nei-
gungen ¢ auf, da aber { als Function der Zeit aus den Aufzeichnungen des
Doppelpendels sich ermitteln lisst, so ergiebt sich die Moglichkeit auch «
zu bestimmen,

Dementsprechend miissen zur Erforschung der vier Hauptcomponenten
eines Erdbebens, niimlich zweier Verschiebungen und zweier Neigungen um
zwei horizontale und senkrecht zu einander stehende Axen, auf einer Erd-
bebenstation, entweder zwei senkrecht zu einander stehende Pendel und
zwel Klinographen, oder zwei Doppelpendel aufgestellt werden.




