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Einleitung.

Vorliegende Arbeit ist eine Fortfiihrung einer Unter-
suchung, die der Verfasser unter gleichem Titel im Journal
fiir die reine und angewandte Mathematik Bd. 170 (1934),
S.1791f, verofientlicht hat'). Behandelt werden die Eigen-
schaften gewisser Integraltypen, die vornehmlich von
Hellinger in die mathematische Literatur eingefiihrt
worden sind.

In derEinleitung selen hier der selbstéindigenLesbar-
keit wegen die Ergebnisse der erwihnten Untersuchung
zusammengestellt, sowie die ihr als Grundlage dienenden
Hauptresultate der einschligigen Arbeiten von Hel-
linger? und Hahn?®) nochmals angefiihrt.

Ergebnisse von Hellinger.

Definition des Grundintegrales. Es seien
f(x) und g(x) zwei im Intervall (e, b) eindeutige,
stetige Funktionen, g(x) ausserdem monoton wach-
send?). Existiert dann in diesem Intervall der im Sinne
eines bestimmten Integrales zu versbtehende Grenz-

2 2
wert limZ—Al, so wird er als Integral f df* bezeichnet?).
A—¢ Ag Y dg

') Weiterhin zitiert mit ,Beitriige 1¢.

*) Hellinger, Dissertation, Gottingen 1907, zitiert mit ,Hlg.
Diss.“

*) Hahn, Uber die Integrale des Herrn Hellinger usw., Mo-
natshefte fiir Math. u. Phys. 23 (1912), S. 161.

4) Im folgenden wird unter monoton immer monoton wachsend
verstanden. . .

%) Af? bzw. df? soll stets (Af)* bzw. (df)* bedeuten.
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Eventuelle Konstanzintervalle 4g=0, in denen auch
Af =0 sein muss, sind im Integral nicht zu beriicksich-
tigen. Es kann ihrer hochstens abzihlbar unendlich
viele geben.

Die Summen nﬁhém sich dem Grenzwert f ‘fli? von

unten her, weil bei der Intervalluntertellung dle Summe
2——— nicht abnimmt.

Slnd f(x) und g(x) stetig differenzierbar, so geht
das Integral in ein gewodhnliches Riemannsches
Integral iiber:
df2 f 1) 4
dg” )¢ (xJ

Dieser Integraltypus besnzt folgende grundlegende
Eigenschaften.

a) Das Integral f Zi; existiert im ganzen Intervall

(a, b) und in jedem Teilintervall, wenn es eine weitere
eindeutige, stetige, monotone Funktion ¢ (x) derart gibt,
dass fiir jedes Teilintervall 4 von (a, b) die Ungleichung

d 2
Af? = Agde gilt; es ist dann fd—fg§z1cp 9.
A

Umgekehrt: Existiert das Integral, so ist es eine

stetige, monotone Funktion der oberen Grenze, f %%2:
= h(x) — h(a), und es gilt 42 = Ag 4h, wobei h(x) die am
langsamsten wachsende Funktion ist, die dieser Beziehung
geniigt: Ah=4¢. f(x) ist notwendig von beschrinkter
Schwankung.

b) Existiert das Integral nicht, so wichst der Wert
der Summe bei immer feiner werdender Intervallunter-

¢) Siehe Hig. Diss., S. 26f.



teilung iiber alle Grenzen, unabhiingig von der Art der
Unterteilung. Formal kann man also auch in diesem
Falle das Integral einfiihren, indem man setzt

b

X
¢) Es ist f %72 =( identisch in x dann und nur

a
dann, wenn f(x) konstant ist.5).

Der Einfachheit halber kann die untere Grenze des
Integrales gleich Null gesetzt werden, ebenso h(0)=0;
man kann auch g(0)=0 und f(0)=0 annehmen, da es
auf konstante Zusatzglieder nicht ankommt.

Zusammen mit '3:_ h(x) existiert wegen A4f? =

=A4gA4h auch %fgg g (x); indessen kann hier im allge-

0
meinen auch das Ungleichheitszeichen stehen. Besteht

Gleichheit, so soll das Integral ? umkehrbar heissen.

Sind die Funktionen stetig dlfferenzierbar, so ist das
Integral umkehrbar. Ein erstes Beispiel eines nicht
umkehrbaren Integrales gibt Hellinger in der Funk-
tion J(x).?)
d) Damit h(x) durch ein Integral eines Quadrates
mit dem Nenner g(x) dargestellt werden kann, also
X

h(x) = f %fT; gilt, wobei g(x) und h(x) stetig und monoton
0

) Diesen Zusatz kann man dem Beweise des Existenzsatzes
a)von Hellinger entnehmen.

%) Denn, wenn tiir jedes A ‘fAf_’ =< f ‘_‘};no gilt, so folgt Af = 0.
5=

A
%) Siehe Hlg. Diss., S. 36.



sind, ist notwendig und hinreichend, dass jeder Nullmenge
der g-Achse durch die Beziehungen g = g(x), h =h(x) eine
Nullmenge der h-Achse entspricht.'?)

Da im folgenden letztere Verkniipfung der beiden
stetigen, monotonen Funktionen g(x) und h(x) eine grosse
Rolle spielt, werde sie kurz als die 0(g)— O(h) Aussage
bezeichnet. Man beachte ihre Unsymmetrie; dagegen
ist sie reflexiv und transitiv.

Damit [ __ g s .
aml T = h(x) umkehrbar ist, ist notwendig und

hinreichend, dass auch die umgekehrte Aussage 0(h)-
0(g) gilt.

e) Die Beziehung f af*
. ) dg
g(x) und h(x) stets in bezug auf die Funktion f(x) aui-
16sbar; als monotone Funktion ist f(x) bis auf eine Kon-
stante eindeutig bestimmt.!!) Die ausdriickliche Auif-
16sung siehe unter g).

= h(x) ist bei gegebenen

f) Falls f —— und f —L existieren, so existiert in
Qemselben Smn auch der anschliessende Integraltypus

f d—————{igf ! und es besteht fiir jedes Teilintervall 4 die

'ﬁeziehung
(Adfdfl) f i,

die man als ein Analogon zur bekannten Schwarzschen
Ungleichung im Gebiet der Hellingerschen Integrale
X

bezeichnen kann. Aus ihr folgt, dass f é%é eine ste-

19) Siehe Hig. Diss., S. 50.
11) Sjehe Hlg. Diss., S. 34f.



tige Funktion von beschriénkter Schwankung der oberen
Grenze ist.

b
. 2
Ferner existiert das Integral f A+ und es gel-

ten die Beziehungen d(f"'f ) +2 f dfdf, |

b
dfl fdfdfl + fdfdfz - fdfd(fl-!—fg), die sich auf
a dg a dg
beheblg v1ele Summanden verallgemeinern lassen (natiir-
lich unter der Voraussetzung der Existenz der entspre-
chenden Quadratintegrale).

Ist endlich u(x) eine beliebige im Intervall (a, b)
stetige Funktion, so existiert im gleichen Sinn auch

lim > u(f) 4 Af = f dfdf, ‘, wobei £ irgend eine be-

A0

liebige Stelle des abgeschlossenen Intervalles 4 be-
deutet.!?)

Definition des Umkehrintegrales (von Hil-
bert angegeben).’®) Bedeuten g(x) und h(x) zwei im
Intervall (a, b) stetige, monotone Funktionen, so existiert

stets der integralartige Grenzwert iim 2’ V Agdh =
—0

. ,
= [V dgdR, entsprechend auch in jedem Teilintervall.

Da bei der Intervallunterteilung )/ AgAdh nicht zu-
nimmt, so ndhern sich die Summen dem Grenzwert von

x
oben her. Bezeichnet man h[ Vdgdh = o(x), so gilt

Ap = Ag Ah. Daher ist die monotone Funktion ¢(x)
stetig und von beschridnkter Schwankung. Sie ist die

13) Sjehe Hlg. Diss., S. 30 und Journ. reine angew. Math. 136
(1909), S. 237 1.
1%) Siehe Hlg. Diss,, S. 81 1.



am schnellsten wachsende monotone Funktion, die dieser
Beziehung geniigt.

Sind g(x) und h(x) stetig differenzierbar, so geht
X
das Integral in ein Riemannsches iiber { Vdgdh=

=Ivmmdx.

g) Ist f dg = h(x) gegeben und f(x) eine monotone

Funktion, so kann man diese Glelchung in bezug auf f(x)

in folgender Art aufldsen: f(x) = { Vdgdh, wobei die
frei bleibende Konstante zur Normierung dient.')

X
Ist f(x) nicht monoton, so gilt f(x) = ‘[ sgndfVdgdh ,
wo der Grenzprozess so zu verstehen ist, dass jeder
Wurzel das Vorzeichen von Af im betreffenden Intervall
gegeben werden soll. Auch ein solches erweitertes
Integral ist eine stetige Funktion von beschrénkter
Schwankung der oberen Grenze.

Umgekehrt: Ist { V dgdh = f(x)gegeben, so kann man

daraus die Funktion h(x) berechnen, aber nur, wenn die

0(g) — O(h) Aussage gilt (das héingt damit zusammen, dass

das Grundintegral nur unter gewissen Voraussetzungen

existiert, das Umkehrintegral aber stets). Es ist dann
X

— (9 &
h(x)—J-@. )

h) Es besteht die Beziehung

fsgndf sgn df, Vdf df" fdfl fdfdfl 16

14) Siehe Hlg. Diss., S. 84 f.; vgl. hierzu auch Satz e).

15) Siehe Hlg. Diss., S. 42 u. 50.

16) Siehe Hlg. Diss., S. 35; vgl. hierzu auch weiter unten bei den
Ergénzungen F1 (3).

8



Ergebnisse von Hahn.

Hahn tiihrt mit Hilfe der Substitution x = x(g) den
Hellingerschen Integraltypus auf ein Lebesgue-
sches Integral zuriick. Es zeigt sich, dass die hoheren
Hiltsmittel der allgemeinen Theorie dieser Integrale zur
Behandlung der Hellingerschen Integrale gut ge-
eignet sind, dass aber andererseits letztere eine Sonder-
stellung einnehmen, die eine besondere Untersuchung
gerechtfertigt erscheinen lisst.

Gegeniiber jeder eindeutligen, stetigen, monotonen
) X

2

Substitution x =x(y) [mit x(0) =0] ist das Integral f %%
0

invariant, insbesondere auch gegeniiber x=x(g), ob-
gleich diese Substitution abz#éhlbar unendlich viele Un-
stetigkeitsstellen entsprechend den Konstanzintervallen
von g(x) haben kann :

fdf" _ ] df” )

i) Damit f_&E existiere, ist notwendig und hin-

reichend, dass f(g) das unbestimmte Integral einer in dem
(a, b) auf der g-Achse entsprechenden Intervalle (4, B)
samt ihrem Quadrate im Lebesgueschen Sinne inte-
grierbaren ®) Funktion ¢(g) sei. Abgesehen von einer
Nullmenge hat man dann in (4, B) f(g) = ¢(g), und es ist

17) Um im folgenden die Schreibweise zu vereinfachen, wird hier,
wie auch sounst gegebenenfalls iiblich, bei Wechsel des Argumentes
das Funktionszeichen nicht gewechselt, also z. B. h(x) = h{x(g)] = h(g)
geschrieben. Deswegen ist zu beachten, dass das Funktionssymbol
je nach dem Argument eine verschiedene Bedeutung hat, sich aber
auf dieselbe verinderliche Grosse bezieht.

1) Alle in gewohnlicher Form fernerhin angegebenen Integrale
sind im Leb es gu eschen Sinne zu verstehen.



b— = f f’2(g)dg

k) Desglelchen gllt falls die Funktionen f(g) und
fi1(g) den vorhin angegebsnen Bedingungen geniigen,
b B B

W =[f(g)ﬁ'(g) i, [u TV~ ) r) e dg.”

& [ 8
Danach sind f af, f dfdf, \ng f u Yo, totalstetige
dg dg dg
A 4 A

Funktionen von g. Es sei hier noch die wichtige
Bemerkung hinzugefiigt, dass fiir stetige, monotone
Funktionen h(g) die drei Aussagen: 1) Totalstetigkeit,
2) h(g) ist unbestimmtes Integral im Lebesgueschen
Sinn und 3) 0(g) - O(h) gleichwertig sind. Ferner ist,
damit zusammen mit h(g) auch die Umkehrfunktion g(h)
totalstetig ist, notwendig und hinreichend, dass h‘(g)
hochstens auf einer Nullmenge verschwindet.?)

Ergebnisse des Verfass'ers.

Der erste Teil der eingangs erwihnten Unter-
suchung befasst sich des néheren mit der Frage nach
der Umkehrbarkeit des Grundintegrales.

Zunéchst moge hier folgender Sachverhalt ange-
geben werden, der sich mit den allereinfachsten Mitteln
beweisen lisst.

1) Bildet man nach dem Prinzip f % = g,
) S
0

df?

== g3, f iif—‘ﬂz g, usw. eine Folge von monotonen
dg, ) dg,

Funktionen g,, g,..., so sind diese mit Ausnahme von g,

19) Sjehe Ha hn, a. a. 0., S. 172.
1) Siehe Hahn, a. a. O, S. 180 1.
) Néheres dariiber siehe Beitriige 1, S. 181 1., Hilfssiitze 1 u. 3.
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einander abwechselnd gleich: g,—=g,=...,, g,=g,=..v
d. h. mit Ausnahme vom ersten sind alle Integrale um-
kehrbar. Mit anderen Worten: lésst sich eine Funktion
g(x) als Integral mit der Funktion f(g) im Zé&hler dar-
stellen, so liefert sie selbst ein umkehrbares Integral ; es

X
_dfrf
gilt dann *dre = g(x).
df a
0o ag ) _
Man hat ndmlich nach a) 4f%= Ag, 4g,,
Af*=A4g,4g,, 4g,=A4g,,

| Af? =Ag, Mg, Ag,=4g,,
folglich auch ' - Af*=A4g,4g,, Ag,=A4g,.

Damit ist A4g,=A4g,, also g,=g, erwiesen. Das
Weitere ergibt sich von selbst.

Man kann aber nicht beweisen, dass aus g,=g,,

2
d. h. aus il!— = f af* auch g, =g, folgt. g, nimmt eine

Ausnahmestellung ein.

Schon dieses einfache Resultat deutet auf die Nicht-
umkehrbarkeit des allgemeinen Grundintegrales hin. Die
Frage nach der Existenz nicht umkehrbarer Integrale
beantwortet Hellinger, wie erwéhnt, durch Angabe
eines solchen und durch die Aufstellung des oben ange-
gebenen Satzes d).

Dariiber hinaus bestehen dlesbezﬁghch noch fol-
gende Sitze.?)

m) Existiert f % = h(x) und ist f(x) monoton, so
0

ist zur Umkehrbarkeit des Integrales notwendig und
hinreichend, das 0(f)— O(g) gilt [ebensogut wie friiher

2) Siehe Beitriige 1, S. 183 ff.
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0(k)- 0(g)]. Fiir f %E = h(x) gilt bei monotonem f(x)
stets 0(f) = 0(h).

n) Ist ein nicht umkehrbares Integral f % = h(x)
0

X

vorgegeben, also %; =x(x) # g(x), so ist auf der Kon-
0

stanzmenge®®) der Funktion h(g) auch x‘(g)=0, sonst
aber fast iiberall in g%) x‘(g)=1. Fiir die Funktion y(g)

. 2
besteht ferner die Beziehung f %’é = x(x); sie liefert

0
also ein nicht umkehrbares Integral von besonders ein-
facher Art.

Auf Grund dieses Satzes lisst sich eine Methode
zur Herstellung beliebiger nicht umkehrbarer Integrale
angeben.®) Die Funktion x(g) dient als Reprisentant
einer Funktionsklasse, die solche Integrale liefert. Im
wesentlichen gibt es keine weiteren derartigen Funk-
tionen. Die Hellingersche Funktion J(x) ist ein
Sonderfall der Funktion x(g). Sie, wie jede x-Funktion,
eignet sich ausserordentlich gut zur Angabe von Bei-
spielen dessen, was im Gebiet der Hellingerschen
Integrale iiberhaupt fiir Beonderheiten auftreten kénnen.

Folgerung. Es glltfdCP = jcp fiir jede Funk-

tion ¢(x), fiir die das erste und folghch auch das zweite
Integral existiert.

*) D. i. die grosste messbare Menge der g-Achse, der eine Null-
menge auf der h-Achse entspricht. Auf ihr ist h‘(g) =0. Siehe Bei-
triige 1, S. 182, Hilfssatz 2.

*) D. h. hier und im folgenden stets — im in Frage kommenden
Intervall.

%) Siehe Beitriige 1, S. 185,
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X
0) Damit f %j:— = h(x) umkehrbar sei, ist notwendig
0
und hinreichend, dass fast iiberall auf der g-Achse

o _ AP .
il_l)l(l) d=11ist, wo ¥= Agdh gesetzt ist (+=1). Ist
X

2
f %fg— = h(x) nicht umkehrbar, so ist doch immerhin

0
}\im ¥ =1 iast iiberall auf die h-Achse.
—0

2
p) Sind f -‘3{—; = h(x)und f %fgL = h,(x) umkehrbar, so
0 0

ist fast iiberall auf der g-Achse }im §=1 und lim %=1,
—0 A—0

Y AfAf1 — A? - If df,
wo &= Zg Y= Zhah, und p(x)= f ist. st nur

f df? = h(x) umkehrbar, so ist doch lim =1 und 2_131&'—- 1
A—0 0

fast iiberall auf der h, -Achse (bzw. umgekehrt).

q) Ist in p(x) = f fdf, f(x) monoton, so ist po(f)

f
totalstetig, und es gilt p(f) = ﬁf fi'lg)df.

Der zweite Teil der erwidhnten Untersuchung befasst
sich mit den durch Ineinanderschachtelung Hellinger-
scher Integrale entstehenden neuartigen Integraltypen
und ihren Eigenschaften. Es werden dabei folgende
Sitze aufgestellt.

X

r) Es sei f % = h(x) — h(a) und o(x) eine weitere
in (a, b) deﬁnie;te in bezug auf h totalstetige Funktion.
Dann existiert folgendes Integral und hat den angege-
benen Wert:

13



GL: = [t 20)dg= o) — .

§) Falls f %:h(x), f %L;f=hl(x), f d_{% = o(x)
0 0 0

gegeben sind, so existieren die weiteren Integrale
dp“ '

= hy(x) und f dh, = h(x), und zwar ist unter der
X
2
Voraussetzung der Umkehrbarkeit von h(x) f —d% = h,(x)

und entsprechend bei derjenigen von h,(x) f dh, = h(x).

t) Es sel Af2<Ag] 4g, und es mogen die beiden

Integrale f af;? , f df;? existieren. Dann existieren auch
" dg, " dg,

’

. . df? “df? dfdf1
die weiteren Integral ——, i ol =
gr é J de, | g, pi(x) = dg1

dfdfy [ de,?

dpg2 i e .
, % und es gilt die Beziehung

X) = ’
92( ) dg2 d g2
df 1d?2 f df,dp, 26)
dg, dg,
Unter denselben Voraussetzungen existiert auch
dfdﬁdﬁ

der neue Integraltypus , und es gilt

dfdfdf, _ df2 dp,
dg 1dg, dg,

) Hierzu geniigt auch, die Existenz der sechs Quadratintegrale
vorauszusetzen.
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Sonderfall. Es sei g;(x) =g(x), g.(x) =h(x), wo
X

h(x) = f % ist. Dann braucht man nur die Existenz
0

X
der drei Quadratintegrale f Zﬁ, df . Qf“‘— voraus-

zusetzen und der Satz lautet ausfuhrhch geschrieben

if.d fd df [ g [

_ % _laana,
dg , —u dh dg dh

Ergédnzungen.

Als Illustration zu diesen Siétzen seien eine Reihe
von Folgerungen und Beispielen hier angegeben.

Zur ersten Gruppe von Sitzen.
X

2
Damit f ‘fiig = h(x) umkehrbar ist, ist hinreichend,
0

2
aber nicht notwendig, dass f G(liih existiert, denn dann ist

X

O(k) - 0(g); gilt aber dieses, so braucht %ﬁf noch nicht

0
zu existieren. Dazu muss ausser g‘(h) noch g?(h) in-
tegrierbar sein und wenn g‘(h) nicht beschrénkt ist,
braucht das nicht von selbst der Fall zu sein.??)
X

2
Beispiel. f ‘fl—’é = x(x) ist nicht umkehrbar, also
0

X X
2
existiert f 98" 1icht, d. b. nach b) gilt f @ _ .,
" dx ) dy

) Vgl.Schlesinger und Plessner, Lebesguesche
Integrale, Bln. u, Lpz. 1926, S. 218.
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Wenn f %{; existiert und umkehrbar ist, f(x) mo-
0

2
noton, so braucht f %i— aus demselben Grunde noch

nicht zu existieren.
Beispiel y=x2 im Intervall (0,1). Hier ist 0(x)<0(y).

" 2
Es existiert f —t— = x , aber j %’;- existiert nicht, weil
0

das auf f ~yl fiihrt. Dieses aber existiert sowohl als

Riemannsches, wie auch als Lebesguesches Inte-
gral nicht.

Man kann Satz f) nicht umkehren. Wenn f dfdf,

existiert, so brauchen die Quadratintegrale noch nicht
X

zu existieren, wie das Beispiel f —dflﬁ( lehrt.

Ist f dfdf, = 0 identisch in x und f —— umkehr-

bar, so 1st Jfi(x) konstant. Denn man ha.t zunéchst nach
k) fast iiberall in g f‘(g) fi'(g) =0. f‘(g) kann wegen der
Umkehrbarkeit des Integrales héchstens auf einer Null-
menge verschwinden (vgl. Satz d) und die Bemerkung
auf Seite 10 oben. Mithin ist fast iiberall f,(g) =0. Dar-
aus folgt, weil f(g) totalstetig ist, fi(g) = konst,, also
auch f,(x) = konst. ,
Sind beide Ausgangsintegrale nicht umkehrbar, so

kann f %i identisch verschwinden, ohne dass f(x) oder

0
fi(x) konstant wiren. Ein Beispiel sieche weiter unten
bei Satz 4, F1 (16).
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Kommen nicht totalstetige Funktionen vor, so kénnen
noch die verschiedensten Moglichkeiten eintreten, die
von vorstehenden Sétzen abweichen. Beispielsweise ist
die Funktion g(x) nicht totalstetig, da x‘(g) =0 auf einer

X

Nichtnullmenge ist. Es existieren nun f 9—1%% = g und

0

X
f 2'00) x(x) dx =1, sind aber nicht einander gleich, oder:
0

X
f ii_&i‘%(:i) existiert nicht, aber f g'(g—x)'dx = 0 wohl;

0
beides entgegen Satz k). Fiir eine singulédre Funktion 2%)
8

2
f(g) existiert sogar f f?(g)dg =0, aber f —'f—lg— nicht.
0

Sind f df* und jf L umkehrbar, dabei f(x) und f,(x)

monoton, so ist auch f dfHA) umkehrbar. Denn es
gilt 0(f) = 0(g) und O(f; 1) O(g),WOI‘aUS 0(f+f1) = 0(g) folgt.

Sind né#mlich zwei Funktionen totalstetig, so ist es
auch ihre Summe und andererseits folgt aus f4-fi=f
0(f+f) - 0(f), also gilt 0(f+f1)— 0(f) - O(g).

Fiir nicht monotone Funktionen gilt der Satz aber
nicht. Ein Beispiel siehe spéter, im Anschluss an F1 (17).

Zur zweiten Gruppe von Séitizen.

Der Beweis des zweiten Teiles des Satzes t) wird
geleistet durch Verwendung eines Zwischengliedes, das
die Verbindung zwischen den beiden in Rede stehenden
Integralen herstellt, d. h. ihnen beiden gleich ist.?%) Im

28) Naheres {iber singulére Funktionen siehe S. 22.
*) Siehe Beitriige 1, S. 194.



Grunde genommen stellt dieses Zwischenglied einen

d df? “df .2
neuen Integraltypus ! E;; - sgn(dfdfy) l/d Of digl'd ! dg 11

dar, der durch Ineinanderschachtelung der beiden ver-
schiedenartigen Grundtypen Hellin gerscher Integrale
entsteht. Somit gilt also bei den Voraussetzungen des

Satzes t)

x dfd
fdﬁa -sgn(dfdf) d .-d df1 — dfg df gg{l
) dg, ! ) dg dg1 T dg,

0
. df?
und im Sonderfall g,(x) = g(x), g(x) = dz
0
@)

x dfd
df, - d f ‘?fi“%
L sgn(dfdfl)l/df 4 4 f L R
fdfﬂ TE:
0 ) dg
Hleraus lisst sich durch weitere Spezialisation die
Formel h)

fsgndf sen df, ]/df 4. fdfl-—- [dres, ®

bewelsen was hier besonders hervorgehoben sei, weil
Hellinger einen Bewels von ihr unterdriickt.*®) Man

2
hat dazu nur f,(x) = 3z 28 setzen.
0
Ferner kann man eine weitere Anwendung der
Formel (2) machen, indem man f=g setzt und f fiir f;,
sowie f; fiir f, schreibt. Man findet

%) Siehe Hlg. Diss., S. 35.
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. sgn dedg d f ! f dfdf, (4)

Alle diese Formeln lassen sich auch andersartig
2

auffassen, wenn man f af? = h(x) und f df;’ = h,(x) als
0 dg 0 dg

selbstiindig gegebene Funktionen einfiihrt, wobei sie
allerdings dann nach Satz d) der 0(g)— O(h) bzw. der
0(g)— O(h,) Aussage geniigen miissen. Die Funktionen
f(x) und f(x) sind dann durch g(x) und k(x) bzw. k,(x) aus-
zudriicken, was nach Satz g) stets moglich ist. Sie wer-
den dabei monoton gewédhlt, so dass die Vorzeichen
wegfallen. Man hat dann aus (3) beim ersten Schritt

dfva’g‘dh dfy, ¥ 3
»0[ = sgndf1 th d f | ®)

dg
und beim zweiten

"d;]Vdgdh-d?l/dgazh1 x
[ % . =0f1/—dhdhl, - ®

insbesondere bei k,(x) == h(x)

fd(]{lfdgdh)ﬂ

dz = h(x) @)

0
und endlich aus (4)

d[Vagdh-df, G
0[ i =0fd_f;11/dgdh, ®)

was sich mit Formel (5) zu einer Gleichung vereinigen
ldsst. Diese Formeln lassen sich beziiglich der Voraus-
setzungen noch verschérfen, wie spiter gezeigt werden
wird.3!)

81) Siehe S. 24.
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Zuriickfiihrung desUmkehrintegrales auf ein
Lebesguesches Integral.

Diese Zuriickfiihrung ist in bezug auf das Umkehr-
integral bei Hahn nicht ausdriicklich angegeben. In-
dessen lésst sie sich analog durchfiihren, ja das Resultat
ist sogar noch allgemeiner als fiir das Grundintegral, weil
die Existenz der Integrale an keine Voraussetzung ge-
kniipit ist, wie das beim Grundintegral der Fall war.

Zunichst ist das Integral Of V dgdh ebentalls inva-

riant gegeniiber jeder eindeutigen, stetigen, monotonen
Substitution x=x(y) [mit x(0) =0], insbesondere auch
gegeniiber der Substitution x=x(g) [hier entsprechend
auch gegeniiber x=x(h)], obgleich diese abzédhlbar un-
endlich viele Unstetigkeitsstellen haben kann.

[Vagah=[vagdh=[vagh. ©

Da hier aber auch die Funktion h(g) Unstetigkeits-
stellen in angegebener Menge haben kann, so ist eine
Erweiterung der Definition des Umkehrintegrales er-
forderlich und auch mdoglich. Wenn h(g) in einem Inter-
vall eine beliebige monotone, beschrinkte Funktion ist,

so streben in diesem Intervall die Summen ZVAg 4h

beim integralartigen Grenzprozess einem Grenzwert zu.
Der von Hellinger angegebene Beweis3?) lidsst sich
auch in diesem Fall durchfiihren. Ausgehend vom Inte-

g
gral i[ Vdgdh lisst sich dann die umgekehrte stetige
&
Substitution g = g(x) austiihren, woraus { Vdgdh =

— n[ Vdg dh folgt.
Satz 1. Sind g(x) und h(x) zwei im Intervall (a, b)
b

stetige, monotone Funktionen, so existiert ausser [V dg dh

#?) Siehe Hlg. Diss., S. 31.



B
stets l Vh'(g)dg, wo (A, B) ein (a, b) entsprechendes
Intervall auf der g-Achse bedeutet, und es ist

[Vigdh=[VEG)ds.

Damit ist auch das Umkehrintegral auf ein Le-
besguesches Integral zuriickgefiihrt. Der Einfachheit
halber werde wieder a=—=0 und g(0)=0, h(0)=0 ange-
nommen.

Zundchst ist der Satz richtig, wenn die 0(g)— O(h)
Aussage gilt. Denn man hat dann nach Satz g), falls man

f Vdgdh = fx) setat, h(x) = f %’;. Es folgt h{(g) =/,(g),
V h'(g) = f(g), da flg) mongton ist, und nach Satz i)
flg) = If'(g) dg =fl/ h'(g) dg, w.z. b.w.

Ahnlich kann man den in Satz g) angegebenen, aus

f af _ h(x) folgenden Ausdruck f(x) = f sgndfVdgdh
umformen In diesem allgemeineren Fall hat man

f@)=senf @) VI, also flg) = [ senf(e)V W@ de.

X
Beispiel. Es sei f daf?

| e = g(x). Dann ist f(g)=+ 1,

&
also f(g) = [ (+ dg) = m(g) — mu(g), Wobei g =
=m(g) + m,(g) ist. m(g) bedeutet den Inhalt derjenigen

Teilmenge des Intervalles (0, g), auf der f(g) = + 1 ist,
entsprechend m,(g) fiir f(g) = —1.%)

Eine beliebige stetige, monotone Funktion léisst

) Vgl hierzu die Austiihrungen zu Satz 6.
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sich bekanntlich in einen totalstetigen und einen singu-
liren Anteil zerlegen 4):

o) = [M@de + V@ =T+ V(. (10)
Dabei ist V(g) die Variation von h(g) aut derjenigen

Nullmenge, wo h‘(g) nicht existiert oder unendlich wird.
V(g) ist monoton und fast iiberall gilt V‘(g)=0

Sollte h(g) an abzéhlbar unendlich vielen Stellen
unstetig sein, so konnen diese Unstetigkeiten in V(g)
hinein genommen werden, so dass die Zerlegung be-
stehen bleibt. Auch dann gilt noch fast iiberall V*(g)=0.

Vorhin war der Satz fiir den totalstetigen Anteil
bewiesen worden, nun werde er fiir den singuldren An-
teil gezeigt. Als Funktion von x ist V[g(x)] stetig, weil
h(z) es ist. :

Es sei 0f VdgdV = f(x). Fiir f(x) gelten die friiher

bewiesenen Sitze. Es ist Af? < Ag4V, also nach der
Schwarzschen Umgleichung, die in diesem Gebiet
eines der hauptsidchlichsten Hilfsmittel ist,
T|Af|= V324g - VEAV = V 24g - konst.

Hieraus folgt, dass f(g) totalstetig ist®). Ferner ist,
in g gerechnet,

im & < lim V484V _ i 1/4V

A—0 Ag A—o0 Ag A—0 Ag

Fast iiberall ist daher f'(g) =}/ V(g) = 0 und wegen
der Totalstetigkeit von f(g) auch f(g)=0. Somit ist fiir
X

jede singulire monotone Funktion V(g) 1{ VdgdV = 0,

! —
andererseits aber auch i[ V Vg)dg =0, so dass wirklich

3¢) Siehe etwa Schlesinger u. Plessner a.a.O., S. 160,
oder De la Vallée Poussin, Cours d’Analyse infinitesimale II
(2. éd.) S. 2681 Die Bezeichnungsweise ist hier etwas abgeindert,
weil das tiir das Folgende bequemer ist, und zwar wird unter einer
singuliren Funktion nur der singulire Anteil selbst verstanden, also
eine Funktion, deren Ableitung fast iiberall verschwindet.

%) Vgl. etwa Schlesinger u. Plessner, a. a. O., S, 140.
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im Falle einer singuléren Funktion der Satz ebenfalls
bewiesen ist.

Nun werde der allgemeine Fall betrachtet. Die
Differenz h(g) — V(g) ist totalstetig. Fiir sie gilt daher

[Vagah—av) = [ Vg~V @)dg = [ V@) de.

Andererseits ist hf Vdgdh — 1{ Vdg(dh—dV) =

= i{(V}'Jl—h —Vdh—dV) Vdg = l[l/dgcTI_/z 0, wegen der
Ungleichung Va—Vb<Va—b fiira > b> 0.

Es folgt { Vdg(dh — dV) = { Vdgdh, also
X 8 I
! Vdgdh = {V h'(g) dg.
Folgerung. Es gilt b[ Vdgdh = 0 identisch in x,

g
bzw. ’o[ Vdgdh = 0 identisch in g, dann und nur dann,

wenn h als Funktion von g singuldr ist.

Dass in diesem Fall das Integral den Wert Null hat,
ist schon bewiesen. Ist umgekehrt 0f Vdgdh = 0, also

&
{ V' h'(g)dg = 0, so folgt fast iiberall h'(g) = 0, w. z. b. w.

Beispiele. Ein nicht triviales Beispiel, wo keine
der beiden Funktionen konstant ist, gibt He lllin gerin der

im Intervall (0, 1) erklirten Funktion Z(x) %): { VdZdx = 0.
Also ist Z(x) eine singuldire Funktion. Er zeigt auch,

1
dass allgemeiner { VdZdZ, = 0 gilt; Z(x) und Z (x) haben

gleichartigen Bau, nur ein darin vorkommender Para-
meter hat jeweils einen verschiedenen Wert.

%) Siehe Hig. Diss., S. 33.



Weitere Beispiele liefern die Funktionen vom
x-Typus.

ZV dgdx#j Vx'(gdg = fx’(g) dg = (%),
X X
oder [Vdgdx=[VgWdx = x),

weil g'(x) =1 fast iiberall in x ist. Beide Schlussweisen
gelten also, obgleich nur 0(g)— 0(y) erfiillt ist, nicht aber
das Umgekehrte ).

Die hier durchgefiihrte Methode ldsst sich auch
verwenden, um die Formeln (5) — (8) zu verschirfen.
Dazu bedarf es zunichst eines Hilfssatzes, der auch
spiter eine Rolle spielt.

Hilissatz. Ist f(g) eine singulire monotone Funk-
tion, so erhidlt man durch die monotone Substitution
g = g(h), fiir die die O(g) » O(h) Aussage gilt, wiederum
eine singulire monotone Funktion f(h).

Wire f(h) nicht singulir, so konnte man sie in einen
totalstetigen und einen singuldren Anteil zerlegen, die
beide auch monoton sind: f(h) = T(h) + V(h).

Substituierte man hier wiederum g, f(g) = T(g) + V' (2),
so wire T(g) ebenfalls totalstetig wegen der Transitivitit
dieser Eigenschaft. Von V{(g) her konnte noch ein wei-
terer totalstetiger Anteil hinzukommen, der sich zu T(g)
addieren wiirde, jedenfalls wire f(g) gegen die Voraus-
setzung nicht singulir, w. z. b. w. '

Mit Hilfe der hier entwickelten Hilfsmittel kann man
diesen Hilfssatz folgendermassen ausdriicken.

Sind f(x), g(x) und h(x) stetige, monotone Funktionen
und ist { Vdfdg = 0 identisch in x, so gilt ebenfalls

11)

identisch in x of Vdfdh = 0, falls die 0(g) - 0(h) Aussage
besteht.

87) Siehe S. 17.



Anmerkung. Dieser Hilissatz gilt auch fiir beliebige
singuldre Funktionen von beschrénkter Schwankung f(g),
denn diese lassen sich auf monotone zuriickfiihren ).

Satz 2. Unter denselben Voraussetzungen wie bei
X
dfy?

0 dg

x dZV——_—dgdh.dfl
AT

Satz 1, zu denen noch die Existenz von kommt, gilt

: xéf_f_fi&]/—‘—
fsgn df, th d \ dg -—0 dg dgdh

0
= [V F@ de.
0

Friiher waren diese Gleichungen fiir eine total-
stetige Funktion h(g) bewiesen®); jetzt werden sie fiir
eine singuldre Funktion V(g) gezeigt, worauf die Zu-
sammensetzung erfolgt. Die Zuriickfiihrung auf das Le-
besguesche Integral folgt in allen Fillen aus der
letzten Form des Integrales auf Grund der friiheren
Resultate.

Zundchst hat man also zu bestitigen, dass

X — e X
X 7£2

fsgn df, VdV-df %‘&=O, ssowief%—1 VdgdV=0 (12)
4 0o dg , g

gilt. Die erste Gleichung ohne sgn df; folgt direkt aus

. df?
dem Hilfssatz, da nach Satz d) 0(g) -0 ( —d—g—) besteht,
0

Aus der Lebesgueschen Form des Integrales erkennt
man, dass auch die Vorzeichenregel an seinem Ver-

schwinden nichts #ndert. In bezug auf die zweite
Gleichung schliesst man analog zu S. 22 wie folgt.

) Vgl. S. 28.
) Siehe S. 19.



dfy =g i< (A2 o
dz VdgdV = ¢(x); 4¢2 = d—g-AV, Totalstetigkeit von
0 A

i
dg
oe); lim |f'<hml/ R im |/ =A@V T @)

g A—0 A—0

?'(g) =0; #(g) = 0.

Weiter folgt der allgemeine Fall. Man setzt die
Formeln fiir die totalstetige Differenz h(g) — V(g) an,
etwa in derselben Reihenfolge wie oben im Satz. Der
Wert des dritten Integrales #dndert sich, wie schon be-
wiesen, nicht, wenn man die Differenz durch h(g) selbst
ersetzt. Das Gleiche gilt fiir die beiden ersten Integrale,
wie man durch Abschitzungen beweist, die derjenigen,
die friilher an entsprechender Stelle ausgefiihrt wurde,
ganz analog sind, nur miissen die absoluten Betrige ge-
nommen werden:

Z sgn df; V@(VEQV&——W)

gofx]/dﬁx%?dr/:o,
'j'%ﬁ(varz—vm)w‘g 5]\‘;—1’

Damit ist der vollstandlge Beweis des Satzes 2
gefiihrt.

bzw. VdgdV=0.

Beispiel. Ex1st1ertfd1, so kann man y fiir g

nehmen und fiir k die nlcht totalstetige Funktion g(0-
Man erhilt vermége Formel (11)

O] sgn df Vdg'dfo ‘f{;= of %Vﬁﬁ:n(x). (13)
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Andererseits kann man direkt y an Stelle von &
nehmen. Wenn man dann noch beriicksichtigt, dass bei
X

2
der gemachten Voraussetzung iiber fi(x) f af® %%
0
gilt gemiiss der Folgerung aus Satz n), so ergibt sich
X X
= [9f — [9xdfy
fi(x) —fdg V dgdy __f dz (14)

Man beachte aber, dass hier die Voraussetzung der

Existenz von f dl wesentlich ist,wie sich durch Gegen-

beispiele zelgen lésst40).

Satz 3. Sind g(x), h(x) und h,(x) stetige, monotone
Funktionen und ist eine der beiden h-Funktionen total-
stetig in bezug auf g, so gilt

df Vdgdh- dz[ Vdgdh, 7
f dg -fvm,

baw. j ViR e dg = Of VEGdh,.

Da der Beweis dieses Satzes vollig analog den vori-
gen ist, 0(g) - O(h,) vorausgesetzt, so eriibrigt sich seine
Ausfiihrung. Er geschieht in denselben drei Schritten
und beruht auf der friiher bewiesenen Formel (6), sowie
auf dem Hilfssatz. Man kann aber auch den Beweis des
Satzes auf andere Weise ganz im Rahmen derLebesgue-
schen Integraltheorie fiihren, da beide Integrale sich
durch Lebesguesche ausdriicken lassen. Darauf sei
hier nicht néher eingegangen.

Bemerkung. Formel (7) gilt fiir singulére, also auch
fiir beliebige Funktionen von beschrinkter Schwankung
nicht. Ein Widerspruch liegt darin nicht, da sie ja
h,(x) = h(x) voraussetzt, also allein 0(g)— O(h,) garnicht
angenommen werden kann.

) Vgl. Beitrdge 1, S. 193.
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Zum Schluss dieses Abschnittes sei noch darauf
hingewiesen, dass das hier eniwickelte Hilfsmittel ge-
eignet ist, die allgemeinen Eigenschaften der singuliren
Funktionen zu untersuchen. Beispielsweise seien hier
zwei Sétze angefiihrt.

Zusammen mit einer monotonen, singuléiren Funk-
tion h(g) ist auch ihre Umkehrfunktion g(h) singulér.
Denn man kann stets eine geeignete neue Verénderliche
x einfiihren, so dass g(x) und h(x) stetige Funktionen

X
sind, also l[ ' dg dh = 0 ist, in welchem Integral g und h

vollig gleichberechtigt sind.
Die Summe zweier monotoner, singuldrer Funk-
tionen h(g) und h,(g) ist wiederum monoton und singulér.

Denn aus of Vdg dh = 0 und 1[ Vdgdh, = 0 folgt durch

einfache Abschitzung auch bf Vdg(dh + dh;)) = 0.

Zusammenhinge mit allgemeinen Eigen-
schaften der Funktionen von beschrédnkter
Schwankung.

Es seien hier einige Sétze iiber Hellingersche
Integrale angegeben, die sich auf die Zerlegung einer
Funktion von beschrdnkter Schwankung in monotone
Funktionen beziehen. Bekanntlich besteht folgende
Normaldarstellung jeder stetigen Funktion von be-
schrinkter Schwankung f(x), sowie ihrer Gesamtschwan-
kung s(x), durch zwei monotone, stetige Funktionen
m(x) und m,(x), auf der die Wesensgleichheit der Funk-
tionen beider Klassen beruht:

J @ =m(x) — m,x), s(x)=m(x)+mx). (15

Die Funktionen seien alle so normiert, dass sie bei
x = 0 verschwinden.

. X X
2 2
Schon Hellinger beweist, dass IQL = ds?
) dg / dg
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ist4). Im Rahmen der Verwendung der Theorie Le-
besguescher Integrale bedeutet das, dass fast iiberall
auf der g-Achse |f‘(g)| = s'(g) ist. Dariiber hinaus gilt

Satz 4. Ist f(x) = m(x)—m,(x) und s(x) = m(x)+m,(x),

so existieren stets zusammen mit f %; auch die iibrigen

Quadratintegrale und es ist

df2 f ds? f dm? f dm? sowie dmdm1 —

dmdm,
de =0

Umgekehrt: Gilt f(x) =m(x) —m,(x) und f
0

mit geeigneter monotoner Funktion g(x), so ist jenes die
Normaldarstellung von f(x), d. h. es ist s(x) = m(x) + m,(x).

Aus 4’ =4m? + Am? + 24m Am, = Ag- f——— folgt,

E 2
da alle Zuwichse positiv sind, 4m? = 4g - f %%’ womit
A

X

die Existenz von

dm?
0 dg
X

2
jenige von f dg; . Ferner ist 4lim Z'Amdml -
—0
0

ilm (2 s ZAf 2) = 0, woraus ohne weiteres
—0

folgt lim ZAA 2 ZAZZR , W.z.b.w.

A—0 A—-> 0

41) Siehe Hlg. Diss. S. 30.



Um die Umkehrung zu beweisen, schliesst man
folgendermassen:

X X X X X X .

ds® _ [df?*_ (dim—m,)?__ [dm? + dm,® _ [d(m+m,)?
Odg Gdg ) dg 0dg 0dg. Y dg
Nach Satz e) kann sich also s(x) von m(x)+m,(x) nur um

eine Konstante unterscheiden, die aber wegen der Nor-
mierung der Funktionen verschwindet.

Ein interessantes Beispiel hierzu liefert jede x-Funk-
tion. Fiir sie bestehen folgende drei Beziehungen, wie
man leicht nachrechnet,

X X

dy® _ dlg—)? _ dyd(g—x) __
[=r [ = [2 =0 w

Daraus und aus Satz n) erkennt man, dass die beiden
monotonen Funktionen g und g—yx vom gleichen Typus
sind. Ihre Konstanzmengen, auf denen die Ableitungen
verschwinden, sind komplementér. Die dritte Beziehung
lietert ein Beispiel dafiir, dass das gemischte Integral
verschwinden kann, ohne dass die Funktionen konstant
zu sein brauchen*?). Sind die Funktionen stetig differen-
zierbar, so miissen sie allerdings, damit das Integral ver-
schwindet, abwechselnd konstant sein.

Dieselbe Beziehung lehrt nach obigem Satz auch,
dass g—2y =(g—yx) — x die Normaldarstellung der Funk-
tion g — 2y ist. Sie selbst ist nicht mehr monoton, da ihre
Ableitung teils positive, teils negative Werte annimmt,
(g—2x)’=+1. Die Gesamtischwankung von g—2 ist
gleich (g—x)+x=g. |

Im Gegensatz zu g und g—y liefert g—2y ein um-
kehrbares Integral :

— 92
f dig— 2y dg2>0 —g—2x (17)

0
Auch g selbst gibt natiirlich ein umkehrbares Inte-

4?) Vgl. S. 16.
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gral, die Summe beider 2(g—y) aber nicht. Das kann nur
eintreten, weil g—2y nicht monoton ist 8.
Es werde noch die Gesamtschwankung o(x) von

p(x) = f c_l%% gefunden. Da fast iiberall o‘(g) = |p‘(g) | =
0

=|fg | @] =s(g)s(g) gilt und o(g) zusammen
dsds1

mit p(g) totalstetig ist, hat man of(x) =

Auf Grund hiervon erkennt man, dass die Gesamt-
schwankungen der Ausdriicke, die unter dem Integral-
zeichen Vorzeichen bei einer Wurzel autweisen ), gleich
den entsprechenden Ausdriicken, aber ohne Vorzeichen,
sind. Zum Beispiel ist die Gesamtschwankung von

f sgndf - sgndf, ]/d f af* . j df;?
gleich f Vdfo dg f "df L

Sind die Normaldarstellungen zweier Funktionen
gegeben, f= m—m1 und f; =n—n,, so folgt daraus die-

jenige von p= ffl ZU p=p—p, wopL__fdmdn 4
0

dg '’
tegrale alle ex1st1eren

Satz 5. Unter denselben Voraussetzungen wie bei
Satz 4 gilt stets

0

X

£ = s(x) dm® _ m(x), = my(x) .
) f dg

) Vgl. 8. 17.
«) Siehe S. 8.
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Die beiden letsten Integrale sind also nicht umkehrbar, das
erste aber wohl.

X
2
Wegen |Af | = As existiert das Integral f % Man
0

kann also Satz 1 anwenden, indem man insbesondere s
an Stelle von g nimmt. Also ist

X X - X

2 2

f * f & — sund f dmdm; — 0,als0 m(shm, () =0
0 0 0

fast iiberall auf der s-Achse. Dariiber hinaus kann man

jetzt noch behaupten, dass m‘(s) und m,(s) nicht gleich-
zeitig verschwinden, denn ihre Summe muss gleich 1 sein.

. xdm2_ 1 xd(f—!—s)"*__ 1 _
Es1stnun0—a;—-—7 ds ——Z(s+2f+s)-—m.
0

Daraus folgt weiter m‘%(s) = m‘(s) fast iiberall auf der
8
s-Achse, also m‘(s) = 1 oder 0 und m = { m/(s) ds = [ds,

erstreckt iiber die Teilmenge des Intervalles (0, s), auf
der m'(s) = 1 ist. Also ist m(s) Inhaltsfunktion dieser
Teilmenge. Entsprechendes gilt fiir m,. m,(s) ist nach
obigem die Inhaltsfunktion der Komplementéirmenge.

m(x) und m,(x) sind demnach Funktionen vom x-Typus,
deren Konstanzmengen komplementér sind ).

Zusammen lehren Satz 4 und 5, dass jede stetige
Funktion von beschrinkter Schwankung durch ihre
Normalzerlegung nicht umkehrbare Integrale vom ein-
fachen x-Typus liefert und umgekehrt jede x-Funktion
zusammen mit ihrer Komplementéirfunktion eine Normal-
zerlegung der erwihnten Art darstellt. Beide Begriffe
sind also eng miteinander verkniipft.

Satz 6. Damit die Differenz der stetigen, monotonen
Funktionen m(x) und m,(x) die Normaldarstellung einer
stetigen Funktion von beschrinkter Schwankung bildet, ist

) Vgl. Beitrége 1, S. 185,
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notwendig und hinreichend, dass 1[ V dmdm, = 0gilt, d.h.
die Funktion m(m,) singuldr ist.

Diese neue Formulierung des Sachverhaltes von
Satz 4 ist insofern der fritheren vorzuziehen, als in ihr
keine in der Voraussetzung garnicht genannte Funktion
g(x) vorkommt.

Ist eine Normaldarstellung gegeben, so ergibt sich
aus den fritheren Resultaten

f""‘ = m(x), f~—- s | "’"‘d’”’l =0,

nach Satz g) und h) .
m(x) = f Vdmds, f(x)= bf tds)

0

d. h die Bedlngung ist notwendig Im Ausdruck fx)=

= ‘[ (+ds) erkennt man die Normaldarstellung wieder,

denn wenn man s substituiert, zerfillt das Integral in die
Differenz zweier Inhaltsfunktionen, die, wie man leicht
erkennt, mit m(s) und m,(s) iibereinstimmen ).

Umgekehrt sei ! Vdmdm, = 0 vorgegeben. Man

.
2 2
bildet dann die Integrale f %, f d:l"sl . Nach Satz m)
0 0

2
dm,

1] 2 X
giltm 2 j id'g—, entsprechend m,< f ds Durch

0 0
zweimalige Anwendung des Hilfssatzes folgt aus der
Voraussetzung

def dm? df’dm19 =0, d h. dm dm, =0.
0 0 dx 4 ds

49) Siehe das Beispiel von S. 21.




Also ist nach Satz 4 f(x) = m(x) — m(x) eine
Normaldarstellung, w. z. b. w.

Folgerungen. Die Normaldarstellung f(x) =
= m(x) — m,(x) ist invariant gegeniiber jeder stetigen,
monotonen Substitution x = x(y) [mit x(0) = 0]. Denn

das Integral [V dmdm; ist nach Formel (9) dabei in-

variant.

Zwischen den von Hellinger angegebenen Funk-
tionen J(x) und Z(x)*") besteht ein gegenseitiger Zu-
sammenhang. Man kann sie als Représentanten der
x-Funktionen, bzw. der singuléren Funktionen ansehen.
Einerseits ldsst sich aus jeder x-Funktion nach For-
mel (16) ein Funktionenpaar bilden, das zu einer singu-

liren Funktion fiihrt: { V dyd(g—y) = 0, insbesondere

{ V dJd(x—J) = 0, andererseits ist jetzt auch bewiesen,

dass man aus jedem solchen Funktionenpaar nicht um-

. 2
kehrbare Integrale herstellen kann: f d;: = m(x), ins-
[i}
dz?
besondere f dZ+7) = Z(x).

0
Es sei hier noch auf einen weiteren Zusammenhang
hingewiesen, nédmlich einen, der zwischen den beiden
allgemeinen Zerlegungen einer monotonen Funktion (10)
und (15) besteht.

Satz 7. Die Zerlegung der Gesamtschwankung einer
. stetigen Funktion von beschrinkter Schwankung ldsst sich
stets durch eine geeignete monotone Substitution mit stetiger
Umkehrung in eine Zerlegung einer monotonen Funktion
in einen totalstetigen und einen singuliren Anteil iiber-
fiihren. Die umgekehrte Uberfiihrung ist ebenfalls stets

) Siehe 8. 5 und 28.



durch eine geeignete stetige, monotone Substitution aus-
fiihrbar. ‘

Es sei s(x) = m(x) + m,(x) eine Zerlegung vom Ty-
pus (15). Fiihrt man hierin m (bzw. m,) als unabhéingige
Verédnderliche ein, so ist tatséichlich s(m) = m + m,(m)
vom Typus (10). Denn s(m) ist im allgemeinen nicht
mehr stetig, da s(x) wachsen kann, wéhrend m(x) konstant
bleibt, m(m) ist totalstetig und m,(m) singuléir. Die Sub-
stitution x = x(m) besitzt eine stetige Umkehrung. s(m)
entspricht der nicht totalstetigen Funktion g(x) %), deren
entsprechende Zerlegung g(x) = x+ (g — x) lautet.

Umgekehrt sei Sx) = T(x) + V(x) eine Zerlegung
vom Typus (10). S(x) und V(x) sind im allgemeinen nicht
stetig, sondern haben abzéhlbar unendlich viele Unstetig-

keitsstellen. Nach der Voraussetzung ist 0f VdVdx = 0.

Es ldsst sich nun stets eine stetige, monotone Substitu-
tion x = x(y) angeben, so dass V(y) eine stetige Funktion
wird, wihrend T(y) natiirlich ebenfalls stetig bleibt. Man
hat nur dafiir zu sorgen, dass die Umkehrfunktion y(x)
an denselben Stellen Spriinge hat wie V(x). In y gilt

y
ebentalls { )/ dVdx = 0 und wegen 0(x)-0(T) nach dem

y
Hilfssatz auch 14 V dVdT = 0. Infolgedessen stellt S(y) =
= T(y) + V(y) eine Zerlegung vom Typus (15) dar.

Satz 8. Damit die Uberlagerung zweier Normal-
darstellungen stetiger Funktionen von beschrdinkter Schwan-
kung, f (x) = m(x) — m,(x), fi(x) = n(x) — n,(x), wiederum
eine solche ergibt, ist notwendig und hinreichend, dass die
zugehorigen Gesamtschwankungen sich durch eine und die-
selbe monotone Substitution mit stetiger Umkehrung in Zer-
legungen in einen totalstetigen und einen singuldren Anteil
iiberfiihren lassen.

Im allgemeinen wird das nicht der Fall sein, denn
) Siehe 8. 17.
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aus uf Vdmdm, = 0 und { Vdndn, = 0 folgt noch nicht

{ Vd(m+n) d(m,+n,) = 0.

Ergibt aber die Substitution einer neuen unabhén-
gigen Verédnderlichen zugleich zwei Zerlegungen vom
Typus (10), so ist auch die Uberlagerung dieser eine
ebensolche, da die Eigenschaften der Totalstetigkeit und
der Singularitidt additiv sind+’). Folglich ist nach dem
Hllfssatz m, + n, als Funktion von m + n smgular, also

gilt { Vd(m+m)dn+n,)=0, w. z. b. w.

Umgekehrt sei die Uberlagerung wieder eine Nor-
maldarstellung. Fiihr{t man dann m -+ n als unabhén-
gige Veridnderliche ein, so leistet diese Substitution das
Erforderliche. Die Umkehrfunktion ist stetig und beide
Gesamtschwankungen, etwa

s(m + n) = m(m + n) + m, (m + n),
liefern Zerlegungen vom Typus (10). Tatséchlich ist
m(m <+ n) totalstetig, wegen 4Adm = 4m -+ 4n,
und m,(m + n) singuléir, weil gemiss der Voraus-

setzung l[ Vd(m+n) dim,+n;) = 0, also erst recht

i[ Vd(m + n)dm, = 0 gilt.

Zusammensetzung Stieltjesscher und Hellinger-
scher Integrale.
Bekanntlich versteht man unter einem Stieltjes-
schen Integral den im gewdodhnlichen Sinn zu verste-
henden Grenzwert

lim Zu(e) Af = fudf5°)

Er ex1st1ert talls u(x) stetlg und f(x) stetig und von
beschrinkter Schwankung im Intervall (a, b) ist. Ein

- 49) Siehe S. 28.
%) Vgl. z. B. die Habilitationsschrift von Hellinger, Journ.
reine ang. Math. 136 (1909), S. 235, hier zitiert mit ,Hlg. Habil.“,
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solches Integral ist eine stetige Funktion von beschrénkter
Schwankung der oberen Grenze. Das folgt etwa aus dem
gleich anzugebenden Mittelwertsatz in Verbindung mit
der Zerlegung von f(x) in monotone Funktionen.

Die folgenden Sitze in diesem Abschnitt lassen sich
alle mit elementaren Hilfsmitteln auf das einfachste be-
weisen und bendtigen nicht der Zuriickfiihrung auf die
tiefer liegende Theorie der Lebesgueschen Integrale.

Satz 9. Ein Stieltjessches Integral eines Produktes
zweier Funktionen lisst sich aufspalten in zwei aufeinander
folgende Integrale mit nur je einer Funktion, d. h. es gilt

b b x
die Formel [uu, df = Jud[u,df.
Zun#ichst gilt der Mittelwertsatz fiir Stieltjessche
Integrale, wenn f(x) monoton ist®):
{ udf = u(k) 4f.

Das beweist man wie fiir gewohnliche Integrale.
Die innerhalb von 4 gelegene Stelle £ ist durch 4 mit-
bestimmt.

Daraus folgert man obige Formel zunéchst fiir mo-
notone Funktionen f(x).

:fu d f u,df = }in; Du(®) { udf = }in; Du@u,(HAf =

b
= [uu,df, denn man kann im ersten Faktor u(§) iiber

die Stelle £ frei vertiigen und daher den ersten Faktor
dem zweiten u,(£), in dem & festgelegt ist, anpassen.

Ist f(x) nicht monoton, so ldsst es sich in stetige,
monotone Funktionen zerlegen, f(x) = m(x) — m,(x),
woraus der allgemeine Satz folgt:

b X b x b x
fUdfuldf =fudfu1dm—fudfuldm1 =
a b a Gb a . a
= fuuldm—j;uuldml :fuuldﬁ
81) Vgl. Hlg. Habil,, S. 246.
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* 52 |
Das Integral j u%(gi ) stellt eine Verallgemeine-

rung sowohl einés Stieltjesschen, wie auch eines
Hellingerschen Integrales dar

Satz 10. Das Integral f df; kann als Zusammen-

setzung eines Stieltje s schen und eines Hellingerschen
Integrales in beiderlei Anordnung dargestellt werden.
Es gilt

a)ju%:judj%‘g‘l, b)j.ugl%f—;::j‘w.

a) Das innere Integral p(x) = f % erfiillt nach

Satz f) die zur Existenz des #usseren notwendigen Be-
dingungen. Diese Formel ist bei Hellinger ange-
geben®®). Einen Beweis findet man bei ihm fiir f, = f).
Er ldsst sich aber nicht direkt auf den allgemeinen Fall

iibertragen, weil dp — 4% nicht stets positiv ausféillt.

Indessen lisst sich der allgemeine Fall auf den speziellen
zuriickfiihren. Es gilt analog zZu emer der Formeln f)

%r:: fd(f+f1)2 fdf2 f dﬂ:l
1 fu . d(f+f1)2 fdfdﬁ f dﬂ]

o [arery fae fage|
_;[udl; dg dg y @] -

52) Siehe S. 7.
®2) Siehe Hlg. Habil,, S. 238.
%) Siehe Hlg. Diss., S. 60.




_ f oo

b) Fiir monotone Funktionen f(®) gilt nach dem
Mittelwertsatz

b df. d [ udf Afl-{ udf 4
A o _ Af; - u(§)4f u(E)Af
.,f dg  — lm Ag ,}1’32
b A,
= [uh.

Dieser Beweis gibt auch die Existenz des neuen
Integraltypus. Der allgemeine Fall erledigt sich wieder
durch Zerlegung von f(x) in monotone Funktionen, wo-

bei die in Satz 4 erwiesene Existenz von f —— eine

Rolle spielt.
. . . df'2 . .
Soll das Ausgangsintegral dz durch beliebige

Funktionen u(x) und f,(x) in angegebener Weise erwei-
tert werden, so zeigt dieses Resultat, dass die Form

f dfdf, geniigt. u(x) braucht garnicht eingefiihrt zu

' werden, da es nichts Neues brmgt

.Beide Teile des Satzes 10 lassen sich in gleicher
Weise verallgemeinern.

Satz 11. Die Formeln des Satzes 10 bleiben bestehen,
wenn man de durch udf, ersetzt.

&a,)‘/‘uu1 fddf‘ =]udju1§£%,



: ' df,dfudf
b) fuuldj;if1=fu1—d“g 85),

b

. 2 .
a) Zunidchst sei f,=Ff. |ud fu,%fg existiert, denn

das innere Integral ist einea ste‘:ige Funktion von be-
X
2

schréinkter Schwankung von x. Es sei ulild? =

= ¢(x) — ¢(a). Dann hat man fiir das Intervall (a, b)
lim Z(Ago—-ul(é)éﬁ) — 0. Hierin sei in jedem Teil-
A—0 Ag

intervall A4 diejenige Stelle £ gewihlt, an der u,(x) als
stetige Funktion den Minimalwert m innerhalb 4 annimmt.

2
Dadurch ist erreicht, dass stets dp — ul(ﬁ)%fg > 0 ist;

denn aus m = ul(x) folgt fiir eine Unterteilung von 4

Z'ma5 _2 ul(x) > und weiter durch Grenziibergang
]

2 2 2
Af df QL. Das ist wesentlich fiir die
Adg =) dg =) dg

folgende Abschatzung.

Weiter wird mit u(f), genommen an derselben Stelle
£, gebildet

l Su@(tv—u®L) I =3 1u0 | (te—ueL)s
= uZ(to—u@%L) =,

%) Die beiden Formeln (11a) u. (11b), sowie die daraus sich erge-
bende Folgerung (12b),sind in einer Arbeit des Verfassers ,,Zur Theorie
der Summengleichungen® im Journ. reine angew. Math. 160 (1928),
S. 41 f verwendet worden. Die Formel (11 b) wird ebenfalls von We y1
benutzt, Math. Ann. 66 (1908), S. 289 u. 293, aber ohne ihre ausdriick-
liche Angabe und auch ohne Beweis.
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wo M das Maximum der stetigen Funktion | u (£) | bedeutet.
Folglich ist

tim u(@)dy = lin Ju(® u,®L.

Glelchhelt der Grenzwerte ist hier zwar nur fiir
spezielle Intervalleinteilungsfolgen bewiesen, aber da
beide Integrale existieren, miissen die Grenzwerte stets
gleich sein. Der allgemeine Fall f, +f wird analog
Satz 10a durch Zuriickiiihrung auf den speziellen be-
wiesen.

b) Die zweite Formel wird ganz analog zu 10b zu-
erst fiir monotones f(x) durch den Mittelwertsatz und
dann durch die Zerlegung f(x) = m(x) — m,(x) bewiesen.

Durch zweimalige Anwendung dieser Formel folgt
auch noch

dg

Satz 12. Ist im Intervall (a, b) u(x) = m > 0, so
gelten folgende Umkehrungsformeln:

8) aus f udf = £, — f(a) folgt [ L df, = f(0 — f@);

dfdf1 dfdfofl fld{idfg__ %Ei_f_l.
u ag 4

b vdfu df - dfu,df
dfdf, _ [ a
fuu‘ dg _f '

b) aus

a) erhédlt man, wenn man in Satz 9 u durchul ersetzt:

1
x

[Rdfudr = 5 — 5@

und b) ebenso aus Satz 11a:

f df dfdf, __fdfdfl

oder aus a) vermlttelst des Satzes 10a.

%) Steht bei Hig. Habil., S. 236.
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Folgerungen. Wenn fudf = 0 identisch in x

ist, so gilt f(x) = konst.; wenn f u df f udf; ist, so gzlt

fi®) = f(x) + konst.; endlich wenn| f f 1 = 0 ist, so

gilt f %‘éﬁ = 0, insbesondere ist also f(x) = konst., wenn

2
f ud?fg = 0 identisch in x gilt%).

Auch wenn u(x) an einer Stelle x, verschwindet,
bleiben die Formeln bestehen. Denn man kann in ge-
wohnlicher Weise das unelgenthche Integral definieren,

f dfl_lm)lhf af,,

und hat dann, da fur beliebiges x < x, die Formel a) gilt,
auf Grund der Stetlgkelt der Funktion f(x)

f df, = lim f df, = lim () — f@ = f(x) — f(@),

d. h. es besteht die Formel a) fiir x, als obere Grenze.
Dasselbe gilt dann, wenn x, untere Grenze oder eine
beliebige Stelle im Integrationsintervall ist, im letzteren
Fall zeigt man das durch Zusammensetzung. En':spre-

chend lésst sich auch im Falle b) verfahren, denn

ist ebenfalls eine stetige Funktion beider Grenzen‘.’

Die Schwarzsche Ungleichung im Gebiet der
Hellingerschen Integrale.

Die Grundungleichung ist schon unter f) auf S. 6
angegeben worden. Man beweist sie wie gewdohnlich

7) Nach Satz c) S. 5.
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durch Berufung auf eine positiv semidefinite, binire
quadratische Form mit nicht negativer Diskriminante.

Satz 13. Existieren fiir eine unendliche Folge von
Funktionssystemen f™(x), f,™ (x), g™(x), u™ (x) und u,™(x),

n =12 ..., im Intervall (a, b) die einzelnen
b

n, ( 2
Quadratintegrale f (n)? dg m und f u,™ dfy® 1(”) und kon-

vergieren ihre unendlwhen Summen, so konvergiert auch

) (n)
2 f u™ u,™ df( df," , und es gilt die Ungleichung

(n)

2

co b oo b
[2 f u(")u ()df - )df 1(") = 2 f u* df::) f u,®” daf,
n=1% n=1%,

dg®’
desgleichen in ]edem Teilintervall A %),

Die Beziehung bleibt auch bestehen, wenn aus
séimtlichen Integralen die Anteile fiir gewisse Teilinter-
valle herausfallen.

Fiir eine endliche Teilfolge wird die Beziehung wie
die Grundungleichung bewiesen

|:2 f gy, 0 Y df* )df 1(")] 2 f (ap df e f n"g;(: .

Da die Summen rechts bei m— « nach Voraus-
setzung konvergieren, so bleibt die Summe links jeden-
falls beschrinkt. Sie enthilt aber nicht nur positive
Glieder, so dass ihre Konvergenz nicht ohne weiteres
folgt, sondern besonders zu beweisen ist, ehe man den
Grenziibergang ausfiihren kann. Man hat

m b
> (@0 dfotu® dfi oy 2 werdf |
1 dg®™ w

8y Auch dieser Satz ist in der auf S. 40 zitierten Arbeit des Ver-
fassers auf S. 41 verwendet worden. -
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28 i i Bt

(n)

2
= [‘/qu( )’jf((: l/%ful(n)’ dfl‘(n:’:l

wo nun die Summe links aus lauter positiven Gliedern
besteht. Falls man also hier m— o streben lidsst, so
bleibt sie beschréinkt und konvergiert auch. Aus der
Konvergenz dieser Summe folgt dann auch diejenige von

)
2 f u®y,™=——> df dfl , und ist dieses erwiesen, so erhilt
n=I"g

man die zu beweisende Ungleichung durch Grenziiber-
gang aus der fiir die Teilfolge geltenden.

Satz 14. Haben die Funktionen u(x) und u,(x) je
endlich viele Pole im Intervall (a, b), konvergieren jedoch
. b

2
die uneigentlichen -Integrale f uzg und f u,’ %{—;—, so kon-

b
vergiert auch f uu, J;—f—i und es gilt die gewéhnliche Un-

b 2 b b
dfd df? dfz2
[ uul——{i‘gﬁ] = fug—d‘—;;— - | u? c{; .

gleichung

b
Man verstehe unter '/ ein Integral, aus dessen In-

tervall die Unstetigkeitsstéllen der Funktionen u(x) und
u,(x) herausgeschnitten sind. Dann gilt die Ungleichung
b

tiir */ und ausserdem #hnlich dem vorigen
a

b
[wdrtmdry " PL f G |
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+¥bu3‘i"}-’f gU/‘fbuﬂ?ﬂ/*juygﬁ]?g
]

Lésst man jetzt *[ sich aut f ausdehnen, so bleibt

(]

b
* 2
f (l%wfl)— unter einer festen Schranke, muss also,

b
[edrtudn: ,,

da es stetig wéchst, einem Grenzwert

dfdf,

streben. Dann konvergiert ebenfalls f uul—@—' und es

gllt auch fiir unelgenthche Integrale

e Ywdhl [ f A | f dfe

Die zu bewelsende Unglelchung Iolgt endllch aus

a

b
der entsprechenden fiir *f durch Grenziibergang.

Kombiniert man die Sitze 13 und 14, so ergibt sich

Satz 15. Hat jede der Funktionen u®™(x), u,"(x),
n=12. . ., im Intervall (a, b) endlich viele Pole, so
bleibt Satz 13 dennoch bestehen, sofem simtliche einzelne

Quadratintegrale |u®™’ Z';( -y und f ul(")’ d = konvergwren

Der Beweis verlauft vollig analog den beiden vori-

gen. Man fiihrt wiederum Integrale f ein, aus denen

alle Unstetigkeitsstellen der ersten m Funktionspaare
u™(x) und u,™(x) herausgeschnitten sind und setzt die
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entsprechenden Beziehungen fiir diese Integrale und fiir

m
endliche Summen 3 von ihnen an. In diesen Bezie-

n=1

b b
hungen lisst sich dann zuerst der Grenziibergang * f - f

und hinterher der andere m —» -« mit den entsprechenden
Schlussfolgerungen ausfiihren, womit der Beweis ge-
fiihrt ist.

Anwendungen auf die Theorie der beschréidnk-
ten linearen und quadratischen Formen von
unendlich vielen Verdnderlichen.

Hellinger hat die hier in Rede stehenden Integral-
typen hauptséchlich als Hiltsmittel zur Untersuchung
der beschrinkten quadratischen Formen von uneundlich
vielen Verinderlichen gebraucht®), in Forttiihrung der
Hilbertschen Theorie dieser Formen. Es soll als Ab-
schluss noch an einigen Beispielen gezeigt werden, dass
auch die weiteren, hier entwickelten Eigenschaften der
Hellingerschen Integrale sich ebenfalls in dieser
Theorie verwenden lassen.

Es sei P (x; A) = (2 . (A) x, %) eine beschrinkte Li-
3)

nearform der unendlich vielen Verdnderlichen x;, x, . . .
Die Koeffizienten ¢, (\) seien im Intervall (a, b) stetige
Funktionen einer Verénderlichen A, deren Quadratsumme
(E)p:()t) innerhalb (a, b) gegen eine stetige Funktion von A

konvergieren moge. Die Konvergenz ist dann nach
einem bekannten Satz gleichméssig im Intervall, da alle
Glieder stetig und positiv sind. Die Reihe 2) ps (W) x, ist

(s)
daher auch gleichmissig konvergent fiir jedes Wert-
system x, mit konvergenter Quadratsumme und P(x; )
ist eine stetige Funktion von A.

%) Vgl. die Einleitung seiner Dissertation.
) Unendliche Summen werden durch eingeklammerte Summa-
tionsindizes angedeutet.
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Ferner moge das Integral f%—?@, das mit einer

P(x; ) zugeordneten stetigen, m:)notonen Funktion p, (A)
gebildet wird, existieren und fiir alle Wertsysteme x.,,
fiir die 2 x, = 1 ist, unterhalb einer festen Schranke G?

®)
bleiben. Durch diese Forderung ist der Anschluss an das
Friihere erreicht. p, (\) heisst die Basis von P(x; 1).

Hellinger zeigt, dass bei diesen Voraussetzungen

b
dP(x)df dp. df
J do. % v (18)
ebenfalls elne beschrinkte Lmeartorm und
dI’Z d s d [3
dp:‘) =3 Sux [ullle (19)

® ®

eine beschrankte quadratische Form derselben Ver-

#nderlichen darstellt, d. h. dass in beiden Fillen Um-

ordnung der Operationen gestattet ist®). Dabei ist f(})
b

eine beliebige Funktion, fiir die f jf ?
Po

eine beliebige im Intervall (a, b) stetige Funktion von A,
b

Bemerkt sei noch, dass aus f dfl):(x) = G? fiir alle

erwihnten Wertsysteme x, folgt )
APx; ) = G dp, (1), P ) =6GPe (1) (20)

Also konnen GV 4p. (A) bzw. GV g, () als Schranken
der Linearformen AP(x; A) bzw. P(x; A) angesehen wer-
den. Dank den Eigenschaften beschrinkter Linear-

formen gilt auch noch
24610 = e ), Ze:0) = G (V). 1)
) s

¢1) Siehe Hlg. Habil,, S. 239 L.
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Es soll nun des Ndheren gezeigt werden, dass die
Transformation f d—%(::lf— = P’‘(x; 1), die eine gewisse
N 0 o

Erweiterung von P(x; A) liefert — hier auch noch durch
u(A) zu erweitern eriibrigt sich nach einer an Satz 10
anschliessenden Bemerkung — ein vollstéindiges Analogon
im Gebiet der von einem Parameter abhingigen Koeffi-
zienten bildet zu der Erweiterung einer gewdohnlichen
beschrénkten Linearform durch Multiplikation mit einem
konstanten Faktor. Da es nur auf Differenzen beziiglich
A ankommt, kann man dabei der Einfachheit halber wie
immer a = 0 und alle p, (0) = 0, sowie p, (0) = 0, an-
nehmen.

Zunéchst sei bemerkt, dass diese Transformation
den Typus der Linearform nicht &ndert. Das ist in obi-
gem Resultat (18) — die obere Grenze verénderlich ge-

nommen — enthalten, wenn man noch hinzufiigt, dass
}

die neuen Koeffizienten p’, (\) = f djs—p—'—i—f-‘ ebenfalls stetige
U o

Funktionen von A darstellen, die bei A = 0 verschwinden
und deren Quadratsumme gegen eine stetige Funktion

konvergiert. Letzteres wird gleich gezeigt. Endlich
)

2
existiert auch das Integral dP (x)

, wobei man P‘(x; })

df
dpo

als Basis die stetige, monotone Funktion ¢/, () =

zuzuordnen hat. Das folgt aus Satz s), wenn man dort fiir
Jg(x), g(x), ¢(x), h(x), hy(x)bzw. P(x; 1), po (A), P'(x; %), ¢’ (),

f ds:(x) setzt. Zugleich erhélt man auch die Ungleichung
0
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A
dP ’Q(x) dP?*(x)
dp’y - . do,

(22)
Insbesondere besteht sogar Gleichheit der Integrale,

wenn p'(d) = f de. umkehrbar gewéhit ist.

Analog zu (20) und (21) gilt fiir die qum Pi(x; X)
AP?(x; ) = G*p'\(}), P*(x; ) = G0,
24020 = Gp's(), Z020) S Geo()
Sie hat also die Schranke GV o'

" Nun kann man die Zunahme der Quadratsumme der
Koettizienten beim Ubergang des Argumentes von einem
Wert A, zu einem benachbarten 1, wie folgt abschétzen:

|4 20200 | S | 2200 — 020)) | =
= | 549'.(1) (e + e D) | =
= V3T VIEW T o) = GV a0 -
[vzem + VIR0 | =26V a0 - Vb

Daraus folgt, da p‘,(}) stetig ist, auch die Stetigkeit
von (Ep'f(k), w. Z. b. w.
)

Um die oben erwilhnte Analogie vollstindig zu
machen, muss noch folgende fiir eine Multiplikation mit
einem konstanten Faktor selbstverstindliche Gruppen-
eigenschaftl bewiesen werden:

Satz 16.. Zwet aufemander folgende Transforma-
tionen vom Typus f dP W df _ P/(x; 1) lassen sich durch

eine einzige derselben Art ersetzen.
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A

Voraussetzung : f dP(x) f ar_ e’ (), df, =po"“(N) "

existieren; gebildel werden nachema.nder d1e neuen
Lmearformen

Pi(x; 3) _fdP(x)df’ P”( ) __/'dP (x) df'

dp’y
Behauptung

P“(x; A) = dP (x)do" u( )= f

mit geeignet gewahlter Funktion a(r). ' .
Tatséchlich Werden diese Forderungen von der

Funktion o(3) = f ife df : erfiilit, denn erstens gilt nach
0
dem Sonderfall des Satzes t) auf S. 15
A .

A dP(x)df dfdf
dfd | 22 Y dP( )d -
‘o[ do de’s fdP(x)dfdf‘
dP'o - = d?o dP'o

0
und terner hat man nach Satz s)

dc2 df”
ldf 2T d P
d? 0

A

: . .
— denn das Glelchheltszelchen gilt,da % nach Satz 1)
o .

0
auf 8.10 als zweites Element der Folge stets umkehrbar
ist, — also ist zweitenf gemiiss der Folgerung zu Satz n)

da?
5= = po"(A).
0 deo .



~ - Fiir P“(x; A) spielt o(x) genau dieselbe Rolle, wie
f(Q) tir P(x; 3);. man hat zur Bildung von p“,() die
Zwischenstufe ebenfalls nicht notig. Die Basis p“,(})
hiingt also von der Art der Bildung von P“(x; )) nicht
ab, sondern ist eindeutig bestimmt.

Ausserdem gilt
A
“w?2 ”2 2
_ fdt; ') - fdP @ < f dP*(x) ©3)
0 P 0

Dle Unglelchungen gehen in Gleichungen (iiber,

wenn f dos = p’,(\) und gi,—-—p ‘+(») umkehrbar sind.
A

2
Dann ist auch %g-— = p"o(k) umkehrbar.
[} .
4 A

Widhit man insbesondere beim ersten Schritt
Jf(X) = p,(2), so erhilt man die identische Transformation
P(x; A) = P(x; 2).

Multiplikationen mit einem konstanten Faktor sind

tiir f(1) = ¢ p,(2) auch mit in dieser Transformationsklasse
enthalten.

Insbesondere wird die Frage nach der Existenz der
Umkehrtranstormation interessieren. In bezug darauf gilt

Satz 17. Die Umkehrtransformation zu P‘(x; }) =

\ x
‘ d 2
— fd__.__l(") df existiert im allgemeinen nur, falls f d‘—f
dp, o

umkehrbar ist. In diesem Fall ist sie eindeutig be-
stimmt und wird durch dieselbe Funktion f(\) geleistet:

f dP’(x)df Pix; 1).

51

Exbibl, univ, Tart,




y - | .
Die Voraussetzung der Umkehrbarkeit von f %—p—
: . 0

ist ganz naturgemiiss, da nur in diesem Fall die Funk-
tionen py(X) und p’,(2) gleichberechtigt sind.
Man hat die Gleichung

d ” fdP(x) df

dP ‘o

3 A)

0 : .
nach f‘(A) aufzulosen, und zwar identisch fiir alle zuge-
lassenen Wertsysteme x,. Man kann ihr mit Hilfe von
Satz t) die Form geben

A
A dfdf’
dP) (dpy — d ! '&E)

N = 0.

dPo

0

' P2
Beziiglich des Integrales (x) ist nun die Be-

merkung zu machen, dass eso noch_ von der Wahl. des
Wertsystemes x, abhidngen wird, ob es umkehrbar ist
oder nicht. Im allgemeinen wird sowohl das eine, wie
auch das andere vorkommen, z. B. tritt das in einem
spiter anzugebenden Sonderfall ein®). Da nun die
Gleichung fiir alle Systeme x, bestehen soll, so kann man
je nach Bediirfnis das eine oder‘das andere annehmen.
An dieser Stelle setzt man Umkehrbarkeit voraus und
schliesst daraus nach einer der ergénzenden Bemerkun-
gen von S. 15 £, dass

dfdf

A

dp,dfdf*
= po()\) oder auch 73_;:5—9{_ = po(A)

gelten muss.
¢?) Siehe weiter unten im Anschluss an F1 (37).
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_ T : x'
Nun hat man zwei Falle zu unterschexden 1) f de,

sei umkehrbar Dann 1st

dfdf df 2 df (df—df N _
dp o dp ) dp’,

Da terner f o, in ]edem Fall nach Satz 1) umkehr-

bar ist, so muss wie vorhin f ‘(l) =f(*) sein. Dass bei die-
ser Voraussetzung f‘(A) = f()) tatséchlich eine Losung
liefert, steht in Ubereinstimmung mit Satz r), da dann
die Umkehrfunktion p,(p’;) totalstetig ist.

Nach dem vorigen' gilt in diesem Fall in (22) das
Gleichheitszeichen und man hat auch noch allgemeiner
tiir jede stetige Funktion u (l)

dP”(x) — dP"’(x)
dp’, 4 dPo ’

wie man mit Hilfe von Satz 10a leicht erkennt.

29

2) df sei nicht umkehrbar Auf Grund der Le-

A

besgueschen Integraldarstellung fiir 115_0‘%1‘-':' ist
) . " Po AP

das Produkt der beiden Ableitungen von f nach p, und
von f‘ nach p, fast iiberall auf der p,-Achse gleich 1.
Nach der Voraussetzung verschwindet aber die Ableitung
von f nach p, auf einer Nichtnulimenge. Es besteht also
ein Widerspruch, die Gleichung ist unlosbar. .

Ausser der besprochenen Erweiterung durch ein
Hellingersches Integral kommt noch die Summation
zweier der in Rede stehenden Formen P‘(x; }) = (2)9‘,(1):&.
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und P, ‘(x; ) = Zp” (A)x, (im gleichen Intervall) in Betracht.

Auch durch diese Operation erhilt man eine Form mit
denselben Eigenschaften, wenn man der Summenform
als Basis die Summe der Basen p‘,(A) 4 ¢“(r) zuordnet.

Von der gleichmissigen Konvergenz der Quadrat-
summe der neuen Koeftizienten uberzeugt man sich auf
Grund der Abschitzung

2[} (x)+p"(x):| [Vzw(x)+1/zp"2(x)_| =

= (6VF®M + 6Vimm)', (25)
da 29'20) und Ep“ 20 gleichmasslg konvergieren. Nach .
A

f) existiert auch f d [B;(?;' j‘_ :, ")(X)]2

alle. Wertsysteme x,, lir die Z‘x"’ = 1ist,

d[P “x) + P”(x)] 2 lalP'ﬂ(x) f AdP 2 (x)
J d(e’y + % T dpty T dey =
< (GI + G* 3 (26)

weil man im einzelnen Quadratintegral den Nenner stets
durch eine schneller wachsende monotone Funktion er-
setzen kann; ohne die Existenz des Integrales aufzu-
heben und seine Schranke zu #ndern, demzufolge also
p'e®) + p“(2) als gemeinsamen Nenner einfiihren kann.

Auch dieser Operation kommt natiirlich die oben
erwihnte Gruppene:genschait zu, wobei d1e Basxs eben-
falls eindeutig bestimmt ist.

- Um eine Aussage machen ‘zu konnen iiber das Ver-
halten von unendlichen Summen derartiger Formen, be-.
notigt man den

Hilfssatz. Konvergiert eine unendliche Folge von
Wertsystemen x(¥), s, v =.1,2 ..., deren Quadratsummen
E x, ()’ simtlich unter einer und derselben festen SchrankeS

und "es gilt fiir
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bleiben, gegen ein Grenzsystem §, derart, dass lim x (=g,

¥—

s=1,2..., so bleibt auch die Quadratsumme des Grenz-
systems 2) £2 unter derselben Schranke.

(
Denn wiirde 2 €’ iiber S hinauswachsen, so giibe

es ein m derart, dass 2&“‘ > S ist. Dann konnte man

diese endliche Summe durch die Folge beliebig annéhern,
d. h. es gﬁbe dann fiir das gewiihlte m einen Index n,

80 dass 2(x ™)2> S wire. Das ist aber nach der Voraus-
setzung nlcht moglich, denn danach gilt fiir séimtliche m
und n 2(x M2 <8

Der entsprechende Satz gllt aber nicht fiir Wert-
systeme mit konvergenter Quadratsumme schlechtweg,
wie das Gegenbeispiel zeigt

s | 1 2 3 ‘
x0| Vi VI, VI, ...zl
2 S ® sh } konvergent,

x| VI VL, VI, ...>

® QP-I

o o
&1 vt Vi VI ... 3,  divergent,

(s)
wo p, eine von oben gegen 1 konvergente Zahlentolge
bedeutet Hier wachsen némlich die Quadratsummen

f; ” ‘mit v iiber alle Grenzen.
E ]

"Satz 18. Eine unendliche Reihe von P-Formen
2‘ 20) (x; \)= P(x; 1) stellt wiederum eine solche dar, wenn

dw Summe der Schranken (2;' G) =G und die Summe der
Basen (2) po(V) AQ)=p,*) konvergiert ; letztere Konvergenz ist,

da es sich um monotone F unktwnen handelt, - stets gleich-
mdissig.

Zunichst wird eine endliche Anzahl n von Formen
summiert. Dann. gilt in Erweiterung von (25) und (26)
-—(2 GOY konvergiert natiirlich erst recht — .
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s(Semm) < 21/ 57 67 (x] Ez COV 70 g
3 “v=1 : ®

< 36w 3 20 < Z)G(v)’- 2o (V) @7
v=l v=1 v
und ' o
e 2
P(V)
, (x)] 2 d P(V)’(x) <
d 3,0 /| de
b v=1
2
TAPoY()
v)? X 9
2/ f all=se

Aus (27) schliesst man auf die gleichmissige Kon-
vergenz der neuen Koeffizienten 3p (}(2) und damit auf

v
ihre Stetigkeit. Denn man hat erst recht fiir ein ein-
ze_lnes Glied der dusseren Summe

2. \ < 2 GOV o, 0 < 3Gor - ]/2 2o
y=1

V—'l v=1
und eine entsprechende Abschétzung gilt auch fiir jeden
Ausschnitt aus der Reibe Ep(v)(l) Da nun die endlichen

Summen Zp(v)(l) gegen dle unendlichen (2;9 "(*) konver-
gieren und die Schranke (E)G(V)’ po(A) in (27) unabhéngig
\J

von n 1sﬂ so ist die Quadratsumme der letzteren nach
dem Hilfssatz ebenfalls konvergent und es gilt fiir sie
dieselbe Abschiitzung:

3 (2p00m) 2 < SGOY - oy (N). jcy
ooy ®

Die mit den unendlichen Summen als Koeffizienten ge-
bildete Form ist somit eine beschrinkte Linearform.:
Wegen der Eigenschaft der Vollstetigkeit be-
schrinkter Linearformen®) ist hierin das allgemeinere
Zwischenresultat enthalten, dass eine unendliche Reihe

°) Siehe Hig. Habil,, S. 248.



von beschrinkten Linearformen wiederum eine solche
darstellt, d. h. Umordnung der Summationen erlaubt ist,
falls die Reihe ihrer Schranken konvergiert:
23pMMN)x, = I x,. JpMQ). (30)
M) (s) v
Ganz wie (29) beweist man die entsprechende Be-
ziehung tiir die Differenzen:

2(43p 0 (x)) < S GoF - dg,(M). 31)
(s M ™
Weiter kann man ganz analog zu den Uberlegungen
auf S. 49 die Stetigkeit der Quadratsumme der Koeffi-
zienten der Summenform erschliessen. Man hat nur
2)9 M (1) an Stelle von ¢*,(}) zu setzen.

I A 2(29 ) m)

) < 24 Zp(v)(l) D/z‘((zp(v)(%) +
() Mv)

)
+ V(E) ((vE) 2.0 (Ao) ] = 25 G2 - VApy(3) Veolb).

Danach ist die Quadratsumme stetig, da p,(A) nach der
Voraussetzung iiber die gleichméissige Konvergenz stetig
ist. Zugleich ist damit wie auf S. 46 die Stetigkeit der
Summenform P(x; 1) selbst bewiesen.

2
Aus (28) folgt endlich die Existenz von f dP%(x) . .

denn es gilt fiir alle n und fiir eine beheblge Unter-
teilung des Intervalles (0, ) in Teilintervalle 4,
2

[A 3 P(V)(x):l 4,3 Poxx) | s p—
v=1 v——l b4
T Aee f A,%po(v) ™ l 0f e |-

v=1

Da nun die Summen ZP(V)(x, A) gegen P(x; 1) konver-
,,_
P2(x)

l 0
Intervallunterteilung unabhiingigen Schranke bleiben,

gieren, muss auch 2 unter derselben von der
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womit nach Satz b) die Existenz des euntsprechenden

Integrales sichergestellt ist. Man hat somit
2

A
f dP*x) 2 f d””’:(;‘) <6 (32)
0 0 .

Die beiden auf P-Formen angewandten Operationen
der Erweiterung durch ein Hellingersches Integral
und der Summation lassen sich auch vereinigen Man er-

hiilt dadurch eine ,lineare Komblnatlon“ 2 f d P(Z x) df M,
v=1 Po(v)
die einer gewohnhchen linearen Kombma’uon be-
schrinkter Linearformen analog ist. Auch fiir sie besteht
die Gruppeneigenschaft, die fiir die letzteren trivial ist:
Satz 19. Eine lineare Kombination der in Rede
stehenden speziellen beschrinkten Linearformen in oben
erklirtem Sinn von einer linearen Kombination ist wiederum
eine solche der urspriinglichen Formen ; Eindeutigkeit der
Basis besteht aber nur, wenn jede der urspriinglichen Li-
nearformen nur einmal verwendet wird.
Dass die Basis allgemein nicht eindeutig bestimmt
sein kann zeigt schon das emfache Beispiel

dP(x)df (P df, PP@AFHE)
dPo ‘ " d?o _.0[ d (33,)

wo dleselbe Form zweimal verwendet wird. Eindeutig-
keit der Basis besteht hier nur bei der Zusatzbedingung

(afdf, _
d?o

Es seien n verschledene Linearformen P®(x; 3),
v=1,2...n, gegeben. Sie moigen mit den Funktionen
f® () erweitert und dann addiert werden und das Re-
sultat werde wiederum mit einer neuen Funktion f(2)
erweitert. Dieses ist ein Sonderfall des Satzes, bei dem
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auch noch Eindeutigkeit der Basis besteht. Seinerseits
enthélt er den Fall einer einfachen durch eine Funktion
erweiterten Summe von Formen.

P(x; \) = 2 fape (’("’df hat die Basis p,(\) = Z (s df ¢
dp,M

v=1% v=1" -

Es gilt

n *dPv) (x) df o)
f dPx)df _ 2 df ”’f dpow -
dPo

Po
0

1]

) MEAFW .
B 2 dP( (x)d T der 2 dP® (x)da()
= | dp, dpo(") )
y=1 v=190
0

Die Vertauschung der Integrationsfolge in jedem ein-
zelnen Glied ist nach Satz t) gestattet, dessen Voraus-

0 2 A 2
i’ g fdP(v, (x)

setzungen erfiilllt sind, namhch do, doy)

existieren und es gilt 4f ()2 < dp,( f df o S Ap, ) Ap,.

Man beachte, dass hier nicht der Sonderfall des ange-
gebenen Satzes in Frage kommt, sondern der allgemeine

dfo)? .
Fall, da p,(}) an Stelle von | ——— alsNenner benutzt wird.

dpy\)
0
Damit ist der erste Teil des Satzes bewiesen, denn
es sind geeignete Funktionen sV)(1) = df df () gefunden,

aus denen f é—%—’;—)-d—f sich linear aufbaut. Ferner muss
. R :
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die Gleichheit der Basis der linken und der rechten Seite

gezeigt werden, d. h.
LY

p
df? _ da(v)?
f dp, dp,™

v=10
Das beweist man, indem man auf jedes Glied der Summe
rechts zweimal hintereinander die vorhin ausgefiibrte

A

)
Umformung anwendet; das ist zuldssig, da f d__fddpf(v
0

bzw. f"(1) an Stelle von PW)(x; l) treten kann.
A df( )dfdfdf()

dp
n oA dfd| ——2_—Fo
Sfer_ 5[ 2 ®O
dp,™ dp, o
v=19 v=1
df(v)é L a5 faer
dp O] v=19 dpy¥)
n d df 0 d df —r
4 dPo _ f ) dp, _rdf?
— dp, dp,
v=1 . 0
0 0

Im allgemeinen Fall hat man aus weiteren Formen-
gruppen P()(x; A) mit neuen Funktionen f(¥) (A) und f(})
entsprechende Ausdriicke zu bilden und hinterher alle
miteinander zu summieren. Sind bei der Bildung der
weiteren Gruppen nur neue Formen verwendet, also alle
urspriinglichen Formen verschieden voneinander, s0
kommt zu dem vorigen nur die Summation hinzu; sind
aber dieselben Formen mehrfach verwendet, treten sie
also im Resultat in mehreren Gliedern auf, so sind diese
noch zu einem zu vereinigen nach dem Schema (33).
Die Summenform erscheint in allen Fillen als lineare
Kombination aller auftretenden urspriinglichen Formen;
die Basis ist aber nur im ersten Falle eindeutig bestimmt,
weil es bei allen einzelnen Schritten so ist, wiahrend im
zweiten Fall der hinzukommende letzte Schritt wie er-
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wihnt diese Eigenschaft nicht besitzt und damit auch die
zusammengesetzte Summeniorm ebenfalls nicht.

Alle in diesem Abschnitt bisher behandelten Fragen
sind besonders angepasst der Anwendung auf eine spe-
zielle Klasse beschrinkter Linearformen, néimlich auf die
sogenannten Orthogonalformen.

Die Linearform P(x; }) = 2 p(M)x, mit der Basis

po(A) bildet im Intervall (a, b) em) System - orthogonaler
Differentialformen oder — um hier eine kiirzere Bezeich-
nungsweise einzufiihren — eine orthogonale Integral-
form, falls X p2(2) innerhalb (a, b) gegen eine stetige

@ :
Funktion von A konvergiert und fiir alle moglichen Teil-
intervalle 4, und 4, die Beziehung besteht

2 4,00 4, P;(A) = A5300(2)s (34)
wo 4,, das gememsame Stiick von 4, und 4, bedeutet;
symbolisch ausgedriickt, falls

. _J0, PUE D

S aepr={ gy 11}

woher der Name herriihrt®). p,(2) ist notwendig monoton
und stetig; letzteres erkennt man daraus, dass p,(}) bei
der gewohnlichen Normierung aller Funktionen mit
2 ¢,2(A) libereinstimmen muss.

Eine solche Orthogonalform bes1tzt als Funktlon

dP (x)
dpo
bleibt fiir alle Wertsysteme x, mit 2 x2 = 1 unterhalb

der Schranke 1.%5) Also ist die grundlegende Bedingung
von S. 47 erfiillt, es gelten fiir diese Formen alle friiher
aufgestellten Sitze iiber P-Formen. o
Unter einem Orthogonalsystem von Integralformen
im Intervall (a, b) versteht man ferner ein System von
solchen Formen Pv)(x; A),v=1,2..., von denen jede

von A mit p,(A) als Basis das Integral und dieses

%) Siehe Hlg. Habil,, S- 246.
¢5) Siehe Hilg. Habil., S. 248.
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einzelne eine orthogonale Integralform ist und die
ausserdem alle zueinander orthogonal sind, d. h. fiir die
gilt %6)
0, pF Yy
2 Ap Q) dp (M(R) = 35
® 1P, () 2P, () {A12 Po(v)(l), po=v, ( )
Aus diesen Orthogonalititsrelationen folgen die
allgemeineren Beziehungen %)

dodf [dowdf, |0 By
2‘/’9 if P.“f_[

=1 (dfdf (@)
deit) | ~dof® f L8 w=y,

Am
die (35) als Sonderfall [fiir f(2) = p,(W(}), L(}) = p,(M(R)]
enthalten. Sie bedeuten, dass auch ein durch Erwei-
terung jeder Form erhaltenes neues System von Formen

A
dPO)®df0)
f do Y =h2

sAx

..., ein Orthogonalsystem ist,

by
2
wobei gerade % die Rolle der Basis jeder neuen
0

0
Form iibernimmt.

Da es sich in dieser Arbeit in der Hauptsache um
die Eigenschaften der allgemeinen Formen vom Typus
P(x; 1) handelt, seien beziiglich der Orthogonalformen
nur noch einige Bemerkungen hinzugefiigt, die in un-
mittelbarem Zusammenhang mit den friiheren Resultaten
stehen.

Die Beziehungen (36) lassen sich noch erweitern zu

0,
f dp( df 1alp wdf, dfdf, E 37)
pE I ON E XT f"“ld CHE

Ags
Dazu hat man auf sie nur die Sétze 10b und 11b anzu-

wenden.

®) Siehe Hlg. Habil., S. 251.
o7) Vgl. Hig. Habil,, S. 249.
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A
dP%(x)
dp,

umkehrbar, und solche, fiir die es nicht umkehr‘;)ar ist.
Wihlt man ndmlich insbesondere x, = p,(},) mit einem
festen Wert A, aus dem Intervall (0, b), so wird auf Grund
von (34)

Es gibt Wertsysteme x_, fiir die das Integral

. _ po(l) fir A =)
Plx; 1) *{po(lo) fir A= A,

da es sich hier um eine Uberdeckung der Intervalle (0, })
und (0, A,) handelt. Speziell fiir x, = p (b) ist hingegen
A

iiberall P(x; \) = go(). In einem Fall ist also d____g‘; (=)
0

nicht umkehrbar ), im anderen wohl.

Folgerung. Falls fiir eine orthogonale Integraliorm
f dP(x)df _ =0identisch fiir alle zugelassenenWertsysteme

x, ist, so ist notwendig f(A) = konst. Denn man kann

A
"dP%(x)
dPo

Setzt man in der Beziehung (22) x,= p(b), so redu-
ziert sich P(x; A) aut p,(2), also P‘(x; ) auf f(}), und die
Beziehung auf

umkehrbar annehmen.

] jxdf;:f’om‘

0 deo
‘Ob nun hier das Gleichheitszeichen oder das Un-

df‘*’

gleichheitszeichen steht, das kommt darauf an, ob d

) Vgl. Beitriige 1, S. 185.



umkehrbar gewihlt ist oder nicht. Orthogonalitit der
Formen geniigt also nicht etwa dazu, dass das Gleich-
heitszeichen gilt.

Aus den Orthogonalitétsrelationen (35) kann man
durch mehrfache Anwendung folgern, dass die Summe
zweier oder mehrerer Formen eines Orthogonalsystems
wieder eine orthogonale Integralform im gleichen Inter-

vall ist, wobei gerade die Summe der Basen > 2o M R)
v=1

die Rolle der neuen Basis iibernimmt, d. h. gleich der
Quadratsumme der Koeffizienten der Summenform ist.
Durch die angegebenen beiden Operationen, die
frither auf allgemeinere Linearformen angewendet wur-
den, kommt man also nicht aus dem Bereich der Ortho-
gonalformen heraus, und zwar reproduzieren sich die
Basen der Formen (im alten Sinn von S. 47) in allen
Féllen gerade in der Weise, dass sie durch die entste-
hende Form selbst bestimmt sind, ndmlich als Quadrat-
summe ihrer Koeffizienten. Der friihere Begriif , Basis“
geht also bei Orthogonalformen in dem jetzigen auf.

Satz 18 gilt fiir Orthogonalformen in verschériter
Form. Es geniigt, Konvergenz der Summe der Basen

(Z‘)po(\') ) = 2) (2) p,0)2(}) allein anzunehmen. Der frithere
v (v
Beweis lésst ssich diesem Fall anpassen. In den Ab-

schitzungen (27) — (82) tritt an Stelle der Faktoren S G(?

\4
und G®*die 1. Ausserdem kann zum Schluss auf Grulg(; von
(30) und (35) durch sogenannte wechselseitige, glied-
weise Faltung von 4,P(x; ) mit 4,P(x; 1) noch bewiesen
werden, dass P(x; A) eine Orthogonalform ist mit E\ 2(M(X)
\4

als Basis. An Stelle von (29) tritt somit die Gleichung
(2 MAN)) = 2 p,0MQ).
z (M p.(R) o P ®
Der Sachverhalt ist also genau der gleiche wie bei end-
lichen Summen von Formen.
Sollte die Reihe der Basen nicht konvergieren, so
kann sie dadurch konvergent gemacht werden, dass man
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die Formen zuerst mit geeigneten Funktionen f()() er-
weitert. Man kommt so zu
S atz 20. Eine unendliche lineare Kombination

2 dP (3("() df™) der Formen eines Orthogonalsystems im
po¥)

2
Intervall (a, b) ist dann und nur dann, falls 2 f dfp(:l)
0

¥
innerhalb (a, b) konvergiert, wieder eine orthogonale Inte-

2
gralform im gleichen Intervall, und zwar mit 2 f :;lij; (2)
0

™%

als Basis:

Tde 0 df®) rdo () df ()
22 f dp, =2, 2[ do)

() () (9) (V)a

dp V) df(¥) dfv2
2[2 dp,() :I 2'fdp v) )
(3) (V) a

Wie man leicht erkennt, ist wegen der Monotonie

A
2
der einzelnen Glieder die Konvergenz von 2 %fp—%

0

M %
gleichmiissig im Intervall (a, b). Ferner folgt nach Satz 13
und einem Analogon zur Besselschen Ungleichung,

2

> ds:)(v()X) = J3x?, giiltig fir ein Orthogonalsystem
0 @

M e

von Integralformen %),

9) Dieser Satz ist ebenfalls in der auf S. 40 zitierten Arbeit des
Verfassers auf S. 41 verwendet worden. In der Hauptsache ist er
schon von Hahn, a.a. 0. S.195 in Lebesguescher Integraldar-
stellung angegeben. Der von ihm gefiihrte andersartige Beweis be-
ruht auf speziellen Eigenschatten der Orthogonalformen.

) Siehe Hlg. Habil,, S. 251.



A
dP(M) (x)df ) dP("?(x)
3| o 3
™% ) %
df(V)2 df(v)2
2 [ do < 2x 2T (38)
(s) M
demnach auch die gleichmissige Konvergenz von

D f b (vc’l(p")(y)df dP)(x) dfC) - 1o it ist die Stetigkeit der Summen-
0
™%

form und ihrer Basis bestiitigt.

Auch bei diesem Satz wiirde eine noch allgemei-
nere Fassung mit Hilfe von stetigen Funktionen u(v)(d),

dPUV)(x) df )

do ) mit der Basis
0

also die Bildung von 2 f u(
")

2
2 f u(v)? af ()) moghch sein, aber nichts wesentlich

v

0

™ e

Neues geben, da man nach Satz 11b auch den quadrati-
\

schen Ausdruck f u? df e auf den einfacheren Typus

dp,)
l a
df () . . .. . S
3;0_(7) mit geeigneter Zihlerfunktion zuriickfiihren
kann ).

Die Notwendigkeit der Konvergenzbedingung des
Satzes lésst sich dadurch beweisen, dass man in der

b
' de,0Vdf ()
sBesselschen Ungleichung* x, = 2 f —f—d—P—(—v—)f—— setzt.
0
v) e

) Vgl. die diesbeziigliche Bemerkung auf S. 39.
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Das is zulass1g, da nach der Voraussetzung

dp W df ™ ) )
2 “do ) konvergent ist. Vermoge (30) und
(s)

(v) e
(36) reduziert sich dann P0)(x; 2) auf fM(d), also die
Ungleichung auf

b

df R dp (v)df(v)

sz [l
v) @ o) () e

woraus die Konvergenz der linken Seite folgt.

Auch Satz 19 gilt tiir Orthogonalformen, und zwar
ebenfalls in verschirfter Form; denn es ist zu beachten,
dass bei der Bildung einer linearen Kombination nur zu-
einander orthogonale Formen gebraucht werden diirfen.
Dadurch werden gerade jene Fille ausgeschaltet, die
friiher eine Nichteindeutigkeit der Basis hervorriefen,
namlich solche, in denen eine Form mehrfach verwendet
wird. Eine orthogonale Integralform ist ja zu sich selbst
nicht orthogonal. Das steht in Ubereinstimmung damit,
dass die Basis jeder Orthogonalform stets durch diese
selbst bestimmt ist und daher unabhéngig von der Ent-
stehungsweise der Form sein muss.

Die mehrfach erwéhnte Analogie zwischen den ge-
wohnlichen beschrinkten Linearformen und den hier in
Rede stehenden lidsst sich gerade im Gebiet der Ortho-
gonalformen noch weiter verfolgen. Sie léisst sich ver-
wenden zur Aufstellung der kanonischen Darstellung
einer beschrinkten quadratischen Form von unendlich
vielen Verinderlichen™), und zwar durch Aufbau der
Form aus ihren Eigenwerten, Eigenformen und Eigen-
differential- bzw. -Integralformen. Da hierzu aber eine
weitgehende Kenntnis der Eigenschaften der beschrink-
ten quadratischen Formen erforderlich ist, geht die Aus-
fiihrung iiber den Rahmen dieser Arbeit hinaus.

%) Siehe Hlg. Habil,, S. 258.
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Berichtigungen.

Bei den beiden letzten Integralen auf S. 16, sowie dem ersten
auf S. 48 hat die untere Grenze a statt 0 zu lauten.

In den Integralen der letzten Zeile von S. 31, sowie von S. 33
hat im Nenner durchweg ds zu stehen.

In der Formel vor Satz 12, S. 41, fehlt beim letzten f der Index 1.

Aut S. 49, Zeile 13 von oben, ist beim Fakfor G das Quadrat zu
streichen.



