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Sissejuhatus

Bakalaureuset6o on referatiivne teoreetiline uurimus Banachi ruumide geomeetria
vallas.

Aastal 2010 toid A. Avilés, V. Kadets, M. Martin, J. Meri ja V. Shepelska sisse
loenduva arvu viiludega méaédratud Banachi ruumi moiste, et {ildistada Asplundi

ja Radon—Nikodymi omadusega separaableid Banachi ruume.

Definitsioon (vrd [AKMMS10, Definition 2.5 ja 3.1]). Olgu X Banachi ruum.
Kumerat tokestatud hulka A C X nimetatakse loenduva arvu viiludega mddratud
hulgaks, kui leidub hulga A viilude jada {S,,: n € N} nii, et iga hulga A viil sisaldab
mingit hulka S,,.

Separaablit Banachi ruumi X nimetatakse loenduva arvu viiludega mddratud
ruumiks, kui ruumi X iga kumer tokestatud alamhulk on loenduva arvu viiludega

maaratud hulk.

T66 eesmérgiks on pohiliselt artiklile [AKMMS10] toetudes anda iiksikasjalik
iilevaade loenduva arvu viiludega méaaratud hulkade struktuurist ja omadustest.

Bakalaureusetto sisuline osa on jaotatud kolmeks paragrahviks. Esimeses
paragrahvis toome vilja t60s vajaminevaid hésti tuntud tulemusi ja moisteid
Banachi ruumide teooriast: nork topoloogia, viilud, Schauderi baas, tingimatu
baas, Hahn—Banachi teoreem ja eraldamisteoreem, lahtise kujutuse printsiip ja
absoluutse normi moiste.

Teises paragrahvis uurime loenduva arvu viiludega méaratud hulga struktuuri
ning erinevaid samavadrseid tingimusi loenduva arvu viiludega méaéaratud hulgaks
olemiseks. Néaitame, et iga separaabel ja hambuv hulk on loenduva arvu viiludega
madratud hulk. Osutub, et iga separaabli lokaalselt iihtlaselt kumera ruumi
ithikkera on loenduva arvu viiludega mégratud. Selle tulemuse abil saame toestada,
et mis tahes separaabel Banachi ruum on ekvivalentselt iimbernormeeritav nii, et
tema iihikkera on LVM-hulk. Tdestame ka, et kui Banachi ruumil on 1-tingimatu
baas, siis selle ruumi iihikkera on loenduva arvu viiludega ma&ratud. Negatiivse
néitena toestame, et iga separaabli Daugaveti omadusega Banachi ruumi {ihikkera
ei ole loenduva arvu viiludega méaratud.

Viimases paragrahvis defineerime loenduva arvu viiludega méadratud ruumi

moiste ja toestame, et Asplundi ja Radon—Nikodymi omadusega separaablid
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Banachi ruumid on loenduva arvu viiludega méaaratud ruumid. Bakalaurusetoo
lopetuseks toestame, et loenduva arvu viiludega méaaratud ruumi omadus on kolme
ruumi omadus.

Toos vaatleme mittetriviaalseid Banachi ruume iile korpuse R. Kasutatavad
tahistused on Banachi ruumide teoorias standardsed. Banachi ruumi X kinnist
ithikkera ja iihiksfdéri téhistame vastavalt siimbolitega Bx ja Sx. Lahtist kera
keskpunktiga = ja raadiusega r téhistame siimboliga B°(x,r). Koigi ruumil X
pidevate lineaarsete funktsionaalide hulka tdhistame X*. Kui Z on Banachi ruumi
X kinnine alamruum, siis vastavat faktorruumi tdahistame siimboliga X/Z.

Hulga A C X lineaarset katet téhistame siimboliga lin(A) ja kumerat
katet siimboliga conv(A), nende sulundeid vastavalt lin(A) ja conv(A). Hulga A
diameetrit tahistame stimboliga diam(A). Hulga B C X ja z € X korral tdhistame
dist(x, B) = inf{||z — b|| : b € B}.

Koaiki pidevaid lineaarseid operaatoreid ruumist X Banachi ruumi Y tahistame
stimboliga £(X,Y’). Kujutuse 7: X — Y tuuma tdhistame siimboliga ker T'.



1 Eelteadmised

1.1 Nork topoloogia ja viilud
Olgu X Banachi ruum.

Definitsioon 1.1. Nork topoloogia on ruumi X vahim topoloogia, mille suhtes

iga funktsionaal x* € X* on pidev.
Osutub (vt [Meg98, 1k 213]), et elemendi x € X iimbruste baasi noérgas topo-
loogias moodustavad lahtised hulgad kujul

{yEX: |x:($_y)’<€>i:17'--7n}7

kusn e N, z7,...,2; € Sx~ jae > 0.

Definitsioon 1.2. Olgu A C X. Oeldakse, et U C X on suhteliselt (norgalt)
lahtine A alamhulk, kui leidub (norgalt) lahtine hulk V' C X nii, et U =V N A.

Definitsioon 1.3. Olgu A C X mittetiihi, kumer ja tokestatud hulk. Hulga A

vitluks nimetatakse hulka

S(A,x%,a) ={x € A: x*(x) > supx™(a) — a},
acA

kus z* € Sx+ ja a > 0.
Margime, et hulga A viil on alati mittetiihi suhteliselt norgalt lahtine A alam-
hulk.

Definitsioon 1.4. Olgu A C X kumer tokestatud hulk ja Si,...,S5,, m € N,

hulga A viilud. Hulga A viilude Sy, . .., S, kumeraks kombinatsiooniks nimetatakse
hulka .

> XS,

n=1

kus, A,...,An, >0jad " A, =1

Lemma 1.5 (Bourgain’i lemma, vt [AKMMS10, Lemma 2.16]). Olgu K C X
tokestatud kinnine kumer hulk. Siis iga mittetiihi suhteliselt norgalt lahtine K alam-

hulk sisaldab mingit hulga K vitlude kumerat kombinatsioons.
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Mirkus 1.6 (vt [AKMMS10, Remark 2.17]). Bourgain’i lemmas v&ib loobuda
hulga K kinnisuse noudest.

Toepoolest, olgu A tokestatud ja kumer ning U C A mittetiithi suhteliselt
norgalt lahtine, st leidub norgalt lahtine V' C X nii, et U =V N A.

Vaatleme hulka U = V N A, mis on suhteliselt norgalt lahtine hulgas A. Lem-
mast 1.5 saame, et leiduvad hulga A viilud Si, ..., Sy, ja kordajad A1,..., Ay >0,
2221 A, = 1 nii, et anzl \,S,, C U. Paneme tdahele, et S, N A on hulga A viil.

Eelneva pohjal ja hulga A kumeruse tottu saame, et

Z)\ (S, N A) (ZAS)mAcUmA VAA=U.

Lemma 1.7. Olgu A, B C X kumerad tokestatud hulgad ning C' = conv(A U B).
Siis iga hulga C viilu S korral SN A # 0 voi SN B # (.

Toestus. Fikseerime viilu S := S(C,z*, a), kus 2* € Sy« jaa > 0. Olgu ¢ € S,
siis
x*(€) > sup z*(c) — a.
ceC

Oletame vastuviiteliselt, et SN A =0 ja SN B =0ehk SN(AUB) = (. Kuna
¢ € C, siis leiduvad Ay,..., A\, > 0, 3" N, = 1nii, et ¢ = > A\,d,, kus
d, € AUBigan € {1,...,m} korral. Samuti teame, et d, € Sigan € {1,...,m}
korral. Jarelikult

x*(¢) = ™ (dy) < )\n<sup x*(c) — a) =sup z*(¢c) — a,
(0 =3 2o () <3 (s1p 2°(0) — ) = supa°(0)
mis on vastuolus elemendi ¢ viilu S kuulumisega. O]

Lemma 1.8. Olgu A C X mittetiihi kumer tokestatud hulk ja S hulga A wviil. Siis
on hulk A\ S kumer ja suhteliselt kinnine A alamhulk.

Toestus. Olgu S = S(A, z*, a) hulga A viil, kus x* € Sx« ja @ > 0. Paneme téhele,
et
A\ S ={z e A: 2" (x) <supz*(a) — a}.

acA



Veendume esmalt hulga A\ S kumeruses. Olgu z,y € A\ S ja A € [0,1] ning
naitame, et

A+ (1=Nye A\ S.

Kasutades funktsionaali z* lineaarsust saame ja teadmist, et z,y € A\ S, saame

Az + (1= Ny) =2"(A\z) + 2" ((1 — Ny) = Az™(x) + (1 = N)z"(y)

< )\(ilelg z*(a) —a)+ (1 — )\)((sltelg z*(a) — a)

= Asupz”(a) — A +supx*(a) — a — Asupz*(a) + A\«
acA acA acA

=supz*(a) — a,
acA
jarelikult on hulk A\ S kumer.

Veendume, et A\ S on suhteliselt kinnine A alamhulk. Olgu {z,,: n € N} C A\S
koonduv jada, mille piirelemendiks on xy € A. Kinnisuseks teeme kindlaks, et
xg € A\ S.

Teame, et iga naturaalarvu n korral kehtib z*(x,) < sup,c4 2*(a) — o. Funkt-
sionaal 2* on pidev, seega saame piirile minnes, et x*(z¢) < Sug) x*(a) — a, st

ac

xo € A\ S, nagu vaja. O

1.2 Schauderi baas

Definitsioon 1.9 (vt [FHHMZ11, Definition 4.6]). Olgu X lopmatumddtmeline
Banachi ruum. Jada {e,: n € N} nimetatakse ruumi X Schauderi baasiks, kui iga
z € X korral leiduvad itheselt médratud skalaarid {r,: n € N} nil, etz = > 7,
Jada {e,: n € N} nimetatakse baasjadaks, kui {e, : n € N} on ruumi lin({e,: n € N})

TnCn-

Schauderi baasiks.
Olgu X ja Y Banachi ruumid.

Mairkus 1.10. Pole raske néha, et kui ruumil X on Schauderi baas, siis X on
separaabel. Selleks piisab tdhele panna, et hulk, mis sisaldab koiki 16plikke ruumi
X baaselementide lineaarkombinatsioone, mille kordajad on ratsionaalsed, on tihe

ruumis X (vt teoreemi 2.21 toestust).



Niide 1.11. Ruumide ¢y ja ¢,, 1 < p < 0o, Schauderi baasi moodustab hulk
{en: n € N}, kus
en=1(0,...,1, 0,...).
———
n komponenti

Sellist baasi nimetatakse kanooniliseks baasiks ruumides ¢y ja £,,.

Definitsioon 1.12. Olgu jada {e,: n € N} Schauderi baas ruumis X. Funktsio-

naali 7, € X*, m € N, mis on defineeritud vordusega

er(x) = e*m<z rnen) =r,igaxr = Z rnen € X korral,

n=1 n=1
nimetatakse koordinaatfunktsionaaliks.

Definitsioon 1.13. Oeldakse, et rida > > x, ruumis X koondub tingimatult,

n=1
kui mis tahes jada {e,: n € N}, kus ¢, € {—1,1}, korral rida }_~ | €,2,, koondub.
Definitsioon 1.14 (vt [FHHMZ11, Definition 4.35]). Olgu {e,: n € N} ruumi X
Schauderi baas. Baasi {e,: n € N} nimetatakse tingimatuks, kui iga x € X korral

> Tnen koondub tingimatult. Jada ruumis X nimetatakse

tema esitus z = ) >

tingimatuks baasjadaks, kui ta on tingimatuks baasiks ruumile lin({e,: n € N}).

Lause 1.15 (vt [FHHMZ11, Proposition 4.36]). Jada {e,: n € N} ruumis X on
tingimatu baasjada parajasti sits, kui leidub K > 1 nii, et iga m € N ja koikide

skalaaride ry,...,rm € R ning eq,...,6, € {—1,1} korral

m
E EnTnn
n=1

Vihimat arvu K lausest 1.15 nimetatakse tingimatuks baasikonstandiks. Sel-

<K

E T'n€n

n

m
=1

lisel juhul 6eldakse, et ruumil X on K-tingimatu baas.

Niide 1.16. On lihtne nédha, et ruumide ¢y ja ¢,, 1 < p < oo kanooniline baas on
1-tingimatu.
Vaatleme niitid ruumi ¢q baasi {f,: n € N} (vt [FHHMZ11, 1k 200]), mille iga

baasivektor avaldub kujul

fan=e1+e+--+e, neN,
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kus {e,,: n € N} on ruumi ¢y kanooniline baas. Niitame, et baas { f,: n € N} pole

tingimatu. Fikseerime K > 1. Votame
7’1:81:1, 7’2:82:—1, 7”3:83:1, 7’4264:—1,... .

Siis peab iga naturaalarvu m korral kehtima

ienrnfn = zm:fn =m< K= zmzrnfn
n=1 n=1 n=1

Kuna K on eelnevalt fikseeritud, siis leidub m € N nii, et m > K, mis on vastuolu.

Jarelikult pole ruumi ¢y baas {f,: n € N} tingimatu.

Definitsioon 1.17 (vt [FHHMZ11, Fact 4.22]). Olgu jada {e,: n € N} Banac-
hi ruumi X jada ning {f,: n € N} Banachi ruumi Y jada. Oeldakse, et jadad
{en: n € N} ja{f,: n € N} on ekvivalentsed parajasti siis, kui leiduvad Cy, Cy > 0
nii, et iga m € N ja koikide skalaaride aq, as, ..., a, € R korral kehtib

C4 Xm: anen|| < Xm: anfnll < O Xm: anen
n=1 X n=1 Y n=1 X
1.3 Lisateadmisi Banachi ruumide kohta
Olgu X ja Y Banachi ruumid.
Definitsioon 1.18. Oeldakse, et normid |-|| ja [|-|| on Banachi ruumis X ekviva-

lentsed, kui leiduvad A\;, Ay > 0 nii, et
MBx 1 C Bixj € AeBx -

Teoreem 1.19 (Hahn—Banachi teoreem, vt [0091, 1k 165]). Olgu Z Banachi
ruumi X alamruum. Kui z*: Z — R on pidev lineaarne funktsionaal, siis leidub

talle pidev lineaarne jitk x*: X — R nii, et ||2*] = ||2*].

Jareldus 1.20 (Teoreem piisavast arvust funktsionaalidest, vt [OO91, 1k 170]).
Iga x € X korral leidub x* € X* nii, et ||z*]| =1 ja 2*(z) = ||z||.
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Teoreem 1.21 (Eraldamisteoreem, vt [FHHMZ11, Theorem 2.12]). Olgu A; ja
Ay ruumi X mittetiihjad kumerad hulgad. Kui Ay on kompaktne, Ay kinnine ja
A1 N Ay =0, sits leidub x* € Sx- nii, et

min{z*(z): © € A} > sup{z*(z): = € B}.

Teoreem 1.22 (Lahtise kujutuse printsiip, vt [O091, 1k 145]). Olgu A € L(X,Y)
stirjektitone. Siis on A lahtine, kusjuures on olemas selline arv M > 0, et iga
y €Y korral leidub x € X nii, et y = Az ja ||z|]] < M |y||.

Definitsioon 1.23. Oeldakse, et ||-||, ruumil X x Y on absoluutne, kui leidub

kujutus N: [0,00) x [0,00) — [0, 00) nii, et iga = € X jay € Y korral

Gz, )l = Nl [yl

Absoluutne norm on normaliseeritud, kui N(1,0) = N(0,1). Ruumi X x Y varus-

tatud absoluutse normiga ||| tdhistame X @y Y.

Naide 1.24. Iga p-norm

(12" + [[y[")*P, kuil <p < oo,
Iz, y)ll,, =

max{||z[|, [ly[[}, kuip = oo,

on absoluutne normaliseeritud norm.
Teoreem 1.25. Olgu T € L(X,Y). Jargmised vdited on samavddrsed:

(i) T on sirjektsioon, kusjuures iga y € Y korral

[yl = inf{[[z]| : z € X, Tz =y};

(i) kujutus
T: X/ketT >z +kerT — Tx €,

on isomeetriline isomorfism.
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2 Loenduva arvu viiludega méairatud hulgad

Kaéesoleva paragrahvi eesméarkideks on tutvustada loenduva arvu viiludega méaératud
hulga moistet, uurida vastava hulga struktuuri ning tuua nii positiivseid kui ka ne-

gatiivseid néiteid loenduva arvu viiludega madratud hulkadest.

2.1 LVM-hulga moéiste ja samavéirsed tingimused

Selles paragrahvis defineerime esmalt iildise hulga méaravuse moiste, millest lahtume
terve t60 viltel. Lisaks esitame hulga méadravuseks mitmeid tarvilikke ja piisavaid
tingimusi.

Olgu X Banachi ruum.

Definitsioon 2.1 (vt [AKMMS10, Definition 2.1]). Olgu A kumer tokestatud hulk
ruumis X . Oeldakse, et hulga A osahulkade jada {V},: n € N} on hulka A mddrav,
kui iga sellise hulga B C A, kus BNV, # 0 iga n € N korral, kehtib sisalduvus
A C conv(B).

Lemma 2.2. Olgu A C X kumer tokestatud hulk ning {V,,: n € N} hulga A

osahulkade jada. Siis jargmised vdited on samavddrsed.
(i) {Vi: n € N} on hulka A mddrav;
(i1) iga jada {v,: n € N, v, € V,,} korral kehtib A C conv({v,: n € N, v, € V,.});

(111) iga kumera hulga B C A, kus BNV, # 0 iga n € N korral, kehtib

A C conv(B) = B.

Toestus. (i) == (ii). Olgu {V,,;: n € N} hulka A méérav ja fikseerime jada
{vp: n €N, v, € V,,}. Paneme téhele, et

{vp:mneN, v, eV} CA ja {v,:neN v, €V,}NV,#0

iga n € N korral. Jérelikult, A C conv({v,: n € N, v, € V,,}).
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(11) = (iii). Fikseerime kumera hulga B C A nii, et B 15ikab iga hulka V/,.
Olgu v, € BNV, iga naturaalarvu n korral. Siis eelduse ja sulundi monotoonsuse
tottu

A ceonv({v,: n €N, v, € V,,}) C conv(B) = B.

(1) = (i). Fikseerime hulga B C A nii, et B ldikab iga hulka V. Paneme

tahele, et kuna A on kumer, siis
B C conv(B) C A.
Eelduse pohjal 16ikab ka hulk conv(B) iga hulka V,,. Tingimusest (iii) saame, et
A C conv(conv(B)) = conv(B).

O
Lemma 1.8 abil toestame veel iihe samavéirse tingimuse hulga méadravuseks.

Lause 2.3 (vt [AKMMSI10, Proposition 2.2]). Olgu A C X kumer tokestatud hulk.
Hulga A osahulkade jada {V,: n € N} on hulka A mdadrav parajasti siis, kui iga
hulga A wviil sisaldab mingit hulka V,.

Toestus. Tarvilikkus. Eeldame, et hulga A osahulkade jada {V},: n € N} on hulka
A méérav, st iga B C A korral, kus B loikab iga hulka V,, kehtib sisalduvus
A C conv(B). Peame toestama, et iga hulga A viil sisaldab iihte hulkadest V.
Oletame vastuviiteliselt, et leidub selline hulga A viil S, mis ei sisalda iihtegi
hulka V,,:
S=85(Ax"a)={re A: z"(x) >supz*(a) — a},

a€A

kus o > 0 ning 2* € Sy+. Lemma 1.8 pohjal on hulk A\ S on kumer ja suhteliselt
kinnine A alamhulk.

On selge, et A\ S 1oikab koiki hulki V,,. Seega jada {V,,: n € N} mééravuse
tottu kehtib sisalduvus A C conv(A \ S) = A\ S, mis on vastuolu, sest viil S on
alati mittetiihi.

Piisavus. Olgu hulga A osahulkade jada {V,,: n € N} selline, et iga hulga A

viil sisaldab iihte hulkadest V,,. Peame toestama, et see osahulkade jada on hulka

13



A méadrav.

Olgu B C A selline, et iga n € N korral BNV, # (). Tdestuse 1opetuseks piisab
toestada sisalduvus A C conv(B).

Esmalt paneme téhele, et kuna B 16ikab igat hulka V,,, 16ikab hulk B ka iga
hulga A viilu. Pohjendame seda viidet. Oletame, et B ei 16ika mingit hulga A viilu
So. Eelduse pohjal leidub m € N nii, et V,,, C Sp. Sellisel juhul kehtib BNV, = 0,
mis on vastuolus eeldusega. Seega kehtib BN S # (), kus S on hulga A suvaline
viil.

Niitid saame toestada sisalduvuse A C conv(B). Selleks oletame vastuviiteliselt,

et leidub ag € A nii, et ag € A\ conv(B). Valime hulgad A; ja A, jargmiselt:
Al = {CLQ}, A2 = W(B)

On selge, et A; ja Ay on kumerad ning A; N Ay = (). Paneme téhele veel, et A; on
kompaktne ja A, on kinnine. Jarelikult, teoreemi 1.21 pohjal leidub z* € Sx- nii,
et

x*(ag) > sup z*(z)
x€As

Paneme téhele, et

2 (a0) > sup *(x) > sup 2° (2),
TzEA2 z€B

sest A, = conv(B) D B. Range vorratuse tottu leidub o > 0 nii, et

" (ap) —a > gsclelg z*(x) (2.1)

Teisalt, kuna iga hulga A viil S 16ikab hulka B, siis ka S(A, z*, a)NB # (). Toetudes

viilu definitsioonile, saame, et leidub by € B, mis rahuldab tingimust

x*(by) > supz*(a) —a > x*(ap) — a. (2.2)
acA

Vorratustest (2.1) ja (2.2) saame, et

x*(ag) — a > sup z*(x) > x"(by) > 2" (ap) — a,
reB
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mis on vastuolu. Jarelikult peab kehtima sisalduvus A C ¢onv(B). ]
Esitame eelnevalt toestatud lause abil veel iihe samavéarse kuju hulga madravuseks.

Lause 2.4. Olgu A C X kumer ja tokestatud hulk. Hulga A osahulkade jada
{Vp: n € N} on hulka A mddrav parajasti siis, kui iga kinnine kumer hulk K, mis
loikab iga hulka V,,, loikab ka koiki hulga A viile.

Toestus. Tarvilikkus. Olgu K selline kinnine kumer hulk, mis 16ikab iga hulka V,,
ning olgu S suvaline hulga A viil. Kuna jada {V,,: n € N} on méérav, siis lause 2.3
pohjal V,,, C S mingi ny € N korral, seega ka K NS # ().

Piisavus. Toestamiseks piisab lause 2.3 pohjal ndidata, et iga hulga A viil §
korral leidub ng € N nii, et V,,, C S.

Oletame vastuviiteliselt, et leidub viil S = S(A, z*, ) nii, et iga naturaalarva
n korral V,, S, st leidub v, € V,, \ S.

Moodustame niiiid kinnise kumera hulga K := conv({v,: n € N}), kusjuures
on selge, et KNV, # 0 iga n € N korral. Siis eelduse pohjal K NS # () ehk leidub
xr € KNS. Olgu € > 0 selline et

x*(x) —e > sup z*(a) — a. (2.3)
acA

Leiame m € N, v,, € Vi, Ar,.. ., A, >0, >0 A = 1 nii, et

m
xr — g AiUn,
i=1

<e.

Kuna v,, ¢ Sigai € {1,...,m} korral, siis

x*(vm) < Sup$*<a) - .
acA
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Nuid
r*(r) = 2" (x + i AiUn; — i Aivm)
i=1 i=1
=" (x — Zm: )\ivm) + " ( Zm: )\ivni)
i=1 i=1
T — zm: AiUn,;
i=1

<e+ i)xi(sup x*(a) — oz)

a€A

<

+ Z A" (Uy;)
i=1

=1

= ¢ +sup 2*(a) — a.
acA

Mis on vastuolu vorratusega (2.3). O
Toome niiiid kaks piisavat tingimust hulga méaravuseks.

Lemma 2.5 (vt [AKMMS10, Remark 2.3]). Olgu A C X kumer ja tokestatud.
FEeldame, et

(a) leidub selline jada {a,: n € N} C A nii, et A C conv({a,: n € N});

(b) iga n € N korral leidub hulkade jada {V,,,,: m € N} C A nii, et iga B C A
korral, mis loikab hulka V,, ,,, iga m € N korral, kehtib a,, € conv(DB).

Siis hulkade jada {V,, ,: n,m € N} C A mddrab hulka A.

Toestus. Veendume, et hulkade jada {V,,,,: n,m € N} C A méérab hulka A, st
iga B C A korral, mis loikab hulka V,, ,, iga n,m € N korral, kehtib sisalduvus
A C conv(B).

Fikseerime B C A ning eeldame, et V,,,,, N B # () iga n,m € N korral. Niiiid
eelduste pohjal A C conv({a,: n € N}) ning iga n € N korral a, € conv(B).
Jarelikult kehtib

A c conv({a,: n € N}) C conv(B).

Vahetult lemmast 2.5 saame jargmise abitulemuse.
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Lemma 2.6 (vt [AKMMS10, Remark 2.4]). Olgu A C X separaabel kumer tokestatud
hulk. Eeldame, et iga a € A korral leidub hulkade jada {V,%: m € N} C A nii, et
kehtib a € conv(B) iga B C A korral, mis loikab hulka V* iga m € N kor-
ral. Siis, vottes tiheda alamhulga {a,: n € N} C A, on hulga A osahulkade jada
{Var: n,m € N} hulka A mddrav.

Anname niiiid selle bakalaureusetoé pohidefinitsiooni.

Definitsioon 2.7 (vt [AKMMS10, Definition 2.5]). Kumerat tokestatud hulka
A C X nimetatakse loenduva arvu viiludega mddratud hulgaks ehk LVM-hulgaks,
kui leidub hulka A mé#rav hulkade jada, mis koosneb hulga A viiludest.

Lemma 2.8 (vt [AKMMS10, Remark 2.7]). Banachi ruumi X kumer tokestatud
alamhulk A on LVM-hulk parajasti siis, kui hulga A sulund on LVM-hulk.

Toestus. Tarvilikkus. Olgu A LVM-hulk, st leidub hulka A méarav osahulkade jada
{Sn:n € N}, kus S,, = S(A,z}, ), x), € Sx+ ja o, > 0, n € N. Néitame, et

viilude jada {S,: n € N}, kus S, = S(A4,2%,,/2), n € N, on méisrav hulga A

Y n’

jaoks.
Olgu S = S(A,z* a) fikseeritud hulga A sulundi viil. Téestuse 1petuseks
piisab lause 2.3 abil néidata, et S sisaldab iihte hulkadest S;Z. Paneme téhele, et

S(Z, , %) NA= S(A,m*, %)

mis tdhendab, et vaadeldav iihisosa on hulga A viil. Lause 2.3 pohjal leidub natu-

&

5) D S, Paneme tihele, et sulundi monotoonsuse

raalarv ng € N nii, et S(A, z*,
tottu kehtib

Sno C S(A,a;*, %) = {x cA:x*(z) > 3161173:1:*(@) - %}
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Veelgi enam, S(A,z*,§) C S. Téepoolest, olgu x € S(A,x*, §), siis

v*(z) > supa*(a) — =
a€A 2
a
< z*(x) — = >supz’(a) — «
2 a€A
— 2"(z) >supz”(a) — «,
acA
seega sisalduvus kehtib. Samuti on selge, et S_no D S;m, millest saame kokkuvottes,
et S;LO CS.
Piisavus. Olgu hulga A sulundi osahulkade jada {S(A,z*,a,): n € N} hulka
A midrav. Toestame, et jada {S(A, 2%, a,): n € N} midrab hulka A.
Olgu B C A selline, mis 16ikab igat viilu S(A,z}, «,). Siis B loikab ka igat

viilu S(A, ¥, o, ), seega

conv(B) D AD A.

]

Veendume niiiid, et kumerate hulkade korral voime LVM-hulga puhul viilud
asendada samavédrselt suhteliselt norgalt lahtiste hulkadega voi viilude kumerate

kombinatsioonidega.

Lause 2.9 (vt [AKMMS10, Proposition 2.18]). Olgu A C X kumer ja tokestatud

hulk. Jargmised vdited on samavddirsed:
(i) A on LVM-hulk;

(ii) Leidub hulka A mddrav jada {W,: n € N} C A, mis koosneb hulga A mit-
tetiihjadest suhteliselt norgalt lahtistest hulkadest;

(iii) Leidub hulka A mddrav jada {K,: n € N} C A, mis koosneb hulga A viilude

kumeratest kombinatsioonidest.

Toestus. Olgu A C X kumer tokestatud hulk. Iga hulga A viil on suhteliselt
norgalt lahtine hulk, seega (i) = (i7) ja (i) = (¢ii) on selged.
(1ii) = (7). Olgu jada {K,: n € N} hulka A médrav, kusjuures jada liikmed

on hulga A viilude kumerad kombinatsioonid. Seega iga n € N korral leiduvad
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viilud {Sym:m = 1,...,k,} ja mittenegatiivsed arvud {A,,,: m = 1,...,k,},
kus ngzl Apm = 1, nii, et Zfrjzl AmSnm = K. Niitame, et viilude jada
{Snm:n €N 1<m<k,} on hulka A méérav.

Olgu B C A selline, et B l6ikab hulka S, ,, iga n,m € N korral. Siis leidub
bym € BN Sym. Valides a, = Zi?:l Anmbn.m, ndeme, et a, € conv(B) N K,.

Jéarelikult teame, et conv(B) N K,, # 0 iga n € N korral. Kuna jada {K,: n € N}

médrab hulka A, siis
conv(B) = conv(conv(B)) D A.

Seega on jada {S,,,: n,m € N} hulka A méérav.

(77) = (i). Oletame niiiid, et hulka A méaérab jada {W,: n € N} C A, mille
lilkmed on hulga A mittetithjad suhteliselt norgalt lahtised hulgad. Kasutades
lemmat 1.5, saame leida igas hulgas W, viilude kumera kombinatsiooni K,,. Seega,
korrates (iii) = (i) toestust saame, et A on LVM-hulk. O

Mairkus 2.10. Kumeruse eeldust lauseses 2.9 ei saa iildiselt dra jatta. Toepoolest,
V. Kadets, A. Peréz ja D. Werner néiitasid, et leidub mittekumeraid hulki, mis pole
LVM-hulgad, aga millel leidub suhteliselt norgalt lahtistest hulkadest koosnev jada,
mis médrab seda hulka (vt [KPW18, Proposition 2.6]).

2.2 Positiivsed naited LVM-hulkadest

Selles paragrahvis esitame mitmeid piisavaid tingimusi LVM-hulgaks olemiseks ja
toestame, et mis tahes separaabel Banachi ruum on ekvivalentselt iimbernormeeritav
nii, et tema iihikkera on LVM-hulk.

Olgu X Banachi ruum.

Lause 2.11. Kui X* on separaabel, siis iga kumer tokestatud hulk A C X on
LVM-hulk.

Toestus. Olgu A C X kumer ja tokestatud. Kuna X* on separaabel, siis leidub
tihe alamhulk {z}: n € N} hulgas Sx-. Vaatleme viile S, ,, = S(A, z},1/m), kus

n,m € N. Lause 2.3 pohjal piisab niidata, et iga hulga A viil sisaldab iihte viilu
Shm-

19



Fikseerime viilu S = S(A, z*, a), * € Sx+, a > 0 suvaliselt.
Kuna A on tokestatud, siis leidub M > 0 nii, et ||z|| < M iga € A korral.
| < a/(3M), ehk kehtib

Samuti saame X* separaablusest leida x}, nii, et }
|z} () — 2*(2)| < a/3 iga x € A korral.
Leiame mg € N nii, et 1/m < a. Néitame, et Sy, m, C 5. Olgu & € Sy m,- Siis

* *
=z,

«a 1 « 1 «a
P'(@) 2 0}y (0) = § > sup i, (a) = o — G 2 supa(e) = § - o=
> sup z*(x) — .
acA
Seega x € S, nagu vaja. O]

Definitsioon 2.12. Olgu A Banachi ruumi X kinnine kumer tokestatud alam-
hulk. Punkti ¢ € A nimetatakse hammaspunktiks, kui iga ¢ > 0 korral leidub viil
S(A,z*,a) (z* € Sx+,a > 0) nii, et

diam (S(A,:L’*,a)) <ejaaeS(A " ).

Koiki hulga A hammaspunkte téhistame siimboliga dent(A). Hulka A nimeta-
takse hambuvaks, kui kehtib vordus A = conv(dent(A)) (vt [GGMS87, I11.3]).

Néiide 2.13. Banachi ruumi /3 iga iihiksfiiiri punkt on hammaspunkt.

Niide 2.14. Banachi ruumi ¢ iihiksfiéri punkt (z,y) on hammaspunkt parajasti
siis, kui

(may) S {(170)7 (07 1)7 (_LO)? (07 _1)}'

Lause 2.15 (vt [AKMMS10, Proposition 2.8]). Olgu A Banachi ruumi X kinnine
kumer tokestatud alamhulk. Kui A on separaabel ja hambuv, siis A on LVM-hulk.

Toestus. Olgu A separaabel ja hambuv. Kuna iga separaabli hulga alamhulk on
separaabel, siis on ka dent(A) separaabel, st leidub loenduv hulk {a,: n € N}, mis
on tihe hulgas dent(A).

Vaatleme iga n,m € N korral selliseid hulga A viile S,, ,,,, mille korral

diam (Snm) < —jaa, € Sym-

1
m
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Selliseid viile leidub hammaspunktide a,, definitsiooni tottu.

Valitud viilude jada {S,m: n,m € N} on hulka A méirav. Selleks paneme
téahele, et kui B C A l6ikab koiki viile .S, ,,, siis iga naturaalarvu n korral a,, € B.
Viimase sisalduvuse toestamiseks piisab néidata, et iga ¢ > 0 leidub y € B nii, et
lan =yl < e.

Fikseerime € > 0. Kuna a,, on hammaspunkt, siis leidub viil \S,, ,,, nii, et
diam (Sn,mo) <ejaay € Shm-
Lisaks sellele on teada, et S, ,,, N B # 0, st leidub b € B nii, et
16— ay|| < diam (Spm,) < e.

Jarelikult, a,, € B.

Kasutades hulga A hambuvust ning kumera sulundi omadusi, saame
A = conv(dent(A)) = conv({a,: n € N}) C conv(B) = conv(B).

Seega A on LVM-hulk. O

Jargmiseks eesmirgiks on niidata (vt lause 2.20), et iga separaabel Banac-
hi ruum on {imbernormeeritav nii, et uus ithikkera on LVM-hulk. Selle eesmérgi

saavutamiseks tutvume esmalt lokaalselt iihtlaselt kumera punkti moistega.

Definitsioon 2.16. Olgu X Banachi ruum ja x € Sx. Punkti z nimetatakse
lokaalselt iihtlaselt kumeraks punktiks ehk LUK-punktiks, kui

|2 + |
_ >
2

Ve >0 36>0<yeSX/\ 1—5:>||x—y|!<a>.

Oeldakse, et ruum X on lokaalselt ihtlaselt kumer ehk LUK, kui iga = € Sy on
LUK-punkt.

Naiide 2.17. Banachi ruumid ﬁf,, 1 < p < o0, on LUK-ruumid.

Lemma 2.18. Olgu = € Sx. Kui x on LUK-punkt, siis x on hammaspunkt.
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Téestus. Olgu z € Sy LUK-punkt. Peame tdestama, et
Ve >0 39(Bx,z", «) (:v € S(By,z*,a) Adiam (S(Bx,z*,a)) < 5).

Fikseerime ¢ > 0. Jéarelduse 1.20 abil saame leida z* € Sy« nii, et *(z) = 1. Kuna
x on LUK-punkt, siis leidub 6 > 0 nii, et

o+ gl

y € Sx A 1-0 = [lz—y| <

=1 M

Olgu v € (0,0) ja vaatleme viilu S = S(Bx, z*,7). On selge, et x € S.

Paneme téahele, et kui z € 5, siis

Mérkame, et kasutades tagurpidi kolmnurga vorratust ning funktsionaali z* li-

2(ll=ll = 1)
Il

z
2]l

: Hzmzu—u'

' el =1 <.

z
121

neaarsust, saame

z

|-+ “Hl L 2@+t =y
2 - 2 - 2

z

Et 2 on LUK-punkt, saame viimasest vorratusest

i
x_ —
E

Valime v = min{e/4,46/2} ja olgu a,b € S(Bx,z*,~) suvalised. Siis

< -.
4

’ €

R R
ol ~ ol

a a
=T+ — — —
lall  [lal

la =bll < fla — 2]l +llz — bl =

< |la x|l + x—iH—l—Hi—bH
o]l o]l

-+

a a
lallll ™ [ITlal
CEL L ELE .
4 4 4 4 ’
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Jarelikult, diam (S(BX, x*, ”y)) < g, nagu vaja. ]

Lause 2.19 (vt [AKMMS10, Example 2.10]). Olgu X separaabel ja LUK Banachi
ruum. Siis Bx on LVM-hulk.

Téestus. Kui X on separaabel ja LUK, siis lemma 2.18 pohjal dent(Sx) = Sx.
Kuna dent(Sx) C dent(By), siis

Bx = conv(Sx) = conv(dent(Sy)) = conv(dent(Bx)).

Seega By on hambuv ja lause 2.15 pohjal on By LVM-hulk. ]

Lause 2.20 (vt [AKMMSI10, Example 2.11]). Iga separaabli Banachi ruumi X
korral leidub ekvivalentne norm ||| ruumil X nii, et ihikkera Bx . ) on LVM-

hulk.

Toestus. On teada, et iga separaabli Banachi ruumi korral leidub ekvivalentne
norm ||-||| nii, et ruum (X, ||-||) on LUK (vt [DGZ93, Theorem 2.2.6]). Jarelikult,
lause 2.19 pohjal on ruumi (X, |||-|||) tihikkera LVM-hulk. O

Néitame niiiid, et mis tahes 1-tingimatu baasiga Banachi ruumi iihikkera on
LVM-hulk.

Teoreem 2.21 (vt [KMMW13, Theorem 3.1]). Olgu X selline Banachi ruum,
mallel on 1-tingimatu baas. Siis Bx on LVM-hulk.

Téestus. Olgu {e,: n € N} 1-tingimatu baas ja {e’: n € N} koordinaatfunktsio-
naalid. Vaatleme hulka D = {22:1 Gnen: k €N, q,...,qr € Q}. On selge, et D
on loenduv ning D on tihe ruumis X, sest {e,: n € N} on ruumi X Schauderi
baas. Jarelikult, D = D N By on hulga Bx loenduv ja tihe alamhulk.

Olguae D, a = 22:1 (nén jax € Bx, 1 =57

o Tnen. Siisigan € {1,...,k}
jam € N korral

e = )l = €)= en )] = ra = aal < = = max |ro— aul <
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Jarelikult saame defineerida iga a = Zﬁzl Gnén € D ja m € N korral suhteliselt

norgalt lahtised timbrused kujul

1
U(a,m) = {az = Zrnen € By: 1rnax |Tn — qn] < E}

n=1

Vaatleme moodustatud hulkade jada {U(a,m): a € D, m € N}. Kuna D on
loenduv, siis on jada {U(a,m): a € D, m € N} loenduv. Néitame, et hulga Bx
méirab jada {U(a,m): a € D, m € N}, mistottu lause 2.9 pohjal saame, et By
on LVM-hulk.

Lemma 2.4 tottu piisab selleks néidata, et iga kinnine kumer hulk hulga By
alamhulk, mis 16ikab kaoiki hulki U(a, m), 16ikab igat By viilu.

Fikseerime kinnise kumera hulga V' C By nii, et VN U(a,m) # 0 iga a € D ja
m € N korral ja viilu S(Byx, z*, a) suvaliselt.

Valime niitid a = Zﬁ:l Gnen € DN S(Bx,z*,a/4). Kuna V N U(a,m) # 0 iga
m € N korral, siis leidub selline my € Njaz =Y rpe, € VNU(a,my), et

1 a 1

A [on = dnl < - < op

Seega

k

E Tn€n —

n=1

<31 = gu)enl

k k

Sl PR oy
n=1 =1 n=1

k
Z n = ul llenl] < Z 1 2k

»-El Q

Viimasest saame hinnangu

k k
%> Zrnen—a > x*(Zrnen—a> ,
n=1 n=1
mistottu i
o
- > R
v (;T"6”> vla) =7 2
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Tuletame meelde, et baasi {e,: n € N} 1-tingimatus tdhendab (vt lause 1.15), et
koikide markide e, € {—1,1}, n € N korral

Tn€n €n
Votame kuni indeksini £ mérgid e; = - -+ = ¢, = 1 ning iilejdédnud indeksite korral
—-1= Ek+1 = Ek4+2 — -+ - Siis
1> ||z = €n €n — Z rnenll > |x (Zrnen— Z rnen)
n=k+1 n=k+1
Niiiid saame leitud hinnangutest, et
00 k 00
() = o (et 3 )
n=1 n=1 n=k+1
k
< Tn€n> < Z Tnen) - < Z T'n€n — Z Tnen>
n=1 n=k+1
k
=2z ( Z rnen) - ( Z T'n€n — Z rnen)
n=1 n=k+1
o
>2<1——)—1:1— ,
5 !
mis tdhendab, et x € V' N S(By, x*, «) ehk V I6ikab viilu S(Bx, z*, «). [

Senini pole teada, et kas iga K-tingimatu baasiga, kus K > 1, Banachi ruumi

tthikkera on LVM-hulk (vrd [KPW18, Problem 4]).

2.3 Negatiivsed niited LVM-hulkadest

Kaéesolevas paragrahvis toestame, et Daugaveti omadusega Banachi ruumi iihikkera
pole loenduva arvu viilude méaratud. Samuti néitame, et loenduva arvu viiludega
médratud hulga alamhulk ei tarvitse olla loenduva arvu viiludega méaératud.

Olgu X ja Y Banachi ruumid.
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Definitsioon 2.22 (vt [Wer01, Lemma 2.2]). Oeldakse, et ruumil X on Daugaveti
omadus, kui iga viilu S = S(Bx, z§, ap), iga zo € Sx ja iga € > 0 korral leidub
x € S nii, et

|z + zo]| > 2 —e.

Naiide 2.23. Banachi ruumid C[0, 1] ja L;[0, 1] on Daugaveti omadusega (vt [Wer01,
Ik 77)).

Niitamaks, et Daugaveti omadusega ruumi iihikkera pole LVM-hulk, kasutame

jargmist tulemust.

Lemma 2.24 (vt [KSSW00, Lemma 2.8]). Olgu X Daugaveti omadusega Banachi
ruum. Siis ruumi X iga loplikumodctmelise alamruumi Yy, iga € > 0 ja iga viilu

S(Bx, xj, ap) korral leidub viil S(Bx, x},0n) C S(Bx, g, o) nii, et kehtib vorratus
ly+tal = (1 —e)(llyll + t]) Vy €Yo, VaeS(Bx ai,a), VtER.

Lause 2.25 (vt [AKMMSI10, Example 2.13]). Olgu X Daugaveti omadusega se-
paraabel Banachi ruum. Siis Bx ei ole LVM-hulk.

Toestus. Fikseerime zy € Sy ja suvalise iithikkera viilude jada {S,: n € N}.
Néitame, et leidub jada {z,: n € N}, mille puhul iga n korral z, € S, ning
kehtib z¢ ¢ lin({x,: n € N}) D conv({z,: n € N}). Sellisel juhul oleme niidanud,
et ei ole olemas viilude jada, mis médrab hulka By (vt lemmat 2.2, jadade kuju).
Olgu Yy = lin{xo} ja 1 = 1/4. Siis lemma 2.24 pohjal leidub z; € S nii, et

1
ly+toill = (1= 7)(lll+ 1) vyevi, vieR.

Olgu niiiid Y; = lin{wg, 21} ja &2 = 1/4? ning rakendame lemmat 2.24 uuesti. Siis
leidub x5 € 95, et

1
ly+toal = (1= 55 ) (ol + 1) WyeYe, vieR.

Analoogiliselt jatkates saame iga n € N korral leida z,, € S, nii, et
1
ly + ta,|| > (1 - 4—n)(||y|| +1t) Vyelin{z: k<n}, VieR. (2.4)
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Néitame, et niiiid jada {z,,: n € NU{0}} on ekvivalentne jadaruumi ¢; kanoonilise
baasiga {e,: n € N}.
Viimase toestamiseks néditame definitsiooni 1.17 pohjal, et leiduvad Cy,Cy > 0

nii, et iga n € N ja koikide skalaaride aq, ..., a, € R korral

n n n
Cy Z a;€; < Z A;Ti—1 <Oy Z ;€5 (2-5)
i=1 o i=1 X i=1 0
Esmalt veendume, et voime votta Cy = 1. Fikseerime n € N ning ay,...,a, € R

suvaliselt. Siis

n
g ;T
i=1

n n
< Z |aizi—|| = Z |ai| [z
X i=1 i=1

141

Jaanud on toestada vorratuste ahela (2.5) vasakpoolne vorratus. Néitame, et voime

votta
[e.e]

y ::H(l—%).

i=1
On selge, et kui n = 1, siis see vorratus kehtib. Olgu niitid n > 2. Siis paneme
tihele, et S0 a;w; 1 € lin{zy: k < n}, jérelikult saame (2.4) pohjal hinnangu

> (1—4n11)< +|an|).

n n—1 n—1
E a;Ti—1 E A;Ti—1 + QpTp—1 E a;T;
i=1 i=1 i=1

Saadud avaldist saame edasi hinnata.

n—1 n—2
1 1
<1 — 4n—1> < E a;Ti_1|| + |6Ln|> = <1 — 4n_1> ( E ;Ti—1 + Qp_1Tp_ol|| + |an|>
=1 =1

n—2

E a;T;—1

=1

= (150 (1)
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Samal viisil jitkates on lihtne nédha, et saame hinnangu

n

1 1 1
> (1= 5) (1= ) - (1= ) Ulaazoll + o] + .. + )

n

g Qi€

=1

Kokkuvottes oleme tdestanud tingimuse (2.5), st jada {z,,: n € NU{0}} on ekvi-
valentne jadaruumi ¢; kanoonilise baasiga {e,: n € N}. Kuna z, on baasivektor,

el avaldu ta teiste baasivektorite lineaarkombinatsioonina, teisisonu kehtib
zo & lin{z,: n € N}.

]

Ténini on lahtine kiisimus, et kas lisaks Daugaveti omadusega separaablitele
Banachi ruumidele on veel separaableid ruume, mille iihikkera ei ole LVM-hulk

(vt [AKMMS10, 1k 4879]).
Naide 2.26. LVM-hulga alamhulk ei tarvitse olla LVM.

Toestus. Vaatame Banachi ruumi C'[0, 1] normiga |[|-|| . Teame, et C'[0, 1] on sepa-
raabel Daugaveti omadusega Banachi ruum (vt nédide 2.23). Niiiid lause 2.20 pohjal
leidub ruumil C'[0, 1] ekvivalentne norm ||-|| nii, et A := Bco,1),) on LVM-hulk.

Et normid ||-]| ja [||-||| on ekvivalentsed ruumil C'0, 1], leiduvad Ay, A2 > 0 nii,

et
MBcpa ) € B € A2Bcro,,)Hl.)-

Votame C' := A\ B, Sellisel juhul C C A, kusjuures A on LVM-hulk.
Lause 2.25 pohjal pole Bcio,1),-) LVM-hulk, millest omakorda jareldub, et ka C'
pole LVM-hulk.

Néide on toestatud. O]

Paragrahvi 16petuseks méargime, et kui A ja B on Banachi ruumis kinnised
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kumerad LVM-hulgad, siis iildiselt AN B (vt [KPW18, Theorem 2.2]), AU B (vt
[KPW18, Theorem 2.9]) ega A + B (vt [KPWI18, Theorem 2.7]) ei tarvitse olla
LVM-hulgad.
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3 Loenduva arvu viiludega miaratud ruumid

Selles paragrahvis toome koigepealt sisse loenduva arvu viiludega méaratud ruu-
mi moiste ja niiteid taolistest ruumidest. Paragrahvi eesmérgiks on toestada, et

loenduva arvu viiludega méaratud ruumiks olemine kolme ruumi omadus.

3.1 LVM-ruumi moiste ja niited

Definitsioon 3.1 (vt [AKMMS10, Definition 3.1]). Separaablit Banachi ruumi
X nimetatakse loenduva arvu viiludega madratud ruumiks ehk LVM-ruumsiks, kui
ruumi X iga kumer tokestatud alamhulk on LVM-hulk.

Mairkus 3.2. Olgu X ja Y Banachi ruumid. Kui X on LVM-ruum ja X on iso-

meetriliselt isomorfne ruumiga Y, siis ka Y on LVM-ruum.

Koigepealt néditame, et jadaruumid ¢,, kus 1 < p < oo, on LVM-ruumid. Selleks
on meil vaja sisse tuua Radon-Nikodymi omadus, millest saab pohjaliku iilevaate

J. Martsinkevitsi magistritoost [Mar14].

Definitsioon 3.3 (vt [DU77, lk 218, 10a]). Banachi ruumil X on Radon—Nikodymi

omadus, kui ruumi X iga kinnine kumer tokestatud alamhulk on hambuv.

Lause 3.4 (vt [AKMMSI10, Example 3.2.(a)]). Iga Radon—Nikodymi omadusega

separaabel Banachi ruum on LVM-ruum.

Téestus. Olgu X Radon—Nikodymi omadusega separaabel Banachi ruum. Naitame,
et suvaline ruumi X kumer tokestatud alamhulk A on LVM-hulk.

1. Kui A on kinnine, siis eelduste kohaselt on A hambuv. Kuna A on ka sepa-
raabel, siis lause 2.15 pohjal A on LVM-hulk.

2. Kui A on lahtine, siis A on kinnine ja 1. osa pohjal A on LVM-hulk. Niiiid
lemma 2.8 pohjal ka A on LVM-hulk.
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Niide 3.5. Banachi ruum ¢, kus 1 < p < oo, on LVM-ruum. Kuna ¢; on separaa-
bel kaasruum ja iga 1 < p < oo korral ¢, on refleksiivne Banachi ruum (vt [O091,
lk 173]), siis on nendel ruumidel Radon-Nikodymi omadus [DU77, lk 218] ning
lause 3.4 pohjal on nad LVM-ruumid.

Jargmisena néitame, et LVM-ruumide klass iildistab ka klassikalist Asplundi

ruumide klassi.

Definitsioon 3.6 (vt [DU77, lk 213]). Banachi ruumi X nimetatakse Asplundi

ruumiks, kui tema kaasruumil X* on Radon—Nikodymi omadus.

Naiide 3.7. Banachi ruum ¢ on Asplundi ruum, sest tema kaasruum on ¢; (vt [O091,

1k 163]) ja ruumil ¢; on néite 3.5 pohjal Radon-Nikodymi omadus.
Lause 3.8. Iga separaabel Asplundi ruum on LVM-ruum.

Toestus. Olgu X separaabel Asplundi ruum. Siis kaasruum X* on ka separaabel
(vt [FHHMZ11, Theorem 8.6]), mistottu lause 2.11 pohjal on suvaline ruumi X
kumer tokestatud alamhulk LVM-hulk ehk X on LVM-ruum. O

Meenutame, et lause 2.25 pohjal Daugaveti omadusega separaablid Banachi
ruumid ei ole LVM-ruumid. Ténini ei ole teada, kas iga separaabel Banachi ruum,
mis pole LVM-ruum, on ekvivalentselt {imbernormeeritav nii, et tal on Daugaveti
omadus (vt [KPW18, Problem 1]).

Teoreemist 2.21 teame, et mis tahes 1-tingimatu baasiga Banachi ruumi iihikkera
on LVM-hulk. Jadaruumide ¢y ja ¢,, kus 1 < p < oo, kanooniline baas on 1-
tingimatu ning néite 3.5 ja lause 3.8 pohjal on nad ka LVM-ruumid. Siiski jaab lah-
tiseks, kas iga 1-tingimatu baasiga Banachi ruum on LVM-ruum (vt [AKMMSI0,
Question 7.4 (a)]).

3.2 LVM-ruumiks olemine on kolme ruumi omadus

Definitsioon 3.9 (vt [CG97, lk 5]). Olgu X Banachi ruum, Z ruumi X kinnine
alamruum ja (P) Banachi ruumi omadus. Oeldakse, et (P) on kolme ruumi oma-
dus, kui sellest, et ruumidel Z ja X/Z on omadus (P), jareldub, et ruumil X on
omadus (P).
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Niide 3.10. On teada, et separaablus (vt [CG97, Theorem 2.4.h]), refleksiiv-
sus (vt [CGI97, Theorem 4.1.a]), Asplundi ruumiks olemine (vt [CG97, Theo-
rem 4.11.a]) ja Radon-Nikodymi omadus (vt [CG97, Theorem 6.5.h]) on kolme

ruumi omadused.

Lemma 3.11 (vt [AKMMSI10, Lemma 3.5]). Olgu X separaabel Banachi ruum.
Kut ruumi X 1ga lahtine kumer tokestatud alamhulk on LV M-hulk, siis X on LV M-

ruum.

Toestus. Kehtigu lemma eeldused. Paneme esiteks tédhele, et ruumi X iga mit-
tetiihja sisemusega kumer tokestatud alamhulk on LVM-hulk. To6epoolest, oleta-
me, et A on fikseeritud kumer tokestatud ruumi X alamhulk, kusjuures A° # ().
Kuna A on kumer, siis on hulga A sisemuse sulund vordne hulga A sulundiga.
Kasutades lemmat 2.8, kehtib

A on LVM-hulk < A on LVM-hulk
<= A° on LVM-hulk
+— A° on LVM-hulk.

Eelduse kohaselt on ruumi X iga lahtine kumer tékestatud hulk LVM. Sellest
saame, et hulk A° on LVM. Ulaltoodud samavédrsuste ahelast jareldub, et A on
LVM-hulk.

Vaatleme niiiid iildist juhtu. Olgu A C X kumer ja tokestatud. Naitame, et A
on LVM-hulk.

Kuna X on separaabel, siis saame leida jada {z,: n € N} C A, mis on tihe

hulgas A. Fikseerime jada {e,: n € N}, kus ¢, > 0 iga naturaalarvu n korral ja
lim ¢, = 0.
?F?i%oistame iga m,n € N korral A, ,, := conv(B°(x,,c,) U A). On selge, et iga
m,n € N korral A,., D Aja A}, # 0, sest B°(xyn,en) C Apm. Sellest, et A,
sisemus on mittetiihi, saame esimese tdhelepaneku pohjal, et A, ,,, on LVM-hulk.
Jarelikult leidub hulka A, ,, méérav viilude jada {S¥ . : k € N}.

Hulga A, ,, ehitusest ja lemma 1.7 pohjal tuleneb, et kas Sk N B° (&, em) # 0
voi SFo N A#( (vt lemmat 1.7).

Olgu K, koikide indeksite & € N hulk, mille korral S¥  1oikab hulka A ning
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téhistame S‘fijm = Sk, NAigak € Ky, korral. Vahetult viilu definitsioonist
tuleneb, et gffm on hulga A viil. Lisaks paneme tahele, et iga k € K, ,, korral
16ikab wviil Sr’f’m hulka B°(x,, ).

Naitame niiiid, et viilude jada
{Ss,m: n,m € Na k S Kn,m}

on hulka A méirav. Olgu B C A selline, et BN Sﬁm #0igan,meNjak € K,
korral ja ¢ > 0 suvaline. Kuna {z,: n € N} on tihe hulgas A, saame leida sellise
indeksi ng € Njab € B, et ||b— x| < e. Tdestuse alguses fikseerisime nulliks
koonduva positiivsete arvude jada {e,: n € N}, jarelikult leidub indeks mq nii, et
Emy < E/2.

kus k € K, . Eelduse pohjal 16ikab B koiki viile Sk

n,m?

Vaatleme viile Sﬁo,mo’
seega hulk B 16ikab viilu Sﬁo,mo iga k € K, ,, korral. Teisalt teame, et iga k &€ K,
, 16ikab kera B°(y,,Em,)-

Viimaste jarelduste pohjal ndeme, et hulk

korral viil S

N

By mo .= BUB®(2pg,€mg) C Anm

loikab viile Sko

n0,Mmo

hulka A, m,, siis kehtib

iga k € N korral. Kuna viilude jada {S*  :k € N} miirab

0,M0 *

Conv(Bgmg) D Angme 2O A.
Lihtne on kontrollida, et kehtivad jargmised sisalduvused:
B®(xpy, €mg) C B°(2py,€/2) C B°(b,e).
Jarelikult, B, m, C B + ¢Bx, millest saame, et
conv(B +eBx) D A.

Lopetuseks, kuna € > 0 on fikseeritud suvaliselt, siis saame ka soovitud sisalduvuse
conv(B) D A. O
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Niiiid oleme valmis toestama selle paragrahvi pohitulemuse.

Teoreem 3.12 (vt [AKMMS10, Theorem 3.6]). Olgu X Banachi ruum ning Z

tema kinnine alamruum. Kui Z ja X/Z on LVM-ruumid, siis X on LV M -ruum.

Toestus. Tahistame Y := X/Z ja faktorkujutust ¢: X — Y. Lemma 3.11 pohjal
piisab néidata, et mis tahes lahtine kumer tokestatud hulk A on LVM-hulk. Kuna
ruumid Y ja Z separaablid ja separaablus on kolme-ruumi omadus (vt néide 3.10),
siis X on separaabel. Jarelikult, lemma 2.6 ja lause 2.9 abil piisab niidata, et
iga a € A korral leidub jada {V,;: n € N} hulga A suhteliselt norgalt lahtistest
hulkadest nii, et kui B C A ja B loikab iga hulka V},, kehtib a € conv(B).

Fikseerime lahtise kumera tokestatud hulga A C X ning a € A. Téhistame
A, :={x € A: q(x) = q(a)}. Suvalise x € A, korral vordus ¢(a) = ¢(x) tdhendab,
eta+Z=x+ 27 ehk v —a e Z. Teisisonu, A, = (Z +a) N A.

Defineerime selle abil hulgad

Uy ={r—aecZ:x€ A} C Z

Pole raske niha, et A, on lahtine, kumer ja tokestatud hulk. Seega ka U, on lahtine,
kumer ja tokestatud hulk.

Eelduste pohjal Z on LVM-ruum, millest omakorda saame, et U, on LVM-hulk.
Jarelikult leidub hulka U, misrav viilude jada {S, : n € N}, kus S, = S(U,, 2%, o),
zr € Sz« ja ay, > 0. Teoreemi 1.19 tottu teame, et iga n € N korral leidub funktsio-
naali 2z jatk 7 nii, et ¥ € Sx+. Moodustame nende abil viilud S,, = S(A,, ), o).
Néitame, et viilude jada {S,,: n € N} méérab hulka A,.

Fikseerime jada {z,: n € N} nii, et z,, € S, C A, iga n € N korral. See
tdhendab, et z,, € A ja z, = z, + a, kus z, € U,. Et z, € S, siis

i (x,) = ) (2, +a) > sup x(b) — a,
beA,

millest omakorda saame, kasutades operaatori x; lineaarsust ning teadmist, et z;,

on funktsionaali 2 jatk,

2r(zn) + 2 (a) > supz;(z) + ) (a) — ap.
zeU,
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Jarelikult,

2(z) > sup2i(2) — .
ZEUa

ehk 2, € S,,. Kuna viilude jada {S’n n € N} on hulka U, méérav, siis kehtib
U, Cconv({z,: n €N, z, € Sn}) (3.1)

Néitame, et A, C conv({z,: n € N, z,, € S,}. Olgu b € A, jae > 0. Siisbe A
ja b= z+ a, kus z € U,. Viimasest jareldub, et b —a = z € U,. Sisalduvuse (3.1)
tottu iga € > 0 korral leidub kumer kombinatsioon | A;z;, kus Ay, ..., A, >0,
Yoy A =1 nii, et

<e.

n
z — E )\izi
=1

Niiiid paneme téhele, et

n
=1

= b—a—i)\i(:nn—a)
i=1

i=1

mis tdhendabki, et b € conv({z,: n € N,x, € S, }).
Oleme néidanud, et leidub hulka A, médrav viilude jada {S,: n € N}. Olgu
{S,: n € N} nende viilude laiendused hulgale A, st S, = S, (A, z*, a).

) n’

b—a—il)\liﬂn‘i‘il)\la

<eg,

Vaatleme niiiid iga n € N korral kumerat tokestatud hulka ¢(S,,) C Y. Paneme
tihele, et S, on lahtine, sest A on lahtine ja S, = W, N A, kus W,, on norgalt
lahtine. Et faktorkujutus on siirjektiivne, siis teoreemi 1.22 abil saame, et ka ¢(S,,)
on lahtine.

Uhtlasi, kuna Y on LVM-ruum, siis ¢(S,) on LVM-hulk, st leidub hulka ¢(S,,)
méadrav viilude jada {S,,,: m € N}. Olgu V,,,,, := SN ¢ (Snm) iga n,m € N
korral. Siis V;,,, C A on suhteliselt norgalt lahtine, sest nii gn kui ka qil(Snym) on
hulga A suhteliselt norgalt lahtised alamhulgad.

Viimaks néditame, et A on LVM-hulk. Fikseerime kumera B C A, mille korral

BNV,m #0igan,meN (vt lemma 2.2). Piisab néidata, et a € conv(B).

35



Olgu € > 0 suvaline ning B. := {z € A: dist(z, B) < €}. On selge, et B. on
lahtine ja kumer ning l6ikab koéiki hulki V/, ,,.

Paneme téahele, et fikseeritud n € N korral
B.NV,m=B.NS,Ng S, m)#0,

millest saame, et

q(B-N'S,) N Spm # 0.

Teame, et viilud {S,,,: m € N} méiravad hulka ¢(S,) ja ¢(B. N'S,) C ¢(S,),
seega
conv(q(B.N S,)) = q(B- N Sy) D q(Sy).

Mirkame, et B. N S, on lahtine ja kumer. Kuna faktorkujutus on lineaarne ja
lahtine, siis on ka hulk ¢(B. N S,) lahtine ja kumer. Jérelikult hulga ¢(B. N S,)
sisemus iihtib hulgaga q(B. N S,). Veelgi enam, kuna ¢(S,) on lahtine, siis

a(B-05) = (BN 50) > (a(5)° = a(Sh) > q(Sh).

Paneme téhele, et viil S, on A, alamhulk, st kui = € S, siis kehtib ¢(x) = ¢(a),
millest saame, et ¢(S,) = {g(a)}. Seega q(a) € ¢(B-NS,), ehk leidub z, € B.NS,
nii, et ¢(z,) = ¢(a), mistottu kehtib ka z,, € B. N S,. Kuna iga n € N korral
x, € Sy javiilud {S,: n € N} méairavad hulka A,, siis

A, Cc conv({z,: n € N}) C conv(B.) = B.

[0}

Oleme saanud, et A, C B, iga € > 0 korral, millest jéreldub, et B D A, 3 a, mida

oligi tarvis toestada. [l
Teoreemist 3.12 jéreldub kergesti jargmine LVM-ruumide stabiilsustulemus.

Jareldus 3.13. Olgu X ja Y LVM-ruumid. Siis otsesumma X &y Y on LVM-

ruum.

Toestus. Olgu X ja Y LVM-ruumid. Paneme tihele, et X (vastavalt Y) on iso-
meetriliselt isomorfne ruumiga X @&y {0} (vastavalt {0} @y Y). Teoreemi 3.12
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rakendamiseks piisab meil méirkuse 3.2 pohjal ndidata, et (X @&y Y)/(X @y {0})

on isomeetriliselt isomorfne ruumiga {0} @y Y. Defineerime
T:(XonY) > (z,y) = (0y) € {0} ©nY).

Paneme tidhele, et T on pealekujutus ja ker(7) = X @y {0}, millest saame,
et (X @®nY)/(X @y {0}) isomeetriliselt isomorfne ruumiga {0} @&y Y (vt teo-
reem 1.25). O
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