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Sissejuhatus

Kéesolev t06 on jatkuks autori klassikalise ekstremaalviédrtuste teooria moningaid aspek-
te tutvustavale semestritoole |4]. Sedakorda on vaatluse all ekstremaalvdértuste teooria
teine oluline haru klassikalise suuna korval — lavendimudelid (threshold models), mille ka-
sutamise pioneerideks olid hiidroloogid. Lavendimudelite teooria valdkonnas kesksel kohal

oleva iildistatud Pareto jaotuse formuleeris 1975. aastal James Pickands [5].

Bakalureuset6ds selgitab autor tdpsemalt motivatsiooni lavendimudelite kasutuselevotuks.
Vaadeldakse mitmeid valdkonna olulisemaid tulemusi, mida autor omalt poolt nididetega
taiendab. TG0 teises pooles kisitletakse lavendimudeli kasutamist reaalsete vaatlusand-
mete korral. Autori tdiendavaks panuseks lisaks erinevatest allikatest péarit faktide kok-
kuviimisele ja moningate tulemuste toestamisele on erinevate programmide kirjutamine,

mis voimaldavad mudelite kasutamist.

T66 kirjutamiseks on kasutatud tekstitodtlusprogrammi MiKTeX. Programmid on koos-
tatud statistikapaketi R abil.

Kasutatud allikatele on t66s viidatud nurksulgude abil. Esimene pool néitab allika numb-
rit t60 lopus asuvas kirjanduse loetelus ja teine pool lehekiilge voi lehekiilgi, kus viidatud

faktist juttu on.

Autor tdnab vdartpaberituru ettevotteid Tallinna Bors ja Eesti VAartpaberikeskus t66s
kasutatud Hansapanga aktsia hindu puudutavate andmete kasutamise loa ja professor Ka-
lev Pérnat arvukate paranduste ja tdienduste ning mitmete t66 struktuuri puudutavate

ideede eest.


http://www.miktex.org/
http://www.r-project.org/
http://www.ee.omxgroup.com/
http://www.e-register.ee/

1. Lavendimudelite kasutamise otstarve

Enne ldvendimudelite teooriasse siivenemist on paslik selgitada valdkonna seost klas-
sikalise ekstremaalvadrtuste teooriaga. Klassikalist ekstremaalvadrtuste teooria ldhene-
mist (classical extreme value approach) tahistataksegi sageli lihendi EVT (extreme value
theory) abil, samas kui livendimudelitel pohinev suund on tuntud kui POT ldhenemine

(peaks-over-threshold approach).

1.1. Sarnasused klassikalise ekstremaalviairtuste teooriaga

Ekstremaalvaartuste teooria rakendamisel on soltumata valdkonnast enamasti iiks ees-
mark: hinnata riski. Lisaks samale pohieesmérgile on molema lahenemise puhul kesksel
kohal iiks jaotuste klass. Kui klassikalise ekstremaalvéirtuste teooria puhul on selleks iil-
distatud ekstremaalviirtuste jaotus (generalized extreme value distribution ehk GEVD)
siis lavendimudelite korral omab keskset rolli iildistatud Pareto jaotus (generalized Pare-
to distribution ehk GPD). Kehtima jadb ka pohimdte, et kui huvi pakuvad minimaalsed
viartused, siis tuleb ldhtuda vastandméirgiga vaatlustest ning seejirel rakendada neile
maksimaalsetele viiirtustele moeldud mudelit. Uleminek leidis tidpsemat kiisitlemist se-

mestritoos [4: 7).

1.2. Erinevused klassikalisest ekstremaalvaartuste teooriast

Klassikalisest ekstremaalvadrtuste teooria alusest — Fisher-Tippeti teoreemist — vahetult
tulenev mudel voimaldab modelleerida suure valimi blokimaksimumi voi -miinimumi. Se-
mestritoos liabi viidud simuleerimiskatsed néitasid, et asiimptootika hakkab hésti t66le
juba siis, kui blokis on orienteeruvalt 20 vaatlust [4: 15-21]. Ometi tdhendab see, et suur
osa andmetest voib jadda kasutamata. Lavendimudelite kontseptsioon seisneb nivoo fiksee-
rimises ning ekstremaalseteks loetakse koik vaatlused, mis antud taset tiletavad (kui tegu
on minimaalseid vaartusi modelleeriva juhuga, siis vaatlused, mis on allpool fikseeritud
nivood). Selline ldhenemine voimaldab sageli andmeid efektiivsemalt kasutada — bloki-
ekstreemumit modelleeriva mudeli korral heidetakse korvale koik teised blokki kuuluvad
vaatlused peale ekstremaalse, olgugi et ka variatsioonreas blokimaksimumi voi -miinimumi
korval paiknev vaatlus voib olla suurem (voi vdiksem kui uuritakse minimaalseid vidrtusi)
koikide teiste blokkide ekstremaalsetest viartustest. Selle viite illustreerimiseks vaatleme

jirgmist néidet.



Naide 1.1 Joonisel 1.1 on néha, et 2005. aasta méartsikuus oli borsil kaks kauplemispée-
va, mil Hansapanga aktsia hind tugevalt tousis. Suuri hinnalanguseid ei esinenud. Kui
huvi pakuksid ekstremaalsed aktsiahinna kasvud, siis POT-mudeli korral loetaks ekstre-
maalseks nii 16. kui ka 22. martsi aktsia sulgemishinna muutus, samas kui EVT-mudelis

kasutataks vaid 22. méartsi vaatlust kui bloki suurimat elementi.
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Joonis 1.1 Hansapanga aktsia sulgemishinna muutused maértsis 2005. Viikeaktsionari-

dele tehtud iilevotupakkumine tingis aktsia hinna muutumatuse kuu Iopus.

EVT mudeli abil saame vastuse kiisimusele: kui toendone on, et antud ajavahemiku jooksul
ei esine mingist teatud nivoost suuremat (viiksemat) vaatlust. POT mudel aga voimal-

dab leida lahenduse probleemile: kui kriitiline tase tiletatakse (ja seda voib bloki suurusele



vastava ajavahemiku jooksul kindlasti toimuda mitu korda), siis milline on sellise lavendit
iiletava vadrtuse keskmine, aga ka koikidele teistele nivood iiletavate vadrtuste jaotusega

seonduvatele kisimustele.

Kui veepiirile rajatud kaitsetammi iiletab aasta korgeim veetase kaduvviikese toendo-
susega, siis ei ole eriti oluline, kui korge see iileujutust pohjustav veetase keskmiselt on.
Samas ei ole niiteks investoril eriti huvitav teada, et on vaid iiks voimalus sajast, et
tema portfelli kuuluv aktsia kaotab kuu suurimal languspédeval enam kui 3% oma viértu-
sest. Hoopis huvipakkuvam oleks teada, kas péeval, mil aktsia kaotab enam kui 2% oma
vaartusest, on keskmiseks languseks 3% voi hoopis 5%. Kokkuvotvalt voibki mérkida, et
vajadus lavendimudeli jarele on tingitud asjaolust, et sageli on mingi protsessi vaatlemisel
oluline hinnata iga ekstremaalse viirtuse jaotust, mitte piirduda vaid teatud ajaperioodi

suurima voi vihima vadrtuse jaotusega.



2. Lavendit iiletavate valimi viartuste jaotus

Kogu peatiikis vaatleme téendosusruumi (2,F,P), kus X;, Xs,... on séltumatud sama
jaotusega mittekonstantsed juhuslikud suurused jaotusfunktsiooniga F'(z) = P{X; < x}.
Jaotusfunktsiooni tdiendfunktsiooni tihistab F(x) = 1 — F(x).

2.1. Lavendit ililetavate teadaoleva jaotusega vaatluste jaotus

Tundub moistlik lugeda ekstremaalseteks need viartused X;, mis iiletavad mingit korget
nivood u. Meile pakub huvi nende ekstremaalsete vaédrtuste jaotus, mida aga kirjeldab
Vo > 0 korral jargmine tinglik toendosus

P{X;>u+zX;,>u} P{X;>u+z} Flu+uz)

P{X; > u} - P{X;>u} Flu)  (2:1)

P{X;>u+z| X; >u} =

mis oma olemuselt on ldvendit iiletavate valimi elementide, mis on kohandatud nivoo u
lahutamise abil, jaotusfunktsiooni tidiendfunktsioon. Teades koigi valimi elementide jao-

tusfunktsiooni I, oleks vahetult leitav ka ldvendit iiletavate vidrtuste jaotus.

Niide 2.1 Semestritdos veendusime, et samade parameetritega Pareto jaotusest périne-
vate soltumatute valimielementide sobivalt normeeritud valimimaksimumi piirjaotuseks
on Frechet’ ekstremaalviirtuste jaotus [4: 16|. Vaatleme niiiid lavendit u {iletavate soltu-
matute valimi elementide X; jaotust. Pareto jaotusega juhusliku suuruse jaotusfunktsiooni
tiiendfunktsioon on kujul F(x) = (z/k)™%, kus & > 0 ja a > 0 on jaotuse parameetrid
ning x > k. Vastavalt vordusele (2.1) saame, et ldvendit iiletavate vaatluste X;, mida on

vihendatud nivoo vaértuse vorra, jaotusfunktsiooni tdiendfunktsioon avaldub

P{X; —u> x| Xi>u}:%: (1+§>_a, (2.2)

kusu > k jaxz > 0.

g

Niide 2.2 Semestritoos niitasime, et samade parameetritega eksponentjaotusest pari-
nevate soltumatute valimielementide sobivalt normeeritud valimimaksimumi piirjaotuseks

on Gumbeli ekstremaalviidrtuste jaotus [4: 18-19]. Arvestades, et F'(z) = e kus A > 0



ja x > 0, siis saame (2.1) abil, et u > 0 korral kehtib

ef)\-(u+x)
P{X;,—u>m| X;>ul=——— =", (2.3)

e—Au
kus x > 0. Ndeme, et lavendit u iiletavate vidrtuste jaotus on sama, mis esialgne jaotus.

Seetottu nimetatakse eksponentjaotust méluta jaotuseks.

i

Niide 2.3 Semestritoos nigime, et samade parameetritega iihtlasest jaotusest parineva-
te soltumatute valimielementide sobivalt normeeritud valimimaksimumi piirjaotuseks on
Weibulli ekstremaalvéiértuste jaotus [4: 20]. Loigul [k, (] antud iihtlase jaotuse korral on
F(x)=(—x)/(l - k), kus k < z < [, seetottu saame seost (2.1) kasutades

—(u+z) -k x

I~k —u TuT

l
P{X;—u>z| X; >u} = : (2.4)

kusk<u<ljal0<z<l—u.

g

Naiide 2.4 Semestritéos on dra toodud tarvilik ja piisav tingimus normeeritud valimi-
maksimumi piirjaotuse leidumiseks. Osutus, et see tingimus ei ole tdidetud Poissoni jao-
tusest valimi korral [4: 13-14]. Samas ei ole mingit takistust leidmaks lavendit u iiletavate
vadrtuste jaotust. Kuivord P{X; = k} = e - A*/k! kus A > 0 ja k € {0,1,2,...} siis
saame seost (2.1) kasutades, et iga mittenegatiivse téisarvulise u ja naturaalarvulise x
korral kehtib

P{XZ > u+z+ 1} - Ziiquerl e_A ’ )‘r/r!

P{X;—u>z| X; >u} =

P{X;zu+1} Y2 e /7! 25)
_ Ziu-ﬁ-z—&-l AT 7] _q_ Zfiffﬂ AT !
Z:iiﬁ»l )\Tiu/r! Z:O:u+1 )\Tiu/r!

Avaldise (2.5) kasutamine on kiill arvutuslikult méneti keerukam seostest (2.2), (2.3) ja
(2.4), ent ometi on Poissoni jaotusest périt valimi korral voimalik leida lavendit iiletavate
vadrtuste jaotusfunktsioon. Seega ei ole tarvilik jaotuse F' kuulumine Frechet’, Gumbeli
voi Weibulli tombepiirkonda selleks, et oleks leitav antud jaotusest F' parit ja lavendit u
iiletavate vadrtuste jaotus. Jirgnevalt ndeme aga, et jaotuse kuulumine mingi ekstremaal-

viartuste jaotuse tombepiirkonda pakub moningaid lisavoimalusi.



2.2. Uldistatud Pareto jaotus

Toome niiiid formaalselt sisse ldvendimudelite teoorias kesksel kohal oleva jaotuse.

Definitsioon 2.1 Juhusliku suuruse X jaotust nimetatakse {ildistatud Pareto jaotuseks

kui X jaotusfunktsioonil on kuju

. —1/e
1—(1—1—2) , €#0,
o
G(a) = §
1—exp(—7>, e=0,
o

kusx >0, >0jal+e-z/6 >0.

Leides jaotusfunktsiooni tuletise, saame iildistatud Pareto jaotuse tihedusfunktsiooni:

(1 . —(14¢)/e
7<1+€Tx) , <0, 0<z<—0d/e,
o o
1 cx\ —(+e)/e
7<1+5+T) L e>0, x>0,
glx) =49 7 4
1 T
:-exp(—7>, e=0, x>0,
o o
0, mujal.

Joonistel 2.1 ja 2.2 on graafiliselt kujutatud {ildistatud Pareto jaotuse tihedusfunktsioon
parameetrite erinevate vadrtuste korral. Analoogiliselt iildistatud ekstremaalviartuste jao-
tusega on ildistatud Pareto jaotus tokestatud negatiivse ¢ korral. On niha, et parameetri
¢ kasvades muutub jaotuse parempoolne saba jirjest raskemaks. Jargnevalt leiame iildis-
tatud Pareto jaotuse keskviartuse ja veendume, et kui € > 1, siis on jaotuse parempoolne

saba sedavord raske, et keskvaartus ei ole enam loplik.

Vaatleme esmalt olukorda, kus ¢ < 0. Sellisel juhul saame tihedusfunktsioonist ldhtu-

des ja ositi integreerimise valemi ning seejarel muutuja vahetuse abil

—G/e . —(14¢)/e . —1/e —&/e —G/e . —1/e
mx=[ L (1) a1 ) e [T () e

0 0-\ g ., g 0 0 o

~—~ ~- ——

dv Y

~ 0 ~
—0+0+ 7 [Ty ey = (y<sl>/e)
e )y e—1

0 ~ ~

1
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Joonis 2.1 Uldistatud Pareto jaotuse tihedusfunktsioon erinevate e < 0 véértuste korral

kuic=1.

1.0

0.8

f(x)
0.6

0.4

0.2

0.0

Joonis 2.2 Uldistatud Pareto jaotuse tihedusfunktsioon erinevate ¢ > 0 védrtuste korral

kuic=1.

Kui ¢ = 0, siis tunneme dra eksponentjaotuse tiheduse parameetriga 1/&. Sellise jao-

tuse keskviirtus on aga o.
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Vaatleme niilid situatsiooni, kus € > 0. Muutuja vahetuse abil saame

—(1+¢)/e ~ o) ~ fo%)
e o o
EX / <]. + _> dI’ = —62 / (y — 1) . y_(1+5)/€dy = —62 / y_1/5+
1 1

[e.e] ~ ~
o [T 4. O
. € £

Kui 0 < € < 1, siis on integraali védrtuseks ¢/1 — ¢ ja keskvéértuseks seega /(1 — ¢).

g
+ = y—l/a
g

Kui € > 1, siis on integraali vidrtus lopmata suur, seega on lopmatu ka keskvidrtus.

Kokkuvottes oleme toestanud lemma:

Lemma 2.1 Uldistatud Pareto jaotuse, mille parameetrid on & ja e, keskvéidrtus avaldub

EX:{&/(l—e), <1,

00, e > 1.

2.3. Lavendit iiletavate valimi viartuste piirjaotus

Osutub, et kui jaotus F' kuulub iihe ekstremaalviértuste jaotuse tombepiirkonda (st nor-
meeritud valimimaksimumi piirjaotuseks on iildistatud ekstremaalviifirtuste jaotus) ja piir-
jaotuse parameeter on teada, siis on kergesti leitav ka ldvendit u iiletavate valimiviartuste

ligikaudne jaotus. Nimelt kehtib

Teoreem 2.1 Olgu {X,,} soltumatute sama jaotusega F juhuslike suuruste jada ja M, =
max{Xy,..., X, }. Leidugu normeerimiskonstandid c, > 0, d, € R ja mittekonstantne
Juhuslik suurus Y nii, et (M, —d,)/cn L.y ehk

lim P{C— <yp=H(y).

n—oo n

Kui juhusliku suuruse Y jaotusfunktsioon on kujul
Hy) = exp [~ (1+2-9)].

kus € # 0 on piirjaotuse parameeter, siis kehtib

1/e
lim P{X — (¢, y+d,) >cp x| X >cp- y—i—d}—(l—kT) , (2.6)

n—oo

11



kus y on selline, et H(y) >0, x >0ja1l+¢e-x/6d >0 ning s =1+ ¢ -y. Kui juhusliku

suuruse Y jaotusfunktsioon on kujul

H(y) = exp[—exp(—y)],
suis kehitib

lim P{X — (¢, - y+dy) >cn-x|X >c, - y+d,} =exp(—z), (2.7)

n—o0o

kus x > 0.

Toestus. Vaatleme alguses olukorda, kus H(y) = exp |— (1 +¢- y)_l/e]. On selge, et

tdnu soltumatusele kehtib
P{M, <y} =P{X1<vy,..., X, <y} =F"(y),
seega teoreemi eelduste kehtides kehtib ka

Hm F™(cn -y +dy) = exp |— (142 -y) 7] . (2.8)
Saadud seosest jireldub, et kui H(y) > 0, siis F(c, -y + d,) —— 1, sest kui viimane
piirvadrtus oleks iihest viiksem, siis oleks piirvéiértus seoses (2.8) vordne nulliga. Samuti
ei ole voimalik, et jada F(c, - y + d,,) ei koondu, sest siis piirviédrtus (2.8) ei eksisteeriks

voi oleks vordne nulliga. Seega peab kehtima F'(c, -y + d,,) —— 1. Logaritmime seose

(2.8) molemaid pooli ja saame

lm n-InFle, - y+dy)=—1+e-y) /5. (2.9)

n—oo

Kirjutame vélja Taylori valemi 2 esimest liiget funktsiooni Iny jaoks punktis y = 1 ja
saame
Inzx=Inl+(z—1)+r,(x),

kus rp(z) = —(x —1)2-&2/2 jax < £ < 1. Seega on x — 1 ja Inx protsessis z — 1
asiimptootiliselt ekvivalentsed. Eeldame niiiid, et H(y) > 0. Seosest (2.8) tehtud jarelduse

tottu saame tilatoodu pohjal anda seosele (2.9) kuju

lim n[F(c, - y+dy) —1]=—(1+e-y)"°,

n—oo

12



ehk siis
lim n-Fle,-y+dy) = (1+¢-y) ¢,

n—oo

Analoogiliselt saame, et x > 0 korral

lim n- Fley(y +2) +dy) = [1 +e(y +2)] 7.

n—oo

Seega kehtib

fy Flenly +2) +d] _ [L+e(y+a)]7'° (1+—€.x )1/5
n—oo (¢, -y +dy) [1+e-y]-Ve l+e-y ’

kus paremal pool tunneme &ra iildistatud Pareto jaotuse jaotusfunktsiooni taiendfunkt-

siooni. Antud juhul 6 = 1+ ¢ - y. Seost (2.1) arvestades oleme saanud

. —1/e
lirnP{X—(cn-y—l-dn)>cn-x]X>cn-y+dn}:(1—1—2) .
ol

n—oo

Kui H(y) = exp|— exp(—y)] ja x > 0, siis saame analoogiliselt esimese osaga, et

i Flep(y + ) + dy) _ exp[—(z + y)]
noo F(cp -y + dp) exp(—y)

= exp(—1).

Tunneme &ra iildistatud Pareto jaotuse jaotusfunktsiooni tdiendfunktsiooni, kus € = 0 ja
o = 1. Seost (2.1) arvestades oleme toestanud, et

lim P{X — (cp -y +dn) > o 2| X > ¢y +dn} = exp(—1).

n—o0

Teoreemi alternatiivne piirkuju on dra toodud [3: 158-160].

Mairkus. Eelduse kohaselt on teoreemis 2.1 normeerimiskonstandid valitud nii, et nor-
meeritud valimimaksimum koondub iildistatud ekstremaalvidrtuste jaotuseks, mille pa-
rameetrid = 0 ja 0 = 1. Taoline eeldus pole siiski kitsendav. Tapsemalt, olgu meil teada
iiks teine normeerimiskonstantide komplekt ¢, ja d,, mille kasutamise korral koondub
valimimaksimum iildistatud ekstremaalvidédrtuste jaotuseks teistsuguste parameetritega p
ja o. Siis on selge, et normeerimiskonstandid ¢ = o - ¢, ja d} = d,, + p - ¢, rahuldavad

juba teoreemi 2.1 eeldusi.

Margime, et teoreemi 2.1 praktilisel rakendamisel on ldvend wu, mille rolli toestatud teoree-

13



mis méngib ¢, -y +d,, vaja valida piisavalt suur, et {ildistatud Pareto jaotuse kasutamine
lahendina oleks otstarbekas. Liiga madala ldvendi korral on F'(u) tihest selgelt viaiksem ja

Taylori valemi jadkliige pole enam nullilihedane.

Niide 2.5 Semestritdos leidsime piirjaotuseks koondumise tagavad normeerimiskonstan-
did Pareto jaotusest pirit soltumatute vaatluste valimimaksimumile: ¢, = k- n'/® ja
d, = 0 [4: 16]. Koondumine toimub iildistatud ekstremaalviiiirtuste jaotuseks parameet-
ritega p = 1, 0 = 1/a ja ¢ = 1/a. Eelneva mirkuse pohjal voime kasutada normeerimis-
konstante ¢t = k-n'/%/a ja d* = k-n'/* mis tagavad koondumise iildistatud ekstremaal-
vidrtuste jaotuseks parameetritega p = 0, 0 = 1 ja € = 1/a. Teoreemist 2.1 (seos (2.6))

saame n fikseerimisel

PLX > (k-n'/*fa) -y ko n o (bl fa) -2l X > (b-nl/*fa) -y + ko)

~ (1 1 f—/;/a>a

ehk

PAX>u+2X >upa (142) 7 (2.10)
Uu

kus u = (k-n'%/a)-y+k-n"*ja z = (k-n'%/a) - z. Samal ajal teame niite 2.1 pohjal,
et (2.10) kehtib tidpse vordusena. Seega kehtib Pareto jaotuse korral (2.6), soltumata n

vaartusest.

g

Naiide 2.6 Semestritdos leidsime piirjaotuseks koondumise tagavad normeerimiskonstan-
did eksponentjaotusest périt soltumatute vaatluste valimimaksimumile: ¢, = 1/A ja d,, =
Inn/A [4: 19]. Fikseerides n saame teoreemist 2.1 (seos (2.6))

P{X > {/N)-y+Inn/XA+ (1/A)-z|X > (1/A\) -y +Inn/A} =~ exp(—x)
ehk
P{X >u+z2|X >u} ~exp(—A-2), (2.11)

kus u = (1/A)-y+Inn/Xja z = (1/X)-z. Samas néite 2.2 pohjal on (2.11) tdpne tulemus.

Jarelikult kehtib eksponentjaotuse korral (2.6), soltumata n vidrtusest.

g

Naiide 2.7 Semestritdos leidsime piirjaotuseks koondumise tagavad normeerimiskonstan-

did eksponentjaotusest périt soltumatute vaatluste valimimaksimumile: ¢, = (I — k)/n ja
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d,, = [ [4:20]. Koondumine toimub iildistatud ekstremaalviirtuste jaotuseks parameetrite-
gapu = —1,0 =1jaec = —1. Eelneva markus pohjal voime kasutada normeerimiskonstante
ct=(—-k)/njad =1—(l—k)/n, mis tagavad koondumise iildistatud ekstremaalvéar-
tuste jaotuseks parameetritega ;1 = 0, 0 = 1 ja ¢ = —1. Teoreemist 2.1 (seos (2.6)) saame

n fikseerimisel

P{X>[(l—=k)/n]-y+1l—(0—Fk)/n+[l—Fk)/n] - z|X>[l—-k)/n] - y+1—(1—k)/n}~

X

~1
+y—1

ehk

PIX>u+2X>u}~1+— (2.12)

w—1
kus u = [({—k)/n]-y+1—(l—k)/njaz=[(l—k)/n] z. Teame niite 2.3 pohjal, et (2.12)

on tdpne tulemus. Seega kehtib iihtlase jaotuse korral (2.6), soltumata n viirtusest.
0

Praktikas on teoreemi 2.1 téhtsus ka asjaolus, et teades normeeritud valimimaksimumi
piirjaotuse parameetrit ¢, on vahetult leitavad ka iildistatud Pareto jaotuse parameet-
rid lavendit iiletavate viartuste jaotuse jaoks. Seega ei ole blokimaksimumi modelleeriva
jaotuse ja ldvendi iiletamist modelleeriva jaotuse jaoks vaja mitut korda parameetreid

hinnata.

Voime liikuda ka vastupidises suunas. Olgu teada, et jaotus F' kuulub mingi ekstremaal-
vidrtuste jaotuse tombepiirkonda ja olgu meil teada antud jaotusest F' périt lavendit
iiletavate vaartuste jaotus. Siis on normeeritud valimimaksimumi piirjaotus samuti teada,

sest selle parameetri € vaartus on sama, mis vastaval lavendit iiletavate vaartuste jaotusel.

Lemmas 2.1 saadud tulemuse pohjal voime veel mainida, et kui soltumatute vaatlustega
valim on voetud jaotusest, mis kuulub Frechet’ ekstremaalviddrtuste jaotuse tombepiir-
konda, kusjuures piirjaotuse parameeter £ > 1, siis korget ldvendit « iiletavad vidrtused,

millest on ldvendi vaartus maha lahutatud, on keskmiselt Iopmatult suured.

2.4. Lavendit iiletavate vaartuste esinemissagedus

Teades ldvendit iiletavate viartuste jaotust, tekib loomulik kiisimus, kui tihti selliseid
vaatluseid esineb. Iga X; korral voime vaadelda Bernoulli jaotusega juhuslikku suurust

Itx;>u), mille keskvidrtus véljendabki ldvendit iiletava vidrtuse esinemistoendosust. Se-
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da suurust voib vaadelda kui iiht tdiendavat parameetrit p, mida on tarvis valimi pohjal
hinnata. Lavendit iiletavate vaatluste arv seerias pikkusega n on seega binoomjaotusega
parameetritega n ja p. Poissoni piirteoreemi pohjal saame seda jaotust pika seeria korral

ldhendada Poissoni jaotusega parameetriga A\ eeldusel, et n - p, — A

Soltumatute vaatluste seerias kirjeldab esimese ekstremaalse vadrtuse tuleku toendosust

geomeetriline jaotus parameetriga p.

Nii peame hindama kokku nelja suurust: sobiva ldvendi u viartust, valitud ldvendi iileta-

mise toendosust p ja lavendit iiletavate vdédrtuste jaotuse parameetreid o ja €.

16



3. Lavendimudeli kasutamine

Vaatleme jillegi toendosusruumi (2,F,P), kus Xi,..., X, on soltumatud sama jaotusega
mittekonstantsed juhuslikud suurused jaotusfunktsiooniga F'(z) = P{X; < z}. Olgu meil
teada, et antud andmete korral on voimalik mingit korget lavendit u iiletavate viartuste
jaotust {ildistatud Pareto jaotuse abil modelleerida. See teadmine {iksi ei anna aga vastust
kiisimustele, mis puudutavad sobiva lavendi u leidmise pohimotteid, mudeli parameetrite

hindamist ja ka mudeli tolgendamist.

3.1. Lavendi valik

Teoreem 2.1 ei iitle, kui suur peaks lavend u olema. On vaid teada, et iildistatud Pareto
jaotus on modelleerimiseks kasutatav u suure viadrtuse korral. Néidetes 2.5, 2.6 ja 2.7 aga

nigime, et teoreem 2.1 annab meile tipse tulemuse, soltumata lavendi valikust.

Niide 3.1 Vaatleme piirjaotuseks koondumise kiirust standardsest normaaljaotusest pa-
rit ekstremaalviartuste puhul. On teada, et normaaljaotusega juhuslikud suurused kuulu-
vad Gumbeli ekstremaalvairtuste jaotuse tombepiirkonda, seega peab teoreemi 2.1 koha-
selt lavendit iiletavate vidrtuste jaotus olema GPD, mille parameeter ¢ = 0. Rakendame
I’'Hospitali reeglit suhtele = - ®(z)/¢(x) protsessis x — oo, kus ®(x) on standardse nor-
maaljaotuse jaotusfunktsiooni tdiendfunktsioon ja p(z) tihedusfunktsioon. Kasutades, et
o' (z) = —x - p(x), saame
B(x) () g

li =1 =lim —— =1
v p(@) [z e f(@)[z — (@) /e e a4 1

Seega voime kirjutada [6: 12]

() . -1 _ 2 2
lim—(u_+ 2/u) =lim plutz/u) - u =lim {(1 + %) - exp (utz/u) +u
U

AT ) ek o) (o) 2
, Zz\~! 22 .
:u,lLIEo {(14—@) - exp (_Z_Q_uZ)] =e "
Kui vétame x = z/u, siis oleme saanud
[
lim M =e "7 (3.1)

milles tunneme dra GPD jaotusfunktsiooni tdiendfunktsiooni, kus 6 = 1/u.
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Joonis 3.1 Uldistatud Pareto jaotuse lihendi koondumine normaaljaotusest périt liven-
dit iiletavate vidrtuste jaotusfunktsiooniks erinevate lavendi vadrtuste korral: a) u = 1,
b)u=2,c)u=3jad) u=4.

Jooniselt 3.1 on nidha, et koondumine on iipris aeglane — alles livendi v = 3 korral saavuta-
takse rahuldav lihend, kus suhteline viga jiib alla 10% piiri. Kuivord aga ®(3) = 0.00134
ehk keskmiselt 13 vaatlust 10 000 soltumatust standardsest normaaljaotusest parit vali-
mielemendist iiletab ldvendit v = 3, siis on vaja hiiglaslikku valimimahtu, et GPD oleks

lavendit iiletavatele vaartustele sobitatav.

18



Uldjuhul ei ole meil andmed teadaolevast jaotusest ja siis ei ole analiiiitilised tulemused
leitavad. On selge, et kui seame ldavendi u viga korgele, siis ei ole eriti palju vaatlusi,
mis ldvendit tiletaksid ja siis on tagajirjeks mudeli parameetrite viga laiad usalduspiirid.
Teisalt, kui lavend v on liiga madal, siis ei ole teoreemi 2.1 eeldused tdidetud ja me ei
tohiks lavendit iiletavate vadrtuste jaotust iildistatud Pareto jaotusega modelleerida. See-

ga oleks vaja leida sedavord viike u vadrtus, mis tagaks juba astimptootika normaalse t50.

On niaidatud, et kui samast jaotusest périt soltumatute vaatluste normeerimata valimi-
maksimumi ligikaudne jaotus on iildistatud ekstremaalvidrtuste jaotus parameetritega p,
o ja ¢, siis on lavendit u iiletavate vidrtuste ligikaudne jaotus iildistatud Pareto jaotus
parameetritega & = o + e(u — u) ja e [1: 76-77]. Seega muutub ldvendi muutmisel ka &
vadrtus. Olgu o, iildistatud Pareto jaotuse parameetri vaartus ldvendi v korral. Eeldades,

et € < 1, teame lemma 2.1 pohjal, et

Tu ot+elu—p) o—c-u £
E(Xi—u]Xi>u)%l_€: - =4 +u~1_€. (3.2)
————
const

Saadud vorduse parem pool on u lineaarne funktsioon, seose vasak pool aga livendit u
iiletavate vadrtuste, millest on u maha lahutatud, keskvairtus. Seega on iildistatud Pareto
jaotus lahendina kasutatav alates ldvendi vadrtusest ug, kui lavendit iiletavate vaartuste
keskmise graafik on ligikaudu sirge u > wug korral. Praktikas kasutatakse moistagi lavendit

iiletavate vaartuste valimikeskmist. Graafikul esitatakse punktid

{ <u, niu Z(CE(L) - u)) cu < max{zy,... ,xn}} ,

=1

kus n, on lavendit v iiletavate valimi vaartuste arv ja x(; on ¢-s lavendit v iiletav valimi
vaatlus. Tekkivat graafikut nimetatakse keskmise jadkeluea graafikuks (mean residual li-
fe plot). Selline nimetus tuleneb livendimudelite kasutamisest siisteemide vastupidavuse
modelleerimisel, kus suurus E(X; — u| X; > u) kirjeldab siisteemi i keskmist oodatavat

tooiga parast u ajaiihikut kestnud silisteemi kasutamist.

Viaartus u, alates millest graafik on ligikaudu sirge, voetakse ldvendina kasutusele, kusjuu-
res paremaks tolgendamiseks kantakse graafikule ka vastava valimikeskmise usalduspiirid

(vt. joonis 4.2).

Usalduspiiridega keskmise jadkeluea graafikut voimaldab joonistada statistikapaketis R
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realiseeritud programm (vt lisa A), millele tuleb sisenditena ette anda andmevektor ja

olulisusnivoo.

Sageli on graafiku lineaarseks muutumise punkti hindamine siiski piisavalt raske ja sub-
jektiivne iilesanne. Kiill aga voime ¢ vddrtust (voi € hinnangut) teades saada jadkeluea
graafiku sirge osa tousu hinnangu. Selleks leiame vorduses (3.2) esineva u kordaja viartu-
se, ning see peab ligikaudu iihtima keskmise jaikeluea graafikul tekkiva sirge tousunurga
tangensiga. Kui on teada e usalduspiirid, siis saame leida kaks tousu, mille vahele peaks
jaama keskmise jadkeluea graafiku sirge osa tous. Paraku voib ka selline "tousukoridor"

osutuda viga laiaks ja seega jadb sobiva ldvendi valik ikkagi moneti subjektiivseks.

3.2. Parameetrite hindamine

Péarast lavendi fikseerimist saame hinnata iildistatud Pareto jaotuse parameetrid suurima
toepdra meetodil. Olgu meil ldvendit tletavad vaatlused v, ..., vy,,, millest on lavendi
vadrtus maha lahutatud (y; = x(;) — u). Vaadeldes olukorda, kus ¢ # 0, saame, et logarit-

milisel toepirafunktsioonil on kuju

N 0 |1 £y (o) 1 £y ~(1He)/e
14 , =1 7(1 — ) =1 — 1 <1 _ ) —
e =] |7 (1452 g+ w145

= ' . = (3.3)
= —n, 1n5—( ig);1n<l+ Jyl>,
kusjuures iga i = 1,...,n, korral peab olema tdidetud 1+ ¢ - y;/& > 0. Juhul kui ¢ = 0

on logaritmiline toeparafunktsioon kujul

rr [ 1 : 1 : 1 &
0(a) zlnH [E-exp(— %)] =1In Fr —|—Zln [exp(— %)} =-—n,-lno— gZyi.
i=1 i=1 i=1

Péarast logaritmilise toepdrafunktsiooni maksimeerimist ja seeldbi suurima toepéra hin-

nangute leidmist oleks jargmine loomulik samm leida parameetrite vahemikhinnagud.
Suurima toepéra hinnangud on asiimptootiliselt normaalsed ainult teatavate regulaarsuse

tingimuste kehtides, mille tiidetust siinkohal eeldame.

Vaatluste jaotuse regulaarsustingimuste tdidetuse korral kehtib jirgmine tulemus [1: 31-
32]

Teoreem 3.1 Olgu X4, ..., X,, soltumatud vaatlused samast d-mootmelise vektorparameet-
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riga jaotusest. Olgu parameetri tegelik vidrtus 0y ja éo vastav suurima toepdra hinnang.
Siis kehtib
0o ~ Na(bo, [1(60)] ), (3.4)

kus I,,(6y) on Fisheri informatsioon parameetri vddrtuse 0y korral ehk maatriksi I,,(0y)

i-ndas reas ja j-ndas veerus asub element I; j(0y) = —E[lg,9,(6p)].
U

On néidatud, et mitmete suurima toepara meetodiga analoogiliste meetodite korral on

saadavad hinnangud tildistatud Pareto jaotuse korral asiimptootiliselt normaalsed [2].

Parameetrile § vahemikhinnagut leides kasutatakse praktikas ldhenemist, kus leitakse lo-
garitmilise toepéarafunktsiooni vajalikud tuletised ning arvutatakse need véilja konkreetse

valimi korral, kusjuures 6, rolli voetakse tema eelnevalt leitud suurima téepéra hinnang.

Jargnevalt leiame iilalkirjeldatud Fisheri informatsioonimaatriksi elemendid iildistatud
Pareto jaotuse korral ldhtudes vaatlustest v, ..., y,, ja eeldusest, et € # 0. Esmalt leiame

logaritmilise toepéarafunktsiooni esimese ja teise tuletise ¢ jargi. Saame, et

Uz

n, 14+¢ G £ ne l4ea /1 1
65:_7_ ~ <_ ~ ):_T - - -
o € Za—i—a-yi 02 a+ € ;(a a—l—a-yl-)

i=1
ja
Ny 1 Ny 1 146 & 1 Ny
lse = = I+-) |—= ~ - - — = . (35
a2+( +5> 02+;(0—|—€-y¢)2] £ ;(U—l—e-yi)Q %€ (8:5)

Jargnevalt leiame logaritmilise toepdrafunktsiooni esimese ja teise tuletise € jargi. Saame,
et

0= =51 (1 : )— _
52;n + o € ;U—l—a-yi
ja
2 & € Yi 2 & Yi 1+e y;
e 1@ ~)+— _ _Yi . 3.6
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Viimaseks leiame logaritmilise toepéarafunktsiooni segatuletise. Tulemuseks on

IBS Yi 146 n
TG * > - 3.7
520(0+5-yi) 3 ;(g+5.yi)2 (3.7)

Tulemusi (3.5), (3.6) ja (3.7) kasutab statistikapaketis R realiseeritud programm (vt lisa
B), mis voimaldab leida teoreemis 3.1 esineva podérdmaatriksi hinnangu, saades sisen-
ditena ette lidvendit iiletavad vadrtused, millest on ldvendi vddrtus maha lahutatud, ja

iildistatud Pareto jaotuse parameetrite suurima toepéra hinnangud.

Lavendit iiletavate viartuste esinemissageduse p kui binoomjaotuse parameetri suurima

toepéra hinnanguks on
Ty

= (3.8)

3>

ning hinnangu standardviga avaldub kui

VD= @ | (3.9)

3.3. Mudeli tolgendamine

Lisaks traditsioonilistele mudeli tolgendamise abivahenditele nagu seda on toendosuspaber
ja kvantiil-kvantiil graafik leiab lavendimudelite korral kasutamist ka realiseerumisgraafik
(return level plot), mis sisuliselt nditab mingist tasemest suuremate viirtuste esinemissa-

gedusi.

Olgu ldvendimudel kasutatav nivoo u korral ja ¢ # 0. See tdhendab, et kehtib (2.6).

Nagu négime seose (2.1) tuletamise juures, voime siis iga > 0 korral kirjutada

. —1/e
P{Xi>u+x}%P{Xi>u}(1+T> .
o

Olgu meile huvipakkuv selline viartus z,,, et ldvendi ja selle vadrtuse x,, summa iiletaks
vaatlusalune juhuslik suurus téendosusega 1/m, ehk siis (kuna vaatlused on séltumatud)

keskmiselt iiletatakse tase u + z,, liks kord m vaatluse jooksul. Saame ligikaudse vorduse

c-x,\ E 1
ag m
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T (- PIX: > u}) — 1] (3.10)

kust
Ty R
€
ja seega oleme saanud, et vadrtus u + & [(m - P{X; > u})® — 1] /e iiletatakse keskmiselt

kord m vaatluse jooksul, kusjuures viartus m peab olema sedavord suur, et x,, oleks
positiivne. Suurus m kujutatakse graafiku horisontaalteljel ning u + x,, vertikaalteljel.

Vordluseks kantakse graafikule empiirilised tulemused (vt joonis 4.3).

Realiseerumisgraafikut voimaldab joonistada ka kirjutatud programm (vt lisa C), mis
vajab sisendina andmeid, iildistatud Pareto jaotuse parameetrite suurima toepéra hin-

nanguid ja vastavat fikseeritud ldvendi vaartust.
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4. Ekstremaalvaartuste lavendimudelid praktikas

Viimases peatiikis vaatame, kuidas toimub t60s kirjeldatu vahetu rakendamine reaalse
andmestiku korral, kus eeldame, et vaatlused on soltumatud ja samast jaotusest, ent see

jaotus on teadmata.

4.1. Lavendimudeli sobitamine Hansapanga aktsia tulususele

Semestritoos kasutasime perioodi 1. jaanuar 1997 kuni 1. mérts 2004 Hansapanga aktsia
sulgemishindade pohjal leitud aktsia pdevaseid tulususi, jagasime need blokkideks ning
modelleerisime blokkide miinimumi jaotust iildistatud ekstremaalvadrtuste jaotuse abil
|4: 23-26).

Kaesolevas t60s on kasutusel samad andmed, ent vaatlusperiood on iihe tidiendava aasta
vorra pikenenud, vildates niitid 1. martsini 2005. Esialgse valimi moodustavad 2071 vaat-
lust. Naide andmetabelist on toodud lisas D. Tuletame meelde, et aktsia kauplemispéevale
1 vastav tulusus on defineeritud kui pidevade ¢ ja ¢ — 1 aktsia sulgemishindade vahe suhe
aktsia sulgemishinda kauplemispéeval ¢ — 1 ehk r; = (p; — pi—1)/pi—1. Selline teisendus

peaks ligikaudselt tagama eelduse, et andmed on soltumatud ja sama jaotusega.

Joonis 4.1 aga kinnitab, et eeldus, nagu oleksid vaatlused samast jaotusest, on ilmselgelt
rikutud. Aastatel 1997 ja 1998, mil esmalt toimus aktsiahindade kiire tous ning hiljem
veelgi jarsem langus, on viga suuri ja viga viikeseid tulususi selgelt enam kui hilisematel
aastatel. Seetottu tundub moistlik esimese kahe aasta vaatluste eemaldamine valimist.

Uue valimi maht on 1565 vaatlust.

Tootame vilja mudeli, mis iseloomustab ainult Hansapanga aktsiat sisaldava portfelli-
ga seotud riske. Tulemusena saadav mudel voimaldab meil iihelt poolt hinnata suurust
VaR (oma olemuselt tulususte a-kvantiil etteantud « védrtuse korral) kui iiht klassikalist
finantsriski hindamisel kasutatavat suurust, mis viljendab minimaalset kaotust protsen-
tides, mida kanname halval, toendosusega a esineval borsipdeval. Samuti saame hinnata
tinglikku keskvéartust E(X;| X; < q.), kus g, on juhusliku suuruse X; jaotuse a-kvantiil.
See keskvadrtus viljendab keskmist kaotust protsentides, mida kanname halval, toenéo-

susega « esineval borsipaeval.
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Joonis 4.1 Hansapanga aktsia sulgemishinnapohine tulusus aastatel 1997 — 2005.

Riski hindamisel on huvipakkuvamad negatiivsed tulusused (kauplemispievad, mil aktsia
hind langeb). Praktikas tiahendab see, et esmalt tuleb GPD sobitamisel andmetel mér-
ki muuta. Seega modelleerime niiiid iildistatud Pareto jaotuse abil juhuslikku suurust

Y, = — X, ent Y; kohta saadavad tulemused on holpsasti iilekantavad suurusele X;.

Eelmises peatiikis ndgime, et jargmiseks sammuks mudeli sobitamisel on sobiva ldven-
di valik. Selleks rakendame jidkeluea graafiku leidmise programmi muudetud mérgiga
tulusustele. Tulemuseks on joonis 4.2, kust minimaalse lavendi u, millest alates graafik

muutub sirgeks, madramine on oodatult raske.
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Joonis 4.2 Muudetud mérgiga Hansapanga aktsia tulususe keskmise jdakeluea graafik.

On selge, et allapoole kaarduv (ka usalduspiire arvestades) graafiku l6puosa on igal juhul
paratamatu, ehkki vorduse (3.2) pohjal peaks 0 < e < 1 korral lidvendi kasvades kasvama
ka keskmine lidvendi iiletamine. Lopliku valimi korral see tegelikkuses nii muidugi olla ei
saa.

Tundub, et viartus v = 2 néib olevat piir, millest alates on jadkeluea graafik tolgendatav
sirgena (usalduspiire arvestades). Eraldades vaatlused, mis iiletavad fikseeritud ldvendit
(kokku 82 vaatlust), ning maksimeerides nende korral funktsiooni (3.3) numbriliselt, on
tulemuseks punkthinnangud ¢ = 1.12475 ja é = —0.10713. Saadud hinnangutele usal-

duspiiride leidmiseks kasutame Fisheri informatsiooni péordmaatriksit leida voimaldavat
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programmi, mille viljundiks on antud juhul maatriks

L 0.01221 —0.00131
o —0.00131  0.00582 |

Teoreemi 3.1 pohjal avaldub (1 — «)-protsendiline usaldusvahemik parameetrile & kui
1.12475 £+ z%\/m ja parameetrile € kui —0.10713 £ zg v/0.00582, kus Za on stan-
dardse normaaljaotuse a/2-tdiendkvantiil. Vottes o = 0.05 saame 95% usaldusintervallid
parameetritele & ja ¢ vastavalt (0.90818, 1.34132) ja (-0.25665, 0.04239). Parameetri €
usaldusvahemikust, milles sisaldub vadrtus 0, jareldub, et voimalikud kandidaadid lédven-
dit tletavate viartuste jaotuse kohale on nii tokestatud kui ka tokestamata iildistatud
Pareto jaotus. Reaalselt ei saa aktsia muidugi kaotada rohkem kui 100% oma vairtusest.
STP-hinnangutega mairatud iildistatud Pareto jaotuse parempoolseks otspunktiks on aga
ligikaudu 10.5.

Kokkuvottes oleme Hansapanga aktsia tulususte X; tinglikku jaotust hindama sobitanud

tokestatud otspunktiga iildistatud Pareto jaotuse. Selle tulemuse votab kokku seos
P{X; < —(2+2)] X; < —2} = (1 — 0.09525 - )?-33445 (4.1)

kus 0 < z < 10.49893.

Lavendi u = 2 iiletamise toendosuse hinnang on vorduse (3.8) pohjal p = 0.05240 ja

hinnangu standardviga vorduse (3.9) pohjal \/D>ﬁ = 0.00563. Seega voib hinnanguliselt
oelda, et kahekiimnest borsipievast iihel langeb Hansapanga aktsia enam kui 2%. Ligi-
kaudne (1 — a)-protsendiline usaldusvahemik aga avaldub kui 0.05240 & 24 0.00563. Seega
on ligikaudne 95% usaldusintervall parameetrile p vahemik (0.04137,0.06343).

Teises peatiikis sooritatud arutelu pohjal on suure n vairtuse korral lavendit iiletava-

te vaartuste arvu N, jaotus ldhendatav Poissoni jaotusega. Kehtib ligikaudne vordus
P{N, =k}~ — e, (4.2)

kus £ € {0,1,2,...} ja A = 0.05240 - n. Vottes eelduseks, et aastas on 250 borsipdeva,
saame vahetu arvutamise teel, et sellise siindmuse, kus aastase perioodi viltel langeb
Hansapanga aktsia paevaga iile 2% vihem kui kiimnel korral, esinemistoenfosus on alla

ithe kuuendiku.
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4.2. Sobitatud mudeli diagnostika ja tolgendamine

Jargmisena pakub huvi eelmises peatiikis kirjeldatud realiseerumisgraafik, mis on kuju-
tatud joonisel 4.3. Et antud juhul on tulususte mérk muudetud, siis voib 6elda, et GPD
ldhend alahindab riski piirkonnas, kus ta asub allpool empiirilist hinnangut, ja iilehin-
dab mujal. Nii voib joonise pohjal hinnata, et keskmiselt korra tuhande kauplemispaeva
jooksul langeb Hansapanga aktsia viartus enam kui 5.5%, poolteist tuhande borsipiaeva

jooksul leidub aga keskmiselt iiks paev, mil aktsia kaotab koguni 6% oma vairtusest.

Ligikaudse vorduse (3.10) pohjal koondub z,, negatiivse ¢ korral suuruseks —&/e. Seega

seab leitud mudel maksimaalse voimaliku kaotuse tasemele v + lim z,, ~ 12.5%.

Sobitatud jaotuse keskvédidrtus on seose (3.2) pohjal ligikaudu 1.02% ehk siis halva borsi-
paeva kohta, mil Hansapanga aktsia kaotab enam kui 2% oma viértusest, voime hinnan-

guliselt delda, et tegelik kaotus on keskmiselt 3.02%.

Uletatud tulusus (%)
4
l

— GPD lahend
- - - empiiriline hinnang

I I I I
0 500 1000 1500

periood (paevades)

Joonis 4.3 Hansapanga aktsia muudetud margiga tulususte realiseerumisgraafik, mis on

antud juhul suuruse VaR hinnang.
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Seni oleme iiles lugenud olulisemad mudelist saadud jareldused, ent pole veel hinnanud
(realiseerumisgraafik vélja arvatud), kui histi sobitatud jaotus tegelikult andmetega kla-
pib. Joonisel 4.4 kujutatud graafikud osutavad teatavatele puudujaikidele, mis voivad
viidata eelduste ligikaudsele tdidetusele. On kiisitav, kas kasutatud vaatlused ikka on sol-
tumatud — borsil jargnevad ekstremaalsete tulusustega kauplemispdevad sageli iiksteisele,

moodustades nii eraldi gruppe.

S
=

Joonis 4.4 Sobitatud mudeli diagnostika: a) téendosuspaber, b) kvantiil-kvantiil graafik.
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Kokkuvote

Lavendimudelite teooria on iiks klassikalisest ekstremaalviartuste teooriast vilja kasva-
nud harusid, mis tegeleb jaotuste parempoolse saba (minimaalsete vadrtuste uurimisel

jaotuste vasakpoolse saba) omaduste uurimisega.

Kui juhusliku suuruse jaotuse saba on sedavord sile, et soltumatute ja sama jaotusega
juhuslike suuruste jada sobivalt normeeritud maksimum (miinimum) koondub iildista-
tud ekstremaalvadrtuste jaotuseks, siis koondub antud jaotusest péarit juhusliku suuruse
jaotus, tingimusel et ta {iletab fikseeritud lavendit, ldvendi kasvamisel iildistatud Pareto
jaotuseks. Piirjaotuse parameetrid on seejuures iildistatud ekstremaalviirtuste jaotuse

parameetreid teades vahetult leitavad.

Tootades reaalsete andmetega, mis ligilihedaselt rahuldavad soltumatuse ja sama jaotuse
eeldusi, kasutatakse sobiva lavendi madramiseks keskmise jadkeluea graafikut. Tulemuste
tolgendamiseks on lisaks hinnatud mudelile kasutatav ka realiseerumisgraafik, millelt on
voimalik vilja lugeda teatava vaatlusperioodi jooksul keskmiselt korra esineva ekstremaal-

se vaatluse vaartust.
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Threshold models for extreme values

Bachelor thesis

Ants Kaasik

Abstract

The purpose of this thesis was to present the basic results concerning threshold models

in extreme value theory and apply them in practice.

This paper studies the relations between generalized extreme value distribution (GEVD)
and generalized Pareto distribution (GPD) and explains the motivation behind threshold
apporach. Distribution of a random variable which belongs to the domain of attraction of
an extreme value distribution, on the condition that it exceeds a high threshold, converges
to the generalized Pareto distribution. The distribution parameters can be found for GPD

when they are already known for the extreme value distribution.

Issues of selecting the proper threshold to assure the applicability of GPD as the li-
mit distribution are also dealt with and a R based program (given in the appendix of the

paper) can be used in practice.
In the last chapter extremal values of real data (daily rate of returns for the Hansapank

share acquired from OMX Exchanges Tallinn) are modeled with a generalized Pareto

distribution.
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Lisa A. Programm jaakeluea graafiku leidmiseks

#sisendid on andmevektor ja olulisusnivoo
mrlp=function(andmed,alpha){
c=qnorm(1-alpha/2)

data=sort (andmed)

pikkus=length(andmed)

u=rep(NA,pikkus-1)

y=rep(NA,pikkus-1)
usaldus=rep(NA,pikkus-1)

for (i in 1:pikkus){

uli]=datal1]

y[i]=mean(data)-datal[1]
usaldus[i]=c*sd(data)/sqrt(length(data))
data=datal[-1]

}

tulemus=new.env()

tulemus$u=u

tulemus$ex=y

tulemus$uci=y+usaldus
tulemus$lci=y-usaldus

as.list(tulemus)

return(tulemus)

}

r=mrlp(andmed,0.05)
plot(r$u,r$ex,lty=1,1wd=2,xlab="u",type="1",ylab="keskmine iiletus")
lines(r$u,r$lci,lty=3)
lines(r$u,r$uci,lty=3)

Lisa B. Programm Fisheri informatsiooni péordmaatrik-
si hindamiseks

#sisendid on l&dvendi iiletamised ja parameetrite hinnangud
mlse=function(andmed,s,e){

n=length (andmed)

il1=(-n/e/s**2)+((1+e)/e) *sum(1/ ((s+e*andmed) **2))
i12=(-1/e)*sum(andmed/ (s* (s+e*andmed) ))

122=(-2/ex*3) *sum(log(1+e*xandmed/s))+(2/e**2)*sum(andmed/ (s+e*andmed) ) +
((1+e)/e) *sum( (andmed**2) / ((s+e*xandmed) **2) )
i=(matrix(c(-i11,-112,-112,-122) ,nrow=2) ) *x*x(-1)

return(i)

by
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Lisa C. Programm realiseerumisgraafiku leidmiseks

#sisendid on andmevektor, parameetrite hinnangud ja l&avendi vé&rtus
rlp=function(andmed,s,e,u){
n=length(andmed)

pu=sum(andmed>u) /n
minm=ceiling(1/pu)
m=seq(minm,length(andmed),1)
xm=s* ( (m*pu) **e-1) /e
data=sort (andmed)

emp=data[floor (n*(1-1/m))]

tulemus=new.env{)

tulemus$m=m

tulemus$mudel=u+xm
tulemus$emp=emp
as.list(tulemus)
return(tulemus)

+

r=rlp(andmed,s,e,u)

plot (r$m,r$mudel,type="1",xlab="periood",ylab="{iletatud véddrtus")

lines(r$m,r$emp)

Lisa D. Valjavote andmetabelist

Kuupéev | Sulgemishind (kr) | Muutus (%) | Kuupdiev | Sulgemishind (kr) | Muutus (%)
2.01.1997 80,60 0,0000 21.01.1997 85,30 -0,2922
3.01.1997 80,85 0,3102 22.01.1997 86,25 1,1137
6.01.1997 83,50 3,2777 23.01.1997 92,50 7,2464
7.01.1997 85,50 2,3952 24.01.1997 91,00 -1,6216
8.01.1997 90,50 5,8480 27.01.1997 89,38 -1,7857
9.01.1997 92,25 1,9337 28.01.1997 87,88 -1,6783
10.01.1997 93,00 0,8130 29.01.1997 87,53 -0,3983
13.01.1997 93.00 0,0000 30.01.1997 88,73 1,3710
14.01.1997 92,53 -0,5108 31.01.1997 88,88 0,1691
15.01.1997 91,90 -0,6755 3.02.1997 88,43 -0,5063
16.01.1997 89,00 -3,1556 4.02.1997 88,25 -0,1979
17.01.1997 86,50 -2,8090 5.02.1997 91,00 3,1161
20.01.1997 85,55 -1,0983 6.02.1997 91,50 0,5495
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