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- Infroductio.

Qalculus variationum originem traxit e nonnullis problema‘tibusa ad theo-
riam maximorum et minimorum pertinentibus, quae sublimioris naturae
sunt, quam ea hujus generis problemata, quae adhibito vulgari calculo
differentiali resolvi solent. Dum enim in his problematibus tota res
in €o versatur, ut quantitatis variabilis valorem vel plurium variabilium
valores determinemus, quibus maximus minimusve valor functionis ea-

rum respondeat, in illis sublimioribus problematibus ea alicujus fanc-

tionis forma, sive ea inter plures variabiles intercedens . relatio
quaeritur, qua statuta quantitas quaedam, cujus valor ex illa func-
tionis forma seu ex illa relatione pendeat, maxima vel minima eva-
dat. — Jam Newtonus ') curvam per tangentes construere docuit ita

formatam, ut solidum, quod ejus revolutione circa axem describitur, se--

1) Philosophiae naturalis principia mathematica auct. J. Newtono, primo edita an. 1686.
Lib. Il Propos. XXXIV. Scholion.
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cundum axis directionem in fluide motum minimam patiatar resistentiam.
Propria tamen hujusmodi quaestiones instituendi methodus primumn a
mathematicis inventa est in solvendo illo problemate celeberrimo, guod

de brachystochrona sive de curva, in qua corpus grave brevissimo tempore

a dato puncto ad datum descendat, Joh. Bernouillins anno 1696
omnibus, qui tunc temporis florebant, mathematicis proposuerat *). Metho-
dus haec eo nitebatur, quod curva quaesita secundumn principia calculi dif-
ferentialis ex infinite parvis elementis rectis composita concipiebatur et in-
crementum investigabatur, quod quantitas illa, quae maxima vel minima
evadere deberet, duobus elementis contiguis infinite paium mutatis caperet,
quod incrementum quum nihilo aequassent, aequatio formam curvae determi-
nans eruchatur. Mox vero difficiliora hujus generis problemata aggressi sunt
ma,thvem.atici,‘, in quib‘us i\ntei- omnes curvas ejusderp longitudinis ea inve-
nienda erat, vqﬁae. q;uan‘titatem quandam ex ipsius forma pendentem ma-
ximam vel minimam redderet, ad quae problemata solvenda il-
lém ﬁéth()dul;l ai}plicabat Jacob. Bernouillins?), eo modo eam
h.';ec , in quib_ﬁs maximum vel minimum non absolutum sed modo relati-
vum . quaersbatur, propter, illam conditionem aequalis longitudidis car-
ggrl\veirisv problemata, etsi vel alia vel nulla conditio cum maximi minimive:
proprietate conjuncta. esset, complectebantur. Totam illam methodum com-

plete pertractavit, innumeris exemplis illustravit et valde amplificavit

1) Acta Ernditorum edita Lipsiae an. 1696 pag. 269.

2) Analysis magni problematis isoperimeirici auct. Jac. Bernonillio., Basiliae an. 1704,

amplificans, ut tria curvae . elementa contigua mntaret. _Problemata

i
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Eulerus *) applicando eam ad quaestiones multo difficiliores, quam quas
antea tféctaverant mathematici. In omnibus enim his problematibus
quantitas, quae maxima vel minima evadere debet, necessarie, uti postea
videbimus, per formulam integralem exhibetur, quae sub signo integra-
tionis functiones indeterminatas earumque differentialia continet. Ma-
thematici vero ante E‘ulerum modo in tales incubuerunt quaestiones, ubi in
formula integrali praeter ipsas functiones indeterminatas earum differen-
tialia primi ordinis occurrebant, dam {n illo opere Euleriano investi-
gatio ad differentialia superiorum ordinum extenditur, quin etiam ad tales
casus, ubi formula illa alias formulas integrales involvit, et praeterea om-
nes quaestiones de maximis et minimis relativis ingeniosa quadam ratione
ad quééstiones de absolutis reducuntur. — Quamquam vero Eulerus,
quod ad regulas formulasque in solvendis problematibus isoperimetri-
CIS inservientes pertinet, nihil fere optandum reliquerat, tamen eas in-
;;niendi ratio ab eo adhibita ex geometricis et analyticis consideratio-
nibus mixta et valde complicata fuit, ita ut brevis et concinna formulas
illas ehxendi methodus maxime desideraretur. Cui desiderio tandem satis-
fecit Lagrangius methodum mere analyticam exhibens, simplicem et
géneralem, qua investigatio omnium formularum, ad maxima minimaque
sublimioris illius naturae determinanda pertinentium, brevissima et ele-
gantissima ratione absolveretur, quin etiam multo majora praestarentur.

Ipse vero hujus methodi auctor illustrissimus primum *) modo agendi

1) Methodus inveniendi lineas cnrvas maximi minimive proprietate gandentes, sive
solutio problematis isoperimetrici latissimo sensu accepti auct, L. Eulero, Lausaunae et Genevae,
ann. 1744. )

_ 2) Miscellanea Taurinensia Tom. II. amn. 1760 — 1762 pag. 173, et Tom. 1V. anm.
1766 — 1769 pag. 163

ll
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rationem indicavit, qua in -applicando calculo sue novo utendum esset, nee¢
vero_ ejus principiis, ut ita dicam, philosophicis stabiliendis ullam operam
navavit. Eam ob causam alii mathematici munus susceperunt hujus me-
thodi principia perscrutandi et clariora reddendi, ante omnes vero
Eulerus ipse, qui movum illum calculum, cui nomen calculi varia-
tionum ,inter omnes mathematicos nunc usitatum imposuit *), cum in
opere suo de ‘calculo integrali 2) tum in pluribus commentationibus pér—
tractavit, .quarum unam 3) praecipue hic laudare debeo, in qiia calculum
variationum ad: principia ecalculi différentialis revocare conatus est.” Hanc
Lagrangius. ipse postea calculi sui principia hunc in modum explica-
vit.4), et equidem ‘in dissertatione mea hanc viam ingressurus sum, quia
verum, uti mihi videtur; accessum ad abseondita hujus calculi principia
aperuit. Nova illa Lagrangii methodus sive caléulns variationiim non
modo omnes illas formulas suppeditat, -quas ad solvenda problemata iso-
perimetrica Eulerus jam evolvit, sed etiam generaliori forma eas exhibet,
ita ut limites curvae inveniendae, quae maximi mhinimive proprietate gan-
. deat, etiam variabiles assumi -'qﬂear;t». Practerea verum etiam in multis
aliis- investigationibus iisque gravissiniis plurimum valet, ut in eruendis
aequationibus conditienalibus,’ quibus-cognoscitur, num functio pl:li"iiﬁm‘va-
righilium integrabilis sit nec ney praecipue vero in problematibus mechanicis,

ad..quae ‘solvenda. Lagrangius in ‘6pere suo immortali Mechanica ana-~

1) Novi :Gomméntatii Petrbpolit: Tom. X' “ah. 1765 ;félig." AN
2) Institutionum calculi integralis volumen IIL auci, L. Eulero. Petropoli .1770,
3) Novi Commeéntarii Petropol. Tom: XVI adn. {942 pug.’ B5

4) Legons sur le calcul des fonctions par Lagrange, Paris 1306, Legon zzme,

-t
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Iytica inscripto ubique calculum variationum adhibuit, ejusque adju-
mento omnia theoremata hujus scientiae profundae et sublimis ex uno
principio deduxit. — Methodus ipsa etiam magis exculta est a Lapla-
cio®) et Legendrio®) qui de dignoscendis casibus, in quibus
maximum vel minimum locum haberet, scripserunt, deinde etian; a
Poissonio 3),.qui et totam rem complete pertractavit et primus variatio-
nem integralis duplicis sive functionis, quae dnas e se invicem non pen-
dentes variabiles implicat, in forma generalissima exhibuit, cujus varia-
tionis investigandae rationem denique ad solitas calculi methodus reduxit
et ad functiones plurium variabilium applicavit Ostrogratskius *).

Jam rem arduam ’aggrqssurus sum, ut elementa hujus calculi difficilis et
complicati quatn brevissime exponam - ejusque usum in solvendis gravissi-
mis ‘pbrobjlematibus analyticis et geometricis ostendam. Elegi vero hanc
rem in ,diss_erfat_ione mea tractandam et propterea, quod in plarimis calculi
differentialis et integralis compendiis, in quibus de calculo variationum etiam
agxtur, ejus prmclpla non satis dilucide exposita inveniuntur, et ob eam
etiam causam, quod haec res propter absconditam ejus naturam ad peculia-
rem hu]us dlssertatloms finem praecxpue apta mihi visa est. o
Commematno mea igitur in duas partes dlsmbuta est, quarum prior
tractat calcuh nostri elementa, altera. ejus usum in solvendis problema-
t{bus exponit..

‘1) Nova acta eruditornm Lips. 1772. pag 193

-1) Mémoites de I’Academie ‘des sciences dé Paris i786° "ptilg:zi"f

1‘).Méf_!llﬂi_l:£:8::dhe"’,l’iAc»i‘l_dt..“qcs' sciences de-Taris 1855 pag. 223.
1), Mémoires de I',Acad., imperiale de St, Petersh. 1835 pag: 35
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Pars prior.

Elementa ealcull variationum.

N N
§ 1. Calculus variationum est methodus investigandi mutationcm,
quam functio quaedamn patitur, si vel ejus forma vel etiam formae functio-
pum in ea implicatarum infinite parum mutantur. Si e g u=

X
f ¥V 7 J-p® dr designat integrale inter limites O et » sumptum, in quo y
o

. . dy .
est functio ipsius x sive — Qx, et p = d—x,valor hujus formulae non

modo e valore ipsius x, sed etiam e forma functionis @x pendebit, itaque
si haec infinite parum mutatur, valor ipsius z quoque mutabitur, et in-
crementum infinite parvum, quod inde capit integrale z, ejus variatio
vocatur, Ut rem geometrica consideratione illustremus, sumamus cnr-
vam, cujus aéquatio ¥ = @x, in qua illud integrale igitur certum accipiat
valorem, jam vero alteram fingamus curvam paululum ab illa discrepan-
tem, valor integralis pro ea alius evadet, et differentia infinite parva inter
hunc et illum integralis valorem, ejus variatio erit. Variationem functio-

nis usitato more per characterem ¢ ei praescriptum designabimus.
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§ 2. Omnem mutationem ad formam functionis spectantem velat ¢
mutatione alterius cujuslibet argumenti, de quo functio aliqua ratione ar-
bitraria pendeat, ortam statuere licet. Facile enim perspicitur semper ta-
lem fingi posse functionem duarum variabilium F (%,0), quae pro certo
guodam valore ipsius §, e. g. pro § = «, induat formam @ x, mutando
vero valorem ipsius § in quamlibet aliam formam + x abeat. Ita e. g. fun-
ctio (41— 8 @x +8.4ax pro 8=0 fit @x, pro 8= tvero Yz, et cre-
scente ipsius ¢ valore a o usque ad O, sensim ab altera forma in alteramn
transit. Mutationem igitur infinite parvam formae functionis @x sive ejus
variationem e mutatione infinite parva valoris ipsius 8, sive e differentia-

tione functionis F(x,0) respectu ipsins § deducere licet, ita ut; posito

¢ :
@x = F(xua), ejus variatio dQx sit —= dF(x,0).d0. pro ==« *). Ad
hujus variationis indelem melius perspiciendam, exhibeamus functionem

F(x,0) hac forma generali:

Qx + xx(0—a) + Yxr(@—a)? + et
in-qua functiones omnino arbitrarias xx, Y=, etc. continet, et pro §=u re
vera transit in @x, differentiando respectn 8 et postea sumendo §—==« nanci--
seimur .
¢ .
d F(x,0). dd = xx.df,

itaque variationem ipsius @z, quae per xx.d8 repraesentetur, videmus esse

ipsam functionem omnino arbitrariam ipsius x, ductam in aliquam quan-

*) Differentialia particnlaria functionis e pluribus ,variabilibus peudentis velur ¥ —

) dl de - :
J(x:y,5,), quae vulgo df“‘"‘"““’ per ‘Tl:)' (‘Z}_'): (3“:), hic brevitatis cansa semper d»eci-

x 4 Z .
guabimns hoc medo: du, du, du.
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titatem infinite parvam, nec re vera ullam mutationem quoad formam

functionis fingere possumus, quae sit generalioris naturae.
-5

~ Edam functiones duarum ‘vel plurium variabilium in variationibus ea-
rum investigandis eodem modo tractare licet. Quodsi igitur statuimus

functionem @ (x,%) esse = F(2,5,0) pro §=a, erit ejus variatio

s
3@ (2,9) = d F(x,y,0.d0 pro 6 = «,
quac tali modo facile pro functionebipsorum x et y omnino arbitraria

(i. e. cujus forma nequaquam ad formam functionis ¢ adstricta est) cog-
‘noscitur.

" Quin etiam secundum hanc rem considerandi rationem de variationi-
¢ ) é .
bus superiorum ordinum sermo esse possit, ita ut d3(@x) sit=d? F(x,8).d*},

pro §=ua, et sic porro, in tales vero inquirere usque adhuc saltem
superfluum videatur. ‘

§ 3. Spectando igitur functionem quamlibet vel unius vel plurium va-
riabilium, tamquam casumn specialem generalioris fuﬁctionis, quae praeter illas
variabiles alind adhuc argnmentum indeterminatum arbitraria quadam ra-
tione implicet, ejus variatio sive mutatio quoad formam revocata est ad
differentiationem respectu illius argumenti indeterminati. Hoc argumen-
tum, si postea ejus mentionem faciamus necesse erit, semper per 6 designa-

i

“himus.
Jam ex notis calculi differentialis principiis sequitur esse:
¢ re V4.

d (dF (%,0)dx ). db = d(dF (,0). d9>. dx,

posito vero F(x,a) = Qx, sﬁbstituendo in hac aequatione « pro 8, quum



:IF (x,0). dx sit functio, quae pro §= « transeat in d@x, aequationis pars

- prior evadit dd Qx, pars altera d d@x, nanciscimur ergo
3dox = dd@x,

quod theorema fundamentale in calculo variationum habendum est.
Inde nullo ‘negotio etiam hoc generalius deducitur
dd"px = d"dQx, SRR ( )

nam " Qr = ddd*'Qx = d*d"PQx =..... = d"{¢n o

' Integ'rémdo vero aequationem dd@x = ddPx accipimus Jidox = dox
4 Const. sive ponendo d@x = fx.dx, quo fit Pz = j]xdx, habemus,

’ [3fs.dv = 3ffx.dx + Const. :
et sumendo integralia inter certos limites, quo Const, evanescit, perveni-

mus ad hoc theorema: .
Yffe.dv = f3fx. dx, (1)

quod aeque est gravissimum in calculo variationum. :
Facile etiam perspicitir, haec theoremata sine ulla mutatione ad fun-

ctiones plurium variabilium extendi posse, ita ut habeamus

r x ¥y
d.dndr@(x,3) = dn dm 8P (x,3)

Y a’ . bl al

JZ S1 @) dedy = { L35, y). dx dy.

§ 4. Consideremus nunc variatjonem alicujus functionis, quae plures
functiones formas suas mutantes earumque functiones derivatas in se con-

tineat, quae tamen omnes ex uno argumento pendeant, ut haec:

2
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u= Q%3 5ys% 5" 2, ete),

. . . . . s , d d 24,
ubi y et z sint functiones ipsius x, et 3 = EJ—;, z';—_&.};’, [ ‘%’-}2’,
d*z '

= 7= et sic porro.

* Quodsi hujus functionis variatio tantum prodit e mutanda ratione,
qua ¥ et z, ideoque etiam y/, z’, etc. ab x pendeant, hae quantitates modo
angendae sunt suis variationibus infinite parvis A‘y, dz, dy’, dz etc. ; itaque si

per dlfferentlatlonem solitam nanciscimur |

= Xdx + Ydy + Zdz 4 Y'dy' + Zde 4 ¥ ”dy -|- Zrds” + etc.,

,,,,,,

N
denotanubus X Y, Z ¥, Z', etc. respective differentalia particularia du,
J = J” . - ’ - .
du, du, du, etc. ita sumpta, ac si ¥,¥,%,5,Z, etc. non ex se invicem pendeant,

variatio ipsius #, uti nullo negotio intelligitur, erit

du =V + Z L VY + Z% SV + Z + ete. (1)
dly diz d*dy d%dc
dr’ dx’ dx? ’ dx?’
Sin autem illa etiam ratio, qua qnantltates x, ¥, z5,¥, z’, etc, inter

ubi pro 4§y, 3z, dy",dz’, etc. etiam ponere hcet etc.

se connexae sunt in functlone u, sive relatlo ipsa inter x,y,z, %, Z, etc.,
quae charactere ¢ deswnatur, formam snam mutat, ad illam formulam pro
variatione 1psmvs" u inventam adjiciendum est membrum ex illa
formae mutatione ortum, qued per —(J‘d) denotare volumus, nbi manife-
" stum est, (du) exhibere functionem omnino arbitrariam /lipsorum X, ¥, %, _y",z',
etc. — Completam ipsius z variationem tunc secundum. nostra principia
inde derivare debemus, quod non solum ¥ et z complectuntur variabi-
lem - indeterminatam 6, sed etiam ipsa functio ¢ spectatur tamquam forma
specialis, quam induat functio generalior F(§,x, y, z, ¥, £, etc.) posito § =a.

Hujus enim functionis differentiatio respectn ipsius 9 suppeditat



11

. 0 ¢ R A
JF & L dF dy.dd + aPded) + dPdy.dl + etc.,
quae formula pro 0= transit in hanc:
@Gu) + Yoy + Zd 4+ Y + 28 + etc, (Iv)

guae completam variationem ipsius z repraesentat, si et forma ﬁmctmms

@ et formae functionum y et z mutantur.
§ 5. Formula (III), quae ipsius x variationem e sola mutatione fun-
ctionum y et z progredientem exhibet, substituendo in ea pro ¥,z 5", 2", etc.

dy dy d?y d*z
earum valores dy ’ d‘: dx{’ Sozoete. et respiciendo aequationem (I) tran-

git in hanc: e

d d ) )
Ju—-*YJy-l-Yé\y-f- = = et
(V)
,ddz d’é‘z md33
+ZJ\Z+Z +Zd’+zdx3 +etc'
Facile vero perspicitur esse
Ay d¥'dy) ¥y
¥ dx dx B —t}; >
“ e)
Y"‘ﬁ‘,;\l’ _ d(v J/) ( 2 ) CY'yy
,de T 7 Tdx®
X
lll dYPI!I dJ‘ dz Ym "
Ywd___sé\y —_ d(Y ) d( dx ) d( dx? * 3}) — ﬂ_s_y
9% dx dx dx d?
ete. etc. .-‘3 2 ete. -

transformando igitur simili modo et eas partes, quae ad variabilem

pertinent, formula nostra abit in hanc:
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R 2 S G S (Z—dZ + 22 L2 o)

dxz
UG oL S G - sl
’ " e : . dx
W A eeB] e
dx tlx AR
. a[(y— (7" — ete )0
sl plisise. g . = + [( t ) dxz]
efe. ) T ete

quac formula in’ cjusmodi formam reducta est, ut omnes ejus partes, ex-
ceptis duabus primis, sint differentialia completa, unde postea in evol-
vendis variationibus integralinm magnam utilitatem capiemus. Ceterum
‘vero ex symmetria hujus formulae, quac in partibus et ad y et ad z
pertinentibus cernitur,rfécile perspicere possumus, quomodo ea applicanda
sit ad functiones, quae‘ plures etiam quam duas functiones formas suas

mutantes involvant.

§ 6. Quamquam usque adhuc variabili »~ nullalr';‘_jdedimixs variatio-
nem, tamen si eam spectamus tamquam functionem alterius cujuslibet
argumenti #, uti semper ,li_ci}um ‘est' hujus functionis formam etiam va-
riatam concipere possumus, unde prodit variatio dy, quae pro functione arbitra-
ria argumenti 7, vel efiam ipsius argumenti x habenda est. Tunc igitur
variatio ‘ipsius z == @(%, 1, 3, ¥, 5, etc.), posito formam functionis @-immu-

tatam inanecre, quo (5‘{4) fiat = 0, hoc modo exprimetur:
Ju = Xdx + Yy + Zdz + Yo' + Z¥& + ete. ~(VID

S
[

In hac vero formula variationes dy, 4z, dy, &', etc. non eandem quam

in §§ pl‘aecedentibllé significationem habent, quia nunc partim etiam af-
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e L ' . d . .
fectae sunt variatione ipsius x nec ea de causa Jy’sive Jd-i amplius erit

dé . ) . .
= Z¥ et sic porro, quum dx quoque varietur. Tamen rclationem, quae

dx
inter has etillas variationes intercedat, facile perspiciemus. Ponamus

¥ = Jx et denotemus variationem ipsius 3 ¢ sola mutatione formae fun-
ctionis f prodeuntem per (Jy), ita ut (Jy) nunc idem valeat, quod ing§§
praec. simplex signum dy, erit secundum formulam (IV)
dy = (dy) + «'dx. '
Eodem modo etiam habebimus &z = (&) + z3x, &' = (I) 4y, &' =

(%) + 2%, et vice versa

@) = — ¥y (o) = dz — <,
’(Jy') = {y'-—- ’y"fx, (d“z') = Aé\z' — z"0x,
etc. S Cete.

Quum vero quantitates (%), (42), (3"), (<), etc. omnino congruant cum

iis, quas in §§. praec. per Jy, 9z, &' &, ete. designavimlis habetur

~d(3vy: d(3z) d (v“y) d?(dy)

Wi=G0 e =2 0 =58 W =G e
itaque erit
Ny "vr)‘—-'J‘f.-;ﬁ"'ﬁ‘“'r‘ " dizs — 53%8) &
j)" ple y. Jx' —_ d———-———( y(lxy x)’ 32 — 2z Jx = ———-——( d,'x-r——“-_x)’“ o &
& "”!};\.ur d’(’V"‘ 'Jx) . " f/l (lz(a\ F Z’J‘x)
3}7 '~.—'y~}x = -—-—;l—;;"y-—" ‘ ds" — z"dx “dx?

cte. etc.

Qunod hicquasi a pmon demonstrawmus, etxam a postenon proban po-
test per differentiationem rite institutam. Quum enim nunc dx aeque ac x

varietur, habebimus
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by Y M ey dds
=% T ax de* ~ dx Yo
dy ds ay” e
ind it LSk AN ksl o 8 n____ ‘
§c perinde erit 4 Y = O = - 5 — etc., unde de
ducitur
14 dd dé\x ) é - d 4 dl Y4
3y — M = '}, (J" y"dx)»_:—"- ;J(f _ (v'0w) - (Jy—y'dx)
-/ da, dx dx

y"'Jx —_ d(()}y'—-y"é\x) _— as (J,.‘V—J”J\x)

eodemque modo dy"— ~ = =
X ax

, et sic porro.

“Exhibeamus jam aequationem (VII) in hac forma: o
de=(X + ¥y, + 2 + V'L Z7 + etc. )
+ Y(dy—y/'dx) + Y[y —y"0x) 4+ Y'({@y"—y"dx) = ete.
+ Z(dz=2'0%) 4 Z'(§7—2"dx) + Z"(dz"—z""Ix) + ete
et substituamus pro Jy'—jy"dx, d'—z"dx, dy"—y"'dx, etc. eorum valores modo

' . du
erutos, tunc, quum X .1 Y3+ Z2' -+ Y'y” -+ Z'2” J-etc, sit = - nanciscemur
X

du = %& + Y(dy—y'dx) + de + ynw )

o - etc.
c d(dz—z'9: Ad?(dz—
+ Z(@z—2'dx) + Z' @ dxz %) + Zz ( Z : ()\x)’ etc.,

qnae formula pro du mventa, quum omnmo congruat cum formula v),
adjecto ad illam membro J-J‘x et loco dy pos1t0 J‘y—— ‘dx, per similem etiam
X

transformationem, qua illa transiit in formulam (VI), haec accipit formam:
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3x+ ( __‘_"Z'_;_‘?_li"_ etc. )(J“y-—y dx) +<Z—l—zz d;Z— etc )(Jz—z J‘x)

d [( Y—__. +etc )(J‘y ‘y'Jx)] d[(Z—idZ;” + eté.)(é‘z—z’&‘x)]

(VIID) = * T ds
e ] (et
dx ‘ + ax

. etc, etc.

Haec est formula generalior pro variatione functionis u, quae for-
mulam (VII), quum ponendo dx = O in illam abeat, velut casum specialem
complectitur, et pmpter ‘ejus formam ad 1ntegrat10nem adaptatam in se-
quentlbus nobis maximo usui erit. -

§. 7. Progrediamur nunc ad determinandam variationei functionis,
quée alteram e duobus argumentis pendentem cum ejus differentialibus

particularibus involvit, ut haec:

. — ? ” ’
T u = ¢(x,y,z,z,z,,z 12,32, etc'):

A 0> % a5 , e
ubi z=f(xy), ' =dz, z,=dz, 2" =d?z, z/ = ddz, z, = d?z, etc.

Quodsi 'poniimis,* solius functionis f formam mutari, quo quantitates
z, z’ R z etc. varientur, et lpsms « differentiale completum 1tarepraesentamus
du = Xdx 4 Ydy + Zdz + Z'dZ + Zdz + Z”dz"+ Z/dz] + Z dz, + etc,
ubi X, Y, Z, Z, 7, etc. respective sunt differentialia particularia ipsius »
respectu %, ¥ 2 Z, z, etc, ita sumpta ac si hae variabiles nequaquam e se

invicem pendeant, functionis z variatio in hac forma" exhlbebltur‘“

du = Zdz + Z’J‘z + Zdz, 4 Z' "0 + Z)dz) + Z,,J",, +. etc (IX)
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Variatio dz hic secundum §. 2 pro functione arbitraria ipsarum x ety

habenda est, et ejusdem generis etiam sunt variationes dz, ds, dz’, etc.
x x
Sequltm' 'Vero ex prmclpus ibidem statutls, esse ds = ddz=ddz, J\z, =,

J‘d..__dé\z, J‘z”\—' A\d‘z = d’J“., etc., quo ﬁl‘

)

J‘uz Zdz + Zdde + Zdé‘~ +Z a3z +Z, dczA‘z +Z dz,L + etc.

Hanﬁ formulam eadem ratione, guam- supra transformantes formulam
(V) in (VI) secuti sumus, in aliam formam ad usum commodiorem re-
digere possimus, sed majoris concinnitatis causa antea eam ad casum
generaliorem acpommodare placet, ubi etiam x et y variantur. Tales va-
riationes inde ortas fingere possumus, quod « et ) spectemus tamquam fun-
ctiones duarum aliarum variabilium ¢ et b, quarum relatio ad = et y nunc
mutatur, ita ut variationes dxr et dy ‘.habendvae 'sint functiones harum
variabilium # et v, sive etiam 1psarum x ety. Functionis © variatio tunc

in hac forma exhlbeuda est: ‘
du = X + Yy + 202 + Z'0" + ZJs + 28"+ etc. - (X)

ubi tamen variationes 5‘z, oz, ‘A‘Z,, etc, jam gen’é'rali’(}rém, quam quae iis huc-
usque tributa erat, signiﬁcationem accep.erunt, quum non amplius tantum
e mutanda forma functionis J(y) progredlantur, sed etiam e variandis
valoribus ipsarum £ et ,. Quodsi igitur “eas vanatlones quas quantitates
% iz, etc. e sola mutatione formae functionis f(x,p) ducuut, denotamus
per (A‘z), (J‘z ), (J‘Z), etc.;- hae quantitates eaedem sunt, quae initio hujus §

-

des1gnaw1mus per dz, Iz, 8z, etc., ideoque erit

@) =dd), () = dd9), G)=d2(de), =)y=ddde), (Bz,)=d*(Js) ete. (XI)

‘Ex formula (IV) ‘vero sequitur esse
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¥z = (J2) 4 dzdx + c’}zd} = () 4 9 4 zdy

& = (&) + xdz'é\x + {Zz’ dy= (@) 4 Z'dx 4+ z/dy
dz, = (dz) + :lz,é\x-l- fiz,dtv= (J‘z,) + z/dx 4 z dy

etc. ete.

unde deducitur
() =dz—zdv—zdy, (d&)=0—z"dx—z)dy, (z)=dz—z/dx—zJdy

(0")y=ds"—z"dx—z,"dy, (02 )y=dz/—=x/dx—~z,/dy, (32,,)=3z,,—z,,'3x— z, 8y

et sic porro, quibus valoribus substitutis in (XI), intreducta brevitatis
causa significatione

0z — z8x — zdy = @
nanciscimur

. . ,

8z’ — 2"dx — z/dy = duw, 8z z/dx— z,0y = dw (XII)

.,: » x ’ ” ' xy ¥
5"y = d?a, 9=z tx—z/dy = ddw, 8z, — z,/dx—z dy = d%

"o

ete. etc. o ~ ete,

‘Quodsi jam aequationem (X) in hanc formam rédigimus
du = (X+Zz+ 2"+ Zz fetepx + (Y+Zz+Z's'+Zz Fete)dy

+ Zz—cdx—zdy) + Z'0'—z"0x—28y) + Z sz dxmz,dy)
+ Z'05"—5"dx—z/dy)fete.

pro quantitatibus (Jz — z'dx—z4y), (§z'—z"dx—~z'Jy), etc. substituere possumus
earum valores modo inventos, itaque respectu habito ad aequationes

3
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X+ Zs' + &5+ Zz +ete. = du

Y+Zz -]-Ziz‘—l—qu-}-gtg._‘ fi

pervenimus . ad hanc formulam
%w "’!." LR ﬁl !"&; o

T *\.4 =

d“u = du Jx-l—du‘b&—}- Zm+Z'dw+Zdw + Z"d’ +Z d;{w-}-etc (XHD

x
iu qua differentialia particularia dz et du ita sumenda sunt, ut in iis for-

mandis- guantitates- z, z/, z,, etc, quae_in Z implicatae suat, tamguam functiones

1psamm x ety tractentur. .
Hmc formulae ‘cum formula (IX) maxnma “est snmllltuﬂo, potest enim

haec ex illa deduci, adjectls terminis dufx et dué‘y ac posxta loco dz
quantitate © sive dz—z'dv—zdy. Haec tamen illa generalior est, quam

ut casum specialem, ubi v = o0et fy = o complectitur.

Jamjam formulae (XIII) talem induere velumus formam, in qua postea
eam ad investigandas variationes integralium duplicium in usum vocare
possimus. ~ ObserVemus in huncfinem esse

£ x ~ - *
Z'ds = d(Z’w) — dZ
y
Zde =d Uz — Az
24 = d(Z'd0) — d@Z") + P F
Jx x ¥ yx x
Zidde = d(Z/d) — HAZ,-w) + ddZ,.
- FY oY
= d(Z/d) — AdZ w) + diZ"e
XYY YM . Y
Z dw="dZ d0) — ddZ, + B2,

etc. efc,
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quibus substitutionibus factis formula (XIII) statim in hanc transfor.
" matur:
x y x oy = =y g .
du = dudw 4 dudy + (Z—dZ'—dZ + d2Z" + ddZ' + d* Z , —etc) & .
x
+ d(Z'— —dZ— ’dY 4 etc.)w]
b ¥
+ A[(Z—~dZ, —3dZ +etc)a]
x x
+ d[(Z"—etc)du +(§Z,'—em.)g.'m] (XIV)
by , x ¥
- d[EZ, — etc)duw 4 (Z,—etc.)do]
' ete, T ete.
- - . S . Xy e
ubi notandum est, loco unius vel alterius valoris pro Z/ddw statuti, ad
symmetriam formnlae conservandam, dimidiam amborum valorum summam
introductam esse. ,

§. 8. Methodum nostram, qua in eruenda variatione functionis y usi
sumus, simili modo etiam ad generaliorem casum adhiberi posse, ubi
haec functio aliam e pluribus variabilibus pendentem involvat, facile
intelligitur. ~ Statuamus enim functionem z complecti vanablles e se in-

vicem non pendentes x, 7, z, etc,, et functionem ex iis compositam v cum

cjus differentialibus particularibus dv, dU, etc,, ac ponamus non modo fun-
ctionem v sed etiam guantitates x,y,z, etc, variari, eo modo ut Jv, dx, dy, dz, etc.

sint functiones indeterminatae ipsarum =, y, z, etc, Quodsi tunc per dif-

x oy
ferentiationem ita institutam, ac si x, 7, z, etc,, v, dv, dv elc. e seinvicem

non penderent, invenitur:
. ' x - ¥y -z '
du = Xdx+ Ydy-- Zdz:l}- etc. + Fdy ¥ d(dv) -l— V d(dv) + ¥, d(dv) + etc.

+ V d(d’v) +7, d(ddv) +V d(ddv) + etc..

etc. etc
3*
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habebimus posito

w == d‘u—dv a‘x——dv dy — dv Jz—etc
pro varlatlone functionis » hanc formulam:

y 4
du = du-)x-}—du.n{y—l— dqu—]—etc._-l—Vu—}-Vr dw-i-Vy do+ ¥ do-ete

‘+Vx)x-t§2m+V;wéé,w+yz’xfl{lw+ etc. (XV)

etc. -  ete.

g 53

ubi differentialia :lu, }c,lu, zdu, etc. ita sumenda sunt; ut quantitas v ejusque
differentialia ut functiones' ipsarum w, 4, z, etc. tractentur.  Haec for_
mula etiam similem transformationem, ac formula (XII) admittit.

§. 9. FEvolvimus in §.§. praec. formulam completam pro variatione
functionis z, quae aliam e duobus vel pluribus argumentis pendentem et
formam suam mutantem, ejusque differentialia particularia complectitur,
posito haec ipsa argumenta etiam variari, ad quem finem pervenimus,
nullis regulis statntis de variationibus talium differentialium particularium
formandis. Quas regulas nunc investigandas nobis proponimus, et perduce-
mur hac ratione'quasi a posteriori ad illas formulas (XII), quibus investi-
gationes §.§. praecedentium praecipne nituntur.

_ Si est v functio variabilium e se invicem non pendentium x, y, z, etc. ct

x y Z
designamus functionum v, dv, dv, dv, etc. variationes quoad formam cha-

ractere A, earum variationes completas vero charactere d, erit
dv = Av 4 . & + J;lvé‘y + . 9z +~et';:;.'
Jdv = Adv -+ dv. O + ié(}v.é\y -+ jl(}v ) + etc.
J\fiv' = A(yiyv 4 ;lz/lv.é‘x +l§’v.<§‘q‘ -4 czlz’lv.é‘z 4 etc.

etc. ‘etc.
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differentiando vero primam harum aequationum respectu x, y, z, etc. nanci-

scimur

x x x -y xz x x y x z x

ddv = dAv-[—cPv.é‘x-{-—ddv.é‘y-‘—ddv.é\z-‘—etc.-l-dv.dé‘x-]—dv.dé}y-l—dv.dé\z—}-etc. .
x ¥ ¥z ¥y y ¥ zZ Yy

@ = {iAv-l-’t/idv.é‘x-l-d2v.J\)/-F-ddv.é‘z—l—etc.+dv.dé\x+dv.d3)/+(lv.sz-I—etc./ \

ete. t etc. e etc.

x

. : L x
ex quibus aequationibus cum prioribus comparatis, quum sit Adv = dAz,

Adv = dAv, etc., statim deducuntur hae formulae.

[ =

R

% x x y = z
ddv = ddv — dv ddx — o ddq — dv ddz — etc.

¥ ¥ 4 Yy Jy z ¥ -
ddv = ddv — dv ddv — dvddq — dvddz — etc.  (XV])

z z r  z Yz z 2z
ddv = ddv — dv dix — dv dly — dv ddz — etc. |

etc. etc.

»

quae regulam generalem exhibent, quam in formandis vanatlombus diffe-
rentialinm particularium sequi debemus.

Quodsi vero haec deductio formularum (XVI), quam modo dedimus,
non satis dilucida et stricta videatur, accuratiorem etiam demonstratio-
nem earum afferre possumus, quo consilio refugere debemus ad prima
calculi nostri principia, quibus ‘variationes formandi ratio ad differentia-
tionem secundum argumentum indeterminatum reducta est.

Exhibita functione v in hac forma f (x, ¥, z etc), statuere licet,
S (%, %, z, etc.) esse formam peculiarem, quam induat functio F'(A, x, ¥ % €tc.)
pro A = ®, quum vero ex hypothesi nostra =x,%,z etc. quoque va-
rientur, earum loco ponamus quantitates ,%, %, etc., quae pro A = «

abeant in illas ideoque hujus formae sint:
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o =z 4+ @@,z etc.)(A—a) + @.(x,9,z,etc.) (A—x)® 4 etc.
Y =g+ b@nzec)ri—a) + Y@y, sete) a—w)* + et (1)

ete. etc.

ita ut generalius habeamus v = f (00,5 etc) F (p &, 5, £y etc.) pro
A = @ Designando tunc functionis F differentiale completum respectu

ipsius A, ita sumptum, ut etiam x,¥, z, ‘etc. tamquam functiones hujus
A
argumenti- tractentur, per [dF], habebimus:

dv = [dF).dr pro A = 2

s

L - < . R y z
et simili modo, qlium differentialia partlculana dv, dv, dv, ete. derivari
debeant ex his dF dF dF etc. ponendo A = a, concluditur esse

Sy = [ddF] JA, ,Mv = [ddF_] dx, e pro A = u (3)

dlfferentxahbus respectu A in eodem sensu generahon acceptls. Qua ra-

tione Jv, Jdv, Jdv, etc. exhlbebunt harum functmnum variationes com-
pletas quum e mutanda forma functionis 2 tum e variandis argumentis
x, ¥, Z, etc. progredientes. Quantltatum x, y, ,z, etc.. Vanatlones per-

inde etiam inveniuntur hae:

e e = dx dn, dy = d_y dr, dz = dz dA,-etc. pro A = a, (4)

qnae opera aequationum ) }facile cognoscuntur pro functionibus arbitrariis
ipsarum &, ¥, %, etc. '

Jam ex Iiotis calculf differentialis ,principiis deducitur esse;
A

= TdF]JA dFdA + dFdx dn 4 ddeAd-{- dFdz dr 4 etc.
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denotante desimplex differentiale secundum A, in gquo formando varia-

hiles x, ¥ %, ete. tamquam ex hoc argumento non pendentes spectantur

Quodsi hanc aequatlonem differentiamus respectu x, ubi et ¥ et y

et z etc. velut functiones ipsius ¥ tractandae sunt, nanciscimur

. » ! ’ ‘A . , . »r
p [dF] an = (ddF da + d’F dx da 4 ddF. dy’.dx + daF. dé A -|- etc.) dx’

+ (ddF.dA + ddF.dy .dA+ d’F.dy.dA + etc) dy
N
+ (ddFd)\ + AP dA —l—ddF.dy dr + etc) & )

- - -

etc. o “etc. ,

' ¥y x A
= dF. d(dx ) + dFd(azy .dz) 4+ dFd(dz dn)” + etc.:.‘

formando “vero functionis @7 differentiale cbmpletum respédtu A, perve-

" nimus ad hanc aequationem

: 7& _tl’ 7\;: ) S
[ddF] dp = ddF.dn + d’F dx d)\ + ddF d;/ dr + ¢ ddF dz’ d)\ + efcs

cujis pars-dextra omnino congruit cum coefficiente -quantitatis dx" in ae-
quatione (5). - Substituamus igitur in hac aequatione pro coefficiente

Ay —
lpsms dx quantltatem [ddF]dA et ponamus postea A = « Inde tota

4h~'aec 'aequatio (5), quum ex aequationibus (1) sequatur pro_ ?\ = ﬁeri

= 1 et dy, dz, etc. — 0, respectu habito ad aequationes (2), (3)

et (4), in hanc formam mmphcwrem contrahitur :
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x T xr y z x
ddv = ddv 4 dv.ddx 4 dv.ddy - dv.ddz -+ etc.

unde prodit formula jam antea inventa:

X . x x x y x Z x
ddv = ddv — dv.ddx — dv.ddy — dv.ddz — etc.
Permutatis inter se x, ¥, z, etc. ex hac etiam ceterae formulae (XV])

nulle negotio deducuntur. *) .
§. 10. Ex aequationibus (XVI) statim deducere possumus etiam for-

mulas pro variationibus differentialium particularium superiorum ordinum

; x }' x
substituendo tantum in iis pro v vel dv, vel dv, vel d?v, etc. Facilius
vero ad hunc finem pervenimus, si antea aequationes illas in hanc for-

mam redigimus:
x xr yr - zx x x y z
ddv—d?v. x—ddv.dy —ddv.dz—etc. = d(fv—dv.dx—dv.Jy —dv.dz—etc.)

2y y 2y y x y z
G‘(ylv—ddv,ix—-d’v.é_‘y—-ddv.é\z—etc. = d(§v—dv.dy—dv.dy — dv.dz—etc.)
- etc. : - ‘ etc.

* , :
Ponendo nunc in his aequationibus dv pro v, nanciscimur
[ NS, .
%) Eulerus ipse in formanda variatione differentialis particularis in errorem incidit,
. - .. de dv ddv dv. déx
mmutans hoc cum quotiente differentiali — , quo modo invenitur 3(—— ——— — ———
co . 1 dx’ 1 dx) — dx dx dx

. ' . dldy diz - . . .
quod idem valet, gc si —=, ——,eic.nihiloaequentursive ponawr variationes dy, dz, etc. e variabili

dx’ dx
x non pendere. Poissonius primus formulas (XVI) invenit pro duobus'argumentis x et y,
ex iisque deduxit- formulam (XIIL) pro variatione functionis, quae aliam e duobus argu-
mentis pendentem complectitur. Qua in disquisitione tamen ommino aliam viam eamque satis
complicatam persecutus est, variabilés & et y tamquam functiones duarnm aliarum variabilinm
spectans, Ostrogratskius (vid. Introd.) has formulas generalissima forma exhibuit, aequande
in ddv et ddy singulos coefficientes ipsarum dx,dy,ds, etc. Nosira rem tractandi ratione earum

investigatio ad simplicia calculi differentialis principia reducta esse videtur.
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jam in praecedentibus omnia ad hanc rem brevissime expediendam prae-
parata sunt, et eam ob causam, quia multa ad has disquisitiones perti-
tinentia non nisi in ipsis problematibus solvendis stricte exponi possunt.

Itaque, ut rem statim generallom mode aggrediamur conmdetemus
formulam integralem ita exhibitam:

o
U =fudx
a

in qua z est functio data ipsarum x, y, z, y, 2, »", 2", etc, designantibus
et z functiones indeterminatas ipsius x, et y, z, ¥, z”, etc, earnm fun-

ctiones derivatas, uti in § 4, et salvis denotationibus hujus §. sit
du = Xdx + Ydy-+ Zds+Y'dy' + Z'dc'+ Y'dy" + Z"dz" + ete.

Ex theorematibus in § 3. statatis et demonstratis sequitur esse

‘:” WU = J‘judx fau.dx

substituto jam pro Ju ejus valore ex formula (VI), quum omnes hujus for-
mulae partes signo differentiationis affectae integrationem admittant, desi-
- gnando valorem, quem funciio quaelibet P ab x pendens pre x = e ac-
cipiat, per [P]a, nanciscimur

U= /E(Y_l @y etc)J‘y+(Z——d7 +‘l;Z,_ etc.) s |ds

oy

. dY ,_dZ . XVII
4 {(Y — dx--{—etc.)d‘y'-}—(z — 4 FeteddzH(Y —Etc')j;:‘f‘etc-]a, ( )

7

: ., dy” : w . .dé
-_— [(Y ——-d;'+etc.)o‘y+(Z'~—‘~i;-+etc.)3‘z+(lf‘l —etc.)SE—;-{-etc.]a

quae formula mnobis suppeditat variationem integralis ¥/, si haec modo e
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mutata forma functionum y et z in z implicatarum prodit. Hanc vero
formulam e duabus partibus. valde diversis conflatam esse videmus, qua-
rum una signo integrationis affecta, altera hoc libera est. Haee
altera pars enim manifesto tantum e valoribus pendet, quos quantitates
¥ % Y, Z, etc. et dy, Js, etc. pro limitibus @ et & accipiunt, ideoque nullo
modo adstricta est ad formas functionum y et z earumque mutationes,
quum diversissimae functiones ipsius » earnmgque derivatae eosdem valores
accipere possint pro x = o vel a". Quin etiam haec pars omnmino eva-
nescit, si valores ipsarum y et z pro integralis limitibus e et " non varia-
tas esse ponimus, quia tunc etiam variationes dy et dz in his limitibus
nihilo aequari debent. Prior pars vero formulae (XVII), cui signum in-
tegrationis praescriptum est, quo nequaquam liberari potest, nisi pro Jy
et 0z certas functiones ipsius x assumamus, etiam alia pro aliis harum
variationum valoribus evadet. Haec pars itaque re vera e mutatis for-
-mis functionum y et z pendet, nec. uti altera pars ex solis mutatis ea-
rum valoribus, qui limitibus @ et o respondent. Quae differentia inter

ambas partes formulae (XVI), quod ad ejus usum attinet, maximi meo-
menti est. . ‘
§. 12. Posuimus in §. praec. modo formas functionum y et z mutari, li-
mites vero, inter quos integrale U sumptum sit, non variatos esse. Tamen
etiam variationem formulae integralis, quae e mutatis valoribus limitum pro-
greditur, simul cum illa explorare possumus, etsi U non explicite tamquam
functio horum limitum nobis data sit. Ex notis enim integralium definito-
rum proprietatibus sequitur esse ‘
| o da’ o
[ ovdr = [ @(t-dx). dw-4-dx)
a+da a

ubi dx quamlibet functionem ipsius x, etsi non infinite parvam, repraesentare

2*
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potest. Quodsi igitur ipsius U variationem 30U quum ex mutandis formis fun-
ctionum ¥ et z, tum ex variandis valoribus limitum prodeuntem investigaturi

sumus, modo quantitatem x sub signo integrationis sua etiam variatione au-

geamus oportet, unde prodit
U = f dudx) = f (SM.dx—}—u.dc;'x)

ubi tamen du exhibet eam hujus functionis variationem, in qua etiam quanti-

tas  variata est. Substituendo igitur pro Ju ejus valorem e formula (VII),
et respiciendo id, quod f (du.dx 4 u.ddx) est = udr, nanciscimnr pro nostra.

significatione
dz Y ) dZ’  d*Z" \
U = [[(¥— dx+ 752 —€te )(J\J"“J’ ‘5\“)"‘(2 dx+ o —etc.)(dz—z'dw)de

a

I

+ [u]a J‘a, — [u]a da (XVIII)
+[(Y’——%I;+etc.)(é‘y——‘y'3x)+(Z’—-—%?—{-etc.)(J‘z—z’é‘x)+eic.]a,

—[(¥ ’——~+etc. @y—y J‘x)—|-(Z’ +etc.) (de—z"dx)-}-ete. 1

Etiam in hac formula pars signi integrationis immunis a parte hoc signo
affecta discerni debet. Illa enim re vera non amplius e forma functionum y

et z pendet, sed modo. e limitibus a et &’ et e valoribus b et %, c et¢’, quosy
. P q

et z in illis accipiunt, et gnum nunc hi limites etiam arbitraria qualibet ratione
varientur, inter a, b, ¢ et inter o, b, ¢’ relationes arbitrarias statuere pos-
sumus, quae nullo modo ad relationem generalem inter x,.y, z adstrictae sunt.
Ea vero hujus formulae pars, quae sub signo integrali invenitur, nequaquam
differt ab eadem parte formulae (XVII), quum dy—y'dx et dz—z'dx hic idem si-
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gnificant, quod ibidem Jy et dz (vide §. 6). Haec omnia vero in adhibendis for-
mulis nostris ad solutionem geometricornm problematum, de quibus in altera
hujus commentationis parte agemus, maulto clariora reddere licet.

§. 13. Superest, ut nonnulla etiam de investigandis variationibus inte-
gralium multiplicium afferamus, quam disquisitionem tamen modo in integra-
libus duplicibus instituere volumus, quum earql‘xae de his valeant, cum levibus
mutationibus ctiam ad multiplicia referri possint.  Exploremus igitur varia-

tionem formulae integralis dupliois
U= [ udedy

in qua z est functio data quantitatum x, 3, z, 2, z, etc., denotante = functionem

indeterminatam ipsarum x et y, et 7', z,, 2’ etc. ejus differentialia particularia,
uti in §. 7, sit etiam
du = Xdx 4+ Ydy 4 Zdz + 2'de’ + Zdz, + Z'dz’ + etc.

Quodsi statim eum casum consideramus, quo praeter formam fanctionis

z etiam limites hujus integralis mutantur, habebimus
U = [[Hudzdyy = [J[Qudxdy + u.d(dxdy)) (XIX)

ubi pro Ju ejus valor e formula (XIV) sumendum est. Valorem variationis
d.dxdy) vero accuratius examinare debemus, ad quem finem refugiamus rursus
ad nostra calculi variationum principia, ex quibus salvis significationibus §. 9
hanc variationem explarare debemus per differentiationem ipsius da’dy’ re-

rpectu argumenti A, quod postea ponitur = @. Nanciscimur hoc modo

A ' A oA / A A
ddx'dy) = dy ddx, 4 dx’'ddy’ = dy’ddx’ - dx’ ddy".

ibi, quum dx’ita sumptum sit, ac si ¥’ constans esset, et vite versa, etiam in
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A
formando ddx’ eadem hypothesis, puta dy’ = O admitti debet. Itaque valor

A
ipsius ddx’ ex his aequationibus est deducendus

A “ xl yl
ddx’ = ddx’.dx <4 ddx’.dy

.~

T = Id‘y’dx + }c’i‘y'.dy
te postea A ponendum = «, qued quum statim fieri possit, quo altera aequatio
abeatin dy = 0, epriore accipimus dtixf = C;J‘x.dx. Eodem modo sequitur pro

* A= o esse d?iy = ffé‘y.dy, unde pro variatione ipsius dxdy prodit

* Ndxdy) = (ddx 4~ ddy)dxdy

i . ,‘ e 2 - - ) N '74 '
Haec agendi ratio facile etiam ad plures variabiles extenditur, quo modo
pervenimus ad hanc generaliorem formulam

MNdrdydz...) = (23x+':13‘y+zdé‘z+ etc.)dxdxdz..,

Ponentes jam valorem pro d(dxdy) inventum, in aequatione (XIX) ac-
cipimus o ‘

3 = [/‘(da-{—u:}é‘x—}-.ugé_‘y)dxdy

“ et substituentesin hac pro du ejus valorem ex aequatione (XIV) et integrantes
semel omnes partes, quae integrationem admittunt, quum sit

ff(:lu J‘x‘-l-_u‘:i?x) dedy- = fuJ‘x.dy‘ -':et ff({iu@y-{—ut;&y) dx dy =fuéjrdx

nauciscimur
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N

. x Y x xy ¥
W = [f(z—az—dz,+‘a*2 4ddz +-dZ, —etc) wdxdy
+f udxdy -+ Judydx 4+ ﬁZ’-—dZ”—%}('IZ,’—}—— etc)wdy

x y
+ [(Z—3dz —dZ,+-etc)idx

etc, - etc.

~

Haec formula, in qua » = dz — z’dv—2zdy (vide §. 7), exhibet variatio-
nem completam integralis duplicis, si et forma fanctionis z, quarﬁ invelvit, et va-
Jores limitum, inter quos sumitur, variati ponuntur. Etiam in hac formula par-
tem, quae duobus signis integrationis affecta est,omnino discernere debemus ab
iis partibus, quae modo unum tale signum continent, in his enim jam pro z ct
pro x velyii valores substituti sunt, quos in limitibus accipiunt, itaque non am-
plius pendent e ratione generali, qua hae quantitates inter se connexae sunt,
sed modo ex ea, quae in limitibus locum habet. Hujus vero formulae natu-
ram dilucidius exponere non nisi adhibitis considerationibus geometricis aude-
mus, itaque proferamus hanc rem in alteram commentationis nostrae "partem,
quum hac priori modo principia calculi variationum mere analytica statuere in
animo habuerim.
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o THESES.

1. Errant, qui existimant vires, quas vocamus physicas, non

veras sed modo fictas phaenomenorum Causas esse.

2. Quaegue litterarum disciplina sua propria veritates de«

monsdrandi rvatione uti debet.

3. Quantitates imaginariae eodem jure, quo reales ad de-

monstranda theoremata a mathematicis adhibentur.
4., Omnis mutatio in rerum natura tempus requirit.

i

3. Omnes scientiae Matheéi egent, Mathesis nulla.
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