




Calcu lus  variationum origine~n traxit e nonnullis problematibiis ad theo- 

riam maximorurn et minimoriiin pertinentibiis, qiiae siiblimioris naturae 

sunt, qiiam ea hiijiis generis problemata, qiiae adhibito vulgari calculo 

differentiali resoIvi solent. Diim enim in his problematibiis tota res 

in eo versatur, ut  quantitatis variabilis valorem vel plurium variabilium 

valores deterininemus, quibus maximiis minirnusve valor functionis ea- 

rum respondeat, in illis siiblimioribus probleniatibu~ ea alicujus func- 

tionis forma, sive ea inter pliircs variabiles intercedens relatio 

quaeritur, qiia statuta quantitas qiiaedam, cujns valor ex illa func- 

tionis forma seu ex illa relatione pendeat, maxiina vel minima ,eva- 

dat. - Jam N e  W t on i i s  ') curvam per tangentes construere docuit ita 

forinatam , ut solidum, qiiod ejus revoliitione circa axem describitiir, se- ' 

I) Philosophiae naturalir principia mathematica auct. J. iTewtono, primo edita an. 1686. 
Lib. 11. Propos. XXXIV. Scholion. 



cunduin axis directioiiem in fluido motiim ininimain patiatnr resistentiam. 

Propria tamen hujiistnodi quaestiones instituendi methodus priinliin a 

matheinaticis inventa est in solvendo illo probletnate celeberrimo, quod 

de brachystoclirona sive de ciirva, in qua Corpus grave brevissimo tempore 

a dato puncto ad datum descendat, J o  h. B e r n o i i i l l i u s  anno 1696 

omnibiis, qiii tiinc temporis florebant, matheinaticis proposuerat I). Metlio- 

diis haec eo nitebatiir, qiiod ciirva qiiaesita seciindiiin principia calculi dif- 

ferentialis ex infinite parvis elementis rectis co~npusita concipiebatur et iii- 

crementnm investigabatur, yuod quantitas illa, quae maxima vel minima 

evadere deberet, diiobiis elementis contiguis infinike paruin mutatis caperet, 

rjuod increinentutn quum iiiliilo aequassent, aaclqiiatio formam curvac deterini- 

nans eruebatur. Mox ver,o difficiiiora Iiujuw generis probleinata aggressi sunt 

mathematici, in qiiibiis inter omnes curvas ejusdeb longitiidinis ea inve- 

nienda erat, qiiae quantitatein qiiandam ex ipsiiis forma pendentem ma- 

xiinam vel ininimam reddeset, .ad qiiae probleinata solvenda ii- 

lam mqthodiiin agplicabat J acob .  B e r n o u i l l i i i s 2 ) ,  eo inodo eairi 
-- - 

amplificans, ut tria curvae elernenta ,contigua rniitaret. Probleinata . , .  
haec, in qiiibus maximum velininimiim non absolotiinr sed mono relati- 

vurp quaepbatiir, propter illairi conditionem aequalis longituctinis ciir- 

varuin i s a p e r i m  e.t r i c a  vocabant, qiio nomine tatnen etiam amnia hujw 

generis problemata, etsi vel alia vel niilla coiiditio ciim maxirni ininimive- .- 

proprietate conjuncta, esset, coinplectebantur. Totam illwn methodiiin com- 

plete per t racta~i t ,~  inniimerig exemplis illiistravit + valde ainplificavit 

I )  Aci? Erudiiorum edita Liptiae an. 1696 pag. 2%. . - ~* . 
3) dnalyris magni problemaiis iooperimeirici aucr. Jac. Bernouillio-, ~ae i i ide  aii. r p i .  



E ii I e r  U s I) applicando eain ad quaestiones multo difficiliores , quam qua8 

antea tractaverant mathematici. In  oinnibiis enim his probleinatibus 

quantitas, quae maxima vei miniina evadcre debet, necessarie, uti postea 

videbimus , per formiilam integralem exhibetiir, qiiae siib signo integra- 

tionis functiones indeterininatas earumqiie differentialia continet. Ma- 

tliematici ver0 ante E u l e r  u m  modo in tales incubiierunt quaestiones , ubi in 

formula integrali praeter ipsas functiones indeterminatas earum differen- 

tialia p r i m i o r d i n  i s occrirrebant , diim in illo opere Euleriano investi- 

gatio ad differentialia superioriim ordiniim extenditur, quin etiam ad tales 

casiis, ubi formiila illa alias formiilas integrales involvit, et praeterea om- 

nes quaestiones de maximis et minimis relativis ingeniosa qiiadain ratione 

ad quaestiones de absolutis rediicuiitur. - Qiiamquam ver0 E U 1 e r  U s , 
quod ad regulas forinulasqiie in  solvendis problematibus isoperimetri- 

cis inservientes pertinet, niliil fere optandum reliqiierat, tarnen eas in- 
- .  
veniendi ratio ab eo adhibita ex geometricis et analyticis consideratio- 

nibus inixta et valde complicata fuit, ita ut  brevis e t  concinna formuias 

illas eriiendi methodiis maxime desideraratur. Cui desiderio tandem satis- 

fecit L a g r a ng i u s  methodum mere aiialyticam exhibens, simplicem e t  

sgeneralem, qua investigatio omniurn formiilarum, ad  maxima minimaque 

gublimioris illiiis natiirae determinanda pertinentiiim, brevissima et ele- 

gantissima ratione absolveretur, quin etiam multo majora praestarentur. 

Ipse vePo hujus methodi auctor illustrissimus primum ') modo agendi 

I )  Methodur invenienai linear cnrva8 maximi minimive proprietate gaudentec , oive 

eolutio problematis isoperimetrici latirsirno teniiu accepti auct, L. Eulero, Lautannae et Genevae, 

ann. 1744. , 
a )  Miscellanea Taurinenria Torn. 11. ann. 1760 - 1762 pag. i73? et Tom. IV. ann. 

1766 - 1769 pag. 163. 
L* 



rationem iiidicavit, qiia in applicando calc~ilo siio novo iitcndiiin esset, nec 

ver0 ejus priiicipiis, ut ita dicam, ~)hilosophicis stabiliendis iillam operain 

riavavit. Eam ob causam alii mathematici muniis siisceperiint hrijiis me- 

thodi priiicipia perscriitandi et clariora reddendi, ante omnes vero 

E u l e r u s  ipse, qiti noviirn illuin calciiliim, ciii nomen c a l c i i l i  v a r i a -  

t i  o n  iim inter omnes matlieinaticos niinc iisitatiim iinposuit I), ciim in 

opere srio de calciilo integrali 2) tiim in pluribiis comrnentationibiis per- 

tractavit, qiiariim iinam 3)  praecipiie liic laiidare debeo, in qiia calciilriin 

variationum ad principia ealculi differeiitialis revocare eonatus es&. Äanc 

rei tractandae ratioriefi diice E n l  e r o  pltires inathematici seciiti siint et 

L a g r a n g i U s. ipse postea calctili siu principia huiie in modum explica- 

vit 4), et equidem in disqertatione mea hanc viain ingressiiriis siim, qiiia 

veriiin , iiti inilai videtur , accessiim a(1 abseondita hiijtis calciili principia . , . .. +, , 
aperiijt. Nova illa L a g r a n g i  i rnetliodub sive calciilns variationifm ngn 

modo omnes illas .formulas suppeditat, ,qiias ad solvenda problernata iso- 

perimetrica E ul e r u  s jam evolvit, sed etiam generaliori forma eas extiibet, 

ita ut limites ciirvae invaniendae, qiiae maximi iniiiimive proprietate gau- 

deat, Giam variabiles assi~mi qiieant. Praeterea veriim etiain i n  miiltis 

aliis investigationihus iisqiie gmvissimis pliirimiim valet , ut in eriiendis 

aequationibus coriditionalibus , qriihiis-'cognoscitur , nurri functio pliiPiiim va- 

ri9biliuin integrabilis sit nec nqi  ptaeoipue ver0 in problernatibris mechanicis, 

ad ,. q q e  solvenda L a g r  a n g i  ti s in Opcre siio immortali Mecbanica ana- 

13 Kov-i Gomrncnterii: a%r&pblil. Tom. -X:" 'ah. 1766 pdg. ?,j: 
2) Insiitutior~um calculi ititegralis rolumen 111. auci. L. ~ u l e r o .  Petropoli .1770. 

3) Naai Commentarii Petmpol. T&. XVI. a4n. 1772 p%g. b5: 
4 )  Leqoris sur  le calcul des ionctioos par Lagrauge. Paris 1806. Le'qon z2me. 

- e 



lytica inscripto iibique calculiim variationuin adliibuit, ejiisqiie adjii- 

mento oinnia thcoremata hujus scientiae profundae et siibliinis ex iino 

principio deduxit. - Methodiia ipsa etiam inagis exctilta est a 1,ap 1 a- 

c i o  I) et L e g e n d r i o  *) qui de dignoscendis casihes, in  quibiis 

maximiim vel ininiiiiiim lociim haberet, scripserunt, deinde etiani a 

P o i s s  o n i o 3); .qui et totam rem complete pertractavit et priiniis variatio- 

nein integralis diiplicis sive fiinctionis, qiiae diias e se invicern non pen- 

dentes variabiies implicat, in forma generalissima exhibriit, ciijus varia- 

tionis investigaiidae rationem deniqiie ad solitas calculi inethodiis rediixit - 
et ad fiinctiones pliiriuin variabilium applicaoit 0 s t r o g r  a ts k i 11 s 4). . f Z  

Jain rein arduain aggressuriis sum, ut elementa hiqiis calciili difficilis et 

complicati quatn Erevissime expoiiam ejiisque usiiin iia solvendis gravissi- 

inis yroblernalibus analyticis et geornetricis ostendain. Elegi ver0 hatic 

rein iii dissertatione mea tractandain et propterea, qiiod in plnrimis calculi 

ciifferentialis et integralis compendiis, in quibiis de calciilo variationiitn etiaiii 

agitiir, ejus principia non satis diiucide exposita inveniiintur, et ob eain 

etiarn caiisain, quod haec res propter absconditam ejus natiiram ad peciilia- 

rem hiijiis dissertationis finem praecipue apta inilii 'Pisa est. 

Commentatio mea igitiir in  diias Partes distrib,iita est, qtiariiiii yrior 
. - 

tractat calciili nostri eleinenta , altera ejiis tisiitn in solvendis problciiia- 

tibus exponit. 

I) Nova acts eruditoriim Lips. 177" pag. 193, 
I )  Memoites de l'Bcademi& dee sciences oe Paris 1786' pag; 7 
I )  M6riioi;cs {e* 1'Acad. des sciences de Paris 1833 pag. 223.' , . - .  
J), Mkmoirq de? r,Ac;id.. imperiale Ge St,,?etersb. 1855 paar 5% 



prior, 

Elements celcixli variationum. 

\ 
1, Caiculus variationiiin est methodiis investigandi iniitationcm, 

qiiam fiinctio qiiaedaui patitur, si vel ejus forma vel etiam formae funct$o- 

niim in ea implicatariim infinite pariim mutantiir. Si e. g. u = 

designat integrale inter limites 0 et X sumptum, in qua 
0 

dy 
est functio ipsiiis X sive = Q x ,  et p = - valor hujiis formulae non dx' 

,nodo e valore ipsius r ,  sed etiam e forma functionis gxpendebit, itaque 

Si haee infinite pariim mutatur, valor ipsius u quoque inutabitiir, et in- 

crementun, infinite parvum , quod inde capit integrale U ,  ejns va  r i a t i o 

vocatur. U t  rem geomotrica consideratione illustremus, siimamus cnr- 

vam, e~ijus aequatio y = @X, in qua illud integrale igitur certum accipiat 

valorem, jain vero alteram fingamus curvam paululum ab iIla discrepan- 

tem, valor integralis pro ea alius evadet, et differentia infinite parva inter 

Iiiinc et illum integralis valorem , ejus variatio erit. Variationem functio- 

nis usitato möre per characterem 8 ei praescriptiim designabirnus. 



9 2. 0mnein mutationem ad forinain ftinclionis syectairtern vcliit C 

inutatione alteriiis ciijuslibet argumenti, de quo fiinctio aliqiia ratione ar- 

bitraria pendeat, ortain statiiere licet. Facile eiiiin perspicitiir seinpcr ta- 

lern fingi posse fiinetioncm diiariim variabiliiiin F (X, 4), qriae pro - certo 

quodain valore ipsius 8 ,  e. g. pro 4 = ~ b ,  induat formam X ,  miitaiido 

ver0 valorem ipsiiis 4 in quamlibet aliain formam $ X  abeat. Ita e. g. fiiii- 

ctio (i-d)pr +&+X pro 8 = 0  fit Qx,  pro .!I= ivcro $X, et cre- - 
scente ipsius 8 valore a o iisqiie ad 0 ,  sensiin ab altera foriria in alterain 

transit. Miitationem igitur infinite parvam formae fiinctioiiis 9% sive ejris 

variationem e mutationc infinite parva valoris ipsiiis 8 ,  sive e differeritia- 

tibne fiinctioiiis F(x, 4) respectu ipsius 0 deducere licet , ita iit, pssito 

B 
@X = F(x, a), ejus variatio 6 q x  sit = d F ( q  4). d4. pro d=a *). Ad 
hiijus varizatianis indolein melius perspiciendarn , exhibeainris fiinctioiieiii 

F (X# 0) Iiac forina generali : 

in qua functiones oiiinino arbitrarias XX, +X, etc. coiitinet, et pro O=ac re 

vera tranait in Pr, differentiando respecto 0 et postea suinendo 8 = ~ 4  nanci-- 

i<aque variationein ipsiiis Qx, quae Per XX.  :.dB repraeseiitetiir, videmus esse 

ipsam functionem oiniiiiio arbitrariam ipsiris X ,  diictam i n  aliqriam quaii- 

*) Differeiiiialia particularia functioiiis e pluribus ,variabilibus peudentii velut u = 
f (%,Y, z,), quae vulgo denotaiitur per ( )  ( E), C b a  a semper des;- 

x Y =  -. 

gnabimsis hoc modo: dn, du, du. 



titatem infinite panrain , nec re  vera iillain mutationem quoad formam 

fuiictioiiis fingere possuinus , qiiae sit generalioris natiirae. 
'. j 

Etiam fiiiictiones duarum vel pliiriiim variabiliiim in variationibiis ea- 

riim investigaridis eodem inodo tractare licet. Qiiodsi igitur statiiimiis 

fiinctionein (P(x,y) esse = F(x,y,6') pro fi=ac, erit ejus variatio 
B 

J ' ~ ( x , y )  = dF(x,y,8).dO pro B = a, 
p a c  tali inodo facile pro functione ipsoriim X et y omnino arbitraria 

(i. e. ciijiis forma neqiiaqiiain ad  formam fiinctionis Q adstricta est) cog- 

noscitur. - .  - .  \ 
Quin etiam secundiim hanc rcm considerandi rationem de variationi- 

B 
bus siipcriorum ordiniiin sermo esse possit, ita iit 6 6 ( ~ x )  sit = d2 F (x,d).d2%, 

pro 0 = a, c t  sic porro, in tales ver0 inqiiirere usqiie adhuc saltem 

sriperfliiuin videatur. 

9 3. Spectando igitur fiinction'em qiiatnlibet vel iinius vel pluriiim va- 

riahiiiuin, tamqiiam casuin specialem generalioris fiinctionis, quae praeter illas 

variabiles aliiirl adhiic argiimentiim indeterminatiiin arbitraria qiiadain ra- 

tione implicet, cjus variatio sive mutatio quoad formam revocata est ad  

differentiationem respectu illiiis argumeriti indeterminati. Hoc argiimen- 

tiim, si postea ejiis uientionein faciamus necesse erit, semper per 4 designa- 

-biiniis. 

Jam ex notis calciili differentialis principiis sequitiir esse: 
I r 0 . . 
d (;P (X ,  B )  dx). dB = d ( d  F (X ,  B). d0). dx, 

posito vero F(%,@) = Pr, substituendo i t i  hac aequatione cz pro 4, quum 



:F (X, B). dx sit functio, qoae pro 4 = a transeäf in dpx, aeqi~ationis pars 

yrior evadit 6 d  QX, pars altera d @X, nancisciiiiilr ergo 

quod theorema fuiidainentale in calciilo variationum Iiahendum est. 

Inde nullo megotio eiiain Iioc geiieralius deducitiir 

$clnqx = d n $ ~ x ,  (1) 
, -V 

nam JtFqr = d6d1'-'~x = d26dn-aQx = . . . . . = dn$qx, 

+ Const. sirc ponendo = fx.dx, ~ U O  fit PX = Jxdx, habemlIs, 

J6 j x .  dx = G'fx. G'% + Const. 
et siirnendo integralia inter certos liinites, qiio Const, evanescit, perveni- 

quod aepue est gravissiiniim in calculo variationuin. 

Facile etiam perspicitur, Iiaec tlieoremata sine ulla mutatione ad fhn- 

ctiones pliirium variabiliiim exteiidi Posse, ita iit habeamiis 

4. Considererniis nunc variatioiiein aliciijris fiinctioiiis, qiiae ylures 

fiinctioiies foririas siias iniitantes earumque fiinctiones derivatas iii sc con- 

tineat, quae tarnen omnes ex Uno argumento pendeant, iit haec: 



Quodsi hujiis functionis variatio tant~im prodit e: mutanda ratione, 

qua Y et L, ideoque etiam Y', z', etc. ab X pendeant, hae qiiantitates inodo 

aiigendae sunt suis variationibus infinite parvis ,Jy, Jz, Jy', ,Jz* etc. ; itaque si  

yer differentiationein solitam nanciscimur 1 
- 

du = Xdz .+ Ydy < I -#- Zdz f Y'dy' + f'de"+ Y d y  + T&' + etc, 
- s  

" - - -..- -. 
\ X 

clenotantibiis X, Y, 2, I", Z', etc. respective differentalia particiilaria du, - - L 

y z y' 
du, du, du, etc. ita siimpta, ac si x,y,z,/ ,~',  etc. non e x  se invicem pendeant, 

variatio ipsius U, uti nullo negotio intelligitur, erit 

,Ju = Y& + Z$z f Y'&' f ZJz' +Y"@ + Z",$zm + etc: 011) 
dsy dJ.2 d2dy d2Jz 

ubi pro V, Jz', 6y",r!z1', etc. etiam ponere licet - d x  ' dX 7 >Ti J 
etc. 

Sin autem illa etiam ratio, qua qnantitates X, J, z,$, z', etc, inter 

se connexae sunt in functione U, sive relatio ipsa inter x,y, z,yr, z', etc., 

qriae charactere designatur, formam siiam mutat, ad illam formulam pro -. - 
variatione ipsiiis u inventam adjiciendum est membriim ex  illa 

formae rnutatioiie ortum , quod per --($U) denotare vol~imiis, pbi manife- 

stum est , (L) exhibere functionem omnino arbitrariam ipsorum X, y,z,q',z'. 

etc. - Completam ipsiiis u variationein tunc seciindiim nostra principia 

itide derivare debemuq qiiod non soliim y et  z complectiintiir variabi- 

lern indeterminatam 8, sed etiam ipsa fiinctio spectatur tamqiiam forma 

specialis , qiiam iildiiat fiinctio gcneralior F(B,x, y, z, Y', E', etc.) posito 4 = a. 
Hiijiis enim fiinctionis differentiatio respectn ipsiiis 9 siippeditat 



B Y 0 P e - -  dF. dB + $3' dy.dl + dFdz.dd + <Wdi.dd + gtc., 

quae formula pro 8 = transit in hanc: 

($U) + Y& + ZJz + Y'&' + Z$z' + etc., (Iv) 

Qiiae completam variationein ipsiiis u repraesentat, si et foriiia fiinctioiiis 

q eE forinae functioniim y et z mritantiir. 

5. Formula (111) , quae ipsiiis U variationem e sola miitatione fiin- 

ctionum y et z  progredientem exhibet, siibstitiiendo in ea pro Y', z', y",z", etc. 

dy dy dzy d 2 z  
earum valores - - etc. et respiciendo aequatioiicm (I) tran- dz ' z > d 7  ' dxZ > 

sit in hanc: 1% 

Facile vero perspicitur esse 

d2 yl" 
d(;ic..8') - - -  

. , dx dx dx czx 3 

X& - . 
etc. etc. ~6 :% J etc. 

transformando igitur simiii modo et eas Partes, quae ad variabilem z 

yertiiient, formula nostra abit in hanc : 



d y '  d* Y" d2 Y"' 
iu = ( Y--& +ds' -clr, 

ete. etc. 

qiiac formuia i i i  ejiismadi formCm reducta est, iit omnes ejiis Partes, ex- 

ceptis diiabiis pririiis, sint diffcrentialia coinpleta, unde postea in  evol- 

~ e n d i s  variationibris integraliiim magnam iitilitatem capiemiis. Ceteriim 

'ver0 ex spinmetria litijiis formulae, qiiae in partibiis et ad y et ad 

~'ertinentibiis cerriitiir, facile perspicere possumiis, quomodo ea applicanda 

sit ad functiones, quae pliires etiam qiiam diias fiinctiones forinas suas 

9 6 .  Qiiainquain usque adhuc varial~ili li nullaiq -:dedirniis vaiatio- 

ne.1, tarnen si earn speitamua tamquam fu*ctionem alterius ei~jiislibct 

argiiineriti t ,  uti seiilper licitiim est Iiiijus functionis formam etiam va- 
. * 

riatain concipere yossiiiniis, iiiide prodit variatio &, quae pro fuiictione arbitra- 

ria argumenti t ,  vel efiam ipsiiis argumenti X habenda est. TRI: igitiir 

variatio ipsiiis .U - @(X, Y ,  2, Y', e', etc.), posito formain functionis P-immii- 

tatain inancre, qiio (h) fiat = 0, hac modo expriinetnr: 

d'u = Xd'x + Y6y + Z6z + Y'sy' + Z'k' + etc. . . (W 
111 hac vero forniiila variationes >Y, Jz, Jyf, k', etc. non eandein qiiam 

iii 5s praecedentihiis significationem habent, qiiia nunc partiin etiain af- 
I 



C?Y feetae siint variationo ipsios s nec ea de Causa J"tsive ampliiis erit 

-- " V  et  sic porro, quiim dr quoque varietur. Tarnen relationcm, qiiae 
dx' 

inter has et 'illas variationes intercedat, faciie perspicieiniis. Ponarnus 

y = Jx et denotemus variationem ipsiiis y e sola iniitatione forinae fiin- 

ctionis J' grodeiintem per (Jy), ita ut (Jy) niinc idem valeat, qiiod in$§ 

praec. simplex signum $Y, erit seciindrim formiilain (IV) 
C ' 

+ = (Jy) + x'dx. 

Eodeln modo eriarri Iiabebiiniis SI = (6z) + z'Sx, 9' = (Jy') + ~ " ' x ,  65' = 
(6s') +.>$z, et vice versa 

(9) = 9 - Y'&, C&) = ,+ - ~ ' J x ,  . 
*(by') = +'- yl'Jx, (Sz'l = Jz' - ~ " S X ,  

etc. etc. 

Qiiiim vero qiiantitates ($Y), (h), ($Y'), (be'), ete. oirinino congriiant ciim 

iis, qoas in 94. pi.aec. per $Y, 62, Jyf h', etc. designavimlis habetiir 

_. < d(8z) , df P,.) d2'tYy' (&l) = d2(2y), etc.: ( =  , (J--, = „ (>,"I = ; t i - 7  

-- rzx 

itaque erit 

ctc. . etc. 

Qaod hic quasi a priori demonstravirniis, etiam a posteriori probari Pa- 
< ' 

test per differentiationem rite institiitam. Qiiiim enirn nunc dx aeqiie ac x 



- .  
dsy' dsx 

ac perinde erit $y"= --Y"- dSy" d8x ' = - - -  etc., unde de, 
dx dx 9 dx rlz , 

ducitiir 

eodemque rnodo $y"-Y'"J'x = d(V-y"6x) - dd'(&-y'$x) - , et aic porro. 
dx clx " 

-Exhibeamiis jam aeqiiationem (VII) in  liac forina: - , 

dr = (X  + Y$+ Zz' + Yy"+ Ztz''+ e tc  ) $X 

+ Y(&-~'$X) + Y'(&'-~"$X) + Y''(&''-~'~'Jx ) $ etc. 

+ z ( ~ z - z ' ~ x )  + 2'(6zf-zt6x) + Z0(Jz"-z'"6x) + etc. 
et siibstitiiamus pro &'-y"~!x, $z'-zr'6x, ~ - y " ' J ~ ,  etc. eorum valores modo 

du 
eriitos, tiinc, qiiutn X +  YyP+Zz'+ Y'/'+ Z'z"+ etc. sit = - , nanciscemur 

dx 

d($z-2'6) -+ Z 
,,de (dz-z'Jx) 

-t Z(d'z-z'$x) + Z' 
dx ds' 

+ etc., 

qnae forinula pro $11 iiiventa, quum omnino congruat cum formula (V) 

,cEu 
adjecto ad iHam meinbro -$X et loco & posito &-/$X, yer similem etiam 

dx 

transformationem, qua ilia transiit in  formuIam (VI), haec accipit formam : 



etc. etc. 

Haec est formiila generalior pro variatione functionis U, qiiae for- 

m~iläm (VII), quum ponendo 8% = 0 in illam abeat, velut casrim specialem 

cornpI&tit.i, et propter ejus formam ad integrationem adaptatam in se- 

quentibiis nobis maximo iisiii erit. 

5. 7. Progrediamur nunc ad determinanclam variationein functionis, 

rj~iae alteram e duobus argiimentis pendentem ciiin ejus dEfferentialibus 

particularibus involvit , ut haec : 

U = Q(x Y, Z, z', z,, z", ztr7 z,/, etc.), 

X Y r ' Y  5' 
zibi z = R x , y ) ,  z'= dz, z,= dz, z = d2z, 2,' = ddz, z,, = d2z, etc. 

Qiiodsi ponimus, solius functionis f formam ini~tari, qiio quantitates 

2, z', zl, etc. varientiir, et ipsiiis u differentiaIe completi~in itarepraesentamus 

du = X& + Y@ + 2d.z' + Z'di + Z/dz + Z"dzl' + Z/'dztf -J- Z,/dz; + etc., 

ubi X ,  Y, Z, Z,, 2, etc. respective sunt differentialia particulariä ipsiiis U 

respectu X, y, z, z', 5, etc., i ta  sumpta ac si hae variabiles nequaquam e se 

invicem pendeant, functionis u variatio in hac forma'exhibebiturr 

d'u = ZJz + ~ ' 2 '  + Z,dz, + iY62" 3- Z,'Jz! + z,,~z,, +. etc. 



Variatio c?z hic seeundiim 9. 2 pro fnnctione arbitraria ipsariim r e t y  

habenda est, e t  ejiisdeiri ganeris etiam siint variationes Jz', Jz', $zff, etc. 
X t 

Seqiiitiir vero ex  principiis ibidein statutis, esse J&' = $dz=d&, $z, = 
Y Y X 

6dz = d&, = 6dlz  t h J Z ,  etc., I& 
- X  J' X = Y  Y 

3: Z& + 2'dSz + z , ~ $ z  + Z"d2 Jz + $-- 2,'dd6z + 2,,d2 $z + e tc. 
- 

Ban* formulam eadein ratione, qiiam.supra transforrnantes foriiiulam 

(V) in (VI) seciiti siiinus, in aliain forn~ain ad iisiiin coiniiioclioreiii re- 

digere possiiniis, sed inajoris coiiciniiitatis crrcisa antea eam ad casiiiii 

generaliorem acwmmodare placet, iibi etiam X e t  variaiitiir. Tales va- 

riationes inde ortas fingere yossliinus, quod X e t y  specteinus tainqiiam fun- 

ctiones diiaruin aliaruin variabiliuin t et V ,  qiiaruin relatio ad X et y niinc 

miitatiir, ita ut variatioiies $X et  & habendae ,siiit functiones harum 

variabilium t et  V, sive etiam ipsarum r et Y. Fiinctionis u variatio tiinc 

in  hac forina exhibeiida est; 

J'u = XJX + YJY + Zd'z + Z'J!'. f 2,JzJ + z"$z" + etc. (X) 

ubi tarnen variationes $z, h, etc. jam geiieraliorern, qilarn quac iis hiic- 

iisque tribiita erat ,  sknificationem acceperiliit, qiium non ainplius tantum 

e mutanda forina furictionis f (.%Y) progrediantur, sed ctiain e variandis 

valoribus ipsarii~n X et  Quodsi igitiir ea.~ variationes, qiias qiiantitates 

z,z',z,, etc. e sola miitatione forinae fiiiictionis J(x,y) duc~iiit, denotainus 

Per (Jz), ($zr),-($E), etc.; hae qiiantitates eaedem siint, quae initio Jiiijiis 8 
designariiiua yer $z, Jz'? etc, idcoyue erit 

X Y X X Y Y 

($z') = d(&), = ~ ( J ' z ) ,  ( 6~ ' )  = d2 (&), ($2:) = dd(Jz), (&) = d2 (62) etc. (XI) 

Ex formula (IV) vero sequitur esse 



etc. etc. - 
unde deducitiir 

et sic porro, qiiibiis valoribus stibstitutis in  (XI),,introducta brevitatis 

Causa significatione 
, JZ - zZIx - z,Sy = W 

nanciscimur 

I Y 
8z' - z"$x - z'$y = da, 82,- z,'d'x- z,& = dw (XII) 

X X Y  Y 
.&"- I*'>.S - z,"Sy = d2u, JzlZ,I- z,"~x - z,,'SY = ddm, I, - Z,~'~X - z„{v = da, 

-. 

. , etc. etc. etc. 

Quodsi jain aequationem (X) in hanc formam redigimus 

$- Z(J~-G'JX-~,S~) + Z'(hP-z"Jx-z,'Sy) + Zl(8z-z,'Jx-zl,Jy) 

+ Z"(J~"-z"'G~-~,"S,) + e tc. 

pro quantitatibus (J% - z'd'x-z,&), (~Z'-Z'~~X-Z,'~~), etc. substituere possumiis 
earum valores modo inventos, itaque respectii habito ad aeqiiationes 

3 



. - I  
X 

X +  Z z '  + Z s " +  ?,C,'+ etc. = du- +F&.&- 
*i" -, 

- Y  * 
Y+ zz.+ Zie: +-Zl@--etcii= d~ -j T- -4 

pervenimiis ad hanc formtilaq: ' $ia e -.+ 
. - - - -- . . . - .. . , - +toa+(i;!= \ 6 r 

X Y X Y X "Y 
>U = du bx + du ++ ZU .+ Z'dw + Z,dw -f- Z"daa, + Z,'&@ f etc. (XIII) 

X Y 

i r r  qua differentialia particularia du et du ita sumenda sunt, ut in iis for- 

mandis- qttaatitates- Z, 2; z,, etc, quae-in im@cat$e sunt,. lamqllarn fiinctiones 

ipsariiin X et Y traeentiir. 
- .  ' . %  

J .,- . "  W - -  . _-- L-' „- 
B o i ~  f & m ~ l a e  ' ~ u m  formila (IX) niaximi 'est ' s h i k Ü a o ,  poteat e n b  

X .  Y .  - 
haec ex illa deduci, adjectis termiois ducfx ct du& ac 'posita loco & 
quantitate w sive h'z-z'~!x-z,$~. - - Haec tarnen illa generalior est, quam 

... - 
ut casum specialem, ubi ,$X = o et Jy = 0, complectitiir. 

Jamjam farmulae (XIII) taleln induere volnmus formam, in qua postea 

'eam ad i~vestigandas variationes integralium duplicium in usum vocare 
- . -- 

possimus. 0 b s e r h k %  in hunc "finem esse 

* ' * . '  2 

Z'du = d(Z'o) - dZ1.w 

Y Y -  Y .Z;%. = %(z,,d;) - d~dz,~.&+ cz ,,.U 

etc. efc. 



I quibiis siibstitutionibiis factis formuIa (XIII) statim in Iianc transfor, 

Y X Y 
$. d[($Z,'- etc.)dm + (2,-etc.)du] 

ete. etc. 

X Y > .  

kbi notandum est, loco uniiis vel alterius valoris pro Z,'ddw statuti, ad 
symmetriam formnlae conservandam, dimidiam amborum valorum siiinmam 

introductam esse. 

, 9. 8. Methodu~n nostram, qua in eruenda variatione functionis u usi 

sumiis, simili modo etiaiii ad generaliorem casum adliibcri Posse, ubi 

haec functio aliam e p 111 r i b u s  variabiIibus penderitem invol vat, facile 

I intelligitur. Statuamiis enim functionem u complecti variabiles e se in- , . -<  

1 vireni non pendentes s Y, Z, etc ,  et functionem ex iis compositam V cum 

Y 1 cjus differentialibus particularibus du, du, etc., ac ponamus non modo fun- 

ctionem V sed etiam quantitates x,y,z, etc. variari, eo inodo ut  $U, $X, Jy, d'z, etc. 

sint functiones indeterminatae ipsarum X, 3; z, etc. Quodsi tunc per dif- 
Y 

ferentiationem ita institiitam, ac si X, Y, z, etc., V, du, dv etc. e Se invicein 

non penderent , invenitur : 

- - 
X Z + qz d&v) + ~ ~ ~ d & \ l f  ~ _ ~ d W 4  + 

- - - * 
etc. .etc - 



habebimus posito 
X Y z 

= sv- dv .6~ -  dv.6~ - dv.k - etc. 

pro variatione functionis u hanc formiilain: 
X Y z 1: Y Z 

Ju = du.6~ + (Zu.6y + du6z + etc. + 7% dm + P d~ + YZ du + etc. I 
Y ' Y  %Y 

+Y,x-d*m f Y ~ t y d d w f  YZ,,ddm+ etc. (xv> 
etc. - . etc, 

;J, 

X Y  = 
iibi differentialia du, du, du, etc. i ta sumenda siint, iit qiiantitas V ejusque 

differentialia iit functioneu' ipsaruin X, z, etc. tractentur. Haec for- 

miila etiam similem transformationem, ac formiila (XIII) admittit. 

. 9. Evolvimiis in s.5. praec. formulam completam pro variatione 

fiinctionis U, qiiae aliain e diiobus veI pliiribus argumentis pendentem et 

forrnam suain mutantem , ejiisque differentialia particularia complectitur, 

posito haec ipsa argiimenta etiain variari, ad quem finein pervenimus, 

nullis regulis statutis de variationibiis taliiim differentialiiim particulariuin 

formaiidis. Quas regiilas niinc investigandas nobis proponiiniis, et  perdiice- 

mur hat ratione quasi a posteriori ad illas formulas (XII), quihirs investi- 

gationes 9.5. praecedentiuin praecipiie nitiintiir. 

+, - Si est V functio variabiliiiin e se invicem non pendentiiiiri X, y, z, etc. et 
x Y z  

designainiis fiinctioniiin V, du, du, du, etc. variationes quoad formam clia- 

rattere h, eariiin variationes completas vero cliaractere J, erit 

X Y 
6 v  = AU + d v . 6 ~  + du.& + >V.& + etc. - 

X y f' z X 

G d v  ~ d v  + zu. d'h + ddv.6' + ddu. &z + etc. 

Y Y % Y  Y =Y 
$du = ~ d v  + ddv.ax + d'v .~?~ + ddu.6.z + etc. 

e tc. etc. 



differentiando vero priinain hariim aequationiim respectu X, y, Z ,  etc. iianci- 

scimur . . 

ete. etc. .- .+ i etc. 
I X 2. 

ex qiiibiis aequationibus cum prioribus comparatis, qiiiim sit Adv = dAv, 

Y Y 
Adv = d ~ v ,  etc., statiin dediicuntiir hae fqrmulae: , 

.- - -- . 
- _ . * - - 

Y Y Y Y Y  z Y  
8dv  = dt!v - dv d$x - dv dsq - dv d$z - etc. 

- . ;* 
(XVI) 

z z X z Y z z z 
,$du = d$u - clv d6x - dvd& - dv d& - etc. , -  ' . . - 

etc. etc. 

qriae regiilam generalein exhibent, quain in formandis variationib~is diffe- 

rentialiiim particularium seqiii debemus. 

Quodsi vero haec deductio formiilarum (XVI) , quam rriodo dediiniis, 

non satis dilucida et gtricta videatiir , acciiratiorem etiam deinoi~stratio- 

nem earuin afferre possiirniis, qiio consilio refiigere debemiis ad prima 

calculi nostri principia, qiiibtis variationes formandi ratio ad differkntia- 

tionem seciindiiin argiimentiim iiirletern~inatiim reducta est. 

Exhibita functione V in liac forina f (X, y, z, etc,), statiiere licet, 

f (X, Y, 2, etc.) esse formam peculiarein, quain induat fiinctio 3' (h, X, Y, L, etc.) 

pro h = ac, qiiiim ver0 ex hypothesi nostra x , y ,  z, etc. qiioque va- 

rientiir, earuin 'loco ponamus quantitates =',Y', z', etc., qriae pro h 3 CL 

abeant in illas ideoqiie hiijiis formae sint: 



X' = -k Q ($,Y, 2, etc.) (A-a) f 9. (x,y, z, etc.) (A-#) + e t ~ .  

Y' = y + J/(x.y,z,etc.) (h-ac) + +(x,y, z7 etc.) ( h - ~ ) ~  + etc. (i) 
etc. etc. 

ita iit generalius habeamhs V = f (x,~, z, etc.) = F (h, x ' , ~  z', etc.) pro 

A a. Designando tunc functionis F diffeientiale complet~~m iespectii 

ipsiiis h , ita sumytiim , ut etiam X',./, z', etc. ta~nqilam functiones hiijus 
h 

argumenti tractentur, per [ d ~ ] ,  liabehimus : 

h 
& = [dP].dh pro A = a 

i Ur 

(2) 
, x y z  

et silnili inodo, quum differentialia particiilaria du, du, du,  etc. derivari 

X' y' z* - 
debzaht ex his m7 W, dF7 etc. yonendo A = a;' eondiidittir esse 

" 

X - -X?'-  - Y ^Y' -iS' 

$du = [d dFj.2~~ &du = [ d q .  dh, etc. --piÖ A = G 

differentialibiis respectu A in eodeni sensu generaliori acceptis. Qiia ra- 
- - .. 5, Y - a  

tione 60, &, $du, etc. exhibebunt harum fict ionuin variationes coin- 
' 

- -. 
pletas quiirn e mutanda forma fiinctionis turn e variandis arg~imentis . . 

x, y,  z ,  etc. progredientes. Quantitatum X, y, a ,  etc. yariationes per- 

J 

qriae Opera aequationiim (2) facile cognoscuntur pro functionibus arbitrariis 
" * 

ipsarum X, y, 2, etc. 

Jam ex notis calciili differentialis principiis deducitur esse, 



h 

denotante dF simplex differentiale secundum A ,  in guo formando varia- 

hiles X',/, G', etc. tamqiiam ex hoc argumento non pendentes spectantur. 

Qiiodsi hanc aequationem differentiainus respectu X, ubi et  X' et y' 

et 2' etc. veIut functiones ipsius X tractandae süiit, nanciscimur 

Y' )C y'xt A Y' X X +- ( d d F . d ~  + ddF.dy'.dh + d2  F.dy:& + etc.) dy' 

z ' X  Z'X' .X z I f  X X + (ddF.dh + ddF.dx'.dh + ddF,dyy'. d~ + etc.) dz' 
-- --,-.. - .*-.- - 

etc. etc. , 

X' X X yf r X z' r X -+ dF. d[dd*dh) $. clFd(@'.c&] d2"d(dz'.ddv-$- ,~ . etc. - I- 

- -  .. 
formando vero funitionis aI3 a"iRerGntia1e cbmpletuni r e s p e m  n , pave-  
nimus ad hanc aeqiiationem 

4 r  - 
aiijus pars.-dextra omnino congririt cum coefficiente-quantitatis dx' in  ae- 

quatione (5). Substituamus igitur in hac aequatione pro coefliciente 

X X X' .- < 

jisius, dx' quantitatem [ddP]d?i et.ponamus postea h = G. Inde t o g  
-...*- ,. . 
haec aequatio (51, quum ex aequationibus (1) sequatur pro A = ac fieri - . - . - -  
X X X 

b' = e t  dy', dz: etc. = 0,  ref$edu habito ad aepuationes (2), (3) 
> -  - 
et (4), i n  hanc formam simpliciorem- - -  contrahitur: 



X X X X Y r  Z X 

dsL, = J'dv + dv.dJx + du.d$y + dv.c& + etc. 

iinde prodit formiila jam antea inventa : 

X Z X X Y X  z X 

&EU = dsu -' du. dJx - du. d& - du. d$z - etc. 

Periniitatis inter se X, y, z, etc. ex Iiac etiam ceterae forinulae (XV1) 
niillo negotio dediiciintur. *) 

9. 10. Ex aequationibus (XVI) statim dediicere possiimus etiam for- 

iniilas pro variationibus differentialium particiilariiim siiperiorum ordinum 
X X 

suhstituendo tantum in  iis pro V vel du ,  vel dv, vel d 2 v ,  etc. Faciliris 

vero ad liunc finem pervenimus, si antea aequationes illas in liaiic for- 

inain redigimiis : 

Y rY Y zY Y X Y z 
tf(~~-&iu.$x-d~ V.&-ddv.8z-etc. = d(8u-dzt.t?y-dv.& - du.&-etc.) 

. etc. etc. 
.-. 

X 

Ponendo nunc in  Iiis aeqiiationibus du pro q nanciscimiir 
L 

-') E u l e r u s  ipse in formanda ~ar ia t ione  differentialis particularis in errorem incidit, 

dv 
rommutaus hoc cum quotiente differentiali -, quo modo invenitur J G?& dv.dJx- 

L -- 
dx 

dJy dSz 
quod idem valet, qc si - --, etc. nihilo aequentur sive ponatur variationes Jy, Je, etc.evariabili 

dx '  d x  
X non pendere. P o i s  s o n i  u s primus formulas (XVI) invenit pro duobiis' argumentis x et Y, 
ex iisque dednxit formulam (SIII.) pro variatione furictionis, quae aliam e duobus argu- 

mentir pendentem complisctitur. Qua in difiquisitione tarnen omiiino aliam viam eamque satis 

complicatam persecuius est, variabiles X et J tamquam functiones duarnm aliarum variabilinm 

apectans, 0 s t r o g  r a t s k i u s  (vid. Introd.) has formulas generalissima forma exhibuit, aequaado 

i n  dJo et Jdv  singuios coefficientes ipsarum dx ,dy ,dz ,  etc. Nostra rem tractandi rationeearum 

invectigaiio ad simplicia calculi differentialis princiria reducta esse videtur. 



jain in praecedentibus omnia ad hanc rem brevissime expediendain prae- 

parata siint, e t  cain ob caiisarn, qiiia multa ad has disquisitiones perti- 

tinentia non nisi in ipsis problematibiis solveiidis stricte exponi possiiiit. 

Itaque, ut rem statim generaliori inodo aggrediamur coiisideremiis 

formulam integralem ita exhibitain : 

in qua U est functio data ipsarum X, Y, 2, Y; z', Y', z", etc., designantibiis 

et z fiinctiones indeterininatas ipsius X, et z', y", 2'; etc, eartiin frin- 

ctiones derivatas, uti in  §. 4, et salvis denotationibus Iiujus $. sit 

du = -Xdx $ Zd5+ Ydyl+ Zds'+ Y d y "  + ZWdz" + etc. 

Ex theorematibus in 9. 3. statutik et  demonstratis seqiiitiir esse 

substituto jam pro JU ejus valore ex  forinula (VI), quum omnes hiijiis for- 

miilae partes signo differentiationis affectae integrationein admittant, desi- 

gnando valorem, qiiein functio qiiaelibet P ab X pendens pro X z= a ac- 

cipiat, yer [P],, nanciscimur . E -  

quae for~nula nobis siippeditat variationem integralis U, si fiaec modo e 



miitata forma firnctionum Y et z in u implicatarum prodit. Hanc ver0 

formtilam e duabus partibiis valdti diversis conflatam esse vidcinus, qua- 

rurn una signo integrationis affecta, altera lioc libera est. EIaee 

altera pars enim manifest0 tantiim e valoribus pendet, quos quantitates 

Y, Z, Y', z', etc. et G, $5, etc. pro Iimitibus n et U' accipitint, ideoqiie nullo 

niodo adstricta est ad formas functionam Y et z eariinique miitationes, 

qiium diversissimae functiones ipsius X eariimqiie derivatae eosdem valores 

eccipere possint pro X = a vel G'. Quin etiain haec pars omriino eva- 

nescit, si valores ipsariim et z pro integralis limitibus a et n' non varia- 

tas esse ponirnus, quia tunc etiam variationes et 8z in his liinitibiis 

nihilo aequari debent. Prior pars vero formulae (XVII), eiii signiiin in- 

tegratioiiis praescriptiim est, qiio nequaquam liberari potest, nisi pro J" 
et JZ certas functiones ipsias X as$umamus, etiam alia pro aliis hariim 

variationum valoribus evadet. Haec pars itaque re vera e miitatis f o r -  

m i s  ft~nctionurn y et z pendet, nec titi altera pars ex solis miitatis ea- 

rum valoribus, qui Iimitibiis a et U' respondent. Qriae differentia inter 

ambas partss formulae (XVI), quod ad ejtis iisiim attinet, rnaximi mo- 

menti est. 

9. 12. Posuiinus in 9. praec. modo formas functioniim y et z miitari, Ii- 

mites vero, inter quos integrale U sumytum sit, non variatos esse. Tarnen 

etiam variationem forinirlae integralis, quae e mutatis valoribus limitum pro- 

greditiir, simiil cum illa explorare possiimus, etsi U non explicite tamqiiam 

functio horiim limitiim nobis data sit. Ex notis enim integraliiim definito- 

rum proprietatibiis seqiiitur esse 

L+ Ja' a I 

/ = f ?(X+&). d(xf 8s) 
a+6a a 

iibi $X quamlibet functionem ipsius X, etsi non infinite parvam, repraesentare 

2* 



potest Qiodsi igitiir ipsius U variationem $U qliiim ex mutandis formis fun- 

ctionulny et z, tum ex variandis valoribus limitiiin prodeiintein investigatklri 

siimus, modo qiiantitatem x suh signo integrationis sua etiam variatioiie ail- 

geamiis oportet, uiide prodit 
U' U' 

6u = f qudr) = J ~ ( 6 i 1 . c ~ ~  + U.~JX) 
D a 

iibi tamen $U exhibet eam hi~jiis fiinctionis variationem, in qua etiarii qiianti- 

tas r variata est. Siibstitriendo igitiir pro $U, ejiis valorem e forinula (VIII), 

et respiciendo id , quod l(du.d'r + u.d$x) est = u b ,  nancisciinnr pro nostra 

significatione 

Etiam in hac formula pars signi integratioeis imrniinis a parte hoc sigrio 

affecta discerni debet, lila enim re vera non amplius e forma functioiiiiin 

e t  z pendet, sed modo e limitibris a et U' et e valoribiis b et b', c et C', qiios y 

et z in illis accipiiint, et qliuin nunc hi limites etiam arbitraria qiialibet ratione 

varientiir, inter a, 6, c et inter C", b', C' relaiiones arbitrarias statiiere pos- 

siimiis, qiiao niillo modo acl relationem g~neralein iriter X, y, z adstrictae siint. 

Ea ver0 liiijris formulae pars, quae sub signo iiifegrali invenitiir, rieqiiaquarn 

differt ab eadem parte formnlae (XVII), quum 6y-y'br et 6z-i'Jx hic idem si- 



giiificant, qriorl ihideiii 6y et $z (vide 5. 6). Haec omiiia vero in adhibendis for- 

inulis nostris ad solutionem geometricorrlm problematiiin, de quibus in altera 

hi~jus  comnientationis parte age1&s, rnulto clariora reddere licet. 

9. 13. Siipercst, iit nonniilla etiam de investigandis variationibus inte- 

graliiim miiltiplicium afferamiis, qiiam disquisitioiiein tamen modo in  integra- 

libiis rliiylicibus instituere voliimiis, qiiiim ea quae de his valeant, cum levibiis 

mutatioiiibus ctiani ad iniiltiplicia referri possint. Exploremris igitur varia- 

tionem foriniiIae iiitegralis duyliois 

iii qua u est functio clata quantitatum x , ' ~ ,  z, z', z,, etc., denotante z frinctionem 

indeterminatam ipsaruin X et y, et z', z,, z", etc. ejris differentialia particiilaria, 

uti in 5. 7, sit etiani 

du = Xdx + Y d y  + Zdz + Z'dd Z,dz, + Zdz"  $- etc. 

Qiiodsi statiin eiim casuin consideramiis, quo praeter forinain fiinctionis 

r etiani lirnites hiijiis iiitegralis miitantur, habebiinus 

JU = JSG;rr.dxdy)' = SS<G JXQ+ uJ ' (cZX~~)>  (XIX) 

iibi pro $U ejiis valor e formiila (XIV) siimenduin est. Valorein variationis 

J(dxdj.) vero acciiratius exaininare debeinus, ad qiienl finem refiigiainiis rursiis 

ad nostra calculi variationiiin primipia, ex qliibiis salvis significationibiis 9. 9 

hanc variationem explorare debernus per differentiatioiiem iysiris dx'dy' re- 

rpectu argiimenti A, qiiod postea ponitur d P. Nanciscimur hoc modo 

übi, qnum dx' ita sunlptiiiii sit, ac si Y' constans esset, et vice versa, etiam in 



1 I 
formando .J&' eadem hypothesis, puta dy' = 0 adinitti debet, Itaqiie valor 

A 
ipsiiis cldx' ex his aeqiiationibiis est deducendiis 

te postea A ponenduin = G ,  quod quum statim fieri possit, qtio altera aeqiiatio 
h X 

abeat in dy = 0, epriore accipimus ddx'= d2x.d~. Eodem modo seqiiitur pro 
X 4' 

n = oc esse dd/ = d&.dy, unde pro variatione ipsius dxdy prodit 

Haee agendi ratio facile etiam sd plures variabilen c k t e ~ d t u r ,  qno modo 

pervenimus ad hanc generaliorem formiilam 

Ponetites jarn valorem pro J(&~Y) inventum, in aequatione (PIX) ac- 

cipimiis 
Y . . 

6~ = Sjdu+u~d'x+ud&)d~d~ 

et siibstitiientesin hac pro 6u ejiis valoreiri ex aeqiiatione (XIV) et integrantes 

seine1 omnes Partes, qiiae intearationem admittiint , quum sit 

nauciscimiir 



etc. ' etc. 

Haec forinula, in qua w = t z  - -'$X-z,& (vide 9. 7), exhibet variatio- 

nem completam integralis duplicis, si et forma functionis quanl involvit, et va- 
lores limitiiin,iiitcr quos sumitur, variati ponuntur. Etiam in hae formda par- 

tem, qiiae duobus signis integrationis affecta est, oninino discernere debemiis ab 

iis yartibus, qiiae modo uniim tale signuin continent, in his enim jam pro z et 

pro X velyii valores subst i t~t i  siiiit, qiios in limitibus accipiiint, itaque non am- 

yliiis pendent e ratione generali, qiia lrae quantitates inter se connexae sunt, 

sed inodo ex ea, quae in liinitibiis lociim habet. Hujus vero formulae natu- 

ram dilucidiiis exponere non nisi adhibitis considerationi bus geoinetrieis aiide- 

iniis, itaque proferamus hanc rein in alteram commentationis nostrae .partein, 

qiiiiin hac priori inodo princiyia calculi variationiim mere analytica statuere in 

aniino habueriin. 



*I, T k E S E S .  
, . 
1. Errant, qui existiinant vires, qiias vocaniiis plipsieas, non - 

veras sed modo fictas phaenomenorum aausas esse. 

2. Qiiaeqiie litterarum disciplina siia prop~ia xrepitates de- 

iiion,&raiidi ratioiie iiti debet. 

3. Qirantitates imaginariae eodem jiiPe, qiio reales ad der 

inoiistranda theoremata a mathematicis adhibentiir. 

4. Oinnis miitatio in reruna natura tempus reqiiirit. 

5. Oiniies scieatiae Mathesi egent, Mathesis nulla. 


