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EESSONA .

Ulesannete kogu sisaldab naiteid ja tlesandeid mate-
maatilise analiisi alalt diferentsiaalarvutuse ulatuses ja
on mdeldud matemaatilise anallisi praktikumi labiviimiseks
prof. G.Kangro &piku "Matemaatiline analuis "1 jargi TRU
matemaatikateaduskonna ja fuusikaosakonna esimestel kursus-
tel slgissemestril.

Ulesannete kogu igas osas on antud lihike teoreetiline
sissejuhatus, kus on &ara toodud pdhilised mdisted, valemid
ja teoreemid, mida laheb vaja vastava osa llesannete lahen-
damisel. Samuti on toodud rohkesti naiteid tulpiliste lahen-
dusvotete rakendamise kohta. See teeb Ulesannete kogu kaunis
s6ltumatuks matemaatilise anallusi kursuse Opikutest, vdimal-
dab Ulesannete kogu kasutada ka iseseisvalt dppijail ja teis—»
tes Oppeasutustes, kus matemaatilise analtisi programmid on
vaiksema ulatusega.

Ulesannete kogu Uksikud peatiukid on koostanud jargmi-
sed autorid: |1 peatikk - E.Reimers, 1l peatikk - T.SOrmus,

111 peatukk - S.Baron, 1V peatikk - E.Reimers ja M.Tonnov,
V peatikk - E_Reimers, S.Baron ja T.S8rmus, VI peatiukk -
E.Jurimée.

Kdigile arvutusiulesannete™ on antud vastused. Tarnike-

sega (*) margitud lUlesannetele on vastustes antud kas lahen-

dust pdhjendav markus, juhised lahendamiseks v0i on ara too-

dud kogu lahendue.
Toimetaja.
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I.SISSEJUHATUS ANALUUSI

8§ 1. Summa sUmbol.

Jarjestikuliste indeksitega suuruste a®, 2,
summa kirjutatakse ules summa stmboli (kreeka taht

“sigma’, vastab ladina tahele ''s'™) abil luhidalt jargmiselt:
n

<D ak + akt-i+ ee<¢ ®n * |i|:kai—
kus sumboli aH Oa peal olevad indeksid k ja n naitavad
vastavalt summa esimese ja viimase liikme indeksit. Simboli
jarel kirjutatakse avaldis, millest saame summa kdik liik-
med, andes summeerimisindeksile (milleks vdrduses (1) on
téht "i'") vastavad vaartused. Toepoolest, i1 = Kk korral saa-
me summa esimese liikme &\, 1 = K + 1 korral saan. teise
liikme a™™ jne., kuni i = n korral saame Summa viimase
liikme an.

Naide 1. Kirjutame sumboli abil summa

1 +2+22 +25 ¢ 24.

Olgu summeerimisindeksiks tdht j, siis summa liikmed saame
naiteks avaldisest 2®, kui j =0,1,2,3,4. Seega

L|
1 +2+22+ 25+ 24 =X*2~
J>° )
Sama summa liikmed saame naiteks ka avaldisest 2"12 , kui

m = 2,3»4>5»6. Seega ka



1 +2+22+28 +2 =7~ 2m_2.
m=2
Voib leida ka veel teisi kirjutisi antud suminale simboli "2

abil.

Naide 2. Kirjutame summa sumboli abil summa

1-2+3 -4+ 5- 6 + 7-
Selle summa liikmed saame naiteks avaldisest (-1) k, kui
K =1,2,...,7» Seega

7
1-2+3-4 +5- 6+ 7= 21(4)Hﬂt
K=

Ulesanded.
Kirjutada sUmboli abil jargmised summad.
S R RERRE
2. bg + b? + ...+ bm'

3* 1+2 +3+ 4+ 5 + 6.

5. 1-4+9-16+25.
6* 1 +q+92 +... +gk-
7. L+d ti+ .+t
2 3 n
S. 1 -1+1-3+ ... _

9. 20+ 8 +1+2+4 +16. "
10. T +1+3+J3J*5*J*7.

1. L *_ f_ +-i1_ & e +48 .
X+1 x2+4  x5+9 x"N+16 xN+25
12, al an_lB +a n—2\b2 PO '

13. (a@a+bPe



Markus.Viimase lUlesande 13 lahendamisel kasutada Newtoni
binoomvalemit.

Kirjutada ilma summa sumbolita jargmised avaldised.

14 26 v 19 7 1)V I
- - , - 0og K.
K=1 K(al 9
15. E 3d. 20. 2 (-Dnsn.
16. £r(2 + 1. 2. Z N * K)k.
I10 K+ 1
17» ~ aatl* 2« 2 1.
S0 K*0

18.
r

23. Tdestada jargmised summa simboli omadused:

a) vV = 29?
Sgako 1a|(0 g v
1
b *i -
S T R
>
c) Zca, %o~ ﬁ kus ¢ = const;
4=1
n n+k
Dz e = £, aikr

§

e *3
) "l t%\gn—ﬁaﬁk']

m n
1)) I;)(nzj-_% - (£

Markus. Viimase omaduse f) tdestamisel kasutada oma-
dust ©).
Lihtsustada jargmised avaldised.

i-1
i2 (n + 12

24, JT

-9-



250

1I'T—iLI n
26. +cos i) - 2¢£ OOSZK£4
i=l *=5 *=2
28. ?J}(Iz + 22 & eee + +2)*
3
29. N 2(i+1© (t on suvaline arv).
30. Z 2d+v (v on suvaline taisarv).
=0 v

§ 2. Reaalarvu absoluutvaartus _ja radikaalid.

Reaalarvu a absoluutvaartuseks nimetatakse arvu |a],

mis rahuldab tingimust
a, kui ano,
(a, kui ano.
Ulesanded.

51. Téestada jargmised reaalarvu absoluutvaartuse omadu-

sed:
1) lalno llel MIYIL xVI/Z Inl 1 K
2) 1al = Ial, 6 llal
3) an|al, 7 J = la o,
4 -an|ai, 8) Sl « IAI (b M O).
bl »*

32. Naidata, et jargmiste vdrratuste paarid on samavaar-

seds

- 10 -



1) lkilkb ja -b<ac<b (kus b>0),
2) lai™b ja -b<a<b (kus b”0).

Arvu ~ nimetatakse reaalarvu a n-astme _juureks. kui
‘m = a. Naturaalse n korral kehtivad jargmised vaited:

1° Kui n on paarisarv ja a>0, siis eksisteerib kaks
reaalarvu £ Jja ~ , mis osutuvad arvu a n-astme juurteks.
Need arvud on absoluutvaartuselt vordsed ja erinevate marki-
dega, s.t. N = - taiteks, kui a=4, siis 2-astme juur-
teks (ruutjuurteks) on arvud 2 ja -2. Paarisarvulise n kor-
ral arvul a<0 juuri ei ole.

2® Kui n on paaritu arv, siis igal arvul a eksisteerib
vaid Uks n-astme juur ~ , kusjuures a>0 korral on *>0 ja
a<0 korral on ~<0. Naiteks arvu a = 8 korral on 3-astme
Juureks (kuup.luureks) arv”™ =2 ja a = -8 korral on 3-ast-
me juureks arv N = -2.

Arvu a = 0 juureks on ™ = 0.

Sumboliga Ya tahistatakse

%) paarisarvulise n korral arvu a seda n-astme juurt
mis on mittenegatiivne (s.t.”>0),

2) paarituarvulise n korral arvu a ainsat juurt

Seega vOime definitsiooni pdhjal kirjutada:

(KH ., kui n on paarisarv,
v?- T } }
~ a, kui n on paaritu arv.
Kui n = 2 kirjutatakse 24aF asemel n/?*. Seega
(€)) = |afF .

-1 -



Suimbolit \J nimetatakse radikaalika.
Naiteks vorrandi xP =9 lahendamisel saame

X = - P*= - 3, sest valemi (3) Jargi on "9*= 3*

Halde 1. Juurime radikaali \Jx~j. Saame vdrduste (3)
Ja (@) pohjal

X \Ty. kui x>0,
\/7, kui x”O.

Halde 2» Tiime avaldises X arvu x Juuremargi alla.

s/x2y = \/? v'= x| \IFJ g |

Saame
J7j, kui x>0,

“Mix?Ny, kui x 4 0,

Ulesanded.

Juurida Jargmised radikaalid.

33. V& -2)V 37 JsoxV.
4. (a-hby 7 36. x « V(x - 1)2.
V (a- b)2

35. WIa2 ¢ 1)(b2 ¢ 1)2. 39. I/OR2 - 4x & 4)2.
36* V- DX - x2 -1)2.
40. "/a™x + Vax™ -x V-l6ax ¢ 3a ¥Y9ax.
Jargmistes avaldistee vila radikaali ees olev kordaja

Juuremargi alla.

41. X VT. o @ -m \Um- 2,



3. (@B - x)\/0zx 47. x5Vvy - 2.
VX- 3

45. (X2 x ¢ 1) VI 49. (Y2 - 1D \y - 10.

8§ 3* Matemaatilise induktsiooni meetod.

Olgu antud seeria mingeid vaiteid Vn(n = K, K + 1,...).

Matemaatilise induktsiooni meetod Utleb, et antud seerias

iga vaide Vn on Oige, kui

1° on Oige, s.t. seerias esimene vaide on Oige;
2° Vn-*Vn+l, s.t. oletusest, et suvaline vaide on
oige, jareldub, et jargnev véide on Oige.

Tingimust 1° nimetatakse induktsiooni baasiks ja tingi-
must 2° implikatsiooniks.

Sageli Ulesannete lahendamisel matemaatilise induktsioo-
ni meetodi abil tuleb eelnevalt pistitada vaidete seeria,
lahtudes Ulesande sisust.

Naide 1. Leida summa

1
n(n+l)

Lahendus. Arvutades selle summa juhtudel n = 1,2,3, saa-

- 13 -



Saadud erijuhtude péhjal vdime teha oletuse, et

igan =1,2,3,..« korral. Tehtud oletuse (vaite) Oigsuse
kontrollimiseks kasutame matemaatilise induktsiooni mee-

todit. Vaiteks V (n=1,2,...) on meil oletus, et S

1}
|
a1
]

Kontrollime, kas induktsiooni baas ja implikatsioon on diged.
1° Esimene vaide V" on 0Oige. Seega on induktsiooni baas
Oige.
2° Oletame, et vaide VQ, s.t. Sn = — on Oige suvalise

n korral. Siis

S =S + 1 n_ + 1 _n(nt2)+1 _ ntl

n+l~ n (+1)(+2) " n+l (m+1)(+2) (M+)(n+2)~ n+2
Saime vaite Vn+l* Seega suvalise n korral VQ— ~Mn+1*
implikatsioon on dige.
Matemaatilise induktsiooni meetodi pbhjal vdime oelda,

et tehtud oletus on Oige. Seega iga n = 1,2,... korral on

- 14 -



Ulesanded.
TOestada jargmised valemid.

1. 1 ea+3 e ... en- 5
52. 12 + 22 - ... +n2 =n(n + D<;2n + 1N
6
53. iJ 2] ¢ ... ¢nd = [aiB-LJI1]2.
54. 1 +x+x2+ ...+xXn =—-—-1T-2 X £ 1).
x -1
55. 1 .1mr2+32- ... ¢« (-1)“"1 n2 = (-i)n-1 efl_=
56 i . 2 . 4 , 2n 1 .2n+1
1+X 1+X 1+XN 1+X2N /x-1 1-x2
Leida jargmised summad S™.
57. sn=1+3e¢ ... ¢ (2n-1).
58. Shn=2+4 + .. + 2n.
s, sn=-l do ... 1
n 1.3 3.5 (2n-1) (2n+1)

n
60. sn=2Z ak kus ak =al + (k - Dd«
Tdestada jéargmised vdrdused ( kus n = 0,1,2,...).

61. [+ (nh+1)5 + (n + 2)5] : 9 = naturaalarv.

62. (1 + i)n = 2T (cos 4 + isin E;[jo
63. (V3 - n = 2n(Cos 6 isin 5 ).
—.On+l
64.  COSX COS2X COSAX ... COS2IC = ?:Egu <X
sinx

- 15 -
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65. (cos x ¢ 1 sin X)n = cos nx ¢ isin nx.

Tdestada jargmised vorratused.
66. a 2n>2n 1 (n=3,4,...);
b) 2n>n2 (h =5,6,...).
67. (1 +x)n>1 e¢nx, kui x> -1, XA 0, n=2,3,....
68. Jsinnxl4n |sinxl (h=0,1,...).

8§ 4. Absoluutvdirtustega esiaese astme vorratused.

Vaatleme esimese astme vOrratusi, kus tundmatu x esi-

neb avaldistes kujuga (ax + b] , nait.
X — 11 +x>12x ¢ 1].

Selliste virratuste lahendamiseks toimime jargmiselt.

1° Leiame x vaartused, mille puhul absoluutvaartuse
markide vahel olevad avaldised saavad vordseks nulliga.

2° Jaotame leitud x vaartuste abil x-telje osadeks.

3° Lahendame vdrratuse x-telje iga saadud osa kohta
eraldi, korvaldades igal osal absoluutvaartused absoluut-
véartusu®« definitsiooni abil (vt. 8§ 2). Tulemuseks saame osa—
vastused V~A-Vgi ... > millest igalks annab vdrratuse la-
hendid x-telje vastava osa kohta.

4° Uhendame saadud osavastused VAt V2,-... kokku Gld-
vastuseks V.

Naide 1. Lahendada vOrratus

4) Ix - 11 + x > I12x + 1]. .

- 16-



Lahendus.
1° Leiame absoluutvaartuste nullkohad:

Xx-1=0, 2x +1 =0,

X =1, X = -
2

2° Jaotame x-telje osadeks saadud punktidega x = 1 ja

X =- - (vt. joon.l).

Joon.1le

3® Lahendame vorratuse (4) x-telje igal osal eraldi.
D Kui xE- N , siis Ix- U =-(x - 1),
X +1 =-(2x +1),

seega vOime vOrratuse (4) kirjutada kujul

-(x - 1) +x> —(2x +1),
X +1 +x > -2x -1,
2x > -2,
x > -1.
Naeme, et x-telje vaadeldaval osal on vorratus (4) rahul-

datud, kui -1<x<- -. Seega oleme saanud esimese osavastu-

se

V,, I X€

3 - 17 -



2) Kui - ;< X", siis Ix-11 = -(x-1), Bx + 1=

Seega
-(x-1) +x> 2x +1,
1> 2x +1,
0 > 2x,
x < 0.
Naeme, et x-telje vaadeldaval osal on vdrratus (4) rahul-

datud, kui x<0. Seega saime teise osavastuse

V2 - x€ (-1, 0).

3 Kui x>1, siis Ix- 11 =x-1, I+ U =2x +1 ja
(x-1) +x>2x +1,
2xX -1 >2x +1,
-1 >1.
Tulemuseks saime vastuolu. Seega saime kolmanda osavas—
tuse
Vj : x-telje osal (1,00) virratusel (4) lahen-
deid ei ole.

4° Kirjutame osavastuste pohjal Uldvastuse

V : x€ (1. 0).
Seega vorratuse (4) lahenditeks on vahemiku (-1, 0) punktid.
Naide 2. Lahendada vorratus

>1.

®

+ -

li
IX 1.
Lahendus . Naeme, et kohal x = -1 kaotab vdrratus mitte,

- 18 -



s.t. x =1 ei saa olla vorratuse lahendiks. Seepédrast eel-
dame, et x ™ -1. Absoluutvaartuse omaduse 8 pbhjal (vt. §

3) voime kirjutada vorratuse () kujul
6)
1> * 11

Korrutame vOrratuse (6) mdlemaid pooli positiivse suurusega

Jx + 11 (meil ju x / -1). Saame vOrratuse kujul

1-x]|™ |xe1],
™ X M“1.

Edasine vorratuse (7) lahendusk&ik on analoogiline eelmise
naitega 1.

1° Leiame absoluutvaartuste nullkohad:

0]

1}
o
X

+
—
1

X -1
x =1, X =-1.

2° Jaotame x-telje osadekr saadud punktidega x = 1,
x = - 1. (Vt. joon. 2).

Joon.2.
Saadud jaotustest jatame véalja punkti x = -1, mis, nagu

eespool nagime, ei ole virratuse lahendiks.

3° Lahendame vdrratuse (7) arvtelje igal osal eraldi:

- 19 -



1) kui x<-1, 2) kui -1 <x«l1,
siis -(x-1) > -(x*1), siis > X+1”
1-x > -x-1.
1> -1. > °F
Seega iga x<-T x 4 o
rahuldab vorratust. V}“ x € C ol
Vi x€(¢-o00 , -1).
3) kui x>1,
siis x-1>x+l
-1 >1

Seega vastuolu*

piirkonnas (1, o® ) lahendeid pole.
4° Kirjutame osavastuste pdhjal Uidvastuse
V: x £{(-00 ,-1),(-1, O]} -

Seega vOrratuse (6) lahendiks on iga X, mis asub vahemikus
C-0°,-1) vdi poolldigul (-1,0].

Ulesanded.
Lahendada jargmised vorratused.
69. XX —1]<]jx + 1} 70. I2x - 11£ Ix- 1 .
71. K\ > Ix + 1U 72. 2Ix + 11 > 3x - |x

73. Ix+ N<0,01. 74. ixl > X.

75. Ix+ 21 -Ix- 214 x.

6. x-3 -R2-X]>x—-1.

. N 78.

T IHELT - 171 >°

79. 1 - <illiz<0. 30. no .. 20
X+ 20 Ix - 21 Ix - 1]

- 20 -



8l. 4x —-3Ix-1>1e H - 3.
82. Bx - 2\3 - x1,42- |3 - 1.

83. 84. iss”sl
[4x & 7 » 12 - 5x 1

§ 5* Kbrgega astme vlrratused.

Vaatleme vorratus!, als sisaldavad ruutavaldisi, kuup-
avaldisi ja kdrgema astme avaldisi tundmatu x suhtes, kus-
jJuures voOrratusee vOivad esineda ka absoluutvaartustega liik-

med, nait.

X2 - 2 |x ¢ 2]- 4* 0.
Ruutvdrratuste (mdnikord ka kdrgema astme vorratuste) lahen-
damisel on sobiv kasutada ndidetes 1 ja 2 antud meetodeid.

Haide 1. Lahendada vorratus
® X2 & 2x - 3<0.

Lahendus, uuua”™e vlrratuse (8) vasaku poole téisruu-

duks. Selleks liidame vOrratuse mdlemale poolele 4, saame

X2 & 2X ¢ 1<4,
x + 1)2<4,
Ix ¢ 1] <2,

-2<x +1 <2,
-3 <x <1.

Seega vOrratuse lahenditeks on Xx£(-3, 1).

-2 -



Lahendame vorratuse (8) veel teise nn. graafilise meeto-
diga. Selleks leiame vdrratuse (8) vasaku poole nullkohad,
see on kohad, kus xp +2x - $=0. Need on x* = -3» x2 *

Et ruutpolinoomi x2 + 2x— 3 pealiikme kordaja on positiivne,
siis vaatava ruutparabooli j = x2 2x — 3 graafik asetseb

allpool x—telge (y<O0) selle polunoomi nullkohtade vahel

(vt. joon. 3).

Joon. 3*
Vorratuse (8) lahenditeks on parajasti need punktid, kus
y<0, s.t. x€ (3, 1).

Naide 2. Lahendada vodrratus

©) X2 -2IXx+ A-4«0.

Lahendus» Leiame nagu esimese astme vodrratuste korral ab-

soluutvaartuste nullkohad. Saame

X +2 =0 ehk x =-2.

Kanname leitud nullkohad x-teljele, mille tulemusena x-telg

jJaotub osadeks (vt. joon.4).

X N-2 X>-2
———————————— =" X
-2

Joon.4.



Lahendame vorratuse x-telje igal saadud osal eraldi.
1) Kui x -2, siis Ix ¢ 21= -(x +2). Selles piirkonnas
esitub vorratus (9) kujul
X2 -2[- x+2)] -440
- \
ehk
X2 + 2x £0t

mille lahendamine annab -2~x"~0. Et aga x-telje vaadeldaval

osal on xN- 2, siis virratuse lahenditeks x-telje sel osal

sobib vaid x = -2. Seega osavastus
Vn i x = -2.
2) kui x > -2, siis Ix + 21 = x + 2, seega sel korral

esitub vorratus (9) jargmiselt:

X2 - 2(x +2) -4<0
ehk
X2 - 2x - 8M0.

Viimase vOrratuse lahenditeks on xen-2,4], s.t. -2~"x"4.
Et x-telje vaadeldaval osal x>-2, siis vastavaks osavastu-

seks on
V2: xe ( - 2,4]
Osavastuste WV ja V2 pbhjal saame Uldvastuse

V: x£ [-2,4]-

Seega vdrratuse (9) lahenditeks on 18igu C-2, 4] punktid.
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Ulesanded»
Lahendada jargmised ruutvlrratused.

85. X2 - 3x ¢ 2>s0.

86. x2 2x +2>0.

87. x2 - |x1I 6<0.

88. x2 -6]K-1]+11~" O.

89. X2 - |4x - 5I>x - 1.

90. 2x2 + IBx - 2|>x + 2.

91. X2 +2x +3 |x + 1> -3.

92. 2PpPx +3|+2x +3 > -x2.

93. I5x + 3|>%x2 + 2x + 3=

94. JoX + 7 |<x2 & 2x + 3.
Uldiselt kdérgema astme vorratuste lahendamine taandub

polinoomi
10 P(X) = (X —<®)(xX -0N) ... (x =41,

kus , margi hindamisele. Seda teeme jarg-
miselt. Polinoomi p(x) avaldisest naeme, et p(x) =0 vaid
sel juhul, kui x ="41,.X = , --- . Kanname need nullkohad

x-teljele, millega ta jaotub osadeks (vt. joon.5).

-1

Joon. 5e
Seejarel uurime poliunoomi p(xX) tegurite médrke x-telje igal

saadud osal eraldi. Tulemuse vOime Ulevaatlikult esitada
jargmise tabelina.



Tabelist ndeme, et x-telje kbige parempoolses osas, kus
X >n,, on polinoomi (10) kdik tegurid alati positiivsed ja
seega polinoom (10) on x-telje selles osas alati positiivne
(s-t. +-margiga) - Aga x-telje jargmises osas o<x <«, on
esimene tegur x - «| juba negatiivne, kuid Ulejaanud tegu-
rid on endiselt positiivsed. Seega polinoom (10) on x-telje
selles osas alati negatiivne (s.t. - "nargiga).Analoogiliselt
edasi minnes saame, et polinoom (10) muudab oma marki vabel-
dumisi igal osal, nagu naidatud tabeli viimases reas. Tahen-
dab, polinoomi (10) jaoks kehtib alati niisugune seaduspara-

sus markide vaheldumises (vt. joon.6),

R T Se— e b—1 -  m*
G &
Joon. 6.
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Joonise 6 pdhjal vdime valja kirjutada piirkonnad, kus
p(x)>0 vbi kus p(x)<O.

Naide 3. Leida piirkond, kus polinoom

px) = X - 5)X - 2)x(x + 2)
on positiivne ja piirkond, kus ta on negatiivne. Samuti lei
da piirkond, kus p(x) > 0 ja kus p(x) ™ O»
Lahendus. Kanname polinoomi nullkohad <hn =5, =2,
=0, <= -2 x-teljele. Tekkinud osapiirkondade kohale
margime samasuguse markide vaheldumise seadusparasuse, nha-

gu on joonisel 6. Saame joonise 7»

-2 0] 2 5
Joon. 7»
Joonise pb6hjal vbime Kirjutada, et
p(>) >0, kui x€|-oot -2), (O, 2), G,cx)d ;
PO <0, kui xe{(-2, 0),(2, 5)}-
Et p(X) =0, kui x =5, x =2, x =0, x = -2, sils
pC) >0, kui xe((-o0, -21,[0, 2],
p(x) 40, kui xc{[-2, 01,.[2, 5]] -

Naide 4. Lahendada vorratus
11> 2x(x +1)(3 - x)(x - b5)2<o.

Lahendus. Teisendame vasakul oleva polunoomi kujule (0).
Selleks kustutame vlrratusest kordaja 2. Kuna 3 x - -(X 3)
siis saame vOrratuse kirjutada kujul

- 26 -



-X(X + DX - )X - 5)2<0
ehk

x( X +1)(x - 3)(x -5)2> 0.
Ruutteguri (x—5)p nullkoht on x = 5> “is ei olo lahend.Seega
vOime eeldada, et vorratuses on x ~ 5 ja siis on (X - 5)p>0-
See tegur ei mdjuta polUinoomi marki ja me vOime ta vOrratu-

sest ara jatta. Tulemuseks saame lahtevOrratusega (11) sa-

mavaarse slsteemi
J x(x + 1)(x - 3)> 0,
1 X A 5 \Y;
Selles slUsteemis on polinoom juba kujul (10). Jadb leida piir-

kond, kus p(x)

joonise 8«

x(x + 1)(x - 3) on + margiga. Selleks teeme

Joon.8.

Jooniselt 8 ndeme, et p(xX) >0, kui x£ ((-1y0),(@3, ). ,

Kuna meil x A 5» siis vlrratuse (11) lahenditeks on

x €{(-1, 0),3, 5),(5,0-)}

Naide 5. Lahendada vlrratus

(12) X - 1)2(@2x2 - 7 6)4 0.

Lahendus. Paneme téhele, et vOrratuses ruuttegur lagu-

neb reaalsete lineaartegurite korrutiseks:
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2x2—7x+6:2(x—%)(x—2).

Seega, jattes kordaja 2 ara, vOime vOrratuse (12) kirjutada
kujul

a3) -2 - pPDx -2 40,
Teguri (x -1)2 nullkoht x = 1 on vdrratuse lahendiks. Ulejaa-
nud kohtades on ( x - 1)2>0. Jarelikult vdime vlrratusest
(13) selle teguri &ra jatta, kui arvestame, et lahtevdrra-
tuse (12) lahendiks on ka x = 1. Selle lahendi meelespidami-
seks margime ta uue vOrratuse kc“)rvale1 « Seega saame vOrratu-

sest (13)i et

(x-g)(x-2)£o, X =1.

Viimase vOrratuse lahenditeks on x £2, 2j . Jarelikult

1} .
Naide 6. Lahendada vdrratus

X6 - 2XN = x4 + XN + 2Xx2 + X - 2>0-

ALahendus. Lahutame vasakul oleva polinoomi reaalsete

tegurite korrutiseks (nait. Horneri skeemi abil), siis saa-
me

&+ 1) - 2)(x -1)2(x2+ x +1)>0.

Et tegur x + X + 170, siisjkustutades teda, saame samavaar-
se vorratuse

Analoogiline olukord esineb alati paarisastmelist®
tegurite arajétmise korral, _kui vorratus on mitteran-
ge, s.t. esineb ka vorduse juhtum.
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XeDX-2DX - 12 > 0.
Edasi kustutame teguri (X - 1)2 > 0 (vt* naide 5) ja eaame
vaadeldava vOrratusega samavadarse susteemi (Vt* naide 4)
Jx+1)(x-2)>0,
t xm1,
mille lahendamine annab x £ [(-00 , -1), (@2,~ )}
Naide 7» Lahendada vOrratus
(¢ - 1)2(x2 - 3x + 2)4 0.
Lahendus.Et xp-3x+2 = (x-1)(x-2), siis vOib virratuse
(14) kirjutada kujul
& -ID)MXx -2)4 0.
Viimane vOrratus sisaldab paarituastmelist tegurit (x - D”
jJa on seepdrast samavadrne vorratusega
Cx - DX -2 40,

sest vaadeldaval juhul teguri (X - 1)p >0 arajatmisega la-
hend x =1 ei lahe kaduma, sest sailib tegur (x - 1). Vor-
ratuse (X - 1)(x - 2) 4 0 lahenditeks on x<[1, 2]. Need
ongi vorratuse (14) lahendid.

Naide 8. Lahendada vOrratus

X -5)(Xx-2)MXx2 +x +2)>0.

Lahendus”™ Kustutame tegurid x2 +x +2>0 ja (x—2*)%0,

saame samavédrse vorratuse (X - 2)(X — 5)> 0, mille lahen-
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damine annab x € {(-o0 , 2), (5,00 )}-

1
Ulesanded.

Lahendada jargmised vOrratused.

95. XN - x2 - 4x + 44 0.

96. X6 - 3x5 + 3x5 + 3x2 - 440.
97. X5 + x4 - 2x" .mx2 - x + 2 < O.

98. 2X%H - X2 - 25x - 12>0.

99. x2+3x5-X4-3x<0.
100. X(X2 - 3x + 2)(2x2 + Tx + )(X2 + x + D

N d

101. 8x5 - ZOXE[" - 30x9 + 65x - 35x + 6 > 0.

Vorratuste

(15) of (40),

QGO

kus P(xX), Q(x) on poliunoomid, lahendamiseks korrutatakse
vOrratuse pooli nimetaja ruuduga ”"Q(x)"2 ¥ 0, millega vor-
ratus(l5) asendub samavaarse siisteemiga

PCAQRCD>0, ("0

16
@e Q(x) A 0.

Tingimus Q(xX) A 0O tadhendab, et vOrratuse POOQ(xX) > 0 la-
hendite seast tuleb valja jatta punktid x, kus Q(xX) = 0.

Analoogiliselt vdib veenduda, et vOrratusega

an SO (<0)
Q)

on samavaarne vorratus
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(18) P(x)Q(x)>0 <0~
Naide 9« Lahendada vorratus

>~ +1)(x-2)34Q-"
X -1

Lahendus™ See vOrratus on samavaarne jargmise slUstee-

miga (laheme kujult (15) dle kujule (16))

X+ -2)Mx -1)4 0,
X A 1.

Viimase lahendamine annab vaadeldava vorratuse lahendid

X e{(-00, -D)t(A»2)j-
Naide 10. Lahendada vorratus

(COEA | cCL
x +1)2
Lahendus. Tuleb lahendada vBrratus (laheme kujult (17)
ule kujule (8))

X - 1) ¢ 3)X +1)xo0,
mis on samavaarne slUsteemiga (vt. naide 4)
& - 1) +5)<0,

XA —le

Vaadeldava vOrratuse lahenditeks on x€ j(-3, -D»(-1» 1)j

Ulesanded.

Lahendada jéargmised vOrratused.
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102. (X - 2)(X - 5)3(x 4 5)Cx2 + x + 51 <0.
* -5

103. X -2)yY(x - 1) +12x + 36) " "m
x -8)209 - %

104. X -1 B)H)C2 ¢ 2x + 1001 vn
x + 8)2
105. XZ - 3x +2 < O#

X3 - 2X2 - 4x + 8

106. X -9 -6 -xj2 >
(X - 4)2(x - 10)2

8§ 6. Arrhulkade rajad.

Olgu X ={x} mingi reaalarvude hulk. Kui leidub reaalarv
11, et iga xeX korral kehtib vOrratus x™M, siis arvu M nime-
tatakse hulga X Ulemiseks tokkeks. Analoogiliselt defineeri-
takse hulga X alumine tdke. Hulga X vaikseimat uUlemist toket
nimetatakse hulga X Ulemiseks ra.jaks ja suurimat alumist to-
ket alumiseks rajaks. Hulga X uUlemist raja margitakse sumboli-
ga sup X ehk sup x, alumist raja sumboliga Inf X ehk inf x.
Arvhulkade rajade médramiseks kasutatakse jargmisi teoreeme.

I. Arv M on hulga X ={x} Ulemiseks rajaks@ = sup x) pa-
rajasti siis, kui

1) iga xfeX korral on x< M;

2) iga 1>0 korral leidub niisugune €. X, et x»> H -1
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(vt. joon.9).

1. Arv m on hulga X =[x} alumiseks rajaks(m = inf x)
parajasti siis, kui

1) iga x€X korral on x>m;

2) iga L>0 korral leidub niisugune xX”€X, et xX"<m +i

(vt. joon.9).

Joon . 9«
Kui X = (a,b), siis sup(a,b) = b, inf(a,b) = a. Lopliku
hulga X ={n], kus n = 1,2,3,4,5, korral on sup X = 5 inf Xs
= 1. Kui hulgal X ulemine raja puudub, siis kirjutatakse

sup X =00 ja kui puudub alumine raja, siis inf X = - 00 .

Ulesanded.
Jargmistes hulkades (kus n = 1,2,...) leida suurim ja
vahim element.

107. 109. \n2 - 3n + lol
(n2+ 1) J

108. 110. j(-1)n n}.
Jargmistes hulkades X leida suurim ja vahim element

ning sup X ja inf X.

113. X ={(0, 1.1, 2).(3» D].
111. X =0, 3]

112. X*]0, (., 3)}. 114. X=[-1,<*>).
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115. X = (-00,00). 116. X = lo. 1}

Jargmistes hulkades X =ixn}» ~us n - 1»2,«*»t leida

sup xn ja inf xn.

117. xn =1 - 121. xn= (-1)nn.
118. xn= 122- xn= -n[2 + (-)nl .
119 . xn= Dn_1@2 + ﬁ)' 125 . Xﬁz ntrotsoo
120. x =1 + Cos ——-. 124. X = ———
n n+l 2 n n-10,2

125. Olgu #x\ hulk, mis koosneb arvude x e(xl vastandarvu
dest< TOestada, et

a) inf {-x}= -sup {x];
b) sup {-x]= -inf |x]-

*

"26. Clgu |x + y} kdigi summade x +y hulk, kus xe{x",
vE{Y} . Toestada, et
a Inf (X + y}

b) sup {x + j]

infjx} + inf {y£;

sup &< + sup wj.-

127 . Olgu {xy} kdigi korrutiste xy hulk, kus xe {x], yF
ja x>0 iy > 0. Toestada, et

a) inf {xy}
b) sup {xv}

infHA inf {y\;

sup ] sup {yl-
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II. FUNKTSITIOONID.

8 1. Funktsiooni mdiste.

Oigu X ={Xx] mingi reaalarvude haik.

Funktsiooni definitsioon™ Kui uuutuja x igale vaartuse-
le hulgas X vastab muutuja y kindel vaartus, siis Oeldakse,
et y in muutuja x funktsioon hulgas X ja tdhistatakse sum-
boliga y = FC) (V01 y = F(Q, ¥y =y(X), Yy =9g(), y =FX)
jne.).

Muutujat X nimetatakse funktsiooni y argumendiks ehk
sclhturcjit iks muutu.laks* Hulka X nimetatakse funktsiooni y
mu il enii.cr-t&'s .Funktsiooni y = f(X) v~ TFuste hulka
T =2{ e et -w ; funktsiooni tumispiirkonnaks.

Vastavalt definitsioonile on funktsioon antud, kui on
G adde

a) funktsiooni maaramispiirkond X,

b) eeskiri, mis seab argumendi x igale vaartusele hul-
gas X vastavusse funktsiooni y vaartuse.

Kui valemi abil (ehk analuttiliselt) antud funktsiooni
korral madaramispiirkond X ei ole fikseeritud, siis tui.-
selle all mbista argumendi vaartuste niisugust huika, mille
puhul funktsiooni analUidtiline esitus mrigab funktsioon”
vaartuse. Jargnevas on esitatuc mfnede Lihtsamate funktsi-
oonide méaramispiirkonnad X ja muutumispiirkonnad Y, mida

kasutatakse mitmesuguste funktsioonide maaramispiirkonna
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leidmiselj

D y=a (a0, a/l): X =(o» ,<>), Y =C*00 »
2y =logax (@>0, a D: X =@, ). Y =(C"°°>0 »
)y = X =y =fo, 00);
y = xn - kui ad= ¥ (m ja n taisarvud), siis
{ (- 00,00), kui <*>0,
{(-00, 0),(©,0° )} , kui *<0;
kui aan —-&— (m ja n taisarvud), siis
2n+1
Ip.00 )t kui <>0,
X =Y =<
i0,00), kui oOKO0;
5 y=sinx, y=cos xx X=(C-<<s,0), Y =[1, +1];
= DX =x: x A @k+1I)AN\ (k=0 ,-1,72, ..
6) y = tan x -{rx (+)2}\(=0, ,'2,..a),
Y = (-00 , 00 );
7) y = cot x X =}x: xNkNT (k=0,-1,72,...), Y = (---t00);
8) y = arcsin x: X= [-1, 1], Y =- 5LF 1]
2 2
9) y = arccos x: X *[-1, 1], Y = [0,5F};
10) y = arctan x: X = (-o0, Cf)) y = (- A. RL).
2 2
11) y = arccot x: X = (-00F0°), vy = (0,X).
Naide 1. Leigjne funktsiooni f(X) =/x2 - x madramis-
piirkonna. Funktsiooni avaldisest nademe, et peab kehtima
vorratus
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X2 - X >0,

sest ruutjuur eksisteerib vaid mittenegatiivoete arvude kor-
ral. Viimase vOrratuse lahenditeks on x| (- o°. 0), (1,00)§
Seega hulk X = j(-00, 0), (1, 00)J ongi funktsioconi f(x) =
= X2 - X maaramispiirkonnaks.

Naide 2. Leiame funktsiooni

1 f(x) = arcsin 2- - - -
@O O 5 w2 - 1

maaramispiirkonna.
Funktsiooni avaldises on esimene liidetav madratud, kui
ja teine liidetav, kui -1 A 0. Et funktsi-
ogn %(x)losutub maaratuks vaid seal, kus mbélemad liidetavad

on Uheaegselt madratud, siis tuleb lahendada sisteem

4

4 x2 -1/ 0.
Susteemi lahenditeks on xt (-1, 1), (@, 4] -

Seega funktsiooni (1) maaramispiirkonnaks on hulk

X ={¢-1, D, @, 41}

Ulesanded.

Leida jargmiste funktsioonide maaramispiirkonnad«

128. y = Vx +1

/x2 - 3.

130. y
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132. 7 = VX - Xb(x #3)(X -x)=*

" j=lorr"__ . 134* = arccos "
3. 2™ y

1 +x

135. Y = arcfin(log 10 )- 136.
137, J —dZ0~ - & JFl'wr Py - ()i

) Vx + 2 N +x
139. y = log[cos(lo™ X7]
140. y - arcsinC-ii-i-i- * — -

10

141. y = 10gCx™ f 3]+
142. y = iog”. 143. y = logsin x.
44-, y = Vlog sin X. 14-5. y - iog(arccos x -"n).
146. y = Yarctan x - 3- 147. Y = -— + {/ein x .

148. y marcsin i-Z-Z - log(4 - .
2

149. y = logCx - x| )=

150. y = \<l-log(1Qx) * 1og(*x] - X)-

VAsiInX

Maarata, missugustes jargmistes paarides on funkrtelOO*

nid samad je missugustes on nad erinevad.
17, £(*) * ~2 50 gCx) = -

152 " =x jagX = x2.

155 rex) * log x1' ja g(x; - 2log X.
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~o4 . f&x) - Iogj-)l( Ja g = - log x.

155» F(X) = log T.p Ja g®x) = 2log P9 -

5« F(X) = arctan(tan X) ja g(x) = tan(arctan x).

157. fx) = log —~ jag®® = loglx] - logjx + 1l
X +1

158. ) sinjix, kus x«[-1,0] ja ) = sinX(-x), kus
Xc [0,1]-

Kui y = f(u), kus u = g(x), siis oeldakse, et y on
muutuja x suhtes liitfFunktsioon .ia kirjutatairse y = ffg(x)J ,

Naide 5. Olgu antud funktsioonid f(xX) = 10x ja g(x) =
= log(x2 - 4). Leida funktsioonid T [g()J , g "2+F(X)] Ja
arvutada g[f(1)J.

Lahendus. Funktsiooni T ;g(X)J saamiseks tuleb funktsi-
ooni F(x) argumendi x asemele panna funktsiooni g(x) avaldis.
Saame

fF[O0)] = 10108(x2_4)= x2 - 4, kui jpg > 2.
Analoogiliselt

g2 + FO)J = g(2+10x) = log[(2+10x)2 -4] =
log(4*1Qx + 10 2x) log 10X(4 €10 X) =
x + log(4 + "0OX).

L6puks arvutame g[f(1)j - Saame () = 10* Seega
ag[f(D] = 9g(10) = log(102 - 4) = log 96.
Ulesanded.

159. Arvutada f(0), (0.,1), () ja F(/52), kui
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160.

161.

162.

163.

164.

(X)) = xN - 2N +x2 + X
Olgu F(xX) = 2X5 + x2 + X2 - 4X - 2. Labsndada VvOrrand
OO = T(- 5)-
Arvutada F[FCO] , 9001 * g[gCOl » g[Fx™ » kui

X20

) = log x, g¢)

+

Leida ¢(-x), ~(x+1D), "(xX) +1,
?2{***) ~ N 2, kui
h

/(X)) =1 -x2;

b) y?¢)

1 +X

Arvutada f(-3), f(0), f(ﬁ ), f(1) Ja f(10), teades, et
M - x, kui xE[-10, -1);
f) =4 2X, kui xe[-1, ~);
< arccos (log X)fkui x€ — , lol#
(1og > L10 J
On antud funktsioon
sin(@i-x), kui xt[-3i,-"]]
F(x) =V [Jtan x|, kui x €(- A).
2 2

4 - cos X, kui xfc™4n,

Arvutada F(- 2A) fP(-0>, p(- X)., F(dL), F(0)+Jt, p(3L) ja

2
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P(/T) -sr.

165. Olgu %(xX) = log X . Tdestada, et
1

%00 +X0) =T+, )-

166. Olgu y(x) = -(ax + a’x), kus a>0. ToOestada, et
~xty) ¢ y(x-y) =2y y O)-
Naide 4. Leiame funktsiooni f(x), teades, et f(l_ )= -
-X

Tahistame L= y , Siis =1 - - Jja me saame
1-x Yy

fly) = 2-7. a Z_* 2=y ¢ 1.
1 -0 _1)
y

Vottes saadud funktsioonis argumendi y asemel X, saame
fxX) =x +1.

Lahendamiseks vOib kasutada ka jargmist votet, mis moni-

kord viib kiiremini sihile. Nimelt teisendame funktsiooni

avaldist nii, et — oleks funktsiooni argumendiks. Saame
-X
f(J =f=S = liir*r . J_ ¢ 1
(1—'>2 1-x 1-x 15

Tahistades vy 1 , saame jalle f(y) =y + 1. Seega
1-x

f&xX) =x +1.

Ulesanded.

Leida funktsioon f(x), kui

-1 -
G



167. f(x+1) =x2 - 3x + 2;

+ 2X2.
168. (- = X *
ST a +x)?

169. HO) = x + VI +x2, kus x>0;

X
170. f(1-3x) =3 - & + 6x2);
171. FGx +1)= - (22L + sin 6x + 3x);
172t F(x ¢ 1) = X2 +%, *

X/\

Jargmistes Ulesannetes leida funktsiooni f(x) nullkohad ja
maaramispiirkonna osad» kus f(x)>0 ja kus f(x) <O.

173- f(X) s X2_:_3X ‘_‘ 4 R 174 _ f(X) *
X X +6 2X
X 176. 00 x - T

177. f&) = sinpx + 1.

175. )

WZ_I\
178. f(X) = ————1 , kus X = (- *. -
o x3 - 27 us (¢ 2

179. T =2Xr 2X1, kus X
XN -9

180. On antud funktsioonid Y>(X) = f(x)
=TC) - f(1) , kus fOX) = X2 - 2x + 3=
de f(xX) ja y(x) nullkohad.

{(-00.

8§ 2. Fiktsioonide liike.

1. Paaris- pa paaritud funktsioonid. Kui iga x puhul
madramispiirkonnas X kehtib
@ 0 = 109,

siis nimetatakse funktsiooni f(xX) caarisfnnktgin™. f knl
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aga
(€)) 9 = -9,
siis paarituks.

2
Naide 5. Naitame, et funktsioon f(xX) = s™n * ,kus
x2 -1

X a {(-o00s *), (-» t on paarisfunktsioon.
Toepoolest, iga x€X puhul vbfime Kirjutada
f(-x) = Siuteli. = siajd = f(X).
(-x2 -1 X2 -1
Seega kehtib vOrdus (2), s.-t. funktsioon f(x) on paarisfunkt-
sioon.
*2
Naide 6. Funktsioon f(xX) = log(Ixl + 1 + —— —1), kus
X -_
X * j(=o00, 1),(1, oo)j pole ei paaris- ega paaritu funktsi-
oon, sest mis tahes x€ X korral on
2
f(-xX) = log( Il e 1) =log(|xj ¢ 1) a-JL
(-x)-1 -x-T
ja seega ei kehti kumbki vOrdustest (2) ja (3)*

Ulesanded.

Selgitada, missugused jargmistest funktsioonidest on
paarisfunktsioonid ja missugused paaritud funktsioonid.

181. SR
KE-X
182. F() = log(x2 ¢ )%* . 1>

2
3, TO :\—/(a X+ a2x), kus a>0.

184. (X)) s/l +x +x2 - "~ -x+x2 .
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185-  F(X)

1
T~
Qo

«Q

186. £ = o *vrr~?, twsx-i-ioo.M.

187. f(X) = sin X - X €cOS X

188. f(X) = sin X - cos X.

1 -  ®&0S

189. (X (805 %\ X» kufl X = [-105C* loXi

190. y:ax_ a’ kus a>0.

191. y =x2 +\ix +1, kuS X =[-1. 1J

192. In(x + /1 + xM).

<
1

193. Leida analidtiline esitus funktsioonile, mis 1) on
maddratud piirkonnas (- o*, ), 2) on paarisfunktsioon ja 3)
Uhtib piirkonnas [0, oo ) funktsiooniga f(xX) = x - 1. Joonis-
tada selle funktsiooni graafik.

194. Leida analuutiline esitus funktsioonile, mis 1) on
defineeritud piirkonnas (-9, 9), 2) on paaritu funktsioon
ja 3) dhtib piirkonnas [o, 9) funktsiooniga y = - \I'x. Joonis-
tada selle funktsiooni graafik.

195 . Kas funktsioon

-3, kui xfe(-oo, -2),
1-x2,kui x t02, -1),
Y =< 0, kui xt[-1, 1],
x2-1, kui x€.@, 2] *
k3, kui x £, op )
on paaris- voi paaritu funktsioon?
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196. Kas funktsioon
/- cos x, kui x€][- 52, - ZiL), (Zi, £|k]1

y=n 0o, kuixe{[-~, “F 1*[T ~
eos X, kui x £ (- V)

on paaris- vOi paaritu funktsioon?

197. TOestada, et kahe paarisfunktsiooni vdi kahe paaritu
funktsiooni korrutis on paarisfunktsioon, kuna paaris- ja
paaritu funktsiooni korrutis on paaritu funktsioon.

2. Perioodilised funktsioonid. Funktsiooni f(x), mis ra-

huldab tingimust

@ f(x +cj) = fX) (w £ 0)

iga x puhul maaramispiirkonnas X, nimetatakse perioodiliseks
funktsiooniks, arvu cj aga funktsiooni f(x) perioodiks. Kui
> on funktsiooni F(X) periood, siis osutuvad F(x) perioodi-
deks koik arvud Kbl , kus kK = il, -2,...

Seega on perioodilise funktsiooni vaartused kohtadel X,
X +u , X +2W, ... Uhesugused.

Naiteks, trigonomeetrilised funktsioonid on perioodilised
ja neil on jargmised perioodid (kus k = -1, ~2,...):

1) y =sinx o= 2«ft,

Dy
5y = tan x : g = krr,

cos X :Gl= 2Ka ,

4y =cot x :cj=krr.

Funktsiooni f(x) perioodi leidmiseks tuleb tingimusest
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(4) maarata arv us , vaadeldes tingimust (4) kui vérrandit
gJ suhtes. Kui sel vorrandil on muutujast x soltumatu lahend

CJ , siis f(X) on perioodiline funktsioon perioodiga” .
Kui aga vorrandil muutujast x sdltumatuid lahendeid ei o1s]
siis T(X) ei ole perioodiline« Piisab, kui leida vahim po-
sitiivne periood (eeldades tema olemasolu), sest sellest
saame taisarvuga K N 0 korrutamisel ka tlejdanud perioodid
ku .

Kui funktsioon on perioodiliste funktsioonide summa,
siis tema perioodiks osutub liidetavate funktsioonide peri-
oodide vahim Uhiskorane (perioodiks on ka perioodide iga
uhiskordne).

Naide 7« Leiame funktsiooni y = sin perioodi ¢j .
Selle funktsiooni maaramispiirkond on X = (-oo foo). Tin-

gimuse (4) jargi peab iga xeX korral kehtima

sin 3( X ¢ ¢j) = sin 3x
ehk
o) sin 3x + 3¢j ) = sin 3x.
Téhistame t = 3x, siis saame
sin (t ¢ 3CJ ) = sin t

Et viimane tingimus peab kehtima iga t€ X korral, siis 3J
peab olema funktsiooni y = sin t periood. Seega XJ = 2klL,

kust ¢j = Vahim positiivne periood on siis U = IjT.

w

Leiame funktsiooni y = sin 3x perioodi cj veel teisiti.

Lahendame vorrandi (5) otsitava suhtes, saame
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sin 3(x +uw) - ein 3x =0
ehk
cos *om— ein = 0.
2 2

Seega peab olema kas

cos §5—£—24: 0 ehk . £ & Kx

sin = 0, ehk = K.

Esimesest tingimusest pole vdimalik muutujast x s6ltumatut

Co leida. Teisest tingimusest saame

i o N
3 5

mis ongi otsitav periood.

Naide 8. Leiame funktsiooni
y = 2tan X + sin 2x - Zcos 3x
3
perioodi cj . Selleks leiame kdigepealt nadites 7 antud meeto-

diga Uksikute liidetavate perioodid. Saame

tan - periood on @, = 3kJI.
sin 2x periood on cJt= KX,

cos 3x periood on CJ3= 3
Liidetavate vahimad positiivsed perioodid ou Siis

C,s 30, £N=n ca,:gﬂ'
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Néeme, et funktsioon y on kolme perioodilise funktsiooni
summa. Seega on tema perioodiks perioodide L) 0J3 vanim
thiskordne, milleks on arv 6JL. Nii et Uldiselt funktsiooni
y perioodideks on o= 6kJL. Periood ¢j= 63 on funktsiooni
y vahim positiivne periood.

Naide 9. Veendume, et y = cos n ei ole perioodiline

funktsioon. Selleks kirjutame valja tingimuse (4), s.o.

®) Cos ————-— = cos L -

Lahendame vorrandi (6) suuruse w suhtes naites 8 antud votte-
ga. Tulemuseks saame, et of sOltub muutujast x. Seega funkt-
sioon y el ole perioodiline.
Sama tulemuse saame funktsiooni y madramispiirkonnast
X = j(-00, 0), (0O, 0° )} . Vottes x = -U6 X, saame, et X +>=
= 0~X ja seega kohal x = - oj vOrdus (6) el pea paika.
Arutleda vOib ka nii. Tahistame t = ;( , Siis y = cos t on
perioodiline t suhtes, s.t. tema vaartused korduvad perioodi
2 takka. Et x ja t vahel sdltuvus ei ole lineaarne, siis X
suhtes funktsiooni y vadrtused ei saa korduda co takka, Uks-
kdik milline u»0 me ka el valiks. Seega y = cos )—( ei ole pe-

rioodiline funktsioon.

Ulesanded.

Selgitada, missugused jargmistest funktsioonidest on peri-
oodilised ja leida periood.

198. y = sin Xx. 199.y = cos XX.



200. y = tan \Xx. 203. ¥ = tan x
201. y = cot \ x. 204. y = sin”™X.
202. y = lIsin xI. 205. y = sin X . COS X.
206. () = sin x + fsm X + fsin % -
2 2 3 3
207. f(x) = 2tan 2x - 3tan 3x + cot X

q4*
208. f(x) = smzx + %cos 4X + 5.

209. f(X) = Vtan x - 3

210. GO = sin x> + 2cos 2x.
211. Y mXx COs X - L

212. u = tan JF +

J

213. -~ 1 __J
coséu  sin u

. JC
E*
214. y>(t) = arcsin t - —2$in t.

215. TOestada, et uUhises piirkonnas maaratud
diliste funktsioonide korrutis on perioodiline funktsioon,
kui tegurite perioodid on Uhismédduga.

216. Toestada, et funktsioon f(xX) (- oo<x<<* ), mis
rahuldab tingimust f(x + T) = K f(X), kus Kk ja T on positiiv-
sed konstandid, on esitatav kujul f(X) = ax y?(X). Siinjuures
a on konstant ja () on perioodiline funktsioon perioodi-
ga T.

217« Kirjutada analuutiliselt valemi abil Ules funkt-
sioon, mis 1) on perioodiline perioodiga 2, 2) on madratud
piirkonnas (—o0°, 0° ) ja 3) uhtib I8igus £1, 1j Ffunktsiooni-

gay = x2. Teha graafik.
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218. Kirjutada analudtiliselt valemi abil dles iunktsi
mis 1) on mdaratud piirkonnas ~-8» BI» 2) on perioodiline
perioodiga 4 ja 3) uhtib 18igus [JO, il funktsiooniga y - X,
16igus [1, 3" funktsiooniga y = 4x - x2 - 4 ja lIdigus ("3 4]
funktsiooniga y = X — 4. Teha graafik.

3. Monotoonsed funktsioonid. Funktsiooni f(xX) nimetatakse
piirkonnas X monotoonselt kasvavaks ehk mittekahanevaks, kui
rais tahes x* <x2 puhul piirkonnas X kehtib vorratus f(x™M)"
~ F(Xg), ja monotoonselt kahanevaks ehk mittekasvavaks, kui
F(XN)>F(x2). Juhul kui FON)< F(x2), kdoneldakse rangelt kas-
vavast ehk lihtsalt kasvavast ja juhul f(x"J > f(x2) rangelt
kahanevast ehk kahanevast funktsioonist. Piirkonnas X on mo-

notoonse funktsiooni tunnuseks see, et vahe

f(x1) - F(x2)

sailitab marki selles piirkonnas, kui x" < x2.

Naide 10. Funktsioon f(xX) = -2 on kahanev piirkonnas
X = (-0, 0) ja piirkonnas X(0, oo ); sest suvaliste ao,, X,£X
puhul, kus x”~< x2, kehtib vorratus

™ - f(x2)> 0.

Toepoolest,
«3) - f(x ) = _INg =f£r~2n
sest x2-x1 > 0 ja x™x2> 0, nii x™, £ (- 0=,0 ) kui ka

x",x2 e (0, oo ) korral.



\ Ulesanded.

TOestada, et jargmised funktsioonid on kasvavad.
219. a) f(xX) =%x5 +1,X = (-00, 00);

b) f() = sin X = (-1 ,j§1)-
TOestada, et jargmised funktsioonid on kahanevad.
220c @) f(X) =x2 + 2, X = (-00 "0);

b) f(xX) = cot x, X = (0,JL);

c) f(X) =3 - cos x, X =(-X, 0).

Maarata jargmiste funktsioonide kasvamise ja kahanemise

piirkonnad.

221. y = - \fx + 1. 222. y = \x + 1.
223. y =2 - (x - 1)3.
224. - V-x +1), kuix € (=», _1);
fx) == O, kui x t [-1, 17;
i\x - 1, kui x €(, 00).
4. Poéordfunktsioon. Olgu X funktsiooni y = f(X) maaramis-

piirkond, Y - tema muutumispiirkond. Seame igale arvule y€Y
vastavusse koik need vaartused x € X , mille puhul f(X) =y.
Niisuguse vastavusega maaratud funktsiooni nimetatakse funkt-
siooni y = f(X) poordfunktsiooniks ja tahistatakse x = g(y)-
Poordfunktsiooni x = g(y) méaramispiirkonnaks on funktsiooni
F(X) muutumispiirkond Y ja muutumispiirkonnaks on funktsioo-
ni f(X) maéramispiirkond X. Po66rdfunktsiooni x =g(y) argumen-
di igale véartusele y ™ Y vBib vastata mitu vaartust x£X.
Viimasel juhul .6eldakse, et poordfunktsioon on mitmene funkt-
sioon.

51 -



Naide 11. Leiame funktsiooni

@) y =X2 - 2Xx + 2
podrdfunktsiooni, kui X = (- , 17"
Funktsiooni (7) muutumispiirkonnaks on T =Cle°° )e Lahen- i
dame vOrrandi y = x2 - 2X + 2 muutuja X suhtes, saame
x=1- W-~ -
Et podrdfunktsiooni muutumispiirkonnaks peab olema
X = (- 00, 1], siis poordfunktsiooni analuutiliseks avaldi-
seks sobib vaid
X=1- Ny -1,
mis ongi otsitav poordfunktsioon. Tema mé&ramispiirkonnaks
on funktsiooni (7) muutumispiirkond Y = °° ).

Naide 12. Leiame funktsiooni

y =X2 - 2Xx + 2
poordfunktsiooni, kui X = (-o0, 00 ).
Antud funktsiooni muutumispiirkonnaks on Y = "1 ,00 ).
Naite 11 pdhjal
x=11 Vy -1
Et k&esoleval juhul x€(-00,00) ( si s saadud avaldis ku-

Jutabki poordfunktsiooni, mille mddramispiirkonnaks on Y =
= [1’ CD).

Naide 13» Leiame funktsiooni

® y = 8n + 8arccot™--~ 2
2

podrdfunktsiooni .



Lahendame vdrrandi muutuja X suhtes, saame

AN - Jt = arccot™ I* 7?7,
8 2

millest
-——- = cot(2 -J) = cot 2
2 8 8
ehk
X == +—cot 2 =
3 3 8

Et funktsiooni y = arccot X muutumispiirkonnaks on hulk Y
= (0,3T) (vt. Ik. 30), siis kaesoleval juhul peab olema

0<2 -JL<JL

millest

8J <y<16n.

Seega funktsiooni (8) pooérdfunktsioon on

X = - + —cot 2
3 3 8

maarami spiirkonnaga Y = (8j1, 16JL).

Ulesanded.

Leida poordfunktsioonid jargmistele funktsioonidele.

225. a) y = 2x

b) y =2x, kus X = (- oo, -2].
26. ay =
X
b) y =-, kus X = (0, 00).
X
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227. a y =x2, kus X = (-00 , 0);
b) y = x2, kus X = [0,00);
C) Yy =Xx2.

228. @) y = 4R - 12x + 4;

b) y = 4x2 - "I + 4, kus X - tv2, 00 ).
229. Y =10 X + 1.

230,y =3 ¥e

231. ay =1+ log(x + 2);

By =1+ 1log \x +2] , kus X = (-

232. a y = - x2, kus X =C-1, 615

b) y =\b - x*, kus X

[0, 11-

233. a) y = -arcsin 3x;

b) y = larcsin 3x, kus X = y- O]

234. a) y = arccos
b) y = arccos kus X = [-2, 0].
235. @ y = arccosO - x) -JI;
b) y = arccos(l -x) -J , kos X = [0, 1].
236. y =y - arctan(2x +3), kus X = £-
237» Y = 31+ 6arccot -7~l—.



IX, kui x 6 (oo, DF
238. y =<x2, kui x e [l, 9,
12x, kui X € "%, co).

11 - cos x, kui x € J, - ,

- sin X, kui xe. (- -, -jy

2.2
cos X - 1, kui x € (% Jrl-

8 3. Funktsiooni graafiku .joonestamine

punktide _jargi.

Funktsiooni y = f(x), kus x € X, graafikuks nimeta-
takse punktide (X,y) hulka, kus x € X jay = f(X). Graa-
fiku joonestamiseks punktide jargi vOib toimida jargmiselt:

1) leiame funktsiooni y = f(xX) maaramispiirkonna X;

2) valime maaramispiirkKonnas X kullalt tihedalt paikneva
argumendi vaartuste sisteemi x* (i = 1,2,...,n) ja arvutame

vastavad funktsiooni vaartused
= F(x™) a=1,2,...,n);

3) kanname punktid (xi,yi) xy-tasandile ja Uhendame nad
sujuva joonega, millega saame funktsiooni graafiku eskiisi.
Graafiku kuju tdpsustamiseks tuleb lisaks veel uurida

funktsiooni omadusi, nimelt

1) leida funktsiooni nullkohad, piirkonnad, kus ta on
positiivne ja kus negatiivne;
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2) leida funktsiooni periood, monotoonsuse (kasvamise
ja kahanemise) piirkonnad;

3) uurida funktsiooni kaitumist argumendi x lahenemisel
maaramispiirkonna X rajapunktidele.

Kui on teada Uhe funktsiooni y = f(X) graafik, siis

a) funktsiooni y = - f(x) graafik on peegelpildiks y =
= f(X) graafikule x-telje suhtes (joon. 10) ;

b) funktsiooni y = f(-x) graafik on peegelpildiks y B
= f(x) graafikule y-telje suhtes (Joon. 11);

c) funktsiooni y = f(x - a) graafik on y = f(xX) graafi-
ku paralleellike x-telje sihis kaugusele a (Joon. 12);

d) funktsiooni y = b + f(X) graafik on y = f(X) graafi-
ku paralleellike y-telje sihis kaugusele b (Joon.13);

e) funktsiooni y = AF(xX) (A = const 0) graafik ony =
= f(X) graafik niisuguses koordinaatteljestikus, milles

mootihik y-teljel on korrutatud arvuga A (joon.14).
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Joon, 12. Joon. 13*

Paljude jargnevate ullesannete lahendamisel on arvesta-
tud, et pbhiliste elementaarfunktsiconide omadused ja graa-
fikud on teada. P8hilisteks elementaarfunktsioonideks loe-
takse jargmised funktsioonid:

1) konstantne funktsioon y = ¢, kus c = const;

2) eksponentfunktsioon y = ax (a>0);

3) logaritmfunktsioon y = logax (a> 0, a 1);

4) astmefunktsioon y = xa;

5) trigonomeetrilised funktsioonid y = s.in X, y = coOs X,

- 57 -



y = tan X, y = cot X;
6) arkusfunktsioonid y = arcsin x, y = arccos X,
y = arctan X, y = arccot X.

Haide 14. Joonestame funktsiooni
® y =2+ (x - 1)3
graafiku, lahtudes funktsiooni y = x* graafikust.
Funktsiooni y = X" graa-

fik on kujutatud punktiiriga joo-
nisel 15. Viime selle graafiku pa-
ralleellikkega x-telje sihis pare-
male Uhe Uhiku vOrra (saame funkt-
siooni y = ( x - 1) graafiku) ja
seejarel paralleellikkega y-telje
sihis ules kahe Uhiku vorra, mis
annabki funktsiooni (9) graafiku

@oon.15).

Ulesanded.
Joonistada jargmiste funktsioonide graafikud.
240. y=t-X 247
2 -3
22, y

- 1 & x2* )
1, kui x>0,

243. Y =8Sgn x, kus sgn X =1 qQ, kui x = 0,

V-1, kui x <0.
244_. y = Cx], kus [X] téhendab arvu x taisosa.
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245. Y = X sgn X. 246. 'y = \Jx - 2.
Joonistada jargmiste polaarkoordinaatides antud funktsi-
oonide graafikud.

2
247. 1 = 0 (Archimedese spiraal).

248. r

(Huperboolne spiraal).

249. r

O”™0 <00 ).
Gﬂ*

0
250. r =2 (Logaritmiline spiraal).

251. r

2(1 + cosd) (Kardioid).

Joonistada jargmiste funktsioonide graafikud, lahtudes
pohiliste elementaarfunktsioonide graafikutest.

252. y =x2 +k, kui kK =0,-1,-2.

253. y =X2 - 2xa + a2 - 5 kui a =0,- 1,-2.
254, y =2 +x - x2. 255, y =x5 - 8.
256. y = \fx + 2. 257. Y =3 - 2.
258. y = jlog xI -1. 259. Y = -21og X-
260. y = - log (-x). 261. y =1 +2x"1.
262. y
263. Yy
264. vy 101
3* 2
265. Yy 266. y =2+ V1 - x
2%67. y = 5 + arcsin X. 268. y = arccos x -Jt.
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269. Y =J arcsin (1 + X).

270. Funktsiooni y = f(X) graafik on kujutatud joonisel
16. Joonistada funktsioonide y = IFGO\, ¥ =2 +

jay = - [IF®l - )1 graafikud.

271. Joonisel 17 on funktsioon f(x) antud graafiliselt.
Leida selle funktsiooni maidramis- ja muutumispiirkond ning

esitada funktsioon analuiutiliselt valemi abil.
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272. Leida joonisel 18 graafiliselt antud funktsiooni
f(x) analuutiline esitus (valemina), kui f(2) = 372 ja f(3) =
=1.

(rn)

Joon. 18.

273» Kerasse, mille raadius on R, joonestatakse silinder.
Avaldada silindri ruumala V tema kdrguse x funktsioonina.

274. Torni alumiseks osaks on tiuvikoonus, mille alumise
pbhja raadius on 2R, ulemise — R ja kdrgus on ka R. Tuvikoo-
nusele on paigutatud silinder p6hja raadiusega R ja kdrguse-
ga 2R. Silindrit katab poolkera raadiusega R. Avaldada torni
horisontaalldike pindala S suuruse x funktsioonina, kus x on
16ike kaugus torni alusest.

Lahendada graafiliselt jargmised vOrrandid.

275. x3 +x - 1 = 0. 276. log x = 0,1 x.
277 X = cot x, X = (0,JL).

Lahendada graafiliselt jargmised vdrrandisisteemid.
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Il. FUNKTSIT1OONI P1I1RVAARTUS

JA PIDEVUS.

8§ 1. Arvu.jada piirvaartus.

Olgu
XJ, X2» eee 1 xn1»

arvujada, mida luhidalt margime sumbolitega -—jx3j .
Arvu A nimetatakse jada (x”~ piirvaartuseks, kui iga ar-
vu t> 0 korral leidub niisugune arv N = N(t), et kehtib \0iv

ratus
@ bij - a(<
kui n>N, jJja kirjutatakse
lim xn = A ehk xn-"A.
Oeldakse, et jada |xn] piirvaartus on co, kui iga arwu

M > O korral leidub niisugune arv N = N(M), et kehtib vor-

ratus

xn> M*
kui n > N, ja kirjutatakse

lim x ~~o0a ehk x —* -o0».
n —»00 n

Analoogiliselt tingimusega

defineeritakse piirvaartus
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Kui jadal K t on 18plik piirvaartus A, siis oeldakse,
et jada jx ™ koondub arvuks A. Kui aga jadal 10plikku piir-
vaartust ei ole, oiis Odeldakse, et jada on hajuv.

Jadal on jargmised tehetega seotud piirvaartuse omadu-
sed: kui eksisteerivad 16plikud piirvaartused lim x Jja

lim yn, siis

\% limGr+xy ), limx = lity ,
M —>o00 —~0° M=
2) lim (cx ) = ¢ lim X (c = const);
n-»00 1 n-*os n
3) lim (xv) = Tlimx . limy ;
n— o= M-oo 1 NM—oo 1
X lim xn
4) lim -0 = (limy /7 0) .
I'I—*ooyn ril_ ¥1 e o)

Omadustes 1) - 4) I6plike piirvaartuste olemasolust vdrduse
paremal poolel jareldub 16pliku piirvaartuse olemasolu vor-
duse vasakul poolel, kuid mitte vastupidi. Samuti jareldub

omadusest 3), et iga naturaalse astme k korral

Lim x» = (Lim x ).
Mn-=oo n e 11
Kui lim x_= 0. siis suurust x_ nimetatakse ldpmata vaike-
n-~> a n -l
seks ja kirjutatakse x. = o(1). Kui lim |xj =00 , siis suu-

rust xn nimetatakse I0pmata suureks. Kui leidub arv M>O0,
et IxnlI~ M iga n korral, siis suurust xn nimetatakse tdkes-
tatuks ja kirjutatakse xn = 0(1).

Piirvaartuste arvutamisel kasutatakse I6pmata vaikeste

ja l10pmata suurte suuruste jargmisi omadusi:



a kui 0(1) ©6ayn m o7 5ii3 g =°@;
b) kui ., - 0(1) Oa7n =0(1), SIS xqyp = O
©) kui y . » — 00 Oa yn ™ &3 siis ,, 4 yn"~r ~ €0
d) kui xn A " ©° Ba yn—-+ L oo, siis yn-" + 00
e) kui lim 1~=00 ja limy a o, siis lim =00 ;
n—oo n-*o° n-+ oo
R - 1
) kui o = 0(1), sSiiIs t
S) kui pnl-*o0 , siis -0
Tahtsamad piirvaartused:
lim @ + i)n = e*2,718; lim "ja = 1;
n-o* N—«»
lim Joh|=o00 , kui [d > 1; lim Ta =1, kuia>0-
n-*«> n— =

lim =0, kui Ig] <1;
tin fon| o

Jada piirvadartuse olemasolu tunnused.
Cauchy kriteerium. Selleks, et jadal |x | oleks 18plik
piirvdartus, on tarvilik ja piisav, et iga arvu i > 0 korral

leiduks niisugune arv N = N(L), et kehtiks vdrratus

K - v <£-.
kui n>N 1iga p = 1,2,... korral.

Weierstrassi tunnus. Iga monotoonne tdkestatud jada on
koonduv. Piirvaartuse arvutamisel vdivad tekkida médramatu-
sed tiupi —, = ®» 0 .00, 00-00.

Need maaramatused tekivad parajasti neil juhtudel, mil me 1
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omadusi 1) - 4) ja a) - g) vahetult kasutada ei saa. Sel kor-
ral tuleb eelnevalt jada sobivalt teisendada.

Naide 1. ToOestame otseselt piirvaartuse definitsiooni

abil, et

lim -08- =- mll
N—=mon - il

Olgu £>0 mis tahes arv. Jada piirvaartuse definitsiooni
pbhjal peame naitama, et leidub niisugune arv N = N(£),

et kehtib vorratus (1). Meie juhul on

X = -

U p - ja A=- \3.
n 1-Jn

Seega peab kehtima (ehk nduame, et kehtiks)

- M & /3 -yffri1= _ {[__ <£t
I1- -nri 4 -1

mis on voimalik, kui

>/r-1>n

ehk

Seega, vottes

N =

ndeme, et iga n>N korral kehtib vorratus (1), mida oligi

tarvis tdestada.
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Naide 2. Leida jada

piirvaartus.

2
Lahendus . Siin cos n = 0(1), 2n-+o0° ja omaduse @) pohjal

2570-
Seega omaduse b) tdttu saame
limx = lim o(1)0(1) = 0.
M-"00 n-*00 o

Naide 3. Leida jada

~n3-2n+1
@n +1)5

piirvaartus.

Lahendus. Et omaduste g), €) ja a) pohjal on

li -2n +1) =1 1 - —+-m=
e 3 n+1 n!g]»nS( n t-m

Ilimn3 [1 + o) + o()] =o00
m0o»

ja
lim @2n +1)3 = 1imn3(2 +-)3 = lim n3[2 + o(1)]"=00,
n n-*0

sils esineb maaramatus tudpi - Piirvaartuse arvutami-

seks korvaldame maaramatuse, jagades lugejat ja nimetajat
suurusega n3. On.aduste 4), 1) ja 3) pohjal saame seega
— 403 +w*  Liml — Lim”™ + Llin i
- - N Noxe n- n n<>r3
limy = Llim

n-oe ' n n-— 3.3 (lim 2 + lim 15
n-A» mO® N
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1-0+0 _1
@+0)5 ®©

Ulesanded.

TOestada otseselt piirvaartuse definitsiooni abil jarg-

mised vOrdused.

281%*. lim = 0.

28%. lim- — — =0
o4 + sn

283« 1imu 1J E --/8 =
h:g = &

284. u@fﬁ"ﬁin:OO-

285. lim (n - 2n2) = - 00 .

286. lim ell = oo .

287. Iim *tj sin SiL = 0.

288. Ulesannetes 281 ja 287 arvutada N(*) , N(0,1),
N(0,01), N(10"8).

289. Ulesandes 285 arvutada N(1), N(100), N(108).

Leida jargmiste jadade piirvaartused.

290- Xn "3 o2n-1
1 nk-—
291. Xn = 2n 8in nl + *
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n 3 . 4n n

292- 003 n +S8TT5 ~ -
295, X =-——— Cc0S — — I-Z + — s—
4n2_ 1 1-7n 1-2nn2+1
204. ~ =sLxAiS.
Gn-21
295. x =1
n @ - 3n)2
"n 1
+ *#a\-k+An
* kg ** = ) e i__
1+-4 ... +—
2 2n
£n
297. X = ——— -
1+ an
208. * =73S e~Binii - QA ¢ D2,
n n 3 n
299» xn = (_E-.}n + si“ 5.
n n+1

300. xn = \In +4 - VWh
Kasutades Cauchy kriteeriumi, tdestada jargmiste jadade
koonduvus.

301. xn = "™~a”™kK, kui ak=01) ja |ql< 1.

502. XN = £ * 303. x =fT7siajg
2 K(k+1)
K

j»’ mES=fe*

505. Kasutades Cauchy kriteeriumi, tdestada jada
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hajuvus.

Kasutades Weilerstrassi tuimust, tdestada jargmiste jadade

koonduvus.
306- ** =t Pr.o L 307° xn * %, cr-
308. = \@, a>1, xm/, = \la + xQ. Leida ka lim xn.

Arvu A (ehk simbolit oo vOi -00) nimetatakse jada jx "
osapiirvaartu~eks, kui jadast saab eraldada niisuguse osaja-

da jxk |, et

Iim X. =A.
-0 n
lgal tokestatud jadal on olemas vahemalt Uks 16plik

osapiirvaartus A (Bolzano-Welerstrassi teoreem). Kul see osa-
piirvaddrtus A on ainus, siis jada |xn] ise koondub piirvaar-

tuseks A, s.t, lim x = A.
n_

Jada {xJ vahimat osapiirvaartust (I16plikku voi 16pmatu”

nimetatakse alumiseks piirvaartuseks ja tahistatakse

rI1|m inf x, ehk lim x .

Jada x* suurimat osapiirvadrtust nimetatakse ulemiseks piir-

vaartuseks ja tahistatakse

lim sup xn ehk Bim xn*
n-*co

Jada {xn| piirvaartuse olemasoluks on tarvilik ja piisav, et



kehtiks vordus

Lim inf xn = Llim sup xn.
n o M »0°

Ulesanded.

Jargmiste jadade {x } jaoks leida lim inf xn ja
n—*o°

lim sup x = Missugused nendest jadadest on koonduvad
n—*00

missugused hajuvad?

309. x =1 -
n
¢Dn  1+(-Dn
31°- xn = + 2 -
311. x =1 +
n n+1 2
@, kui n =2k -1,

312 xp :Ii’ Kui n = 2k.
n
313. xn = (-Dn n.

314.

X
1

1 + n sin )
315. xn = -n [2 + (-1D)n]

316.

x
1
|
|

wn
I

(@}

(@}

(2}

317. xn =10 n.

318. X =- Sin2 ai.
n n+1 4
319. xn = (-Dn log 2 + 2"'n + log 2.
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a+ ", kuin=2k -1,

320. xn =
b - sin kui n = 2k.
n
(a+ (-Dn kui n =3k - 2,
n+1
321. xn =<-1 an, kui n =3k - 1,
N b - , kui n =3k .

322. X = sin

§ 2. Funktsiooni piirvaartus.

Olgu a funktsiooni F(xX) maaramispiirkonna X kuhjumis-
punkt. Arvu A nimetatakse funktsiooni f(X) piirvaartuseks
punktis a, kui iga arvu L > 0 korral leidub niisugune arv

(F =£() >0, et kehtib virratus

&) IfF6O - Al < L1
niipea kui
(©) O<Ikk-a<

Ja kirjutatakse

lim f(x) = A.
X —*a

Vorratus (2) on samavaarne vorratusega
A-C<FQ)<A +L
jJa vorratus (3) on samavaarne susteemiga
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(a - £<x<a ¢d,
1 X A a.
teldakse, et funktsiooni f(xX) piirvaartus kohal a onoo,
kui iga arvu M>0 korral leidub niisugune arv cT=<"(M)>0,
et kehtib vdrratus
@ O > M,
niipea kui kehtib vlrratus (3) ja kirjutatakse
lim f(X) =oo0.
X-"a

Analoogiliselt vdrratusega

o) fx) < M
defineeritakse piirvaartus
lim fX) = - oo.
X—e

Naide 4-. Kasutades funktsiooni piirvaartuse definitsioo-

ni tdoestada, et

lim = -5.
X1 X +1
Toestus. Votame mis tahes arvu t>0. Piirvaartuse defi-
nitsiooni jargi peab leidma niisuguse arvu<T=i"(£)>0, et

kehtiks vorratus

) - al = _) 32 _ a4 1kt
x -1 x + 1 ’

niipea kui 0 <ix - (-DJ<& ehk 0<|x + Ik <T . Vbrratus

kehtib, kui O<.|x + < - (taandamine suurubdega x + 1 on
3
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lubatud, sest x-M / 0. Vdime vbtta S = £. Seega vajalik £
on leitud.

Naide 5. Kasutades funktsiooni piirvaartuse definitsioo-

ni tdestada, et

ii,
X-

Toestus. VOtame mis tahes arvu C >0. Vastavalt piir-
vaartuse definitsioonile nduame, et kehtiks vlrratus

IfFO - aUl22~ - r]= -3\ W3\ =

s —|x=-31 Ix-3+6\4 1 |x31 (Ix3 + 6)<£.
5 5

Seega tuleb leida niisugune arv  <">0, et vOrratusest

0 <\x - 3U<T jarelduks vlrratus

Ix - 312 ¢« 6]x - 3A - 5L <0.

Lahendades vdrratuse otsitava (x - 3l suhtes, saame (Vt.

joon.19)

-3 - V9 ¢51<Ix-3< -3+ >Ta~T7T

-3 - 19 + 5£ -3 ¢V9> 5£

Joon. 19.
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Et |x - 3«0, siis peab kehtima
O<Ix-3< -3+ v afl .
Seega vdime votta

d=-3 ¢ Ts~+ 51

(arvuks A sobib muidugi ka arvust -3 + /O + 5£ iga vaik-
sem positiivne arv).

Ue vOime sobiva <Tleida ka teisiti. Nimelt virratusest

3 - Jx <3 +CL
Selleks liidame arvu 3 vOrratuse igale osale, saame
6 - cT<x + 3<6 +I.

Kuna arvu S vdime alati vahendada, siis oletame, et «[1U,,
siis -<I> -1 (me vOiksime oletada ka, et cT" 2, cT"3 JE>»
tahtis on ainult, et jadks 6 - S >0, sest peab olema
X + 3>0). Seega

546 - (<xeK 6 o

mille tottu

IfX) - al =|5zL11 - Ix - 3\Ix & 3\<Z Ix - 3KE,
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ehk

Naide 6» Kasutades funktsiooni piirvaartuse definitsi-

ooni tdestada, et

lim -11?..t 2) = - i
X-*-2 x2 - 4 4

TOestus. Votame ette mis tahes L > 0. Siis arvestame,

et |[x ¢ 20 > 0, saame

|2ix. * + 1 1_5Cx2 ¢4x ¢ 4) _3lixe 2
Ix2 -4 411 4 Ix -4 Ix - 21

kui IbATL*™. , ehk 1S-=-21>-L .

Ix -21 3 Ix ¢ 21
(voime alati (voime alati
suurendada) vahendada)
NiUlid (kasutades vorratust la - bl>lal - bl ), saame

lzZUGHArfr i

“lrr-r'" 1W ixXr2i " 1> ~h
ehk

>1 «n. =1.U& , .
Ix + 2] 4L 4L

kust

O<K + 2 <
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ning

<T= .
J «+ 4L

Leiame sobiva cI veel teisiti. Nimelt oletades, et cI< 1,

-2 -<€cx<- 2 &cT,

-54-4 -ckx - 2<-4 +/<-3.

5>4 + <T>|2 - xI > 4 <T>3,

2 / 1 <1 ,
5 T XX 3 »

mille toéttu

Tex) - KA . N - A~ +7]=2 | £-%-2[< 1 jx ¢ 2)<6 ,
1x2 - 4 41 4 1x - 21
kui
4L, kui €Ta2
1, kui L>1
ehk
cT= min (» 4L).
Naide 7. Toestada, et iga arvu a korral
lim ein X = sin a.
X—a
Toéestus. Olgu t>0 mis tahes. Nouame, et kehtiks
bin x - skn al =2 |Jcos 5A] jsin SjS) 42 jsin 4

42 = Ix - &<E
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(kasutades vorratust |sin ul4lu\, mis kehtib iga u korral).

Seega voime votta <F 1

Naide 8. Kasutades funktsiooni piirvaartuse definitsioo-
ni tdestada, et

lim S-Ui =o0 .
X—2X -2

Tcectus. Vastavalt, mis tahes etteantud arvule K >0

leiame <T> 0, et vOrratusest O <t - 2\<<T jarelduks

"*x+ 2'>M*  Nouame, et kehtiks

Ifeol = = &

kust
—*~ >1 M ehk O<Ix-21< 6
Ix - 21 1 eM

Seega vOime votta

<T-

Ulesanded.

Funktsiooni piirvaartuse definitsiooni abil tdestada., et

25 lim 4%~—2 =-2; 32 Jim = 4,
X x -1 X=1 x &7
324*  lim 72 -1 327 lim cos x = 00s ai
X—2 X @2 ’ XA
H aXc— Jy ﬂ!*
A g~ lim 5= we -
2. !(I—@c “—r Yyr+7



329% lim 2sin x = J2-, 333« lim (sin 2x ¢ cos

X-£ X~0
1 1.

320. lim x2 = 9; 334_. Hm

X—3 X*3Kx41) 4
331, lim X2=% = 5, sasr i z=i 1

X-2.X + 1 5 X-*3 XT - 9
330« lia Sii+zi =8 1 g pim~ +1 1

X-0 X +7 7 i“ x+3=-2¢

337. Ulesannetes 523» 324, 325, 329 ja 333 arvutada

<T@, ~(1),.<10.1) , c'(0,01), <T(10*
338. Ulesannetes 326 ja 328 arvutada < (), d(- ), I@T"H»

$'(7-5).-
Funktsiooni piirvaartuse definitsiooni abil tdestada, et
339* lim —-——* =00 ; 341* lim |—- I1=o00 ;
X-2 (X - 2) x-3|x - 3l
3A0*. lim —-—- =-0°; 2>, lim 11-1-S =00 .
x*1 (X + 1) x>0 1 X
343. Ulesannetes 340 ja arvutada '), <0, dEAM
ja s Cl08).
Esitada vOrratuse abil jargmised simboolselt antud piir-
vaartused.
344. lim f(xX) = 6. 347. lie n(X) = o,
X —*3 X-*o
345. lim gx) = -2 340. 11y f) =~
X-M Xx-h
346. Wb(x) , 1. 349. 1
X2
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350» lim F(X) =o06 - 352* lim arctan(x -1) = 0.
X—0 X-1
2
351. um A =1 . 353. Llim |*+=2] =
X*2XxX + 2 n X-01 x 1

Piirvaartuse olemasolu kriteerium. Suurus A on funktsi-
ooni F(X) piirvaartus punktis a parajasti siis, kui iga jada
- N 1 I = i i

);ﬁ_E X korral, kus X_ﬁ a ning A!'r(n»xF| a, fTunktsiooni
vaartuste jada fC”) laheneb suurusele A, s.t*

lim f(xn) = A.

Ulesanded.

Naidata, et jargmised piirvaartused ei eksisteeri.

Hh~«  lim sin 356. lira—~

_—
X0 X X->0 X sin —

1
355» lim cos -——— -.
X3 * -3

8 3* Piirvaartuste arvutamine.

Funktsiooni piirvaartuse arvutamisel kehtivad 8 1 omadu-
sed 1) - 4 ja a) - g), kui need jadad xg jJa yn asendada
vastavalt funktsioonidega f(xX) ja g(xX) ning |_llim asemel Kkir-

->00

jutada lim <
X=»a

Olgu hulk X Tfunktsiooni f(X) maaramispiirkond ja a hul-

ga X kuhjumispunkt. Piirvaartuse

Iim fX) = A
x—"a()
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arvutamisel voib esineda kaks juhtu.
1) a€ X. Sel korral, kui f(X) on elementaarfunktsioon,

kehtib vbrdus (vt* 8 6 valemid (15) ja (16))

lim fxX) = (@)
X —*a

ehk (Iim x = a tottu)
X-*a

Iim f&) = f(lim X).
X 2og X-a

Seega sel juhul
A = (@),

s.t. elementaarfunktsiooni F(xX) piirvaartus A punktis a on

vOordne funktsiooni vaartusega punktis a, naiteks

lim cos X = cos a,

limtan x = tan a (@/ K 5 K =0,-1,-2,...).

2) ag X. Sel korral funktsiooni piirvaartuse arvutami-
seks rakendatakse omadusi 1) - 4) ja a) - g)- Sageli tuleb
nende omaduste rakendamiseks eelnevalt funktsiooni (analll-
tilist) esitusvalemit sobivalt teisendada, sest enamasti eel

korral) esinevad maddramatused tulpi 2t 0.00 » 00 - 0o»
1°° jt* Bksimiste valtimiseks tuleb esinev madramatus mar-

kida avaldise jarel vordusmargi alla, naiteks
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li*Si£ 2 =1,
® X-0 * W)

1iB ISJE =1,
@ x!o X ®
B
. X km
(8) )I(—I»O @ + ko (ile ’
© lim EIX+X} S1 (in u = iogeu).
X10 @
Ulesanded.

Leida jargaised piirvaartused elementaarfunktsioonidest.

357. Li* (X3 - 5X2 ¢ 2x ¢ 1).
X3

358. li- Ju Ju2 - 20 - log(u ¢ Ju2 - 20)
TS

359, 1la V&2 -4 -
X»2 2x ¢ 3

360. lia (X5 ¢ 5X1 ¢ 2).
X-*4

361. lia log(2 ¢ 2x & x2 - x3).

X-N

362. 11a (sin X = sin 2x . sin 3* + cos 2X)
X-3E

363 lia arccos (log Xx).
X4

364. lia arcsin(ln 5) -
X=«

365. lia COS X 4 4tan x .
X=.0 2 - X - 2X*
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tan 2x

366. lim Teos (x +M)1
X-*0 L 4

Piirvaartused
10) lim
Q)
kus P(X) jJa Q(X) on x suhtes polunoomid, arvutatakse jargmi-

selt. Kui Q(@) A O, siis on tegemist juhuga 1) ja seega

Xim E iii = £
Q) Q@
Kui Q@) =0 ja P(@) A 0, siis kasutame omadust @) . Kui
Q@ =P() =0, siis on tegemist maaramatusega tulpi 2.
Sel korral piirvdartuse (10) arvutamisel tuleb lugejat ja
nimetajat jagada teguriga x-a nii mitu korda, kuni enam ei
esine madramatust. Taandamine teguriga x-a on lubatud, sest
x-a A 0 (vt. piirvaartuse definitsiooni). Polinoomide P(x)
Ja Q(x) tegurid eraldatakse Vieta valemite ja Horneri skee-

mi abil, arvestades, et arv a on nende polunoomide nullko-
haks .

Naide 9» Arvutame piirvaartuse

lim iLz-ZS-1-7.
Xo2. X2 - X - 6

SIINP(X) =x2-3x 2 jaQx) =x2+x -6. Et PQ@ =
= Q(2) = 0, siis on lahenduskaik jargmine.

Im = 1iB £x-2)(x-12 . limx -1 =1
X-*2, X2 +x -6 @ x-2 (x-2)(x+3) x 3 5=
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Ulesanded.

Leida jargmised piirvaartused.

3

367« 1im — . 3 lim(—m — — ).

X x -1 X1 1-x* 1-x
368. lim - n— . 372. Llim ~ ~7?2x +2 .

X-2 X2 - 5x ¢ 6 X4 - 4x ¢ 3
369. lim — —2—*_2 . 373. lim 2x?

X-M x5 +1 X"s bx2 ~ ” 5

X3 - 25

370. lim
v X2 - bx + 10

Piirvaartuse arvutamisel irratsionaalsetest avaldistest
on monikord sobiv neid teisendada ratsionaalseteks avaldis-
teks muutuja vahetuse teel*

Naide 10. Leida piirvaartus

muutuja vahetuse abil.

Teeme muutuja vahetuse
1+ 2x = u6,

mis taandab Ulesande piirvaartuse (0) arvutamisele. Seega

u, L=_12_ 1A » lim 2-=X = lim £i=BZg+az-.
X0 4 _ eox (g U< 1-US (1-uXTFU-MI2)
(1+2x=u6)
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Ulesanded.

Leida jargmised piirvaartused.

D~
374, lim &T. 378. lim V7T ¢2Y¥Yx el
x-5 X -5 x— 1 x + 1)z
375. Tim 379. lia %2~ /1
Ny A\
XN XM AN x~1 1 -4x
376. 1im —=. 380. ;i. u J 52 7
X1 A -1 -0
377.  lim 381 x> 1 - (x ¢ 11
h - s
XA v VT - 4 X0 1 - 7x4-1

Enamikul juhtudel piirvaartuste arvutamisel Irratsionaal-
setest avaldistest on otstarbekohane viia irratsionaalsus ule
lugejast nimetajasse vOi vastupidi, nimetajast lugejasse.

Naide 11. Leiame piirvaartuse

X-*0 X

Siin esineb mdaramatus tulpi 2. Piirvéartuse leidmiseks viime

irratsionaalsuse lugejast nimetajasse. Seega



- )!—wé x0 g
Ulesanded.
Arvutada piirvaartused.

382. lim VX ~ ?. 383, Iim M »x2 -1
XNj x2 - 49 X=*

-

VT ¢ X - >/1 - X

384. lim
X-0
5. lim AR - X »6 - X2+ 2% -6
X-*3 X2 - 4x ¢ 3
tan x
386. lim Z 387.  lim ————e- )
x4 3 -"2x+1 x—0 1 - \|l ¢ tan x
388. lim JEZLrJu. 389. lim P~ v? *x
h-*o h A
1_
30. lim Vi +x2-1
X=»0
s91. 1ip /1 rtanx - M - tan x
X-*0 sin x
392. nim V1 *tx-1
X o X

Piirvaartuste arvutamisel avaldistest, mis sisaldavad
trigonomeetrilisi funktsioone voi arkusfunktsioone, kasuta-
takse piirvaartusi (6) ja (7). Sageli tuleb eelnevalt teha
muutuga vahetusi. Naiteks juhul x—>a / 0 on sobiv teha
muutuja vahetus x - a = u Vv6i x - a = tu, kus t on sobivalt

valitud arv. Arkusfunktsioonide korral, kui x -» 0, on sobi-
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vaks muutuja vahetuseks arcsin x = u vbi arctan X — u jre.

Naide 12.
Lim *2 - 2. * Iim ‘e
x>3 x sin(x+3) I-*3 x sin(x ¢ 3) (U=x*3)
=him - — _lim -—=-2=1.2=2.
u>»° sin n  *>on
Naide 13.
x5 ¢ 1

lim

ii” arcfiin® . li» (* - * ¢ 1)

arcsin(x + 1) ,o
o]

t 1 arcsin(x +1) (u=x+1)

» .
(v=arcsin u)

Iim SiNSJ. 3*1-3* 3.

Naide 14.
lim (sin . tan =
2 2 (0.
. § (x-1=2u)
= |m0 [sin n tan > 3"
= il u ¢m) = - lim(sin u cot 7un) =
; ) sin u

=gy _SIO. N _ — Y = 1

/0\ tannun A T 7

(o" 7]
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Naide 15.

393.

394.

395.

396.

397.

398.

399.

lim 1 - ce°; *
X-»0 X sin 2X
(«>

lia 1—S°S > 4, (@ t COS X ¢ C082X)
X-*0 X sin 2x X-»0

2 sin2 *
li» ——2-2- -JE_ 3 =
X-.0 X sin 2x
2
sin ) * X
3 lia - —5— I —g~ =311.1 =1
X-»0 n 4 sin 2x 4 4
Ulesanded.
Arvutada piirvaartused.
lii a+x2L0. 400. lim (- - 4-2- ).
X-.0 x—-p sin X tan x
lia 401. Lim -X) tan x.
X=»0 Tx
11« 2 «rSSULZ. 402. 1i. 8iV v
X~*0 3x 1- (P2
lim X cot x. 403. li* 8In(x ~ Z%_.
X-° X *Ja _ cos X
li* 2 ein —j.
X2 a4 404. ria 2 YR 3,
li. SSS-&S. X-° einx
X =0 sin 5x
li. sis-is. 405. 1im
X-»A ein 2x 1 e cos™x
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an6- Wl*&] < *-»-*>e

ein X
407. 1la co® z2H-—-—-—-412. 1i* (coe x)
X-*2 COs x - ein X X-*0
1y 5x — arcsin x
408. 11n (@ - x) tan . 413, Tim -1
X—i 2 x-"0 4x & arctan x
409. 1lm (ein 3EZ tan — ). 41». lim VI*taD x -
X 3 6 X_,0 Sin x
410. Iim (cot x - — — ). 415» li» cot 2x. cot(~— X).
X-"0 sin 2x X-*0

Maaramatusi tuupi 1D on sobiv taandada piirvaartu-
selen)

Naide 16. Kasutades valemit (8), leiame

li* (1 - 3tan2x)cot2* = i (1 - 3u)™ = e-3.
X**0 1) u»°

(u=tan2x)

tUlesanded.

Arvutada piirvaartused.

2
sln-x

416. ;p @ + sin x) .

417. 1im (1 ¢ tan x)cot x

X-*0
o cott™ +In 3
418. 1i* (1 - 3tankx)
X-*0
1
i
49, 1i* (1 ¢ tan2Vx)
X-*0
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420. 1im (cos x)
X-4>0

1 J

421. Lim (cos 2x)®@~~" SIn 2 *
X-0

422. Iim T T & 5x .
X-*0

42?. u* iSil-t-Si .
X

§ 4. Uhepoolsed piirvaartused.

Olgu & funktsiooni F(x) méaramispiirkonna X kuhjumispunkt.
Arvu A nimetatakse funktsiooni f(x) parempoolseks piir»
vaartuseks punktis a, kui iga arvu L>O0 korral leidub nii-

sugune arv  <T>0, et kehtib vorratus (2) niipea, kui

(@MDY 0 <x-a<c<T

ja Kkirjutatakse

lim f(xX) = A voi f(a-f) = A.
xXNa*

Analoogiliselt vdrratusega

2 0O<a-xc«<
defineeritakse vasakpoolne piirvaartus punktis a ja kirjuta-
takse

lim f(xX) = A vdi f(a-) = A.
X-*e-

Yorratus (11) on samavairne voérratusega

a<x <a ¢ S
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ja vorratus (12) - vOrratusega
a - cN<x < a.

Seega geomeetriliselt tdhendab vOrratus (11) argumendi X
lahenemist x-teljel punktile a paremalt, vdrratus (12) -
aga vasemalt.

Arvu A nimetatakse funktsiooni f(X) piirvaartuseks ko-
hal oo , kui iga arvu €>0 korral leidub niisugune arv N =
= N(£)>0, et kehtib vdrratus (SO™niipea kui

3) x>N
ja kirjutatakse

lim fX) = A.
X = 1D

Analoogi liselt vlrratusega

as x <N

defineeritakse piirvaartus

I|m fxX) = A

-00

Voérratuste (4), (), i), (12), (@3), (14) abil defi-
neeritakse ka piirvaartused juhtudel A =00 ja A = - oo,

Teoreem. Piirvaartus

lim f) = A
X a *

eksisteerib parajasti siis, kui
lim f(X) = I|m fx) = A

X “ma+ X “*a-

Unhepoolsete piirvaartuste arvutamisel voib kasutada pa-
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ragrahvis 3 antud vOtteid, asendades seal piirvaartuse Uhe-

poolse piirvaartusega.

Tahtsamad Uhepoolsed piirvaartused:

ro. kui 0 <a<1,
® Xllm a = [oex ki P
a
/™1 kui O< a<1,
lo, kui a>1;
- -00, kui O<ac<l.
Ixm logjc =f )
X=»0° v 00, kui a>1;
® lim logik = [ ©0], kui O<a<l,
X224 7 Neoo, kil C
(c) lim arcsin x = > lim arcsin X 4
X1+ 2% X - . o*
(d) lim arccos x = iy arccos X = 0;
(&) lim arctan x =% lim arctan x
V o
(t) lim arccot x = Q, lim arccot X -JLi
X>=> X
- _ km
()] |(I<|'_m(x)(1 ¢ X )= ¢
Ulesanded.

424 Kirjutada

1 lim f(x) = 2, lim )
X -* 3+ X =>1-

2 limgX) =5, lim g
X »-1*

3 lim h(x) = -1, lim h(X)
X-* 0+ X &0 -
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iy )!i@&ot(x) -0,

5 lin 1) = -3,

6) h_l%@i— ) =0,

) ﬁgnmf(x) = A.
8) )I(i_m*f(x) = 00

2 Xl_lr24f(x) = -00 .

10) Lim F(0

00
X>>00 ?

11) 1im F(X) = oo

Naide 17. ToOestame uUhepoolse piirvadrtuse definitsioo-

ui abil, et lim arccot L =X .
X—0- X

Votame suvalise t > o0, siis peab kehtima

larccot — -Xis X - arccot - <Lk
| X * >
niipea kui O < -x <S" . Lahtevdrrandist saame
- 1
0 gi- arccot < <t

(vt. k. 36 funktsiooni y = arccot x muutumispiirkonda)
ehk

jl >arccot 1 >5t-£.
X

Seega kootangensi kahanemise tdttu
- oo <)—(<COt (n -1 ).

VBrratuse pooramiseks on vaja teada cot (Ti1-C) marki. Kui
votame £< siis

cct (X- L) = -cot L<O
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ja voime kirjutada
1
00> --->cot6 >0,
X

kust

A
0<-x<——— =tanlL.
cot L

Siit ndeme, et kui £< 3. siis cI= tan t. Kuna arvu voime
alati vahendada, siis o0 leidmiseks mis tahes t jaoks vOib

oletada naiteks, et <f~l. Seega

=min (Qd,tan 1 ).

tUlesanded.

Uhepoolse piirvaartuse definitsiooni pdhjal tdestada,

et
- — - 4 X ¢ 2 1.
425~ Eli!nb+Vx =0; 433~ e
46, in 71l - x3 = 0; 434% 11» * 2 =-1,
}Cl’m4' 1-2x 2

407~ )I(_i)%karctan _42« 435~ ’\%I_r&) (X2 ¢ 4X) s o0\

428~ lim arcsin x =2 ; 4361 w» {#ii_Z =o0» ,
Xorx— 2 X-*TOO x __2
_ v2Xx Z
arccos X = 0;
429* "[!—WI 0; 437~  ex - 1
- p

*30% lim arccos x s3r; 438 lim (x-3*) =-00;

. 2 . Py _
431% lim — =— —=0; 4o~ him (x - 3x°) = - 00.

JL-* Tdc

X ¢4

4327 1im ¥ 7205 1
i2 +j

9}



Naide 18.

lim &2 ~~ - Hm m~ = - lim(x 2) =-4.
Xx-t- X - 2 X -2 I'1
Naide 19<

lin t In(l o ex)] = * lim 1951 ¢ 8V
u=>l<)

=l iS-e.ie:!_t-IL , n+IlimiSkILt-1i . 1.

/-0e0 u u-~ u

Naide 20. Arvutada funktsiooni

Uhepoolsed piirvaartused punktis x = O.

Lahendus.Et iga a korral on a 4[a] <a ¢ 1, siis

0, kui O0<x <4,

o =
,kui -4 <x <0,

ja selleparast

lim fO) =0, lim () = 00~

X —0* je-*0-
Ulesanded.
Arvutada jargmiste funktsioonide Uhepoolsed piirvaartu-
sed punktides x = a ja x = b.
X 1, kui 0~x41,
440. fX) »
3x + 2, kui 1l<x43, a
X2, kui -1 <x42,

441. g(x) =
2x 4-1, kui 2<x44, a=0,0b

I}
-
(on
1
N

I}
N
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1

. kui x <0
1-X
10, kui x = 0,
442. h) =
*1 kui O<x <1,
5 kui 1rx42, a=0, b =1
kui x 40,
443, F(x) = TW-
Uxb kui x>0, a=-1, b =1.
kui X40,
a4, vy = IM- o
1, kui x >0, a=-1, b =1.

Arvutada piirvaartused.

45 )lzl_),>0+ JSIXa «l. 453. %—
1l ee
446. g aigpd- 454, tim '
. T+ ek
447. bim |Z.-. SI.
*la X - 2 455.  Lig_ In(1 + £9).
446. wn, I* L. 456. Llim In(1 ¢ e%).
n-1- x -2 X0+
. i . £ Ib] .
449.  lim 457 1im, £ [X]J
450. li* 458.  lim -
0-0- a
451.  lim_ —=2-. 459. 1} .
X=*=j+ [x §.1 [.]
452_ lim 2, 460. lHim
Ix ¢ 31 a. 5 H-

Kui on vaja leida kahe x suhtes polinoomide jagatise

piirvaartus, kui IxX\—00 , siis on sobiv lugejas ja nime—
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tajae tuua sulgude ette x kdrgeimas astmes. Sama vOtet kasu-
tatakse ka irratsionaalavaldisi sisaldavate murdude korral

( siinjuures, kui x~*«* <& , on sobiv teha muutuja vahetus

X = -u).
Naide 21.
lim 3X2z%- = 1im 12<8_32)
x”-(x.1)5 == x’0-1)3
» ii» - bsil2 . 0.3 =0,
a-.«, X 1*0(1)
Naide 22.

x5 1 - \Ix- 2 VI —u* e Vu 2

lim

lim U~
J? ¢4 4einX  (xsU) C Vu2 ¢4 —sinu A
S
1e 34 ¢3-
S
s lim iimfjsmzﬂAml)a—m.

it o i - L 1R ()-0(1)

Ulesanded.
Leida piirvaartused.
461. li. t* & 1)2.
Woxe X2 ¢ 2

462. lim *Z — 5x ¢ Im 2
33X ¢ 11

463. Iim x2 - Bx » cos x
A m 3x ¢ 11
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464.

465.

466.

467.

468.

469.

470.

471.

472.

473.

474.

475.

|me]«

"Xp - Qx ¢ 5

*  a-x2).

fex-2)? (2x ¢ 5)2.

4x—* & 5
X2 ¢ sin 2
20 + x >fT

(g 25y

"B

\/X‘“
A\ SR A, &

vf

w"m<5TS—>I

2X2 -1 2x ¢ 1
"x2 ¢ 1 ¢ \E~
\|xX? ¢ X - 2x
MR »1- X2 +
Vx4 + 3 - \pd ¢ 4
¢ Yrx5 .
JX8 + X7 & 4 - 5x
IXt » 3 - W » 4

VX7 1 ¢ sin2x

X ¢ D)6+ (X ¢ 2)6+ ... » (X +45)6 + _J__

Xb & 60 ¢ €18 ¢ cot 18
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476  Llim ( /X2 - + dx\

477. k_i,mlﬁo(\lﬂ ¢ 1 -Xx).
478. lir_;[@x (V2 ¢1-Xx).

479. ;(_i)m (MR -2x ¢3 - yx - 5x m2).
>

480. hin [\I(x +1)2 - V(x - 1)2]
481. Llim (sin \Ix + 1 - sin \TX).
482. lim (cos Vx + 1 - cos \IX) .
Leida vOrrandist arvud B ja n.
2

483. lim (— -mx - n) =0.
M G )

484. 1im (Vx* - x ¢1 -mx - n) =0.
485. lim (MR -x+1-mx-n) =0.

486. lim ( 1 -&a? _wx-n) =o0.
M>e>

487* lim ¢ bfx ¢ c - mx - nj =0, kus a™>

Haide 23. Arvutada
e @R
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Lahendus. Et

Jarelikult on tegemist mddramatusega tuupi 1°°. Teeme

muutuja vahetuse x - 4 = u, siis

5x+tan 8 i B 5u ¢ 20
M—»{» (i_ -—'-44_-) (&n lim ("_L/'.\_Z)

= Lii 1 ez = .7-5 = 5.
| Zed} ¢ Ujsu

Leida piirvaartused

» . ,» X Oov AJ X+1_—fSinI
Lo G ) e id91° 2)im 4
1 x + In2 2y2 A x2-A
489. Iim (@ - -) . 492. I|m f———
u=>/o X
Y .n2x -1 _p n x
490. lim (™ 1 - 493- lim (— —_——— =)
X - 2 m-=>> XN - 3x + 2

8§ 5. LOpmata véaikeste suuruste vordlemine.

Olgu oL= <*(X), /3=/3(X) lIbpmata véaikesed mingis piir-

protsessis, naiteks x —*a, X —»at+, X —*a-t X —; jne.
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1. Kui lim £ = 0, siis suurust < nimetatakse kdrgemat

,18rku Idpmata vaikeseks p, suhtes ja kirjutatakse

oL= ©4 /5) -

Sel korral suurust /3 nimetatakse madalamat jarku I8pmata
vaikeseks « suhtes.

2. Kui lim~ =A, kus O<ll4.00 f siis oeldakse, et
suurus & on BATA jarku Idpmata vaike, vOrreldes suurusega
G-

3. Kui lim 1, siis suurusi ja b nimetatakse ekvi-
valentseteks I10pmata vaikesteks ja kirjutatakse

Naiteks, kui x-*0, siis

sin X ~ X, tan x ~ X,
arcsin x ~ X, arctan x ~ X,
InQ ¢ X))~ x, NIL+x ~ 1~

Koik need ekvivalentsused kehtivad ka siis, kui neis asen-
dada x mis tahes teise I0pmata véaikesega.

4. Kui mingi k>0 korral lim b = A, kus O<IA\<<*> |
siis Oeldakse, et suurus on k—narku ldpmata vaike suh-

tes.Sel korral kirjutatakse
K
du™ A 1

ning suurust A K nimetatakse suuruse < peaosaks.
Piirvdartuste arvutamisel on eriti olulised ekvivalent-
sete I0pmata vaikeste suuruste jargmised omadused.
5% Jagatise pilrvaartuse arvutamisel vdime lugeja vOi

nimetaja (v0i mdlemad) asendada ekvivalentsete I6pmata vai-
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kestega, s.t. kui ja p ~ , sila

lia J = lim Ap>15 1i® 4 = 1" 41 -
Sellist asendust liidetavatee teha ei tohi.
6. Kui o~ ja P~R* fsiis
7* Kahe ekvivalentse 18pmata vaikese suuruse vahe on

nende mdlemate suhtes kdrgemat jarku Idpmata védike, s.t.

Kui oL ~fb , SiiS o -m- ot ja a - (b- o(ys).

Viimase teoreemi pdhjal, kui x — &0, on

sin X - X = o(X) ehk sin x = x + o(X),

Ul+x -1-5% ox), ehk Vi ¢xs1t] ¢000) jre,
Haide 24. Omaduse 5 po&hjal

a) lLlim = lim]sS§,
X-*° sin 7x (©) *-° 7x 7

sest tan 2x ~ 2x, sin 7x "™ 7x, kui x =*0.

b) lia In(1» wx sin xI = Lim Vx sin * = ¢im \l1lLl-£ = 1,

" iTo X aj *- X *~ Vv

c) lim lim—-—— mwm *8 lime *y
\E£in {£) 12 **(Q *2

Haide 25. Omaduse 7 pdhjal

a, u, = u, 1-
-0 X & X2 NN x*e x(1 + X)
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1
D
o3

i
sest o(X) - o(2) = o) jJa x(1 +x)"N X

; tan x
b) Iim
VI+sin x - >/I-sin X

= lim
+ 4l to(sinx)- 1- ™ ““ eo(sinx)

lim —— ————————— =

x~°  sin X ¢ o(sin X)

sest 1imo2”SiB_S)  Lim sin x _10 =0.
PO X

Ulesanded.

Kumb jargmisest kahest suurusest on kdrgemat jarku I0p-
mata vaike voi sama jarku?

4. An -; Ja

493. cn =" jJa /n=

496. ct(x) = ja A(X) =1 - VT, kui x-1.
1 e x

497. M) =*m*-1 jJa R O =1, kuilxI-"00 ,
X +1 X

498. <*(x) = tan x - ~Hr Ja y(x) = JT-2x,
kui x 2 (
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499. ot(x) =x5 -1 jas3) =Vx - 1, kui x - 1

Naidata, et

500. x2 + 5xM~ x2, kui x <O
501. sin X + tan 2X~3X, kui X 0;
502. j_cosx———xz, kui X —=20;

a 2a2
503. y&+1 - V7— Kui X
2 \IX
504. 1 sm 1 1_ t kui IXI-o00
X X x 2

506. XM -3x +2~ 3 - 12, kui x =1

506. n+2 1 kui N
Y3n5 - 3

Naide 26. Leida I6pmata vaikese

<) = X+
peaosa, kui x =0, ja mdérata <) jark /5() = X suhtes,

Lahendus.

(X)) =\Ix + V>/x( v+ 1) =\jx + +1]

= SAN[x ¢ \I ¢ VX ~Vx.

Seega aC(X) peaosa on Tall ja suuruse x (x) jark 83 (9) =:

- 03 .



suhtee on kK = - -
8
Halde 27. Leida Idpmata Taikeee

n arctagC3ln ¢ 4
& = a e )

n Vad ¢ 3n - 4

peaosa ja mddrata u jark A_ = n suhtes.

Lahendus. Et /Ah= o(l), siis ilmselt n -*oo , seega

A aiLjtazaalLfa,+.11 = 1 f .* 0(1)—— 2% . 1 .
r- ~ n 1 ¢ o(D) 2 n
ff 7 y |
Jarelikult <¥ peaosa on < -  ja suuruse o Jark Bn= -

euhtee on kK = 1.

Ulesanded.

Leida I06pmata vaikese oc peaosa 3a maarata

jark l1dpmata vaikese jb suhtee.

507. «. = "M%l cam I A *ga ., or . o1
yn5 + 2 A2n e n + 3
Kg® o 3 ANE %M3. o g 1 -1 Ak
Mn n5 ¢ 3n2 ¢ 4 2 ¢ » /n a
509. cC(xX) = 2x - 3x5 & X5, B = x.
5k0. oL(X) = Vi +x - =l - x, Vo (X) = X.
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SI1 . (X - sin x - tan x, /2>(X = x.

52 d(x =V1+ Wx-1, /S(x = X.

S1?7°, N (x = Vi +2x + NT -1, /IX =X

514 , (X:/I’\X2tan4 72X =X

515 ot(X =cos x - "Veos X. /(X

516 , @(x =sin( vi ¢x - 1), 5 X

517 e (X =1 - 2cos(X + B =X

518 <«(x =M - x5 arctan X, WX =X - 1.

519 1 oC(x = 1 arcsin J A =X -1
x5 &1 V *e5 "

520 x -3J& =2z, ACx)=2x-5,

P, Nx = ™~ 2 -2 ¥Y¥x el +\XK yvi) -1 .

arcsin r
522. ek (x

J*<*>= j—

Kasutades omadusi 5»6 ja 7 arvutada piirvaartused

523 im £iE-N 1 525. lim tan 2x arcsin 3x .
TJFO Y+ X *° gin 3x arctan 2x

CODH MR pXy 526. um
524 a“d arctan 7x -l,J-O (x _ x3)2
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527.

528.

529.

533-

535,

536,

537,

539

1

542

InC /:It - Xil

n «
“ arcsin ==
viw>
NF1l+x2 -4h - & e
X0 21
X ¢ X

SEELISiiSN-2i.
- In0-x2)

Itm 2x ¢ 3 arcsin x #
0 2x - arctan x

IIm 3@ - COS x)*
tan x
1 » ein X - cos X

NMD 1 ““ siu X - cos X
x>0

um (L - ocos X2 #
x-H0- tan™X - sin™x

Iim coe 2x - cos x #
* & 1 - cos x
Lim cos «c);— canIX -

530

531.

532.

Arvutada jargmised piirvaartused,

_ X2 + eln ax
Iim

tan bx

te-i-Z— w? .
arctan 5x

11«

1

-0 1 *2-1.

kasutades omadusi 4-7.

1iB &jrSL ™" x"N-sina-x»
*-° tan(a-fx)-tan(a-x)

1iB - ainfg #
X2 “ a2
1 - cos X
/\*5* /\f® /
X (1 ¢« x-1)
6. u, aa-Ll.-a)
**1 e
547. Ij 008 \
N,
* o 1 ¢ sin —W—
8. lim cos———--——-
*~4  AM + Vi)2
549 Tim 2 » I3
X-*0+ Y | zr
sin Vz vx
- - -
550. ;(_l»rgr 2T + 8In2z_,
X7 - sin 2
55~ 114 Inx -1 7
*_*e X - e
- -
552. lim ﬂm—cos—ax

Xx~*° In cos bx



553. lim nH+ajctan 5x - 3]l-arcsin 5x
7harcsin 2X —  y/lssb.a\ >r

55*%-  lim_ X
*-iq COS 2x

8§ 6« Funktsiooni pidevus.

Olgu X funktsiooni f(x) maaramispiirkond ja olgu a -e X.

Funktsiooni f(x) nimetatakse pidevaks punktis a, kui

@5) XI_'im fx) s f(X)-
Vordus (15) on samavaarne vordusega
16) >I<—iﬁ]j fx) = !(!,gg X)-

Tahistades
Aj = f(a ¢ Nx) - f(a)

saame, et vordus (15) on samuti samavaarne vdrdusega
an limAy = 0.

Funktsiooni f(x) nimetatakse pidevaks hulgas X , kui ta
on pidev hulga X igas punktis*
Funktsiooni f(x) nimetatakse paremalt (vasakult) pide-

vaks punktis a, kui
f(a«0 = f(a) (vastavalt f(a-) = f(a))-

Selleks, et funktsioon f(x) oleks pidev punktis a, on
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tarvilik ja piisav, et ta oleks selles punktis pj-cev pare
malt ja vasakult, s.t. et

f@@) = (@@ = f(a)-
Funktsiooni f(X) nimetatakse Uhtlaselt pidevaks hulgas
X, kui iga 1>0 korral leidub selline arv S-= $«) > o,
et sdltumata punktide x ja x* valikust hulgas X kehtib VOr-
ratus

Q) - F(X™)UN niipea, kui [x - x7A<<T.

Viimases definitsioonis arv £ sdltub ainult arwst L
s.t. ei sbltu punktide x ja x* valikust hulgas X.

Kui funktsioon f(X) ei ole pidev punktis a ja eksistee-
rivad I6plikud piirvaartused f(a+) ja f(a-), siis nimetatakse
punkti a funktsiooni esimest liiki katkevuspunktiks. Kui li-
saks

f@a) = f@),
siis Oeldakse, et funktsioonil f(X) on punktis a kdrvaldatav
katkevus. Kui aga

f@@) o fa),

siis Oeldakse, et punktis a on funktsioonil (X)) hipe.

Kui vahemalt Uks piirvaartustest f(a+) voi f(a-) on
16pmatu vOi ei eksisteeri, siis nimetatakse punkti a funkt-
siooni teist liiki katkevuspunktjfrg-
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Ulesanded.

Kirjutada vorratuste abil funktsiooni f(X) jaoks:

555* Pidevuse definitsioon punktis a.

556. Paremalt pidewvuse definitsioon punktis a.

B557. Vasakult pidevuse definitsioon punktis a.

B558* Selgitada, mille poolest erineb funktsiooni f(X) pi-
devuse definitsioon punktis a funktsiooni T(X) piirvaartuse
definitsioonist punktis a. Selgitada sama ka paremalt ja va-
sakult pidevuse jaoks. .

Naide 28. Lahtudes pidevuse definitsioonist, tﬁ.estada

et funktsioon y = B{ on pidev kdikjal.

Toestus. Valemi @ - Iblja - bl pdhjal vBime Kirju-

tada Ayl =Iix+ xI - Ml 4 |x+ Ax-x1 = Hx.

\

Kui Ox-»0, siis ilmselt Ay —#0, seega iga x korral on
taidetud vordus (17). Funktsioony = pd on pidev koikjal
definitsiooni pdhjal.

Naide 29. Milline peab olema arv A , et funktsioon

f+A, kui x <1,

arctan X, kui x>1
oleks pidev punktis a =1.
Lahendus. Meil f(1-) =1 +A, T = f(@+) = arctan 1 =
=&
4
Jarelikult arvu A saame Vorrandist

1 eA=£ .
.\
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Seega f(X) on pidev punktis a =1, kui A =~ - 1.
Haide 30. Haidata, et funktsioon f(X) = 8§ & 5cos x on
Uhtlaselt pidev hulgas X = (-3» ~ -)=

Lahendus. Et —3<x<—§ , SIS _3<_\xi<5 ja seega

W <2b5*
Selle pdhjal vbime Kkirjutada

1?2(x) “ f(x)l * (2(- - + 5(cos x _ coe x’)|4
< _ 2 IX,. x1*10 ]Jain S-i-2 "sin £7JSi]|.-

4 xeH ' 2 2

= — 2= |x->x]el0 Isinz—=2Z! |(SIN - *M<
< 50 Ix - x1 +10 =55 Ix - x«|<L .

Seega kehtib vBrratus

TGO - F)HI <C;
niipea kui
| Xx-*el<-£

sOltumata punktide x ja x* valikust hulgas X, VOime valida
S= Jarelikult () on Uhtlaselt pidev hulgas X.

Ulesanded.
Ldhtudes pidevuse definitsioonist, tdestada, et jargmi-
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sed funktsioonid on pidevad kogu mé&&ramispiirkonn&e.

559» y = x2 +x - 2.

560. y = x5 - 3x * 5.
561. y = - b+—

3X & 2

(x sin - , kui x A O,
562. y = X

LO, kui x = 0.

Millistena peab valima arvud a ja b, et jargmised

funktsioonid oleksid pidevad kogu madramispiirkonnad?

Be ax2, kui xil,

563. fCx) =
X ¢ 1, kui x>1.
-2 sin X, kui X<—32L
564. fO() = a sin X + b, kui » "<CxN«
2 2

COS X. kui

Milline Uhepoolne pidevus punktis & on Jargmistel

funktsioonidel?



568. y=[IX, a=4.

Naidata, et jargmised funktsioonid on Uhtlaselt pidevad

maaramispiirkonnas.
50. T(X) = ax +b. 571. T(X) = 3sin X - 4cos X.

ffFX) = >fx ¢ 5cos 3x,
I X = [1,0°).

572

, FF) =x2 - 2x + 3
573 OO =|x1+ In 2. 574. \
L X - (2,5.

f&x) =+- 9sin -~ JO) =xsin2 f
575

X =<*¢ *2)- 1 x - (541r.—)-

Kdrvaldada katkewus jargmistel funktsioonidel.

577. Q) = 580. () =cos i
X X
- 1
578. f(xX) = £-1J. . 581. fFGO = 1 «
L X =(¢1,D
579- QX)) =i 5 7.2, 582. T(X) w(oos kui x<1,
X - 49

X -1, kui x>1.

Millised katkevused on jargmistel funktsioonidel?

= si 1 = gin2x
583. y =siIn o 586. y =9 3
584. y = arctan X - 587. Yy =
s85. vy STX . 588. y =
X loglxI
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5=
589 7 =2 592. y =
exp
1 -X
590. T * 593. 7=2
1 &2
591, Y =exp ——- 594, Y = ———— J'«
1 -x 2 ¢ cot x

113 -
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IV.. FUNKTSIOONI TULETIS
JA DIFERENTSIAAL.

§ 1, Funktsiooni tuletis.

Olgu X funktsiooni

Y = ()
maaramispiirkond ja olgu [ x argumendi X £ X muut piir-

konnas X. Vahet
Ay = f(x + 8x) - (O

nimetatakse funktsiooni y = f(xX) kasvuxs punktide x ja
X + [ x vahel.
Kui eksisteerib piirvaartus
— 1 x
00 = —*0 WX
siis seda piirvaartust nimetatakse funktsiooni y = f(X)

tuletiseks punktis x ja kirjutatakse

y* = F*(xX) ehk y£ = FE(X).

Geomeetriliselt on tuletis y* = () funktsiooni

y = f(X) puutuja téus punktis
X, s.t. (vt. joon.20)

Joon. 20.
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Tehetega seotud tuletise arvutamise reeglid.

Kui c on konstant ja funktsioonidel Y =y (x)v u = n(X)
on olemas tuletised punktis x, siis selles punktis x kehti-

vad vOrdused

le (cu) * = cu*,
2* U™ D" =u* - v,
3* (uv)* = u*v + uv*,

4e (Dt =

Tuletise arvutamise pohivalemid.
1. ¢ =0 (c =const ). 10. (sin xX)*= cos X

11. (cos x)*= -sin X

12. (tan x)*= —

COS”™X
13. (cot x)*= - 1
15. (arccos xX)*=--====_( Ix|<1)
- X

8. (logalxl )»= ja—
~6. (arctan x)1= —
(XA O, a>0). 1 +x2
17 . (arccot x)»0 - — -——-—
9. (InIx)* =1 (x N1 0). 1 +x2



18. (sh x)* = ch x.

19. (ch )" = sh x. 2%, N j-2 ~

20. (th x)" = 24. (arth x)"=- - J (Ix*<

21. (cth x) "— Ehx)_(« 25. (arcth x)*= 1 _——X5 (Ix1>1)
Piirvaartust

f(x+) :M_gd\ X ja f(i-) ='&,;1_<§O_

nimetatakse vastavalt funktsiooni y = f(x) parempoolseks ja

vasakpoolseks tuletiseks punktis x.

Tuletise *(x) olemasoluks punktis x on tarvilik ja pii-
sav, et kehtiks vdrdus

@ T (x-) = F(xH).

Kui funktsioon y = f(X) on pidev punktis x ja

lLim ~2 9§ oo 1

*
ui-o n1x
siis oOeldakse, et funktsioonil y = f(xX) on punktis x Idpmata

tuletis. Geomeetriliselt tdhendab see, et punktis x funktsi-

ooni y = f(xX) graafikule tdmmatud puutuja on risti x-telje-
ga.-
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Ulesanded.

595» Maarata argumendi x muut [Ax ja funktsiooni vastav
kasv Oy, kui y = log X ja x muutub vaartuselt 1 vaartuse-
le 100.

596. Argument X saab muudu [x. Arvutada funktsiooni
kasv pny, kui @ y=ax +b, b) y = ax.

597« Tdestada vdrdused

a) A[CF()] =cAF(X);
b) ALFCO + g1 =AF() FAG() ;
O ALfCO 9] = gx +ix) AFGY + TG 90D -

Naide 1. Lahtudes tuletise definitsioonist, arvutame
funktsiooni y = 2x tuletise kohal x = 3* Saame

Ay = 5+lix - %5 = - D,

aor =r? zax- .1,

O x Ox

y=@3) :,Elbj—rpb ?J,Zx =15 ,£I|,>I<m*0 __TU;( =2"n 2.

Lahtudes tuletise definitsioonist, leida jargmiste funkt-
sioonide tuletised.

598. y =Xx2. 602. Y = cos x.
599. vy =xs5. 603. Y = tan x.
600. Yy =V 604. Yy = cot x.
601. ym 605. Yy = Inlx| -
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Lahtudee tuletise definitsioonist, arvutada jargmised

tuletised,
X2, kui x on ratsionaalarv,

606. T°(0), kui TCO = 0» kui x on irratsionaalarv.

607 . f*(13') kui f(X) = sin x.

608. £*0)» kui fi(x) = In x.

609« Olgu punkti sirgjoonelisel liikumisel tee pikkus
s antud aja t funktsioonina jargmiselt:

s=13 ¢ 1

Leida punkti keskmine kiirus ajavahemikus t =4 kuni t =
=4 + ] t, vottes At s Z} 1j 0,1 ; 0,03. Samuti leida
punkti liikumise kiirus ajamomendil t = 4.

Naide 2. Arvutame funktsiooni

y=/2x + In x2 ¢ -&p

tuletise. Reegli 2 pdhjal

y* = (V22X +2In d + 42|_X“2)» = (fix)" QCInp ) ¢ (2)(“2)>,
Reegli 1° p&hjal
y© =32 (M)"+ 2(np) )” +§1(X~2)<-

Ning lopuks, kasutades pohivalemeid 4, 9 ja 5> saame

- 118 -



Saadud tuletie on maaratud

piirkonnas X = (0, 00 ). Kaesole-

val juhul langevad tuletise ja funktsiooni maaramispiirkon-

nad kokku*

Ulesanded.

Kasutades reegleid le - 4e ja pohivalemeid 1-25, arvu-

tada tuletised (z, t, z, U
konstandid).

60. y* - 20 e x- 1L

6ll. y = at2 ¢ bt ¢ c.

-5X5

n.n

612* y s
[e]

613. Y *\ In 2 ¢ (3¥)2.

618.y= 2 - — % _
Y T o1 X
a ¢ b*
619. Y
b ¢ c*

620. y 52 -x5 ¢1

on argunendid, a, b, ¢, n on

621. y = 2(x+1)ex.
622. y = X"eX ¢ ebl .

623*y = i%( -

626. y = x In x.

627. y e

629. v = x2logjX.

1 In X
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632. v =In(ex) + log B. 635. ¥ = ™X1n(B|x\)=

633. ¥ = x
4

+ 25x. 636. y= ()X (Da (a=o0,

634. Yy =3 - 3X .

637. Yy =

638. y =

639. y
640. y
641. y
642. y
643. y
644. y

64> Y

646. y

647 . 7

648. y

In X log X - In a logax.

2sln x ¢ 3cos Xx.

tan X - cot x "m3.

2tsln t - (2 - 2)cos t.

arctan x ¢ arccot X.

X arceln x ¢ 3arccot x.

=Si2Ja e _S_.

u sin a

(2 - x2)cos x ¢ 2x sin X.

sin X - X COS X
cos X & X sin x

————Tr - arctan Xx.
1 +x2
arC8In x .
arccos X
X+l

+ In &/AB X=T).
X

b49. y =X ebx - ch x. 650.y = X7

6 ey =

th X & ZEM-X + \J2
In x
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652. y = sin 2t ¢ Q)2 ¢ arcsin(sin t).
653* Y = arctan x - arth x.
654. y = arcsin X arsh x.

655« Y = arccos X + arccos < .

656. y = aEgb* \[loga(l + ©) .

657.y = &EE£thx.
1 . Xr

Naide 3. Arwutame funktsiooni

"arctan x, kui IxINi

ﬁ sgn X ¢ kui [q4>1

Yy =

tuletise. Kui -1<x<1, siis

> = 1
Y 1 +x2
Kui X €[(-o00, -1), (1, oo ) F T siis

Y =({sgnx)*e (~~1)i =1 .

Uurime tuletise olemasolu punktides 1xl= 1. Punktis x = -1

YU-14) =Jim 9 Lo 2
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Seega
y*(=1-) = Y»(-1-0

Tingimuse (1) pdhjal

Analoogiliselt punktis x = 1 on y"(1) = -. Jarelikult
, kui M 4 1i
kuilIxt>1.
Ullesanded.

Arvutada tuletised.
(0, kui x40j

658—- ~ 1 x 2. Kkui x>0.

1 -x, kui x <1;
Q- x)(2 - X),kuil 14x 4 2;
-2 - X, kui x > 2.

J(xx—ll , kui x<1;
(In X, kui x>1.
66l. y = sgn X 662. y = [{]-
Kehtivad vordused
f"@@) = lim ), (@) = lim HOOF
eeldusel, et piirvaéartused paremal on olemas*
Naide 4. Arvutame funktsiooni
@) y =|x2 - 4l
tuletise . Absoluutvaartuse definitsiooni pohjal

660. y =
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N o— 4, kui > 2,
k* - x2f kui \d42.

y:

Seega
[2x, kui x]>2,
=<

[-2x, kui \WX\<2.
Punktides, kus pd = 2, funktsioonil (2) tuletist ei ole,
sest seal tingimus (1) ei ole tiidetud. Toepoolest, punktis
X =2 o0n

y (2o
y (21

};gn_ ) =4,

lim 2X s 4«
X->z*

Seega

Y*(2-) A Y (2.
Analoogiliselt saame ka, et punktis x = -2 tingimus (1) ei
ole tiidetud. Jarelikult tuletis on mdaratud piirkonnas

X=((-», -2.(-2, 2),(2, 00)}.
Funktsiooni (2) tuletise VOib arvutada ka jargmiselt.
Kasutades funktsiooni y = sgn X, vOime Kirjutada
| 1, kui (d>2,
sgn CR -4 =j 0, kui =2,
V-1, kui A<2.
Jarelikult
y=] -4 = R -4 sgnC2 - 4).

Seega, kui x€jC- <>, -2), 2, 2), @2, c= )|, on sgn(x - 4
konstant ning reegli 1° pdhjal selles piirkonnas on siis
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y* = 2x sgn (X2 - 4).
Punktides pd= 2 tuletist pole, sest sgn (X — 4) muudab
neis punktides marki» mistdttu vordus (1) ei saa seal olla
taidetud.
Ulesanded.
Arvutada jargmiste funktsioonide tuletised ja leida

tuletiste madramispiirkonnad X.

663. y= Xl 671. !
Y= §*r
1
664. Yy = |x ) 672.
Y= eu 7S |2-x2|] *
665. Y=Db2-wm 673. Yy = lIn X\ .
666. y-x |1 - 674. y =(n IX1.

667. YNX2-3xe2] . 6/5. y= |logax2|e

668. y=IX -x1e 676. vy

isin x|

669. Yy =I**IT\ 677. y = Ios x|.
670. y = IX24XM 1 - (x*1).678. y a X Icos x|=
679. y = I=8-\Xx+1), kiilxl

ux -, kui bdp> 1.

680. y = . Mg,
VX-2%2, i > 1.

&
<
1

Itan x| @ joot X| .

g

»
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Liitfunktsiooni tuletise arvutamisel kasutatakse jarg-
mist reeglit* Kui funkteioonidel y = f(u), u = g(xX) on ole-
mas 18plikud tuletised y£ ja wf, siie liitfunktsioonil
y e F[g()] on tuletis y

(3) Xi *

Vahepealne muutuja u valitakse nii, et saaks leida y” po6-
hivalemite 1-25 abil* Siis jaab leida vaid ofa u*, mille
arvutamisel vOime vajaduse korral jalle kasutada valemit

@) Jne* Tegelikul arvutamisel vahepealsed muutujad eral-

datakse mottes*

Haide 5* Arvutame funktsiooni
y = In(x ¢ cos X)
tuletise* Votame u = X + cos X, Siis

Y? = o e R o" m1 - sin X.
u X + cos X

Valemi (3) p6hjal on seega

1 - sin x
X + COS X

Haide 6* Arvutame funktsiooni
y * sin \JI + x2

tuletise* Selleks Kkirjutame funktsiooni ules jargmiselt
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Huud, kasutades pohlvalemeid, saame valemi (3) abil, et

- vsc myu(uTTi) * cos u 21 =

= cos VA Fx2_ ml___px - X cosAL £x2
2 /71 ¢ x2 V1ex2

Waide 7« Funktsiooni
y Barctan In(ax + b)
tuletise arvutamiseks eraldame mdttes vahepealsed muutujad
u = In(ax +b), v=ax+b.

Valemi (4) abil saame siis (kasutades pohlvalemeid 16,9»2)

yt-__ 1. __ __1_a
1 ¢In (ax ¢b) ax+b

ulesanded»
Arvutada tuletised.

683. ¥ = (3x - 5)4. 688.y = (1 _ x2)10.
684. y = X + DX ¢ 2)2. 689. vy =x N1 & x2.
685. Y = (G ¢ 2010 - 4x)20.
1
2
687. y = B - X)3. 691.y - ?2M~+~



692. y = \]x + yfx + fx. 709.y = 2X.

693. Y=~==r. 710. y = sin(ex2+ “2)
\J]1 + X2

604, Y = mom oo e _.
Y T Be(oxdy | 24216 40(2x-1)?

6%5» ¥ = sin t + cos 2t.
696. y = tan —t2 . 711 . y= 1018in45x.
* VIn x
697. Y = cos™x. 712.y=e
_ 21
698. y = 3sin(3xt5). 713.y =x2e a .
699* ¥ - cos2 - * 714 .y = In sin J arctan e .
1 +W
- e
.y = xsinx_ 715,y = & + & &
1 +tan X
701. y=cot 3FT7j . 6. Yy = (IX(Da@b @=>0, b>0).
702.y = ..£g-Z . 717.y = xa%h ax& ¢ aa* (a>0).
y zgg% y (a>0)

N
703.y:tanx—gtanx oi_—; tanx.

704. y = sin(sin X). 718. y = th(In X).
705.y = \JHar]-~. 719.y =V (1 +tA)5.
2
706. y = sinI* coe nx. 720.y = echb x .
707.y = ~x SIN NX. 721.y = In(ch X) ¢ .
Y = coB”X y ( ) et

708.y = RBIn"x (@>0). 722.y = ghls\x— In(cth %)
X
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723

724

725

726

727

728

729

750

731

732

733

734

735

736
737

738

y s arctan(th x). 739.

y = arccos(~-—). 740.

y= Ll+thx 741.
N1 . thx

y X sh x - ch x. 742.

y s x arcsin X ¢yl - x2e

y = actan(x - \J1 - x ).

y =1 — (arccos x)2. 743.

y = arctan x2. 744.

y= * - arctan x. 745.
1 +x2

y = arccos

y - arcsin K‘l :;( 746.

y =

a + bcos x

y > arcsin u
M«c

y = arccos -. 748.
X

y = arctan —-—w*. 749.
1-x

y = arccos h - x2. 750.
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-2,

y = arcsin
1 ex»

y = 1n(1 - ).

y = In arctan v1 ¢ x2.

y = arctan (Jln(ax + b)].-
Y = log2 Mogj(log™)] -

y ¢ in2l.

y » NIn(I-i)- -In(1+R2)-
2 4
- 2(1e)*

y:/2\In

areeoB L A0S iz, y = fm jl4n XWE ~ 12

2V6 xsBR + \2

+ arctan "fx - yfx,

y = In(x ¢ JIx2 + 1).

y =5 + 1 - In(L ¢Jic+l).

= In tan(2 +5),
y (2 2



OZ-
n

751. y = limjl1-I 8
*l +s

752. vy = j(In5x ¢ 3In2x & 61n X + 6).

753» Y

)

X £sin(In X) - cos( In x)J
™. y=xInx+ ¥y1 +x2) - JI +x2.

In arctan ml

755» Y

cos X . 756. vy

2 1+x
- X__
757. y =cos x V1 + sin2x. 758.y =2 "N *_
759« y:arcsinx2 + arccos X - 2
760. y a (a - ~)arcsin N X R20

761. y a”cot X - Yot 762. y a Sin 2X + cos23x.

763. y a arch In x. 764. y a arth tan x.
765> yaarsh)—(g. 766. y a - 1 ¢ in tan x.
a 2snx
767. 7 = - U» * **+ 1 - Narctan
4 fTIF- x 2 1
6 6
768. ya— — E—arocotx .
1 &%

769. y a In(ex @« J1 e e2*).
770. y a arctan(X ¢ >1 ¢ x2).

Kui funktsiooni avaldis on hblpsasti logaritmitav, siis

7. - N29 -



voib algul leida funktsiooni logaritmi tuletise ja sellest
avaldada funktsiooni tuletise.
Haide 8. Leida funktsiooni

_ 3 - X
y_1—x (3+X)2

tuletis eelneva logaritmimise teel™*

Lahendus, .

Intyl =2Injx] - In - x1 ¢ 1[In|]3 - x] - 2Inj3 + xf],

(In\wl )*

ly. = 2-x _ 9-X #
y x@ -xX) 30 - xd)

*XAO, xA 1l XA * 3.
Haide 9. Leida funktsiooni

y = (sin X)X
tuletis«

Lahendus. Et siin on sin xX) 0 ja seega y>0, siis sae

Iny =x In sin x,

1
Y' = In sin X 4

sin x

COSs X.
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y* - (sin x)x(In sin x + x cot x).

Ulesanded«

Leida jargmiste funktsioonide tuletised.

7.y = Xx. 7% Y _"-a2in 2.

772. 'y = xsin X. 780. y = -2)2 x=*1
x-95)3

773« Y = (sin x)cos x+ (cos x)sin X.

774, y =L ¢1* 781. y-ylgfcg -

sy = (x-2)

‘{|_(_x_:_1_l'5(x _ 3)]]1' * 7828 7 = I0Rxa*

776. yanx" C>0). 783 y=2X (x> 0.

7. y =3+ 1)2. 784. y A xX*\ x@X+ a®
@>0, b>0).
778. 'y = (In X)x. " % V= (Inx)x
YT xw ox =

A
786. Toestada, et funktsioon y = In T3 x rahuldab
+ X
Vvorrandit
U +1=ey.
X tix Y
787. Toestada, et funktsioony = rahulldab
yl — X2
vorrandit
(1.X2)z§§z—xy:1_

Jargmistes Ulesannetes leida funktsiooni y tuletis, kui
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funktsioonidel u = u(x), v =v(x) jay = f(x) on tuletised

olemas.

788. y =\NJu2(x) + v2(X)- 789. Y = arctan

790. y =*\[T(X) wx) A 0, Y(xX)=>0).

791. Y = 108uQQv(X)  (u(x)>0, T(X)>0).
792. y = fCx2). 793. y = fCsin2!) & fCcoe2¥).
794. y = f(ex) ef(x). 795. Y * f {FIFCAl -

Arvutada Uhepoolsed tuletised f"(x+) ja F’(x-), kui

796. FO) * Ixl {

, kui X A O;
797. FX) 1+ e

o, kui x = 0.

798. Kuidas peab valima arvud a ja b, et funktsioon
X2 , kui xSx0*
%Y mx ¢ b, kui x> x0
oleks pidev ja tal oleke olemas tuletis punktis x = xQ.

Kui funktsioonil y = f(xX) (a<x<b). tuletis
°"(X) A O ja on olemas Uhene pidev poéérdfunktsioon

X = f_ﬂ(y), siis ka poordfunktsioonil on olemas tuletia
X*  ja
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Ullesanded.

Leida jargmiste funktsioonide poordfunktsiooni x = x(y)
tuletis x".
y

799» y = x — £sin x. 802. y=x ¢Inx.
g9 y = etresin x BE. y=x+efe
80l. y =X eX. 804. y =shx.

Naide 10. Funktsioon j = y(X) rahuldab virrandit
X2 + 2xy =y ? 2
Leida y):.
Lahendus™ Votame tuletise x jargi vOrrandi mdlemast
poolest, saame

2X # 2y + 29" = 2yy" ¢ 2,

Arvutada y™ jargmiste vorranditega maaratud funktsioo-

nide jaoks.
0 2 2
805« Y2 = 2pxe 806. =% + - 1.
a (o
807 arctan | = InST-Tj2.
808. xM =yx. 809. yelexey.
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810. 7 a x * arctan y.
811. Arwtada y*(0), kui xy - 1B Y - 1

8§ 2. Funktsiooni tuletise rakendusi.
Puutu.ja ,Ja normaali vorrand. Kui funktsioonil
Y =y
on kohal x = xQ olemas tuletis y*(x0)f siis punktis

M(x0, y0) tema graafiku puutuja vBrrand on

Y - YO = Yy (x0)(x - x0)

jJa normaali vorrand

kus
Yo =
Puutuja Janormaali 16igud. L&iku PT nimetatakse puu-

tuja 18iguks. Tema pikkus
on

LAiku PH nimetatakse
normaali 16Ignk-A. Tema pik-
kus on



PN =¢]J].
L6igu TU pikkus on
™ =

ja 16igu WN pikkus on

Puutepunkti raadiusvektori .japuutuja vaheline nurk.

Kui r = r( ) on kdvera vorrand polaarkoordinaatides ja yd
puutepunkti raadiusvektori ning puutuja vaheline nurk, siis

Sirgjooneliselt liitkuva punkti Kiirus. Kui punkti sirg-
jJoonelisel liikumisel l&bitud teepikkus s on antud aja t
funktsioonina vorrandiga

siis punkti liikumise kiirus v ajamomendil t = tQ on

tlesanded.

812. Leida puutuja ja normaali vorrand kdverale
y=&+ D" 3 -x punktides a) A = (-1,0); b) B(2,3);
C(3,0).

813. Leida kbveray =2 & x - x2 punktid, kus puutuja
on a) paralleelne x-teljega; b) paralleelne sirgegay = x.

814. Millise nurga all kdver y = In x 18ikab x-telge?
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815» Millise nurga all kbéverad y = sin X jay = cos X
161kuvad?

816. Naidata, et logaritmilise spiraali r = aechorraI
puutuja ja raadiusvektori vaheline nurk on konstantne.

817. Arvutada puutuja 18igu pikkus, kui y = axil

818. Naidata, et kdvera y2 = 2px normaali 16igu pikkus
on konstantne.

819. Naidata, et kdvera y = ax puutuja 16igu pikkus on
konstantne.

820. Missuguses seoses peavad olema kordajad a, b ja c,
et parabool y = ax2 ¢ bx ¢ ¢ puutuks x-teljega?

821. Missuguse parameetri a vaartuse korral kéverad
y:ax2 Jjay 3 In z puutuvad?

822. Punkt vongub seaduse

X = a eos(T 1)
jargi. Leida punkti liikumise maksimaalne Kiirus.
823* Sirge varb AB pikkusega 1 libiseb otstega piki
koordinaattelg! (vt. joonist). Teades punkti A kiirust

he v, leida punkti B Kii-



8§ 3e Funktsiooni diferentsiaal«

Funktsiooni y = f(X) nimetatakse punktis x diferent-
seerivaks, kui tema kasv

AY =f(x ¢ Ix) - TX)
avaldub kujul

) LY =F"C)Ax & c,
kus

<=o( Ox), kui Ax-0.
Funktsioon y = f(X) on diferentseeruv punktis X para-
Jasti siis, kui tal punktis x on olemas I6plik tuletis " (X).
Valemis (B) suurust

dy = £fC) [ x
nimetatakse funktsiooni y = f(X) diferentsiaaliks punktis x.
Suurust dx = Ox nimetatakse argumendi diferentsiaaliks.
Seega vOime Kirjutada

©® dy = 409,

kust

i - ).

Valem (6) kehtib ka siis, kui muutuja x on mingi- uue
muutuja funktsioon, s.t»> valemis (6) dx voib olla ka funkt-
siooni diferentsiaal.

Kui Ax on kullalt vaike, siis valemist (5) saare ligi-
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kaudse vorduse

@) X ¢ AX)» FX) + F*(X) Ax.

Ulesanded.

&4. Leida funktsiooni y = x* kasv Ay ja diferentsi-
aal dy, mis vastab argumendi muudule AXx. Arvutada Ay ja
dy, kui x =1 ja Ax =0,1; 0,01.

825. Arwutada funktsiooni f(X) = x3- 2x + 1 kasv AF(D)
ja diferentsiaal df(1) ning vorrelda neid, kui @) Ax =1,
b) Ax =0,1, ¢ Ax =0,01.

826. Leida funktsiooni y = cos x diferentsiaal kohal
I =F , kui AX =

827. Leida funktsiooni

diferentsiaal kohal x = 9*

828. Leida funktsiooni y = tan x diferentsiaal kohal
X = kui Ax =
3 180

Leida jargmiste funktsioonide diferentsiaalid.

89. Y=7 - 80. y=InX e\ +a]-

831. y = arcsin % @£ o).

82. X=~ — -. 833. y = In tan(~ - 5).
1-e 2 =
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84. y = Narcsin x + (arctan x)2.
Leida

835. d(xex); 839. d 1Is-2
ST

86. d(sin x - x cos X); 840. d In(l - x2);

&7. d Ja2 +x2 ; 841. d arccos b
$8. d ;

Olgu u,v,w diferentseeruvad argurendi x funktsioonid.
Leida funktsiooni y diferentsiaal, kui

2. y = uw; 85. Y=InNWw2 +Vv2 .
a3» Yy = i 846. y = arctan -.
[ N \%
4. y =
Leida
S — — -———— sin X j
dx2) x d(cos )
— 1—— tan X s8%0
d(cot X d arccos x

Kasutades valemit (7) arvwutada ligikaudu

851. N1,02; 853. arctan 1,05;

852. sin 29j 854. N 24,5;
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855. arccot 0,97; 858. log 11 (log e aTETE 0,4343);
856. arcsin 0,45; 859. e ;

857* arccos 0,48; 86C . tan 46°.

8§ 4 _ Korgemat .larku tuletised _p diferentsiaalid.
Funktsiooni y = F(X) teist narku ehk teiseks tuletiseks
y' nimetatakse tuletist funktsiooni tuletisest, s.o.
7 = (Y7 = [FFCOIN
Uldiselt funktsiooni 7 = f(X) n-jarku ehk n-ndaks tule-

tiseks y(n) nimetatakse tuletist funktsiooni (n-1) -jarku
tuletisest,s 0.

Funktsiooni y = F(X) teist _jarku ehk teiseks diferentsi-
aaliks dpy nimetatakse diferentsiaali tema esimest jarku
diferentsiaalist, s.o.

d2y = d(dy)-

Analoogiliselt defineeritakse n-nédrku ehk n-es diferent-
siaal dny WOrdusega

dny = d(dn~1y).

Kui x on sbltumatu muutuja, siis
®) dny = f(aHx)dxn,
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kui aga x on mingi muutuja t funktsioon x = x(t), siis

d2y = f'(x)dx2 & F*(x)d2x,

dry = F,MOQdxM 3F'(x)dx.d2x ¢ F,(x)d™x.

jne.

Valemist (8) saame

Leibnizi valem. Kui u = u(X) ja v = v(x) on n korda

diferentseeruvad, siis

dn(uv> » £ C* dit*1 u dSr,
= n

kus u(0) = u, vr°N= vy, Cﬁ on kombinatsioon n elemendist i

kaupa ja d°u = u, d°v = v.

tulesanded.

Toéestada valemid.

861. (ex)()

ex.

862. (ax)(n) = axlInna.

863. (Sin X/ n> = sin(X ¢ 2 >
864. (cos x)(n)= cos(X

865. Om)(M)=m(m-1)... Mrl)xm]
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86. cm D)<>, i=n~rs=mn

Leida y" jargmistest funktsioonidest.

867. y *xJl & x2. 870. y = In f(X).

2 — 2
868. y = e’x . 871« y = N1 - x arcsin X.
869. Y B tan x. 872. 7 = XX.

Arvutada y" jargcdstest funktsioonidest, kus u = u(xX) ja
v = v(x) on kaks korda diferentseeruvad.

873. y A u2. 875. Y = Nu2 +Vv2,

874. y - InH. 876. vy uv (u>0).

Funktsioon f(x) on kolm korda diferentseeruv. Arvutada

yM ja ¥y, kui

877. Y = f(x2)} 879. Y = f(ex)i

878. y = f(): 880. y = f(In x).

Arvutada d2y, kui

881. vy = iS-2; 883. Y = Xx ;
X

V1 +x2 » 884. y = arctan(- tan x).
a

882. vy

Funktsioonid u = u(x) ja v = v(x) on kaks korda dife-

rentseeruvad. Leida d2y, kui

885* 7 s5 887. y = In Nu2 + v2.
886. y = aU}
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Leida margitud jarku tuletised.
888. y =x(x-1D2 x+3)5; y®),y(®-

889. Y=—-2 ; y5).
1 -Xx

80. ya&x'Inx; y~\

81. y= y'»

892. y<100)#
Al - X

893. Y= y(1°?

8H. y =ex cos X; YV

8%5. Y = j
o +d] y(n#
8%. y=—2——; y(n).
\T77 5

897. y = cos2x;

8%8. y = ;o y(m.

Leida margitud jérku diferentsiaalid.

899* Y =x5; dy. 01. y=eXInx; dYy.

900. y=—- ; doy.
>[x
Leida margitud jérku diferentsiaalid, kui u a u(®x) on
piisav arv kordi diferentseeruv.
902. y =eUi dVv. M. yalny dv.

903. Y = u2; dioy.
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Leida f(n)(0), Kkui

905. f( ) = E]__:ZS(SZI:X_) 907. f(X) = X2eax.

906. T(X) = arcsin xj
N\
v 908. Toestada, et funktsioon

y = Acos X + Bsin x
rahuldab virrandit

y'ey=0
mis tahes arvude A ja B korral.

909. Leida x”, x», X kolm korda diferenteeeruva
v Y 'YW 3
funktsiooni y = f(X) jaoks.
Leida y* jay' funktsioonist y = y(x)T kui
X XX

910, x2+y2 = 25; 911. Y2 ¢ 2Iny = x4

912. \UxX2 +y2 =ae”0 tan | (@ >0).

V 913« Punkt liigub sirgjooneliselt seaduse

s = 2 sin + 8
9 2

Jéargi* Leida liikumise kiirus ja kiirendus parast esimese
sekundi méddumist (s on meetrites ja t sekundites mdddetud)

V  914* Punkt liigub sirgjooneliselt seaduse jargi s =it
Veenduda, et liikumine on aeglustuv ja et kiirendus a ja
kiiruse kuup V3 on vordelised suurused.
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§ 5« Piirvadrtust« arvutamine I"Hoepitall
reegli abil,
L"Hospitali reegel« Kui kahe funktsiooni f(X) ja g(X)
Jagatis

kohal x = a kujutab mdaramatust tiupi £ voi siis
kehtib vordus

eeldusel, et eksisteerib I8plik vdi 18pmatu piirvaéartus
VOrduse (9) paremal poolel.

Valem (9) on rakendatav ka  juhul a = «= VOi
as - o ja teiste Uhepoolsete piirvaartuste korral.
Piirvaartuste arvutamisel on otstarbekohane koos L "Hospitali
reegliga rakendada peatikis 11l antud votteid.

Madramatused tilpi o. oo voéi oo - oo L"Hospitali reegli
rakendamiseks taandatakse tiUpidele %Vﬁi 00
Naide 11. Arwtada

lim -1a_Z .
mX-0 cot X

Lahendus . Kohal O tekib mdaramatus tuipi  ~ . L’Hospita-
Ii reegli abil saame

kord rakendada, kuid seda ei ole otstarbekchane teha, sest
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protsessis x->0 on sin X ~X jJa seega saame vahetult
siifx _ ﬂm =0
Jarelikult
iS-5- = 0.
Naide 12. Arvutada

lim—— - -—"n)e-
*x~° sin X X
Lahendus. Kohal O tekib mddramatus oo - oo = VOttes mur-

rud thisele nimetajale, saame

N 2 7
lim  n-— - lim ¥ ——ST0Xe
sin X X X X sin X

Nuud tekib kohal O mddramatus Enne L*Hospitali reegli ra-
kendamist asendame nimetajas sin x temaga antud piirprotses-
sis ekvivalentse suurusega X. Seega

lim(-V -V =HLn 22 - sjn2x .

XN sin'Sc x2 X X
Rakendades 2 korda L*Hospitali reeglit, saame

Im (1 -4 — =
(s‘i nx X ) (0)—»0) ,q'—ogo X5 @
= lim = Um itsinfx =1 _
Jic2s) 12x 12X~ 3

Naide 13« Arvutada
!(!%(1 - cos X) oot X.
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Idheadua. Kohal 0 esineb mdaramatus o.oo . Viime

cot t nimetajasse, saame

Ilim@ - cos X) cot x = lim-—— 2—-? .
* 4o e o720 tan X

Tekkis mdaramatus tidpi £ . Antud piirprotsessis saame
asendada tan x temaga ekvivalentse suurusega X, SiiS

L*Hospitali reegli abil on
Ilm(l—oozsx)cotx(O )3(':Eb

= gg%ai?s = o.

Ulesanded.
Arvutada jargmised piirvddrtused, kasutades
L*Hospitali reeglit.

A5, u, x? - 22 -x 2 _ 918, 1lw 1 - SSg xf

.1 ~ . "N, 6 XNX  sinx2
916, lim tanx -7 . 919. lim X cos X "' s X
x-*0 X - Sinx X=»0 3
917. DNim_* £27JE-=J. . 920. Lim — -1417? _*
ac=0 n2 T 1-Xx
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922.

924.

926.

927.

928.

Iim ) 935.
X=0 X - sin X
lim2a- @@>0, n>0). 936.
e
X o37*
L
XU ot 22
2
Iim 938.
**f tan X
lim 1£ sIEN. 939.
x>0 In’sin bx
Imm ———— - 940.
Inx -x +1
1iB i tag 1 -1, 941.
X _Pp
T2sIinx -1
U, sux; 12 -V
L° Tr sin X
arcsin 2x - 2arcsin X
x>0 _3
sin X
} X sin X
)I(lm S=—»S-—-——- (@>0).
0 sin ¥
]I'm In cos ax
**0 In cos bx
lim — -"——ft 2x. A3.
¢*° tan X - X
lim cos(SiP *) - cos x
**p x3arcCsin x cos X
)urg X cot 2x. 944.
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lim @ - X)tan —2x.
lim Inx In(Q - X).

)!I*;Cl arcsin X cot X.

lim In(x2 - 2x + Dsin*x.

im xtL sin | (n>0).

i
*_»«cen

: %
A2 xl}grg {cot x —;3.

lim (> - {In x).
x*e

um (£ + 1
**§ cot X 2cos X



Maaramatuste 1t o , oe® korral tleb enne leida aval-

y
dise u logaritmi vIn u piirvdartus ja siis kasutada

vordust
- ] |
C’\O) !'j_%uv - e 1» V nu_
Naide 15» Arvutada
2
L (cos 29

Lahendus. Esineb mdaramatus tidpi 1 @ . Arvutame
L*Hospitali reegliga algul avaldise logaritmi piirvéartuse,
saane

l1im In(cos 2x) =2 Llim
X-*0 *

_2llmIncos 2x _ 2 lim T =-2 .

()
Seega valemi (10) jargi
lim (cos %) sin® = e~2.

Ullesanded.
Leida jargmised piirvadrtused.

945. lip xx. 940. o

o 950. lim (tan x)2* " A
M6. limid + M x.

1

947. 1im X]TC{ . o51. !irpx
8. tin (cot X)sin x. 952, §(_|,@ (ex + X)X .
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n 1 Inix-21

e O L
4. limg - 0. lin (tan x)tan
] tan ]
955. lim 2 - ) 22 960. lim,(In Dx.
xa tan 35 X 2
956. Yig(tan - %l. lin (tan x
$iR(C 4 %ﬂn ( 2>(4_1) .
9%57. !_ircr)Lxcot 3. 962. Il_lng_ (sin x)cot

Leida jargmised piirvaartused, veendudes eelnevalt,et
neid L"Hospitali reegli abil arwtada ei saa.

a5~ iA mline %Bfe 1 A

-1
*et¥- IN(F-X) - e

.1
. X sIn _ , ,,C0S X
9%4. him —=-——--- . %68. lim 7 &2t
x*°  sin X X + In x
9%65. lim 1 tXx *Cosx
B > 0 3 . sin X
X +sIn X Wme
966. lim Y2 - cos X 969. [lim -iSJS
7 XNGrsin X

Xe + X + COS X
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V. FUNKTSITOONI UURIMINE.

8 1. Funktsiooni monotoonsus.
Funktsiooni monotoonsuse uurimine tugineb jargmistele
teoreemidele.
1) Vahemikus X diferentseeruv funktsioon f(X) on mo-
notoonselt kasvav selles vahemikus parajasti siis, kui iga
X € X korral on

£ (x)>0
jJa monotoonselt kahanev parajasti siis, kui iga X t X Kkor-
ral on
~()*0.
2) Diferentseerus funktsioon f(X) on konstantne vahemikus
X parajasti siis, kui iga X € X korral on
f*) = 0.
Punkte x€X, kus F*(X) = 0, nimetatakse funktsiooni
() statsionaarseteks punktideks.
3) Vahemikus X diferentseeruv funktsioon f(X) on kasvav
(kahanev) selles vahemikus parajasti siis, kui
1° fFX) > 0 (vastavalt F°(X) < 0) iga x e X korral;
2° statsionaarsed punktid ei moodusta Uhtegi vahemikku.
Seega, kui Iga X € X korral on (X)) > 0, siis TX)
kasvab ja f*"(X) < 0 korral - kahaneb piirkonnas X.
Funktsiooni statsionaarseid punkte ja neid punkte funktsi-

ooni madramispiirkonnast,kus tuletis on 18pmatu voi oi eksis-

Bl -



teeri, nimetatakse funktsiooni kriirtilisteks punktideks.
Nagu néeme, tuleb funktsiooni monotoonsuse piirkondade
leidnisel lahendada vorratused

") >0 ja F’(x)<0,

mis sageli osutub raskeks. Niisugustel juhtudel kasutatakse
Jargmist teoreemi.

iy Kui funktsioonil T(X) on vahemikus (@,b), mis kuu-
lub funktsiooni md&ramispiirkonda, I6plik arv kriitilisi
punkte X, X2»..., X, kus

a<xr<x2< ...<xk<b,
siis igas osavahemikus

@ x1), ™, X2)y === b
tuletis F"(X) sailitab marki.

Seega vOime igas vaadeldavas osavahemikus (X)) margi
kindlaks teha argumendi x Uhe (sobivalt valitud) vaartuse
abil.

Naide 1. Leiame funktsiooni

Q) * X2 ex
monotoonsuse piirkonnad.

Funktsioon f(X) on diferentseeruv piirkonnas X =
= ( -00,00) ja

) = e* x(X + 2).
Siit ndeme, et funktsiooni f(X) ainukesteks kriitilisteks
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punktideks on statsionaarsed punktid
x1 =0 jax2 =-2.

.Y - -
Et alati e >0, siis Vvirratuse f"(x)>0 lahendid moodusta-
vad piirkonna j (oo, -2),(0,00 )] ja vorratuse " (x)<0
lahendid — vahemiku (-2, 0) .Seega funktsioon f(X) = x2ex

kasvab vahemikus (-00 , -2) ja (0, oo0),
kahaneb vahemikus (-2, 0).

Naide 2. Leiame funktsiooni

TOO = I X - 2)2 ¢ yi(x ¢ 1)2

monotoonsuse piirkonnad.
Funktsiooni maaramispiirkond on X = (-o0, 00).

Arvutame tuletise:

J ¥lu - 2)<x + 1)
Seega on funktsioonil kolm kriitilist punkti:
*,.-1,~.1, 2.

Punktides x* ja x* on tuletis Ipmatu, punkt Xg on stat-
sionaame. Paigutame nad x-teljele, teoreemi 4 pohjal funkt™*

siooni tuletis F*"(X) sailitab marki igas tekkinud vahemikus

p. @ .2, 2,°)

Seega on tuletise margi leidmiseks nendes vahemikes kullal-
dane, kui tuletise mark teha kindlaks vahemiku mingis Uhes
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punktis. Vahemikus (— &>, —1) on F*(x)<0, sest naiteks
n

»(-2) < 0. Vahemikus (-1, 5) on P*(X) > 0, sest naiteks
*(0) > o. Vahenikus (, 2) on F*(*)<<), sest naiteks
<(1)<0. Ja I8puks vahemikus (2, ) on F*(X)>0, sest nai-
teks £700) > 0. Oleme saanud jargmise tulemuse. Funktsioon
L&)

kasvab vahemikus (-1, -) ja (@, 00 ),

kahaneb vahemikus ( -00 , -1) ja (*, 2).

Naide 3» Leiame funktsiooni

TGO = I x5 ¢ 1
monotoonsuse piirkonnad.
Funktsiooni maaramispiirkond on X =[-1,o0e ). Arwta-
me tuletise:
fu«(X) = -
2J3X5 +1
Funktsioonil on kaks kriitilist punkti: statsionaarne punkt
x = 0 ja madaramispiirkonna otspunkt x = -1, kus eksistee-
rib vaid parempoolne tuletis f*(-1-0 = 00 = Kdikjal piirkon-
nas (-1, 00 ) on F°"(X) > 0. Et statsionaarseid punkte on vaid
Uks,siis teoreemi 3) pohjal on funktsioon selles vahemikus
(-1, <) kasvav.

Ulesanded.

Leida jargmiste funktsiooni.de monotoonsuse piirkonnad.
970. vy

972. vy

8x2 - x4. 371. 'y = —
In x

arccos(1 x).

2x - sin 2x. 973. y
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_ 6
o74. y = B —6x 975. y =1 - MR.
976. y = — F———" - _ -
X - 6x - 16 977. y — X + |sin 2\
g58. y=X2y |
- YT X 979. y =xn e x (>0, x>0)
1 _
NE kui x4- 1,
980. T =--1. kui -1<x”71,

KK - 2X,kul x > 1.

SID X, kui x€ (, ’
981. f(x) = 1. kui X6, ji),

V1L = tan x,kui xel3r,™-).
L 2

csin x, kui |xI™M,
982. f(x) = )
ctan x, kui [x|™ 1.

sin x, kui pa&
985. f(x) = ggn sin x,kui 5<[XI 1.

984. Joonestada Ulesannetes 980 - 983 olevate funkt-
sioonide graafikud.
985. Toestada, et funktsioon T(X) = — - kahaneb

vahemikus (O, L) .
986. Toestada, et y = (1 + —)y on x >0 korral kasvav

funktsioon.
Funktsiooni monotoonsuse uurimise teel saab tlestada

mitmesuguseid vorratusi.
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HaideldJ; .TOestada, et iga x>1 korral kehtib vOrratus

In x > —12.
X +1

TOestus. Moodustame funktsiooni
foO =Inx - I(x~11 .
X &1
Selle funktsiooni madramispiirkond on X = (0, <¢), On vaja
naidata, et f(x)>0, kui x € (1, 00 ). Arwtades tuletise

Saame

T ) = te ~ -1«2.
o x(xol()(Z

Tuletises ei kuulu nimetaja nullkohad x =0, x B - 1
funktsiooni médramispiirkonda X. Seega ainuke kriitiline
punkt on statsionaarne punkt x = 1. St alati on f°(x) > O,
siis teoreemi 3) jargi funktsioon f(xX) kasvab piirkonnas
X «Et F(1) = OFf siis kbikjal vahemikus (1, oo) on F(x)>0,
mida oligi tarvis tdestada.

Ulesanded.

Toestada jargmised vOrratused.

987. In(1 ¢ x) <X, kui x> 0.
*2

988. In(Q +x) > x - |-, kui x>0.

2
oP*. COoS X>1_E , kui x>0.
XO*. tan X >X & ~, kuiO’\x<é .
RXn*. sinx>x—%3,kui X >0.
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S X >um kui 0< bo<

993. %2 ¢ 2 Ineos x <0, kui O<|x|<

994* coB x <1 - Tg B kui 0 < IXI<].

995* X Inx ¢ iln Z_%J.>3(x - 1), kui x > 1.
996« 2sin x ¢ tan x >3x , kui 0< x<g

3
997. x - % < arctan x <x, kui x> 0.

g 2« Funktsiooni ekstreemnwi d.

Oeldakse, et funktsioonil £(x) on kohal a lokaalne
maksimum (lokaalne miinimum). kui leidub a niisugune Umb-

rus (@a-S5, a+£), kus kehtib vérratus

(@) f&) ™ (@) (vastavalt T(xX)>F(a) ).

Punkti a nimetatakse funktsiooni F(X) lokaalseks ekstree-
mwipnnk-ika.smm (@) aga funktsiooni T(xX) lokaalseks
ekstreemumiks.

Kui vOrratuses (1) esineb vOrdus vaid punktis Xx = a,
siis raagitakse funktsiooni f(X) rangest lokaalsest eks-
treemumlst punktis a.

Funktsioonil f(xX) vOib lokaalne ekstreemum esineda vaid
kriitilises punktis.

Lokaalse ekstreemumi olemasolu kriitilises punktis uuri-
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takse jargmiste teoreemide (piisavate tunnuste) abil.

1. Olgu funktsioon f(X) pidev kriitilises punktis a.

Kui F*(x)>0(s.t. f(X) kasvab) punkti a vasakpoolses Umb-
ruses ja F"(x)<0 (s.t. f(X) kahaneb) parempoolses Umbruses,
siis funktsioonil f(xX) on punktis a range lokaalne maksimum.

Kui £ (x)<0 punkti a vasakpoolses Umbruses ja " (x)>0
parempoolses Umbruses, siis funktsioonil (xX) on punktis a
range lokaalne miinimum.

Kui aga f’(X) on punkti a vasakpoolses ja parempoolses
Umbruses Uhe ja sama margiga, siis punktis a ekstreemumit ei
ole.

I1. Olgu funktsioon f(x) vahemalt kaks korda diferentsee-
ruv statsionaarses punktis a.

Kui f°(a)<0, siis punktis a on range lokaalne maksimum.
Kui F'(@) > 0, siis punktis a on range lokaalne miinimum.

1i. Olgu funktsioon f(X) n korda diferentseeruv statsio-

naarses punktis a ja olgu
f'@ =fC) = ... =F@"D@ =0 jaf()@ A O.

Kui n on paarisarv, siis punktis a on \"n*(@) < 0 korral
range lokaalne maksimum, *n~(@) > 0 korral range lokaalne
miinimum.

Kui n on paaritu arv, siis punktis a ekstreemumit ei ole.

Naide 5- Leida funktsiooni

fX) = x2 ex
lokaalsed ekstreemumid.

I72hendus . Funktsioon f(X) on pidev mdaramisiiirkonnas

- 158 -



X = (- oo, oo). Lelame tema kriitilised punktid. Et

00 =
3n

siis funktsioonil on kaks kriitilist punktil statsionaarne
punkt Xy = - 12 ja punkt Xg = 0, Jr* tuletis pole mdaratud.

Ekstreemumite maaramiseks rakendame tunnust 1 (tunnuseid
Il ja 11l ei saa kasutada, kuna punctis = 0 funktsioon
pole diferentseeruv). Selleks leiame funktsiooni kasvamise
ja kahanemise piirkonnad. Saame  teoreemi 4 pohjal para-
grahvist 1 , et funktsioon &)

vahemikus ( -oo0, 3) kasvab, sest naiteks f- ( 1)>0,

vahemikus (— r 0) kahaneb, sest naiteks (- :-)<

vahemikus (O, kasvab, sest naiteks f°(1)>0.
Tunnuse | DBhjal on funktsioonil f(x) kohal x* = - 2 range
lokaalne maksimum f(—-2)2€55\e_2 ja kohal =0 ran-

ge lokaalne miinimum £(0) = O.
Praktiliselt tehakse tuletise margimuutudest Ulevaate
saamiseks vaid jargmine joonis (vt. joon. 22), millest pii-

sab ekstreemumite maaramiseks tunnuse 1 abil.

~(-1)>0 f (-j)<0 7 ({/)>0
Joon. 22.

Naide 6. Leida funktsiooni
f&x) = % x6 - 1 x*
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lokaalsed ekstreemumid.

Lahendus . Punkteioon on pidev cogu x-teljel ja on paa-

risfunktsioon. Leiame kriitilised punktid. Et
*(X) = x~"Cx2- 1),

riitilisteks punktideks on kolm statsionaarset punk-

n
-
]
=~

Uurime ekstreemumi olemasolu punktis x* = 1 tunnuse 11

abil, saam«
'(xX) = 5x4 - 3x2,

(1) =2>0.
Seega punktis = 1 on range lokaalne miinimum f(1) = -
Et f(X) on paarisfunktsioon, siis punktis x1 = -1 on samuti

range lokaalne miinimum f(-1) = - ~.

Uurime ekstreemumi olemasolu punktis Xg = 0. Et

»(0) = f'(0) = f'«(0) =0 ja fIv(@©) < 0,
siis tunnuse 111 pbdhjal on punktis x = 0 range lokaalne mak-

simum f(0) = O.

tlesanded.
Leida jargmiste funktsioonide lokaalsed ekstreemumid
oteeselt lokaalse ekstreemumi definitsiooni abil.

c xh 0,
998. «*) =1-A 1000. =[5 , kui x=0;

1
-
I
X

e” . 1001. F(X)

999. g(x)
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1002. f(x) 8 1 - xI. 1005. g(x) =1 - (ein xi.

1003. f(x) * Han X]|. 1006. T<xX) a ZBiifcx..
1004. h(xX) = y/x5* x2. 1007. u(x) = e8in x.
1008. f(x) = | ETi~* XX A OF
V. 0, koi x s O.

Selgitada, kas jargmistel funktsioonidel on lokaalsed

ekstreemumid margitud punktis at ning maarata nende liik.

1009. f(x) s x11 & 3x6 ¢ 1, a = O.

00 . FX) = x2 2cos X, a = 0.

1011 - FX) 1 - 18x ¢ 9x2 - 2X3 ¢ 6 In x, a = 1.

1012. f(x) = "(X2 +1) arctan x - J(2x - n ), a = - 1.

Leida jargmiste funktsioonide lokaalsed ekstreemumid.

1013. f(X) = x3 - 9x2 & 15x - 3.
1014. F(X) = x3 - 3x2 ¢ 6x ¢ 5.
1015. f(X) = x - In(1 ¢ X). 018. F(X) = x In x.
1016; F(x) = 3 (x2 - 1)2. 1019. f(x) = x In21. .
1017. FX)
$7 -1

1020. f(x) = £ & T-— , X = (0,1), ab>0.
1021. FO) = x DA 022. g(xX) = (x - 1)3.
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1023. g() = X - D4. 1024. h() =1 -Ixl+ Inkxl .
1025. f(X) = x - arctan x.

1026. ()

x5 -
12

0 27. F(X) = 2sin 2x + sin 4x.

1028. F(X)

excos X.

109<. f(x) = 94 x?- 3x2 +8.

1030% F(X) = In(x4 + 4X5 + 30).

1031*% f(X) = ——————— =

In(x4 + 8X5 + 40)

teldakse, et funktsioonil f(X) on piirkonnas X globaalne
maksimum (globaalne miinimum), kui leidub niisugune punkt
a€xX, et

f&) 4 (@) (vastavalt f(x) > f(a@))
iga xfeX korral.

Weilerstrassi teoreem ekstremaalsetest véartustest utleb,
et 10igus pideval funktsioonil f(X) on alati olemas globaalne
maksimum ja globaalne miinimum.

Kui funktsioon f(X) on pidev I8igus X = , siis glo-
baalsete ekstreemumite leidmiseks toimime jargmiselt:

1) leiame funktsiooni kriitilised punktid

X1* x2* **** xk  vahemikus (ct, );

2) arvutame funktsiooni vaartused Kriitilistes punktides,
S.0. vaartused

P, Fxg), .., FO);
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3) arvutame funktsiooni vaartused 18igu otspunktides,
s.o. f(<) ja f( );

4) valime funktsiooni saadud vadrtuste (), F(x2),..-.
-ee, TOXN, F(cO, 1(/)) hulgast valja suurima arvu M ja vaik-
seima arvu m.

Siis on M = max f(xX) globaalne maksimum ja m = min f(X)
globaalne miinimum.

Naide 7« Leida funktsiooni f(x) = (X - 1) globaalsed
ekstreemumid I10igus [-V2, 3] =

Lahendus® 1) F*(X) = 4(x2 - Dx, siis kriitilisteks
punktideks vahemikus (-1/2,3) on statsionaarsed punktid x"=
~0, -

2) arvutades funktsiooni vaartused kriitilistes punkti-
des, saame

fO) =1 (@) =o;

3 tane (- -) =2 , f(3) = 64;
) arvutame  f( 2) 5 (©)
4) leiane, et max jF(O), f), f(- PHt FB3® =64 ja
min jf©), f1), f(- 1), fc3)3y =0.
Seega on globaalne maksimum

max_ O - 1)2 = 64
X<,
ja globaalne miinimum

min (x2 - 1)2 = 0.
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Ulesanded.

Leida jargmiste funktsioonide globaalsed ekstreemumid

madrami spiirkonnas X.

1032. f(x =2X5 #3x2 - I2x ¢ 1, @) X = [-1,5];
b) X = [-10,12].

1033. f(x =3-=-! X =[0,4
( X +1 [0.4]
1034. f(x =x2 - 3x + 2 x = [-10,10] .
1035. f(ec = arccos X .
1036. f(x = sin2x, X = [-3t,JiJ.
1037. f(x = cos2x - 1, X = [-C,I]-
1038. f(x = sin 2x - X, X =[-?,9%]-
1039. fcx = arctan 1 =X

1+ X
1040. fCx = sin 4x - 2x, X = [0, I]-
1041. fCx =x - In cos x, X
1042. f(x =p-Incos x, X=[“5»j]*

1043, f(x = - X2)C1 o 2X2).

1044. fCx = x - 21n X, X = [l,€e]-

1045. fCx = 2sin x + cos 2, X =[0,JC]-

Kui funktsioon fCx) on pidev vahemikus X = (oc,y&),

siis globaalsete ekstreemumite leidmiseks kasutatakse jéarg-
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mist teoreemi.

V. Kui piirkonnas X pideval funktsioonil f(xX) on Uksai-
nus lokaalne ekstreemum, siis viimane kujutab funktsiooni
f(X) globaalset ekstreemumit piirkonnas X.

Kui funktsioonil f(x) on méaramiepiirlconnae mitu lokaal-
set ekstreemumit,siis teoreemi 1V rakendamiseks vOib maara-
mispiirkonna sobivalt jaotada osadeks, nii et igas osas oleks
ainult tks lokaalne ekstreemum.

Naide 8. Leida funktsiooni f(xX) = x*In x globaalsed eks-
treemumid.

Lahendus . Funktsiooni f(x) maaramispiirkond on vahemik
X =@, 00) ja

) =x A ¢ 2In X).

Ainsaks kriitiliseks punktiks on statsionaarne punkt
1
X1=71m

1
Et fw(Jl}) = 2>0, siis punktls XN = —l: tunnuse 11 pdh-
jal Iokaalne miinimum f(— *) Et Ieltud lokaalne ekstreemum
“fe
on ainuke funktsioonil f(xX), siis teoreemi IV pdhjal on ta

ka globaalseks miinimumiks. Seega

m n f&) = (- 2~)e - -

=mi
XtIE 2e
Funktsioonil f(xX) globaalset maksimumi ei ole.

tulesanded.

Leida jargmiste funktsioonide globaalsed ekstreemumid
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maaramispiirkoxmas X,

1046. FQO) = aX2. 1047 . f(x) - Vvx2- 1.
1048. f(xX) =
o 1 ex2
1049. f(X) = sin x + cos X
2 b2
10i70. f(x) = - + , X = (0,1, ab>0.
1051. f(X) = 2tan x - tan2x, X = [o, AI).
0 52. F(X) = x4 - 8X™ + 22x2 - 24x + 12.

0 53. F(X) = 2ch x - x2.

Naide 9. Toestada, et iga x ™~ O korral kehtib vorra-

ex>1 + X.
Lahendus”™ Moodustame funktsiooni
fo) =eX -1 - x

Tuleb naidata, et iga X £ 0 korral on f(xX) > 0. Funktsi-
ooni F(X) maaramispiirkond on X = (-00 , 00). Et

) = ex - 1,

siis funktsiooni f(x) ainuke kriitiline punkt on statsio-

naarne punkt x = 0. Kogu vahemikus X on
') = ex>0.

Seega punktis x = 0 on funktsioonil range lokaalne miini-
mum, mis teoreemi 1V pohjal on ka funktsioonil globaalseks
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miinimumiks. Tahendab, iga x jt O korral on

f(x)>F() =0,

mida oligi tarvis ndidata.

Ulesanded.
TOestada jargmised vorratused.
1054. 2 fx >3 - j, kui x > 1.
1055« In(1 ¢ x) (X, kui x > -1.

1056. 2x arctan x } In(1 + x2).

1057. 1 +x In(x +\L + x2)> J1 + X .
1058. InQ +x) > aS%IS&JE , kui x > 0.
+ X

1059. ~ + Z>1. kuil+1=1p+q>0 ja x>0.

Naide 10. Koonusesse korgusega H ja pbhja raadiusega R
tuleb kujundada maksimaalse ruumalaga pustsilinder. Milline
peab olema silindri raadius r ja korgus h?

Lahendus . Tahistame
otsitava silindri raadiuse
tadhega x ja kdrguse antud
tahega h. Siis silindri ruum-

ala on

V =Xx"h.
Joon. 23. Suurused x ja h on uUlesande

tingimuste jérgi teineteisest sOltuvad. Seeparast vdime
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avaldada naiteks h raadiuse x funktsioonina.
Selleks joonistame koonuse ja otsitava silindri telg-

16ike (vt. joon.23). Kolmnurkade ABC ja ADE samasusest

saame

kust
h=j§H - .

Seega silindri ruumala V avaldub muutuja x funktsioonina*

Ix = (O,R).
Tuleb leida funktsioonil V = V(X) globaalne maksimum-
punkt.
Et
VEQ) = aCH - 39,

siis funktsiooni V ainukeseks kriitiliseks punktiks on stat-

sionaarne punkt
*i= fR>
sest O"X . Arvutades
V') = *p(2R - 6X),

saame, et V'(X) < 0. Tunnuse Il pdhjal punktis x*= -R on
3
funktsioonil V range lokaalne maksimum, mis teoreemi 1V

jargi on ka globaalseks maksimumiks.
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Seega saame vastuseks, et

* =1 = |r.

Ulesanded .

1060. Leida arvu J6 niisugused kaks tegurit, mille ruu-
tude summa on minimaalne.

1061. Valmistamisel on kaanega kast, mille ruumala on
72 cnb . Maarata kasti mootmed nii, et pbhja servade sihe
oleks 1 : 2 ja kasti taispindala maksimaalne.

1062. Akna kuju on ristkilik korraparase kolmnurgaga
ulemises osas. Akna Umbermddt on 3 m. Milline peab olema
alma alus, et akna pindala oleks maksimaalne.

1063. Kanali ristldige on ristkilik poolringiga alumi-
ses osas. Kanali ristldike Umberméot on 4,5 m. Milline peab
olema poolringi raadius, et kanali ristldike pindala oleks
aaksimaalne?

1064« Korraparase kolmnurkse prisma ruumala on V. Mil-
line peab olema aluse pikkus, et prisma taispindala oleks
minimaalne?

1065* Koonuse moodustaja pikkus on 20 cn. Missuguse
korguse korral on koonuse ruumala maksimaalne?

1066. Leida kerasse kujundatud maksimaalse silindri
moOtmed, kui kera raadius on S.

1067* Leida kerasse kujundatud silindrite maksimaalne

kulgpindala, kui kera raadius on R.
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1068. Maarata kerasse kujundatud maksimaalse taispind-
alaga pustkoonuse mddtmed, kui kera raadius on R.

1069. Missug”ise kesknurga korral saab ringist valjaloi-
gatud sektorist valmistada maksimaalse ruumalaga koonuse ?

1070. Missugusest kovera y = 1 punktist tomatud
¢ xXT

puutuja moodustab x-teljega suurima nurga?

1071. Paraboolil y = x2 leida punkt, mille kaugus sir-
gest y = 2x - 4 on minimaalne.

1072. Vordhaarne kolmnurk Umbermddduga 2p pdorleb oma
aluse Umber. Milline peab olema alus, et tekkinud podrdkeha
ruumala oleks maksimaalne?

1073» Leida maksimaalse Umbermd0duga ristkilik, mis on
kujundatud poolringi raadiusega R.

1074. Leida maksimaalse pindalaga ristkilik, mis on ku-
Jjundabud ellipsisse

1075» Punkt A asub ringjoonel. Kool BC on paralleelne
ringjoone puutujaga punktis A. Kui kaugel peab asuma kool
BC punktist A, et kolmnurga ABC pindala oleks maksimaalne?

1076. Punktist A valjub punkti B suunas auto, liikudes
kiirusega 80 kw1l Samal ajal valjub punktist B rong,
liikudes punkti C suunas kiirusega 50 ky/t. On teada, et

ABC =60° ja AB = 200 km. Missugusel ajamomendil (lugedes

aega liikumise algmomendist alates) on sdidukid teineteisele
kdige lahemal?

1077» Vihmapiisk langeb raskustungi mojul ning aurustub
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Uhtlase kiirusega nii, et algamas mo kahaneb vordeliselt
ajaga (vordetegur on k). Mitmendal sekundil pérast lange-
mise algust on vihmapiiaal maksimaalne kineetiline energia,
kui 6hu takistust mitte arvestada? Kui suur on nairsiussTna
kineetiline energia?

1078« Horisontaalalusel asetsevat koommist kaaluga F
tuleb nihutada temale rakendatud jou F abil. HBOrdumine
on vordeline jbuga , mis vajutab keha vastu alust ja on
suunatud vastupidi nihutavale joule. HGOrdetegur on k. Mis-
suguse nurga dcCall aluse suhtes tuleb rakendada jéud F, et
ta suurus oleks minimaalne? Leida nihutava jou minimaalne

vaartus.

§ 3. Joone kumerus ja kaanupunktid.

Oeldakse, et joon

Y = f00

on piirkonnas X kuwer (ndgus), kui igas punktis a«X joone
y s f(X) puutuja asetseb Ulalpool (vastavalt allpool) seda
joont.

Joone kumeruse ja nbgususe piirkondade leidmiseks kasu-
tatakse jargmist teoreemi.

1.Joon y = f(X), kus funktsioon T(xX) on véhemalt kaks
korda diferentseeruv, on kumer (on ndgus) piirkonnas X

parajasti siis, kui

'"xX) <0 (vastavalt f'(x) >0)
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kogu piirkonnas X.

Joone 7 = f(X) punkti (a,f(@)) nimetatakse tema kaa-
nupnnirtiks. kui leiduvad thepoolsed Umbrused ( a -& , a)
ja (@, a ¢ <), et Uhes neist on joon 7 = f(x) kumer, tei-
ses aga nogus.

Joonel 7 = f(X) voib olla kd&anupunkt vaid tuletise
7' = F'"(X) kriitilises punktis.

Joone kéanupunktide leidmiseks vOib kasutada jargmist
teoreemi™*

11* Kui tuletisel f°(®) on kriitilises punktis x = a

range ekstreemum, siis punkt

@ @)
on joone 7 = f(X) kadnupunkt.

Naide 11. Leida joone
y=0 ¢ 12) e*
kumeruse ja ndgususe piirkonnad ja k&anupunktid.
Lahendus. Funktsioon
) = (A ¢ x2) ex
on diferentseeruv kaks korda. Leiame tuletise
OO = @ ¢ X2 ex
kriitilised punktid. Vorrandist
'O =+ +3) ex =0
saame kaks kriitilist punkti
xj = -1, - -3
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Funktsioon £'(xX) on pidev. Ta muudab marki vaid punktides
X Ja X2« Seega voime T'(X) margi kindlaks teha tema Uksi-

kute vaartuste abil ja see on antud joonisel 24.

* - *

'(-10)>0 '(-2)<0 (0)>0
Joon. 24.

Jooniselt ndeme, kasutades teoreemi I,et joon
y = ¢ x2) ex

on kumer vahemikus (- « , -3) ja (-1, 00)ning nSgus vahemi-
kus (3, 1). Definitsiooni jargi on kohtadel x*» * -3 ja
Xg * -1 joonel kdanupunktid. K&anupunktide koordinaadid on

(-3, 10e"3), (-1, 2e"1).
Naide 12. Leida joone
y = 3x - sin 3x
k&anupunktid.

Lahendus . Leiame funktsiooni y = y(x) tuletised

y* = 3 - 3cos 3,
y" = 9sin 3,
y'"" = 27cos 3X.

Tuletise y* kriitilisteks punktideks on punktid, kus

y” = 9sin 3x =0,
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s.t. punktid

Bt
y'. (1£) A O,
3

eile teoreemi 11 jargi on punktid
(_ » K * )
3

iga taisarvulise K korral joone kaanupunktid.

Ulesanded.
Leida jargmiste joonte kumeruse ja ndgususe piirkonnad

ning kaanupunktid.

1079. ax5 - 6x2 ¢ 12x ¢ 4. 1085. y = earctan x
1060. 1086. y = e“x

X -4
1061. S EnE— - 1087. y = x & 2.

rr + 12
1062. = arctan x - X. 1088. y = x - sin x.
1083. = x?1x X. 1089. Y = 4X5 - 12x.
1064. =4x - Cos8 2x.

1090. o Lgu P(x) positiivsete kordajatega ja paarisarvu-

liste astmenaitajatega polinoom. Tdestada, et funktsiooni
y =P(X) ¢ ax + b graafik on kdikjal ndgme.
1091. Olgu joonad y =»f(X) jay a *f (X) ndgusad
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kus (a,b). Naidata, et selles vahemikus on a) joony *

= "F(X) ¢ 'f (X) ndgus; b) joony =Y4x)"Y (X) sanuti nd-
gus, kui funktsioonid y>(X) ja "f (X) on positiivsed ja neil
on thine *iini*uepunkte

Ulesanded.
Leida jargmiste joonte kaanupunktid.
1092. y = sin 2x - 4x ¢ 2.

1093. Y

- —— (@>0).
a2 -x2

1094. y = In(Q 4 X2).
1095* y = x sin(In x) x>0).

109. vy

2 - 1)2.
1097. Naidata, et joone vy = kolm kaanupunkti

X &1
asuvad Uhel sirgel.

1098. Missuguste A, vaartuste korral on punktid (a, y(@)),

kus a A 0, joone

- Ul_ e-h2x"
Yy ~ fK G>0)
kadnupunktideks?
1099. Naidata, et joontel y = - e-x Jay s e¥ksin x

on Uhised puutujad joone y = e Xsin x kdanupunktides-.
1100. Missuguste a ja b vaartuste korral on punkt
0»5) joone y = ax-f bx2 kadnupunktika?
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8 4. Joone asumptoodid.
Kui joone
Y = fX)
punkti (X,y) kaugenemisel Idpmatusse tema kaugus mingist
sirgest laheneb nullile, siis seda sirget nimetatakse joo-
ney = f(xX) asumptoodiks.

AsUimptooti vorrandiga

X =a
nimetatakse pist- ehk vertlkaalasimptoodiks. asimptooti vOr-
randiga

y=mx +b
aga kaldastumptoodlks.

Kui kbévera y = f(X) punkt (X,y) laheneb kaldasUmptoodile
protsessis x —£00 , siis seda asumptooti nimetatakse parem-
poolseks. kui aga protsessis X —* -00 , siis vasakpoolseks.

Kui m = 0, siis kaldasumptooti nimetatakse roht- ehk
horisontaalasumptoodiks.

Kehtivad jargmised teoreemid.

I. Sirge x = a on joone y = f(X) plstasiumptoodiks pa-
rajasti siis, kui

lim F(X) =+ 00.

Il. Sirge y =nmx + I3 on joone y = f(X) parempoolseks

kaldasimptoodlks parajasti siis, kui



1. Sirge y = "X + on joone y = f(X) vasakpool-
seks kaldastUmptoodiks parajasti siis, kui

= lim £2-2
X

X = «.
bP =Mim [f) - DI .

Naide 14. Leida joone

astmptoodid.
Lahendus . Et
lim y =0
siis sirged
x=1 ja x=-1

on teoreemi | jargi joone pustasiumptoodid.

Leiame kaldasimptoodid. Saame

“q lim2 - Lim =1
JIx2 - 1

lim @y - X) = lim ( — 9 =0.

b

Seega teoreemi Il jargi sirge y = x on parempoolne kald-
asumptoot. Analoogiliselt

m =Jim. - = -1,

-~ X

b2 -:éj_% & -x) =0.
Teoreemi 111 jargi sirge y = -x on vasakpoolne kaldasimp-
toot.

Naide 15. Leida joone
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y =X+ In X
asumptoodid.
Lahendus. Et
gy = -0
siis sirge x = 0 on joone pustasumptoot.
Vasakpoolset kaldasumptooti joonel ei ole, sest x >0.

Uurime parempoolse asUmptoodi olemasolu. Saame:
M. X Iim% =%,
b* = 1im (y -xX) = limInx =»,

Seega joonel parempoolset kaldasimptooti ei ole teoreemi 1l
péhjal.
Ulesanded.

Leida jargmiste joonte aslUmptoca“

1101. y = 1
X
~X2 - 4x
1103. Y = X2
X2 - 4
- 1112. y = 1
X2 +9 1-en
X
=e’ - 1113. y = .
=1In@ +: 1114. X2 ¥2 -1
a2 = b2
1107. y = x 1n(e + -). 1115.xy =a (@A 0).
y = C + as



8§ 5»._RArktsiooni graafiku .joonestamine iseloomustavate
andmete ,jaroi .

Funktsiooni graafiku joonestamisel iseloomustavate and-
mete jargi toimime jargmiselt.

1) Leiame funktsiooni madramispiirkonna ning katkevus-
punktid, selgitame kas funktsioon pole paaris-, paaritu
VvOi perioodiline funktsioon.

2) beiame asumptoodid.

3) Leiame monotoonsuse piirkonnad ja ekstreemumid.

4) Leiame kumeruse piirkonnad ja kadnupunktid.

5) Saadud andmete jargi joonestame funktsiooni graafiku.

Selleks valime saadud andmete pohjal kdigepealt sobiva moot-
Uhiku ja sobiva telgede paigutusega koordinaattasandi. See-
jarel kanname koordinaattasandile asumptoodid, ekstreemu-
mid ja kddnupunktid. Siis joonestame jark-jargult funktsi-
ooni graafiku, arvestades punktides 1),3) Oa 4) saadud and-
meid. Vajaduse korral leiame veel taiendavalt mdoned teised
graafiku punktid (naiteks graafiku 18ikepunktid koordinaat-
telgedega, asimptootidega voi muud, samuti ka Uhepoolsed
piirvaartused esimest liiici katkevuspunktides).

Naide 16. Joonestada funktsiooni

fo) =x + )~(A
graafik iseloomustavate andmete jargi.
Lahendus. 1) Funktsiooni maaramispiirkond on
X = j(C ootd), (0, 00 )j - Katkevuspunkte piirkonnas X ei
ole. Funktsioon ei ole paaris-, paaritu ega perioodiline



funktsioon.
2) Leiame graafiku asimptoodid. Funktsiooni graafikul
on pustasumptoot
X =0,

sest -
lim f&x) =o0 ,
X-*0

(i s Utleb, et funktsiooni graafik laheneb asimptoodile

x = 0 mdlemalt poolt) ja Uhine parem- ja vasakpoolne kald-
asumptoot

m= Llim M2 =1,
oo X
b = lim [FX) - xj =0.

3) Leiame monotoonsuse piirkonnad ja ekstreemumid. Sel-
leks leiame kdigepealt funktsiooni kriitilised punktid. Et
fxX)=1- )4é »
siis ainukeseks kriitiliseks punktiks on statsionaarne
punkt
*, - Va.
sest X = 0 N X. Kanname x-teljele punktid xX* ja x* ning
madrame tuletise margi x-telje igal saadud osal (naiteks
argumendi x sobivalt valitud vaartuse abil).

kasvab 0 kahaneb are kasvab

Joon. 25.
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Saame tulemuseks, et funktsioon
vahemikus (oo , 0) kasvab,
vahemikus (O, V2 ) kahaneb,
vahemikus ( Y 2, 00 ) kasvab.

Monotoonsuse vahemike valjakirjutamise asemel vOib tule-
muse markida lihtsalt joonisele (vt. joon. 25). Jooniselt
néeme, et punktis x* = VIT on lokaalne miinimum f( v-2) =
=\ W2 « N 1*26, mis (teoreemi IV jargi paragrahvist 2) on
vahemikus (0, <» ) Uhtlasi ka globaalne.

4) Leiame graafiku kumeruse piirkonnad ja kaanupunktid.
Et

'@ = )~(T > 0,
siis funktsiooni graafik on kogu piirkonnas X kumer ja seega
graafikul kaanupunkte ei ole.
5) Saadud andmete jargi joonestame funktsiooni graafiku.
Enne leiame veel graafiku 18ikepunktid x-teljega (y-telge

graafik ei I0ika, sest x = 0 & X). Need saame vOrrandist

60 = — 5 =0, kust x = -1. Et f(x) - (nx + b) =
X
=X +; - x = -5>0, siis graafik kildasimptooti y = X ei
. vr

I6ika ja asetseb Ulalpool seda asimptooti.

Nilud kanname xy-tasandile astmptoodid x = 0, y = X, eks-
treemumi E = ( \f2, % \Ti) »(1,26; 1,39) ja funktsiooni
nullkoha x = -1 ning joonestame Ulejéanud andmete pohjal
funktsiooni graafiku (vt. joon.26).
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Joon. 26.

llaide .12* Jocaestada funktsiooni

graafik iseloorau-itavete andmete jargi,
Lahendus_. 1) Funktsiooni maai“amispiirkond on X =

= (-00 , ooy, milles ta on pidev. Ta ei ole paaris- ega
paaritu ega perioodiline funktsioon.
2) Pustasumptoote ei ole. Et m = iiﬂb% = 11 b =

3 Nw (y - X) = -2, siis graafikul on uhine parem- ja vasak-
poolne kaldasimptoot y = x — 2.

3) Arvutades
X -4

saame funktsiooni kriitilised punktid

xn =0, X2 =4, x* =6.
Paigutades nad x-teljele, mdarame x-telje igal saadud osal
y1 margi, mille &i.l teeme kindlaks monotoonsuse piirkon-
nad (vt. joon. 27).

kasvab 0 kahaneb 4 kasvab 6 kasvab

Jcon.27»
Jooniselt naeme, et kohal x = 0 on funktsioonil lo-

kaalne maksimum F(0) ja kohal x = 4 lokaalne miinimum



f0) =-2 ii* -3,17.

4) Arvutades (logaritmilise diferentseerimise teel )

y: ________
X x*(x - b)5
saame tuletise ys kriitilised punktid
=01 = 6.
bades x-teljele, mdarase x"telje igal saadud osal

y" margi,- mille abil teeme kindlaks j .-eruse piirkonnad (vt.

joon”nS)«
+ + -
—_———— (—————— ... ° »X

ndgus 0 ndgus 6  kumer

Jooniselt naeme, et punkt K = (6504 on graafiku ainuke kaa-
nupunkt o

5) Joonestame funktsiooni graafiku* Selleks kanname
xy-tasandile asimptoodi y =x - 2, ekstreemumid E*= (0,0),

—5,77) jJa ka&anupunkti K = (570). Edasi uurime veel
graafiku ja asumptoodi vastastikust asendit» Funktsiooni
pidevusest ja punktide E”,EO ja X asendist ndeme, et graa-
fik 10ikab asdmptooti* LOikepunkti L saamiseks lahendame
vorrandi
f&xX) - (mxx +b) = y? - 6x2 -,(x - 2) =0,

o

A *) 1dikab graa-

kust saame x = P Seega punktis L = fg,
3 3 13

fik astmpiooti,
Ekstreemumite asendi jargi ndeme, et punktist L vasakul

on graafik tulalpool asumptooti ja punktist L pare-mal - all-
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pool asumptooti. Nuud joonestame uUlejdanud andmete pohjal

graafiku (vt. joon.29)*

Ulesanded.

Joonestada jargmistele funktsioonidele graafikud ise-

loomustavate andmete p&hjal.

1117.y = £ -.2%.
10
1118. y = x5 - \.
1119. y = x5 - 3x2.
- 4
1120, y = 5 — X
1121. y = X2 + I¢
2 X
1122. y = 16
xX2(x - 4)
123. y = X -4
1130. y = VX + 1)2 -

1124.

1125.

1126.

1127.

1128.

1129.

J (X
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y =JL - X
X/\
y = ¢4t
3-X
y =Z7L-, 1
& - 12
y:~_
x2 & - D2
y =
5x

y ={x +™M - X

- 1)2.



1131. y = (x ¢ 1)5 - 11408 y = la,X|- 2( 1.
X ¢1
*
1132."Y = e
Y 1141, y o 10X
—_ *
1133. Y 3 < %%, X
in X
. 1142. y = SN
" knl X > 0, n X
1134.
10, kui x = 0. 1143.y =x ¢ X .
1135~ ¥ = x«Xe
1144. y = ein X < sin 2x.
118627 - X2 5. 1145. y = X ¢ sin X.
1137 .y * |X - 1]. 1146. y = 2Xx - -~ X
1138-y = 1n(l + B™)» 1147. y = A’W
1139y - InCx2-1) -!->_I.
1 ¢ InIxV kei— * ™M,
1148,

24

1149« y = x arctan X.

1150. f(x) = Inleos xK

1151. ()

X - In Isin x1, kus O<IxUX,

X2 1, kui x<-1,

1152. F(X)
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Vi. DIFEfi N1 SITAALARVUTUSE
RAKENDUSI .

§ 1. Ligikaudne arvutamine.
Kui funktsioon f(X) on vahemalt n korda diferentseeruv
kohal xn, siis kehtib Taylori valem

f&) =PnX +
kus x - xQ + A x ja

Suurust Pn(X) nimetatakse Taylori polinoomiks ja suu-
rust

jJa on diferentseeruv vdhemalt vahemikus (O0» x0 + Ax),
siis woime jaakliikme Kirjutada Lagrange*i ku.jus

1 f(ml)(x0 + 04ax) LA Xi "t 0<0 <1

vOi Cauchy kujus

X f(n+1) 0 + 0Nx)(1 - Qn i ~ 1
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Kui Taylori valemis on xQ =0, slis &x =x jame
saame Maclaurin®i valemi

o) = F(0) + T (O)x & ~rF'(O)x2+ ... + ~rf(n)(O)xn+o™ .

1° Taylori valemi jaakliikme jaoks saame jaakliikme
Lagrange™i kujust hinnangu
M 1

|%k<”~ 7 T luxl

MR+io= ogmay ok (n+1)(x)1 -
2° Teades argumendi x vaartust ligikaudselt (vea ulem-

madar ehk absoluutne viga olgu <), saame valemist y =

= f(X) arwvutamise tulemusena ka y vadrtuse ligikaudselt,

kusjuures vastav absoluutne viga Sy avaldub valemiga

&y = |[F OOI™%.
Suuruste x ja y suhtelisteks ehk relatiivseteks vigadeks
nim. vastavalt vaartusi
b Ja il Y G 10
3° Algebralise summa absoluutne viga virdub liideta-

vate absoluutsete vigade summaga:
& - v) =<Bu+ <5

4° Korrutise relatiivne viga vordub tegurite relatiiv-

sete vigade summaga:
S(w) _ Su + v



5° Jagatise relatiivne viga vordub jagatava ja jagaja
relatiivsete vigade sunmaga:

jo Ju . iv
1l Ut W

Naide 1. Mitu liiget tuleb vdtta Maclaurin®i valemis,
et arvutada funktsiooni ex vaartusi I0igus [j-1, 1] tépsu-
sega 107/?

Lahendus . Et f~M\X) = ex, siis

Mu P od l(1"’h+1\x)| = e <3.

Liikmete arvu n madaramiseks saame seega vOrratuse
o q =« A .
lo1Jd 4 DI 11+ DI « 10°5

(sest peab olema \& 4 10 A Jja Ux =1), millest

(h + 11 >3 .10 5 = 300000.

Et 91 = 362880, siis vO0ime vOotta n +1 =9 ehk n =8.
Seega valem

2
B =1+X+ + ..o+t gy

vOimaldab arvutada eksponentfunktsiooni vaartusi 16igus
1-1, 17 tépsusega 10*™.

Naide 2. Milline viga tekib matemaatilise pendli peri-
oodi arutamisel valemiga T = 23T\I;’\ kui pendli pikkus on
1 = (4,0-0,2) ar

Arvutame vastava relatiivse vea ° 1 . Selle maarami-
seks paneme tadhele, et arvutamisel kasutame suuruste JT ja
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ligildhedasi vaartusi. Seega sOltub otsitava suuruse viga
ka sellest, mitme dige kimnendkohaga on vboetud X ja = Vas-
tavate kimnendkohtade arv tuleb valida nii, et see ei muu-
daks oluliselt suuruse ﬂyd—) vaartust, kuid el tooks ka kaa-
sa liiga suuri arvutusi.

Vastavalt reeglitele 2°, 4°ja 5° i1 saame
=IS. ¢lil :iS»i;.Hj_IL:
1 Tk |

jr +2 8é >x 2
¢}

-+
«Q

Et 2 =* U -—-29 - 0,42 %, siis piisab votta
A~ N2 4

g=(8 - 2 -~2- ning X =5, - 0,002, sest sel korral
sek

1A= 2100 %= qfol % ning M = 2x0027100 % = 0)07 %
2 S 2.980 Jc 3,M

Seega

- = (0,07 +0,00 +0,42) % = 0,5 %=
T

Ulesanded.

1155. Toéestada ligikaudne vordus
\[22 + X sta + " (a>0),

kus |[xl« & (kirjutis A « B tahendab, et kahe positiivse
arvu A ja B puhul A on oluliselt véaiksem kui B)e
Arvutada: a) > b) 434 ja c) \M20.

1154 . Toéestada valem



\ra™ + x + -5 (a=>0),
nalt’

kus Ixl«. all
Arvutada: a) Afo, b) Vved, ¢) I . d) "boO0O.
Leida jargmiste ligikaudsete vorduste absoluutne viga:

2 n
1155e ex ~ 1 + x + + eee + » [ORAPYS

xX*

1156. sin x=x - = ;604!-
6 ~ N

1157- tan x™ X 4-;,ix)*0»1-
r— - 2
1158« \1 + X"~ 1 + % ~ 10 x41.
1159. Veenduda, et nende nurkade korral, mis on vaikse-

mad kui 28°, on ligikaudse vOrduse

- " X
SIn XaX - 5 * é‘?’

v o
viga vaiksem kui 10 . Seda teades, leida sin 20 kuue 0ige
kohaga.

1160. Leida cos 10° tapsusega 10”~. Veenduda, et selleks

piisab votta teise astme Taylori polinoom.

Taylori valeini abil arvutada ligikaudselt jargmised suu-

rused, voOttes sobiva n. Hinnata vastavat viga.

1161. vJ0. 1164. arctan 0,8.
1162. V 250. 1165. arcsin 0,45.
1165. In 1,2. 1166. (1,1)1*2.

1167. Ruudu kulg a = (2,4 - 0,05)m. Millise absoluutse

ja relatiivse veaga on vOimalik arvutada ruudu pindala?
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N66. Millise relatiivse veaga voib mdota kera raadiust,

et kera ruumala saaks maarata 1% tapsusega?

N63» Tehnilistes arvutustes taandatakse sageli I ja
Vvig, kui Uks neist seisab lugejas ning teine nimetajas. Kui

suur viga sel juhul tehakse?

§ 2. Vorrandite ligikaudne lahendamine.

Olgu vaja lahendada vorrand

fx) =0,
kus f(x) on vaadeldavas piirkonnas véhemalt kaks korda di-
ferentseeruv funktsioon.

1° K&6lude meetod (vt. joon.30).

Leiame a ja b selliselt, et

f(a) ja f(b) on erinevate

markidega ning f*(xX) ja f'(x)

sailitavad marki loigus [a,b] -

AlglahenaiksS xQ votame I15i-

gu [a,b] selle otspunkti,kus -Joon.30.

f) ja F'(X) on erinevate markidega. Jargmised lahendid

xn+l arvutame jark-jargult valemist
\ -V (@-Xn)f<xXn) n = 8,1..-.5{

Selliselt saadud jada {xn| koondub vdrrandi lahendiks x*,

kusj uures
(€)) b - xhi
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x =min FX)

2°_. Newtoni (puutujate) meetod.
(vt. joon.3D). Punktid a ja b vali-
me nagu eelmisel juhul 1®. Algla-
hendiks xQ valitee 18igu [a,b] sel-
le otspunkti, kus f(X) ja F'(X) on
sama margiga. Jargnevad ldhendid
xn+/) arvutame jark-jargult vale-

mist

@) - -
Xl Xr: f<vV

Ka siin H!’onﬂ = x* ¢ Lahendi viga hinnatakse valemiga ().

Naide 1. Leida vorrandi f(x) = x*-3x-5=0 lahend
ning hinnata selle viga.

Proovimise teel leiame, et f(2) = -3 ning f(3) = "3*
Seega asetseb lahend 16igus [2, 31 < Arwutame F*(X) = 3x2-3
ja F'(X) = 6x. Vahetult kontrollides ndeme, et I0igus P ,3]
on eeldused Newtoni meetodi rakendamiseks tiidetud. Et sel-

les 106igus T'(X) > 0, siis valime algldhendiks xQ = 3. Ar-
vutame valemi (2) abil jargmise lahendi x~. Et

f3d =27 -9 -5 =13,
Q) =27 -3 =24,
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Hindame saadud lahendi ay tapsust valemi (1) abil. Et tu-

letis () kasvab I0igus [2,3] , siis

m=Ff*@ =12 - 3 = 9~

Seega valemi (1) jargi

9
Arvutame jargmise lahendi x?. Leides

o, - X*|~ HZiZ1 - b 0,36.
9

f'(2,5) = 3.2,5%*- - 3 = 15,75,

Saame

=25--b- =2,5-0,19 = 2,3*
X2 5,75

Edasi leiame lahendi x7, saame
f(2,3) = 0,267, f"(,5) = 12,87,

x* = 2,3 = 2,279.
0 12,87

f(x3) = £(2,279) = 0,003,

5 o+
WA = = 0.00036,

kust naeme, et x* annab meile lahendi, kus vahemalt kaks
kohta parast koma on oiged. Sui arvutada x*, saaksime veel

tépsema lahendi lahendile.

Ulesanded.

Lahendada jargmised v@rrandid kolmekohalise tapsusega
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(alglédhendid leida graafiliselt).
[ 4 2 n
1170. yP - 6X + 2 =0. 1173. x ¢ -5 B I0X.
X
1171. x4 - X -1 =0. 1174. x logx = 1.

1172. x - 0,1 sin x = 2. 1175* x + ex = 0.

1176. Naidata, et positiivsete kordajatega polunoomil
(), millel on vaid paaritute astendajatega liikmed, on
Uks ja ainult Uks (vOib-olla ka kordne) A-punkt (s.t. VvOr-
randi f(X) = A lahend). Leida kddlude meetodi abil virran-
di

x5 +3x-1=0

lahend tapsusega 10 <

1177, Toestada teoreem: vOrrandil x5 +px +q =0
on kolm reaalset lahendit parajasti siis, kui 4pA+27¢°<0.
Leida kddlude meetodi abil vorrandi

X5 -9 +2=0
lahendid tapsusega 1072.

§ 3* Parameetriliselt antud funktsioonid.

Olgu antud pidev joon vOrranditega
X = x(®)
©)

\
ly = y(©
Kui joont (3) saab esitada vorrandiga

(<t</b).

7 =T0C) VoI x = g(y),
siis Oeldakse, et funktsioon f(X) vOi vastavalt g(y) on
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antud parameetriliselt vdrranditega 3) =
Kui x(t) ja y(t) on vahemikus ( , P> ) diferentseeru-
vad funktsioonid ning y"(t) £ 0, siis vorrandid (3) maara-

vad Uhese pideva funktsiooni

(C) 7-7 [ECO]= FCO
(kus t = t(X) on x = x(t) poordfunktsioon), millel kohal Xx
on tuletis

(3) y' = -t e

* t
Tahistades y£E = f ja xE = x, voime valemi (6) kirju-
tada kujul

r = e
X X

Funktsiooni (4) teine tuletis y-, arvutatakse jargmi-
X/\

se eeskirja jargi (kasutades valemit (5))i

. g - G2
= 3 = -
® Yo (yx)x 5 |
Analoogiliselt valemi (5) pohjal
N o)
(7) vy = (YR, (5) —gz-i
Jjre.
Vastaku joone (3) punktile (a,b) parameetri vaartus
t = tQ, s.t.
fa = x(tQ),
th = y(tQ)

siis punktis (a,b) on joone (3) puutuja maaratud vorrandiga
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(8) jJ-b _ x-a

r(t0) x«(t0)
ja normaal-vorrandiga

9) X b X — b

x»(t0) " y*(t0)"
Polaarkoordinastides antud joont

r==1C ) (oi(f<A)

vOib vaadelda parameetriliselt antud joonena

fa

r cos f— f(f) cosft

>
[ r sin f= f(y0 sin 5.

Naide 1. Arvutada fiktsiooni

[x = e“T

tuletised y*,y" jay
X y<L yy

Lahendus™ Valemi (5) jargi saame

yn = = - 3t2et<
—e

Eeskirja (0) (vci vahetult valemi (5)) jargi on

-6t eE - 32 er P. p

Y'p= (Y* * — - = 3e 2t + t).
xf (z)% _et ‘ >

Ja I0puks saajre eeskirja (7 (voi jallegi vahetult valeni
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Naide 2. Naidata, et joon r = ea” ISikab punktist O
valjuvaid raadxusvektoreid Uhe ja sama nurga all.
Lahendus. Olgu raadiusvektori
ja joone vaheline nurk ot ning
puutuja tdusunurk ~ (vt* joon.

32). Sel juhul

Piisab, kui naidata, et
Joon. 32.

tan(A¥ - ) = const.

Arvestades, et tany = £ »saame
*

tar. s .. L))- sin"ycos”- "Mosvsinr » cosy- * Sin4>.
cos4 cos® + sinTsinf x cosy+ y sin™f

Et X = r cos = eQL?cos ning y = r sink® = SQQ siny*,
Ssiis X = a ea”cosy3- ea”sin”™ = ea"(a cos™ - siny?)»
y = a @%sm yo+ €Mrcos w= eav%a sinv>+ cos ).
Seega
tan (@-- Q) =
e~(a_ainv? cos #+ cos™V - a .giajgcosy + sin _ 2.

ea™(a oos™f - ainsfOcos y'+ a siny5 + sin)°cosy™)



Ulesanded.

Elimineerida parameeter jargmistest vorranditest.
2

1178. X =3t, y =6t - € .

1179. x =t5 +1, y = t2.

1180. X = cos t, y = sin 2t.
1181.
1182. x = tan t, y = sin 2t + 2cos 2t.

X

=4> sir>, ¥y =1 - cos

Leida jargmiste funktsioonide puhul *.

1183. X =acoswWw, y =D sin .

1184. x = a(vp- sinf), y = a(@ - cos™p).
1185. x = tl y-=

t
1186. x = In@1 + tp), y = t - arctan t

1187* x =esint, y = e cos L

1188. x = y = -ZML.
1eth 1+

Milliste nurkade all 16ikuvad jargmised jooned?

1189. y = X2 ja X = g cos t, y = 2 sin t.

1190. X = a cosy , Yy = a siny> ja X = — y =
1+ 1+2

Leida jargmiste joonte puutujate ja normaalide vor-
randid margitud kohas.
1191. X = sin t, y = cos 2t, kui t = "

1192. x = 2lncot t +1, y =tan t +cot t, kui t =% =
4
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Arvutada jargmiste funktsioonide puhul margitud tule-

tis.
1194.. x = at2,y = bts; — .
dy2

d2
1195» x = acos t, y = a sin t; —

dx2
1198» x = a cos™t, y = a sint;

dx?
1197. x =

a(t - sin t), y = a cos t; 2.
dxA

96 Naidata, et joone

X = a(cos t + t sin ©t),

y a(sin t - t cos

normaalid on ringjoone

puutujateks.

Naide 3. Leida joone

X = e,

kaanupunktid.
Lahendus. Tuleb leida tuletise y£ Kkriitilised punk-

tid. Selleks arvutame y'p, saame



Et A 0, siis kaanupunktid voivad olla vaid seal, kus

y™*P =0, s.t. kus
yr

sin t + cos t =0,
Viimane vorrand on samavaarne vdrrandiga
tan t = ,

kust saame
t=-~+kKE (k =0, il, -2, __..).

Paigutades need parameetri vaartused joone vOrrandisse,saa-
me punktid (X,y), mis kdik osutuvad kaanupunktideks (sest
neis y"> 0).
X3
Naide 4. Joonestada joon xy = XL + y~.
Lahendus. Selle joone leidmiseks esitame joone parameet-
rilisel kujul:

1 1
X ~ sTrTl* ? ~ cos~t*

Et sin t ja cos t on perioodilised funktsioonid perioo-
diga 2X , siis on motet vaadelda vaid parameetri t muutu-
mist 1digus jO,27]. Kuidas muutuvad joone koordinaadid x
jJa y parameetri t muutudes, selle kindlakstegemiseks jaota-
takse parameetri muutumispiirkonnad (antud juhul 18ik

[0, 271] osadeks. Jaotuspunktideks vdetakse

1) punktid, kus x vOi y pole maaratud,

2) punktid, kus x VvOi y pole maaratud,

J) punktid, kus x vOi y vOrdub nulliga.

Antud juhul
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Seega vaadeldaval juhul tuleb meil jaotuspunktideks votta
kbdik sin t ja cos t nullkohad I8igus [0, 2jI] , s.t. punk-
tid "=2* ~ N jat= e Jargnevalt uurime X jay
kaitumist nendele jaotuspunktidele lahenemisel. Selleks

leiame piirvaartused:

a) kui t -»0*, siis x-700 y —N+;

b) kui t -, Slis X *1- jay—

O kui t siis x ja y-»-00 j

d) kui t Siis X —>+<«> ja y—»-1+j \%

e) kui t 37+, siis x—>-00 ja y-"-1+*

) kui t 2¥¥ »siis x-"-1+ jJjay-> -o0oCc j
o kui t-—* , SIIS X-»-1+ Jay-» « ;
h) kui €t-—*23 - fsiis x—*- Jay —» 1-*
Saadud andmed votame kokku jargmisse tabelisse:

Piirkond f

X 7
mark %ark muutumise iseloom muutumise ise-
loom
©, P -+ kah. (00,10 kasv. (1+, )
(F1™) . + kasv.(1-, 00) kasv. C-«, -1-)
X fdt) o - kasv.(- 00 .-1-) kah. (-1-, -00)
*. 21) - - kah. (-1-, - oo) kah. ¢ , 10

Jargnevalt asumegi joonise tegemisele. Eelnevalt aga

leiane veel y* = £ vaartused nende jaotuspunktidena esi-
X
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nevate t vaartuste korral, kus x ja y on mblemad 18plikud.
Kui selliseid on, siis margime need punktid kdigepealt graa—
fikule koos vastavate puutujaldikudega. Antud joone puhul
aga niisuguseid punkte pole.

Edasi vaatleme, kas meie joonel on roht- ja pistasimp-
toote. Selleks vaatleme koostatud tabelist, kas muutuja X
lahenemine Idpmatusse el vasta muutuja y léhenemisele min-
gile kindlale konstandile. Naeme, et antud juhul on niisu-
guseid asUmptoote neli: x = -1 jay = -1. Kanname need
graafikule ja joonestame joone (vt. joon. 33)« Selleks pa-
neme veel enne tadhele, et vOrrandist x2y2 = y2 + 52 jarel-
dub vaadeldava joone simmeetrilisus nii koordinaattelgede
kui ka nullpunktide suhtes.

Joon. 33-

Naide 4. Joonestada joon x5 + y5 = 3x2*
Ka siin laheme Ule parameetrilistele vorranditele, \Ottes
y = ™. Sel juhul
x5 + ™5 = 3x2,
millest

X= — ning y =-— «
let 1etr
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r— 2f i 3@t -1
QetV 3 vy QetV "

Kui koostada ka siin tabel samal pohiméttel nagu eelmises

Ulesandes, siis saame jargmise tabeli*

. X £ X

Piirkond sk mArk  muutumise iseloom muutum%/se iseloom
(-00, -1) - * 0 kahaneb - oo 0 kasvab 00

M, 0 - kahaneb 3 - 00 kasvab O

, N2 - . 3 kahaneb 2 0 kasvab "'VT

€ St 00 - - 2 kahaneb O V4 kahaneb 0

Tabelist ndeme, et t = - oo korral x=Q, y=0, t=0
korral x =3, y =0, t

N- korral x =2, y =T ning
2

n
0. Leiame nuud y* =* nendes

t =00 korral x

0, vy
B N
punktides. Saame, et yl =oo , kui ts “oo , Y1 =oo T kui
t=0, Jay* =0, kui t
Samuti nadhtub tabelistt et kui t —'b siis nii x kui
ka y lahenevad I0pmatusele. Seal vOib esineda kaldaalmptoote

Kui kaldasumptoot y = mx + b esineb, siis

m=Llim2 ning b = lim(y - mx)e
X
Arvutades naeme, et

m=101mZ =-1 ning lim (y - mx) = 1.
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Konstrueerime niud joone graafiku, kandes xy-tasandile
kdigepealt need punktid koos vastavate puutujal6ikudega,
mis vaetavad parameetri vdirtustele t = - 00 , t =0 ja
t = %f_r Samuti kanname joonisele saadud aslmptoodi 7 =
= - X % 1 (vt. joon. 34).

tilesanded.

Joonestada jargmised jooned:
1199* x -mmt5 ¢ 3t ¢ 7 =1t -3t+1.
1200. x s t5 - 3Kt 7 = t5 - 6 arctan t.

1201. x = -21- fy =J1 2,...
1 @=ats5 1 ¢ t3

1202. r = a sin 3? (kolmeleheline roos).
1203. r = a tan (f.
1204. r = a(l ¢ cosy?) (kardioid).

Joonestada jargmised jooned, viies eelnevalt nende vOr-

randid polaarkoordinaatidesse.
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1205. (X2 + y2)X = 2y. 1207. (X2 ¢ )5 =

1206. x” = X2 + M.

84. Joonte puutumine» Kdverus,

O0eldakse, et punktis xQ on joontel

y=f(x) Jja y=9(x)

n-.jarku puutumine, kui

g((x0) = fF(ky(xQ)  (k =0,1,...,n)
ning
g(n*1\ x0) >
Ringjoont

(x -J)2 ¢ (y - \)-2=R2,

millel on antud joonega x = x(t), y= y(t) punktis x véhe-

malt teist jarku puutumine, nim. antud joone kgveruaiH”

punktis x. Selle ringi raadiust

yXx - Xy

nim. kdverusraadiuseks ning viimase pddrdvéaartust

veruseks .

Kui joon on antud polaarkoordinaatidee r = f(

ae -ko-

sila



Joone kdverusringide keskpunktide geomeetrilist kohta nim*
joone evoluudiks. Kui joon on antud vdrranditega x = x(t),

Y= y(t), siis evoluudi mé&ravad vérrandid

-2 *2
T=* - Y
Xy =3y
2 2
X ¢ Y
G Yeé - - =
XYy- XYy

Naid« J1 Leida polunoom, millel on funktsiooniga

f(x) = cos x punktis x = O vdahemalt neljandat jérku puu-
tumine.

Lahendus.. Et meil f(0) s1, f*(0) =0, f*(0) =1t
f*"*(0) - 0 ning f(0) = 1, siis vastava polinoomi P(x)

kordajate madramiseks saame viis voOrrandit:
KO) =1, P %0) =0, P"(0) = -1, P"»(0) = 0 ning P1Y(0)a 1.
Otsitav polunoom P(x) peab olema neljanda astme polinoom

¢ adx

(sellel on viis kordajat, mida saame mddrata viie tingi-

muse abil)e Et

2
P”@c) = a™ & 2agX + + mEun »

P*(ac) = 2a2 ¢ 6a" ¢ Wade,

P"*(x) = 6a3 ¢ 24ad4x, PVY(X) = 2an,
siis saame siit
P(0) =aQ =1, PU0) = al =0, P"(0) = 2a2= -1,
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P"*(0) = 6*2 = 0, P(IV)(0) = 24a4 =1,
millest a= 1, a* =0, =~ ~t =0 ja a" =

Seega polinoomil

P(X) =1 - 5x2 . 5%%4

on funktsiooniga f(x) = cos x punktis x = 0 neljandat jéarku
puutumine* N&eme, et saadud poliinoom on funktsiooni coe x
neljanda astme Taylori poliinoom. See on ka loomulik, sest
n-astme Taylori polinoomi esimesed n tuletist vastavas punk-
tis langevad kokku vaadeldava funktsiooni vastavate tule-
tistega, s.t. funktsioonil on n-jarku puutumine oma n-astme
Taylori polinoomiga.

Ndide 2. Leida ellipsi x = acos t, y=Db sin t evo-
luut.

Lahendus.Arvutades saame

X = -asint, y=bcos t,
X = -acos t, y=-b sint
ning siit
X2 y2 = a2sin2t + b2cos2t
................ _ .2 2.
YX"="Xy = ab sin"t + ab cos"t = ab.
Seega
J = a cost - P2sjn2t ¢ bfcosft , cost ,, 00s3t
ab a
) 2_.2. .v2__a2 i b2 2,
= b sint «wZ-5 JLtB N-a sint) = -— b sin5t.
al

Siit ndeme, et ellipsi evoluudiks on astroid.
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Ulesanded.

1208. Naidata, et joontel y= tan x ja y= arctan x on

teist jarku puutumine punktis x = O.
1209# Leida selline sirge y=mx ¢ b, millel oleks joo-
nega y= 2 enam kui esimest jarku puutumine.
12K0. Millisel ruutparaboolil y= ax2 + bx + < on pun-
tis xQ joonega y = ex teist jarku puutumine?
1211. Leida neljanda astme parabool y = ax™ ¢ bx5 ¢
+ cx2 ¢ dx ¢ e, millel on punktis x = O aheljoonega y=

: ach - neljandat jarku puutumine*
a 1

1212* Olgu y= e kui x ®0, ja y=0, kui x = 0*
Ndaidata, et sel joonel on punktis x = 0 x-teljega lopmata
suur puutumise jark*

Leida jargmiste joonte kdverused*

1213. x = 3t2, y= 3t - t3, kui t = 1.

1214 . x s a(cost ¢ t sint), y= a(sint - t eost), kui

t 32a7
2

1215* r8a0 ¢ cos«/?).

Leida suurim kbéverus jargmistel joontel*
1216. y= In x.

1217* x = a cos t, y= b sin t.
1218* wys a ch
1219* Leida suurim kdverusraadiue joonel r = a sin®

Leida jargmiste joonte kdverusringide keskpunktide

koordinaadid ja evoiuudi vdrrand.
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1220. vy =1 1223. Y5 = axc.

(

2 2 2
1222, "¢ 3 =

1225. Naidata, et tsukloidi x = a(t — sint),
Y= a(l - cost) evoluudiks cn samuti tsiikloid, mis esialg-

sest erineb vaid asendi poolest tasandil.
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VASTUSED.

1. peatikk.
8 1.

10 w b 5
1-27 ak. Y  bK. 23 k. 4. £ C1)k.

k=1 K k=0 k=1 k=0

5 K 9 4 2n  / i\k+l

* Z m)*V.6.E 1.b E b £ NIT ~

k=1 ) izo | = P =

2« 20+ 22 2k* J10.11+2°1*31+4_1+...+71= 23 k(“1)k+1.
k=0 k=1

. ZL —j—» 12. £, an—k bk. 1£. 22 (k)an"kbk.
k=1 x+k k=0 k=0

14_b14t2 "Hb+b4+b5-»*6 . 1£*3""*36+37+38+333"10n 2+544+5+6*

12.8L1+a2 —i—...+a™ 18. "2 + 2 + ...+ VT.
. log 2 —log 3 ¢ ... + C-1)nlogn. 20.-5* 21. EEE-B)b»
¢ —_—t ..+ . 22« 1-»-1+1+1+1+1.
b+ 2 m+ “* -

n+1
24, 22 26.0. 22.4+5+3(1-1+1)=12. 28.1+(1*22)+

i=2 1

n+1 n

+(1+22+32)=20. 27.12+St. 10.73 2* -23 2= 2n+"e
t=0 j=0
2.

I@X‘Z) ¥y kul x 52,
1 (2—) Vy , kui x42.

33.1x21 \Ty =
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&

a b — I va>b, Kul a-b>0.

Tt-sr*b = 1 _4a+h<kui a-8&B8. (2™ b)-

35* (b2+1) /a2+1. 36.(x2-x+1) Ix-1, sest x-xT="1<0.

N2«5] xyl §y2xy = 5xy Y2xy, (xy"0). *8.x+ pcd|s/2*>*=n A

*£.

44 .

4£.

S2.

*» 1. kui x

Ix2-4x+4 =Ix=21 = 1X2» kui x - 2* 40.(10a-3x) \fax, kui a>0

I2-x, kui x 427

x>0;(8a-5x) Vix, kui a<0, x<C. 41.j2x , kui x>0;

- J2x",kui x <0. 42 - V(1-1)2(w-2), sest juure all peab
olema m-2 >0, mille tdttu 1-e <,0. 4£. Y>AD» tui X4-3»

-Jx2-9* kui x >3 (.luured pole md&ratud, kui -3<x"3)»
AN (x+1l o Lkui x 4-1, voi x> 1; -v (x™)”™, kui -11ix41,
\F5(x"x+1) . 46. ~x2(x-1) . 4£. §x= (y-2) , kui x "0;

-\|x6(y-2), kui x*0. 4B. >J(x2-2)x. 4$%. >j(y2-1)2(y-10).

\|z2(1-2z2), kui O0E£Xx 4 1; - Jz2(1-z2), kui -14 z4 O«
83.
Sn = n2.78.Sn = n(n+l). ~.Sn = -S_. 60. Sn =S [2*,*

+(n-1)dj. 66. VOrratuse a)implikatsiooni osa kontrolli-

miseks liita antud vdrratusele vdrratus 2n >2; vérratu-

se ) tdestamisel kasutada vOrratust a).

_2m -



8 4.
67. X€.(0,00), 20. XCjO,-]. 22* x £ (- oo “ >
3 x
21.x€(—=mc»). 22*x e (-1»0ii—0,99)* 21* x €(—o00 ,C).
22*xe jH.0]1, [4, 4  + 2h* xt[0,2]. 2Z* «((-—» ,1),0t2).

28. X€ J[2,1)t(1f 00)J . 22. Xfjc— oo ,—2),(1,2).(2, 00)}.

80« X €j(—00,1),(3»00 )|+ 81. x € + 82. X 6(—00 ,
a.,e{[-N,-2),C2,.12i 84.»(Vi,S)f,31]L.
lu 7 4 4 17 J Uui13 5 51?7 *©

§5.

8E.x €j(-00 fl; , [2,4 = 85* xt C-0", 00 ) 87. xe(-3,3).
88.x £ {(-00 ,-5], [-1,00)"j- . 8. x «{(-<*>,-4),(1,2),(3,~ )].
20.x €j(-00 ,0), (1, 00)[. 91+ X t(= 00, 00), ~2. X t(— < 00).
22.x €{(-6,-1),(0,3)1 « 22.M (= ~,—5),<—2#i)#(4Ffo* )}.
25.XC {c-00,—-2],p €2]}. 26.XL{[-1,11,2}. 22. X€ (=00,-2).
98.x t {(-3,-0,5),(4,00 )}. 22 *<={(-r-00»-1)40,1),(3,~> )i#
100.x £ {(-3,-0,5), (0,1), (2, «> )} . igi.xe[f-2i-0,5] ,B» )i
102.X £ ((-5,2),<3,5)} . 102.x € {(-oc ,-6), (-6,1), (2.8),(8,9)}-

104.x e{(-00 ,-8),(-8,-5], [V*0] . lo*.x € ~(-00,-2),(1,2)]-
106.x «{(3,4),(4,5),(5,9)}.
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8S.

122- 47 t -0,5» 108, 1;puudub. 109. puudub; 8« 110. puudub;
puudub. 111, 3» puudub; 3» 1. 112. puudub? Qj3;9, 113. puu-
dub; puudub? 4;0, 114. puudub; -1; 00 $ -1* 11g. puudub;
puudub; oot -co* 116. 1?7 O» 1» o 112. 1;°. 118. 1,5; -
119 .5« -3*5« 120.2; 0. 121 , 122 -1; -ac. 12£. @}
0. 124.1,25;-5* 125. V8rduse & tlestus. Olgu inf j-x|= a.
Siis teoreemi 1l pdhjal qq-x 3,a, kust x 4 -a; ja iga r»0
korral leidub seiline x, et a+ £)-x >a, kust -a-"14-a.
Teoreemi 1 Jargi on siie eup {x\= -a, mida oligi tarvis
tdestada, 126.Vdrduse a) tlestus. Olgu <inf \x}= a ja

inf jy] = b ja 00 suvaline arv. Siis x>a, j”"b, kust

x+y Batb. Samuti leiduvad sellised x ja y, et at+|>x:>a,
b+~>y >b, kust a+b+ £> x+y ~a+b. Teoreemi Il jargi on siis

inf {x+y] =atb, mida oligi tarvis tdestada.

Il peatikk,
8 1«

28» (“* »0)« 129»H - @,-2) ,(’2%$2)j(2, 00 )b
130. jo» 0s - W , H=, <)} 221- (-2,0]. 1"2. j(-00,-3].
t-1.0], [4,x]i»17.((-1,1),(2,00)] . 124. [- 1,1].

135. [1,100]. 136. [-2,0). (0.~ . 1££. Valem ei maars.
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funktsiooni. 1£8.j|j (n=1,2,...). 159.
KoOH 2 "3 ,... . Wr. I_—é,s] e (- 00, 00).

142. {(0.1).(1. 00)} . 143. QKX @), KO+1,+2,...

14~ j- + 25t , k=0,-1,-2,...}. 145. Valem ei mééra funktsi-

ooni. 146. Etan 22 00 ). 142. (2kX,(2k+1)Jr), k=1,2,3,....
148.fF1.4). 149. Valem ei mdadra funktsiooni. 150» Valem ei
mééra funktsiooni. 151» Samad.. 152 _Erinevad. 1534 Erinevad.
154. Samad. 155« Samad. 156. Erinevad. m - Erinevad.

158. Erinevad. 172* f(0)=0;f(0,1)=0,3081; f(-1)=1; f(2)=10;
MN=/*2 (®-2"-"2+3). 160.-0,5;~. 161. f[f(x)] =log(logx);
fLg()1=log X2; g[g(x)]=x4; g [F()] =log"x. 262. a) <M(-x)=
=1-x2;Y>(x +1) = -x2 - 2x ;iMX) +1=2- x2; f(g)=1-i

= (2xh). 0) YA (boeD)=
-X

</*X) 1-x2 h
T x#2 WX)*“E%}; A(;)é‘éf =1_—xi h -
= - 1o e 1n* £(-3)=2; f(0)=1; f(3-)=I3t; F()=|;
(T (1reeh) (-3) () (10) (¢D) I2
f(|0)=0. 164. F(— —)= - -'Q% F(_ 5):_1; FC £):1; F(a)=1;
3 2 2 4 n

F(0)-wl=X; F(§)=1: FE)-X=2-SI. 167. F(x)=x2-5x+6. 108.F(X) =

=3x-x2. 162. f(x)="% f<x)=1+2x2* 171* f(x)=

=sin 2x-x. 172. f(x)=x2-2, sest > 0=(</4)2-2. 173. f(x)=0,
rr X

kui x=-1 ;x=4;f(x) >0, kui xe {(-00,-1);(4f00)]| ; f(x)<O0,
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kui x €(-1,4). 22ft- f(x)™ 0; f(x) >0, kui xej(0,1), (2, L,
f(x) <0, kui x ®j(-00,0);(1,2)} . 175. f(x)>0, kui

XE(- 00, «O). 176. F(x)=0, kui x=0; vdi x="; Ff(x) >0, kui

x€.](-60,0)f (é’l)’(l’ 00)| ; f(x) <0, kui x£3£0,—3)_

122.. f(x)>0,kui xt(-00, 00). 2Z8* *00=0» kui x=-1;

f(x) ¢ 0, kui x*L(- |,-1). 222* £(x)=0, kui x=0j f(x) >0, kui
x£ (-00,-3); f(x)< 0, kui xc(-3,2). 180. y?(x)=0, kui x=0

ja x=2; ~(x)=0, kui x=-1 ja x=3e

§ 2.
181. Paaritu. 182. Paaris. 183« Paaris. 184. Paaritu.
185. Paaritu. 186. Paaris. 187. Paaritu. 188. Ei paaris ega
paaritu. 189. Paaris. 190« Paaritu. 221* Ei Paaris ega paa-

ritu. 192.Paaritu (viia juur nimetajasse). 193. f(x)=
(x-1, kui xc(0, 00 );

r-~ , kui xe[0,9),
=]| ) 221- fOO:vj
-x-1, kui x (- =0).

-X, kui xe(-9,0).

195. Paaritu. 196. Paaris. 198. O= 222" &= 200*1~= f-
201.0=J. 202. CJ=JC . 203.7=J7. 204.0 =JT. 205. ““=*.
206.tJ=12X. 207.7=4J1. 208.0=3. 209." =*e 210. Ei ole pe-
rioodiline. 211. Ei ole perioodiline. 212. Ei ole perioodi-
line. 213.0=23f . 214. Ei ole perioodiline. 217. y=(x-2k)p,

X €[2K-1,2+1] , k=0,-1 -2, ...
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-X>f4k, kui x £ [4k, 1-f4K),

218, y=<- (x-2-4k)", kui x £ jjl+4k,3+4k],
vx-4-hk, kui x 6.[3+4-k,4-H-k] (k=0, -

Zc" , ykahaneb piirkonnas (-1, oo ). 222. ywkasvab piir-
konnas (-1 ,00 ). 223« ¥Ykahaneb piirkonnas (- 1, ow),

224-. i kasvab monotoonselt piirkonnas (- oo, 00).

22F a) x = -y; b) x=2Fy=(- oo ,-4]. 226. @) x=~; b) x --,
2 2 e 7 7
Y-(0, 00). 227» a) x=- Fjr, Y=(0, 00 ); b)x=ify, Y=[0, c);
x=~{Jt Y=[0, =<). 228. a) x=-(3- fy+5)» Y=[-5» 00);
b) :4(3+ Vy+5), Y=C*5, 00 )» 229. x = log(y-1), Y=(1, 00 ).
C.

2"0. x=log,-£-, Y=(0,1). 27"1. & x=lOy 1-2, Y=(- 00 , @S
N Y

b) x=-2 Veos y, Y=[o |f]. 235. a) x=1+cos y, Y=Q-5c,0];

b) x="1l+cos y, Y=Fa;- j], 2£6. x=" tan(] -y)-3 , Y=[o0,JI»
237. x=- - ~tan Z, Y=(33t,9X).
5 5 6

t X, kui x t(-c—,1),
238. y= «oc, kui x £[1,18]
I log2x, kui x e[l6,00 ),
I arccos(x+1), kui x€£-2,-1),
222. 7 = j arcsin(—x), kui X€£_ifl)(

—arccos('i—x), kui xe[1,2)«
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-x-3, kui x£[-5,-2),
24£. vt .ilesanne 24%. 221- f(x) —I-1+ J4-x2 ,kui x €[-2,2),
~2x-5, kui xe[2,4].-
X=[-5/1] ,Y = [-1,3].
<2, kui xt(-00,-1]7,
f(x) ="-x, kui xfc(-1,0T ,

X, kui xe(0,2)f
|, kui x£[2,3],
41, kui xfe[3, 00).

273. V= 3tx(R2- SI), X=(0,2R)

0t(2R-x)2, kui xe[o,R] ,
274. 5= { XR , kui x e[R,3R] ,
Ot(6Rx-x2-8R2),kui X €[3R,4R] .

275. x~0,68. 276. x ™ 1,37; >X=t0. 222. x~0,86.

228. x"=-3, 2; X2=-2, d2=-3 Tx"=2, y"=3» X"\=3» Y=2<

279» x"Nj~-3,6, y~h —-3*1» x27 71 « 2,9»

yjSsi1,8i T4«-1,6. 280. 5Lk 72, yl= 1n= -5
fi.

111 peatikk.



284. N= \|1+M. 285—-N=J(1+fU8M). 286, N=InM. 287.

290. 2,5. 221. 1. 222. - & 222. 0.224. 2N,
p A4 T6
ro, kui lal<1,
296. |. 297. lim xn= <1, kui a=1,

1, kui lal>1,
~ei eksisteeri., kui a=-1.

298, 1-e”. 299.1. 300. 0. 303  Kasutada vBrdust -

k(k H)
c1 —————— ‘§04 Kasutada vOrratust -* <-----—-—- . 305.Vaadelda
K k+1 k2 KkCk+1)
avaldist 208- lim xn= |(1+ M+4a). 222- 1* 0

jal.211- 0 0a 2. 212. 0 ja 1. 212* -000a . £I1. -oojeo*.
315. - 00. 2A8- - 5 ja 1. 212* 00 « MB* O ja 1.212 00a

log 4. 320. a ja b. Jada koondub juhul a=b. 321. min”b,-")

a>1; - ooja oo ,kui a<-1; min(—z,b) ja max(1,b), kui a=1;

min(- %,b) ja max(é,b) kui a=-1. 322. -1 ja 1. 323./= fe
.b=1. 222 £:’5‘* 326. $=JTZ . 327.5=£ .328. =J71.
.E=£. 330. 5 =-3+ NO+£ vBi <M=min(ltM). 221. "= -2 ¢

¢ SE Vi i =min(li]). 332. =[("1*J1+6" ) VGi

£ =min(1;72 £). 333 <34(-1+ fuac ). 221* ~ = iile
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& =min(1;12 C). 335. J =- vdi *=min(1;30£f ).

1+6 t
228 £=-— £ vOi d=min(1;3£). 339. J=_2_.
52 t 5 VU
2i*0. $ =2H<-1+ I(I1+4M). 541. 5 =-2-_ 342. <T=— . 236. Vali-
1+M 2+M
da jadad da x -7 -
83.

357. -77. 358. 23.252. 0. 360. 2. 261. log 2.
262. 2 <282~ I* 264- 0. 272. 0,5. 286. 1« 2£Z- 1.5.
268. —n. ,262. % 220 0 221+ 1- 222. 5 221«

224. - 2. 12~. 2. 226. 2. 222- 3. 28. 2. 222. -3.

380. - 1. 381. 0. 282. - — .282* 0. 384. 1. 385. - 2.
386. 2 . 382. ~-2. 388» - ---. 389. - -. 390. 1. 391. 1.
4 3317 3 3
392. 5-222* 4. 22ft« 125- |« 28. 1. 397.st. 398. S.
399. - 2. 400. 0. 401. 1. 402. -. 402. 2. 404. -(z.
2 - e 2 8
405. 2. 406. -4. 402. "2» £08« *e 722* ~ A~ < 410. 0.
3
411. 0. 412. 1. 413. 414. 2. 415. 2. 416. e2.

— 5 -— 3 2

417. e. 418. e“®. 419* V'e. Teha muutuja vahetus u= fx
_ 1

ja astmenditajas kasutada valemit (7). 420. e 2. Kasu-
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tada vdriust ccl)s x = 1-(1-cos x) ja teha muutuja vahetus
. 2
X=2u. 421. 0 . 422, e . 42£. 1.

84.

425.& = 426. <£=1-nTw7. 42". " =min(1,tanf ).

428 .6 =1-cos L . 429.%$=1-cost . 450. & =1~cosf .
, kui 0<14 -.
3

455, N=£=22-£. 434, N=5r”", kui O0< ** 5. 435- N=2+ "M+M.
4 4 £ 2

f(1+)=5, F(2)=S. 4£Le S(0)=0, g(2-)=4, g(2+)=5* 4£2. h(0-)=1,
h(0+)=0t h(1-)=1, h(1+)=3. 44£. {a} =*- [a]; f(-1-)e-2f
f (-1+)~-1, Y(1+)=0. 444. ~ (-1-)=1, ~(-1+)=0,

"F(1-)=0, ~ (1+)*1. 445. 1. 446. -1. 447. 1. 448. -1.

449. oo . 450. -00. 451. -6. 452. 6. 453. 0. 454. 1.
455. 0. 456.00. 457. E& 478 . ab. 459. 0, kui a>0 vOoi b = o6:
oo, kui a<o, b>o0; oo, kui a<o, bvLO. 0,kui

a<0 vdoi b =0;00 , kui a>0, b>0; - oo, kui a>0, b<0.
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461. 1. 462.00. 463. -00. 464. O 465. 27. 466.«,. 467 . 6-
468* 1. 469. 0.422.0,25. 421. -0,5. 4z2. 1* 475. .0.
424. 0. 422. 45 . 426. -0,2 . 422» (0] dao00 - Uzs* 0,5
ja -006. 422. 3a -1,5.480. 0. 481. 0. 482.0.
483. m=1, n=-1. 484. m=1; n*-0,5. 485. m=-1: n=0f5»
486. m=-1, n=0. 487. Viia avaldis mx summa mgrgi alla ja

£ .
kasutada omadust 1) paragrahvist 3; m=r 'fl}lz, n=zL- .

k=1 2 {i
488. 5. 48". - 490. €6 401. e 4ff2. e. 493. e.

85.

494 . M= o( ~n). 495. Sama jarku. 496. Sama jJéarku.

497. oCeo(”). 428. Sama jarku. 472* *m<>(/*)e 307.°<™1-jL,

1 25
k=]. 5C8. * , k=]. 522* * (x) -2x, x -*0, k=1.
J> 5
510 .ck(x) ~ x, k=1. 511.«*(x) - - -, k=3* 512. «x (X) =
=( 1-x-1)--, I§=".3 5"35 oL(x) ~"Tx , sest >11+2x=

=l4x*o(x); k:’ﬁ. 514. cc(x)~ g\x, k=1. 515. cc(X)- J3x2,k=2.
516. d(x)~], to=l. 517-o0c(x)~x N33 k=1. £18. oc(x) -

- "3(1-x), kui x -*1-} k=2. 519. o (x) ~ *(x-1), x-1, k=1.
4 3
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31,5
520. c<(><)~! \13(2x%«-3), x-£+, K=2. £21. <(x<)— 4Y-) »

>0, K. 522. « (X9 DX— a®, KX 523« 5»  B2ft*

525. 1. 526. 15. 527. -1. £28. 1. 529- - £. 530. |

(b/0 , sest tan 0=0). 551. w. 552. %. 533« 5» 534« 0.

533. -1. 536. - ap. 557. 0. 538. 1. 539. -1.740. -1.
3

NM1* -3 £42. £ ("332-B2). 543. cos™a. 544./°S8 C03.- .

277* 1% 272* 2. 547. - 2 . 548. 0; kasutada vérdust

lig, cos f(x) = cos lim f(x) ja teoreemi 7 1k.101. 549. 1.

5 1 2
552» ~ 2% mis 2/\2* kasutada teisendust cos x =
=1-2sin” . 557*“2. 554_ - j; vOtta tanx=1+z ja kasutada
valemit 1+tan” = cos“2x.
§ 6.
563. a=-1. 564. a=-1, b=1. 565. Vasakpoolne. 566. Va-

sakpoolne. 567» Parempoolne. 568. Parempoolne. 569. Parem-

poolne. 570. & = e 571» & - 572.5= ~»573» &= L.
i —- 7 31

57U« Ax 75 = 2709* Lahutades ja liites avaldise
x"sin®, saame f(x)-f(xF)=(x-x")sin--+x i(sin-L-sin?,) j

S=-L~ .o222. f(1)=1. 578. F(-1)=3. 579. F(7)= - ~.
1453C -4 — 56
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£80. Ei saa. $81. F(0)=0. £82. f(1)=0. 38?. Teist liiki

katkevus punktis x=0. 584. Hipe punktis x=0. 585. ~eist liiki

katkevus punktis x=0. 586. Kdrvaldatav katkevus punktis x=0.

587. Teist liiki katkevus punktis x=0. 588. Kdérvaldatav kat-

kevus punktis x=0; teist liiki katkevus punktides x=-1.

589. ~eist liiki katkevus punktis x=3. 590.Hupe punktis

x = 0. 591. Teist liiki katkevus punktie x e 1. 592. ffiipe
punktis x s11. 593. ffiipe punktis x * 0. 594. Kdrvaldatav

katkevue punktides x = ft f wis k* 0,-1,-2,...

1V peatikk.
§1.
595. [1>=999; [hy=3* a [yt b ya@ikl).
598 e 1 601. -
602. —sinx« 603. —e~"~« 604. - —_ .605* 606. O
cos X sin x
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620. - e 621. 2ex(x+1). 622. x4eX(5**) e

62£. --"— N2, 624. 2e2dexi2-e“3< Kasutada vOrdust e~-f
X/\
+3X+2+e“X=ex (ex*e2)+ e 625. 5X [x2In5-2(In5-1)x+2(In5-1)] .

626. 1+Inx. 627. 2X---—— -r - 628. el»<)xM2J1»
Inx In X X
¢ - 2-=-_ 622. 2x lok x+ - . 630. 1 x_1
xg }5? 1°2X log2xIn2
2
631. -———— ———-_ 632. 1. 633. ¢ 8In8. 634. 32-
x(1+Inx) 2 X 4

-3xIn3. gg. e>@BLln33ln|x|d. 6'6. CHXbx~—- -fyj.

637» - A~ 638. 2cosx-3sinx. 639. —_ .
X X sin22x
640« t2sint« 641« 0. 642. arcsin X + ——-— - —2—
fCzZz 1«2
ol 1
643« (u cosu-— S|nu)(—2 _~n~)« 644 .- -m
sin 1+cost
64N, ————me T — e 646« - ~ 77272-
(cosx + x sinx) -
642. —————- JE -

2(arcoos x) V1-x

OR 00« ——f-—— — . 642. * ota. 650.
sin2* x-1)2

651. — t;- + —=N e -+ -J=. 652. 2cos2t+8t-fl.
ch x sh”™ Inx x In2x N
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8-, sa. 1! !

z=-JiS-atob.s Jiog (i«) (c >0).

X Jx27
657. 5HE- Y A7 kUl X< =~
(1-xn) = 4}(2X, kut x>0.
[-1» kui xd ; /1, kui x<1;
sa. ¥ -ja**, tel I*x«a, 660.y, L kui X)IL>
t1, kui x > 2; "X

661. y =0, kui x AQO0; punktis x = 0 tuletist ei ole.
662. y*=0, kui x ei ole taisarv. Kui x on tdisarv, siis

tuletis ei eksisteeri. 665. y"3 I'""1*  x<0* Punktis
I 1, kui x >0.

x=0 tuletis ei eksisteeri. 664. y"=I1-"17lcui x < “» Punktis
(1, kui x>-1
2x, kui x >1, x<-1;
x=-1 tuletis ei eksisteeri. 665. y*=(_2x kui -17x<.1.

Punktides xal ja x=-1 tuletis ei eksisteeri; Yy (1+)=2,

2x, kui x>0,
J*(1-)—2, Y'(-1*0=2, Y4-1-)—2. 666. y"=|_2x] kui x <0:
(2x-5, kui x<1 vdi x>27
Xa{(-o00, D). 667. j .. Punktides
( ) wjl5—2x,kui 11ix<2.
x=1 ja x=2 tuletis ei eksisteeri.

r1-3x2, kui x <-1 vOi kui 0<x<1;

668. v * ) ) )
Ix2-1, kui x >1 vOi kui -1<x<0;

X * {(_00’_1)1(_1’0)’(0’1)1(1’ - )} -
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| kui > Q
669. Yy =\ 4
-2 kui x<Q X=(- <>, B).

3 N
—kui x>0,
670. Y'2x, X=(-ap,ap). 621. ¥ =i <

-1, kui xQ
>

X= (-=,0),(0,00) . 672. =~ kui xe(so, -f£)

(2->2)2  vdi xc(/2, C)e
n),(- 42, /72),( 42 co) .

I kui >1;
621, = r X = 0,1),0, ap)}.
( kui >&(0,1)» {.H }
624. v ={ kui XE£0»°°) voi Xt(—»p -1),
I- kui x e (0,1) voi xt(-1,0)i
X = {(-00,-1), (-1,0), (0,1), (1,00)}

¢ x~Tna ~ loBR2a» kui »1)»

- XTBa ““ loS2a* kui xfe(*7b=)»
625- ¥ =<
2

¢ logna, kui x e (0,1),
x Ina

V. ~i" ¢ log2a, kui xe(1,7);
X ={(- 00,-1),(-1,0),(0,1),(1,»0)}.

676> y _ - cosx, kui x e((2k-1)* ,2kE™)) ,
{ cosx, kui x € (@<3r,(k*1)*r) -

X ={(kot ,(k+1)*r)J ,kus ka0,-1," 2,... =
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t  J-sinx, kui x c(2kJr- 2+ M),
677. y» =j"'

;in, kui x e (2k + xx 2f);

X = (2k - 2k+£) ,(2k +°,-"+2k5t ), kus k=0,-1,-2,.,.

cosx - x sinx, kui x£ {[0,?3, [l -*. L L,
678. y* = [- ZS|2W , . K=0,2.......

-(c-sx - x sinx),kui x€j(-",0);(*2r5E,-2fc+Z ar)f

(- &, - ---2jc); k=0,2,....
2 2
Tuletis ei ole mddratud ainult punktides x = K2, kus
kui |xU1,

KoOon paaritu taisarv. 679.
kui >>1,

-1, kui  x <.1.

Tuletis ei eksisteeri punktides x = -1 ja x = 1.

660, yt _ (0, kui -1 <x 40 ja 0<.x<.1; ) )
Tuletis ei

i-2x-2,kui | xI>1.

eksisteeri punktides -1 ja 0.

1 —-—kui x 3 .s=c),
cos™X  sin”x
681. y*

— -~ ——, kui xt((k+M)A J
< 2 2 4 2
Cos X sm X

X ={(k*, (ka)* ,(k*I>% , (k+1)»], kus ke0,21,%2,.
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X COSX — SINX 1i x £(2k3t, (2k+1)3t),
682.

- 2 £285-= 8" , kui xc((2k+1)E, @E<D3);
X2
- ( (2kuc , @< rT), ((2k+1 K ,(@<D3Cjj, kus k=0,-1 ,-2,...

683. 12(3x-5). 684. (x+2)(3x+4). 68E. -20(5+2x)9(3-4x)19

-1
(12x< +17). 686 .-—-—-——. 682. ““-(3-2x)""T 688. -20x0-x2)*
2 M-x 5
2

689. . 690, —————mm , kui x I<Ial.

N1+X (a2-x2) (a2-x2)
691. 2X2.\"  kui i AL

1 x6 M-x5

692. 1+2. BRtiiliasS- ,tuix> . 622. -1
8 VAT Vx+~VA (1+x2)

694. — -—— , kui . 622* coat - 2sin2t.
(2*-1)8 2

696. (2C0S2- 1)\ 697« -"2coO8< sindx. 698. 9 coe(3x+5)
sin(2 2=30)

699« — — —— —_ 4 2005 cesxCl+ranx)(sjinx»x cosx)-x tanx.
>Tx(1+x)2 (1+tanx) cos X

701. - 1+cos”x

3 NJ(1+x2)2sin2V 1+x2

* * *

kx0,"_1,-2, ... .222» 1+tanbx, kus >a8C , K=0,-1,72,...
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704 . cos(sinx) cosx. 705. [\ ~tan™ cos2"]

706. n sinn“sxcos(n+tl)x. 707« n aAT1xco3rH)x.

708. Jsin2x cosx asinbxlna. 222* 325* 3XIn2 Inj.

710 . cos(eX *5x“2) ex245x”2(2x+3). ZU* -12.101°Sin45xIn10.

>JInx _ X2
e sin3x aE3x 212* -————— e 713»"rx e a”Ca”x2).
2x VInx a
£14. -— . 2" ex[l«eX(1«®e )]

6x_3/1" 342
(1+e )V [arctan(e )

716. y(Irg)——~) (x>0). 717. av~rfax~a~lna+al aa*In®
X

718. ————-————- L0212 - - . 720. ech2xsh2x.
X ch2(Inx) 2ch2x \ futA
721. th3x. 722.---2 x>0). 723. — 724*
slrx ch2x chx
725 . -——-2220227 77726 "% *chx. 727» arcsin x. 728. ———- 5-.
~ r Ychx-ebx 2(l« >
729. ————- HE2EBX ———=====~ 720. _sg_ . 251-——---
-—5 b 2 lan 0 «*)2
\1 -x \}i—(arccosx) ¢ «*)
732. — —il-——-733. (x >0).
MNM-2X2% (1«0 "2x(1-x)
22S- 1 U n CWMM) . 225» .

27§- CW>1) W “ ib



738. (Ottxui). 222- - (x"0). 2fE-

2 LY
arctan J 4 ? ~*x2)fT? <““+b) 1>1n 2 @ab)]

2f£. [x log”x logjClog”x) Ir~nCIn™))] . 2Zi- - ~=8§=
X N1+1n2x

745, (l«r2( W r 1. (x>-1). 28* s (o).
X -

T747. ME* T7===-« 749. ————-—— (x>-1).
3x -2 5 Vx2n 2(1* Vx™i)
750. — — Ax-2k7C |<3> k-taisarv).
CcOSX
3
751. - -— (*/ 272 _xt k-taisarv). 752. - (x>0).
CcosX N A

755. 2sin(Inx) (x>0). 22t* In(x*J1+x2).

255. . Asin 2«|W » -1- . 256.-[(x2.2«2)arctan -2_]"\

257- - . 228 Tr151 2. 2S2- o.
M+ein”? In x

760» — ~ :A~ 761. ——————— — = 762. 2cos2x - 3sin 6x.
2vx(*-x) Qsi‘n X \/co& -

262* - #A.——— (X >e, X 264. - = (- £-*k3axxx <- #kx,
x JInn-1 0 Cc0S2X 4 4

k-taisarv). 26J. 7===-. 266- - «—————- .25 = |
Va +x COSX VI*x*

2SS- V - 29- . 220. — U -.
<l« 2) 2.(wW)



ZZ1* ~Cl+inx) (x>0). 772. xsinx(cosx Inx ¢« *"j~) (x>0).

ZZ1- (sinx)¥+cosx(cot2x - In sinx) - (cosx)"*8%l*.

(tan2x — In cosx) . (0 <x - &< k-taisarv).
2

m - [inCi4) - -1-] (K -i, i>0).
X 1+x
775, ——— ——————— fo———— 2——— 13— 1 5 <11.
2 (X - 1) 2<X-2)3
12 __
276. XxX* 1-inx X>0). 227- 2= -————- M= 221 d(xi-"i)2
(1-inx) (x> 0) ey 1 221 ded-h

(x>-1, >x0. 2z8-[IHx + 1QCInx)] (Inx)x.

J21 2
779. (3+2x2+2xcot2x)x2ex sin2x. 780. -

3(x-5)4 >J(x+1)2

(x*5). 281—
1
785. x A~ (2+Inx). 784. x3“1**~1l+alnx)+axxa (1+Ina Inx)+

J—-0oL — —
3x(1-x4) \(x2-1)2 X In)2(x

+ xxaxx Ina(1+Inx) (x >0). 28£. USzifll I>-2lm2x+
Inx+1 L

+x Inx In(Inx) 1 (x>1). 788. j= "'V . TR, SLsl ¢

2+V2 u2+vz2

790. Ofv~ (- - -i Inv). 221. _HUE2 . 222. 2xf»(x2).
uv 4 v Inu ulnu

793. sin2x [f Asin2x) - f»(cos2x)] . 22ft- ef(xX) [exfe(ex)+

¢ T 0O)F(ex)] . 231- f*Cx) T T[FX)] f* (F[FO]" . 28* " (x-)=

mfl(x+)=sgnx, kui x/0. f 70-)=-1, f*(0+)=1. 797. Ff(x-)=
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1 1
1+(l«)ex
= fr(x+)=— J-——- (x~0), f*(0-)=1,ff(0+)=0. 798. a=2x0,
(1+e*)2

b=—x2. 222* — -—— . 800. Nl1l-x2e“arcsinx. 801. -2n
o 1-—1coB X 1—X

2

802. — 803. — s. 804. rj=. 805. £. 806. — L5. 807. 222
1+x 1l+e \Y% ay X—=y

808. (x>0, y=>0). 802. 810. -u-, 811. ~—.
2 2-y N
X~ =xylnx y

§ 2.

812. @ y=nli(x+); y=- —’2‘(x+1); b)y=3, x=2; ¢) x=3,
y=0_. *i.d)(2,]:; b) (0,2). 814. 3L. B8I£. arctan 2 J1 ~70=30»<

817. |!]. 820. b2-4ac = 0. 821. - . 822. Ll&. 82£. v2=-yvr

§ 3.
824. y = 2xAx + (Ax)3 dy=2xdx; [Ay(1%*0,1)=0,21j
Ay(1;0,01)=0,0201; dy(1;0,1)=0, 2; dy(1] 0,01)=0,02.
82£. Af(1)= Ox+3( x)2+( Ax)3* df(1)= OAx. a) f=5,1* df=1;

b) Af=0,131. df=0,1; c) f=0,10301, df=0,01. 826. —

72
822. - f7- 628- *m822. - "~ Cx"0); 8J0. _H=.
VXx+a
821« e« S=-dx (btdlal). 8~2. — (t/x1).
(1-02
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853. ————-—- (X/EEX\ k=0,1,2,...). 824, ————-— ——mmm- +
2stn” (1-x2)2" iarc8inx

* 2arc”_J dx (x/o, ixt<l). 821. (1-«)exdx. 836. xsinxdx.

1+x2
83?. t=5~*. 828. - L (**». W - d* (i>0).
17~ 2 x4 * *
840. . 841. —~ — — (|3 >1). saz2. vwdu+mrdv+ovdw.

N

ydu-2udv (VA 0)e 7 udu*vdv  (u2+v™ 0)e

- (unrv2)*
845. HdufSdv (u2+v2>0)# ~ vdu-udv (u2 « ™ 0)#
tfw* U +v
847. s (cosx - . 848. - tan2! (><‘—|2—|-|<<FI k-tadisarv).

849. —cotx (x"23C, k-taisarv). 820. -1. (]xI<.1). 8£1. 1,00
851. 1,007. 852. 0,4849. 853. 0,8104. 854. 4,950.
855. 0,7702. 876. 0,46676. 822. 1»070. 88. 1,04139.

859. 1,64872. 860. 1,0358.

8 4.
867. . 868. 2e"x2(2x2-1). 8609. (x/2--'*,
(1«2)3/2 - coss5, 2
820. £Ss2%7*iNasi (F(x) >0).
f2(x)

871. - ——ilriE . 872. xx [(Inx+1)2*



|+n(p+x°)

) . *558 *Xxs00 9-t1- 'lZq
*Toq-p~T 2U uTu-T

4 ==4 H{T-00 ee= 6*0U“<TV sn4 < illf TCN-)2 5
M e oL
F«omm™
e(u>*) - ~c-5¢?7°°TZ5i: -55@ (0™ ) Tr'aAiaTiAaé " *ibe

X N9 ) o
*5 *069 -—-TE~ *683 *0=AA i J9<fi(g" *BBB

"W 4 rrrn) r—(rA+m) [(rpenrp”) (r/AHn)*rap(ra_rn>*

Yy pPTv-mpar-n)] »Z288 <(mmPorimP)torfB *988 *(O )

£ N /V = V *X2UTS2q)
Y HO TR *ngg  *nxpx~UTs qir~q-“£} *88
i =AY L

IXPRerpal)]xx -l * ~p ---TS$88 *O<Xx)

> E-ULE + (xaD”r-CxuT).,"N = jii*
X
ee([X0D.J - (XUT),jJ 2_ = ,~*088 *(>0). >0+(>D), a3 +

¢( O .-".m X t()IIX3+ 02" *7r8 *(")»J -

X c* x 9% X Cx X X
"CN) N <Ide*— - =« N ¢ (9,3~ =,/ -8Z8
(9, a1+ (9 ,» ~ x8=, 1PN +(rx), < 17= -778
Jamatn + N+ rritoa+ 2Jn] 1 W
«(0 < PAHF) | (rrvrm) .

2
«(0< /1) FP: - =&l ra *(Crwarpr *?2Z8



826. 1sL~JSazD . (X<1). 82Z. 27 1cos(2x4H5).

<1-2x)n4 2 2

828. 2- £1 jinx _ vy 1{ (x> 0). 822- 120dx5.
x1141 I i=li-

9Q0» — — —-dx3(x>0). 901« ex(Inx & — — -% - -"N)dx4.
8xN/x X X

902. eu(du4+6du2d2u+4dud3u+3@2u)2»d4ul 903. 2udlOu+

¢ 20dud9u+90d2udéu+240d5ud7u*420d4 ud6 u+252(d5u)2.

204.  28F- - 27<afs & £h. 205. Si fa**1e(.-1)*]
3

vr u u
906. f(2k)(0)=0; fC2k+1)(0)= .3 ... (2k-2)2]2, k=0,1,...
907. n(n-1)an“2. 909. x*=2 x"=- ;XU
7 (¥)3 ™)
220. - 211« 22X~ N Y, TL+Y))2+ x4(1-y2)] =
Yy ¥ 1*y2*  (1+y2)3
912. 913. - 3™ adsek2.
X-y OXY)2 18
8 5.
- - - - * - _—® §2*% <
915. 29_1_6 2. 917. 3 918. 5 922 3 212

221. 3. 222- =x222*% M2* 2ftr 1. 925. 1. 226« -2* 927.1
3 5

928. & 222« 1* 222« g in a. 221* QSb)Z« 222. 2. 222- é.
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2ffc. <% 227« 7 936» Q. 937» 1. 938. Q. 939* kui
0<n”™l; oo kai ny|. 2fjo. 1 , 941. 1. 242_. 0. 943.00. 944. -1.

945. 1. 246. B . 947. . 946. 1. 949. . 950. 1.251* 1~

2£2*%«2 . 251« 1*254. 1. 255. m%. 256. 1 . 252. 0. 258 .<~.
B e

’

959. - .260. 1. 281. 1- 962.00. 963. 1. 964. O. 965. 1.
e

966. 1. 967. Q 968. 1. 969. -OO.

V peatikk.

§1.

970. Kasvab piirkonnas {(-BO,-2),(0,2)| , kahaneb
piirkonnas [(-2,0), 2,*<)]. 971. Kasvab vahemikus (e,00),
kahaneb piirkonnas |(0,1),(1,e)] . 972. On kasvav. 973.0n

kahanev. 974. Kahaneb vahemikus (- oo j3), kasvab vahemi-
kus (3»<< )e 975. Kasvab piirkonnas {(-<=<,-1),(1, 00)} ,

kahaneb vahemikus (-1,1). 976. On kahanev. 977. Kasvab

vahemikes (- , — ¢ &), kahaneb vahemikes (
2 2 3 2 32 2

(k=0,-1,-2,...). 978. Kasvab piirkonnas {(0,2), (4, 00)} ,

kahaneb piirkonnas j(-<*,0),(2,4)} . 979. Kasvab vahemi-
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e (0,n), kahaneb véhemikus (n.<x>), 98Q» Kah&aeb vahemi-

kus (-00,-1), konstantne Idigus [-1,11, kasvab vahemikus
(1 ,o0a), 981. Kasvab monotoonselt, kaevab vahemikes (0,")
ja (ac,”* J1 konstantne Idigus fg»*]. 982. Kasvab piirkon-
dades (-00, -1), [-1,1] ja (1,0e ), kogu piirkonnas (-oc, »)
ei ole monotoonselt kasvav. 983» Kaevab monotoonselt, kons-
tantne poolldilcudes (=3¢, - * } Ja [2 ,3r). 989. Kasutada
vorratust ein x <x, kui x >0. 222- Kasutada vorratust

x<tan Xx, Kkui 0<x<-2. 991. Kasutada vOrratust (lesandest

989. 992» Tuvikb tdestada, et t(x) >t(j) vahemikus (0, 2]),

kas f(x) a - F . 994. Kasutada voOrratust lesandest

992 . 995» Kasutada vOrratust naitest 4»

S 2»

998. Maksimum kobal x B0» 999. Maksimum kohal x BO0»
1000. Maksimum kohal x « 0. 1001, Maksimum kobal x = 0.
1002. Miinimum kohal x B1. 1003. Miinimum kohal x B Kt
&B0,-1,-2,...). 1004» Miinimum kohal x B0» 1005. Maksi-

mum kohal i s kt , miinimum kohal Xx _B(KO Jar (k=0,-1,-2,

]
»»e)e 1006. Maksimum kohal x a (k¢ miinimum kohal xskft

&kB0,-1,-2,...). 1007. Maksimum kohal x B| + 2KE,
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miinimum kohal x = - £2 + 2kar (k = 0,-1,-2,...). 2008. Eks-
treemumeid ei ole. 1009. Miinimum f(0) =1. 10K » Miinimum
f.(0) = 2. 1011. Maksimum f(1) = - KO. 10T2. Kohal a= -1
ekstreemumit ei ole. 1Q13» Kohal x s 1 on makslaua f(1) = 4,
kohal x =5 miinimum f(5) - -28. 1014. Lokaalne ekstree-
aua puudub. KO15. Kohal x = 0 on miinimum f(0) = 0.

1016. Kohtadel x = - 1 on miinimum f(-1) = 0, kohal x =0
on maksimum f(0) = 1. KO17» Kohal x = 2 XI3 on miinimum
f2 N3 =73 » kohal x = 2243 on maksimum f(-2 /3) = -"3«
1018. Kohal x :; on miinimum f(’g) = - é' 1019« Kohal
x =1 on miinimum f(1) = 0, kohal x = e on maksimum
f(e-2) = 4e~2. K020. Kohal x = on miinimum £ =

= (&b)2. K21. Ekstreemumit ei ole. 1022. Ekstreemumit
ei ole. 1023« Kohal x = 1 miinimum g(1) = Q K 24. Kohai

x = — 1 maksimum h(- 1) = 0. 1025« Lokaalne ekstreeaua

puudub. 1026» Kohal x = 7 on miinimum f(g) = é%é kohal

x = 0 maksimum f(0) = 1. 1027« Kohtadel x = (k -
o

(=0,-1,-2, ...) on miinimum Y= , kohtadel

X = (K+ -)¥ (k= 0,i1,-2, ...) naksimvB y= 2—5/1 .
6

1028. Kohtadel x= (* ¢ 29X (k= O,-1,-2, ...) on maksi-

kohtadel = (¢ 219 (K=0,-1,-2, ...)
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\ * 2kal
on miinimum y= - e e K029. Vaadelda abifunktsiooni

g(x) = y’.77 - 3x_ + 8 lokaalseid ekstreemumeid. Funktsioonil
f(x) on kohal x = 0 maksimum ja kohal x = 2 miinimum.
1030* Vaadelda abifunktsiooni g(x) = ¢ 4x~ + 30 lokaal-
seid ekstreemumeid. Funktsioonil f(x) on kohal x = -3 mii-
nimum. Peab olema g(x)>0. HO31. Vaadelda abifunktsiooni
g(x) = xN + 8x" ¢ 40 lokaalseid ekstreemumeid. Peab olema
1 A g(x)>0. Funktsioonil f(x) lokaalseid ekstreemumeid ei

ole. 1032. a) max f(x) = f(5) - 266; min f(x) = f(1) = -6;

x£[-1,51 xe[-1,5]
b max fCx f(12) = 3745; min f(Xx) = f(-10) = - 1579.
) £ [>10, 12)J (12 x6C—IO(,]2)] 19
1033 max f(x) = f(4) =2~ » min f(x) = f(0) =
Xc X 5 X £X

1034.  max £0O = f(-10) = 100; min ) = F(1) = F) =0.
X

xeX

1035. max f(x) = f(-1) =X ; min fXx) = f(1) = 0.
X ex X a

1036. max f(x) = f(- 2) =1, min f(x) = f(0) = f(-Jt)= 0.
X e X 2 XC X

1037. max f(x) = £(0) = f(-X) =0, min f(x) = f(- -)= -1.
xtX X 6 X 2

1038. max f(x* = (- 4) 5, min f(x) = f(S)
X & X X CX

1039. max f(x) = f(0) =
XfcX

1040. max f(x) = f(j51), min f(x) = f(E>rw)»
xeX X EX

, min f(x) = f(1) = 0.

*«=X

A

1041. max f(x) = f(*) , min f(x) = f(- £).
x€X() W) x€X() (3)
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1042. max f(x) = f(-&), min f(x) = £(0).
X E£X 3 zel
1043» Vaadelda abifunktsiooni g(x) = (1 - x")(1 * 2X*) glo-

baalseid ekstreemumeid piirkonnas, kus g(x)>0. maxxf(x) *
X €

=f(i h =2, min f(x) a f(-1) = 0.
8 x X

1044. max f(x) = f(1)al, min f(x) ®f(2) =2 - In4d.
X eX X€X

1045. max f(x) = f($0- fg-) =\ , ain f(x* = fCo) =
xfex() (b az) =) th( )

= f(») = f(X) a 1.

1046. mixxf(x) = f(0) a 1, globaalset miinimumi ei ole.
xfc

1047» Globaalset maksimumi ei ole, min f(x) = f(0) = -1.
xX* X

1048. max f(x) = f(1) a 2; min f(x) mf(-1) a - 2.
“ Xex * XEX 2

1049. max f(x) f(k m] (k =0,-1,-2,); min f(x) a
X £X 2 X « X

= *) =2 (ka 0,-,-2,...).
1050. Globaalset maksimumi ei ole, «in f(x) a f(-&-) a
X X a*D

a(ath)2. KO51« mafo(x) = f(Z) = 1* globaalset ai 17N
X C

ei ole. 1052. Globaalset maksimumi ei ole, »in f(x) a f(1) a

- xex
f(3) =3« 1Q53. Globaalset maksimumi ei ole, min f(x) a
X cX

= f(0) = 2. 1Q060. 6 ja 6. 1061. 3c®, 6 om ja 4 cm.

1062. jj™e6 +0)"0,70. 1063. *0,80. 1064. VSv?Z=

3@5. 20~ cm. 1066. Silindri kérgus on ~  ja pdhja
3 <3
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raadius on R J& 1067. R2(1 +45* 81% kerapinnast.

1088» Koonuse kdrgus on % R. 1069« 23sJ- . 1070. (- ~_. , ™).
3 - *5 - /3 v

1021. (1,1). 1072. /E\ . 1073. . ja ~’\5L. 1074. Rist-

kiliku kuljed on a V2 jJja b V2 ja nad on paralleelsed eilp-

si telgedega. 1075. Kaugusel 2, ringjoone diameetrist.

4 2m m5 2
KO76. 1 SZ t*1 t 38 min. 1077. — 2 see; 4
43 3k k~ seed
078 min P = ~~r» Kkuiot= arctan K
nra2
8 3.

1079. Kumer vahemikus (-ct0,2), ndgus vahemikus (2,00)f
punkt (2,24) on k&&nupunkt. 1080. Kumer vahemikus (-00,4),
ndgus vahemikus (4, oo), k&anupunkte ei ole. 1081. Kumer
piirkonnas |(-6,0),(6, oo )} ,nbgus piirkonnas |(-O«, -6)»
(0,6)], kohtades x = 0, x = 6 ja x = -6 on ka&anupunktid.
1082. Kumer vahemikus (0, oo ), ndgus vahemikus (- oo ,0).
Kohal k= 0 on k&anupunkt. 1Q83. Kumer vahemikus (e_l,»?),
ndgus vahemikus (O,e‘%), kohal x = e% on k&anupunkt.

1084. Kumer vahemikes (M + kg + kx) ja ndgus vahemikes
(-~ +k£E; ~+ k) (k=0,-1,-2,...). Kohtadel x =

=-"N+ K x =N k"ja x =~ + k3r( w0,-1,-2, ...) on
kédanupunktid. KO85. Kumer vahemikus C~»00 )» ndgus vahemi-
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|CB(*00'1)1 kohal X e - o—lkaéf]iupunkt. 1086» Kumer vahe-
mikus ( - ~), nogus vahemikes (-00, - J) ja (—,0=)l
12 V2 {2 12

kohal x = L

42
on ndgus, vahemikus (-2e<®>) on kumer; k&&nupunkt on (-2,0).

on kdanupunktid. 1087» Vahemikus (-00 ,-2)

1088. Vahemikes (2wu1, (2k ¢ 1)x ) on négus, vahemikes

C(2k - 1)X ,2k5t) on kumer; kohal x = w» on kaanupunktid
(ka 0,-1,-2,...). 1089. Vahemikes (-<», - "/3) d* (0,”5)
on ndgus, vahemikes (- I=>0) ja (™3 ,00) on kumert kaanu-
punktid on (- \IJt 0) ja (0,0)» 1092. (~, 2 - 2kX)
@(<H0-1,-2, ...). 1022. Cjl, »), (- ).

5+k5c¢
(1,In 2), (-1, In 2). 1095. Kohtadel e~ (k=0,=%1 ,%+2,...)

cn kaanupunktid. 1096. (0,1), (, |Jy)- 1098. h =

1100. a= - A, b =

S 4.
1101. x = 2; y=0. 1102.x =1, x = 3; y=0.
1103. x >k- 2i y= 1« 110». ye x. 1105. x5a0 yal.
1106. xa-1. 1107. xa-€e€"l» yax+ B1. HQ8. y= 2+
052 — parempoolne; ya2><—*2 — vasakpoolne. 1109. y= X
- parempoolne, y= - - vasakpoolne. 111Q. yal - parem-
poolne, ya-1 - vasakpoolne» 111l» ya?2. 1112. x=Q

y= O - parempoolne, y=1 - vasakpoolne. 1113. yaQ
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111£. Paaritu funktsioon; asimptoote ei ole; maksimum-
punkt x = - A3, miinimumpunkt x = /=3» k&&nupunkt (0,0).
1118. Paaritu funktsioon; aslmptoot x = 0; ekstreemumeid
ei ole; kaanupunktid (-1,2) ja (1,-2). 1119. Asumptoote
ei ole, maksimumpunkt x = 0, miinimumpunkt x =2; k&anupunkt
(1,-2). 1120. Paarisfunktsioon; asimptoote ei ole; maksi-
mumpunkt x = - N3, miinimumpunkt x = 0; ka&nupunktid
(1, £). 1121. Asiumptoot x = 0; miinimumpunkt x = 1; kaa-
nupunkt (-72, 0). 1122. Asiimptoodid x = 0, x = 4, y= 0;
maksimumpunkt x = g; kdanupunkte ei ole. 1123. Aslmptoo-
te ei ole; maksimumpunkt x = 3* kaanupunktid (0,0) ja
(2,%§). 1124. Aslmptoodid x = 0 ja y= -1; miinimumpunkt
X . -V™* kaanupunkte ei ole. 1125. Asiimptoodid x = 3 ja
X + y-1=0; miinimumpunkt x = 2, maksimumpunkt x = 4;
ndgus vahemikus ( -00,3), kumer vahemikus (3, <)* Kaénu-
punkte ei ole. 1126. Asimptoodid x = 1 ja y = 0; maksimum-
punkt x = -1; k&&nupunkt (-2, - ~). 1127. Asilimptoodid
x =0, x =1 ja y= 0f ekstreemumeid ei ole; kaanupunkt

n
(- 10)i 1128. Asiumptoodid x = 0 ja y= 0; kahaneb piir-



konnas {(-00,0), (*, oo ja kasvab TaE<@auk« (0, M)}
saxaEnumpunkt x = g% kdanupunkt (2,; . 1129« Aslaptoote

ei ole; graafiku otspunktid (0,2) ja (4,2)» aaksimoapunkt

x = 2; k&anupunkte ei ole. 1130. Paaritu funktsioon} asiap-
toot y = 0} miinimumpunkt x = -1, maksinumpunkt x = 1; ké&a-
nupunkt (0,0). 1151. Aslimptoote ei ole} makaiauapunkt

X = - i%; miinimumpunkt X = 0} k&&nupunktid kohal x * -1
ja x F|3§Z%£"2. 1132« Asimptoodid x s:10 ja 7 * 1} kuha-
neb vahemikus (- 00,0) ja (0,<»)} eketreeacaeld ei ole}
kuaer vahemikus (-00, —ﬂn()gus vahemikus (—}‘O) ja
(0,00)} ké&&nupunkt 1133. Paarisfunktsioon: asiap-
toot 7 * 0} aaksiauapun?{t X s10} kdanupunktid (t /—}2 l;(z}-
1134. Paarisfunktsioon: asiaptoot 7 sal1} aiinimumpunkt x=0;
kd&nupunktid (- e N )= 1135. Aslmptoot 7 sa0} aak-
simumpunkt x s11} kdanupunkt (2, g»)« 1136. Aslaptoot

n

X $s10» kahaneb vahealkes (-00 , O) ja (0, -), kasvab vane-

. 1 S 1. 1 2
mikus (=,00); miinimum kohal x = ”» kus ain 7 = - e } ku-
mer vahemikes (-00, 0) ja (0,«»); kaanupunkte ei ole.
1137. Asumptoote ei ole} kriitiline punkt x s10, kus tu-
letis ei eksisteeri} kohal x s20 on miinimum, kus min 7=0;
kumer vahemikus (- 0o,0){ ndgus vahemikus (0,00)j kaanu-
punkt (0,0). 1138. Parempoolne asumptoot 7 = O, vasak-
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poolne asumptoot 7 = -x; ekstreemumeid ja k&&nupunkt® ei

ole. 1159» Asilimptoodid x a £1; Miinimumpunktid x = - /2;
kdanupunktid K% (= 1,89; 1»33)« 1140. Aslimptoodid x ao,
X a-1; ekstreemumeid ei ole; k&anupunktid kohtadel x al
ja x a2=B. 1141. Asiumptoodid x = 0 ja y= 0; maksigum—
punkt x a e2" 7,39» kus max y” 0,74; kaaénupunkt (9T ;0,70)
a (14,39* 0,70). 1142. Aelmptoot y= 0; ekstreemumid aset-
sevad kohal x, kus x = tan x. Graafik kujutab endast kustu-
vat lainetust. 1143¢ Esimest liiki katkevuspunkt kohal xa0,
kus 5&%))/211; asumptoot y = x; graafik l18ikab astUmptooti
kohal x a kOr(k = -1, -2, eee). 1144. Paaris- ja perioodi-
line funktsioon perioodiga us 2X, L&igul [0,3i]Jon maksi-

mumpunktid x = arccos —&:, kus ysA= —4—r, ja x ax, kus

V3 3V3
ymax= 0* miinimumpunktid x a arccos (- , kus ymina -
ja x a0, kus ymin a0; kdanupunktid (£ ,0),(arcsin - ,
I18) ja (a-arcsin - - NZ). 1145. Paaritu funktsioon;
27 3 27 -

asumptoote ei ole; ekstreemumeid ei ole; k&&nupunktid
(k , kbt), kus kal,- 1, -2....... 1146. Paaritu funkt-

sioon; asumptoodid x = O ja y= 2x; graafik l6ikab asiimp-

tooti y= 2x kohal x =2 + kx . 1147. Paaritu funktsioon;,
aslmptoodid x = -1; ekstreemumeid ei ole; k&anupunkt (0,0).

1148. Esimest liiki katkevuspunkt kohal x = 1; pustasimp-
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toot x = 0 ja parempoolne réhtasimptoot y= QG maabvmko-
bal x al; kus wax y=1; wWaa vahemikes (- o, O ja (0,1),
ndgus vahemikus (1,00); k&anupunkte ei ole. 1149. Paaris-
funktsioon; parempoolne kaidaelimptoot y* gx - 1, vasakpool-
ne kaldasimptoot y= - *x - 1; miinimumpunkt x aQ we

min yao; kaanupunkte ei ole. 1130. Paaris- ja perioodili-
ne funktsioon perioodiga <Ja jc ; asUmptoodid x * (2k+1)é&;
kohal x a kx on maksimum f(kx)= 0; kumer vahemikes
C(2k-1)], (2k+1)]), (<a 0,il,-2, ...); ka&nupunkt« ei ole.
aaa. X.gx.t>.nt™_ k** .| - g
jJax Bl , wel(-" )a42 jm fj) * 1; ndgus vahemikes
(-%t) jm (0,*.)] k&anupunkte ei ole. 1152. Esimest liiki
katkevuspunkt kohal x a-1, kus lim f(x) = e - 1; vasakpool-
ne asumptoot y a-1j kasvab vahemikes (-eo, -1),(-1,0) ja
(2, oo ), kahaneb vahemikus (0,2); kohal x a0 on — Kk-«imum
f(0) * -1, kohal x a-1 ja x a2 on miinimumid f(-1) a f(2)a
a -5] ndgus vahemikes (-«o0 , -1) ja (1, <*>), kumer vahemikus

(1»D)I kdanupunkt on (1,-5).

71 peatikk,

B 1.
11~. a) 2,25; b) 5,833, O 10,9546. 11f£4. a) 2,083,

b) 2,9907, c) 1,938, d) 1,9954, I L. 1176.
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1157. 2.1C76. 1158, - . 1159. 0,342020. 1160. 0,985¢
1161. 3,1072. 1162. 3,0171. 1163. 0,182321. 1164. 0,67474.
1165. 0,46676. 1166. 1,12117. 1167. 0,24 m, 4,2%.
1168. -£10,33%.  1169.0.3%.
§ 2.
1170. 37 - 2,602, > = 0,340, Xj * 2,262. 1171. >4 =
= 0,724, *2 = 1,221. 1172. x= 2,087. 1175. >4 = 0,472,
Xg » 9,999. 1121- ** = 2,506. 1175. x* -0,567. 1176. >»0,32.
1177» >d» -3*10, 120,22, x"=2,88.
§3.
1176. >2 - 18 ¢ 9y = 0. 1179. 3§ * (x-1)2. 118032 =

Zax2(1 - X). 1181. X=AAAHEL - V) + 2y - Y. 1182, Y=

_ Xl+x-x" a 1183. - —cot f . 1184. cot £ 1185. -1.
1 +X2 * 2

1186. — 1187 — ————_ 1188. - . 1189 .L&ikuvad
2 — 1 ¢ tan t 1 -2t —*

kahes punktist HJ = oC, = arctan ~ »87*12". 1190. Ldikuvad

kolmes punktis» ai = bR A * A3 = 0. 1191. 4xX ¢ 2y - 3=

0, 2x -4y ¢ 1 aQ 1192 ¥ «2, x=1. 1193. 4x €3y - 12a =
0, 4y - 3x - 6a = 0.
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.1196, S2g”™.=.
9% t 9a os"t einpt

.-2-* 1199. Pidev joon iga t puhul.

Maksimum (-3,3)1 miinimum (5,-1), kéaé&nupunkt (1,1).

tuil x —*o*t siia joone puutuja tdua l&heneb Uhele* 1200» Pi-

y =x Jay=1+ 65 « 1201. Joon ei ole mddratud punk-

tis t = -1. Asumptoot x + y+ 1 =0. Punktis 0 joon 1di-

kab iseennast, kusjuures puutujaika on eeal koordinaattel-

jed. Esimeses veerandis kinnine silmus. 1202. Joon l&bib
kolm korda punkti 0, kusjuures puutujaiks on tal seejuures

polaartelg ning sirged </>= £ ja ~f= - 2 . Ekstreemumid
3 3

b = 1? 6 ja = é puhul. Tuleb vaadelda polaar-
nurki poolldigul £0,tt). 1205. Eksisteerib 1digus [0, 2X\,

valja arvatud ja £ *~ _ Summeetriline polaartelje
ja sirge A suhtes. Joon puutub punktis 0 polaartelge ja
ieeennaat. Asumptoodid on x = a ja x = -a. 1204. Eksis-
teerib iga puhul. Polaarkauguse maksimum, kui ~ =0, ja

miinimum, kui y?=X . Polaartelje suhtes summeetriline kin-
nine joon.
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1205» Joon aaub ribas -14x 41 ning on summeetriline koordi-
naatide alguse suhtes. Aslmptoodiks on 7 -telg* Punktis 0
on k&anupunktykusjuures puutujaks on x-telg. On veel kaks
kadanupunkti. 1206. Punkt 0 on isoleeritud punkt. Punktides
0,71) ja (- >,
jega. Punktides (-1,0) ja (- - :%;) on need paral-

2
leelsed y-teljega. Joon on kinnine ja on simmeetriline nii

on puutujad paralleelsed x-tel-

koordinaattelgede kui ka punkti O suhtes. 1207. Joon l&bib
neli korda punkti 0, kus puutujaiks on koordinaatteljed.
Joon on simmeetriline punkti 0, koordinaattelgede kui ka
nende vaheliste nurkade poolitajate suhtes. Joon asub ruu-
dus -27x 4 2, -2~y "2, kusjuures puutub ruudu kilgi punk-

tides (i {2, %2) Ja (*2,i /2).

84.

1209. yB- 31 ¢ 3» 1210. a = - eX=, b = eX=(C - x0),

X2 4 2 2
= eXo(1l-x ¢ =2). 1211. = + 2- + &= 1213. -.
c= exo( XO 2 ) e Y 24«r %a 6

1214. JL 1215. - vj2ar. 1216. —4=, 1217»Kui a>b, siis

-——— Xa 5 3/3 . fn-/n
*
1218. 1. 1210, % 1200, y=x TR ATZ___DX»
4 n-1
’(n_l)
Y= XA+ o 1221. ? = -—5 *
n(n-1)xn“2 —_— n
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2

2 2
v - n , <ald) (b )5 = (a2 + b2)7
1.2 21 2 2
1222, J= X. + 3T, \N\=Y¥Y+3*V** (£ »™N3 ¢ (6-.") =
5
=J rr122. J=1 f \fl @ * &), b-- 2Z--t-iad.
3 a 2a
>> 1225»5“" a = a(~ -sint) f

1224, r = ma em”

\ +2a=a(l -eost). kusT=1- jc .
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