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Liihikokkuvote. Kéesoleva magistritoo eesmark oli luua lahendusteooria eesti-
keelne oppematerjal tudengitele. T66s tutvustatakse lahendusteooria klassikalisi tu-
lemusi, muu hulgas toestatakse Korovkini teoreem, Kolmogorovi teoreemi, TSeboso-
vi alternansi teoreemi, Jacksoni teoreemid, Bernsteini vorratused, Markovi vorratus,
Schoenberg-Whitney teoreem, Karlini teoreem ja néidatakse, kuidas toimib kuulus
Remezi algoritm. Lisaks teoreetilisele materjalile on magistritoos ka suur hulk iiles-
andeid, mis on moeldud iseseisvaks lahendamiseks. T66 lopus on olemas ka vihjed,
lahendused ja vastused. Lisatud on ka moned arvuti abil lahendamiseks moeldud
iilesanded.
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Master’s Thesis
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Abstract. The aim of this master’s thesis is to provide an Estonian-language
learning material on approximation theory for undergraduate and graduate students.
In this thesis, many different basic results of approximation theory are introduced.
Amongst others, the following results are proven: Korovkin theorem, Kolmogorov
theorem, Chebyshev alternation theorem, Jackson theorems, Bernstein inequalities,
Markov inequality, Scheonberg-Whitney theorem, Karlin theorem. We also show how
famous Remez algorithm works. In addition to theoretical material, many exercises
are included for the reader together with solutions and answers in the end of the
thesis. Some computer exercises are also provided.
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Sissejuhatus

Kaéesolev magistritoo on moeldud ldhendusteooriaalaseks oppematerjaliks matemaa-
tika tudengitele ja koigile, kellele see valdkond huvi pakub. Tegemist on referatiivse
t00ga, mis pohineb suurel méaaral Cambridge’i iilikooli vanemlektori Alexei Shadri-
ni magistrioppe kursuse “Approximation theory” loengukonspektil [1]. Autori panus
oli tulemuste iiksikasjalik lahti kirjutamine, iilesannete lahendamine, tdiendamine ja
lisamine.

Lisaks teoreetilisele materjalile on t60s palju iilesandeid, mille lahendused ja vas-
tused on kirjas t66 1opus. Lahendamiseks on antud ka moned arvutiiilesanded.

Kaesolev magistritoo koosneb viiest peatiikist.

Esimeses peatiikis katame vajalikud eelteadmised. Sealhulgas defineerime funkt-
sioonide ortogonaalsuse, trigonomeetriliste poliinoomide ruumi ja muud edaspidi
vajaminevad moisted.

Teises peatiikis tutvustame ldhendusteooria pohilisi tulemusi. Muu hulgas toes-
tame Lebesgue’i vorratuse ja Weierstrassi teoreemi trigonomeetriliste poliinoomide
jaoks. Néitame, et parim lahend ei pruugi alati iildse leiduda ning kui leidub, siis ei
pruugi see iihene olla.

Kolmandas peatiikis toestame Kolmogorovi teoreemi ja TSebosovi alternansi teo-
reemi. Tutvustame TSebosovi poliinoomi ja siisteemi moisteid ning uurime nende
pohilisi omadusi.

Neljandas peatiikis toestame Jacksoni esimese ja teise teoreemi ning vastava
poordteoreemi. Selleks toome koigepealt sisse pidevusmooduli moiste ja uurime selle
tdhtsamaid omadusi. Muu hulgas tutvume Jacksoni ja Fejeri operaatoritega. Toes-
tame Szego ja Bernsteini vorratused tringonomeetriliste poliinoomide jaoks. Uurime
lahendamist algebraliste poliinoomidega ning toestame ka Bernsteini teoreemi al-
gebraliste poliinoomide jaoks ning selle abil Markovi vorratuse.

Viies peatiikk on piihendatud splainidele. Toome sisse 16igatud splaini, B-splaini
ja diferentssuhte moisted ning uurime nende omadusi. Samuti uurime de Boori funkt-
sionaale ehk kaasfunktsionaale ning teeme tutvust splainidega interpoleerimisega, sh
ka kvaasi-interpoleerimisega. Toestame Schoenberg-Whitney teoreemi, Karlini teo-
reemi ja uurime, kuidas toimib Remezi algoritm. Lopetuseks tutvume ka vahim-
ruutude meetodiga.

Magistritoo viimases osas on toodud koigi iilesannete vastused ja lahendusvihjed.



PEATUKK 1
Vajalikud eelteadmised

Esitame siinkohal moned vajalikud definitsioonid, et virskendada lugeja malu ja
teha edasise t66 lugemist holpsamaks.

Kui a < b on reaalarvud, siis Cfa,b] tdhistab pidevate funktsioonide hulka
f:]a,b] — R. Tegemist on vektorruumiga, kus liitmine ja skalaariga korrutmine
on defineertud punktiviisi:

(f +9)(=) = f(z) + g(x),
(kf)(z) = kf(z),

iga f,g € Cla,b] ja x € |a,b] korral. Tegemist on ka normeeritud ruumiga nor-
mi ||f|| = n<1a§b\ f(z)| suhtes. Samuti vaatleme k korda pidevalt diferentseeruvate

TS

funktsioonide ruumi C*[a, b], kus norm on antud seosega

£ = max || £]].

0<i<k

Olgu a;, b; € R. Funktsiooni kujul

t(r) =ao+ Z apcoskx + by sinkx, x € R,
k=1

nimetatakse n. astme trigonomeetriliseks polimoomiks, kus a, # 0 voi b, # 0.
Koigi trigonomeetriliste poliinoomide hulka tahistatakse stimboliga 7 ja ilimalt n.
astme trigonomeetriliste poliinoomide hulka tahistatakse 7,. Algebra pohiteoreemi
abil saab néidata, et poliinoomil ¢ € 7,, on ilimalt 2n erinevat nullkohta intervallis

(—m, 7.
Trigonomeetrilised poliinoomid on perioodilised funktsioonid perioodiga 27. See-
ga voime neid vaadata kui funktsioone, mis on defineeritud hulgal T = [—7, 7]. Ruum

Ly(T) on koigi funktsioonide f: T — R ruum, mille korral / |f(t)|dt < oo. Neid

T
funktsioone voime vaadata perioodiliste funktsioonidena f: R — R, mille periood
on pikkusega |T| = 27.

Kui f,g € Li(T) on sellised, et /|fg|dt < 0 (ehk fg € Ly(T)), siis iitleme, et
T

funktsioonid f ja g on ortogonaalsed, kui / fg = 0 ning sel juhul kirjutame flg.
T



Néiteks, kui f € Ly(T), siis /f = 0 tahendab, et f11. Kui fLg kehtib iga g € U

T
korral, kus U C L;(T) on mingi alamhulk, siis kirjutame f1U.

Nulliks koonduvate jadade ruum ¢y = {(u,)52;: lim w, = 0} on normeeritud
n—o0

ruum normi ||z|| = sup |z, | suhtes, kus x = (21, z,...).
neN
Stimboliga P,, tdhistame iilimalt n. astme poliinoomide ruumi, st

Pn:{anx”+an_1xn_1+-"+a1$+aoi a; €R, i=0,...,n}.

Koigi poliinoomide ruumi tahistame stimboliga P.

Operaatorit @): X — Y, mis tegutseb mingist hulgast X tema alamhulka Y C X
nimetatakse projektoriks, kui Q(Q(z)) = Q(z) kehtib iga elemendi x € X korral.
Py la,b] tdhistab ilimalt n. astme poliinoomide hulka, mille elemente p € P,[a,b]
vaatleme funktsioonidena p: [a,b] — R. Ruum P,[a, b] on normeeritud ruum normi

Ipll = sup |p(z)]
a<z<b
suhtes.
Kui meil on funktsioon g, siis kirjutame ¢(t) = O(t), kui leidub konstant C' > 0
nii, et iga t korral |g(t)| < CJt|.
Kui X on mingi hulk, siis funktsiooni f: X — K kandjaks nimetatakse hulka

supp f = {z € X: f(z) # 0}




PEATUKK 2
Klassikalised tulemused

2.1 Pohimoisted

Tutvustame koigepealt voimalikult iildisel kujul lahendusteooria pohiiilesannet. Ol-
gu (X, d) meetriline ruum ning olgu Y C X mittetiihi alamhulk.

Definitsioon. Utleme, et element y, € Y on parim lihend elemendile zy € X
hulgast Y, kui kehtib

d(xo,ys) = ;Iéf/ d(zg,y) =: dist(xg,Y).

Lahendusteooria tegeleb jargmiste kiisimustega:
e parima ldhendi olemasolu;
e parima ldhendi iihesus;

e parima ldhendi iseloomustamine — kuidas, véltides hulga Y koigi elementide
vordlemist elemendiga z(, tunda ara element 1;

e parima ldhendi leidmine ja konstrueerimine.

Naiide 2.1. Votame X =R ja Y = Q ning olgu x € R\ Q. Siis dist(z, Q) = 0, aga
iga q € Q korral d(x,q) = |z — q| > 0, seega parimat ldhendit ei leidu.

Definitsioon. Operaatorit M : X — Y nimetatakse lihendusskeemiks voi lihendus-
meetodiks. Kui X on normeeritud ruum ja operaator M on lineaarne, siis oeldakse,
et tegemist on lineaarse lihendusmeetodiga.

Olgu edaspidi X normeeritud ruum.

Ulesanne 2.1. Niidake, et kui M on lineaarne projektor, siis || M| > 1

Ulesanne 2.2. Ocldakse, et lihendusmeetod annab peaaegu parima lahendi, kui
mingi konstandi v > 0 korral kehtib ||z — Mz| < vy dist(z,Y) iga elemendi z € X
korral. Néidake, et selline operaator on projektor.



k
Joonis 2.1: Funktsiooni sinz ja selle Lagrange’i interpolant punktides ;, k =
0,1,...,5.

Niide 2.2. Vaatame juhtu, kui X = C|[a,b] ning olgu Y = P,,. Fikseerime f €
Cla,b] ja valime punktid a < g < 27 < --+ < ,, < b. Olgu M operaator, mis seab
funktsioonile f vastavusse tiheselt méaédratud iilimalt n. astme poliinoomi p = M (f),
mille korral kehtib tingimus

p(z;) = f(z;), i=0,...,n,

(veenduge tihesuses! "4, 3). Antud juhul on M lineaarne projektor, mille saab Lagran-
ge’i interpoleerimisvalemit kasutades kirja panna ilmutatud kujul

M(f)(z) = Z flx)ti(x), x € [a,b],

kus ¢;(x) = H Y7 on Lagrange’i poliinoomid (vt ka joonist .

g T

Paneme téahele, et interpoleerimisoperaatori puhul

!IMHZSHP{ : HfHZL:UG[a?b]}

= sup {Z |0;(x)]: x € la, b]}

Zf(i’?i)gi(ﬂf)

(veenduge! M4 4).

Toestame niitid Lebesgue’i vorratuse, mis aitab hinnata seda, kui hésti etteantud
pidev lineaarne projektor lahendab elementi z € X.
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Teoreem 2.3 (Lebesgue’i vorratus). Pidev lineaarne projektor M : X — 'Y rahuldab
vorratust

|le — Mz|| < (| M]| + 1) dist(x,Y) Ve X. (2.1)
TOESTUS. Olgu z € X jay €Y, siis

[ = Mzl| = |l —y — M(z —y)]
=10 = M)(z = y)|
< M= Mlflz =yl

< (1M1 + Dlfz = yl|

Vottes saadud vorratuses ||z — Mz|| < (|| M| + 1)||z — y|| infiimumi iile hulga Y,
saamegi soovitud tulemuse. ]

Ulesanne 2.5. Tdestage, et leidub selline ruum X ja nullist erinev element z € X,
mille korral vorratustes ||M| > 1 ja ||z — Mz| < (||M]| + 1)dist(z,Y) kehtib
vordus.

Népundide. Kasutage projektorit M: Cla,b] — P;, mis interpoleerib 16igu |a, b]
otspunktides, ning seda, et funktsiooni f(r) = 22* — 1 korral kehtib dist(f,P;) = 1.

2.2 Parima lahendi olemasolu ja iihesus

Antud peatiikis uurime tarvilikke ja piisavaid tingimusi parima ldhendi olemasolu
ja lihesuse jaoks. Toestame muu hulgas, et normeeritud ruumi loplikumootmelisest
alamruumist parim ldhend alati leidub, ning kui esialgne ruum on lisaks rangelt
kumer, siis on parim ldhend iihene.

Lemma 2.4. Olgu K kompaktne hulk meetrilises ruumis (X, d). Igal elemendil x €
X lerdub parim lahend hulgast K .

TOEsTUS. Olgu m = inf{d(z,k): k € K} ning olgu k;, i € N, minimiseeriv jada,
st d(z, k;) — m. Kuna hulk K on kompaktne, siis jadal k; leidub koonduv osajada,
iildisust kitsendamata k; — k, mingi k, € K korral. Siis

m < d(z, k) < d(x, ki) + d(k;, k) — m,
ja seega d(z, k) = m = inf{d(z,k): k € K}. O

Teoreem 2.5. Olgu U normeeritud ruumi X loplikumootmeline alamruum. Siis igal
elemendil x € X leidub parim lihend hulgast U.

TOESTUS. Fikseerime suvalised elemendid z € X ja ug € U. Paneme téhele, et kui
parim lahend leidub, siis ta paikneb hulgas

U={uelU: |x—ul| <|z—uol}

Kuna Uy on kinnine tokestatud hulk loplikumootmelises ruumis, siis seega ta on
kompaktne. Parim lahend leidub eelmise lemma kohaselt. O

9



Jargmisest lemmast naeme, et alamruumi 1oplikumootmelisus on oluline eeldus.
Selleks vaatleme nulliks koonduvate jadade ruumi ¢y alamruumi

U= {u € ¢ ZQ‘kuk = 0}
k=1

(veenduge, et see on alamruum! *).

Lemma 2.6. Suvalise x € co\U korral ei leidu elemendil x parimat lihendit hulgast
U.

TOESTUS. Fikseerime elemendi # = (z3) € ¢\ U ja tdhistame A = ZQ’kxk.

k=1
Eelduse kohaselt A # 0. Vaatame elemente

2

M:x—IMLQQQ“%
) 4

u :x—gx\(l,l,0,0,...),

8
ﬁ:x—?MLLLQ”%

Paneme téhele, et v" € U iga n € N korral ning

n 2n
o=l = (g ) 1A

Seega d(x,U) < |A|. Teiselt poolt aga iga elemendi u € U korral kehtib ||z —u| > |A],
sest

i2_k$k iQ_k(l’k —uk)
k=1 k=1

(o) (o ¢]
<Y 2 o — | < [l —uf) ) 27
k=1 k=1

= [lz =,

Al =

kus range vorratus on tingitud sellest, et piisavalt suure indeksi k& korral |z — ug| <
||z — |, sest nii x4, kui ka ug on nulliks koonduvad jadad. O

Definitsioon. Normeeritud ruumi X nimetatakse rangelt kumeraks, kui kehtib imp-
likatsioon

< Lz + Ll
x|l + =]
9 o IlY

1
el =l =1 2 2y = 3+

10



Antud definitsioon {itleb seda, et kui votta kaks erinevat punkti rangelt kumera
ruumi tihiksféarilt, siis nende keskpunkt tihiksfééri peal ei asu. Saab anda sellega
samavaarse lildisema tingimuse: kui votta kaks erinevat punkti rangelt kumera ruu-
mi iihiksfaarilt, siis tihiksfaér ei sisalda iihtegi punkti neid ithendavalt 16igult (v.a
otspunktid). Selles saab veenduda, lahendades jargmise tilesande.

Ulesanne 2.6. Olgu ruum X rangelt kumer. Néidake, et kui z,y € X, x # y,
llz|| = |ly|]| = 1, ning A € (0, 1), siis
I+ (1 =Ny < 1.

Lemma 2.7. Olgu U rangelt kumera ruumi X alamruum. Sis igal elemendil x on
tltmalt tiks parim ldhend.

TOESTUS. Oletame, et u; ja us € U on molemad parimad ldhendid elemendile
z € X. Olgu ||z — w|| = ||]x — ug|| = m. Siis

x—ﬁ(u1+u2) —(x—u1)+§(x—u2)

2

g A

< I+ 2] I
9 1 9 x U9 m,
mis on vastuolus parima ldhendi definitsiooniga. O

Varasematest tulemustest jareldub lihtsalt jirgmine teoreem.

Teoreem 2.8. Olgu U rangelt kumera ruumi X loplikumootmeline alamruum. Siis
igal elemendil x € X leidub parajasti tiks parim ldhend hulgast U.

Ulesanne 2.7. Toestada see teoreem.

Jargmisena toome néite mitteiihesuse kohta.

Lemma 2.9. Olgu f € Ly(T). Siis k=1,...,n — 1 korral kehtib

/ f(nz) cos(kx)d / f(nz)sin(kzx)dz = 0.

Kui lisaks sellele f 11, siis f(n-)LT,_1, st
/ f(nz)t(x)de =0

TOEsTUS. Tahistame [, = f(nz) cos(kx)dx ja I, = / f(nx)sin(kzx)dx. Ka-

—T

iga t € T,_1 korral.

27
sutades muutujavahetust = ¢t + —, saame tédnu vaadeldavate funktsioonide pe-
n

11



rioodilisusele, et

I = / : F(na) cos(kz)dz

27

T )
= / f(nt + 27) cos (k‘t + %) dt

g 2m

oo (27 [ ot —sin (22 [ o)ty

= cos (%—W) I —sin <2k—ﬂ) 1.
n n

Analoogiliselt saame tingimuse

2k 2k
Iy = cos <—7T) I + sin (—W) 1.
n n

Oleme saanud lineaarvorrandisiisteemi

2k 2k
(cos <—7T) — 1) I, —sin (—7T I, =0,
n n
2k 2k
sin (—W) I + (cos (—W) —1)1,=0,
n n

mille determinant on nullist erinev, seega tegemist on Crameri peajuhuga ja ainus
lahend on I; = I, = 0, nagu soovitud.

Teine viide jareldub esimesest, kuna iga poliinoom ¢ € 7,_; on liidetavate
sin(kx), cos(kz), 0 < k < n, ja konstandi 1 lineaarkombinatsioon. O

Lause 2.10. Olgu F(z) = sgnsin(nz) (vaata joonist[2.9). Iga poliinoom s € T,_1,
Is|| < 1, on parim lihend funktsioonile F.

TOESTUS. Lihtne on veenduda, et funktsioon F' rahuldab eelmise lemma eeldusi,
seega F' 1T, 1. Jarelikult iga t € 7,1 korral kehtib

/T F(z) — t(z)|dz >

/T(F(x) — t(x)) sgnsin(nx)dx

/T F(x) sgn sin(nz)dx

= 2.

Kui niitid [s(z)| < 1 = |F(x)], siis
sgn(F(x) — s(x)) = sgn F(z) = sgnsin(nx)

ja esimene vorratus muutub vorduseks. O]

12
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Joonis 2.2: Funktsiooni F'(x) graafik, kui n = 3.

2.3  Welerstrassi teoreem

Matemaatilise analiiiisi kursusest tunneme hésti jargmist teoreemi.

Teoreem 2.11 (Weierstrass). Iga funktsiooni f € Cla,b] ja arvue > 0 korral leidub
poliinoom p € P nii et |f(x) —p(z)| < € iga x € [a,b] korral. Teisisonu, algebraliste
poliinoomide hulk on tihe hulgas Cla, b].

Ulesanne 2.8. Toestage Weierstrassi teoreemi abil, et poliinoomide ruum on kéikjal
tihe ruumis C*[0, 1].

Weierstrassi teoreem ja selle esialgne toestus [2] ei anna ilmutatud informatsiooni
lahendava poliinoomi kohta; meie eesmérk on nédidata nende poliinoomide konstruee-
rimist ilmutatud kujul.

Olgu K kompaktne hulk, vaatame sellel hulgal defineeritud pidevate reaalvéiar-
tustega funktsioonide hulka C'(K). Paneme téhele, et ruum C(K) on osaliselt jarjes-
tatav: kui f,g € C(K), siis f < g voib defineerida nii, et f(z) < g(z) iga elemendi
x € K korral.

Definitsioon. Olgu U: C(K) — C(K) operaator. Ocldakse, et operaator U on
positiivne, kui iga funktsiooni f € C'(K) korral kehtib implikatsioon

f>0 = U((f)>0.

Ulesanne 2.9. Téestage, et iga positiivse lineaarse operaatori U korral kehtib ||U]| =
|U(1,-)]|, kus 1 on funktsioon konstantse véiirtusega 1, st 1(z) = 1.

13



Naide 2.12. Kui K: [a,b] x [a,b] — R on selline K(z,t) > 0 iga z,t € [a, b] korral,
siis
/ K(z,t)f
b].

Niide 2.13. Olgua <t; <ty <--- <t, <bjak;:[a,b] >R, i=1,... n,sellised
funktsioonid, et k;(z) > 0igai=1,...,n ja x € [a,b] korral, siis

2) = " ki) (k)

on positiivne operaator ruumis C|a, b].

on positiivne operaator ruumis C|a, b|

Jargmisena toestame Korovkini teoreemi, mida hiljem kasutame abivahendina
Weierstrassi teoreemi toestamises. Toestuse viime 1dbi vaid erijuhul.

Teoreem 2.14 (Korovkin). Olgu hulk K kompaktne hulk ning olgu U,: C(K) —
C(K), n € N, positiivsete lineaarsete operaatorite jada. Leidugu mingi naturaalarvu
m € N korral funktsioonid a;,p; € C(K), i =1,...,m, nii, et

= Z a;(t)pi(z) = 0
i=1
kehtib 1ga x,t € K korral, kusjuurs vordus letab aset parajasti siis, kui x = t.
Kui Uy (p;) = pi igai=1,...,m korral, siis U,(f) — f iga f € C(K) korral.

TOESTUS. Fikseerime f € C(K) jae > 0. Néitame, et iga t € K korral saame leida
kaks funktsiooni ¢, ja ¢, € span{py,...,p,} nii, et:

1) g <f<dq,
2) | (2) = g (2)] |,= < %, 3) Un(g) — ¢ iihtlaselt ¢ suhtes.
Siis tingimusest 1) saame, et kehtib
1) Un(gy) < Un(f) < Unla),
ning koonduvus 3) tdhendab, et piisavalt suure indeksi n korral kehtib

3 |Un(g, 2) — ¢ (7)] < = Va,t € K.

o

Jarelikult iga ¢ € K korral

1),1")

//\v

Un(fy2) = F(@)] o=y < 1Una" ) = g7 ()] |,y

< |Unlgh,2) = ¢f (@) oy + g (2) = ¢ (2)] [,y
3) €

< §<87

<

2

~
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millest jareldubki teoreemi viide. Oma toestuses aga piirdume erijuhuga

K =[a,b], piz)=2a'i=0,1,2, p(x)=(x—1)

Fikseerime € > 0. Kuna K on kompaktne, siis funktsioon f on iihtlaselt pidev, seega
leidub ¢ > 0 nii, et kehtib implikatsioon

lz—t| <d=|f(z)— f(t)] <e.

Defineerime poliinoomid ¢& jargmiselt:

@) = 10 % (= + 217150

ning veendume, et tingimused 1) — 3) on téidetud.

1)

Paneme téhele, et kui |z — t| < 6, siis

1) =) = 1) = 1)+ (421550 ) > @) - 0+ 2> 0

ning kui |x — t| > 9, siis

f(@) =g (x) > fz) = f() +2[|f]] =0

nagu soovitud (veenduge, et soovitud tingimus on téidetud ka funktsiooni ¢;"
jaoks! %2.10)'

Lihtne on niha, et |¢} (z) — ¢, (7)]| |
saame soovitud hinnangu.

¢ = 2¢ . Kui teeme suuruse ¢ viiksemaks,

Kuna ¢, on teise astme poliinoom, voime kirjutada

g (x) = co(t)pa(w) + cr(t)pr () + co(t)po(z),

kus ¢;(+) on funktsioonid, mis méédravad selle poliinoomi kordajaid. Mingi kons-
tandi c. korral kehtib |¢;(t)| < ¢. (miks? M4y 11) ning ténu sellele

Unla", %) = ¢ ()] = |e2(t)(Un(p2(2)) = p2() + c1(t) (Un(pr(x)) = p1(2))
+co(t)(Un(po(2)) — po())]
< 3c. max [Un(pi()) — pi(2),

millest jareldub, et ||U,(¢;") — ¢, || < 3ce max |\ Un(pi) — pil|- Tanu koonduvusele

Un(pi) — p; iga i korral, saame valida 1ndek81 no nii, et | Un(p;) — pif| < 3i, kui
Ce

n > ng. See omakorda annab hinnangu ||U,(¢") — ¢;"|| < &, millest jireldubki

koonduvus 3). Funktsiooni ¢, korral on téestus analoogiline (teha ise labi! ).

[]

Ulesanne 2.12. Ulesannet kasutades naidake, et Korovkini teoreemi eeldustel
kehtib sup ||U,|| < M < oo mingi konstandi M korral.

15



Niide 2.15. Olgu U,,: C([a,b]) — C([a,b]) positiivsed lineaarsed operaatorid. Kui
leiab aset koonduvus U, (p;) — ps, kus p;(z) = 2, i = 0,1,2, siis iga funktsiooni
f € C(K) korral U,(f) — f, kuna sobib p;(z) = (x —t)®. Meie eesmiirgiks niiiid on
leida sobivad operaatorid U,,.

Ulesanne 2.13. Niidake, et ainus positiivne lineaarne operaator U: Cla,b] —
Cla, b], mille korral

U(pz) = Di, pz@') = xiv L= 07 17 2a
on samasusoperaator, st U(f) = f iga funktsiooni f € Cfa, b] korral.

Definitsioon. Funktsiooni f € C[0, 1] Bernsteini poliinoom on defineeritud valemi-

. B =3 () —or s (£),

k=0

Ulesanne 2.14. Leidke jargmistele funktsioonidele vastavad Bernsteini poliinoomid

(vt ka joonist [2.3):
(a) f(x)=2+1, n=2 (d) f(zx)=In(x+1),n=2;
(b) f(z)=2(1—2),n=2; (e) f(z)=sinz, n=2;

(¢) fa)=a(l—2),n=3 () f(x) =a% n=4.

0.6 |
05
0.4}
0.3}

0.2

0 i 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Joonis 2.3: Funktsiooni f(x) = sinz Bernsteini poliinoomid 16igus [0, 1].

Ulesanne 2.15. Kirjutage arvutiprogramm, mis seab funktsioonile f vastavasse te-
ma Bernsteini poliilnoomi B, (f, ).
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Paneme téhele, et B,, on positiivne lineaarne operaator ruumist C'(K) ruumi P,
(veenduge! M4 14).

30 T T T T T T T T T

105\ -

-20

B4 (fX)

-40 1 1 1 1 1 1 1 1 1
-10 -8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8 10

Joonis 2.4: Funktsiooni f(x) = sinz Bernsteini poliinoomid 16igus [—10, 10].

Jooniselt 2.4 on néha, et juba viikeste n vdértuste korral on on B, hea ldhend
(funktsioonile f(z) = sinz), aga viljaspool 16iku [0, 1] erineb oluliselt funktsioonist
endast.

Lemma 2.16. Suvaliste naturaalarvude m ja n korral kehtib sisalduvus
B, (Pn) C P

TOESTUS. Niitame, et (Bn(Pm))(m+1) = 0. Selleks paneme koigepealt tdhele, et

By (f.2) = nkz (” ; 1)3:’%1 _ gy (f (’“ - 1) g (%))

(tehke 1abi! ¥4 17), mis on konstandi n tédpsusega Bernsteini poliinoom funktsiooni

o) = 1 (w4 1) = 1) = Al @)

jaoks. Paneme téahele, et kui f on m. astme poliinoom, siis

f (as+%) - f(z)

on (m—1). astme poliinoom. Niimoodi jitkates jouame m. sammul konstantse funkt-
siooni, millest jareldubki véide (kuidas? "Xy 13). O
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Lemma 2.17. Kehtib koondumine B, (p;) — ps, kus p;(z) = ', i =0,1,2.

TOESTUS. Paneme koigepealt téhele, et B, (f,0) = f(0) ja B.(f,1) = f(1) suvalise
funktsiooni f € C([0, 1]) korral, ning eelmise lemma kohaselt B, (p) € Py igap € P,
korral. Jarelikult, B, (2') = ', kui i = 0,1 ja seega B, (z") — z', kui i = 0, 1.
Toestuse lopetamiseks piisab lineaarsuse tottu néidata, et Bn( ) — ¢ mingi
poliilnoomi g € Py \ Py korral (selgitage! M43 19). Me votame ¢(z) = x(1 — z). Teise
astme poliinoomi B,,(¢) juured on 0 ja 1 (miks? "y 99), jarelikult B, (¢) = g mingi
arvu v € R korral. Sel juhul B; (¢,0) = v¢'(0) = 7. Samas lemma toestuse

kohaselt
B0 =n(q(L) = q0) =ng (L) =1-1
n\q,Y) = q n q = ng nl = n
: 1. 1 .
mis annab v =1 — — ja seega B,(q) = | 1 — — | ¢ — ¢, nagu soovitud. ]
n n

Ulesanne 2.21. Téestage, et kui f € C* [0, 1], siis kehtib ka koonduvus

BO(f) - £

WEIERSTRASSI TEOREEMI TOESTUS.
Loigu [0, 1] jaoks votame Korovkini teoreemis p,(x) = (v —t)? ja U, = B,, (kont-
rollige! M5 09). O

Ulesanne 2.23. Toestada Weierstrassi teoreem suvalise 16igu [a, b] jaoks.

Ulesanne 2.24. Olgu f € C[0,1] selline, et f(0) = f(1) = 0. Vaatame funktsiooni
B, mis on defineeritud seosega

2| () v

Tegemist on taisarvuliste kordajatega poliinoomiga. Naidake, et B):(f) — f iihtlaselt
hulgas C0, 1].

Népundgide. Kehtib hinnang |B,(f,x) — B (f,z)| < —. Selles veendumiseks voib

S|

naidata, et Z ( ) (1 — )" = 1 ning seda kasutades hinnata summat
n—1
Z (1 —z)*
k=1

2.4 Weierstrassi teoreemi trigonomeetriline versioon

Jargmiseks eesméargiks votame Weierstrassi teoreemi trigonomeetrilise versiooni toes-
tamise.
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Kaéesolevas peatiikis vaatleme perioodilisi funktsioone. Meenutame, et stimbol T
tahistab perioodi pikkusega 27 ning stimbol C'(T) perioodiliste funktsioonide ruumi
(perioodiga 27r).

Definitsioon. Funktsiooni f € Ly(T) Fourier’ rea osasummad on antud seosega

(vt ka joonist
sn(f,x) = % + ; ay cos kx + by sin kx,

kus

1
ak:—/f(t)cosktdt, k=0,1,2,...,
T JT

1
bk:—/f(t)sink:tdt, k=1,2,....
™ Jr

150 T T T T T T T T T

100 |- -

————— -
N\ N\~
-50 |- .
-100 |- -
f(x)
sigmas(f, )
sigmas(f, )
_150 1 1 1 1 1 1 1 1 1
-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5

Joonis 2.5: Funktsiooni f(z) = 2® Fourier’ rea osasummad n = 3 ja n = 6 korral.
Lemma 2.18. Kehtib seos
1
salfie) = 1 [ Dute—t)7(0)
T Jr

sin (n+ %)z
(—12) on Dirichlet’ tuum.

2 sin 3T

kus D, (z) =

19



TOESTUS. Kuna

1
ay cos kx + by sinkx = — / f(t)[cos kt cos kx + sin kt sin kx] dt
T Jr
1
== / f(t)cosk(xz —t)dt,

T Jr

siis seega

sn(f,x) = %/Tf(t) (% + Zcos k(x — t)) dt.

Paneme téahele, et

1 <& 1
QSing <§+;COSI€$> = sin (n+§)x

(veenduge! M4, 95), mis annab

nagu soovitud. O]

Kahjuks ei saa me operaatorit s, kasutada Korovkini teoreemis (miks? "y 94),
aga appi tuleb jargmine moiste.

Definitsioon. Operaatorit o, mis tegutseb eeskirja

jargi, nimetatakse Fejéri operaatoriks (vaata ka joonist .

Paneme téahele, et kehtib seos

1
n(fo0) =+ [ Fala 50 (2.2)
™ JT
2 n
sin® fx .
kus F, () = ——5%— on nn Fejéri tuum.
2nsin? £

2
Ulesanne 2.27. Téestage valem (2.2).
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80 T T T T T T T

60

20 .

-20 4
.40 - 4
-60 f(x) B
sigma 4(f,x)
sigma(f,x)
_80 1 1 1 1 1 1 1
-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4

Joonis 2.6: Funktsiooni f(z) = 2® Fejéri summad n = 3 ja n = 6 korral.

Lemma 2.19. g,, on posititune lineaarne operaator ning kehtib

n n

k k
on(coskt,x) = (1 - —) coskx, o,(sinkt,z) = (1 - —) sin k.

TOESTUS. Lihtne kontroll néitab, et tegemist on tdepoolest positiivse lineaarse
operaatoriga (veenduge! "). Viime toestuse l&bi f(x) = cos kx jaoks. Paneme téhele,
et

/Cosntcosk:tdt:O, Vk # n,
T
/coszktdt:WVkaéO,
T
/cosntsink:tdt:OVk
T

(veenduge! "), seega s, (f,z) = coskz, kui n < k, ning s, (f,z) = 0 vastasel juhul,
millest jareldubki véide. O

Ulesanne 2.28. Toestage, et || || 1, (—nm = 7

Ulesanne 2.29. Toestage, et kehtib vordus ||o, || = 1. Miks ei ole korrektne Lebes-
gue’i vorratuse abil saadud hinnang || f — o, (f)|| < 2dist(f, 7,)?

Niiiid saame niidata, et kehtib Weierstrassi teoreemi trigonomeetriline versioon.

Teoreem 2.20 (Weierstrass). Trigonomeetriliste polinoomide hulk on tihe ruumis

O(T).
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TOESTUS. Vétame Korovkini teoreemis py(x) = 1 — cos(z — t) ja U, = o, ning
vaatame koonduvust funktsioonidel {1, cosz,sinz} (kontrollige " 30). O
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PEATUKK 3
Parim lahend ruumis C'(K)

Edaspidi tdhistame stimboliga C'(K) funktsioonide ruumi, mis on pidevad kompakt-
sel hulgal K. Kui meil on vaja tdpsustada, kas funktsioon on reaalarvuliste voi
kompleksarvuliste vidrtustega, kirjutame vastavalt C'(K,R) ja C(K,C).
Kéesolevas peatiikis uurime parima ldhendi olemasolu ja tihesust ruumis C'(K).
Alguses vaatame ruumi C'(K, R) ja algebralisi poliinoome, mille jaoks toestame Tge-
bosovi alternansi tingimuse, ja siis iildistame oma tulemusi T8ebosovi siisteemidele
suvalises ruumis C'(K'). Samuti tutvustame selles peatiikis T8ebdsovi poliinoome.

3.1 TSebosovi alternansi tingimus

Kaesolevas alapeatiikis toestame koigepealt Kolmogorovi kriteeriumi, mis annab tar-
viliku ja piisava tingimuse selleks, et funktsioon p, ruumi C'(K,R) mingist alam-
ruumist U oleks parim ldhend etteantud funktsioonile f € C(K,R). Kolmogorovi
kriteeriumi abil toestame TSebosovi alternansi tingimuse, mis annab tarviliku ja
piisava tingimuse selleks, et poliinoom p, € P, oleks parim ldhend funktsioonile

f € Cla,b.

Teoreem 3.1 (Kolmogorov). Olgu K kompaktne hulk ning olgu U alamruum nor-
meeritud ruumis C(K) = C(K,R). Element p, € U on parim lihend elemendile
f € C(K) parajasti siis, kui

max(f(z) — p«(x))g(x) 20 VqeU, (3.1)

TEZ

kus Z = {x € K: [f(x) = pu(2)] = [|f = pul[}-

TOESTUS. Oletame, et tingimus (3.1]) on tdidetud. Votame suvalise elemendi p € U
ja defineerime ¢ = p, — p, siis leidub xg € Z, mille korral (f(xo) — p«(z0))q(zo) = 0.
Sellisel juhul

(f (z0) = p(w0))* = (f(w0) — pu(z0) + q(0))*
= (f(20) = P+(20))* +2(f (x0) — p«(w0))a(z0) + (q(0))”
> |f = p*H2

seega || f—p|| = ||f —p«|| ja jarelikult funktsioon p ei ole parem lahend kui funktsioon
Ps Ning seega p, on parim lahend.
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Vaatame niiiid teises suunas implikatsiooni. Oletame vastuviiteliselt, et p, on
parim ldhend, aga tingimus (3.1)) ei ole tdidetud. Siis leidub selline g € U, et

max(f(r) — p.(x))q(z) = —2¢

TEZ

mingi € > 0 korral. Tédnu vaadeldavate funktsioonide pidevusele leidub lahtine hulk
G C K nii, et Z C G ning

max(f(z) = p.(z))q(z) < —¢

zeG

(veenduge! "X). Vaatame, kuidas funktsioon p := p, — A\¢ ldhendab funktsiooni f.
Konstandi A > 0 valime hiljem.
Kui x € G, siis

(f(z) = p(2))* = (f(z) — pu(2) + Aq(2))”
= (f(z) = pu(2))* + 2M(f (2) — pu(@))a(z) + (Ag(2))*
<If = pall* = 22 + A?q]1*.

Vottes 0 < A < —— iz HQ, saame hinnangu |f(z) — p(2)|* < [|f — p«||* — Ae.

Iga elemendi z € K \G korral kehtib vorratus |f(z) — p«(x)| < ||f — p«|| (kuna
Z C G). Hulk K'\G on aga kinnine, seega saame valida § > 0 nii, et

If(ﬂ?) —pl)| < |If =pull =26, e K\G.

Noudes niitid A < ——, saame, et

If(:r) p(2)] < [f(x) = pu(2)| + Alg()]

<f
< f - p*|| — 20 + Mgl
<|If —pll =0

)
Toestuse lopetamiseks tuleb vaid nouda, et A < min {H, ﬁ} O
q q

Ulesanne 3.1. Téestage, et Kolmogorovi teoreem kehtib ka komplekssel juhul, kui
(3.1) asendada tingimusega

max Re[f(2) — p.(2)]q(z) >0 VqeU.

zEZ

Ulesanne 3.2. Téestage Kolmogorovi teoreemi abil, et kui K = [~1,1], f(z) = 2?
ja U = span{1, 2}, siis parim lihend funktsioonile f ruumist & on p,(z) = 1 — 2°.

Ulesanne 3.3. Veenduda, et funktsiooni f € Cf[a,b] parim lihend hulgast P, on

1(maxf + min f).

pe(z) = 3

Oleme niitid valmis selleks, et sonastada ja toestada kuulus TSebosovi alternansi
tingimus.
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Teoreem 3.2 (TSebdsov). Polinoom p. € P, on parim lihend funktsioonile f €
Cla,b] parajasti siis, kui leiduvad n + 2 punkti a < t; <ty < -+ < tpio < b nii, et

ft:) = pu(ts) = (=1)'ellf = pull, (3:2)
kus |e| = 1.

TOESTUS. Toestuses vaatame juhtu € = 1, juht € = —1 on analoogiline.

Fikseerime f € Cla,b]. Oletame vastuviiteliselt, et p, on parim ldhend, aga et
leidub vaid m < n + 1 punkti, kus vahe f — p, saavutab vahelduvate méarkidega
normi. Defineerime hulgad

Z={ze[a,b]: |f(x) —p(@)] = ||f —p.||},
Z, ={zela,b]: f(z) —p(2) = |If —pI},
Z_={z€ab]: f(z) —plz) =—|f—p}.

Siis leiduvad vahemikud K;, i = 1,...,m nii, et K; N K; = 0, i # j, ning punktid
hulkadest Z, ja Z_ kuuluvad vaheldumisi hulkadesse K;. Votame punktid z;, i =

1,...,m — 1 nii, et max K; < z; < min K.
m—1
Vaatleme poliinoomi ¢(z) = H(x — z;). Kuna m — 1 < n, siis ¢ € P, ja see
i=1

poliinoom vahetab mérki punktides z;. Seega poliinoomi ¢ jaoks (vajadusel votame
q asemel —q, vt joonist kehtib

(f(x) = pu(x))q(x) <0,

kui |f(x) — p«(2)| = ||f — p«||- Kolmogorovi teoreemi kohaselt poliinoom p, ei saa
olla parim lahend.

1

0.8} -
06 y
04| 4
0.2 _
ok _
-0.2 _
.04 - -
-0.6 |- -
08 p.00] 1

— — qW)

_1 1 1 1 1 1 1 1 \: /
-1 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Joonis 3.1: Illustratsioon TSebosovi teoreemi toestuse juurde.

25



Eeldame niiiid, et vordus (3.2)) on taidetud. Olgu ¢ € P, suvaline poliinoom.
Tingimusest

(f(ti) — p(ti))q(ti) <O

max
ie{l,...n+2}

jarelduks, et polilnoom ¢ vahetab mérki n+ 2 punktis (ehk n+ 1 korda), mis on aga
vastuolu, sest poliinoomil ¢ on ilimalt n nullkohta. Seega

(f(t:) — pe(t:))q(t:) =0

max
ie{l,...n+2}
ja Kolmogorovi teoreemi kohaselt poliinoom p, on parim ldhend funktsioonile f. [

Tsebosovi teoreem kehtib ka trigonomeetriliste funktsioonide jaoks jargmisel ku-
jul.

Teoreem 3.3. Poliinoom p, € T, on parim lihend funktsioonile f € C(T) parajasti
sis, kut leidub 2n + 2 punktt —m < t1 <ty < -+ < toyi1o < T nit, €t

f(tl> _p*<t1) = (_1)Z€Hf _p*Hv L= 17 s 72n+ 27 (33>
kus |e| = 1.

Ulesanne 3.4. Toestada teoreem @

3.2 Tsebosovi poliinoomid

Kaesolevas alapeatiikis tutvustame TSebosovi poliinoome ning naitame, kuidas nad
osutuvad lahendiks erinevate ldahendusteooria iilesannete jaoks.

Definitsioon. Poliinoomi 7},, mis on antud seosega
T, (x) = cos(narccosx), = € [—1,1],
nimetatakse T'Sebosovi poliinoomiks.

T&ebdsovi poliinoom on algebraline poliinoom pealiikme kordajaga 2"~ (vt ka
joonist [3.2)), mis jéreldub rekurrentset seosest

To(z) =1, Ti(x) = =z,
Toi1(x) = 22T, (x) — Th—1(x), n > 1.

Et selles veenduda, voib kasutada seost cos(n + 1)8 + cos(n — 1)8 = 2 cos 6 cos nd
(veenduge! M43 5).
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-1 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0 0.2 04 0.6 0.8 1 -1 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Joonis 3.2: TSebosovi poliinoomid 7§ ja Tg.

On lihtne tdhele panna T8ebosovi poliinoomi pohiomadusi (toestage! M5 6):

1. Loigus [—1,1] leidub n + 1 punkti, kus TSebosovi poliinoom saavutab vahel-
duvate markidega oma maksimumi:

| Tl =1, T(x}) = (=1)*, 2} = cos %, E=0,...,n.

2. Loigus [—1, 1] leidub T8ebosovi poliinoomil n nullkohta:

T.(ty) =0, t; = COSW, k=1,...,n.
Lause 3.4. Olgu || > 1. Siis kehtib vordus
it ay: p € oy plr) =1} =
T (7))
TOesTUS. Olgu ¢(z) = ?—((f; ning olgu p € P, selline, et p(7) = 1. Sellisel juhul

q(r) =p(r) =1, q(z;) = (=1)*[lqll, k=0.....n,

kus x} on T8ebdsovi poliinoomi maksimumkohad. Oletades, et ||p|| < ||¢|| saame, et
n. astme poliinoom g —p vahetab mérki n+1 punktis x}, , mistottu sellel funktsioonil
peab olema n nullkohta 16igus [—1, 1] ning lisaks veel {iks nullkoht punktis 7, mis on
vastuolu. Seega

Ipll = ||| = :
1 T(7)|

nagu soovitud. O]
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3.3 TsSebosovi stisteemid

Antud peatiikis votame eesméargiks tldistada TSebosovi alternansi tingimust. TSe-
bosovi alternansi tingimuse toestus kasutab jargmisi poliinoomide omadusi:

1. Iga erineva m punkti korral, m < n, leidub poliinoom ¢ € P,,, mis vahetab
marki parajasti nendes punktides;

2. Igal poliinoomil p € P, on iilimalt n nullkohta.

See viib meid jargmise iildisema definitsioonini.

Definitsioon. Ruumi C'(K) alamhulka ® = {ug, uy,...,u,} nimetatakse T'Sebosovi
stisteemiks, kui see rahuldab nn Haari tingimust: igal funktsioonil

P = QoUp + - - - + GpUp,

kus a; € R on fikseeritud ja ei vordu koik korraga nulliga, on iilimalt n nullkohta.
Ruumi span(®) =: U,, nimetatakse Tsebosovi (alam)ruumiks.

Naiide 3.5. Ruum P, on ruumi C|a, b] TSebosovi alamruum (veenduge! %43 7).

Ulesanne 3.8. Toestage, et trionomeetriliste poliinoomide ruum 7, on ruumi C(T)
TSebosovi alamruum.
Napundide. Avaldage t, € 7T, kujul

n

to(z) = Z cpe't®

k=—n

ning asendusega z = e'* taandage algebralise juhu peale.

Ulesanne 3.9. Testage, et kui reaalarvud (Ak)p—o on paarikaupa erinevad, siis hulk
Apz\"™ . 1 s s
U, = span (e k ) on ruumi Cla, b] T8ebosovi alamruum.

k=0

Napundide. Kui p(z) = cpy1 + che“"’x € Upyr (kus ppp1 = 0), siis p' € U,.
k=0

Kasutage seda fakti koos induktsiooniga n jargi.

Lemma 3.6. Jdrgmised vdited on samavddrsed.

(1) (u;)i on TSebosovi siisteem;

(11) Kui punktid (x;)i_, C K on paarikaupa erinevad, siis

uo(xo)  ui(xo) U (o)
Diay, ..y = |00 o)l
wo(zn) ug(xy) U ()
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(11i) Kui punktid (x;)7_, C K on paarikaupa erinevad ja (y;)7, C R on etteantud
arvud, siis siusteem

aoto(zo) + ayuy (zo) + « -+ + anun (o) = Yo,

aguo(x1) + aqug (1) + -+ - + apuy(z1) = y1,

aouo(xy,) + arui(x,) + - + aptin(Tn) = Yn,
on theselt lahenduv.

TOESTUS. TsebosSovi siisteemi definitsiooni saab timber kirjutada jargmiselt: kui
punktid (z;)?_; C K on paarikaupa erinevad, siis siisteemil

aogto(xg) + ayuy(xo) + - - - + anu, (o)

aguo(x1) + aqug (1) + - - - + apu, (1)

Y

0
0,

aguo(T,) + arui(z,) + -+ + apuy(x,) =0,

leidub ainult triviaalne lahend a; = 0, kus j = 0,...,n. Lineaaralgebrast teame, et
see on samavadrne tingimustega (i7) ja (iii) (selgitage "310). O

Teoreem 3.7. Olgu U,, (n + 1)-mootmeline TSebosovi alamruum ruumis Cla, b].
Element p, € U,, on parim lihend funktsioonile f € Cla,b] parajasti siis, kui leidub
n+2 punkti a <ty <ty < - <typio < bnii, et

(i) = pu(ts) = (=1)ellf = pull, (3.4)
kus |e| = 1.

Ulesanne 3.11. Toestada teoreem @

Esmapilgul voib tunduda, et jirgmine vaide on lihtne jéreldus TSebosovi teoree-
mist, tegelikult see nii ei ole. TSebosovi teoreem kehtib ainult siis, kui tegemist on
reaalvaartustega funktsioonidega loplikus 16igus voi perioodil. Lemma aga katab ka
komplekssvaartustega funktsioone.

Lemma 3.8. Olgu kompaktses ruumis K vdhemalt n + 2 punkti ning olgu U, TSe-
bosovi alamruum ruumis C(K,C). Kui p, € U, on parim lihend funktsioonile
f € C(K,C), siis hulgas Z = {z € K: |f(z) — p«(z)| = ||f — p«l} on vdhemalt

n + 2 elementi.

TOrsTUS. Téahistame hulga Z elemente x;, i« = 1,...,m, ning oletame vastu-
vaiteliselt, et m < n + 1. Lemma kohaselt leidub poliinoom ¢ € U, nii, et
q(z;) = —(f(z;) — p«(24)), © = 1,...,m. See poliinoom aga rikub Kolmogorovi kri-
teeriumit, sest

‘max Re(f(z:) — pulw:))g(z;) = max —|f(z;) — pu(a:)]* <0

i=1,....m i=1,....m
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Teoreem 3.9. Olgu U, ruvumi C(K) = C(K,C) Tsebosovi alamruum. Siis igal
funktsioonil f € C(K) on parim lihend ruumist U,, tiheselt madratud.

TOESTUS. Oletame, et poliinoomid p ja ¢ € U, on molemad parimad ldhendid
funktsioonile f € C(K), seega

If =2l = 1If = qll = dist(f,Uy).

Kolmnurga vorratuse abil ndeme, et ka poliinoom r := =(p + ¢) on parim ldhend

funktsioonile f. Eelmise lemma kohaselt leiduvad punktid z;, i = 1,...,n+ 2, mille
korral kehtib
|f(@i) = r(@:)| = dist(f,Un), i =1,...,n+2.

Samavéarselt voime kirjutada

|(f(z:) = p(x:)) + (f(zi) — q(z:))| = 2dist(f,Uy), i=1,...,n+2,

kuid samas | f(z;) —p(x;)], | f(z:) —q(x;)| < dist(f,U,). Need kaks tingimust saavad
kehtida korraga vaid siis, kui f(z;) — p(z;) = f(x;) — q(x;) ehk p(z;) = q(z;). Kuna
vaadeldavad poliinoomid langevad kokku n + 2 punktis, siis Haari tingimuse tottu
peavad nad vordsed olema. O

Jareldus 3.10. Parim lihend ruumist P, funktsioonile f € Cla,b] on tdheselt mdiid-
ratud.

Ulesanne 3.12. Téestada jéreldus

Kehtib ka jargmine tldine tulemus.

Teoreem 3.11 (Haar). Olgu ® = (w;);, lineaarselt soltumatud funktsioonid kom-
paktsel hulgal K, |K| > n+ 2. Siis igal funktsioonil f € C(K,C) leidub tapselt ks
parim ldhend parajasti siis, kui ® on Tsebosovi stisteem.

Jargmine teoreem fiitleb, et TSebosovi poliinoom on koige viiksem poliinoom
(Il - ll=1,1) suhtes), mille pealiikme kordaja on viihemalt 2"~

1
Teoreem 3.12. TSebosovi poliinoom ———T, erineb loigus [—1, 1] koige vihem nul-

list nende n. astme poliimoomide hulgas, mille pealitkme kordaja on 1. Teisisonu,

1

inf \|x”+an,1x”*1+~--+ao\| = F

Ap—1,-.-,060ER

1Tl

TOESTUS. Tegelikult taandub meie iilesanne selle peale, et leida 16igus [—1, 1] parim
lahend funktsioonile f(z) = 2" hulgast P,_; (veenduda X3 ;3). Olgu p. € P,
soovitud parim lahend, siis vahe f —p, € P, pealiikme kordaja on 1 ning T8ebosovi
teoreemi kohaselt saavutab see vahe vahelduvate mérkidega oma maksimumi n + 1

punktis. Poliinoomil ———T,, on samad omadused, seega f — p. = FTn parima
ldhendi iihesuse tottu (vt jareldust [3.10)). O
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PEATUKK 4
Jacksoni teoreemid

Kéesolevas peatiikis toestame Jacksoni esimese ja teise teoreemi ning podrdteoreemi.
Sellel teel on meile abiks Bernsteini teoreem trigonomeetriliste poliinoomide jaoks
ja sellest veidi {ildisem Szego vorratus. Toestame ka Bernsteini teoreemi algebraliste
poliinoomide jaoks ning selle abil Markovi vorratuse.

4.1 Pidevusmoodul

Definitsioon. Funktsiooni f € C(T) pidevusmoodul on defineeritud seosega

w(f,t) = sup sup|AL(f,2)l,

0<h<t z€T

kus A, (f,2) = f(z +h) — f(2).

Ulesanne 4.1. Leidke jargmiste funktsioonide pidevusmoodulid (kui funktsioon
pole perioodiline, vaatame seda 16igus [—, 7]):

1. f(z) ==, 3. f(z) =sinuz,
2. f(z) = 2%, 4. f(x) =e".
Lause 4.1. Pidevusmoodulil on jirgmised omadused:
(1) w(f;t) N0, kuit \, 0; (iv) w(f,nt) < nw(f,t);
(i) w(f +g,1) Sw(f,t) +wlg,t); (v) w(f,t) <t|f'|], kui f € CH(T);
(i) w(f,t) < 2[|f]l; (vi) w(f, At) < (A+1)w(f, 1), kui A > 0.

TOESTUS. Veenduge, et kehtivad omadused (i) — (v) "45. Omadus (vi) jareldub
omadustest (iv):

w(f, At) Sw(f, [ A+ 1]t) < [A+1w(f,t) < A+ 1w(f,1).
O]

Pidevusmoodul annab parema iseloomustuse funktsioonile f kui diferentseeru-
vus. Funktsioon on iihtlaselt pidev parajasti siis, kui li{‘ré w(f,t) =0 (veenduge! X4, 3).
t
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Diferentseeruvate funktsioonide puhul hoopis w(f,t) = O(t), aga vahepeal on palju
erinevad funktsioone. Niiteks kui w(f,?) = O(t*) mingi 0 < a < 1, siis funktsioon
f pole iildjuhul diferentseeruv, aga ta on teatud mottes siledam kui lihtsalt pidev
funktsioon.

Edaspidi vaatame ldhemalt konvolutsiooni tiilipi operaatoreid ehk operaatoreid

kujul
W(f,7) = /fm—t t)dt = /f Wz —1)d

kus K,, € T,. Siis L,(f) € T, iga f € C(T) korral (veendu selles! *X). Funktsiooni
K,, nimetatakse tuumaks.

Paneme téhele, et oleme juba varem selliseid operaatoreid nédinud: konvolutsiooni
tlilipi operaatorid on naiteks Fourier’ rea osasummad s,,, mille tuumaks on Dirichlet’
tuum ning Fejéri operaator o,, koos Fejéri tuumaga.

Lemma 4.2. Olgu tuum K, € T, selline, et mingi arvu 6, > 0 ja konstandi ¢; € R
korral kehtivad jargmised tingimused:

1) /K 3) /OW (;—nﬂ) Ko (1) < 1.
9) Ko(t) = Ky (—1):

Siis kehtib hinnang
1f = Lu()I < 2c100(f, 0n).

TOESTUS. Toestuseks tuleb panna tahele, et

L, |—]/ Fo = DK (8)dt — ()

(a1 - f(x))Kn(t)dt‘

—T

< / "o D))t

—T

2 Z/OWw(f, DK (1) dt

i t
_ 2/0 w (f,aén> K, (1)|dt

2.(£,) | (L 1) Ko ()]dt

N

3)
< 2aw(f, 0n),

nagu soovitud. O
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4.2 Jacksoni teoreemid

Dirichlet” tuuma puhul kehtib / | D, (t)|dt = O(Inn), seega lemma {4.2| tingimus 3)
on rikutud. Fejéri tuum rahuldab selle lemma tingimusi konstandiga d,, = 27 Meie
n

1
eesmérk on saada hinnang ||f — L,(f)| < cw(f, —), mis annab ldhendite kiirema
n

koondumise kui Fejéri tuum.

Definitsioon. Funktsiooni J,,, mis on antud seosega

c 4 nt
sin® 2
Jn(t) ="Tn""2 % )
Sin 5
3 . . . ..
kus v, = ———————, nimetatakse Jacksoni tuumaks. Jacksoni tuuma voib ka

2mn(2n? + 1)’
panna kirja kujul
Tu(t) = 3 ER (),

kus ), on Fejéri tuum ja v = 4n’y,. Kuna Fejéri tuum on (n — 1). astme trigono-
meetiriline poliinoom, siis Jacksoni tuuma aste on 2n — 2. Operaatorit

%Uw%=4f@—ﬂ%@ﬂt

nimetame Jacksoni operaatoriks. Seega j,.(f) € Tan_o iga funktsiooni f € C(T)
korral (vt ka joonist [4.1).

Lemma 4.3. Jacksoni tuum rahuldab hinnangut

Tt c
ﬂ(%*)% (ns,)7 S

1
kut 0,, = —.
n

TOESTUS. Jagades integraali kaheks osaks ja kasutame vorratust

t t
(3—{—1) <2max{3,1},
saame, et

/Oﬂ % 4 1> T(8)dt = /0(S (é + 1) To(6)dt + /; (5—1 + 1) To(8)dt

é T
<2/ Jn(t)dt+2/ L.
0 5 0
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Esimene integraal on tokestatud tdnu tingimusele / Jn(t)dt = 1. Teise integraali
T

t
hindamiseks paneme téhele, et kuna sing > — kehtib iga t € [0, 7] korral (miks?
m

4, 4), siis saame hinnangu
T ¢ T ¢ Sin4 nt
—Jpdt = - 2 dt
/5 5" T /5 6 sin* L

c/”t 1
<_ P
GO

N

Teoreem 4.4 (Jacksoni esimene teoreem). Olgu f € C(T). Kehtib hinnang

dist(f, T,) < cw<f, %)

- 1
TOESTUS. Votame lemmas K, =J,, kuasm = {%J , et J,, aste oleks iilimalt

n ning kasutame lemmat O

T T T T \ T
\
f(x)

08l Jg(tx) |

1)

0.8

0.6

0.4

0.2

-0.2

04 L

-0.6 |-

-1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5

Joonis 4.1: Funktsiooni f(x) = sinx ldhendamine Jacksoni operaatori abil.
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Jacksoni teine teoreem on esimese teoreemi analoog r korda pidevalt diferentsee-
ruvate funktsioonide jaoks.

Teoreem 4.5 (Jacksoni teine teoreem). Iga funktsiooni f € C"(T) korral kehtib
hinnang

1 r T 1 7‘/ r
dist(f, 7n) < %w(ﬂ >,—) < Z_ £

n

TOESTUS. Olgu funktsioon ¢, selline, et ¢/, on parim ldhend funktsioonile f', siis
eelmise teoreemi kohaselt

dist(f, To) = dist(f — ta, Ta) < S = £ = © dist(f', T)

Sama vottega jiatkates saame, et iga r korral kehtib vorratus

r

dist(f, 7o) < ;— dist (), T,)

ja kasutades veelkord Jacksoni esimest teoreemi saame, et

CT CT+1 1
dist(f, 7T,) < ﬁdiSt (f(r)"];l) < w(f(r)’ E)

nr

Paneme tahele, et see toetus ei pruugi aga iildjuhul olla 6ige: parim ldhend funktsioo-
nile f’ voib sisaldada konstantset liiget, ¢/, aga mitte. Seda probleemi saab lahendada
jargmiselt.

Iga funktsiooni f € C*(T) korral kehtib / f'(t)dt = 0. Olgu ¢, = ag+. .. parim
T

lahend funktsioonile f’ ruumist 7,. Siis

1
% an(t)dt—ao,
ja seega
1
= — W(8) — f(¢))dt
%0 =57 [ (an0) = (1)

ning jarelikult
ol < 5 [ lantt) = S0t
Q X 5 _ n -
0 2 /o q
1
< Ry n ' dt
o [ =71
= llga — f'll = dist(f', Ta).
Vottes t,, € T, sellise, et ¢/, = g, — ap, voime kirjutada

If =t ll = If = (g0 — ao)|| <" — @nll + llaol| < 2dist(f, Tn)

ning seda teades voime kasutada esialgset toestust, lisades igal sammul kordaja
2. O
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4.3 Poordteoreem

Jacksoni teoreemid annavad infot, kui kiire saab olla koondumine L, (f) — f sol-
tuvalt funktsiooni f siledusest ja kuidas hinnata iilevalt funktsiooni kaugust alam-
ruumist 7, siis pdorteoreem iitleb, kuidas hinnata funktsiooni pidevusmoodulit iile-
valt teades funktsiooni kaugust alamruumidest 7,.

Teoreem 4.6 (Szego vorratus). Olgun > 0 tdisarv. Iga elemendi & € T ja polinooms
t, € T, korral kehtib vorratus

£, (€)* + 1t (€)* < n?[[ta|*.

TOESTUS. Kui n = 0, siis viide on ilmne. Seega eeldame, et n > 1. Kui ¢/ (£) = 0,
siis toestatav vorratus ilmselt kehtib. Seega edaspidi olgu ¢, (£) # 0. Uldisust kitsen-
damata voime eeldada, et t] (£) > 0 (vastasel korral voime ¢,, asendada funktsiooniga
—t,). Olgu v > ||t,|| fikseeritud arv ja téhistame a = ¢,,(£). Defineerime funktsiooni
$p(x) = v cosnx. Nitid, kuna t),(§) # 0, siis |a| = [t,(€)] < ||t.] ja jarelikult leidub

itheselt méédratud arv n € <—z, 0), mille korral s, (1) = a. Defineerime trigonomeet-

rilise poliinoomi t,(z) = tn(:vn+ ¢ —n) (veenduda, et on tegemist trigonomeetrilise

poliinoomiga! ¥). Siis 7,,(n) = t,(£) = a ja t,(n) = t’(€). Seega vaja on niidata, et
Ea(1)? + 0T (n)® < 0|t

Paneme tahele, et

sgut,, (1) = sgut,, (§) = sgns;, (n) > 0. (4.1)

Vaatleme trigonomeetrilist poliinoomi ¢, (z) = s,(z) — ¢,(z) ja olgu z), = W—, kus

k=—n,—n+1,...,n. Paneme tahele, et iga k = —n,—n+1,...,n — 1 korral

sgn g (T1) = sg0 $n (2k) = — 50 $n (Th11) = — 580 Gn(Th11) 7 0,

kus esimene ja kolmas vordus kehtivad, sest punktid z; on parajasti s, ekstreemum-
kohtadeks ja t,, vairtus igas punktis jaib rangelt nende ekstremaalsete viirtuste —y
ja v vahele ning teine vordus ja mittevordus kehtivad, sest cos(km) = — cos((k +
1)m) = +1. Seega igas intervallis (zy, zx11), kus k = —n,—n+1...,n — 1, leidub
trigonomeetrilisel poliinoomil ¢, vihemalt {iks nullkoht. Kuna aga neid intervalle on
2n tikki ning ¢, aste on ilimalt n ja ¢, # 0, siis igas intervallis (z, xx41) leidub
téapselt tiks nullkoht (ja seega g, aste on tapselt n). Intervallis (x_1, ) = <—%, 0>
on selleks nullkohaks 7, sest ¢,(n) = s,(n) —t.(n) = sn(n) —t.(§) = a—a = 0. Niiiid,
kuna ¢,(0) = v — £,(0) > 0, siis ¢, (n) > 0. Tdepoolest, kui ¢/, (n) = 0, siis oleks
poliinoomil ¢, punktis 7 kahekordne juur, mis annaks koigi intervallide (xy,zj41)
peale kokku vihemalt 2n+ 1 juurt ja see oleks vastuolu, sest ¢, aste on n ja seega on

tal iilimalt 2n juurt. Kui ¢, (n) < 0, siis vahemikus (7, 0) peaks g, omama nullkohta
ja seega kokku peaks tal olema vdhemalt 2n + 1 nullkohta, mis on vastuolu. Seega

q.,(n) > 0 ja jarelikult (4.1)) pohjal
0 < %,(n) < s,(n) = ynsin(nn) = ny/y* — % cos?(nn)

/T = /2 =y T,
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mis annab
£ ()? + 1%t (n)* < 7*n”.
Kuna see kehtib iga v > ||t,|| = ||| korral, siis jarelikult

£ (0)? +nTa(n)® < 0|,

Sellest teoreemist jareldub vahetult Bernsteini vorratus.

Teoreem 4.7 (Bernsteini vorratus). Iga tdisarvu n > 0 ja polinoomi t, € T, korral
kehtib vorratus
[£]l < nlltn]l-

Bernsteini vorratus kehtib ka algebraliste poliinoomide jaoks jargmisel kujul.

Teoreem 4.8 (Bernsteini vorratus). Iga p, € P,[—1,1] korral kehtib hinnang

n = — T "

Ulesanne 4.5. Toestage Bernsteini vorratus algebraliste poliinoomide jaoks ehk
teoreem A8

Jargmise kolme iilesande raames teeme eeltood, et toestada Markovi vorratus,
mis néitab, kuidas algebralise poliinoomi tuletise normi iilevalt hinnata tema enda
normiga.

Ulesanne 4.6. Toesta, et TseboSovi poliilnoomi 7}, korral kehtib vordus

1
n2

1—Th(z)* = - (1—2°) T (x)?

iga x € [—1, 1] korral ning jareldada sellest, et

n

T, (tk) = (—1)k+1ﬁ
(2k — 1)m

n

Ulesanne 4.7. Niita, et T'(1) = n?.

kehtib iga t; = cos , k=1,...,n, korral.

Ulesanne 4.8. Toesta, et kui p € P,[—1,1], ||p|| < 1, siis iga 2, || > cos 21, korral
n

kehtib vorratus
' ()| < T, ().
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Teoreem 4.9 (Markovi vorratus). Iga polinoomi p € P,[—1, 1] korral kehtib vorra-
tus

P/l < »*lp]l-

Uldisemalt iga polinoomi p € P,la,b], a < b, ja positiivse tdisarvu k korral kehtib

vorratus
2kn|2k

120 < Gyargs —aye 1P

ToEsTUs. Uldisust kitsendamata voime eeldada, et ||p|| = 1. Vaadeldes vajadusel
poliinoomi p asemel poliinoomi ¢(z) = p(—z) piisab tdestada |p(z)| < n® iga = €
[0, 1] korral. Kui x > cos o siis iilesande pohjal

n

P (2)| < T () < T,(1) = n?,
kus iimase vorratuse juures kasutame teadmist, et 7). koik nullkohad on arvust

™ . / .o . e se . /

0082— vasakul pool ja T} pealiikme kordaja on positiivne, mis annab, et T, on

loigus |:COS 21, 1] kasvav. Kui z € [O, 21], siis Bernsteini vorratuse pohjal
n n

P(2)] € s € e
V1= 2 1—COS%
=T, (cos 21> <7 (1)

n

:/]’]/7

nagu soovitud, kus esimene vordus kehtib tilesande pohjal O]

Jacksoni teoreemid annavad meile informatsiooni sellest, kui hea on parim l&-
hend ruumist 7, kui teame funktsiooni pidevusmoodulit. P66rdteoreemi abil saame
aga tlevalt hinnata pidevusmooduli vaartust, kui teame funktsiooni kaugust alam-
ruumidest 7.

Teoreem 4.10 (Péordteoreem). Iga funktsiooni f € C(T) ja tdisarvu n > 1 korral

kehtib vorratus
1 ¢ — .
W(fv ﬁ) S kEZO dist(f, Te)-

TOESTUS. Antud toestuse raames téhistagu ¢, € 7, parimat ldhendit funktsioonile
feC(T). Iga é > 0 jaiga m € N korral kehtib

w(fa 6) < W(f - t2m76) + w(t2m>6) < 2d18t(f7 75’”) + 0 Htl2m|l )

kus oleme hindamisel kasutanud pidevusmooduli omadusi. Esiteks paneme téahele,
et kuna dist(f, 7x) on kahanev suurus k suhtes, siis

27’7L

2771
dist(f, Tom) = 27" Y dist(f, Tom) <27 dist(f, Tor).
k=1 k=1
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Seega jaab hinnata suurust ||t5. ||. Selleks kasutame jargmisi seoseid:

lase = tall < Mewsr = U+ 1 = tal
= dist(f, Trox) + dist(f, T5)
< 2dist(f, Tx)

ja
25
2 dist(f, o) =y dist(f, Tor)
k=2s—141
25
< D dist(f, ).
k=25—141
Niiiid

[#om || = Ftzm = tom—1 + tom-1 = tom-2 + ... + 5 — 1

m—1
<ty = ol + ) [[thess — the
s=1

m—1

< 2ta —toll + Y 2 g — tos

s=1

m—1
< Adist(f,To) +2) 2 dist(f, 7o)
s=1

m—1

= 4ddist(f, 7o) +8 Y _ 2" dist(f, Tz-)

s=1

m—1 2%

<Adist(f, 7o) +8Y > dist(f.Ta)
s=1 k=25—141
2m—1

= ddist(f, 7o) +8 > dist(f, Tx)
k=2

2m71

<8 dist(f, Th),
k=0

kus kolmandal sammul kasutamise Bernsteini vorratust. Kombineerides saadud tu-
lemusi, saame vorratuse

2m

w(f,6) <827 +06) Y dist(f, Tr).

k=0
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1
Valides § = — ja m € N nii, et 2™ < n < 2™, saame
n

-
w(f,5) <8 (% + %) > dist(f, 7r)
k=0
< 3 dist(£, )
k=0

nagu soovitud. O

4.4 Lahendamine algebraliste poliilnoomidega

Olgu f € C[—1,1], siis defineerime funktsiooni f jérgmiselt:

f(8) = f(cos ).

Niimoodi defineeritud funktsioon on pidev hulgal T, st f € C(T) (miks? %), seejuu-
res tegemist on paarisfunktsiooniga. Kehtivad jargmised omadused:

D [ fleery = fllom:
2) kui p, € P,, siis p,, on avaldatav kujul p,(0) = Z ay, cos ko;
k=0

n n

3) kuit, €T, t,(0) = Zak cos k), siis t, = p, kus p,(z) = Zaka(m);

k=0 k=0
1) w(f,t) <w(f.b).

Pohjendame ainult viimast omadust (veenduge, et kehtivad omadused 1) —3) "y 9):

w(f )= sup |f(8) = f(&)] = sup [f(cosh) — f(cosE)]

jo—¢l<t jo-¢l<t
< sup - [f(cosO) — f(cos )|

| cos @—cos &|<t

= sup |f(z) = f(y)l = w(/,1).

lz—y|<t

Niitid saame toestada esimese Jacksoni teoreemi ruumi C[—1, 1] jaoks.

Teoreem 4.11. Kui f € C|—1,1], siis kehtib hinnang

dist(f, Pn) < cw(f, %)
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TOESTUS. Olgu ¢, € 7T, parim lihend funktsioonile f. Paneme téhele, et ¢, on

paarisfunktsioon. Toepoolest, kui %, ei oleks paarisfunktsioon, siis ka funktsioon
tn(0) + tn(—0) i

oleks parim ldhend, teoreemi kohaselt on aga parim ldhend iihe-

selt maaratud. Jarelikult leidub p € P, nii, et t, = p,. Niiiid kasutades Jacksoni
teoreemi [4.4] saame

: 5 7 =1 1
Ast(£.P) < 1f = oull =1 = 5l = it 7o) < o £ ) < e 1),
nagu soovitud. O

Teoreem 4.12. Olgu f € C"[—1,1] ja n > 2r, siis
- ol #0) 1
dist(f, Pn) < en”wl 1, = ).
n

Ulesanne 4.10. Toestada teoreem m
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PEATUKK 5
Splainid

Siiamaani oleme vaadelnud funktsioonide lahendamist nii algebraliste kui ka trigono-
meetriliste poliinoomidega. Seejuures on lahendav poliinoom olnud kogu 16igul sama.
Siin peatiikis tegeleme splainidega, mis on tiikiti poliinoomid. See tdhendab, et 16ik
on jagatud alamloikudeks ning igal alamloigul on ldhendav funktsioon mingi polii-
noom, aga erinevates alamloikudes voib olla erinev poliinoom. Sealjuures nouame,
et nende alamloikude otspunktides oleksid tédidetud teatud pidevusekriteeriumid.

5.1 Pohimoisted

Siin alapeatiikis tutvume splainidega seotud pohiliste moistetega, mida jargnevas
kasutame.

Olgu a,b € R ja N,k € N fikseeritud, ning olgu

A* = (7—0’7_17 cee aTNaTN+1)7

kus 7o = @, Tyy1 = bning 7; < 741, @ = 0,..., N. Hulga A, elemente kutsume
solmedeks.

Definitsioon. Splainide ruumiks Sp(A.) astmega k (ja defektiga 1) nimetatakse
funktsioonide ruumi, mille elemendid s € Sy rahuldavad tingimusi

1) s € Py igas loigus [y, Tiz1;
2) S € Ck72(TZ’,1,Ti+1).

Uldisemalt saame vaadata splaine, mille defekt on m < k — siis teine tingimus
asendub tingimusega s € C* '™ (7;_1, 7;41). Niimoodi saadakse ruumid Skm(Ay).
Kehtib sisaldavus

Pk_l = Sk’o(A*) C S}ml(A*) C Sk,Q(A*) cC...C S}mk(A*) = 'Pk_l(A*),

kus Pr_1(A,) on tiikiti poliilnoomide ruum, kus ei ole mingeid pidevuse noudeid.
Selle ruumi eeliseks on see, et saame lokaalselt lihendada funktsiooni igas intervallis
eraldi, kahjuks aga need sellised splainid ei pruugi olla siledad. Selleparast hakkame
me edaspidi t66tama ruumis Si(A,) = Sk.1(AL).
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Naide 5.1. Esimest jarku splainid on treppfunktsioonid. Teist jarku splainid on
murdjooned.

Definitsioon. T&histame
x, kui z > 0,
Ty = .
0, kui z <0.

Olgu t € R fikseeritud. Funktsiooni (z — ¢)%~! nimetatakse ldigatud astmefunktsioo-
niks. Siis

0, kui z < t.
Niide 5.2. Loigatud astmefunktsioon (z — 7,)"™ on k. astme splain (veenduge!
45 1). Veelgi enam, kui 16igus [7;_1, 7] kehtib vordus s(z) = p(x) mingi poliinoomi
p € Pr_1 korral, siis mingi arvu a; € R korral kehtib 16igus [, 7;41] vOrdus s(z) =
p(z) + a;(x — Ti)’fl (veenduge! M455). Kuid see tdhendab, et ka 16igus [r;_1, 7;41]

kehtib s(z) = p(z) + a;(x — ;)"
Selles néitest jareldub jargmine tulemus.

Teoreem 5.3. Iga splain s € Sp(A.) on esitatav kujul

s(z) = pr_1(x) + Z a;(z — 1)kt (5.1)

Tapsemalt, ruumi Sp(Ay) baasiks on tkskoik millise ruumi Py_q baasi ning loigatud
astmefunktsioonide iihend {(x — ;)5 "}, dihend. Jarelikult dim(Sy) =k + N

Ulesanne 5.3. Toestage, et iga splain on avaldatav ka kujul

N

s(x) = qr—1(x) + Z bi(r; — ) (5.2)

=1

Mis on seos a; ja b; vahel?
Ulesanne 5.4. Vaatame ruumi Sy(A,), kus solmedeks votame 7; = i, i = 0,...,4
(seega N = 3). Pange kujudel ja kirja splainid s;, ¢ = 2, 3, mis rahuldavad
tingimusi

SZ'(T]') = 5@‘, j = 0,. .. ,4.

Kahjuks on aga 16igatud astmefunktsioonid suure kandjaga ning protsessis 7; — 7,41
pohimotteliselt muutuvad lineaarselt soltuvaks, seega soovime leida parema baasi.

Definitsioon. Olgu f € Cfa, b] ning olgu punktid (o, ..., tx) paarikaupa erinevad.
Diferentssuhe [tg, ..., tx]f on defineeritud kui sellise poliinoomi pealiikme kordaja,
mis interpoleerib funktsiooni f punktides ¢;.

Kuna interpoleeriv poliinoom on iiheselt méaératud, siis seda on ka diferentssuhe.
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Mdirkus. Voib vaadata ka tildisemat juhtu, kus on kordsed punktid lubatud. Kui

(to,...,tk>: (7'1,...,’7'1,...,7'[,...,7'1),
—— N——

mi my

siis Langrange—Hermite’s interpolant p funktsioonile f on poliinoom, mis rahuldab
tingimusi

1
p(s_l)(']'i) = f(s_l)(Ti), S = 1, cee My, 1= 1, RN ,l, Zml == k’ + 1
i=1
ning vastav diferentssuhe on selle poliinoomi pealiikme kordaja.

Diferentssuhutel on jargmised omadused (kontrollige X5 5):

k
l;
1. Diferentssuhe avaldub ilmutatud kujul jargmiselt [to, ..., ] f = Z f/( ) , kus
= ()
k
w) = [[(= - t);
i=0
2. Diferentssuhted rahuldavad rekurrentset seost
t1,...,1 —to, ..., te_
[t0,~~,tk]f:[b ak]f [07 7kl]f.
tr — o
3. Kehitb nn. Leibnizi reegel:
k
ol fg = ltor. - ST 1o
i=0
.. 1
Ulesanne 5.6. Toestage, et [to, ... tx]f = —f*)(€) mingi & € [to, ] korral, kus

k!
f € C*to, ty].
5.2 B-splainid

Olgu k, n € N ning olgu meil antud solmed A = (t1,t9,...,thik), kus t1 > a,
ti <tiprjatnn <b.

Definitsioon. Splaine, mis on defineeritud seostega

Mi(t) = klti, - tigk] (- = )57,
N’L(t) = (tlJrk - tl)[tlu s 7ti+k](. - t)iilu
1 =1,...,n, nimetatakse B-splainideks.
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k
[mselt kehtib seos M;(t) = ﬁ]\fi(t). Tegemist on toepoolest splainiga —
itk — U
diferentssuhte arvutamise valemi kohaselt (veenduge! Y45 7)
i+k k—1
tp—t
M;(t) = k Z %

w'(t)

I=i
Lause 5.4. B-splainidel on kompaktne kandja. Tdpsemalt, supp M; = [t;, ti1s].

TOESTUS. Paneme téhele, et kui ¢t > ¢;,4, siis (¢, — t)]_f1 =0, kusl=1i,...,i+k,
ja jarelikult [t;, ... tik](- — t)l_fl = 0 (veenduge! "5 5).

Analoogiliselt, kui ¢ < t;, siis (4 =)' = (4 — )", kus | = i,...,i+k.
Jarelikult [t;, ..., tipx](- — )5 =0 (veenduge! M59). O

Lemma 5.5. Kehtib vordus
1 b
iy bkl f = g/ M;(t) f 9 (t)dt,

kus f € C*[a,b].
TOESTUS. Taylori valemist jareldub (kuidas? "5 1), et funktsioon f avaldub kujul

@) = pea(a) + =y | (e =05 V0

kus pr_1 € Pr_1. Vottes molemast poolest diferentssuhte, saame soovitud tulemuse.
H

Oeldakse, et M; on Peano tuwm, mis esitab funktsiooni [t;, ..., tiyx]f.

Lemma 5.6. Suvaliste solmede A korral kehtivad jirgmised vordused:
b n
/ Mi(t)dt =1, Y Ni(t) =1, kuit € [tg,tns].
a i=1

TOESTUS. Esimese vorduse toestamiseks votame lemmas f(z) = 2" (tehke ise
1&bi! >P5.11).

Teise vorduse toestamiseks paneme téahele, et kasutades diferentssuhte omadusi
saame

Ni(t) = (tigw — t3)[ti, .-, i) (- — 05
= ([tig1s s tivk) — [tiy s tigr—1]) (- — t)]rl
ja seega
Nl<t> = ([thrl? s 7tn+k] - [tla e 7tk})< - t)iil'
i=1
Niitid kui ¢ > ty, siis (4 — )" =0, kus [ = 1,..., k. Jérelikult [t,...,](- —

)51 = 0. Analoogiliselt kui t < t,.1, siis (t; — )" = (t; — )", kus | = n +
1L,...,n+k. Jarelikult [toyq, ... tops](- — )51 = 1. O
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Lause 5.7. Tdhistagu M, splaini M; solmedega t;, ..., tivk, sits kehtib rekurrentne
5€08
1 1 t—1t;

“ M (1) =
P Mkt = ik —

Livi — t

M1 (t) + M1 k-1 (t)

Livk — U
TOESTUS. Toestuseks votame diferentssuhte vordusest
(0= 4 = (@ — 1) — 1)}

ja kasutame Leibnizi reeglit. Saame (kuidas? %45 12)

1 - p—
k k() = (b = Oty .t (@ — 8+ [tigr, -t (2 — )57
t—t ) )
- tivk — t»([tHl""’tHk](x _tﬁk 2 - [tiv"'thk](x - t)ﬁ 2)

F [t ot (= )57

1 t, —t
= (Mig1—1(t) = M p—1(t)) + Mit16-1(t)
E—1 |t —t

ning see avaldis on samavéérne véites oleva avaldisega (tehke 14bi 45 13). O
Ulesanne 5.14. Téestage, kasutades lauset voi teisiti, et kehtib seos
t—1;

Livi — t
Livk—1 — U

N’L,k(y) = Ni,k—l(t) + Ni+1,k—1(t)-

bitk—1 — Ui
Mirkus. Splainid N;; on treppfunktsioonid kandajaga [¢;,t;11]. Tépsemalt,

Ni,l (t) =

1, kuit € [t;tita],
{ = X[ti,ti+1}(t)

0, mujal.

(veenduge! 45 15). Siit ja rekurrentsest seosest omakorda jareldub, et N;, > 0 oma
kandjas.

Olgu meil solmed A = (¢;)1}" fikseeritud. Edaspidi kasutame jérgmisi téhistusi.
1. w1(13> = (.’E — tiJrl) e (SL’ — ti+k71);

1
(h—1)

2. ¢i(z) =

!wi(x);

3. 4;(-,t) olgu ((k — 1). astme) poliinoom, mis interpoleerib funktsiooni f(z) =
(x — t)i_l solmedes t;, ..., ti x_1.

Lause 5.8 (Lee valem). Iga x,t € R korral kehtib vordus

wi(X)N;(t) = liya(z,t) — Ci(x, 1), (5.3)
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TOESTUS. Fikseeritud ¢ € R korral on vorduse paremal poolel (kK — 1). astme
poliinoom, mis vordub nulliga punktides ¢;,1,...,%;1x_1, Seega mingi suurusest ¢
soltuva konstandi ¢(t) korral

€i+1<l’, t) — gl(l', t) = c(t)wz(x)

Konstandi ¢(t) véaértus on vaadeldava poliilnoomi pealiikme kordaja, ehk poliinoomi-
de l;iy1(-,t) ja £;(-, t) pealiikmete kordajate vahe ehk vastavate diferentssuhete vahe.
Need poliinoomid interpoleerivad funktsiooni (- — t)]_fl, seega

C(t) = ([ti—f—l; ... ati—I—k] — [ti, e 7ti+k—1])(- _ t)ﬁ__l
= (tivs — ti)[tis - tipa) (- — 1 = N(2).

]

( )n+k

Lause 5.9 (Marsdeni samasus). Fikseeritud k,n € N ja sélmede A = korral

kehtib vordus

(z—1)* Zw, Ni(t), ti <t <tupr, © €R.

TOESTUS. Summeerime Lee valemis ((5.3) mélemad pooled, saame

Zwl Ni(t) = lpii(,t) — £y (2, 1).

Kui t > ty, siis 64(4) = (t — t)57!
Analoogiliselt, kui t < t,1, siis {41 (¢;
1,...,n+k, seega lyyi(x,t) = (x — )"

0, kui i = 1,...,k, seega ¢1(z,t) = 0.
=t-t)" =t kuii=n+
, mis annabki soovitud tulemuse. O

—_~—

Jareldus 5.10. Polinoomide ruum Py_i[ty, tn1] moodustab ruumi span(N;)?, alam-
TUUIL.

TOESTUS. Marsdeni samasuse voib kirjutada timber jargmiselt:

(ZU—t Z¢Z

(kontrollige! ). Diferentseerides seda avaldist k£ — 1 — m korda, m = 0,...,k — 1,
saame

z=t)" qu’“m Ni(t), m=0,....k—1, (5.4)
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(veenduge! "X). Siit jareldub, et poliinoomid ((t — a)™ ) ' kuuluvad ruumi
span(N;)?,

ja seega
Pr_1 C span(N;)>,.

[
Markus. Vottes vorduses (5.4) m = 0, saame (arvestades, et gbl(-k_l) =1)
1=) Ni(t)
i=1
mis annab alternatiivse toestuse lausele 5.6 bor ot
Kui m = 1, siis /" 7™ (2) = ¢ P (2) = 2 — = HE-L (veenduge!

k—1
45 16) Ning saame seose

n

fivs et
t—2 =3 (1) [:c— +1+k_+1 1k I}Ni(t),
i=1

millest jareldub, et suvalise poliinoomi p € P; korral kehtib

Z plt Lt € [ty tnia] (5.5)

biy1+ -+ lige

kuidas? "X kus tf =
(kuidas? 45 17), kus ¢; ]

Jareldus 5.11. Kui solmed (t])’;if on paarikaupa erinevad, siis loigatud astme-

funktsioonid (t — ;)%™ kuuluvad ruumi span(N;)!, loigus [ty, tyi1].

TOESTUS. Votame vorduses (0.4) z = t; ning m = k — 1. Paneme téhele, et
¢i(t;) =0, kui t; < t; < tipy, ja seega

t—t)"" k—1 et
R AP S SR ORICED WE R ARD)

Kui t > t;, siis esimene summa vordub nulliga, sest N;, ¢t +k < j, kandjad on sellest
punktist Vasakul (selgitage "5 15). Analoogiliselt, teine summa vordub nulliga, kui
t < t;. Seega

<t(1;fj)1;! = > (=Dt Nilt), t € [ths tara]

2]

(pohjendage! 45 19). O
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Teoreem 5.12. Etteantud solmede A korral, moodustavad B-splainid (N;)1, baasi
ruumis Sg(A.), kus

Ay:a=19<T <78 <Tny1 =D,
Aitlg...gtk_l ga:tk<tk+1---<tn<tn+1:b<tn+2<...<tn+k.

TOESTUS. Oleme just toestanud, et iga element ruumi Sg(A) baasist (vt teoreemi
kuulub ruumi span(V;)7 ;. Kuna ruumide Si(A) ja span(N;):; dimensioonid on
samad (ning vordsed arvuga N + k), siis B-splainid moodustavad samuti baasi. [

5.3 Kaasfunktsionaalid

Lemma 5.13. Iga polinoomi p € Py_1 saab avaldada B-splainide kaudu jargmaiselt:
p(t) = Z/\z(p7 x)Nz(t)a te [tk;tn—i—l]?
i=1

kus funktsionaalid \; on antud seosega

N

M) = M) = S (=)™ @) (@), @ € R,

3
I

TOESTUS. Kasutades Taylori valemit koos seosega (5.4)), saame

k—1 k—1 n
my o (& —2)" m k—1—-m
p(t) =Y p" (@) =D p" (@) Yo T T @) Ni(e).
m=0 m=0 i=1
Vahetades summeerimisjarjekorra, saame, et
n k—1
() =D | DM @)l T @) | M),
i=1 [m=0
nagu soovitud. O]
Definitsioon. Funktsionaale A\;: C(R) — R, ¢ = 1,...,n, mis on defineeritud ees-
kirjaga
k—1
N(fix) =Y ()" (@) T T (@), ¢ € R,
m=0

nimetatakse de Boor’i funktsionaalideks ehk kaasfunktsionaalideks.

Ulesanne 5.20. Leidke de Boor'i funktsionaalid jargmiste funktsioonide jaoks, kui
k=3:
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(a) flz)=z+1; (d) f(z) =sin;

(b) f(z) =x(1 - x); (e) f(x)=a?

(c) f(z)=1In(z+1); (f) flz) =e*.

Niide 5.14. Kui p(z) = 1, siis \i(p,z) = p(z)¢!" Y (2) = 1 ning jirjekordselt
saame vorduse i Ni(t) = 1.

i=1
Naiide 5.15. Kui p € Py, siis kehtib

Nlp,x) = pa)o ) (@) = ()6 (0) = pla) = (@) (e — ) = p(t]),

tiy1 + -+ livk—1
kus t =
us t; -

Lemma 5.16. Iga poliinoomi p € Py_1 korral funktsionaalid (X\;)}_, ei soltu argu-
mendi x valikust. Tdapsemalt,

. Sellega on veelkord toestatud vordus ((5.5)).

p(t) = Zw, EN;(t), VE.

TOESTUS. Kuna B-splainid N;, i = 1, ..., n, moodustavad baasi ruumis Si(A), siis
iga poliinoomi kordajad baasi suhtes on iiheselt méaaratud. O

Teoreem 5.17. Iga splain s € Sp(A) on avaldatav kujul
s(t) = Z)‘i<37€i)Ni(t) V& € [ti, tivr)- (5.6)
i=1

TOESTUS. Olgu &; € [t;, tivkl, siis & € [t, 1] mingi | € {i,...,i + k — 1} korral.
Olgu p; € Py_1 poliinoom, mis langeb 16igus kokku [t;, t;41] splainiga NN, siis lemma
tottu
Ai(Nj; &) = Xilpj, &) = Ai(py)
ning
! !
pit) = > XN)Nt) = > Nlp)pi(t)
k—1+1 i=k—1+1
!

= Ni(pj)pi(t), t € [t tiga],
k—I1+1

%

%

kus esimene vordus tuleb sellest, et iilejadnud B-splainide kandjad ei sisalda punkte
16igust (%, t;41). Kuna poliinoomid p; = Ni‘[tl hea) O1 lineaarselt soltumatud igal

16igul [¢;, ;1] (miks? X)), siis vordusest

l

pit) =D Nlpy)pi(t)

i=k—I1+1

jareldub, et \;(Nj, &) = Xi(p;) = 6ij- -
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Lemma 5.18. Funktsionaalid \; on tokestatud. Tdpsemalt,

|)‘Z(8)| < dkHSHC[ti,ti-;-k}'

_ -
TOESTUS. Olgu [, t;41] intervalli [¢t;, ¢;,,] suurim alamintervall, siis t+k—t < k.
1+1 — 1
Kehtib vorratus
k—1
(s, ) < S s (@)] - o (@)L @ € [t tigal.
m=0

Esimene tegur ‘s(m) (z)| on 16igus [t;, ti41] m. astme tuletis poliinoomist, mille aste
on k — 1. Rakendame Markovi vorratust (vt teoreemi |4.9):

C/

< Gm .
.CE)‘ (tlJrl _ tl>m HSHC[thtHl]

|5

Teise teguri hindamiseks paneme téahele, et tegemist on m. astme poliinoomiga, mille
koik nullkohad n; asuvad 16igus [t;, t;1] (miks? »¥) ning mille pealitkme kordaja on

1
Cm = —. Jarelikult,
m!

k—1—-m m
@) = enllx = m) -+ )| < el — ™

Kokkuvottes oleme saanud, et
k—1 o

H ’|C[tl7tl+1]cm|tl+k — 1 |

m:0

_ H || Z Cmcm’tz—i-k ‘
Cllstisil (i —t)™

= |Isllcti tisnl Z L emk™
m=0

< dkHSHC[ti;tiJrk]’
nagu soovitud. -

Kuna selgus, et tegemist on tokestatud funktsionaalidega, saame ténu Hahn-
Banach teoreemile neid jatkata ruumile C[t;, ¢;1x] nii, et norm ei kasva. Edaspidi
tahistame neid jatke samuti stimboliga ;.

5.4 Kvaasi-interpoleerimine

Definitsioon. Olgu k,n € N ning A = (¢;)1}". Operaatorit Q: Cla,b] — Si(A),

mis on antud seosega
) =Y N(f)Ni(t
i=1

nimetatakse kvaasi-interpolandiks.
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Ulesanne 5.21. Niidake, et selline operaator @ on lineaarne projektor.

Tavaline interpolant ldhendab funktsiooni vééartusi etteantud punktides, mida
aga teeb kvaasi-interpolant? Teame, et B-splainid moodustavad ruumi Si(A) baasi.

Kui s(t) = ZaiNi(t), siis valemist (5.6) ndeme, et \;(s) = a; ja seega
i=1

Az(Q(f)) = Az(f)? i=1,...,n.
See tdhendab, et operaator () ei interpoleeri funktsiooni f konkreetsetes solmedes,
vaid hoopis séilitab informatsiooni sellest, mis viartused on kaasfunktsionaalidel
funktsiooni f peal.
Edaspidi téhistame I5 = [t; 1 ¢, k]

Lemma 5.19. Operaator () rahuldab hinnangut

||Q(f)HC[t]‘,tj+ﬂ < dkaHC(I;)

TOESTUS. Toestuseks kasutame jargmisi fakte: (1) B-splainid on 16pliku kandjaga,
(2) B-splainid moodustavad iithelahutuse (ehk on mittenegatiivsed ja summa igas
punktis on 1), (3) kaasfunktsionaalid on tihtlaselt tokestatud. Kui t € [t;,t;41], siis

213 MHN)

i=j+1—k

QU 1) =

Z/\z‘(f)Ni(t)

< max  |[N(f)] Z Ai( f)Ni(t)

i+1—k<i<j
J J i=j+1—k
(2)

< .
S | fnax 1A ()]

(3)
< dk‘|fHC[tji7ti+k] = dkaHC(I;)’

nagu soovitud. O

Teoreem 5.20. Kehtib hinnang
1 = QUN ettty < erdist(f, Sk(A) < GG P o).
TOESTUS. Lebesgue’i vorratus koos eelmise lemmaga annab lokaalse hinnangu
1f = QN et b < ([QU + 1) dist(z, S(A)) < (di + 1) dist(z, Si(A)).

Viimane vorratus cg|[7 dl f(k)HC(I;) jaoks saadakse skaleerides Jacksoni hinnangut
(kuidas? »X). O

Jareldus 5.21. Kehtib vorratus
dist(f, Sk(A)) < ¢ max it F | oo

,,,,, n
TOESTUS. Paneme téhele, et kui [t;, ;4] intervalli I7 suurim alamintervall, siis

I
; ‘ z ’ ; < k ja seega jareldub véide eelmisest teoreemist. ]
+1— U
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5.5 Splainidega interpoleerimine

Léhendusteooria iiks pohilisi probleeme on interpoleerimisiilesande lahendamine:
Kui on antud solmed z; ja vadrtused y;, i = 1,...,n, leida funktsioon f nii, et

flz) =y, i=1,...,n.
Funktsioonile f voib seada erinevaid noudeid, néiteks:

1. Voime nouda, et funktsioon f kuuluks teatud n-mootmelisse ruumi, néiteks

Sk (A) vOi Pn;

2. Voime nouda, et funktsioon kuuluks mingisse suuremasse (dimensiooni mot-
tes) ruumi, aga rahuldaks lisaks teisi noudeid, néiteks minimiseeriks teatud
normi (nt || f"],);

Edaspidi uurime esimest ldhenemist. Olgu meil antud k,n € N, solmed A ning
punktid (z;)7, ja (y;)i,. Otsime splaini s € S(A) nii, et

S(.fi):yi, ’Lzl,,’n

Teame, et iga splain s € S on avaldatav kujul s(t) = Zaij(t). Téhistame
j=1

Ay = (Nj(24))} 21, @ = (a;)j—; ning y = (y;)j-,, siis meie iilesanne taandub vor-
randisiisteemi A,a = y lahendamisele tundmatu a suhtes. Lineaaralgebrast teame,
et see slisteem on lahenduv, seejuures iiheselt, parajasti siis, kui maatriks A, on
pooratav.

Lemma 5.22. Kui maatriks A, on péératav, kus solmed x; on jarjestatud kasvavalt,
sits maatriksi A, diagonaal on positiivne, st N;(z;) > 0. Teisisonu, solmed kuuluvad
B-splainide kandjasse ehk

ti < x; < tiyk, 1=1,...,n.

TOESTUS. Oletame vastuviiteliselt, et mingi m € {1,...,n} korral kehtib t,, 4 <
T VOI Ty < by KUl ty0 1 < @y, SIS

t1+k<"'<tm—1+k<tm+k<$m<xm+l<"'<xn7

ja seega Nj(x;) = 0, kui j < m < i. Jarelikult on maatriksil A, jirgmine kuju:

a1 12 e A1m a1,m+1 e Ain
21 22 cee Aom, az m+1 cee A2p,
am-1,1 Om-12 -+ Om-1m Am-1m+1 --- -.-Gm_1n
A, = 0 0 e 0 Ammt1 - - Cmn
0 0 ce 0 Am+1,m+1 - - - Am+1,n
0 0 ... 0 Apmt1 - - Ann
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Kuid selle maatriksi m esimest veergu on lineaarselt soltuvad ja seega see maatriks
ei saa olla pooratav.
Kui z,, < t,, siis on toestus analoogiline (teha ise 14bi Y5 92) O

Paneme tahele, et toestuses kasutasime vaid seda, et jadad x; ja t; on kasvavad,
seega kehtib ka jargmine iildisem tulemus.

Jareldus 5.23. Kui maatriks A = Nj, (z;,) on podratav, kus j,, ja ;, on kasvavad,
siis Nj, (z;,.) > 0 iga indeksi m korral.

Téhistagu v[s] splaini s erinevate nullkohtade arv ning p[s] splaini s mérgivahe-
tuste arvu.

ptr
Lemma 5.24. Olgu sélmed (t;)_, jarjestatud kasvavalt ning olgu s = Z%’Ni-
i=p

Vahemikus (t,, tpiktr) kehtib hinnang v(s| < r.

TOESTUS. Olgu splainil s erinevate nullkohtade arv ¢. Kuna s(t,4) = s(tpipir—) =
0, siis Rolle’i teoreemi kohaselt vahetab funktsioon s’ vihemalt ¢ + 1 korda marki
(miks? X5 03). Nittid s'(t,+) = 8" (tpinir—) = 0 (miks? M5 94) ja analoogiliselt funkt-
sioon vahetab s” vihemalt g + 2 korda mérki. Niimoodi jitkates saame, et

pls" N =g+ (k- 2).

Teiselt poolt, s*~2 on murdjoon (vt ka joonist , mis koosneb k + r osast,

1

0.8

0.6 -

0.4

021

0

-02 -

-04

06

-0.8

! ! ! ! ! !
0 1 2 3 4 5 6 7

Joonis 5.1: Niide funktsioonist s*~2, kui k +r = 5.

seejuures
S(k_2)<tp+) =52 (tprher—) =0,
seega
pls® ) <k+r—2.
Kombineerides neid vorratusi saame, et v[s] = ¢ < r, nagu soovitud. O

Selle tulemuse abil saame toestada lemma poordtulemuse.
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Teoreem 5.25 (Schoenberg-Whitney). Olgu solmed (x;)7, ja (t)"F jirjestatud
kasvavas jdarjekorras. Maatriks A, on péoratav parajasti siis, kui N;(z;) > 0 iga
1=1,...,n

TOESTUS. Tarvilikkus on meil juba toestatud lemmas [5.22, Piisavuse jaoks piisab
ndidata, et vordusest A,a = 0 jareldub vordus a = 0 (miks? M5 55). Selle jaoks

omakorda piisab néidata, et kui s(x) = Z a; N;(x), siis kehtib implikatsioon

s(z;))=0,i=1,...,n = s=0.

Toepoolest, kuna B-splainid moodustavad baasi, siis siit jareldub, et a = 0.
Oletame vastuvéiteliselt, et s # 0. Siis leidub intervall I = (¢,, t,44+,) nii, et selles
intervallis pole splain s samaselt null, aga intervallides [t,—1,t,] ja [tp+ktrs tprhtri]

p+r
on samaselt null. Siis intervallis I kehtib s = » _ a;N;(x). Niiid intervall I sisaldab
i=p
r + 1 splaini kandjad (N,, ..., Npi,), seega s(z;) = 0, seejuures x; € supp V; , mis
on vastuolus lemmaga [5.24] O

Definitsioon. Olgu = = (z;)}, paarikaupa erinevad kasvavalt jéarjestatud solmed.
Defineerime projektori P, : Cla,b] — Sg(A), mis seab igale funktsioonile f € Cla, 0]
tiheselt méératud splaini P,(f) = s, mille korral s(z;) = f(z;), ¢ =1,...,n. Projek-
torit P nimetatakse interpoleerimisprojektoriks.

Kuna operaator P, on lineaarne projektor, saame Lebesgue’i vorratusest

dist(f, Sk(A)) < |If = Pe(NIl < (1 + [ Pe]]) dist(f, Sk(A)).

Kui norm || P, || on viike, siis P, on hea interpoleerimismeetodi kandidaat. Uritame
niitid hinnata suurust || P, ||

Lemma 5.26. Olgu A, = (Nj(z;))},=, selline, et Ni(x;) > 0. Siis || Py, <
142 lewe-

TOEsTUS. Olgu P,(f) =s= » a;N;. Kuna ZNZ(IL‘) =1, siis
j=1 i=1
1Pe( e = < llafle-
Loo

Paneme téhele, et A,a = s‘z = f| ehk a = A 'f|
1Pl < Nl = 421,

< {142 o 1Tl
<142l 1o

, millest saame, et

ja jérelikult | P.|| < [|A; Y., nagu soovitud. O

Seega saame projektori P, normi hindamiseks kasutada maatriksi A, ' normi.
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Naide 5.27. Olgu t; = 4, k = 3 ning z; = t;;3/9, st interpoleerimine toimub solmede

vahel. Siis

Nifl<$i) =

1 6 1
§7 Nz(l"z) = §7 Nz’+1(5€i) = g

Siis maatriks A, on tridiagonaalne ning rahuldab hinnangut ||A; || < 2. Samas, kui
votame z; = t; (interpoleerimine sélmedes), siis

ning
1 1 0
1
4L 11
2
0o 0 0
ja seega ||AY]| = 2n.

1
Ni(z;) = Niy(z;) = B

0 0 1 -1 1
0| _ A =9 0o 1 -1
1 1 0 0 0

Definitsioon. Oeldakse, et maatriks A on rangelt positiivne, kui iga reaindeksi i

korral

n

|aii] — Z ‘Clij| = tl } Y > 0.

=1,

Lemma 5.28. Kui maatriks A on rangelt posititone, siis kehtib hinnang

1
AT <~
fy

Ulesanne 5.26. Téestage lemma [5.28

Naide 5.29. Olgu (t;)™F,
Ni_o(z;) =

Niﬂ(ﬂ?i) =

ja seega

Siit jireldub, et ||P.]| < [|A;Y]] <

t; =1, ning k = 6. Votame x; = t;, 3, siis saame

26 66
ma Ni—l(%‘) = ma Nz(%) = m,
26 1
ma Ni+2(l‘z) = m
66 26 1 0 0
26 66 26 0 0
1 26 66 0 0
0 1 26 0 0
0 0 0 26 1
1
120

Kahjuks aga kui solmed ei ole iihtlased, siis ei pruugi kollokatsioonimaatriks A,

olla rangelt positiivne.
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Definitsioon. Oeldakse, et maatriks A on totaalselt positiivne, kui selle maatriks
koik miinorid on mittenegatiivsed.

Teoreem 5.30 (Karlin). Suwvaliste x ja y ning sélmede A korral on kollokatsiooni
maatriks A, = (N;(x;)) totaalselt positiivne.

Tahistagu A(i, j) maatriksi A elementi a;; ning A ning A(\i,\j) maatriksi A
miinorit, mis on moodustatud jéttes vélja i. rea ja j. veeru.

Lemma 5.31. Olgu A piératav ja totaalselt positiivne, siis maatriks A™' on “ma-
lelaua” struktuuriga, st
(=) A7, j) = 0.

Lisaks, kui vektor a on selline, et Aa = [—1,1—1,...], siis ||A™|oo = ||@]|oo-

TOESTUS. Crameri reegli kohaselt

1/ N\ i ]detA_l(\Z>\j)
A7) = (—y S )

kus eelduse kohaselt on molemad determinandid positiivsed, millest jareldubki “ma-
lelaua” struktuur. Lemma teine véide kehtib suvalise “malelaua” struktuuriga maat-
riksi korral, nimelt

[A™ o = max A7 G, )] = max Y A7 (0, §)(~ 1)
J J
= max(~1)'a; = [l

nagu soovitud. O]
Kokkuvottes oleme toestanud jargmise tulemuse.
Lemma 5.32. Kui s, = Zaj?Nj on selline, et sy(x;) = (1), siis ||s| < ||a”||.
j=1

Niitid soovime etteantud solmede A korral leida z*, mis minimiseeriks suuruse
P, st
HP z*

= min || P, ||.
x

Kuna meil puuduvad vahendid peale lemma [5.32] siis edaspidi tiritame minimi-
seerida normi ||a®||. See viib meid T8eboSovi poliinoomi analoogini.

Definitsioon. Splaini 7, € Sx(A) nimetatakse T'Sebosovi splainiks, kui T ostsillee-
rib —1 ja 1 vahel maksimaalne arv kordi.

Teoreem 5.33. Tsebosovi splain T, on tiheselt madratud splain, mis minimiseerib
suuruse ||a®||.
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Selle teoreemi toestamisel on meie pohiliseks abivahendiks teatud mérgi muu-
tuste arvu leidmine. Kui a = (a;)}; on reaalarvude korteez, siis stimboliga S(a)
tahistame mérgi muutuste arvu selles korteezis. Kui a sisaldab nulle, siis tahistagu
S7(a) minimaalset voimalikku mérgimuutute arvu, mida voime saada, asendades
nulle nullist erinevate arvudega. Suurust S~ (a) kutsutakse tugevate mérgimuutu-
de arvuks. Kui eemaldame korteezist a nullid, siis saadud korteezi aq korral kehtib

S(ag) = S~ (a). Naiteks
S~ (-1,0,-1,0,-1) =0, S~ (-1,0,1,0,—-1) = 2.
Kui f on 16igus méaratud funktsioon, defineerime

S_(f>: sSup S_(f(l'l),,f(l'T>)

1< <Tp

Jargmine tulemus seob omavahel tugevate margimuutude arvu ja splaini koefitsen-
did.

Lause 5.34. Kui s € Sg(A), s = Z a;Nj, siis kehtib vorratus

S7(s) < S (a).

Sellest lausest jareldub muu hulgas, et igal splainil saab olla {ilimalt n—1 tugevat
maéargivahetust, ning sel juhul sgna; = —sgna;, 7=1,...,n— 1.

Teoreemi toestame kasutades minimiseerimisprotseduuri, mida kutsutakse
Remezi algoritmiks .

Remezi algoritm. Alustuseks votame suvalise x = (zy,...,2,), ning olgu
n

Sy = Za;Nj selline splain, et s,(z;) = (1) iga i = 1,...,n. Paneme tihele
j=1
et (—=1)’af > 0, kuna
af =) A1 = (1)) 1A,
j=1 j=1

kus summa on kindlasti positiivne (miks? M5 97).

Kuna s, vahetab mérki punktides x; ning vordub nulliga punktides %, £, %
(seejuures t; < x; < -++ < T, < tpig). Seega splainil s, on n paarikaupa erinevat
ekstreemumi y; < --- < y,, kus kehtib

(—=D)'sp(yi) =1, i=1,...,n.

Siit jareldub muu hulgas, et t; < y; < t;1. Toepoolest, kui y; < t; mingi ¢ korral,
siis Nj(y1) = -+ = N;(y;) = 0 iga j > i korral. Seega punktides y,...,y; korral

i—1
kehtib vordus s, = Z al N; = ZaéNj, kus viimasel summal on vdhemalt 7 — 1
j=1 j=1
tugevat méargivahetust. Siis lause kohaselt
i—1
i—2=2S8"(a%,...,a* ) > S~ (Z@A@) >i—1,

j=1
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mis on vastuolu.
Jarelikult solmed y = (v, . . ., yn) rahuldavad Schoenberg-Whitney teoreemi m

eeldusi, seega leidub parajasti iiks s, selline, et s, = ZaﬂNj ja s, (y;) = (=1)".
=1
Analoogiliselt kehtib ka (—1)"a? > 0.
Votame v € (0, 1) ning vaatame vahet s, — vs,. Paneme téhele, et

(—1)"(s2 — 8y (gs) 21—~ >0,

seega s, — s, vahetab mérki punktides yi, ..., y,. Jarelikult S™(a, —ya,) =n—1
ja seega (—1)'a¥ > (—1)"ya? > 0 iga indeksi i korral. Minnes piirile suurusega 7,
saame, et

(—D)'a? > (—=1)'a? >0, i=1,...,n.

1

n
Niimoodi jatkates saame spainide jada s,, = Zagan, m=1,2... (s1 = s, ja
j=1

sy = s,). Nende splainide koefitsendid koonduvad monotoonselt mingiks korteeziks

a*, tahistame s, = Z a; Ny siis s, — s, lihtlaselt 16igus [t1, tnak]|. Vastavad ekstree-
j=1

mumide jadad (37, ...,%") samuti koonduvad jadaks (z},..., "), kuna s,, vahetab

marki punktides y;" ning s, on pidev. Jarelikult,

1= (—1)i5*(xf) = [|8¢]|cos i=1,...,n,

kuna 1 = (—1)"s,,(y"1), seejuures ||s,,|| = max |s,,(y)| ning s, on splainide s,,
piirvaartus. '

Remezi algoritm ei garanteeri, et alustades mingi teise korteeziga x ei joua me
mingi teise splainini s,. Jargnevas toestame, et tegelikult on piirile minnes saadud
splain iiheselt méadratud.

i

Lemma 5.35. Olgu s, = Za;Nj selline, et (—1)'s.(x}) = ||sullec = 1 mingi
j=1
kasvavalt jarjestatud solmede jada x* korral. Siis
(=1)'a; = I\l

seega selline s, on tiheselt madratud.

TOEsTUS. Olgu A, = (A.(j,m)) = (Nm(z})) ning defineerime funktsionaalid
it S(A) — R seosega

siis
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seega, nagu nigime teoreemis [5.17] on tegemist kaasfunktsionaalidega. Lisaks sellele
iga splaini s € S, korral kehtib

b

()] < sl ] A
j=1

seejuures splaini s = s, jaoks on see vordus taidetud, kuna

=D AT )] = lsellee Y JAT
i=1 j=1

[Ai(s.)| =

> A1)

Seega |\l = D 14716, /)] ning [As(s.)| = [ Aill. Samas [\i(s,)| = |af], (=1)'a; >0,
j=1
millest jareldubki véide. O

Mirkus. Vahetades téhistusi saame, et leidub iiheselt méératud element T, € Si(A),
mille korral

etteantud solmede x* jaoks. Splaini T, nimetatakse T'Sebosovi splainiks.

5.6 Vahimruutude lahendamine

Edaspidi vaatame skalaarkorrutisega ruume.

Teoreem 5.36. Olgu X skalaarkorrutisega ruum ning U C X alamruum. Element
Uy € U on parim ldhend elemendile x € X parajasti siis, kui iga v € U korral

(x — us,v) = 0.
TOEsTUS. Kehtigu iga v € U korral vordus (z — u,,v) = 0. Votame v = u, — u,

kus v € U on suvaline, siis
lz = ull? = |(z = we) + vl = lo = w® + Jl* > [l — w?,
seega u, on toepoolest parim lahend.
Teiselt poolt, kui leidub v € U selline, et (z — u,,v) # 0, siis vottes A =
(x — Uy, v)
[o]|?

Iz = we) + Ml = [lo = w|* + 2M(f — w,v) + X[Jv]|®

Saalne

(x — Uy, v) (r — Uy, v)?

= Jlz —w]* - W(l‘ — Uy, V) + WHUH2
_ 2 ('T - U*,U)2 ('T - U*,U)2
=l =l =2 e R
< HiL‘ - U*H,
seega u, ei ole parim lahend. O]
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Jareldus 5.37. Kui u, € U on parim lihend elemendile x € X, siis
2 — ] * + [l ]|* = [|]f?
ja seega [Ju.| < |||

Vaatame jargmist meetodit. Kui U on 16plikuméotmeline ning (u;)i; on selle

n
baas, siis saame kirjutada u, = Z a;u;. Vottes teoreemis [5.36|v = u;, ¢ = 1,...,n,
j=1
saame tingimuse (u.,u;) = (z,u;). See annab meile lineaarvorrandisiisteemi korda-
jate a; masramiseks. Nimelt

Ga=0b, G = (u;,uy;) b= (f ui)iy-

4,j=1>

Maatriksit G nimetatakse Grami maatriksiks. Kuna siisteem on iiheselt lahenduv,
siis maatriks G' on pooratav.

Definitsioon. Baasi (u;) duaalseks baaiks nimetatakse korteezi (u))r, kus uj € U
iga indeksi ¢ korral ning
(UZ,U;) = 5i,j'

n

Lemma 5.38. Kui uj, = Z biwuy, siis G~ = (bjp) iy
j=1

TOESTUS. Kui H = (bj)] =, siis

(GH)i, = Z(Uz’>uj)bjk = (W; ijkuj) = (uj, up) = Oix
j=1

Jj=1

ja seega H = G n
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Arvutiulesandeid

. Interpoleerimine kasutades T8ebogovi solmi 16igus [—1, 1] annab reeglina viga
hea interpolatsiooni. Vorrelge joonise abil interpoleerimist TSebosovi solmedes,
solmedes, mis jaotavad loigu iihtlaselt ning enda poolt vabalt valitud solmedes.
Proovige funktsioone sin z, sgn z ja teisi tuttavaid funktsioone.

. Analoogiline eelmisega, aga funktsiooni asemel lihtsalt juhuslikud genereeritud
voi valitud punktid (10, 100, 1000 punkti).

. Olgu f = e®. Tehke jooniseid logaritmilisel skaalal vidrtusest ||f — p,|| kui
muutuja n funktsioonist, kus p, on interpolant TSebosovi solmedes. Kui suur
peab olema n, et arvutus oleks tédpne (ehk viga on masina tapsusega samas

suurusjirgus)? Teha sama funktsiooni f(z) = T jaoks.
x

. Kirjutage programm, mis leiab koige viiksema paarisarvu n nii, et zz # 0,

k
kus zp =cos—, k=0,...,n.
n
. Kirjutage programm, mis votab sisendina punktid xzq,...,x, ning viljastab

joonise, kus z-teljel on punktid z; ja y-teljel on iga punkti geomeetriline kesk-
mine kaugus teistest punktidest. Proovige n = 5, 10, 20 korral TSebosovi punk-
te, iihtlaselt jaotatud punkte (moodustavad aritmeetilise jada) ja vabalt vali-
tud punkte.

. Kirjutage programmid, mis leiavad etteantud funktsiooni korral vastavalt Fou-
rier’, Fejeri ja Jacksoni lahendid. Vorrelge tulemusi joonise abil.
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Vastused ja lahendusvihjed

Ul . Panemne téhele, et y € Y korral | Myl = ||M(My)|| < ||M]|||Myl]|.
Ul. . Kui y € Y, siis ||y — My|| < ydist(y,Y) =0, seega My = y.

UL . Oletame, et leidub kaks sellist poliinoomi p ja ¢, siis p — ¢ € P, ja p(x;) —
q(z;) =0, kui i =0,...,n. See on voimalik vaid kui p — ¢ on nullpoliinoom.

UL . Uhelt poolt, suvalise = € [a, b] jaoks kehtib

Z|f )|t (x Zw | < sup Zw

z€lab] ;2

Teiselt poolt fikseerime x € [a, b] ning valime f € C[a, b] nii, et f(x;) = sgn(¢;(x)) ja
|||l = 1. Selliseid funktsioone f on palju, piltlikuse mottes voime nt vaadata tiikiti
defineeritud funktsiooni, millel on punktides x; etteantud véairtused ja punktide
vahel on neid punkte ithendavad sirged. Siis

Y@ =) flatie) < sup | »  f(:)li(x)
i=0 i=0 v€lab] =g
e . . r—b T—a .
Ul. 2.5 Paneme téhele, et antud juhul /y(x) = 2 l(x) = 2 ning
|z —a| + |z — b
M| = sup > |ti(z)| = sup L.
me[ab]; z€a,b] ’CL— b’

Olgu niiiid f(z) = 22 — 1. Oletame vastuviiteliselt, et dist(f,P;) < 1, siis leidub
pE Py Ilii, et

mis on voimatu p lineaarsuse tottu. Samas d(f,0) = 1, seega dist(f,P;) = 1. Niiiid
M(f,z) =1ligaz € [-1,1] ning |[f — M f[=2 ja (|M| + 1) dist(f,P1) = 2.

UL . Fikseerime z,y € Sx ja A € (0,1). Paneme téhele, et eelduse kohaselt
.. 1
|z + y|| < 2. Uldisust kitsendamata eeldame, et A > 5 Téhistame o = 2\ — 1, siis
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1 1
O<a<ljaar+(l—a) <§x—i— Ey) = Ax + (1 — Ay ja seega saame, et

11
Az + (1 = Ny = |lax + (1 — a) (§$—|— §y> H
<alle]+(1—a)| e+
al||lxr —Qa - —
< 5 Qy
<a+(1—a)
:17

nagu soovitud.
Ul . Teoreemi p()hj al parim ldhend leidub ning lemma|2.7| kohaselt see lahend

on lhene.

Ul . Olgu f € CW [0,1] ning e > 0. Weierstrassi teoreemi abil saame leida
pr € P nii, et ’f(k)(:v) —pi(z)| < ; iga = € [0, 1] korral. Defineerime py_;(z) =
| st iga i =L s 1 - ol < e

0
Ul. . Paneme koigepealt téhele, et

101l = sup, IUSIF= UL = I, )]l

Teiselt poolt, kui || f|| = 1, siis —1 < f < 1, seega U(—1,-) < U(f,:) < U(1,-) ehk
U1, < U(f,) < U(L,), millest [U(, )] < [U(1, )] Jarelikuls,

|UIl = sup [|Uf[| = sup [[U(f, )l < UL, )],
I fl=1 =

nagu soovitud.

Ul. [2.10, Paneme tihele, et kui |z — t| < 6, siis
(x

t)?

f(x) =g (x) = f(x) = f(t) - (e + 2|l ) < fla)— ft) —e <0

7
ning kui |z — t| > 9, siis

fl@) =g (z) < fx) = f(t) =2/l f]| <O.
Ul. 2.11] Antud juhul

co(t) = 2| £
ar(t) = =2[|fI¢,
colt) = f(t) + e+ 2| I,

ning vaide kehtib, kuna f on tokestatud ja t vadrtus on a ja b vahel.

Ul. [2.12] Korovkini teoreemi kohaselt U, (1) — 1, seega
UM =1 < [|Un (1) = 1] =0,

66



ning filesane 1.10 abil saame, et [|U,|| = [|U,(1)|| — 1. Jada ||U,| on koonduv ja
seega tokestatud.

Ul. [2.13] Valime U,, = U iga n € N korral, siis triviaalselt U, (p;) — p; ja Korovkini
teoreemi kohaselt U, (f) — f iga funktsiooni f korral, teiselt poolt aga U,(f) —

U(f), seega Un(f) = f.
Ul. [2.14] Vastused on (vt ka lemmat [2.16)):

9 9
(a) z+1, (d) —In<-2°+In- -z,
8 4
1 1 1 1
(b) —§x2+§m7 (e) (—2sin§+sin1> $2+281n§'337
1, 1 32,1
- - f) 2%+ -
(C) 3:6 —|—3.1‘, () 433' _'_433

Ul. [2.15

function bern=bernst(f, n, x)
bern=0;
for k=0:n
bern=sum+nchoosek (n,k) *x"k*(1-x) ~ (n-k) *f (k/n) ;
end
end

Ul Veendume lineaarsuses. Olgu f ja ¢ suvalised funktsioonid ja «, 8 € R,

Siis

By (af + Bg,7) = i (Z) (1= 2)"af + fg) (S)

k=0

e DR ERIO

k=0
aB,(f,z) + fB.(g, ).

Kui funktsioon f on positiivne, siis suvaliste x € [0,1] ja k& € {0,...,m} korral

k
suurused 2%, (1 — 2)" % ka f (—) on positiivsed, seega seda on ka B, (f,x).
n
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UL [2.17] Paneme téhele, et suvalise funktsiooni f korral kehtib
k=1
L k
—k k 1 — n—k—1 v
> (k) (= k(1= oy (£)

B

) )

Ul. [2.18| Lihtne integreerimine niitab, et kui m. tuletis on konstant, siis funktsioon
ise on iilimalt m. astme poliinoom.

Ul. [2.19| Paneme tihele, et 22 = —z(l —z)+x, ehk po = —q + p1.

Ul 2.20 B, = q(0) =0, Bn(q,1) = (1) = 1.

Ul Véib avaldada B®™(f) lemma abil ning vorrelda seda avaldisega
B_i(f®). Voib kasutada fakti, et A *A¥(f, 1) = f® (&) mingi € € [t, t+ kh] korral.

Ul - Kuna p = 2% — 2zt + t?, Korovkini teoreemis a; = 1, ay = —t, a3 = t*

ning p;(z) = ', i = 1,2,3. Nagu nédgime, B,, on positiivne hneaarne operaator,
mis koondub funktsmonlde p; korral.

Ul. [2.23] Tuleb kasutada teisendust ¢: [0,1] — [a,b], ¢(z) = (b — a)z + a, ja
selle poordteisendust.

UL [2.24] Paneme tihele, et
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n—1
. - Lo
mis annab vorratuse E 2*(1 — )% < =, Niiiid
n
k=1

|Bn(f7 CL’) - B;(f’ ZE)| =

1
Fikseerime suvalise € > 0 ja valime N € N nii, et N <¢ Siis | B, (f,x) = B:(f,z)| <
g, kuin > N.

.. 1
Ul. [2.25] Kasutage valemit sin a cos § = i(sin(a — ) +sin(a + 3)).

Ul. [2.26] Tegemist ei ole positiivse operaatoriga.

. N — sin® 2z B
UL [2.27| On vaja niidata, et ZDZ(x) = — . Selleks voib kasutada vale-
— 2 sin® 5

mit sin asin § = %(cos(a — B) — cos(a + B)).

UL [2.28] Paneme tihele, et

n—1 n—1 )
1 1 1
F.(z) = - D;(z) = - E 5 + E coslm] ,
=0 =0 k=1

seega

—_

1 < 1<
=+ coskx] =—>» [r+0]=m.
2 — n “

1

AFn(x)d$:A%§

Ul. [2.29] Kui ||f|| < 1, siis vorratus |o,(f, )| < 1 kehtib ténu iilesandele

ja vordusele

I
=)

on(f, ) = l/TFn(m —t)f(t)dt.

T

Lisaks 1
|lon(sinz, )| =1—— — 1.
n

Kuna o, ei ole projektor, siis Lebesgue’i vorratus ei pruugi kehtida.

UL [2.30, Et veenduda koonduvuses, tuleb kasutada lemmat [2.19]
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UL . Korrake Kolmogorovi teoreemi toestust, tehes vajalikke muudatusi komp-
leksfunktsioonide jaoks. Naiteks esimene vorratuste rida saab kuju

|(f (o) — plao))|* = [(f(x0) — pulz0) + q(20))
= (f(z0) — p«(20) + q(0))(f (z0) — p«(20) + q(20))
= | f(z0) = pu(m0)]” + la(w0)|* + 2 Re[ f (x0) — p(wo)]q(x0)
> || f = p*.

UL . Antud juhul Z = {-1,0,1} ning funktsiooni ¢ € U iildkuju on ¢(x) =
az?® + b. Tuleb veenduda, et suvalise a, b € R korral kehtib

max (z° 4+ 2% — 1)(az® +b) =0
ze{-1,0,1}

ehk
max{—(a +b),—b,a+ b} >0,

mis on toepoolest toene.

Ul . Paneme téhele, et antud juhul

1

f(@) = p(2) = 5 [(f(2) — max f) + (f(z) — min f)].

ja seega
1 .
£(@) = pu(w) < 5l max f ~ min ],

seejuures vorratus on range, kui f(x) ¢ {min f, max f}. Siit jareldub, et Z = {z €
K: f(z) =min f voi f(x) = max f}. Niitid suvaline funktsioon ruumist P, on kujul
q(z) = ¢ mingi ¢ € R korral ja seega

max(f(«) — p.(#))q(z) = max {(max f — min f)c, —(max f — min f)c} > 0

S

ning Kolmogorovi kriteeriumi kohaselt p, on parim ldhend.

UL Tuleb panna téhele, et perioodilisuse tottu punktide arv, kus vahe |f — p|
saavutab vahelduvate méarkidega maksimumi, on paaris, nt 2m. Kui 2m < 2n, leidub
2m punkti z; , et

Ki<zi< Ky <zo <+ <291 < Koy < 290 < Ky + 2.

Poliinoom, mis rikub Kolmogorovi kriteeriumi, on antud seosega

q(z) = H 2 sin = _22%_1 sin =~ —2z2i H(ai — cos(z + b)),
i=1

i=1

Zoi T a1\ Lo P + 22i—1
2 22l = Tl

kus a; = cos . Et néidata teistpidi kehtivust, tuleb

kasutada seda, et poliinoomil ¢ € T,, voib iihe perioodi sees olla iilimalt 2n nullkohta.
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Ul. . Hmselt Ty(x) = cos0 =1 ja Ti(x) = cos(narccos z) = z. Niitid

Th11(z) = cos((n + 1) arccos x)
= 2 cos(arccos x) cos(n arccos ) — cos((n — 1) arccos x)
= 22T, (x) — T,,1(x).

UL . Kuna koosinuse maksimaalne vidrtus on 1, siis punktide z leidmiseks tu-
leb lahendada vorrand cos(n arccos x) = £1 16igus [—1, 1]. Nullkohtade ¢} leidmiseks
tuleb lahendada vorrand cos(n arccos x) = 0 16igus [—1, 1].

Ul. [3.13] Kui p(x) = b,_12" ' + --- + by on parim lihe funktsioonile z* ruumist
Pk;_l, siis
2" —p@)|| = inf  ||2" 4+ ap_12™ 4 -+ agl|.

Ap—1,-.-,060ER
UL . Kehtib vérdus P,, = span{l,x,...,2" ! 2"} ning igal poliinoomil
p=ap+--+a,z"”,

kus a; € R on fikseeritud ja ei vordu koik korraga nulliga, on iilimalt n nullkohta.

n

Ul1.[3.8, Olgu t, € 7, to(z) = Z ay, cos kx+by, sin kx = Z ay, cos kx+(—iby)isin k.
k=0 k=0

Tihistades ¢ = cos x + isinz, voime kirjutada iimber ¢, (z) = Z cre’™ | kus kor-

C_k+c= ag,
C_f — C = —Zbk

Muutujavahetusega e = z (paneme tihele, et z # 0), saame

k=—n
dajad ¢ on sellised, et

2n
to(z) =0 2", (2) =0 & Z Chn?",
k=0

ning algebralisest juhust teame, et sellisel vorrandil on tlimalt 2n lahendit, ning iga
z korral leidub parajasti iiks x € [—7, 7) nii, et " = 2.

Ul . Kui n = 1, siis meil on vorrand kujul cpe’® + ¢1eM* = 0, mille ain-

In (—Cﬁ
saks lahendiks, kui see leidub, on x = ﬁ, st sellisel vorrandil on tlimalt iiks
1= Ao
lahend.
Oletame niiiid, et kui £ < n, siis U,, on T8ebosovi alamruum ning nditame, et siis
n+1
seda on ka U, 1. Olgu p € Uyy1, p(z) = Zcie’\”. Oletame, on poliinoomil p on
i=0

71



vahemalt n + 2 nullkohta, olgu need xy, ..., x,.1. Defineerime

n+1

_ p(z) _ (Ai—Xo)z
r(z) = oz — €0 + ch-e 0)%
i=1
siis 7(z;) = 0iga i = 0,...,n + 1. Rolle’i teoreemi kohaselt iga i = 1,...,n kor-
ral leidub punkt ¢; € (z;,2;41), @ = 1,...,n nii, et 7'(¢;) = 0, samas aga 1’ € U,

ja sellel saab olla iilimalt n nullkohta. Vastuolu, seega U,, 11 on TSeboSovi alamruum.

UL Kui vaadeldaval homogeensel siisteemil oleks mittetriviaalne lahend, siis
funktsioonil agug + a1uq + - - - + a,u, oleks n + 1 nullkohta x, ..., z, ja seega Haari
tingimus ei saaks olla taidetud.

Ul. [3.11] Tuleb samm-sammult korrata teoreemi [3.2] tdestust.
Ul. [3.12 Ruum P, on ruumi C|a, b] TSebosovi alamruum.

Ul. |_4.,_J_| Meenutame definitsiooni

w(f.t) = sup sup|A;(f,2)],

O<h<t z€T

kus AL (f,z) = f(z +h) — f(z).
1. Kui f(z) = x, siis A} (f,2) = h ja seega

w(f,t) = sup sup |AL(f,z)| =t
O<h<t €T

2. Kui f(x) = 22, siis A} (f,z) = (v + h)? — 2° = 2zh + h* ja seega

w(f,t) = sup sup|A;(f,2)| = 2nt +1* = (27 + 1).
0<h<t z€T

3. Kui f(x) = sina, siis A} (f,7) = sin(x + h) — sinz. Voime eeldada, et t <

(meile pakuvad huvi vaid ¢ véiksed védrtused). Vaatleme funktsiooni g(x)

I

h h
sin(z 4+ h) — sinx = 2 cos (x + 5) sin > kus h on fikseeritud. Kui g saavutab

h h h
ekstreemumi, siis ¢'(x) = —2sin (q: + —> sin — = 0, mis tdhendab = + 5 =

2 2
. hpo .
km + 5 Ja seega lg(z)] = 2 |sin 5| ning jarelikult (vottes x = —5)
1 1
w(f,t) = sup sup|A,(f,z)[ =sin
0<h<t z€T 2

4. Kuif(z) = €”, siis Ap(f,z) = "t —e” =€ (¢" — 1) ja seega

w(f,t) = sup sup |A,(f,z)] =€ (e' = 1).

0<h<t z€T
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UL 4.2

(i) Kui t; < to, siis w(f,t1) < w(/f,t2), kuna supreemum voetakse iile suurema
hulga;

(i)

w(f +g,t) = sup sup|A,(f + g,2)]

0<h<t z€T
< sup sup |AL(f, )| + sup sup|A,(g, z)]
O<h<t z€T O0<h<t z€T

=w(f,t) +wlg,1);

(i) w(f,t) = sup sup|f(z+h)— f(x)] < sup sup|f(z+h)|+ |f(z)] < 2||f];
O<h<t z€T O0<h<t €T

n—1
(iv) Selle omaduse toestamisel tuleb kasutada seda, et AL, (f,z) = Z Apg(z, o+
i=0
ih). Niiiid
w(f,nt) = sup sup|A,(f, )|

O<h<nt z€T
< nw(f, 1)

h
(v) Selle omaduse toestamisel tuleb kasutada seda, et Aj (fxz, h) = / f(x+2)dz.
0
Niiiid

w(f,t) = sup sup|AL(f, )|

0<h<t z€T

h
/ (x4 z)dz
O<h<t z€T |Jo

< |If']l sup suph =t f|.
0<h<t z€T

= sup sup

Ul . Kui f on iihtlaselt pidev, siis iga € > 0 korral leidub ¢ > 0, nii et iga x € T
ja |h] < d korral |f(x+h)— f(x)] < d. Seega kui t < ¢, siis w(f,t) < € ning jarelikult
w(f,t) — 0, kui t 0.

Teiselt poolt, kui P\r‘%w(f, t) = 0, siis iga € > 0 korral leidub 6 > 0, nii et w(f,t) < ¢,
kui t < 6. Niitid, kui h < 4, siis ¢t € (h, ) korral |f(z 4+ h) — f(z)] < w(f,t) < e, mis
annabki tihtlase pidevuse.

.. t t "

Ul. 4.4 Vaatame funktsiooni f(t) = sin§ — —. Siis f(0) = f(m) =0ja f (t) =
T

1 t

—785 < 0iga t € (0,7) korral. See tdhendab, et funktsioon f on nogus 16i-

gus (0, 7), kusjuures vordne nulliga otspunktides. Jérelikult f(¢) > 0 igas punktis
t € (0,7), nagu soovitud.
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UL . Fikseerime poliinoomi p € P, ning vaatleme trigonomeetrilist poliinoomi
t(0) = p(cos ). Teame, et selle trigonomeetrilise polilnoomi jaoks kehtib Bernsteini
vorratus [|t']] < nllt||, st

sup [t'(6)] <n sup [t(6)]

0€[0,27) 0€(0,27)
ehk
sup |sinfp'(cosf)| < n sup |p(cosb)|
6 (0,27] 0€(0,27]
ehk
sup (V1 —a?p'(z)| <n sup |p(x)],
ze[—1,1] ze[—1,1]
millest n
/ T < o ’

nagu soovitud.

Ul. [4.6] Vorduse )
1—T,(z)* = = (1— xQ) T! (x)?
mélemal pool on 2n. astme poliinoom, mille pealiikme kordaja on —n?2"1. Veel on

1
vaja veenduda, et nendel poliinoomidel on samad juured. Polinoomi — (1 — x2) T (z)?

iihekordsed nullkohad on 1,—1 ja kahekordsed nullkohad on ¢, = cos %k, k =
1,...,n — 1. Need on ka poliinoomi 1 — T},(x)* juured. Kuna (1 — T,(2)?) =
—2T,(x)T (z), siis t;, = cos W—, k=1,...,n—1, on ka vasaku poole tuletise null-
kohad, seega vasaku poole kahekordsed nullkohad, mida oligi vaja toestada.

(2k — D)7

Niiiid, kui = x), = cos ,k=1,...,n, siis

1—T,(x)* = % (1— 1‘2) T (x)?

annab

1= % (1 — xz) T (2)?,

kust saame, et

n
T (x) = ep—ms,
) =6 s
kus ¢, = £1. Kuna z;, 2 _,...,x] on T, jirjestikused nullkohad, siis £, on vahel-

dumisi 1 ja —1. Niitid piisab veel vaid téhele panna, et e = 1, sest T),(x) > 0, kui
x >z} (viilmase nullkoha juures on T, kasvav, kuna pealiikme kordaja on positiivne
ja seega T),(x) > 0, kui = on piisavalt suur).
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Ul. . Vastavalt definitsioonile 7}, (z) = cos (n arccos ) ja seega

T (z) = nsin (n arccos x) - sin (n arccos z)
V1—2a? /1 — cos?(arccos )
sin (n arccos z)
=n

sin(arccos )

Kui z /1 (z > 0), siis arccosz > 0 ja arccosz N\, 0 ning I’'Hospitali reegli pohjal
saame

. sin(narccosz) . sin(ny) .. ncos(ny)
z/1 sin(arccosz)  yN\O siny y/ 0 COSY
Jéarelikul 7 (1) = lifrr{ T () = n”.
Ul . Bernsteini vorratuse pohjal
n
/ €T < o
|pn( )’ = m
2k —1
ja tilesandest |.6| teame, et T (z}) = (—1)’““#, kus zj = cos u,
1— (x3)? 2n
k =1,...,n. Oletame vastuvéiteliselt, et mingi xy > cos 21 korral p'(zo) = 7T, (o),
n
kus |y| > 1. Siis
/ *
D < 7o)
o .. P |
iga k = 1,...,n korral. Seega poliinoom g(z) = — T, (x) on punktides x) va-

heldumisi erimérgline, st igas vahemikus (xy, xx_1) on poliinoomil g nullkoht (kokku
n—1 tiikki). Samas ka xy > x] on g nullkoht, mis annab kokku véhemalt n nullkohta.
Kuid ¢ on ilimalt (n — 1). astme poliinoom, mis pole ka nullpoliinoom. Jarelikult
oli meie vastuvéiteline oletus vaér ja viide kehtib.

UL [a.9

1) Paneme téhele, et

e = )| = 0| = || f .
Ifllorrn = max |f(@)] = max [f(cosf)f =max|f(cosO)] = |flom;

2) Olgu p,(z) = Z bra®, siis p,(0) = Z by, cos® 0. Lopetamiseks kasutada niiteks
k=0 k=0

seost cos acos B = % [cos(av — B) + cos(a + ()] ;

3) Paneme téhele, et

pn(0) = Z apTy(cosf) = )y ay cos(karccos(cosf)) = Y ay cos(kb).
k=0 k=0 k=0
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Ul. 4.10| Olgu p,,_; funktsiooni f’ parim lihend ruumist P,_;. Siis Jacksoni esimese

teoreemi pohjal

Nii jatkates saame

Eu(f) < %En,l(f’) < C—)En2 (f”) SOF

n(n—1
¢ ")
<n(n—l) (n—=r+1) nr(f )
- G
gn(n—l) ..(n—r—i—l)w(f n—r)
¢t " 2
<n(n—1)...(71—7’—1—1)w(f ’ﬁ)
20r+1 ) 1
<n(n—1)...(71—7“—!—1)w(f ’ﬁ)
2cr+1 < 1
< T wl S —)
G\

N
3|8
S
VR
h

=
SH
N———

kus ¢, = 27T

Ul . Kui | < 4, siis 16igus [r;, 741] vordub funktsioon nulliga. Kui [ > i, siis
16igus [7;, 7i41] funktsiooni avaldis on (z — 7;)¥~!. Mélemad funktsioonid kuuluvad
ruumi Py_;. Diferentseeruvusega ainus probleem voib tekkida punktis 7;, seal aga

on funktsioon k — 2 korda pidevalt differentseeruv.

Ul. - Vaja on néidata, et mlngl arvu a; € R korral kehtib 16igus [7;, 7;11] vor-
dus s(z) = p(x) + a;(x — 7)"'. See jareldub sellest, et iga (s — p)i(r;) = 0 iga

j=0,...,k—2 korral.

Ul . Teame juba, et iga splain avaldub kujul

( = Pk 1 +Zaz z

Niiiid piisab vaid tédhele panna, et iga 7 ja x korral kehtib

(z =)kt = (2 — 7)* o+ (~ 1) — )k

ja seega annab, et
s(x) = pr_1(x) + Z a; [(z — ) 4 (1) (r — x)i_l]

(5.7)



N

Seega qp—1(x) = pr—1(z) + Z ai(z — )" ja by = (—1)*a,.
i=1

Ul. . Need splainid on sy(x) = (z — 1)y — 2(xz — 2)1 + (23)4 ja s3(z) =

Ul 5.5

1. Tuleb kasutada seda, et interpoleeriv poliinoom on avaldatav kujul

k
f(t:) w(t)
Z w’(ti) Xr — tl

1=0

2. Kui pg ja pr on poliinoomid, mis interpoleerivad funktsiooni f vastavalt sol-
medes (t1,...,t) ja (to,...,tx_1), siis punktides ({g,...,t;) interpoleetiv po-
liinoom avaldub kujul

Q?—to () tk—l‘
l‘_
PR te — to

po().

3. Toestame viite induktsiooniga k jargi. Selge, et

k
[to, - telfg = o, - til flti, - . tklg-

1=0

kehtib k& = 0 korral ehk [to] fg = [to] f[to]g. Induktsiooni sammu jaoks kasutame
korduvalt eelmises punktis toestatud vordust

[tl,...,tk]f—[to,...,tk_l]f.

to,...,t =
[ 0 ) k]f tk _ t()
Seega oletame, et kehtib
k-1
[to, .- tr1]lfg = Z[tm ot flte o tea]g
i=0
ja naitame, et kehtib ka
k
I:t07 st 7tk]fg = Z[t()? A 7tl]f[tl7 A 7tk]g'
i=0
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Téhistame S = (¢ — to)[to,., tx) fg. Niiid paneme téhele, et
S == [tl, e ,tk]fg — [to, Ce atk—l]fg

k k—1
= [ty bl tlg = > [to -t fltn -ty
i=1 1=0

I
E

: ((tz — to)[to, e ,tz]f -+ [to, e ,tifl]f)[ti, e ,tk]g

k—1
Zt()?"'; 7 ’L-‘rly7tk]g_(tk_tz)[tza7tk]g)
=0

- Z(zi — to)[to, - -, til f[ti, - -, telg

-

k
= (te —to)lto, - - til f[ti, .- ti]g,

nagu soovitud.

Ul . Olgu p poliinoom, mis interpoleerib funktsiooni f punktides tq, ..., %, siis
p(t;) = f(t;), i = 0,..., k. Cauchy keskvddrtusteoreemi kohaselt leiduvad punktid
0;,1=0,...,k—1, nii, et

p(tiv1) — p(ti) _ P'(0:)
i) = f(t)  f(0)
Korrates sama protseduuri uuesti, saame leida punktid 7g,...,nx_2, mille korral

p"(n;) = f"(n;). Niimoodi Jatkates leiame punki &, mille puhul p® (&) = f®(&).
Niiiid paneme téhele, et p® () = E![to, ..., t;]f, millest

1 1

tor- - talf = () = 2 £9(€),

1=

nagu soovitud.

k
Ul. [5.7] See vordus jireldub otse omadusest [to, ..., tx]f = Z

Ul . Nullpoliinoomi pealiikme kordaja on null.

Ul . Interpoleerides (k — 1). astme poliinoomi k£ + 1 punktis saame tulemu-
seks esialgse poliinoomi, seega k. astme kordaja on 0.

Ul [5.10| Vaja on niidata, et

@) = pis(o) + gy [ o= 0 0
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mis ongi Taylori valem, kus jadkliige on integraalsel kujul:

f'(a 2 f*D(a k-1
%(:{;—a) +---+r§)!)(x—a)

g I

Et selles esituses veenduda voib aksutada ositi integreerimist alustades vordusest
x

fx) = f(a)+ / f'(t)dt. See annab néiteks esimesel sammul

f(@) = f{t) + fia)(x —a) +

@) = @)+ PO -0 - [ e -aa
— @)+ e -0+ [ f0 - o

Edasi saab jatkata induktsiooniga k jargi.

Ul. [5.11} Votame f(x) = 2*, siis lemma |5.5| kohaselt kehtib

[tir - tis) f k"/ M;(t

b
Kuna (:L’k)(k) = k!, siis vorduse parem pool on / M;(t) f®(t)dt. Teiselt poolt,
[ti,. .. tisr]f on selle poliinoomi pealikme kordaja, mis interpoleerib funktsiooni x*

punktides t;, . . ., t; x. Selleks poliinoomiks aga ongi z*, mille pealiikme kordaja on 1.

Ul. m Leibnizi valem titleb meile

k

[t ot fg = [t )£t telg.

j=i

Antud juhul f(z) = r—tja g(z) = (z—t)"2. Kuna f(z) on esimese astme poliinoom,
siis teda interpoleerivad poliinoomid on ka iilimalt esimese astme poliinoomid ning

seega [tivti+17ti+2]f = [t’u s 7t’i+3]f == [tzv s 7tk:]f = 0. Samas [tmtl]f =t —t
ja [ti,tix1]f = 1, mis annabki soovitud tulemuse

LM (t) = [t e (= 5 = [t o] (2 — £)( — £)52)

k
= (tl - t)[tlv s 7ti+k](‘x - t)ﬁ-_Q + [ti-i-la s 7ti+k] (ZE - t)’j-_z

UL [5.13| Vaja on niidata, et
t—t t—t

(Mig1,5-1(t) — M jo—1(t)) + Migq -1 (t) = M; (%)
bitk — i tivk — 1
tivp — 1T
4 Miiq -1 (t)
fon — 1
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t, —t
kuid see ilmselt kehtib, sest M; 1 x—1(t) kordaja molemal pool vordusmérki on

livk — i
t,—1t ik — T
ja M;_1(t) kordaja on vastavalt ——— + 1 = ik T
’ Livik — t Livik — t
UL |5.14! Lause pohjal
1 1 [ t—t tow — 1
—M;x(t) = M1 (t — M1 -1(2) ] . 5.8
P Mik(t) = L 1()+ti+kz_ti +1k-1(1) (5.8)
k 1 1
Samas M, j(t) = ———— N, x(t) ehk —M, ,(t) = ———— N, x(t). Sarnaselt
’ Liyk —t; ko Ligk —t;
1 1
— M 1(t) = ——— N, . _1(t
k-1 1) tigh1 —t; " 1)
ja
Mo i () = ————Naia (1)
1 Mikalt) = for — i ir1k—1(F)-

Asendades need seosesse (5.8) saamegi vorduse

t—t; tiny — 1t
J Ni’k_l(t)_}_L

i(9) livk—1 — t; livk—1 — t;

Nit1p-1(t).

Ul. [5.15] Definitsiooni kohaselt

Ni(t) = (tivr — t)[tis - tigs) - — )51
Seega

Nia(t) = (tigr — ta)[te, tiga] (- — t)gr'

Niiiid, kui ¢ < ¢, siis (t; — )% = 1 ja (tiz1 — )5 = 1 ning seega esimese astme
interpoleeriv poliinoom on konstantne poliinoom vééartusega 1, mis tdhendab, et
pealiikme kordaja on 0, st [t;, tiﬂ](-—t)?F = 0. Sarnaselt, kui t > ¢, 1, siis (ti—t)?F =0
ja (tiy1 — )% = 0 ning jérelikult [t;, t;11](- — )% = 0.
Olgu niilid ¢ € [t;, ;1] Siis (t; — )} = 0 ja (tiy1 — )% = 1. Seega interpoleeriv

1
poliinoom on p(z) = Pa— (x — t;). Selle pealiikme kordaja on P— ning
i+1 — b i+1 — i

Nii1(t) = (tix1 — ti) i, tia] (- — t)i =1.
Ul |5.16| Sulud avades saame, et

seega

1
sz(.li) = (/{; — 1)|(QZ — ti+1) oLt (I — tiJrk,l)
1 k-1 lipr o Fligpo1 g k—3
= = 1)!31: = 1) "+ ag—3r” U+ + ap,
kus ag, .. .,a,_3 on reaalarvulised kordajad. Seega

Liv1 + -+ Cigr—1

(k—2) o
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UL [5.17] Arvestades, et

siis vordus

annab, et
n

t:ZtHlﬂLk_‘itHk Ly Zt*N

=1

Seega, kui p € P; on kujul p(t) = at + b, siis

n

zn:p(tf)Ni( = (at; +b)N, —aZt*N )+b=at+b,
=1

=1

nagu soovitud.

Ul. [5.18] Splaini N; kandja on [t;, t;4z].

. t_ t k—1
UL |5.19] Kui t < t;, siis =ty = 0 ja N;(t) = 0 iga i > j korral. Seega

” (k—1)!
k— —
D (=1)F ity Ni(t) = 0. Kui t > t;, siis (=) (¢ —t)

ja nagu toes-

— (k-1  (k—1)!
127
tuses mérgitud (vt eelmist tilesannet) Z (—=1)*1gi(t;)Ni(t) = 0. Seega
i+k<j
(t — tj)ﬁil (t — tj)k_l k—1 k 1
= = ( ) (bz + (bz z( )
S e Y 0+ 2D
= (=1}t Ni(t).
=]
Ul. 5.20] Meenutame definitsiooni
k—1
N(f.o) =D (=)Mo @), 2 e R,
m=0
kus ¢;(z) = (x — tiz1) - ... - (x — tizg—1). Seega, kui k = 3, siis ¢;(z) =

(k—1)

§($ — ti+1)(l’ — ti+2) ja Jarehkult

MF) = ) = o) (0 Gt + ta) ) 5 @)~ tn)o — ).

81



(a) f(z) =2 +1korral f'(z) =1ja f (z) =0, mis annab
Ni(f,z) =2 +1— <$ - %(tiﬂ + ti+2)> =1+ %(tz‘-i—l + tit2).
(b) f(z) = (1 — z) korral f'(z) = —2z ja f (z) = —2, mis annab

Ni(fyx) =x(l —x)+ 2z <x — %(tHl + ti+2)> —(z —tig1) (T — tiyo)

=T+ tip1tipo.

(¢) f(z) =In(x+ 1) korral f'(z) = %—l—l ja f'(x) = —ﬁ, mis annab
=5t +tiv) (2 —tie1)( — tigo)
Ai(f @) =In(z +1) - 2:1:—1—1 - 2z + 1) '
(d) f(z) = sinz korral f'(x) = cosxz ja f (x) = —sinz, mis annab

Xi(f,z) =sinz — cosx (x — %(ti+1 + ti+2)) - %Sin x(x —ti1)(x — tite).
(e) f(z)=a* korral f'(z) = 2z ja f () = 2, mis annab
Ni(f,x) = 2% = 22 ($ - %(tm + tz’+2)) + (@ = tip1) (@ — tig2) = tisalita.
(f) f(z) = €** korral f'(z) = 2¢® ja f (z) = 4€**, mis annab
Ni(f,x) = e* — 2 (x — %(tiH + ti+2)) + 2% (1 — tig) (T — tiga).

Ul m Kaasfunktsionaalide definitsioonist

k—1

N(fie) = D (=) @)el T (@), e e R

m=0

on lihtne ndha, et nad on lineaarsed, st

)\z’<af7 I) - a)‘i(f7 I)?
iga reaalarvu a ja funktsioonide f,g € C(R) korral. Seega ka operaator @) on li-

neaarne:
n

QUf +9.1) Z)\ (f +9)N, Z(Az’(f) + Ai(g))Ni(t)

=1

n

Q(af,t) = ZA (af)N, Z i(SINi(t) = aQ(f,t).

=1
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Niitid teoreemist me teame, et \;(N;, &) = A\i(pj) = d;5, seega

QQA(f,1),t) =Q (Z )\i(f)Nz’(t)> = Z)\j (Z )\i(f)Ni> N;(?)

= D S MDNNIN(D) = YONIND) = Q(F1),

j=1 i=1

nagu soovitud.

Ul 5.22] Kui 2, < t, siis N;j(z;) = 0iga i < m < j korral. Seega maatriksi
A, esimeses m reas on nullist erinevad elemendid vaid m — 1 esimeses veerus. Jére-
likult ei saa see maatriks olla pooratav (m esimest rida on lineaarselt soltuvad).

Ul [5.23| Funktsioonil s on g nullkohta intervalli sees ning ka nullkohad otspunkti-
des. Seega leidub ¢ + 1 intervalli, mille otspunktides on s vdartus 0 ja Rolli teoreemi
kohaselt leidub igas sellises intervallis ekstreemum, milles s* vahetabki mérki.

Ul. |5.24] Siin s’ on pidev funktsioon, mis on vérdne nulliga véljaspool s kand-
jat [tp, tpsrrr]-

UL Kui homogeensel vorrandsiisteemil leidub vaid triviaalne lahend, siis siis-
teemi maatriks on pooratav.

Ul. [5.26] Vaja on niidata, et iga vektori x = (zy, x5, ..., 2,)" korral kehtib
A7) _
]

Olgu y = A 'z, siis £ = Ay ning seega vaja on niidata, et

[yl
I, (5.9)
[ Ay]|

Olgu y = (y1,...,yn)". Paneme tihele, et

Z @ijY;j

Jj=1

[ Ay[] = max

1<i<n

Olgu i € {1,...,n} selline, et ||y|| = |y;|. Siis

n n n
1Ayl > D asys| > laayil = | D aiys| > laiyil = D laiysl
=1 j=1.j# j=1.j7
n n
> |aiyi| — Z |aiy;] = |ai] <|%| - Z |yj|>
j=1,j#i J=1.5#1

>t > Ayl =yl

UL m Kuna maatriks A, ' on pooratav, siis iikski tema veerg ei saa koosneda
vaid nullidest.
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