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Peatiikk 1
Sissejuhatus

Matemaatika ja teoreetiline fiiiisika on alati lilkunud késikédes. Kord fiitleb fiiiisika
matemaatikale, missuguseid struktuure kirjeldada, teine kord néitab matemaati-
ka fiiiisikutele teid uskumatute teooriateni. Kui 17. sajandist kuni 19. sajandini
kéis matemaatika korval klassikaline fiitisika, siis viimased 100 aastat on seda rol-
li tditnud kvantmehaanika [3]. Teame, et paljud kvantfiiiisika ideed on ménginud
rolli nii moneski kaasaegse matemaatika valdkonna arengus [4]. Nii oli ka siis, kui
monikiimmend aastat tagasi toid fiilisikud esimest korda oma to6des sellised moisted
nagu supersiimmeetria, superruum ja supersiimmeetriline véljateooria. Nimelt lei-
ti {isna pea, et need moisted sarnanevad suures osas matemaatikas juba tol ajal
tuntud gradueeritud algebra omadele [2]. Nii tekkiski matemaatikasse uue suunana
diferentsiaalgeomeetria ildistus nimega supergeomeetria, kus lisaks kommuteeru-
vatele koordinaatidele vaadatakse vordvadrsetena ka antikommuteeruvaid koordi-
naate. Sellest ajast peale on matemaatika supergeomeetria néol fiiiisikale ka tagasi
andnud. Arendatud teooria on kasutust leidnud sellistes kaasaegse fiiiisika vald-
kondades nagu naiteks supersiimmeetriline kvantvélja teooria, superkalibratsioo-
nivilja teooria ja superstringi teooria [5]. Konkreetsemalt lubab supersiimmeetria
tihendada fiitisikas bosonviiljad (kommuteeruvad) ja fermionviljad (antikommutee-
ruvad) iiheks superviljaks ning superstringi kvantteoorias kirjeldatakse mittevastu-
olulist superruumi, kus on 10 kommuteeruvat ja vihemalt 16 antikommuteeruvat
koordinaati [2].

Eelneva pohjal voib julgelt 6elda, et supergeomeetria uurimine oigustab end
juba ainuiiksi fiiiisikaliste rakenduste poolest. Samuti on supergeomeetria puhta
matemaatika suunana aktiivselt uuritav struktuur. Kéesolev bakalaureusetto seab
eesmargiks tutvustada pohilisi supergeomeetria ning supermaatriksi arvutuse mois-
teid nagu superjilg, bereziniaan ja superintegraal ning anda iilevaade moningatest

tahtsamatest superalgebratest nagu Grassmanni algebra ja maatriksite superalgeb-



ra. T'06 lugemine ei eelda eelnevaid teadmisi supergeomeetria vallas, kiill aga moningaid
algteadmisi algebrast ja klassikalisest geomeetriast.

T66 kirjutamisel on olnud kesksel kohal kolm allikat. Esiteks Felix A. Berezini,
kes defineeris paljud siin toodud moisted esimesena, ” Introduction to Supersymmetry” [1].
Teiseks Viktor Abramovi ja Piret Kuuse ”Supersiimmeetria fiitisikas ja matemaatikas” [2].
Kolmandaks armeenia péritolu ameerika matemaatiku Leon A. Takhtadzhiani raa-
mat ”Quantum mechanics for mathematicians”[3]. T66 on teatud kombinatsioon
neis raamatuis toodud materjalist, mis peaks toetama lugeja moistmist moningatest
supergeomeetria pohilistest moistetest ja tulemustest.

Alustame superalgebra defineerimisega. Selguse huvides on alguses dra toodud ka
vektorruumi ja algebra moisted, millele superalgebra definitsioon toetub. Edasi liigu-
me iihe tuntuima ja ka tdhtsaima superalgebra - Grassmanni algebra - defineerimise
juurde. Sinna juurde kiivad kokkulepped ja kirjaviisi mugandused on pohjalikult
lahti seletatud ning pohjendatud. Uurime ka méningaid Grassmanni algebral arvu-
tamise omadusi. Mainime veel siinkohal, et Grassmanni algebra jééb kesksele kohale
ka t60 viimases peatiikis. Esimese peatiiki lopus anname veel liihiiilevaate teisest
tuntud superalgebrast - Cliffordi algebrast - ning vaatame selle maatriksesitust kahe
moodustaja korral.

Jargmises peatiikis uurime veel kahte superalgebrat, mille iseloom on t66 esime-
ses osas kirjeldatutest monevorra erinev. Nimelt vaatame lineaarteisenduste ruumi ja
maatriksite ruumi ning seda kuidas defineerida neil superalgebra strktuur voi kuidas
kandub konkreetne struktuur iithelt ruumilt teisele. Sama peatiiki teises pooles too-
me sisse sellised supergeomeetria pohimoisted nagu superjilg ja superdeterminant,
mis on vastavalt klassikalise jélje ja determinandi iildistused supergeomeetrias, ning
vaatame teatud maatriksarvutusega seotud moistet nimega Pfaffian.

Antud t66 viimane peatiikk kasitleb kahte analiiiisi pohimdiste - tuletise ja integ-
raali - analooge Grassmanni algebral. Alustame osatuletise konstrueerimisega ning
vaatame saadud operaatori mond lihtsamat omadust. Edasi liigume integreerimise
juurde, mille defineerime F. A. Berezini eeskujul [1], ning 16petame kahe integraali
kirjeldava tulemusega.

Kuigi antud bakalaureuse t66 késitleb vaid pohilist, peaks see olema piisav, et viia
lugeja tasemeni, kust saab edasi liikkuda rohkem siigavuti minevate supergeomeetria
raamatute juurde ning andma piisavat paindlikkust, et lahti motestada erinevaid

formalisme, milles superalgebraid kirjeldatakse.



Peatiikk 2

Superalgebrad

2.1 Supervektorruum

Def 1. Hulka V nimetatakse vektorruumiks iile korpuse K (K € {R,C}), kui on
defineeritud kujutused
VxV =V, (a,b)— a+b,

K xV =V, (ka)w— ka,

nii, et

(a) (a+b)+c=a+ (b+c);

(b) e VVaeVa+0=a=0+a;

(c) VaeVI—aeVa+(—a)=0=(—a)+a;
(d) a+b=0b+a;

(e) k(a+b) = ka+ kb,

(f) (k+1)a = ka+ la;

() (K)o = k(la);

(h) la =a;

kus a,b,c € V ja k,l € K [6].

Def 2. Vektorruumi V iile korpuse K nimetatakse supervektorruumaiks, kui on antud
tema lahutus otsesummaks

V=WaeWh,
kus V5 ja Vi on mingid ruumi V' alamruumid [2]. Ruumi V; elemente nimetame
seejuures paariselementideks ja ruumi V) elemente paarituteks elementideks. Vektorit

a € V nimetame homogeenseks, kui a € Vy voi a € V.

5



Olgu V supervektorruum ja a € V homogeenne. Defineerime siis kujutuse

0, kui a on paaris;
|'|:‘/0U‘/1_>ZQ, |(I‘:

1, kui a on paaritu.

2.2 Superalgebra

Def 3. Algebraks nimetatakse vektorruumi A koos temal defineeritud algebralise
tehtega, mis seab paarile (a,b) € A x A vastavusse vektori a o b € A ning rahuldab

tingimusi
(a) (aa+ pb)oc=alaoc)+ B(boc);
(b) ao (Bb+rc) = placb)+r(acc)
kus a,b,c € A ja a, 3,7 € K [0]. Oecldakse veel, et algebra A on assotsiatiivne, kui
(¢) ao(boc)=(aob)oc, a,bce A
Algebrat A nimetatakse ithikuga algebraks kui leidub element 1 € A nii, et
(d) Ya € Ala =al = a.
Sellist elementi 1 nimetatakse algebra A iithikelemendiks.

Kui tdhendus on kontekstist selge, jatame edaspidi tdhise o dra ja kirjutame

aob = ab, kus a,b € A. Jargnevas vaatame ainult assotsiatiivseid ithikuga algebraid.

Def 4. Supervektorruumi A nimetatakse superalgebraks, kui supervektorruumil on

antud assotsiatiivne iithikuga algebraline tehe, mis rahuldab tingimust
a0 b = [a] + [b] (mod 2), (2.1)

kus a,b € A on superalgebra suvalised homogeensed elemendid [2]. Superalgebrat

nimetatakse kommutatiivseks, kui
ab = (—1)!Plpq

kus a,b € A on superalgebra suvalised homogeensed elemendid.



2.3 Grassmanni algebra

Olgu A algebra ja S = {6; € A: 1 <i <n, n € N} mingi algebra A alamhulk. Olgu

Ayg siisteemi
{1, 01, 0s,...,0,, 0105, 0105,..., 60, 10,,...,61...0,} (2.2)

kuuluvate vektorite lineaarkombinatsioonid. Kehtib, et Ag on algebra A alamalgebra
[6]. Hulga (2.2)) elemente nimetame monoomideks.

Def 5. Olgu A algebra ja S C A. Kui Ag = A, siis vektorite siisteemi S nimetame

algebra A moodustajate sisteemiks [6].

Kuigi iildiselt pole moodustajate siisteemil kindlat jérjestust, on edaspidises
moodustajate siisteemi jarjestus siiski oluline. Seepérast vaatame siin vaikimisi jarjestatud
moodustajate siisteeme, kus konkreetne jérjestus on antud moodustajate siisteemi

elementide nummerdusega.

Def 6. Grassmanni algebra, tédhistame G", on assotsiatiivne iihikuga algebra iile
korpuse K, mille moodustajate hulga {6*,6% ... 0"}, n € N, elemendid rahuldavad

kommutatsiooni seost [2]
007 = —0°0" i, 5 € {1,...,n}.

Grassmanni algebra definitsioonist on nidha, et moodustaja ruut on alati null.

Grassmanni algebra vektorruumi baas on

B={_1 0% ...,0" 0% ..,007, ... 0" 0", g070" ... ¢'...o"},  (2.3)
Rhanand A T oo
n C% n n=

kus 1 < i < j < k < n jal on Grassmanni algebra iihikelement. Néeme, et
Bl = Y, =2,

Niitame, et monoomid moodustavad Grassmanni algebra baasi. Toesti,
antikommutatiivsuse tingimusest saame, et koik mingite moodustajate siisteemi
elementide korrutamisel saadud nullist erinevad elemendid on lineaarselt soltuvad
ithega hulga B elementidest. Seega, moodustajate siisteemi definitsioonist tuleneb,
et Grassmanni algebra G" suvaline element avaldub monoomide lineaarkombi-

natsioonina.

Niide 1. Vaatame algebrat G3, kus moodustajate siisteem on {6', 62 63}. Siis vek-

torruumi baas (2.3)) on
B={1,0'0%6° 0'6% 66°,6°6°,0'6%6°).

Paneme ka téhele, et [B] = 8 = 23,



Kuna Grassmanni algebra vektorruumi baas on ka viiksemate moodustajate
siisteemide korral iipriski suur, oleks algebra elementide vélja kirjutamiseks vaja
lithemat ja lihtsamini loetavat viisi. Formaalselt vaatame Grassmanni algebra ele-
menti kujutisena f : S — G", kus S on Grassmanni algebra moodustajate siisteem,

kujul

FO',. 0" = fol+ ) fil+ D fi00 A+ [0 (2.4)

i=1 1<i<n,
i<j<n
Olgu siin dra mirgitud, et Grassmanni algebra elementi f(6',...,0") kirjutame

edaspidi ka kujul f(0) ja f, kui tdhendus on iiheselt moistetav. Vaatame indeksite

kombinatsioone
1,2,...,n,(1,2),(1,3),...,(n—1,n),...,(1,2,...,n). (2.5)

Paneme tihele, et iga monoom kujul 6" ...0" ja arv f;, ;. summas (2.4), vilja
arvatud 1 ja fp, on médratud tépselt iihega neist kombinatsioonidest. Edasipidi

tiahistame 0% ... @ = @i++in kui kirjaviisi sisu on kontekstist arusaadav. Olgu
N ={1,2,...,n},

siis koik voimalikud indeksite kombinatsioonid ([2.5)) on hulga N alamhulgad. Tépse-
mini, nad moodustavad hulga N koik jirjestatud alamhulgad. Olgu N kogum kaigist
hulga N jirjestatud alamhulkadest ja tiihihulgast. Siis saame igale hulga N jirjestatud
alamhulgale 7 vastavusse seada ithe monoomi 6%, vottes #° = 1, ning arvu fr € K,
vottes fy = fo. Olgu niiteks Z = {1,2,3} C N. Siis téihistame

0" = 0'0°0° ja fr = fizs.
Niiiid saame summa ([2.4]) kirjutada kujul

f(0) = Z f0*.

ICcN

Saadud kuju on kompaktsem kui ([2.4)).

Niide 2. Vaatame veel kord niites (1) toodud algebrat G3. Siis tema elemendid

avalduvad kujul
f(elu 0°, 93) = fol + f10" + f20? + f30° + f120'0% + f130'0° + f230%0° + f1030"0%0°,

kus fOJ"‘7f123 e K.



Def 7. Olgu X mingi hulk ja A C X tema alamhulk. Indikaatorfunktsiooniks ni-
metame kujutust 14 : X — {0,1}

1,z € A;
0, z & A.

La(z) =

Vaatame moénda omadust, mis saadud lithemal kirjutusviisil arvutades esinevad
1) 6707 =0<=INJ#0

2) INT =0=6%-67 = (—1)"0"7  kusz = Y > 1114(j),
jeT ieT
1y ¢ [1, max{ZUJ}| — {0, 1} on indikaatorfunktsioon ja ZUJ on jérjestatud.

3) 07 .07 = (—1)FIV1gT . 9T
Niitame, et need kehtivad. Olgu Z, J € N.

1) Kehtib, et koik moodustajate siisteemi elemendid on nullist erinevad ja nende
korrutised on paari kaupa nullist erinevad. Seega, #7 - #7 = 0 on samavéiirne
tingimusega

Fe{l,....;n}: i€ NnieJ.

See on omakorda samaviirne sellega, et Z N J # ().

2) OlguZ, J sellised, et ZNJ = §. Siis, et saada korrutis 67 -0, peame liigutama
koik hulga J elemendid nii palju vasakule poole, et hulk ZUJ oleks jarjestatud.
Antikommutatiivsuse tottu on 6% - 87 = (—1)67Y7 kus x on kahe indeksi

aravahetamise kordade arv. Arvu x saame esitada kujul
DO 1),
JETJ €T

kus 1p 5 : [1, max{Z U J}] — {0, 1} on indikaatorfunktsioon.

3) Olgu Z,J sellised, et Z U J on jarjestatud. Siis ilmselt, et jarjestada hulk
J UZ, on vaja m indeksit nihutada paremale n korda. Seega kehtib

0% - 07 = (—=1)"07 - oF = (—1)FIT1gT . o7, (2.6)

Kui Z, J on suvalised, siis viime nad kodigepealt jarjestatud kujule, nagu tehtud
punktis 2). Seejdrel vahetame Z ja J jérjekorrad nagu juba niidatud (2.6)). Et
saada veel algne jérjestus tagurpidi, peame liigutama hulga 7 indekseid sama

palju vasakule kui enne ehk

Z Z 11,0(7)

JeT i€l
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korda. Seega, tahistades z =3 ;> ;7 1114(j), saame, et kehtib

0% - 67

(_1)x(_1)x(_1)IIIIJ|9J e
(—=1)% (=197 . o*
= (=1)ETgT . 4T,

Tahame néidata, et Grassmanni algebra G" on superalgebra. Selleks on vaja
koigepealt nédidata, et ta on supervektorruum ehk tuua tema sobiv lahutus otse-
summaks. Anname Grassmanni algebra G" lahutuse otsesummaks nii, et ta oleks

supervektorruum. Olgu

Go ={feg": f(0)=Y_ f#" ke NuU{0}}
ICN,
|Z|=2k

ja
Gr={feg": f(0)= > f0", ke NU{0}}.
ICN,
|Z|=2k+1
On lihtne néha, et G" = Gy © G

Niitamaks, et G" on superalgebra, piisab néidata, et korrutustehe

f(0) - 9(0)

rahuldab noutud tingimust . Kuna koik Grassmanni algebra elemendid on baasi-
elementide lineaarses kattes, siis piisab siin vaadata, kas antud tingimus kehtib mo-
noomide korral. Kui korrutada oma vahel kaks paaris monoomi, siis saadud monoom
on alati paaris. Seega vordus kehtib. Kui korrutada paaritu monoom paaritu-
ga, siis saame paaris monoomi, kuna saadud monoom pikkus on kahe paaritu arvu
summa. Seega jallegi vordus kehtib. Kui korrutada paaris ja paaritu monoom,
siis on tulemuseks paaritu monoom. Sellega oleme toestanud, et Grassmanni algebra

on superalgebra.

Niide 3. Vaatame veel kord algebrat G* moodustajate siisteemiga {6', 62, 6}. Vaa-

tame, kuidas toimub konkreetse superalgebra elementide korrutamine. Olgu néiteks
f(0) =31 —20%¢°

ja
g(0) = 50" + 26 + 80'6*6°.

10



Paneme téhele, et f ja g on moélemad homogeensed. Niiiid
£(0)-g(0) = (31 — 26%6°) - (50" + 267 + 8616263)
= 150" + 660% + 2460'0°0° — 100°0°0" — 46°6°0* — 20%60°0'6°0°
= 150" + 66* + 2460'6*0° — 100'0%0*
= 150" + 66° + 140'6%0°.

Néeme, et toesti

£(0)-9()] =1=0+1=[f(0)] +[9(6)].

2.4 Cliffordi algebra

Tutvustame veel iihte algebralist struktuuri, millel saab defineerida superalgebra.

Lugeja néeb, et algebra definitsioon sarnaneb Grasmanni algebra omaga.

Def 8. Cliffordi algebra C™ on assotsiatiivne iihikuga algebra iile korpuse K, mille

moodustajate siisteem {v*,~% ...,7"}, n € N rahuldab tingimusi
v ==y (i # )
(v)*=1.

Saab kontrollida, et algebra moodutajate siisteemiga {y',~7%, ...,79"}, n € N, on
Cliffordi algebra parajasti siis, kui iga i,7 € {1,...,n} korral [7]

Yy 4y =26Y1, (2.7)

kus 6% on Kroneckeri delta.
Supervektorruumi ja superalgebra struktuurid antakse Cliffordi algebral ana-
loogiliselt Grassmanni algebraga. Cliffordi algebra eelis Grassmanni algebra ees on

see, et sellel leidub maatriksesitus.

Naide 4. Vaatame erijuhtu, kui n = 2. Siis algebra moodustajate siisteem on

01:01 0220—2"
1 0/’ i 0

Seega vektorruumi Maty(C) baasi moodustab hulk {1, ¢!, 0%, oto?}, kus

1:107010222'0.
0 1 0 —i

11



Kontrollime, kas moodustajate siisteem rahuldab Cliffordi algebra tingimust ([2.7)).

Toesti1
0 1 0 1 10
2 =2 =21,
G000 )
. . 1
5 0 7 0 1 _o 0 _ 91
1 0 10 0 1

(oG 0)+ G ) ()6 %)+ ()

ja

o)

12



Peatiikk 3
Maatriksid ja superdeterminant

[seenesest ei erine maatriksid supergeomeetrias kuidagi tavalistest maatriksitest.
Kuid seoses superdeterminandiga ja iildiselt superalgebra struktuuriga vaatame me
just teatud konkreetse kujuga maatrikseid. Et selleni jouda loomulikul viisil, alus-

tame seda peatiikki lineaarsetest kujutistest.

3.1 Lineaarsete kujutiste ruum End(V)
Olgu V = Vy & V; supervektorruum. Téhistame
End(V)={L:V — V| L on lineaarne.}

Hulga tdhistus tuleb moistest endomorfism. Paneme téhele, et End(V) on vektor-

ruum. Toesti, lineaaralgebrast teame, et
1) (L1 + L2)(Z) = L1(Z) + La(2);
2) (AL )(Z) = X\ - Ly (%),

millest viimane jireldub ilmselt. Samuti saab veenduda, et End(V') assotsiatiivne
ithikuga algebra kujutuste kompositsiooni suhtes, kus iihikelemendiks on samasus-
teisendus I. Niitame, et End(V) on supervektorruum. Tema loomuliku gradueeringu

indutseerib ruumi V' gradueering. Defineerime
|L| =0, kui L:Vp —» Vpja L: V) — Vi

IL|=1, kuiL:Vp > Vija L: Vi = V.

Naitame, et
End(V) = Endy(V) @ End; (V).

13



Toesti, iga x € V korral x = xy + x1 ja seega
L(z) = L(zo) + L(z1) = (L(z0))o + (L(zo))1 + (L(z1))o + (L(z1))1-

Kuna (L(z¢))o, (L(z1))1 € Endg ja (L(z0))1, (L(z1))o € Endy, siis tulemus kehtib.
Naitame veel, et End(V') on superalgebra. Toesti, kujutuste kompositsioon rahuldab

hulga End(V') homogeensetel elementidel tingimust
|L1 @) L2| = |L1| + |L2| mod (2),

tulenevalt gradueeringu definitsioonist.
Vaatame superalgebrat End(V') iihe konkreetse supervektorruumi korral. Olgu
V' n-mootmeline vektorruum, olgu {é)...é,} selle vektorruumi baas. Fikseerime
taisarvu [ € {1,...,n — 1}. Jaotame baasi kaheks
paarisvektorid:{e] ... € };
’ (3.1)
paaritud vektorid:{e;1 ... €,}.
Téahistame konkreetse arvu [ korral sellise jaotusega vektorruumi V;, tema paaris

elementide hulka V; ¢ ning paaritute elementide hulka V; ;. Olgu
Vio =span{é; ... };

Vii =span{€1...€,}.

Sellega on defineeritud supervektorruumi struktuur. Olgu L € End(V}). Siis temale

saab vastavusse seada lineaarteisenduse maatriksi, mis on soltuv baasist. Liihidalt

L(&) = L&), (3.2)
kus
Lt ... LY
. 2L ... 12
Lo=1. . . | (3:3)
Ly Ly ... Lr

Valemis (3.2) kasutasime Einsteini summeerimiskokkulepet, mis iitleb, et kui
valemis on kasutatad monda indeksit nii iila- kui ka alaindeksina, votame summa

iile selle indeksi. Seega praegusel juhul L{ € = Z?Zl L{ €.

3.2 Maatriksite ruum Mat, (K)

Olgu V; mingi n-modtmeline vektorruum. Néitame, et Mat, (K) on superalgebra.

Selle saame aga loomulikul viisil tuletada eelmises peatiikis vaadatud lineaarsete
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kujutiste ruumist. Vaatame ldhemalt maatriksit ning kuidas ruumi End(V})
superalgebra struktuur annab superalgebra struktuuri maatriksite ruumil Mat,, ;(K),
kus n on antud ruumi maatriksite méode ja [ tdhistab konkreetset baasi jaotust
. Edaspidi vaatame ainult ruutmaatrikseid. Vaatame juhtu, kui maatriksile
vastav lineaarne kujutis L € End(V}) on paariselement. Siis definitsiooni jérgi jatab
ta supervektorruumi V; homogeensete elementide paarsuse samaks. Olgu @ € V; ja
b Via, siis

a=a e +...+qe

ja

mingite aq, ..., a,, bj11,...,b, € K korral. Kehtib, et

L(c_i) = L(algl + ...+ alé}) = alL(é}) + ...+ O,ZL(é}>
=ai(Liéy+...+ L) +... +aLjé, + ...+ L}é,)
= (a L]+ ... +aLl))er + ...+ (a L+ ...+ L))é,
ning

-

L(b) = L(byy1€141 + .. + bp€y) = b1 L(€11) + ... + by L(€E)
= b1 (Lfg@ + oo+ L) + oo+ by (LhE + .o+ L1E)
= (b1 Ljy + - A0, L0)E + oo+ (b Ly + .+ b, L)E,
Samas, kuna L(d) € V) ja L(b) € Vi1, kehtib, et
(L + ... +al))er+ ...+ (e LY+ ...+ L])é, € span(éy, ..., )
ja
(be1Lpq + oo+ b Lp)E 4 oo+ (b Ly + .. + b, L)€, € span(€iga, - . ., €n).

Kokkuvottes, kuna baasielemendid on lineaarselt soltumatud, peab

(L + o+l == (Ll + ... +al]l)=0
ning
(b Ly + o+ b L) == (b Ly + .+ b, L) =0
Kuna me vétsime ay, ..., a,,b41,...,b, € Ksuvalised, tdhendab see, et
Vie{l,...,}Vje{l+1,....n} LI =0
ja

Vie{l+1,...,n}Vje{l,....I} L} =0.
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Seega paaris lineaarsele kujutusele L € End(V]) vastav maatriks on alati kujul

/Cll 0
( : .522> , o

kus £4; on mingi [ x ! maatriks ja Lo9 on mingi (n—[) x (n—1) maatriks. Analoogiliselt

saab néiidata, et paaritule lineaarsele kujutusele L € End(V]) vastav maatriks on

0 L
(ﬁm 0 ) | 55)

kus L15 on mingi [ x (n—1) maatriks ja Lo1 on mingi (n—1) x [ maatriks. Maatrikseid,

Mll Mlz (3 6)
My Mgy )’

kus maatriksid My, My, Mo, My, on kindlate mootmetega, nimetatame blokk-

alati kujul
mis on antud kujul

maatriksiteks. Seega oleme ndidanud, et Mat,, ;(K) on supervektorruum, kui votame
Vh koigi maatriksite hulk, mis on kujul , ning V) koigi maatriksite hulk, mis on
kujul . Niitame, et Mat,;(K) on superalgebra maatriksite korrutamise suhtes.
Kui L, M € Mat,,;(K) on paarismaatriksid, siis

L. M= ‘Cll 0 ] Mll 0 _ »Cll : Mll 0
O EQQ 0 M22 0 £22 : M22 ’

seega korrutis on paarismaatriks. Kui L, M € Mat,, ;(K) on paaritud maatriksid, siis

LM = 0 Ly _ 0 My _ L1 - Moy 0
Ly O My 0 0 Lo - M)

seega korrutis on paarismaatriks. Kui L € Mat, (K) on paarismaatriks ja M €

Mat,, ;(K) on paaritu maatriks, siis

L M= Ell 0 . 0 M12 _ 0 £22 : M21
0 £22 M21 0 Ell ' M12 0 7

seega korrutis on paaritu maatriks. Ilmselt kehtib tulemus ka paaritu ja paarismaat-

riksi korrutamisel.

3.3 Superjilg

Def 9. Maatriksi L € Mat,,;(K) superjdlg, téhistame STr(L), on kujutus [§ STr :
Mat,, ;(K) — K, kujul
STr(L) = Tr(Ly1) — Tr(Law),

kus maatriks L on kujul (3.6)) ja Tr : Mat(K) — K on klassikaline maatriksi jilg [6].
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Siit jareldub vahetult, et paaritu maatriksi superjélg on null.

Mdrkus. Superjilje voib defineerida ka maatriksi

T 0
I — 11
0 Iy

abil [7], kus Zy; ja Zss on vastavalt [ x [ ja (n — 1) x (n — 1) jarku ithikmaatriksid.
Sellisel juhul defineeritakse superjilg kui

STr(A) = Tr(I"A).

On lihtne kontrollida, et antud kuju on tdesti samavéaérne iilaltoodud definitsiooniga.

Klassikalisest maatriksite teooriast on teada tulemus
Tr(AB) = Tr(BA),

kus A, B € Mat,(K). Néitame, et superjélje jaoks kehtib analoogiline tulemus, mis

votab arvesse superalgebra gradueeringut.

Lause 1. Iga homogeense L, M € Mat,, ;(K) korral kehtib [3]

STr(LM) = (—1)HIMISTr(ML).
Toestus. OlguL, M € Mat,,;(K). Vaatame juhtu, kus L ja M on paarismaatriksid.
Siis

STr(LM) = Tr(L11Mi1) — Tr(LoaMs2)
= Tr(./\/l11£11) - TT(M22£22>
— STe(ML)

ehk vordus kehtib. Kui L on paaris- ja M paaritu maatriks voi vastupidi, siis nende
korrutis on paaritu ehk tema superjélg on 0, mis juhul ka vordus kehtib triviaalselt.

Kui L ja M on molemad paaritud maatriksid, siis

STr(LM) = Tr(L12Ma1) — Tr(LaMi2)
= Tr(Mag1L13) — Tr(Mi2Ls1)
= —(Tr(M12L21) — Tr(Ma1L15))
— _STy(ML).

Seega lause kehtib. O]
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3.4 Superdeterminant

Superdeterminandi defineerimisel lahtume soovist, et saadud iildistus rahuldaks maat-
riksite superalgebral omadusi, mis on analoogilised klassikaliste determinandi oma-

dustega [3]
e det(LM) = det(L)det(M);
o det(el) = ™),

Siintoodud determinandi {ildistuse pakkus esimesena vilja vene matemaatik Felix

A. Berezin [1], kelle jargi nimetatakse seda ka Bereziniaaniks.

Def 10. Olgu paaris L € Mat, (K) selline, et temale vastav alammaatriks Lo
on pooratav. Siis maatriksi L Bereziniaan(superdeterminant), téhistame Ber(L), on
antud kujul

Ber(L) = det(L1;) det(L5),

kus det on klassikaline determinanti.

Niitame, et eeltoodud omadused Bereziniaani jaoks toesti kehtivad. Olgu L, M €
Mat,, ;(K) sellised paarismaatriksis, et neile vastavad alammaatriksid Log, Moy on
pooratavad. Siis ka maatriks LM on paaris ning klassikalisest maatriksite teooriast
teame, et temale vastav alammaatriks Lo Mgy pooratav [6]. Seega Bereziniaan on

maatriksil LM méaratud ja

Ber(LM) = det(L£13 M) det((LagMaz) ™)
= det(Ly1) det(My;) det(My Loy)
= det(Ly;) det (M) det(My;) det (L)
= det(L;) det(L5y) det(My;) det(Moy)
= Ber(L)Ber(M).
Naitame veel, et
Ber(el) = ST,

Ka seda ei ole raske niha kasutades klassikalisest maatriksite teooriast tuntud ana-
loogilist tulemust. Kuna e* € Mat,,;(K), on paaris ning (e*)qy pdoratav, siis piisab
niidata, et

det ((eL)H) det ((eL)H)_l = Tr(fan)=Tr(£22)

Kuna L on paarismaatriks ja

1 1 1
L T4+ L+ L2+ -3+ —L%+ ...
+ +2 +6 +24 +...,
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Siis
1

1
R

1
<€L)11 =1+ L+ §£%1 +

ning analoogilisetlt (e%)q = €22, Seega

L Ly \—1 det(e*11) B eTr(£11) ML) —THE
det ((e")11) det ((e")11) = Jot(cf) — o) o Tr(£11)=Tr(L22)

ehk omadus kehtib.

3.5 Pfaffian

Def 11. Maatriksit A nimetatakse kaldsimmeetriliseks, kui AT = —A.

Olgu A n-mooctmeline, n € N, kaldsiimmeetriline maatriks. Paneme tédhele, et
kui n on paaritu arv, siis |A| = 0, sest iihelt poolt |A| = |AT]|, aga teiselt poolt
| —A| = (—1)"|A|. Seega, kui A on kaldstimmeetriline ning n paaritu, siis |A| = —|A]

ehk |A| = 0. Siin peatiikis vaatame ainult kaldsiimmeetrilisi maatrikseid.

Def 12. Olgu A n-moGtmeline ruutmaatriks, siis maatriksi A Pfaffiaan,
téhistame PfA, on selline maatriksi A elementidest moodustatud avaldis, et |A| =

(PfA)2, kui n on paarisarv, ning PfA = 0, kui n on paaritu arv.

Et selline ruutvorm alati leidub, néitas esimesena briti matemaatik Arthur Cay-
ley [9].

Mirkus. Kaldsiimmeetrilise 2n x 2n maatriksi A = (qa;;) Pfaffiaan defineeritakse
moni kord ka kujul [3]

1 n
Pf(A) = S Z sgn(o) HCLU(QZ',U’O-(Q,L‘). (3.7)
’ 1

O'ESQn =

Sellisel juhul on meie definitsioonis toodud tingimus Pfaffiaani iiks pohiomadustest.

Naide 5. Vaatame juhtu, kus n = 2. Siis

Kuna |A| = a?, siis PfA = a.
Niide 6. Vaatame juhtu, kus n = 4. Siis

0 a2 a13 Q14
—ai2 0 Q23 Q24
—a13 —azg 0 am

—a1y —agq4 —azy 0
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ja definitsiooni on determinant

|A| = Q12021034043 — Q12023034041 — Q12024031043 — 13021034042 + Q13024031042

— 113024032041 — Q14021032043 — 014023031042 + 014023032041

2 2 2 2
= Q19034 + A12014023034 — Q12024013034 — 12013024034 + Q7305

2 2
— 41314023024 + Q12014023034 — Q13014023024 + Q74053

) 2 2 2 2
= (75034 T Q)30 + A14053

+ 2012014023034 — 2012024013034 — 2012013024034
Kuna

2 2 2 2 2 2 2
(a]_2a34 — 13024 + a14a23) = a12a34 + a13a24 + a14a23

—+ 2a12a14a23a34 — 2@12@24@13@34 - 2(112(113(124034,
siis
Pf(A) = a12a34 — a13a24 + a14as3.
Teoreem 2. Olgu A = Ay & Ay kommutatisone superalgebra, A = (ai;), a;; € Ao
n-jirku kaldsiimmeetriline ruutmaatriks ja ', ... Y™ € A,. Siis kehtib [7]
e Bt = 37 PAANY,
I
kus

=1
f _ o
e—gon!f,fGA,

Pf(Ag) =1 jay)? = 1.

Kuigi siinkohal me antud teoreemi ei toesta, néditame, et tulemus kehtib n = 4
korral. Olgu A = A;®.4; kommutatiivne superalgebra, A € Mat,,(Ag) kaldsiimmeetriline
maatriks ja ¢!, ... " € Ay. Arvestades, et Y7 = —¢7" a;; = —ay; jaa; = 0, saame,
et

Z aijwij = 2(a129"? + a139" + aup™ + agp® + aw® + azp®?).
Seega
o3 L ai¥? _ pa129'? a1z P tarap! fazsy P +aza? +agaw

=1+ a1 + arz3™ + apap™ + ay® + agh® + azp*

1
1234 1324 1423
+ 3 (a12a340"**" + a13a049"*! + arga039" P+

+ agza14)® M + ag4a130**" 4 azga120*?) 40

=1+ a1t + apz3™® + apa ™ + ap® + agh® + az*+

1234 1234 1234
120340 77" — a13a240 7" + araa03 7.
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Teiselt poolt
Z PHADY = 1+ apd™ + ais9™ + a1gp™ + aggp™+
I

4 4 4
+ agah®* + azqp® + (a12a34 — ar3a24 + G14G23)¢123 .

Néeme, et toesti

ATt _ 5 pia ),
I
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Peatiikk 4

Tuletised ja integraal (Grassmanni

algebral

4.1 Tuletised Grassmanni algebral

Tuletise definitsiooni anname lahtudes Lebnizi valemist, kuid vottes arvesse superal-
gebra antikommutatiivsust. Olgu G" Grassmanni algebra moodustjate siisteemiga
{6, ...,0"}. Vaatame praegu tuletise votmist iile monoomide. Sealt on lihtne iildistada

tuletise operaator kogu superalgebrale, tulenevalt tuletise lineaarsusest. Esiteks,

votame 5

5L =0;
ja

0 i i

Olgu niitid 762 ...0" € G" kus iy,...0;, € {1,...,n} jai; < ... < i}, mingi
monoom. Defineerime tema tuletise mingi moodustaja 6/ € G, j € {1,...,n},

jargi, kasutades eelnevalt toodud moodustajate tuletisi kujul

g , g . ]
i1 )i2 ) — 11\ L2 k __ QU1 ____
g7 (0107 0%) = oo (67)6 0% — 6 o

o P (02)0% .0 + ...

—

__1\k—1piy Th—1 1k
(D). (41)

Néeme, et tegemist on justkui Lebnizi valemiga, kus iga teine liidetav on korrutatud
miinus iithega. Sellest voib moelda nii, et peame monoomis vastava moodustaja, iile
mille hakkame tuletist votma, tooma esimesele kohale. Antikommutatiivsuse reegli
jargi tuleb vastav liidetav 1dbi korrutada miinus iihega parajasti siis, kui uus mo-
noom on saadud eelmisest paarisarvu permutatsioonide abil. Samas, miski ei {itle,
et me peame alustama tuletise votmisega just vasakult poolt. Siit ka nool tuleti-

se operaatori kohal, rohutamaks, et vaatame just vasakpoolset osatuletist. Paneme
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téhele, et kui k& on paaritu arv, siis vottes tuletist paremalt poolt (ehk jilgides, et
moodustaja iile mille parajasti tuletist votame, oleks koige paremal) tuleb vastus
sama, mis vasakult poolt diferentseerides. Kui aga k on paaris arv, siis vastus muu-
tub, nimelt saadud vasaku kée diferentsiaal tuleb 1dbi korrutada miinus iihega.
Superalgebras eristame vasakpoolset tuletist, mis on kujul ning parempoolset
tuletist kujul

o ;) A ) , N I
002 . .. 0%)— =0" ... 0% (0F)— — 0" ... 0" 20" ) —0" + ...
( ) 507 (0") 55 (%) 570" +
d ,
—D)FOY =02 0%, (4.2
F-DE) o (12)
Nagu juba mainisime, kehtib
g N
— (610 ...0%) = (0"0"...0%)—
507 ) = ( ) 505
kui k£ on paaritu arv ning
a A - )
— (00 ...0"%) = —(0"0"...0"%)—
il )= o
kui k on paarisarv. Seega kehtib supertuletise puhul omadus [1]
) d
— (1M

iga moodustaja #° ja homogeense f € G korral.

Néiide 7. Vaatame Grassmanni algebrat G* moodustajate siisteemiga {6*, 62, 03, 6*}.
Olgu
F£(0) = 50" + 202 + 80'6°6%9".

Vatame g(f) parempoolse tuletise moodustaja 62 jérgi. Definitsiooni jérgi

— —

0 _ a 1 2 1n2n3n4
ae2f(9>_ae2(59 + 267 + 8016%0°0*)
J . J e
P— — 2_
5892(9)+ 892(9)+8_892(9999)
=2 — 80'93p*.

Paneme veel téhele, et parempoolne tuletis iile sama moodustaja on

—

0
— =9 193 4.
]‘(9)862 + 860°0°0
Def 13. Utleme, et element f € G ei séltu muutujast 6°, i € {1,...,n}, kui
0
00’

f=0.

23



Lause 3. Olgu G" Grassmanni. Niitame, et kui 6,67 € G" on moodustajad ja

0l £ 07 siis 5 0
a0 <%) B _%(aei)'

Téestus. Uldisust kitsendamata eeldame, et i < j ja osatuletis on vasakpoolne.

Piisab, kui néitame, et tulemus kehtib monoomide korral. Fikseerime mingi mo-
noomi

F=0m. g

Kui f ei soltu moodustajast 6° voi 67, kehtib vordus triviaalselt. Eeldame, et f soltub
molemast moodustajast. Siis leiduvad sellised p,q € {1,...,k}, p # q, et i = u, ja
J = ug4. Seega

fii= == (f) = (=1)710" . grargrart g

ja

—»

(fg) = (=1 DFENguguegueet | graglart g

Teiselt poolt

= — = (=1)PLlgw . gue-rgueer Gk
fii= 35 () = (=1)
ja
) p—1)+(g— 2)9“1 L QY 1gUetr QUa—1QUe+1 QUK
D=
Kokkuvottes, kui (g—1)+(p—1) = p+¢—2 on paarisarv, siis (p—1)+(¢—2) = p+¢—3

on paaritu arv ja vastupidi. Seega lause kehtib. O

4.2 Integreerimine Grassmanni algebral

Léhtudes F. A. Berezini raamatust [I], defineerime integraali Grassmanni algebral

/ do' =0, (4.3)

/ o' do’ = 1 (4.4)

ldhtudes tingimustest

ja
/ F(60)9(6) 8" = £(6) / 4(0) d6, (4.5)

kui 6" € {6',...,0"} ja f(0) ei soltu muutujast 6°. Et votta integraali iile mitme

moodustaja, kasutame siin korduva integraali moistet. See tdhendab, et kirjaviisi

/ F(O)do™ ... do',
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kus {i1,...,i} C {1,...,n}, all moistame avaldist, kus koigepealt votame integ-
raali iile elemendi f(6) moodustaja 6 jirgi. Saadud tulemusest vétame integraali
moodustaja 0?2 jirgi ja nii edasi, kuni oleme votnud integraali moodustaja 6% jirgi.

Paneme téhele, et integraali vadrtus soltub moodustajate jarjekorrast ehk iildiselt
/f(@) do™ ... de"deir L de # /f(@) do™ ... do"+ide™ .. de*.
Toome selle toestamiseks iihe niite.

Niide 8. Olgu Grassmanni algebra G2 moodustajate siisteem {0, 0% 63}. Siis iihelt

/ 0'66° d9' o> = / ( / 0'6%¢° d@l)cw?
:/(/029391 del)d92
= / (9293 / o' del)de2
= / 0°6° do”
= / —6°0* dy®

— ¢ / 6% d6?
— 6.

poolt

Teiselt poolt

/019203 do*do*

(/—6’10302 d6’2)d«91

g
:/(—0193/02d02)d91
:/—9193d01
g

06 do*
/01 do'

Anname niiiid definitsiooni kujutusele, mida iildiselt méistekse niinimetatud su-

3
= 0.

perintegraali all [3].

Def 14. Berezini integraal (superintegraal) Grassmanni algebral G" moodustajate

siisteemiga {0',...,0"} on lineaarne kujutus B : G" — K,

B(f) = /f(e) ot ... dom.
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On lihtne kontrollida, et kehtib omadus [3]

B(f) = f12...n

suvalise f € G" korral. Tulenevalt osatuletise definitsioonist kehtib suvalise f € G"

d d
1 n
/f VA= g g

Integraali puhul oleks loomulik oodata, et see oleks invariantne koordinaatsiisteemi

korral ka

vahetusel. Berezini integraal on toesti invariantne Grassmanni algebra iihelt koordi-

naatsiisteemilt teisele {ilemineku suhtes, mida niitab jargmine lause [3].

Lause 4. Olgu G" Grassmanni algebra ning {6',...,6"} ja {n',...,n"} tema moo-

dustajate siisteemid, kus 6 = 37" ;7 ja A = (a;); =, on n X n péGratav maat-

j=1
riks. Siis
0)do*...do" dn'...dn"
/ o = oA / () dn....dn",
kus g(n) = f(0(n)) = flayn’,...,a,7’) (kasutame siin Einsteini summeerimis-
kokkulepet).

Toestus. Teame, et

[ 1 as...a" = .,

/g(n) dn'...dn" = g1,

Kuna elemendi f superintegraali véértus ei soltu arvudest fr, kus Z # {1,...,n},

ja

siis voime iildisust kitsendamata votta koik arvud fz, vélja arvatud f;_,, vordseks
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nulliga. Toimime analoogiliset ka elemendiga g. Siis
fOm) = fi_n0""

j=1 j=1 j=1

= f1.n <a11a22a33 (P )

+ a11a93a3z . . . Gpn (NP0 0" L

+ Q1002010352 - - - Gy ("R ~771)>

= fi.n (a11a22a33 (P ")

— a11Q93032 . . . a,m(n1772173 .. ﬁn) —+ ...

n(n—1) n
+(=1)" 2 a1ma20 103502 -am(n'n*n® .0 ))

= fin (a11a22a33 ceQpp — @11G23032 -+« - Gpp +

n(n—1) n
+ (_1) 2 alna2,n—1a3,n—2)7]1n2773 ...1M

= fin det(A)n1n27]3 oot

Kuna f(0(n)) = g(n), siis
from det(A)n'n*n® 0™ = £(0) = g(n) = gr.n'n’n® .0

ehk
fl...n

= det AT
Sellega olemegi néitanud, et

1 1
1 n o __ _ _ 1 n
/f(&) o ...do" = f1.., = Tt A = Toc /g(n) dn*...dn".

Integraali ja Pfafiaani vahel kehtib jargmine ilus seos [3].

Teoreem 5. Olgu A mingi n-jirku kaldsimmeetriline maatriks, siis
/ ez Zig=19u8'0 gol - dgn = Pf(A).

Toestus. Kui n on paaritu arv, siis moélemad pooled on vordsed nulliga ning vordus
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kehtib triviaalselt. Olgu n paarisarv. Vaatame vorduse paremat poolt. Arvutame

1 1
5 Z aijﬁzﬁj = 5 <0119161 + CL129192 + ...+ a1n919" + 0@16291 + ...

ij=1
+ anfl,nenilen + ann6n0n>
1
= 5 (@12 = 020" + (@13 = 000" + ..+ (a1 = 0,)6'6" 4.
+ (anfl,n - an,nfl)enilen)
= 1200 + a1300° + ...+ a1, 000" + ...+ an_l,nen—len.
Seega
o3 Lij—1i007 _ i i(l i a~9i9j)m
m!\2 "

m=0 3,j=1

=1+ a0 0® +a30'0° + ...+ a,0M0" + .. 4 a1, 000"
+ %<a12a3401929394 + a10a3500%030° + ...+ aj0a3,010%030"
+ a1pa45010%00° + ... + algan,l,n91029”’16”
— 1309401 30%0* — ... — 41309,0'0%0%0" + a130450" 03070 + ...
+ anfl,nanfg,w9”*39”*29"*19") .

+%( Z sgn(o™)

2 o*eSk i

—

ao*(Qi—l),U*(Qi))el A
1

kus S¥ on kaikide selliste hulga {1,...,n} permutatsioonide hulk, kus iga i €
{1,..., %} korral 0(2i—1) < ¢(21). Viimane siin toodud liidetav on summas g7 Xig=1 4007
viimane nullist erinev, sest iga monoom, mis on saadud rohkem kui n moodustaja

korrutamisel, vordub nulliga. On ka lihtne, et

ls . q;;000 n 1 *
/6227"]:1 7']99 del.de - Q_‘( Z Sgn(a)

27 o*eSx i

.

aa*(2i—1),a*(2i)> .
1

Vaadates vorduse paremal pool olevat summat iile koikide permutatsioonide hulga

S,, saame, et

n

3

1 o T 275 H
ﬂ—,( Y sen(o )Hami,l),m(m)) - (ngn@)[[%@i,l),a(m),
2" ores; i=1 2" pes, i=1

sest iga o € S kohta leidub 2% erinevat permutatsiooni o € S, nii, et Ao* (2i—1),0%(2i) =
Ag(2i-1),0(2i)- Kuna vastavalt valemile (3.7) on 2k x 2k kaldsiimmeetrilise maatriksi

A = (a;;) korral
k

1
Pf(A) = SFEl Z sgn(o) H@g(2i—1),o(2i)>

€Sy i=1
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oleme toestanud, et vordus kehtib.
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