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n-Lie superalgebrad
Magistritoo
Priit Latt

Liihikokkuvote. Kaiesolevas magistritoos tuletame meelde moned Lie algebrate
teooria pohitoed ja vaatame selle klassikalise struktuuri iildistusi. Filippov konst-
rueeris artiklis [7] n-Lie algebra, kus binaarne kommutaator on asendatud n-aarse
analoogiga. Meie kombineerime viimase Lie superalgebra struktuuriga, mis {ldis-
tab Lie algebraid kasutades Zs-gradueeritud vektorruumi ning gradueeringu iseéra-
susi kommutaatoril tavalise vektorruumi asemel, et saada n-Lie superalgebra, nagu
seda on tehtud artiklis [I]. Me uurime n-Lie superalgebra, ehk n-aarse gradueeritud
Filippovi samasust rahuldava tehtega superalgebra omadusi, ning rakendades ideid
artiklitest [1, 3] indutseerime n-Lie superalgebratest (n+1)-Lie superalgebrad. Vii-
maks uurime me ternaarseid Lie superalgebraid iile C, kus algebra aluseks oleva
supervektorruumi dimensioon on m|n, m + n < 4. Me teeme kindlaks kui palju
on erinevaid voimalikke kommutatsioonieeskirju, mida neile tingimustele vastavad
3-Lie superalgebrad omada voivad.

Mairksonad. n-Lie algebra, Lie superalgebra, n-Lie superalgebra, Filippovi sa-
masus, supervektorruum.

n-Lie superalgebras
Master’s Thesis
Priit Latt

Abstract. In this master’s thesis we remind the theory of Lie algebras and inves-
tigate some generalizations of this structure. Filippov constructed n-Lie algebras
in 7] where he replaced the binary commutator relation with n-ary analogue. We
combine it with Lie superalgebra structure that emerged from theoretical physics
in early 70s, and which generalizes Lie algebras by using Zs-graded vector space
and grading restrictions on the commutator instead of classical vector space, to
yield a n-Lie superalgebra as introduced in [I]. We study the properties of n-Lie
superalgebras that are essentially superalgebras equipped with n-ary commutator
relation obeying graded Filippov identity. Next we apply ideas from [1L [3] to induce
(n 4 1)-Lie superalgebra from n-Lie superalgebra. Finally, we set an upper bound
for the number of different 3-Lie superalgebras over C with super vector space of
dimension m|n, where m +n < 4.

Keywords. n-Lie algebra, Lie superalgebra, n-Lie superalgebra, Filippov iden-
tity, super vector space.
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Sissejuhatus

Matemaatika haru, mida me tdna tunneme kui Lie teooriat kerkis esile geomeetria
ja lineaaralgebra uurimisest. Lie teooria iiheks keskseks moisteks on Lie algebra
— vektorruum, mis on varustatud mitteassotsiatiivse korrutamisega ehk nonda-
nimetatud Lie sulu voi kommutaatoriga. Lie algebrad ja nende uurimine on ti-
hedalt seotud teise Lie teooria keskse moistega, milleks on Lie rihm. Viimased
on struktuurid, mis on korraga nii algebralised rithmad kui ka diferentseeruvad
muutkonnad, kusjuures rithma korrutamine ja selle péoérdtehe on molemad dife-
rentseeruvad. Osutub, et igale Lie rithmale saab vastavusse seada Lie algebra, kuid
tildjuhul kahjuks vastupidine vaide ei kehti. Samas on voimalik ndidata pisut nor-
gem tulemus: suvalise loplikumootmelise reaalse voi kompleksse Lie algebra jaoks
leidub temale tiheselt vastav sidus Lie rithm [II]. Just selle viimase, nondanimeta-
tud Lie kolmanda teoreemi tottu on voimalik Lie riithmasid vaadelda Lie algebrate
kontekstis ja see teebki Lie algebrad darmiselt oluliseks ja efektiivseks tooriistaks.

Kaéesolevas magistritéos uurime me Lie algebrate iihte voimalikku tldistust,
milleks on n-Lie superalgebra. Uhelt poolt on sellise konstruktsiooni inspiratsioo-
niks Filippovi poolt artiklis [7] tutvustatud ja uuritud n-Lie algebra moiste, kus
binaarne kommutaator on asendatud n-aarse analoogiga. Teiselt poolt votame alu-
seks Lie superalgebra, kus aluseks olev vektorruum on vahetatud supervektorruumi,
voi teisiti 6elduna Zs-gradueeritud vektorruumiga, mis ei ole tegelikult muud kui
vektorruumide otsesumma, V = V; @ Vr.

Lie superalgebrate uurimine sai alguse 70. aastate esimeses pooles praktilisest
vajadusest teoreetilises fiitisikas kui tekkisid supersiimmeetrilised véljateooriad,
kus iihes formalismis kirjeldatakse nii vilja kui ainet. Sellise fiiiisikalise nahtuse
uurimiseks sobis hésti Zs-gradueeritud matemaatika, kus iihes tervikstruktuuris
peitub tegelikult kaks erinevate omaduste alamstruktuuri. [2] Koos sellega selgus ka
Lie superalgebrate olulisus, ning neid uuriti tisna pohjalikult. Néaiteks klassifitseeris
Kad'] 77. aastal Lie superalgebrad iile algebraliselt kinniste nullkarakteristikaga
korpuste. Samas pérast seda ei ole pea 30 aasta jooksul selles vallas suuri edusamme
tehtud ja Lie superalgebrate esituste teooria pole siiani taielikult vélja arendatud
[13].

Tuginedes n-Lie algebra ja Lie superalgebra moistetele defineerime n-Lie su-
peralgebra nagu seda on tehtud artiklis [I]. Edasi uurime tema olulisemaid omadusi
ning vaatame erijuhul n = 3 kuni kolme generaatoriga algebrate klassifikatsiooni
tile korpuse C.

Kaesolev magistritoo koosneb neljast peatiikist ning iihest lisast. Esimeses pea-
tiikis tuletame meelde klassikalise Lie algebrate teooria ning rikastame seda mitme-
te ndidetega. Selleks vaatleme koigepealt tuntud maatriksrithmi ning toome sisse
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iildistatud eksponentsiaalkujutuse moiste, mille abil jouame Lie algebrateni. Lo-
petuseks meenutame moningaid klassikalisi definitsioone algebraliste struktuuride
vallast Lie algebrate seades, mida on tarvis edasise moistmisel.

Teises peatiikis rakendame Filippovi konstruktsiooni ning defineerime n-Lie
algebra ja tutvustame artiklitest 3], [4] parinevat konstruktsiooni n-Lie algebrast
(n 4 1)-Lie algebra indutseerimiseks. Samuti toestame moned tulemused artiklist
[3], millele autorid ei olnud pohjendusi kaasa andnud. Peatiiki 16pus toome Nambu
mehaanikast konkreetse néite n-Lie algebra kohta.

Kolmas peatiikk algab Lie superalgebra ja tema omaduste tutvustamisega. See-
jarel anname artikli [I] pohjal n-Lie superalgebra definitsiooni. Toestades lemma
[3.7, pohjendame teoreemi 3.6 mis vdidab, et teatud gradueeritud kommutaatoriga
on supervektorruumi endomorfismidel n-Lie superalgebra struktuur. Seejérel toes-
tame lause abil eeskirja n-Lie superalgebrast (n — 1)-Lie superalgebra saa-
miseks. Jarnevalt rakendame artiklite |1, 3] ideid, ning indutseerime n-Lie superal-
gebrast superjilge kasutades (n+1)-Lie superalgebra. Muu hulgas toestame laused
ja[3.I7, mis vdidavad, et n-Lie superalgebrad on lahenduvad, ning nende ka-
hanevad tsentraaljadad paiknevad teatud mottes esialgsete algebrate kahanevate
tsentraaljadade “sees”.

To66 lopetab peatiikk, kus uuritakse ternaarseid Lie superalgebraid, millel on
kuni 4 generaatorit ja algebrale aluseks olev supervektorruum on iile kompleksar-
vude korpuse C. Kirjeldame algortimi, mille abil on voimalik 3-Lie superalgebraid
klassifitseerida ning rakendame seda algoritmi 3-Lie superalgebrate korral, mille
supervektorruumi dimensioon on m|n, kus m +n < 4.

Tahistagu koikjal jargnevas K nullkarakteristikaga korpust ning ) vektorruumi
iile korpuse K. Ruumi kokkuhoiu ja mugavuse mottes kasutame edaspidi vajadu-
se korral summade téhistamisel Einsteini summeerimiskokkulepet. Teisiti Geldes,
kui meil on indeksid ¢ ja 7, mis omavad véartusi 1,...,n, kus n € N, siis jatame
vahel summeerimisel summa margi kirjutamata, ning sailitame summeerimise té-
histamiseks vaid indeksid. Einsteini summeeruvuskokkulepet arvestades kehtivad
naiteks jargmised vordused:

n
rle; = E zle; = xle; + e + - - + 2",
a=1

e I R
7=1

i,.7 1,1 1,2 1,.n 2,1 n,n
Niu' v’ = nu vt + o vt 4 - F N v nautvt 4 - Dppu””,

ja nii edasi.



1 Lie algebra

Jargnevas anname minimaalse iilevaate klassikalisest Lie algebrate teooriast, mida
on tarvis edasiste peatiikkide moistmiseks.

1.1 Maatriksrithmad ja bilineaarvorm

Meenutame, et lineaarkujutus ¢: Vi — Vs vektorruumist V; vektorruumi V, siili-
tab vektorite liitmise ja skalaariga korrutamise, see tdhendab

Oz +y)=ox)+¢(y) ja o(Ax) = Ao(x),

kus x,y € Vi ning A on skalaar. Kui vektorruumid V; ja Vs, langevad kokku, siis
titleme me kujutuse ¢ kohta lineaarteisendus voi endomorfism. Koigi vektorruumi
)V endomorfismide hulka téhistatakse seejuures End V.

Algebrast on teada, et lineaarteisendusel eksisteerib péordteisendus siis ja ai-
nult siis, kui ta on nii iiksiihene kui ka pealeteisendus. Koigi vektorruumi V p6ora-
tavate lineaarteisenduste rithma nimetatakse vektorruumi V péoratavate lineaar-
teisenduste rdhmak@ﬂ ja tahistatakse GL(V). Selge, et selle rithma korrutamiseks
on tavaline lineaarteisenduste kompositsioon. Loplikumootmelise vektorruumi li-
neaarteisendus on pooratav parajasti siis, kui tema determinant on nullist erinev.
Seega kuuluvad rithma GL()V) need ja ainult need lineaarteisendused, mille deter-
minant pole null. Kui vaatleme vaid lineaarteisendusi, mille determinant on iiks,
saame olulise alamrithma SL(V), mida nimetatakse vektorruumi V' spetsiaalsete
lineaarteisenduste rihmaks.

Kuna igal vektorruumil leidub baas, siis voime vektorruumi )V jaoks fiksee-
rida mingi baasi. Sel juhul saame koik lineaarteisendused esitada maatriksitena
ning nonda voime edaspidi lineaarteisenduste rithmade asemel radkida maatriks-
rihmadest. Kui {eq,es, ..., e,} moodustab vektorruumi V baasi ning ¢: V — V
on mingi lineaarteisendus, siis talle vastav maatriks selle baasi suhtes on (aé), mis
on madratud valemiga

o(ej) = Z a§ei.
i=1

Selge, et vaadeldes rithmi GL(V) ja SL(V) maatriksrithmadena, on rithma teh-
teks juba tavaline maatriksite korrutamine. Ilmselt saab nimetatud maatriksriih-
mad defineerida nii reaal- kui ka kompleksarvude korral. Sellest lahtuvalt kasu-
tatakse sageli nullist erineva determinandiga n x n maatriksrithmade téhistuseks

2Inglise keeles general linear group.



GL(n,R) voi GL(n,C), ning neid rithmi nimetame vastavalt reaalsete péoratava-
te lineaarteisenduste rihmaks ja komplekssete péoratavate lineaarteisenduste riih-
maks. Analoogiliselt on kasutusel tdhistused SL(n,R) ja SL(n,C).

Rithmal GL(n,C) on palju tuntud alamrithmi. Klassikaliseks néiteks on n x n
ortogonaalsete maatriksite rihm O(n,C), kuhu kuuluvad ortogonaalsed maatrik-
sid, see tdhendab sellised maatriksid A, mille korral A7 = A~!. Teise niitena
voib tuua unitaarsete maatriksite rithma U(n), mille elementideks on unitaarsed
maatriksid A, mis rahuldavad tingimust A7 = A~'. Edasi on lihtne konstrueerida
saadud alamriihmade spetsiaalsed analoogid. Spetsiaalsete komplekssete ortogo-
naalmaatriksite rihm on

SO(n,C) = O(n,C) N SL(n, C),
ja spetsiaalsete unitaarsete maatriksite rihmaks on
SU(n) = U(n) N SL(n,C).

Definitsioon 1.1. Olgu V vektorruum iile korpuse K. Kujutust (-,-) : VxV — K
nimetatakse bilineaarvormiks, kui iga x,y,z € V ja suvaliste skalaaride \, u € K
korral

L (A + py,z) = Mz, 2) + ply, 2),
i (2, Ay + pz) = Mz, y) + plz, 2).

Kui vetorruumis V on antud baas {ej,es,...,e,}, siis saab bilineaarvormi
(+,-) : V x ¥V — K esitada talle vastava maatriksi B = (b;;) abil, kus b;; = (e;, €;).
Toepoolest, kui meil on antud vektorid = XNe; ja y = ple;, siis kasutades (-, )
lineaarsust molema muutuja jargi, voime arvutada

(z,y) = Z bij)\iﬂj'
Y]

Me iitleme, et bilineaarvorm (-,-) : V x V — K on simmeetriline kui koikide
x,y € V korral (z,y) = (y,z). Selge, et siimmeetrilise bilineaarvormi maatriksi B
korral kehtib vordus B = BT. Vormi (-, -) nimetatakse kaldsiimmeetriliseks kui iga
x,y € V korral kehtib vordus (x,y) = —(y,x). Lihtne on veenduda, et kaldsiim-
meetrilise bilineaarvormi korral rahuldab talle vastav maatriks B seost BT = —B.

Definitsioon 1.2. Olgu V vektorruum, kus on fikseeritud mingi baas, olgu ¢ vek-
torruumi V lineaarteisendus ning olgu A = (aé-) lineaarteisenduse ¢ maatriks fiksee-
ritud baasi suhtes. Lineaarteisenduse ¢ jdiljeks nimetatakse elementi Try(A) € K,
mis arvutatakse valemiga

Try(A) = Z al.
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Juhul kui maatriksi A korral Try, A = 0, siis iitleme, et maatriks A on jdiljeta.

Naide 1.1. On hasti teada, et vektorruumi V endomorfismide hulk End V on ka ise
vektorruum, kusjuures kui vektorruumi V' dimensioon on dim(V) = n, siis ruumi
EndV dimensioon on dim (End V) = n?. Kasutades jilge Try, saame defineerida
bilineaarvormi (-,-) : EndV x EndV — K jérgmiselt:

(A, B) = Try(AB),

kus A ja B on maatriksid, mis vastavad vektorruumi EndV teisendustele mingi
baasi suhtes. Selge, et selliselt defineeritud bilineaarvorm on siimmeetriline.

Kasutades bilineaarvormi siimmeetrilisust voi kaldsiimmeetrilisust, saame sis-
se tuua ortogonaalsuse moiste. Me iitleme, et vektorid x ja y on bilineaarvormi
(+,-) suhtes ortogonaalsed, kui (x,y) = 0. Selge, et ortogonaalsuse tingimus ise
on slimmeetriline, see tahendab kui x on ortogonaalne vektoriga y, siis kehtib
ka vastupidine, y on ortogonaalne vektoriga x. Kui vektor = # 0 on iseenesega
ortogonaalne, see tiahendab (z,z) = 0, siis nimetatakse vektorit x isotroopseks.
Selge, et Eukleidilises geomeetrias selliseid vektoreid ei leidu, kuid iildisemates si-
tuatsioonides esinevad nad kiillaltki sageli, naiteks pseudoeukleidilises Minkowsks:
aegruumIs.

Edasises vaatleme ortogonaalseid ja stimplektilisi rithmi ning selleks nouame,
et vaatluse all olevad bilineaarvormid oleksid mittesingulaarsed ehk regulaarsed,
see tdhendab kui (z,y) = 0 iga y € V korral, siis jarelikult z = 0. Osutub, et
bilineaarvorm (-,-) on regulaarne parajasti siis, kui temale vastav maatriks B =
(b;) on pooratav, mis tdhendab, et det B # 0.

Definitsioon 1.3. Me iitleme, et lineaarteisendus ¢ on ortogonaalne regulaarse
stimmeetrilise bilineaarvormi (-, -) suhtes, kui

(0(x), 0(y)) = (2,9)
koikide z ja y korral vektorruumist V.

Kui z on ortogonaalse lineaarteisenduse ¢ tuumast, siis kehtib ¢(z) = 0. Vii-
mane aga tdhendab, et iga y € V korral (x,y) = (¢(x), ¢(y)) = (0, ¢(y)) = 0. Kok-
kuvottes, et (+,-) on regulaarne, siis jarelikult z = 0 ja ¢ on tiksiithene. Kui niiiid
veel V on loplikumootmeline, siis peab ¢ olema pooratav. Seda arutelu silmas pi-
dades voime Oelda, et ortogonaalsed lineaarteisendused moodustavad rithma, mida
me nimetame ortogonaalsete lineaarteisenduste rithmaks bilineaarvormi (-, ) suh-
tes. Vottes tarvitusele vektorruumi )V baasi saame konstrueerida ka ortogonaalsete
maatriksite rihma, mida tahistatakse komplekssel juhul kui O(n,C), kus n € N
margib, et tegu on n x n maatriksitega.

Stimplektiliste teisenduste tarvis tuleb vaadelda kaldstimmeetrilisi bilineaarvor-
me.



Definitsioon 1.4. Me iitleme, et lineaarteisendus ¢ on simplektiline regulaarse
kaldstimmeetrilise bilineaarvormi (-, -) suhtes, kui

(0(2), ¢(y)) = (2,9)

koikide x ja y korral vektorruumist V.

Maérgime, et siimplektilised lineaarteisendused leiduvad ainult sellistes vektor-
ruumides, mille dimensioon on paarisarvuline, see tdhendab dim)y = 2n, kus
n € N. Stimplektilised teisendused moodustavad simplektiliste rihma, mida té-
histatakse kompleksel juhul Sp(n, C). Reaalsete siimplektiliste teisenduste rithma
saame, kui vaatleme tihisosa rithmaga GL(2n, R):

Sp(n,R) = Sp(n, C) N GL(2n, R).

1.2 Eksponentsiaalkujutus

Koikide seni vaadeldud maatriksriihmade esindajad peavad vastavatesse rithma-
desse kuulumiseks rahuldama mingeid algebralisi tingimusi. Need tingimused voib
kirja panna maatriksite elementide kaudu, mille tulemusel saame me mittelineaar-
sed vorrandid, mis méaravad riithma kuulumise. Osutub, et need tingimused on
voimalik asendada mingi hulga ekvivalentsete lineaarsete vorranditega ja selline
iileminek mittelineaarselt siisteemilt lineaarsele ongi votmetahtsusega idee iilemi-
nekul Lie rithmadelt Lie algebratele [5].

Klassikaliseks viisiks, kuidas sellist iileminekut realiseeritakse, on eksponent-
staalkujutuse kasutuselevott. Nagu nimigi viitab, on tegu analiiiisist tuttava ku-
jutuse iildistusega. Kuivord meil oli siiani tegemist vaid maatriksrithmadega, siis
laheme siin ka edasi vaid eksponentsiaalkujutuse iihe tdhtsa erijuhu, maatriks-
eksponentsiaaliga. Samas olgu oeldud, et jargnevad vaited kehtivad tegelikult ka
tildisemas seades, nagu voib ndha monograafias [11].

Olgu A mingi n x n maatriks, £ € N ning olgu [ ithikmaatriksit. Téhistame
A" =Tning AFA=A-A.... A

k korda

Definitsioon 1.5. Olgu X reaalne voi kompleksne n x n maatriks. Maatriksi X
eksponendiks, mida tahistatakse eX voi exp X, nimetatakse astmerida
X f— _
et = R (1.1)
k=0
Veendumaks definitsiooni korrektsuses tuleks nédidata, et suvalise maatriksi X
korral rida (|1.1]) koondub. Selleks meenutame, et n x n maatriksi X = (X;;) normi



arvutatakse valemi

X1 = (Z |Xz'j!2> (1.2)

ij=1

jirgi. Arvestades, et || XY < [|X]||[|Y]], siis || X*]] < ||X]|¥. Rakendades niiiid
normi (|1.2)) rea (|1.1)) liikkmetele, saame

00
k=0

mis tdhendab, et rida koondub absoluutselt ja seega ta ka koondub. Mérka-
maks, et eX on pidev funktsioon, mérgime esiteks, et X* on argumendi X suhtes
pidev funktsioon ja seega on rea osasummad pidevad. Teisalt paneme tahele,
et koondub tihtlaselt hulkadel, mis on kujul {X : || X|| < R}, ja seega on rida
kokkuvottes pidev.

Niisiis on maatrikseksponentsiaal korrektselt defineeritud ning ka pidev. Jarg-
mises lauses on toodud eksponentsiaalkujutuse pohilised omadused, mille vordle-
misi lihtsad toestused voib huvi korral leida néiteks raamatust [§].

Xk
K

o

X k

< Z% _ X oo
k=0

Lause 1.1. Olgu X ja Y suvalised n X n maatriksid tle vektorruumi V. Siis keh-
tivad jargmised vaited:

1. & =1,
2. (eX)T = eXT,

3. X on pédratav ning kehtib (ex)_1 =e X

)

eMMX — AXenX synaliste N, u € C korral,
kui XY =Y X, siis XtV = eXe¥ =e¥VeX

)

. .. -1 _
kui C' on péoratav, siis e“X¢ = CeXC1,

NS v

det eX = eTrv X,

Ostutub, et rithma GL(n, C) ithikelemendi mingis imbruses on voimalik suvali-
ne maatriks esitada kujul e#, kus A on mingi n x n maatriks. Rithma GL(n, R) kor-
ral on maatriks A reaalne. Oluline on téhele panna, et vaadeldes rithma GL(n,R),
ei ole eksponentsiaalkujutuse kujutis terve rithm. Selles veendumiseks piisab votta
n = 1 ning néha, et exp (GL(1,R)) = R*, ehk kujutiseks on reaaltelje positiivne
osa, samas kui GL(1,R) = R\ {0} ehk reaaltelg ilma nullpunktita.
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Niisiis eksponentsiaalkujutust kasutades on oht kaotada rithma globaalne struk-
tuur, samas kui lokaalne struktuur séailib.

Kui soovime maatriksi A korral, et maatriks e4 kuuluks ménda punktis
[Maatriksrihmad ja bilineaarvorm| nimetatud rithma, tuleb maatriksile A seada
teatavad lineaarsed kitsendused. Néiteks spetsiaalse lineaarse rithma SL(n) korral
voime mittelineaarse tingimuse e determinandi kohta asendada lineaarse tingimu-
sega maatriksi A jilje kohta, kasutades lausepunkti . Nii on néiteks det e = 1
parajasti siis, kui Try, A = 0.

Kokkuvottes ndgime, et eksponentsiaalkujutuse abil on voimalik asendada klas-
sikalised maatriksrithmad maatrikshulkadega, millele on seatud teatud lineaarsed
kitsendused. Selge, et need hulgad on lineaarkombinatsioonide suhtes kinnised, ja
nii voib neid vaadelda kui vektorruume. Tavalise maatriksite korrutamise osas kah-
juks kinnisus séilida ei pruugi. Samas, kui meil on n X n maatriksid A ja B, mis
on vastavalt kas kaldstimmeetrilised, rahuldavad anti-Hermite’i tingimust voi neil
puudub jélg, siis maatriksil C' = AB — BA on samuti selline omadus. Niisiis saa-
dud maatrikshulgad ei moodusta ainuiiksi vektorruumi, vaid on kinnised ka teatud
binaarse tehte suhtes.

1.3 Lie algebra definitsioon

Enne kui anname Lie algebra definitsiooni, tuletame meelde, et algebraks iile korpu-
se K nimetatakse vektorruumi V iile korpuse K, millel on defineeritud bilineaarne
korrutamine V x V — V. Kui algebra tehe rahuldab assotsiatiivsuse tingimust,
siis nimetatakse seda algebrat assotsiatiivseks, ning vastasel korral mitteassot-
siatiivseks. Nii on nditeks vektorruumi V' lineaarteisenduste vektorruum EndV
assotsiatiivne algebra, mille tehteks on teisenduste kompositsioon: f o g. Samas
voime vektorruumi End V varustada ka teistsuguse korrutamisega ning saada uue
algebralise struktuuri, kui votame tehteks néiteks f o g — g o f. Uldiselt selline
korrutamine aga enam assotsiatiivne ei ole.

Definitsioon 1.6. Algebrat g iile korpuse K nimetatakse Lie algebraks, kui tema
korrutamine [-,-]: g x g — g rahuldab koikide z,y, z € g tingimusi

[z, 2] =0, (1.3)

[z, [y, 21l + [y, [z, 2] + [z, [2,9]] = 0.
Me iitleme definitsioonis toodud korrutise [z, y] kohta elementide z ja y Lie sulg,
ning bilineaarvormi [, -] nimetatakse ka kommutaatoriks. Definitsioonis toodud

samasust (1.4)) nimetatakse Jacobi samasuseks. Sageli on otstarbekas tdhistada
Lie algebrat g paarina (g, [, -]).
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Mdrkus 1.1. Mones kasitluses antakse Lie algebrale veidi iildisem definitsioon, kui
algebrat g ei vaaldeda mitte vektorruumina iile korpuse, vaid moodulina iile ringi,
nagu seda on tehtud néiteks raamatus [6].

Piltlikult 6eldes moodab kommutaator algebra elementide mittekommuteeru-
vust. Seda asjaolu kirjeldavat vordust ((1.3)) voime juhul, kui algebra ei ole vaadel-
dud iile korpuse, mille karakteristika on 2, kirjutada ka kujul

[z, y] = —ly,z]. (1.5)

Toepoolest, jargi kehtib [x 4+ y,x 4+ y] = 0, millest saame bilineaarsuse abil
[z, 2] + [z, y] + [y, 2] + [y, y] = 0, ehk kehtibki [z,y] = —[y, z].

Kommutatiivsuse abil on loomulik defineerida Abeli Lie algebra ehk kommuta-
tiivne Lie algebra.

Definitsioon 1.7. Me iitleme, et Lie algebra g on Abeli Lie algebra, kuiiga x,y € g
korral [z,y] = 0.

Rakendades vordust ((1.5]), saame Jacobi samasuse kirjutada kujul

[z, [y, 2] = [[=, 9], 2] + [y, [z, ] - (1.6)
Seega on Jacobi samasusel ka differentseerimise struktuur.

Naide 1.2. Olgu A algebra, millel on assotsiatiivne korrutustehe x: A x A — A.
Defineerides kommutaatori valemiga

[ZL‘,y}:ZE*y—y*ZL‘, x,yEA, (17)

saame algebrast A moodustada Lie algebra Ay. Valemist ([1.7)) jareldub vahetult, et
Lie algebra definitsiooni néue ([1.3)) kehtib. Jacobi samasuse kehtivuseks mérgime,
et rakendades korrutise % assotsiatiivsust

[xv [yvz]] + [yv [Zax“ + [Za [x,y]] =
=lr,y*xz—zxyl+ |y, zxx—z*xz]+[z,exy —yxz] =
=lx,yxz] —[r,z2*xy|+ [y, z*xz] — [z, x 2| + [z, x xy] — [z,y x 2] =
SXTHRYKXEZ YR ZAT —THAZFY +ZXYX T F Y 2 T — 24T XY —

Y T X2+ TH2* Y+ 24 T Y —THY*2—2xYy*Tr+yxxxz=0,

kus z,y, z € A.

Niisiis suvalisest assotsiatiivsest algebrast on voimalik konstrueerida Lie algeb-
ra. Arvestades, et maatriksite ja lineaarteisenduste korrutamine rahuldavad assot-
siatiivsuse tingimust, on néites [I.2) esitatud eeskirja abil voimalik koiki punktis[I.]]
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toodud rithmi vaadelda kui Lie algebraid. Margime, et Lie algebrate tahistamiseks
kasutatakse tavaliselt viikeseid gooti tahti, seega naiteks podratavate lineaartei-
senduste rithmale GL(n) vastavaks Lie algebraks on gl(n).

Seni oleme me vaadelnud ainult selliseid Lie algebraid, kus kommutaator on
antud kujul [z, y] = xy — yz. Rohutame, et tegelikult on Lie algebra suvaline vek-
torruum, kus on antud bilineaarne kaldstimmeetriline korrutamine, mis rahuldab
Jacobi samasust. Enamgi veel, kirjutis xy — yx ei oma {ildises situatsioonis iildse
motet, kuna vektorruumil g ei pruugi olla defineeritud korrutamise operatsiooni.
Seda asjaolu sobib histi ilmestama jargmine néide.

Naiide 1.3. Olgu g = R3 ning defineerime Lie sulu kui vektorkorrutise

) (18)

kus x = (21,29, 23),y = (y1,Y2,y3) € g. Selge, et sedasi defineeritud kommutaator
on bilineaarne ning kaldsiimmeetriline. Kehtib ka Jacobi samasus. Selleks méargime

valemi (1.8]) pohjal, et

[z, [y, 2]] = (Xay122 — Tay221 — XT3Y321 + T3Y123,
T3Y223 — T3YzZe — T1Y122 + T1Y221, (1.9)
T1Y321 — T1Y123 — TalaZs + ToYe2s),

[[:c, Z/L Z] = ($3y123 — T1Y323 — T1Y222 + TaY122,

T2 I3
Y2 Y3

Tr1 I3
Y1 Y3

1 T2
Y1 Yo

9 9

==

T1Y221 — T2Y121 — T2Y323 + T3Y223, (1.10)
Toyszy — T3YaZa — T3Y121 + T1Y321),

[y, [2, 2]] = (21y222 — Tay221 — T3Y321 + T1Y323,
T2Y3z3 — T3Yzze2 — T1Y1%2 + T2Y121, (1.11)

T3y121 — T1Y123 — ToY223 + T3Y222).

Liites valemite (1.10]) ja (1.11) paremad pooled, saame tépselt valemi (|1.9), mis
samasuse (|1.6)) pohjal ongi tapselt Jacobi samasus.

1.4 Struktuurikonstandid

Eeldame, et jargnevas on meil antud loplikumootmeline Lie algebra g, iile korpu-
se K, mille vektorruumil on fikseeritud baas {ej,es,...,e,}. Siinjuures tuletame
meelde, et Lie algebra aluseks oleva vektorruumi baasielemente nimetatakse sageli
selle Lie algebra generaatoriteks. Et Lie sulg [-, -] on bilineaarne vorm, siis tema
vaartused Lie algebral g on taielikult maaratud, kui me teame millega vorduvad
leas ep], kus a, B € {1,2,...,n}. Téepoolest, suvalise vektori voime esitada baasi-
vektorite e, es, ..., e, lineaarkombinatsioonina ja koikide vektorite x,y € g korral
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leiduvad a®,b® € K nii, et z = a%, ja y = bﬁeﬁ, kus o, = 1,2,...,n. Niisiis
saame [z,y| vilja arvutada jargmiselt:

2,5] = [0%€a, es] = a®blea, 5]

Iga o, B € {1,2,...,n} korral voime omakorda ka vektori [e,, eg] avaldada lineaar-
kombinatsioonina baasivektoritest kujul

[eaa 65] = Kéﬁe)n
ja seega jaab meile [z, y| arvutamiseks 16puks vordus
[z,y] = a“bﬁKgﬁe)\.

Definitsioon 1.8. Olgu g l6plikumodtmeline Lie algebra ning {ej, eg, . .., €, } selle
Lie algebra vektorruumi baas. Téhistades

lea,es] = K’\BeA, a,f€{1,2,...,n},

siis arve K 2/3 nimetatakse Lie algebra g struktuurikonstantideks.

Kasutades kommutaatori |-, -] kaldsiimmeetrilisust, saame struktuurikonstanti-
de kohta valemi

Ky = —K),. (1.12)

Jacobi samasuse abil saame veel teisegi tingimuse, mida struktuurikonstandid ra-
huldama peavad.

[ea; [es, €411 + e, [e4, €all + ey, [€a, €s]] = 0,
[eas K3, e2] + [, Koner] + [e, Kigea] =0,
Ké\v [€a,er] + K;\a les, ex] + Ka’\ﬂ ey, ex] =0,

Ky Khye, + K, Khye, + KKl e, =0,

K Kby + K3, Kh, + KL K, = 0.

(07

Naide 1.4. Vaatleme eespool néiteks toodud spetsiaalsete unitaarsete maatriksi-
te rithma SU(n) erijuhul n = 2. Rithmale SU(2) vastab Lie algebra su(2), mille
element = € su(2) rahuldab tingimusi

Traz =0, (1.13)
ot 2 =0 (1.14)
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Tingimuste ((1.13]) ja (1.14) pohjal on voimalik naidata, et Lie algebra su(2)
generaatoriteks on Pauli maatriksid

(0 (0 1 (i 0
pl_ Z 07 p2_ _1 0 ) p3_ O _Z'7

nagu voib niaha bakalaureusetoos [12].

Arvutame Lie algebra su(2) generaatoritel Lie sulu viédrtused ja leiame seeldbi
struktuurikonstandid. Ilmselt suvalise o € {1,2,3} korral [pq, pa] = 0. Arvestades
veel omadust , on meile huvi pakkuvad kommutaatorid vaid kujul [pa, pg],
kus a < 5.

—2i 0
[p1: p2] = p1p2 — p2p1 = < 0 22) = —2ps, (1.15)
0 2
v ps] = prps = pspr = |y ) =202 (1.16)
0 -2
[2, ps] = paps — pap2 = (—22’ 0 ) = —2p1. (1.17)

Seega vorduste (1.15), (1.16) ja (1.17) pohjal on antud baasi suhtes nullist
erinevad struktuurikonstandid

1. KfQ — _2’ 3. K%S — 2, 5. K213 - _27
2. Kgl — 27 4. K§1 — _27 6. K312 — 2.

. B 31 T+1\ . - 0 O+ 2 N
Valides niiteks x = (_7 n _32.) jay = (_5 L9 —i >, siis ilmselt

x,y € su(2), ja saame arvutada Lie sulu [z, y]. Niitid iihelt poolt vahetu arvutuse
tulemusena

o] = 2y — = —40+9i —5+8\ (—40-9 5-8 \
=T YE= 5408 —40—9i —5—8i —40+9i)

[ 18 —10+16i
“\104+16i  —18 )’

kuid teisalt * = p1 + 7pa + 3ps ja y = 2p1 + dp2 + p3, ning saame kasutada
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struktuurikonstante:

[z, y] = [p1 + Tp2 + 3p3, 2p1 + 5py + p3] =
= 2[p1, p] + Slp1, pa] + [p1, p3] + 14[p2, p1] + 35[p2, pa] + 7[p2, ps]+
6(p3, p1] + 15[p3, p2] + 3[ps, p3] =
= 5[p1, p2] + [p1, p3] — 14{p1, po] + Tlp2, ps] — 6[py, ps] — 15[p2, ps] =
= —9[p1, p2] — 5[p1, p3] — 8[p2, p3] =
= —9K o — 5K1)\3P>\ - 8K§\3P>\ =
~9K3yp3 — 5K13p2 — 8Kysp1 =
0 (s 52— 8- (2 =
= 16p; — 10py 4 18p3 =

_ 182 —10 + 162
~ \10+ 16¢ —1& ’

Ootuspéraselt annavad molemad variandid sama tulemuse, kuid teise variandi
puhul ei soorita me kordagi selle algebra korrutustehet.

Ilmselt soltuvad Lie algebra struktuurikonstandid algebra vektorruumi baasist.
Olgu {ey,eq,...,e,} ja {é1,69,...,6,} Lie algebra g vektorruumi kaks erinevat
baasi, ning olgu nad omavahel seoses

6, = aley. (1.18)
Siis
Kiﬂég = [€a, 5] = [ahey, age,| = ahajle,,e,] = agang,,eA. (1.19)

Kui vorduste ahela (1.19)) koige vasakpoolsemas osas kasutada samasust (|1.18]),
siis kehtib

waaé\e,\ = agangyeA,

millest kokkuvottes saame valemi

A€ A
a; K5 = ahagKy,.

1.5 Esitused

Olgu (g1, [, ]g.) ja (@2, [ ]g.) Lie algebrad. Lineaarkujutust ¢: gy — g nimeta-
takse Lie algebrate homomorfismiks, kui ta séiilitab kommutaatori, see tdhendab
iga z,y € g1 korral kehtib vordus

([, Ylg,) = [(7), ()] go-
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Homomorfismi ¢ nimetatakse Lie algebrate isomorfismiks, kui ¢ on ka iiksiihene
ning pealekujutus. Klassikalisel viisil on defineeritud ka Lie algebrate endomorfismi
ning automorfismi moisted.

Homomorfismi moaiste viib meid viga téhtsa osani Lie algebrate teoorias, mil-
leks on esitused.

Definitsioon 1.9. Olgu g Lie algebra ja V vektorruum. Siis nimetatakse homo-
morfismi ¢: g — gl(V) Lie algebra g esituseks vektorruumile V.

Esiteks paneme téhele, et selline definitsioon omab motet, kuna eelneva arutelu
pohjal on selge, et gl(V) on toepoolest Lie algebra. Niisiis on g esitus vektorruumil
V lineaarne kujutus ¢ Lie algebrast g vektorruumi V endomorfismide ringi nii, et

o[z, y])(v) = (p(@)e(y)) (v) — (e(y)e(x)) (v),

koikide z,y € g ja v € V korral. Me iitleme, et esitus ¢ on tdipne, kui p(x) = 0
siis ja ainult siis, kui z = 0. Ehk teisisonu, esitus tdpne parajasti siis, kui ta on
iiksiihene.

Naide 1.5. Olgu g Lie algebra. Vaatleme lineaarset kujutust
ad: g 2z — ad, € gl(g),

mis on y € g korral on defineeritud eeskirjaga

ad, (y) = [z, y]. (1.20)

Kujutus ad: g — gl(g) on Lie algebra g esitus. Seda esitust nimetatakse g adjun-
geeritud esituseks. Méarkamaks, et ad on toepoolest esitus, margime koigepealt, et
arvestades eeskirja ning kommutaatori lineaarsust, on kujutuse ad lineaar-
sus ilmne. Veendumaks, et kujutus ad: g — gl(g) on esitus, tuleb kontrollida, et
iga x,y,z € g korral kehtiks vordus [ad,, ad,] (2) = ad[,4(2), mille saame Jacobi

samasusest (1.4)).

0=z, [y, 2l] + [y, [z, 2] + [z, [z, 9]] =
= [z ly, 2]l +ly, — [z, 2] = [[=,9], 2] =
= [z, [y, 2] = [y, [z, 2]] = [[z, 9], 2]
ehk
[, 1y, 2]l = [y, [z, 2] = [z, 9], 2]

Niiiid, et Lie algebras gl(g) arvutatakse kommutaatori véértusi eeskirja
lad,, ad,] = ad, o ad, —ad, o ad,
jargi, siis

lady, ady](2) =[x, [y, 2]] = [y, [2, 2]] = [z, 9], 2] = adpy)(2).

16



Esituste teooria tiheks viga oluliseks tulemuseks on nondanimetatud Ado teo-
reem, mis vaidab, et iga loplikumootmeline Lie algebra g korral leidub lopliku-
mootmeline vektorruum V nii, et g on Lie alebra gl(V) alamalgebra. Niisiis, Lie
algebrat g on tegelikult voimalik vaadelda kui maatriksalgebrat. [§]

Teoreem 1.2 (Ado, 1935). Iga loplikumoctmeline Lie algebra ile nullkarakteris-
tikaga korpuse omab tapset loplikumaootmelist esitust.

Tegelikult kehtib ka Ado teoreemi oluliselt tugevam variant, kus on kaotatud
eeldus korpuse nullkarakteristika kohta. [9]

1.6 Algebralised struktuurid

Et meie iilevaade Lie algebratest oleks vihegi téaielik, tuleks vihemalt definitsiooni
tasemel sisse tuua ka sellised standardsed moisted algebraliste struktuuride vallast
nagu alamalgebra ja ideaal.

Definitsioon 1.10. Olgu (g, [-,]) Lie algebra ning olgu h C g alamruum. Me
titleme, et (b, [-,-]) on Lie algebra (g,[-,:]) Lie alamalgebra, kui iga hi,hy € b
korral [hy, ho] € B.

Olgu K € {R,C}. Vattes arvesse definitsiooni [1.10, saame, et Lie algebral
gl(n,K) on mitmeid Lie alamalgebraid. Nendeks on néiiteks spetsiaalsete lineaar-
sete teisenduste Lie algebra sl(n,K) ja ortogonaalsete lineaarsete teisenduste Lie
algebra o(n, K).

Definitsioon 1.11. Olgu (g, [-,]) Lie algebra ning olgu b vektorruumi g alam-
vektorruum. Me iitleme, et h on Lie algebra (g, [, -]) ideaal, kuiiga z € hjay € g
korral [z, y] € .

Vorduse jirgi on selge, et Lie algebrate korral ei ole motet vahet teha
vasak- ja parempoolsetel ideaalidel, kuna koik ideaalid on automaatselt kahepool-
sed.

Leidmaks néidet ideaalist, piisab meil vaid ette kujutada mond Abeli Lie al-
gebrat. Selge, et iga tema alamruum on ideaal. Teatavasti saab algebra A ja tema
ideaali I abil konstrueerida faktoralgebra A4/I. Analoogiline on situatsioon ka Lie
algebrate puhul. Kui h on Lie algebra g ideaal, siis faktoralgebra g/b korvalklassi-
deks on 7 = x+bh. Vaatleme kujutust [+, -|g/s: g/h>xg/b — g/b, mis on defineeritud
kui

[x+b,y+blgy=[z,y+bh, 2zyecq.

Ilmselt on selliselt defineeritud kommutaator korrektne, see tdhendab ei soltu esin-
dajate x ja y valikust. Osutub, et faktorruum g/b koos kommutaatoriga [, g/ on
Lie algebra, mida me nimetame Lie faktoralgebraks.
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Samuti voib koneleda Lie algebra g tsentrist, mille all moeldakse hulka, kuhu
kuuluvad elemendid x € g, mis iga a € g korral rahuldavad tingimust [z,a] = 0.
Selge, et iga tsenter on automaatselt ka Lie algebra g ideaal.
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2 n-Lie algebra

Selle peatiiki eesmérgiks on klassikalise Lie algebra tildistamine, mille kiigus toome
sisse n-Lie algebra moiste. Edasi tutvustame esmalt artiklis [4] naidatud eeskir-
ja, mille abil on voimalik Lie algebrast konstrueerida ternaarne Lie algebra, ning
jatkame seda teooriaarendust tuginedes artiklile [3], kus kirjeldatakse iildisemalt
kuidas n-Lie algebrast indutseerida (n + 1)-Lie algebra.

2.1 n-Lie algebra definitsioon

Lie algebra definitsioonis on kesksel kohal kaldsiimmeetriline bilineaarne korrutus-
tehe, mis rahuldab Jacobi samasust. Uheks viisiks Lie algebra méistet iildistada,
ongi just nimelt tema korrutamise iildistamine. Seda tehes on loomulik nouda, et
ka iildistatud korrutamistehe rahuldaks kaldsiimmeetrilisuse tingimust ning Jaco-
bi samasust, voi vihemalt selle mingit analoogi, mis annaks juhul n = 2 tapselt
Jacobi samasuse.

FilippovE] tutvustas aastal 1985 artikis [7] n-Lie algebrate klassi, kus bilineaar-
ne korrutamine on asendatud n-lineaarse kaldsiimmeetrilise operatsiooniga, mis
rahuldab teatud samasust. [10] Ténaseks on just see, Nambu mehaanikast vélja
kasvanud iildistus osutunud iiheks pohiliseks Lie algebrate edasiseks uurimissuu-
naks.

Definitsioon 2.1. Vektorruumi g nimetatakse n-Lie algebraks, kui on méasratud
n-lineaarne kaldstimmeetriline kujutus [-,... -] : g" — g, mis suvaliste

Tiyee s Tp—1,Y1,---,Yn €9

korral rahuldab tingimust

n

[xlv"'vxn—ly [yl,;yn]] = Z[ylv"'v[xla"wxn—hyi]a"'7yn] . (21)
=1

Vordust (2.1) n-Lie algebra definitsioonis nimetatakse iildistatud Jacobi sa-
masuseks voi ka Filippovi samasuseks. Vahetu kontrolli pohjal on selge, et valides
n = 2, saame Filippovi samasusest Jacobi samasuse . Seejuures n-aarse
Lie sulu kaldsiimmeetrilisus tdhendab, et suvaliste x1, zo, ..., x, € g korral

[.’L‘l, ey Lgy Lja 1y - - - ,.Z‘n] = —[ﬂfl, e s Lja 1, Lgy - - - 7.1,’“]. (22)

Toome siinkohal n-Lie algebra kohta néite, mille Filippov esitas artiklis [7]
vahetult pirast oma definitsiooni.

3 Aleksei Fedorovich Filippov (1923-2006), vene matemaatik
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Niide 2.1. Olgu F reaalne (n + 1)-mootmeline Eukleidiline ruum, ning téhis-

tame elementide xi,o,...,z, € E vektorkorrutise [z, xs,...,z,]. Meenutame,
et vektorkorrutis on kaldsiimmeetriline ning iga teguri suhtes lineaarne. Lisaks,
kui meil on ruumi F mingi baas {ej, es, ..., €,41}, siis avaldub see vektorrkorrutis
determinandina

T11 T12 e T1in €1

T21 T2 e Ton €9

T1,L2y...,Tp| = . . . A . s (23)
Tn4+11 Tp412 -+ Tpgln Entl

kus (214, %2, . .., Tpt1,) on vektorite x;, i = 1,2,..., n, koordinaadid.

Kui me varustame ruumi F niiiid n-aarse vektorkorrutisega (22.3)), siis saame
(n + 1)-modtmelise reaalse kaldsiimmeetrilise algebra, mida téhistame &,,1. Ténu
determinandi multilineaarsusele on vektorkorrutis taielikult méaaratud baasivekto-
rite korrutustabeliga. Vordusest saame me baasivektoritele jargmise korru-
tustabeli:

[617 <y €1, éia Citls - en-i-l] = (_1)n+1+i€ia (24)

kus i = 1,2,...,n+ 1, ja é; tihistab vektori e; arvutusest vélja jatmist. Ulejas-
nud baasivektorite korrutised on kas nullid voi kdttesaadavad vordusest ja
kaldstimmeetrilisusest.

Selle pohjal saab néidata, et algebra (&,11,[,...,]) on n-Lie algebra. [7]

Punktis [1.6] toodud konstruktsioonid on loomulikul viisil vomalik esitada ka
tildisemal juhul.

Definitsioon 2.2. Me iitleme, et h on n-Lie algebra (g, [, ..., ]) alamalgebra, kui
h C g on alamruum, ning suvaliste x1, z, ..., x, € b korral [z, x9,...,2,] € b.

Definitsioon 2.3. Olgu (g, [, ..., ]) n-Lie algebra ning olgu h C g alamruum. Me
iitleme, et b on g ideaal, kui iga h € b ja x1,29,..., 2, 1 € g korral

[hwrl’x% s 7‘rn71] S h

Analoogiliselt klassikalisele juhule defineeritakse ka n-Lie faktoralgebra. Kui
meil on antud n-Lie algebra (g, [-,...,]) ja tema ideaal b, siis faktoralgebra g/b
korvalklassideks on T = x + b, z € g, ja kommutaatoriks on

[$1+hax2+h7"'7xn+b]g/h = [x17x2a"'7xn]+ha L1,T2,...,Tn € 9.
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2.2 Indutseeritud n-Lie algebra

Artiklis [3] on uuritud pohjalikult konstruktsiooni, mille abil on voimalik ettean-
tud n-Lie algebrast teatud tingimustel indutseerida (n + 1)-Lie algebra. Toome
jargnevas ara selle konstruktsiooniga seotud pohilised tulemused.

Definitsioon 2.4. Olgu A vektorruum ning olgu ¢: A" — A. Me iitleme, et
lineaarkujutus 7: A — K on ¢ jdilg, kui suvaliste x4, ..., x, € A korral

(¢ (1,...,2,)) = 0.

Olgu ¢: A" — A koigi argumentide jérgi lineaarne ja olgu 7: A — K lineaarne
kujutus. Defineerime mugavuse ja selguse mottes sisse uue kujutuse ¢;: A"t — A,
1=1,...,n+ 1, valemiga

¢i(:p17'-'7xi7"'7$n+1):qb(xla"wfi?"wxn—i—l) =

= ¢($1, e L1, Lja 1y - 7(L'n+1) y

kus z; tdhistab korvalejaatavat elementi, see tdhendab ¢ arvutatakse elementidel

Liyeeo sy Li1, Lig 1y -+ -y L1+
Defineerime nende kujutuste abil uue (n+ 1)-lineaarse kujutuse ¢, : A" — A
valemiga

n+1

Or (21, Tne1) = > (1) (@) di(a, . Tag), (2.5)

=1

Seega vottes niiteks n = 2, saame valemi (2.5)) pohjal kirjutada

Or (11, 9, x3) = T(21)P(22, 23) — T(22)P(21, 3) + T(23) (21, X2).

Osutub, et selliselt defineeritud kujutusel ¢, on mitmed head omadused, nagu
voib lugeda artiklitest [3, [4].

Lemma 2.1. Olgu A vektorruum ning ¢: A" — A n-lineaarne kaldsiimmeetriline
kujutus ja 7: A — K lineaarne. Siis kujutus ¢.: A" — A on samuti kaldsiim-
meetriline. Lisaks, kui 7 on ¢ jalg, siis T on ka ¢, jilg.

Toestus. Eeldame, et A on vektorruum, ¢: A" — A on n-lineaarne ning kaldsiim-
meetriline ja 7: A — K on lineaarne.
Veendumaks, et ¢, on (n 4+ 1)-lineaarne ning kaldstimmeetriline olgu

xl,xz,...,xnﬂ,x},mi eA je{l,2,...,n+1},
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ning olgu A, u skalaarid. Arvestades nii ¢ kui ka 7 lineaarsust, méargime ¢, lineaar-
suseks, et

6. (x1, .. .,Ax} + o, ) =
n+1

1 2
—Z T(2i)bi(@1, - AT+ pxs, o Tpg) =
n+1

_Z l’z qf)z(l‘l,...,/\lﬁl’+[L17]2-,...71En+1)—|—

i=1, i#j

(1) (A 4 pad)dj (e, .o Ay 4 L ) =
n+1

_Z)\ M) i(@y, - xg o T+
=1, i#j
n+1

Z:u xz)d)z(xlw"7~T]2'7'-~7xn+1)+

i=1, i#j
/\( ) (x]l)¢j($1a'--7x]1‘7"'7xn+1)+
l’[’( ) (l?)gbj(mla'"ax§7"'7mn+1) =

= Ao (21, . .. ,3:1, ,,,xnﬂ)—1—/,«157(3:1,...,x?,...,xnﬂ).

Kaldsiimmeetrilisus avaldub samuti vahetu arvutuse tulemusena:

Or(T1, o L1, Ty D) =
n+1
= Z (=) (@) i1y oy Ty 1, Ty ooy T+
i1, it
(=17 (1) (X1, - - oy T2y Ty Tty - e s T )+
(=)' (2) A1y oy Ty Tty Tty + e ey Tpg1) =
nt1
=— Z (=)' (@) g1y Ty Tty ey Tgr)—
i1, i
(=) (2 ) p(m1, oo T, Ty Tty - e e s Tpp1 ) —
(=17 (@) d(wy, o T, T 1, Ty e Tpg) =
= =0 (1, .., Tj, i1, Tpy1)

Toestuse lopetuseks eeldame, et 7 on ¢ jélg ja néditame, et sel juhul on 7 ka ¢,
jalg.
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Et 7 on ¢ jilg, siis iga x1,%9,...,2, € A korral 7(¢(x1,29,...,2,)) = 0 ja
seega

T(QST(xl? T, ... axn-l—l)) =
n+1

=3 () T ()i, ) =

n+1

= Z(_l)iilT(mi)T ((b(xl? ey Li—1, it 1y - - - >xn+1)) =
=1
n+1

i=1
mida oligi tarvis. []
Kasutades lemmat, on voimalik toestada jargmine teoreem. [3]

Teoreem 2.2. Olgu (g, [, .. .,]) n-Lie algebra ning olgu T lineaarkujutuse [-, . .. |
jalg. Siis (g, [, ...,]r) on (n+ 1)-Lie algebra.

Teoreemis kirjeldatud viisil saadud (n + 1)-Lie algebrat (g, [, ...,];) nimeta-
takse n-Lie algebra (g, [, ...,]) poolt indutseeritud (n + 1)-Lie algebraks.
Teoreemist saame teha olulise jarlduse:

Jareldus 2.3. Olgu (g, [-,-]) Lie algebra ning olgu antud |-, -] jilg 7: g — K. Siis
ternaarne sulg [-,-,-]: g> — @, mis on defineeritud valemiga

[‘T? Y, Z] = T(Q})[y, Z] + T(y)[za x] + T(Z)[xa y]a

mdarab 3-Lie algebra struktuurt g, vektorruumsil g. ]
Lause 2.4. Olgu (g,[,...,]) n-Lie algebra ning olgu b C g alamalgebra. Kui T
on [, ..., jalg, siish on ka (g,[...,];) alamalgebra.
Toestus. Olgu b n-Lie algebra (g, [,...,]) alamalgebra, x1,2s, ..., 2,11 € h ning
olgu 7 sulu [, ..., ] jalg. Siis

n+1

(21,22, .-, Tnga]r = Z(—l)ZT(xi)[fh T2,y Timly Titds - - o s Tnpi )y

i=1
mis on h elementide lineaarkombinatsioon, kuna iga ¢ = 1,2,...,n + 1 korral
[T1, 22, ..., Tic1, Tig1, - -, Tny1] € D. L
Lause 2.5. Olgu (g, [-,...,"]) ideaal b. Siis b on (g, [, ..., |-) ideaal parajasti siis,

kui [g,9,...,98] Cbhvoih Ckerr.
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Toestus. Olgu h € b ja xq,x9,...,z, € g suvalised. Siis

n

(1,29, ..., Tp, h]; = Z(—l)iT(%‘)[ﬁl, Ty ooy i1, Tig1, -« 5 T, R]+
i=1
(=1)" "7 (h)[x1, 22, . . ., 20).
Et hon (g,[-,...,-]) ideaal, siis ilmselt

n

Z(_l)iT(%’)[ml, T,y Tio 1, Tigd, -+ T, h] € B

i=1

Niisiis, tingimus [z1, X2, ..., Ty, h], € h on samavédrne tingimusega
(=) r(h)[xy, 20, .., 1,] €.

Viimase voime aga lahti kirjutada kujul 7(h) = 0 voi [x1, 2o, ..., z,] € b.

2.3 Nambu mehaanika. Nambu-Poissoni sulg

Filippovile olid n-Lie algebra konstrueerimisel peamiseks inspiratsiooniks Jaapani
fiitisiku ja Nobeli preemia laureaadi Yoichiro Nambu t66d Hamiltoni mehaanika iil-
distuste vallas, mida téna tuntakse kui Nambu mehaanikat. Osutub, et seal esinev
Nambu-Poissoni sulg on n-Lie algebra sulu erijuht, mida on pohjalikult uurinud
Takhtajan. Tuginedes Takhtajani artiklile [14], toome Nambu mehaanika abil veel

iihe néite n-Lie algebrast.

Alustame klassikalisest situatsioonist ehk tavalisest Hamiltoni mehaanikast.

Definitsioon 2.5. Poissoni muutkonnaks nimetatakse siledat muutkonda M koos

funktsioonide algebraga A = C*°(M), kui on antud binaarne kujutus
{,}:A®A— A,
mis rahuldab jargmisi tingimusi:

1. kaldsiimmeetrilisus, iga fi, fo € A korral
{flﬂ f2} = _{f27 fl}a
2. kehtib Leibnizi tingimus, ehk iga fi, f2, f3 € A korral

{fifo, 3} = il fa, f3} + fol 1, ),
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3. kehtib Jacobi samasus, kui f1, fo, f3 € A, siis
{fiAfe a3 + {fe sy fi}} + {fs. {1, fo}} = 0. (2.8)

Poissoni muutkonna definitsioonis esinevat kujutust {-, -} nimetatakse Poissoni
suluks, ja funktsioonide algebrat A nimetatakse vaadeldavate algebraks. Kuna defi-
nitsioonis on noutud tingimused ja , siis on selge, et Poissoni muutkonnal
on olemas Lie algebra struktuur. Selgub, et Poissoni sulg méngib klassikalises me-
haanikas olulist rolli. Nimelt, klassikalises mehaanikas on teada, et diinaamilise
siisteemi ajas muutumist kirjeldab Poissoni sulg, mille abil on voimalik formulee-
rida Hamiltoni liikumisvorrand

Yoy fea (2.9

kus H € A on fikseeritud operaator, mis vastab siisteemi koguenergiale, ja mida ni-
metatakse Hamiltoniaaniks. Saadud konstruktsioon kirjeldab siisteemi muutumist
ajas, ehk selle siisteemi diinaamikat, ja on seega olulisel kohal paljude kvantteoo-
riate kirjeldustes.

Lihtsaima Poissoni muutkonna niitena voime vaadelda M = R? koordinaati-
dega x ja y, ning Poissoni suluga

0f10f, 0fi0f> _ O(f1, [2)

Yol =503y ~ oy o~ d(y)
voi iildisemalt M = R?", n € N, koordinaatidega x1, T2, ..., Tn, Y1, Y2, - - - , Yn, kus
Poissoni muutkonna struktuur on antud suluga
0f10f»  0f10f
— : 2.10
U fo) = Z (8901 dy;  Oy; Ox; ( )

Nii defineeritud Poissoni sulg rahuldab Poissoni muutkonna definitsioonis sea-
tud tingimusi. Téepoolest, vordusest (2.10)) jareldub kaldsiimmeetrilisus vahetult.
Leibnizi reegli kehtivuseks mérgime, et

(ifor 3} = Z( 126 AAEIIR)

Z K (9fz (9f1 )0f3 (f18f2 +f28f1 )Wg] _

31/1 ayz ayl Ox i

_ 0f20fs 0f20f3 ~ (0f10fs 0f10fs\ _
_flz.;(axiayi dy: Oz; +f2; Ox; dyi Oy 0w )

= filfz, f3} + foA f1s f3)-
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Veendumaks, et kehtib ka Jacobi samasus, piisab vahetult arvutada

{foAfe, fstd A s fid), s {0 o))

Arvestades, et funktsioonide korrutamine on defineeritud punktiviisi ning vottes
arvesse korrutise diferentseerimise eeskirja, voime saadud tulemusi liites nidha, et
nende summa on toepoolest null, ehk tingimus on taidetud.

Muutkonna M Poissoni struktuuri on valemi asemel voimalik kirjeldada
ka kaasaegse diferentsiaalgeomeetria aparatuuri abil. Selleks oletame, et muutkon-
nal M on antud kaldsiimmeetriline vorm

n: D(M) ®@ceoary D(M) — C*(M),

kus stimboliga D(M) on tdhistatud muutkonna M vektorviljade vektorruum. Pois-
soni sulu voib siis defineerida valemiga

{f1, 2} =n(Vf,V]2), (2.11)

kus f1, fo € C*°(M) ja vektorvali V f on funktsiooni f gradient. Kui x1, zo, ..., z,
on muutkonna lokaalsed koordinaadid, siis vektorvéljad

o 0 0

oxy Oxy’ " Ox,

moodustavad baasi vektorvéljade moodulile iile funktsioonide algebra, ning vorm
n tekitab kaldstimmeetrilise kaks korda kovariantse tensorvélja

R
772]_77 33&,-’81‘]- ’

mida nimetatakse Poissoni tensorviljaks.
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Seega saame arvutada

B B,
{h. f2} = (Vi Vo) = (Z aﬁ o, Z af o )
7 ? j= J J
B 0f10fs (0 " 9f0fs
;;83@ (9.7: ( ) szjaxzaﬂf
B 0f10f 0f10fs  ~~ Of0fr
=25, 5 +Z"’Jaxzaxﬁz s 0y
1<j 1>]
-3 0f10f2 Z 0fi0fs _
: i ox; &zzj , st 8% Ox;
1<J
-y OhOf _ 3 0h0f _
2 g 0n; 2= 0 O,
1<j 1<J

Sy, (21002 0505
hij Ox; 0x;  Ox; Ox;

1<J
1 0f10f>  0f10f 0f0f 0f10F\]
2 ; i (axl Ox; (9xj éhzi) * ; i (8.75]- Ox; Ox; axj) B
L[Sy, (2008 0RORY N~ (0610 05105\
2 ; i (&vi Or; Oz, 8:51-) ; i (8:75]- Ox; Oux; @:EJ) B
L[N~ (0h0F  0f0f (0h0f: _0fioR\] _
N 2 ; hij (al’z 81‘]‘ 8ZE]‘ axl + ; hij 8x, 8$]‘ aQTj 81‘, N

_ZZ 0/10f _ 0£10f2
”2 Ox; 0x;  Ox;0x; )
=1 j5=1

Tuues sisse valiskorrutise

TN )= (P0Oh 909
oz, " oz, 1 12 dz; 0x; Ox; Or;
siis voime Poissoni sulu panna kirja kujul
{fi. fo} = erma f17f2> (2.12)

=1 j=1

Et sulg (2.12) mé&édraks Poissoni muutkonna struktuuri, peab ta rahuldama
ka Jacobi samasust. Osutub, et Jacobi samasuse kehtimine sulu (2.12)) korral on
samavadrne tingimusega, et Schouteni sulg tensorvérljast 7 iseenesega on null. [14]
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Nambu asendas oma késitluses binaarse Poissoni sulu ternaarse voi koguni n-
aarse operatsiooniga muutkonna M vaadeldavate algebral A. Diinaamilise siisteemi
kirjeldamiseks ehk Hamiltoni liikumisvorrandi formuleerimise jaoks on selli-
sel juhul tarvis iihe Hamiltoniaani asemel vaadata vastavalt kas kahte voi n — 1
Hamiltoniaani Hy, Ho, ..., H, 1. Sellisel juhul néitavad need Hamiltoniaanid siis-
teemi diinaamikat méadravate soltumatute parameetrite maksimaalset arvu.

Definitsioon 2.6. Muutkonda M nimetatakse n-jarku Nambu-Poissoni muutkon-
naks, kui on méiratud kujutus {-,...,-}: A¥" — A, mis on

1. kaldsiimmeetriline, see tdhendab iga f1, fo,..., f, € A korral
{fi o fud = DN foys s fom s (2.13)
2. rahuldab Leibnizi tingimust, ehk iga fi, fo,..., fuyr1 € A korral

{f1f27f37"'7fn} = fl{f27f37"'7fn} +f2{f17f37"'7fn}7 (214)

3. iga f1, fo, -y fa1,91,92, - - -, gn, korral on tdidetud samasus
{f17’"’fn_17{gl7"'7gn}}:2{917"'7{f17"‘7fn_17gi}7"’7gn}' (2‘15)
i=1

Definitsioonis noutavat n-aarset operatsiooni nimetatakse seejuures Nambu su-
luks, ja kaldstimmeetrilisuse tingimuses tdhistab ¢ indeksite ¢ = 1,2, ..., n permu-
tatsiooni ning |o| selle permutatsiooni paarsust. Tegelikult on aga vordusega ([2.13))
antud kaldsiimmeetrilisus tédpselt sama, mis n-Lie algebra definitsioonis noutud
kaldstimmeetrilisus , sest kahe jarjestikuse elemendi vahetamise tulemusel on
voimalik saada mistahes permutatsioon. Teisalt Nambu muutkonna definitsioonis
noutud samasus ei ole mitte midagi muud, kui juba meile tuttav Filippovi
samasus . Seega kokkuvottes tekib meil Nambu muutkonnal loomulikul viisil
n-Lie algebra struktuur.

Kokkuvottes on Nambu-Poissoni muutkonnal diinaamiline siisteem méaratud

n — 1 funktsiooniga Hy, Hs, ..., H,_1, mille abil on voimalik formuleerida Nambu-
Hamiltoni liikumisvorrands
df

E:{Hla"'an—lvf}v fEA

Sellise siisteemi saab analoogiliselt klassikalisele juhule kirjeldada kasutades
diferentsiaalgeomeetria vahendeid, nagu on néha Takhtajani artiklis [I4]. Selleks
defineerime Nambu sulu valemiga

{f17-~~7fn}:n(vf17~--7vfn>7

28



kus n: D(M)®" — C*(M) on kaldsiimmeetriline vorm ja D(M) téhistab muut-
konna M vektorvéiljade vektorruumi. Kasutades muutkonnal M lokaalseid koordi-

naate (x1,%s,...,x,), saame n kirjutada kaldsimmeetriliste n-korda kovariantse
Nambu tensorviljana n;,i,. 4,

2 0 0
= ivig.in g N A\ :
77 Z 7712 namil axln

i1yeyin=1

Kokkuvottes saab siis Nambu sulg kuju

. 0 0
{fl,...,fn}— Z 7]“12@"87“/\/\837% (fl;”';fn)‘

1 yenyin=1
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3 n-Lie superalgebra

Jargnevas toome sisse supermatemaatika pohimoisted ning defineerime nende abil
Lie superalgebra. Edasi iihendame Lie superalgebra konstruktsiooni Filippovi n-Lie
algebraga, ning konstrueerime n-Lie superalgebra.

3.1 Lie superalgebra

Eelmises peatiikis négime, kuidas Filippov leidis viisi Lie algebra tldistamiseks,
kasutades binaarse operatsiooni asemel n-aarset operatsiooni, kuid jattes aluseks
oleva algebra samaks. Teine viis Lie algebra moiste iildistamiseks on vaadelda
algebra asemel superalgebrat. Tuletame selleks koigepealt meelde moned baasdefi-
nitsioonid.

Definitsioon 3.1. Vektorruumi V nimetatakse Zs-gradueeritud vektorruumiks ehk
supervektorruumsiks, kui ta on esitatav vektorruumide otsesummana V = Vj @ Vr.
Vektorruumi Vj elemente nimetatakse seejuures paarisvektoriteks ja Vi elemente
paarituteks vektoriteks.

Kui V = V;® V; on loplikumootmeline ning otseliidetavate Vg ja Vi dimensioo-
nid on vastavalt m ja n, siis me iitleme, et supervektorruumi V dimensioon on m|n.
Kui nullist erineva supervektorruumi elemendi z € V' \ {0} korral « € Vy U Vy, siis
iitleme, et vektor x on homogeenne. Homogeensete vektorite korral on otstarbekas
vaadelda kujutust |- |: V — Z,, mis on defineeritud vordusega

| | 6, kui x € V,
T = g —
1, kuix ey

Homogeense elemendi x korral nimetame arvu |z| € Z, tema paarsuseks. Mérgime,
et kasutades edaspidises kirjutist |z|, eeldame vaikimisi, et element = € V on
homogeenne.

Supervektorruumi V = Vy @ Vi alamruumiks nimetatakse supervektorruumi
W = W; & Wr C V, kui vastavate otseliidetavate gradueeringud iihtivad, see
tahendab W, C V;, @ € Zo.

Definitsioon 3.2. Olgu supervektorruumil A antud bilineaarne algebraline tehe
¢: Ax A — A. Supervektorruumi A nimetatakse superalgebraks, kui tehe ¢ ra-
huldab suvaliste homogeensete vektorite x,y € A korral tingimust

|p(x, y)| = [2| + [y]. (3.1)
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Paneme tédhele, et superalgebra definitsioonis néutav kujutus ¢: A x A — A
nouab taustal, et supervektorruum A oleks tegelikult algebra. Supervektorruumi
iihikelement ja assotsiatiivsus defineeritakse tavapéarasel viisil.

Sellega on meil olemas piisavad vahendid, et defineerida Lie superalgebra.

Definitsioon 3.3. Olgu g = gg @ g7 superalgebra, millel on méaératud bilineaar-
ne kujutus [-,:]: g x g — g. Me tltleme, et g on Lie superalgebra, kui mistahes
homogeensete elementide x,y, z € g korral on [, -]

1. kaldstimmeetriline gradueeritud mottes:
[x,y] = _(_1)|x|\y|[y’x]’ (32)
2. rahuldab gradueeritud Jacobi samasust ehk

[, [y 2] = [z, 9], 2] + (= 1) W[y, [z, 2]]. (3.3)

Supermatemaatikas on standardseks votteks elementide x ja y jéarjekorra vahe-
tamisel seda operatsiooni balansseerida, korrutades saadav tulemus ldbi suurusega
(—1)/=l¥ see tihendab voetakse arvesse elementide gradueeringuid. Seega on defi-
nitsiooni tingimus pohjendatud. Gradueeritud Jacobi samasuse selline
kuju voib esmapilgul tunduda monevorra iillatav, kuid tuletades meelde, et me
voime klassikalise Jacobi samasuse kirja panna ka kujul , siis on selge, et sel-
line iildistus omab motet. Enamgi veel, kui x ja y on paarisvektorid, siis saamegi
tapselt samasuse (|1.6)).

Mdrkus 3.1. Prefiks ,,super* koikide moistete ees péarineb teoreetilise fiilisika ha-
rust, mida nimetatakse supersiimmeetriaks. Meie vaadeldavad ,super“-struktuurid
loovad algebralised vahendid, milles on voimalik supersiimmeetrilisi fiitisikalisi
teooriaid formuleerida. Tédpsemalt on superruumis voimalik iihes konstruktsioo-
nis siduda oma iseloomult téiesti erinevad fermionid ja bosonid, see on aine- ja
valjaosakesed.

Nii avaldub ka Lie superalgebrate tdhtsus ja rakendus teoreetilises fiitisikas, kus
neid kasutatakse supersiimmeetriate matemaatilises kirjelduses. Tavaliselt vaadel-
dakse neis teooriates superalgebra paarisosa kui bosoneid, ja paaritule osale sea-
takse vastavusse fermionid.

Lause 3.1. Olgu (g = 95 ® 91, |-, *|) Lie superalgebra. Sel juhul,
1) kui g7 =0, siis g on Lie algebra;
2) kui g5 =0, siis g on Abeli Lie superalgebra, see tihendab [g,g] = 0.

Toestus. Olgu (g = g5 D 91, [+, -]) Lie superalgebra.
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1) Eeldame, et gy = 0. Siis suvaliste z,y € g korral |z| = |y| = 0 ja |z||y| = 0,
ning tingimusest saab tavaline kaldsiimmeetrilisus, ning nagu eelne-
valt juba margitud, on sel juhul gradueeritud Jacobi samasus tépselt Jacobi
samasus.

2) Olgu niitid g5 = 0, see tdhendab g koosneb ainult paaritutest elementidest
ehk iga x,y € g korral |z| = |y| = 1. Kuna sulg [-,-] méérab g superalgebra
struktuuri, siis kehtib |[z,y]| = |z| + |y|, mis tdhenab, et kahe elemendi sulg
on alati paariselement. Teisalt gz = 0, ja jarelikult suvaliste z,y € g korral
[z, y] = 0, mis tdhendabki, et g on Abeli Lie superalgebra.

]

Meenutame, et néites[1.2] andsime eeskirja, kuidas suvalisest assotsiatiivsest al-
gebrast on voimalik konstrueerida Lie algebra. Osutub, et analoogiline situatsioon
kehtib ka Lie superalgebrate korral.

Niide 3.1. Olgu A = A;®. Az assotsiatiivne superalgebra, kus elementide z,y € A
korrutis on tahistatud xy. Me saame anda supervektorruumile A Lie superalgebra
struktuuri, kui defineerime homogeensete elementide jaoks sulu vordusega

[ZL‘, y] =Y — (_1)|J:Hy|yl,7 T,y € Aa (34)

ning mittehomogeensete elementide jaoks rakendame korrutamise bilineaarsust.
Sel juhul

[z, y] = 2y — (_1)|wHylyw - _(_1)\wlly| [_(_1)Ix|\y|$y + yx] - _(_1)\wlly\[y’x]’

ehk ndue (3.2) on tédidetud.

Gradueeritud Jacobi samasuse jaoks rakendame kaks korda valemit ning
arvutame vorduses olevad liikmed, kusjuures assotsiatiivsust arvesse vottes
jatame korrutistes sulud kirjutamata.

—[z, [y, 2] = — xyz + (=Dl 20 (1) WlE gy —
(_1)|30||y|+\96|lz\+|yllz\Zyaj7

[z,y], 2] = 2yz — (_1)\x||2\+ly||2\my _ (_1)\xlly\ym+

(—1)ellvHalzl el

(=)l [y [, 2]] = (—1) ¥l — (1)l Hullel

(= 1)lellviellzly o 4 (1) lellvlHelly ezl

Arvestades, et (—1)?**! = (—1)! mistahes k,I € N U {0} korral, siis saame
tulemusi liites kokku téapselt nulli, ehk sulg (3.4)) rahuldab gradueeritud Jacobi
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samasust. Kokkuvottes oleme saanud eeskirja, mille abil on suvaline assotsiatiivne
superalgebra voimalik varustada Lie superalgebra struktuuriga.

Loomulikult rédgitakse ka Lie superalgebrate puhul homomorfismidest. Need
defineeritakse klassikalisel viisil, see tdhendab kui g = g5 @ g7 ja h = hg @ by on
Lie superalgebrad, siis f: g — b nimetatakse Lie superalgebrate homomorfismiks,
kui f([z,ylg) = [f(x), f(y)]y suvaliste z,y € g korral. Homomorfismi f: g — b
gradueering |f| € Z, médratakse seejuures seosest

f(8:) S biyypp, i€ Zo.

Niisiis, f on paaris, kui f(g;) C b;, ja f on paaritu, kui f(g;) C b, 1. Samamoodi
voib kujutuse gradueeringust réadkida ka supervektorruumi voi superalgebra korral.
Homomorfismi, mille ldhte- ja sihtalgebra iihtivad, nimetame endomorfismiks ja
supervektorruumi V koigi endomorfismide hulka téhistame End V.

Lemma 3.2. Olgu V supervektorruum ja f,g € End V. Kui |f| = |g|, siis fog on
paaris, ning vastasel korral paaritu.

Toestus. Olgu V = V5 & Vy supervektorruum, f,g € EndV ja i € Z,. Siis

(fog)(Vi) = f(gVi) € fVirig) € Vitigleis1-

Kui |f| = |g|, siis i+|g|+]|f| = i ehk fog on paaris. Vastasel korral i+ |g|+|f| = i+1
ja seega f o g on paaritu. O]

Jareldus 3.3. Olgu V = Vy ® Vy supervektorruum, f,g € EndV ja i € Zy. Siis

|fogl=Ifl+1gl

Jarelduse pohjal on selge, et supervektorruumis End V kujutuste kompositsioon
o rahuldab tingimust (3.1]), ning seega on End V superalgebra. Uhes eelmise niitega
saame niiiid kirja panna jargmise teoreemi.

Teoreem 3.4. Olgu V supervektorruum. Assotsiatitvne superalgebra EndV, mis
on varustatud suluga

[f.gl=fog—(—D)VWslgof  fgeEndV, (3.5)

on Lie superalgebra. O

Lause 3.5. Olgu V supervektorruum. Lie superalgebra End )V elementide f,qg ja h
korral kehtivad vordused

[f.gohl=[f.gloh+ (—=1)/Wgof n], (3.6)
[fog.h]=folg,hl+ (=1)¥I"[f hlog.
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Toestus. Olgu f, g, h € End V. Vastavalt valemile (3.5)) saame siis kirjutada
[f.g0h] =
=fogoh+(— 1)1+‘g°h||f‘gohof*
:fogoh_< 1)f‘|g|+‘f”h|gohof_
= fogoh—(— 1)|f\lgl foh+(~1 )lfllgl ofoh— (-1 )|f|\9|+\f||h|gohof_
- [f og— (_1)|f||9|g o ﬂ oh+go [( )Inglf oh—(— )\f|\9\+|f||h|h o f] —
=[f,gloh+ (=) g o[£, ],
ehk vordus (3.6)) kehtib.
Veendumaks, et kehtib ka (3.7)) paneme téhele, et
[fog.h] =
= —(=1)Mp, fog] =
= —(=D)V° ([n, flog+ (1) fo[h, g]) =
_(_1)|fogllh|[h7 flog— (_1)\foth\+|f||h|f olh,g] =
(_1)\f|\h|+|hllgl+|h||f\[f’ hog+ (_1)If\\h\+|g\\h\+|f||h|+\h\lglf olg,h] =
= (=)"I[f,hlo g+ folg h] =
= folg,hl+ (=)™[f hloyg,

mida oligi tarvis. O]

3.2 n-Lie superalgebra

Kombineerime niitid Filippovi n-Lie algebra ning eelnevas alapeatiikis tutvustatud
Lie superalgebra tiheks n-Lie superalgebraks, nagu seda on tehtud artiklis [T].

Definitsioon 3.4. Olgu g = g5 @ g7 supervektorruum. Me iitleme, et g on n-Lie
superalgebra, kui g on varustatud gradueeritud n-Lie suluga [-,..., ] : g" — g, mis
rahuldab jargmisi tingimusi:

1. n-aarne sulg [-,...,:] on n-lineaarne ja on kooskolas gradueeringutega, see
tdhendab suvaliste homogeensete elementide xq, xs,...,x, € g korral

n
21, )| = Jal, (3.8)

i=1
2. [,..., ] on kaldsiimmeetriline gradueeritud méttes, see tdhendab iga i €
{1,2,...,n—1} jasuvaliste homogeensete elementide x1, zs, ..., x, € gkorral
[.’L‘l, e Lgy Ljg 1y - - - ,.Z‘n] = —(—1)‘%HIZ+1‘ [.’L‘l, e L1, Ly - - - ,In] y (39)
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3. koikide homogeensete elementide x1, xo, ..., T, Y1, Y2, ..., Yn_1 € @ korral on
taidetud gradueeritud Filippovi samasus

Y1,y Yno1, [T1, -, x0]] =

- | 3.10
:Z(_l)lx“_l‘y‘n71 [xh"'uxi—la[ylw"ayn—l?xi]7xi+17"'7xn]7 ( )
i=1

kus x = (z1,...,2,) jay = (Y1, -+, Yn_1) ning |x|; = 23':1 |z 5]

Paneme téhele, et vottes eelnevas definitsioonis n = 2, saame Lie superalgebra,
mis tdhenab, et iildistus sellisel kujul omab motet. Nagu klassikalise Lie algebra, ja
tegelikult ka n-Lie algebra voi Lie superalgebra korral, on meil voimalik vaadelda
struktuurikonstante. Selle tarbeks peab loomulikult fikseerima supervektorruumi
g = gy D g7 baasi. Olgu selleks

B:{61762>~-->€p>f17f27~--7fq}7 (311)

kusjuures gy = span{es, es, ..., e,} ja gy = span{ fi, fo, ..., fy }.

Definitsioon 3.5. Olgu n-Lie superalgebra g vektorruumi baas B vordusest (3.11)).
Baasile B vastavateks struktuurikonstantideks nimetatakse arve K% , | mis on
médratud vorranditega

B
(241 249, - -y 24,] = K4 4,4, %8,
kus za,,24,,--.,24,,28 € B.
[lmselt on meil baasi B elementidel sulu [, ..., -] arvutamiseks kolm voimalust:

koik argumendid on paaris, koik argumendid on paaritud, voi on nii paaris- kui
ka paarituid elemente. Kuid arvestades gradueeritud kaldsiimmeetrilisust voime
me argumendid alati sellisesse jéarjekorda viia, et vidiksema indeksiga baasielement
eelneb suurema indeksiga elemendile, ja paarisgradueeringuga vektorid eelnevad
sulus paaritutele. Kokkuvottes jadvad huvipakkuvate struktuurikonstantidena alles
ainult:

1) [ears€as s €an) = K2 oy €2
2> [fiﬂfizw“?f%] = Ki?ig...inZB?
3) [eoaa €ags -y Cay, fi17 fi27 R finfk] = Koliaz...akilig...in_sz’

kus 0 < k <n, 1 < aj,ag,...,a0n < p, 1 < i1,09,...,0, < q, ja k < [ korral
o < o ning 1 < 1.

Struktuurikonstantide kasutamise, seda eelkoige just ternaarsete Lie superal-
gebrate korral, juurde naaseme hiljem peatiiki 4] juures.

Vaatame jargnevalt lahemalt {ihte n-Lie superalgebra néidet. [1]
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Teoreem 3.6. OlguV = Vy®Vy supervektorruum ning End V tema endomorfismi-
de supervektorruum. Defineerime kujutuse |-, ..., -]: (End V)" — End V valemiga

(6102, - du] = D> _(=1)/THlg 06y, 0. 00, (3.12)

g

kus ¢ = (¢1, ¢a,. .., ¢n) on ruumi End V endomorfismide ennik, o = (i1,1s,. .., 0,)
on arvude (1,2, ...,n) permutatsioon, ja |o| tdhistab selle permutatsiooni paarsust.
Seejuures |¢,| arvutatakse valemiga

n
901 = D165 (15,1 + 101, + -+ 165, 1) (3.13)

k=1
kus (ig,, gy, - -, 0k, ) on arvud, mis permutatsioonis o moodustavad arvuga iy in-
versiooni, see tihendab igal =1,2,... 1 korral iy, > iy, ja iy, eelneb elemendile iy,

permutatsioonis o.
Sel juhul on End V), varustatuna suluga (3.12)), n-Lie superalgebra.

Teoreemi taielikul toestusel me ei peatu, kuna see nouab viga palju tehni-
list arvutamist ning vahendeid kombinatoorikast. Kiill aga vaatame me siinkohal
teoreemi toestuse ideed. Toestame selle tarbeks koigepealt jargneva lemma.

Lemma 3.7. Valemis (3.12) esitatud n-aarne kommutaator on voimalik avaldada
(n — 1)-aarsete kommutaatorite abil jirgmiselt:

n

[¢17 ¢27 s >¢n] = Z<_1)(k_1)+‘¢k|21<k |¢l|¢k o [¢17 s 7¢k717 ¢k+17 ER ¢n] (314)

k=1

Toestus. Et iildise juhu toestus paremini jalgitav oleks, toestame vaite esmalt juhul
n = 3. Olgu selleks ¢, @2, ¢3 € End V ning kasutame samu tahistusi nagu teoreemi
sonastuses. Vahetu arvutuse tulemusel ndeme, et
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(1, P2, 3] =
= (—=1)19=lg; 0 ¢y 0 ¢y + (—1) 119221, 0 93 0 G+
(—1)M93316 0 61 0 gy + (—1)% gy 0 65 0 1 +
(=1)%2lg5 0 ¢y 0 hp + (= 1)1 0 9y 0 91 =
$1 0 P2 0 P3+
(=
(=
(=
(=
(=

1) 'i‘|<i>2||d>3|¢1 0 3 0 o+
1)MHol92l g, 0 gy 0 g3+
1)| tiezllonliesl g, o g 0y +
1)| Ulesl+1o21195l b0 o by o o+
1)1+|¢2l|¢3|+|¢1||¢>3|+|¢1H¢2|¢3 0 ¢y 0 1, =
=10 (2o g3 — (=1)%1%lps 0 ¢) +
(— 1)1+|¢1||¢2|¢ ((bl o3 —(—1 )\¢1\|¢3|¢3 o ¢1) 4
(_1)|¢1||¢3|+|¢2||¢3|¢3 o (¢1 0 ¢y — (_ )\¢1H¢2\¢2 o ¢1) —
= 10 [¢a, d3] + (—1)" 10122l 0 [y hg] + (—1)IPI9lHI2lI9sl 5 o g5, 3]

Seega kehtib vordus

[p1, P2, D3] = ¢ © [a, P5] — (— )\¢>1H¢2\¢2 o [y, 3] + (— )|¢1II¢3|+\¢2H¢3|¢3 o [¢1, dal,

mis on tapselt (3.14), kui n = 3.
Vaatame edasi ildist situatsiooni. Olgu n > 2 suvaline naturaalarv ja olgu
o1, G2, ..., 0, € End V. Rakendades valemit (3.12]) saame kirjutada

(b1, Doy .oy On] =
- Z(_l)lcrlﬂ%l@l oy, 0... 00 =

_ Z ‘¢k‘zl<k |¢l|¢k fe) Z(_l)lo—/‘+|¢a/‘¢ll o) ¢’LQ 0...0 ¢7;n—1 —

O'/

(_1)k 1(_1>‘¢k‘2l<k |¢l|¢k o [¢1a s 7¢k—17 ¢k+17 CIE ¢n]7

nagu tarvis. O

Naaseme niiiid uuesti teoreemi [3.6] juurde. Olgu selleks
¢17¢27 v 7wn717 ¢17 ¢27 o 7¢n € End V.
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Siis jarleduse [3.3] jargi
|6i 0 biy 00yl =D |-
=1

Seega on valemi paremal poolel koigi liildetavate (kompositsioonide) paarsus
sama ja seejuures vordne arvuga » .., |#;|. Imselt on ka nende summa paarsus siis
téapselt selline, ehk kokkuvottes [¢1, o, ..., ¢n] = > i [¢i], nagu tarvis. Graduee-
ritud kaldstimmeetrilisuse kehtivuseks mérgime, et permutatsioonis kahe elemendi
aravahetamisel permutatsiooni paarsus muutub, ning sellega on pohjendatud ,,—*.
Teguri (—1)I#l#w+1l saame vahetult valemi struktuurist.

Nagu tavaliselt selliste tulemuste puhul ikka, lasub pohiline keerukus graduee-
ritud Filippovi samasuse kehtivuse néditamisel. Antud juhul on seda voimalik teha
matemaatilise induktsiooni abil. Baasjuhu n = 3 puhul peab kommutaatori defi-
nitsiooni jirgi kehtima vordus

[¢17 wQa [¢1a ¢27 ¢3]] = [W)la ¢27 ¢1]7 ¢2a ¢3]+
(_1)|¢1||'¢1|+‘¢1H¢2‘ [¢1a [?/)17 ¢2a ¢2]a ¢3]+ (315)
(_1)\¢1H¢1\+|¢1||¢2|+|¢2||w1|+\¢2\|¢2\ [¢1’ b9, le s, ¢3H

Vaatame koigepealt selle vorduse vasakut poolt. Rakendades sisemisele kommutaa-
torile lemmat [3.7] saame kolme ternaarse sulu summa, kus iiheski ei esine enam
argumendina ternaarset sulgu:

[ 01, o, (@1, P2, @3] = [th1, 92, P1 © [a, B3]+
(=)ol p, s o o [, pa]]+
(—1)lerliosi o200l [y apy, b 0 [0, o]l

Rakendame niitid liidetavatele uuesti lemmat [3.7, ning saame

Wla o, [¢1, ®2, ¢3H Yy o [w ¢10 [¢2, ¢3]

(=1)1 1121y o [ihr, 1 © [, 5]

(— 1)|w1||¢>1o[¢>2 s@3]| 4|2 p10[¢2, ¢3]\¢1 o [, Ps] © [th1, o

(= 1)l o [apy, ¢ 0 [¢1, 5]

(=) rledioal (1) treallvzly, o [y, gy o [, ]
(_1)1+|¢1H¢2|(_1)|¢1ll¢zo[¢1 s@3]|+[v2]|p20[¢1, ¢3H¢2 o [p1, 3] o 11, 1o
Vo, ¢3 0 (@1, Do
]

[
(_1)\¢1\|¢3|+\¢2H¢3\(_1)1+WJ1|WJ2 [w $3 0 [¢1’ bs
(_1)|¢1II¢>3|+|¢2H¢3|(_1)|¢1|I¢30[¢>1 s2] |2l |p3ole1, ¢>2H¢ [ ” ¢2] [1/117 V.

+
+

FF T T

(=1)lonligsl+lg2llosly, o

F F

]
]
]
]
]
]
]
]
]
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Viimaks saame sellistele liidetavatele, kus sulu argumendis esineb endomorfismide
kompositsioon, rakendada lauset mis annab meile

(1,2, (@1, B2, @3] = 1 0 [thy, d1] © [b2, 3]+
(=D)M=tgpy 0 6y o [hn, [n, s+
(= 1) 19921y © [y, 1] © [, B3]+ (3.16)
(—1) Il ), o 6y o [, (6, G5+
(_1)\%\\¢1°[¢2,¢3]|+\¢2H¢10[¢27¢3]|¢1 o [¢ha, B3] 0 [thy, tha] + . . .,

kusjuures kokku saame sel viisil viisteist liidetavat.

Rakendame niitid eelnevalt kirjeldatud algoritmi ka vorrandi (3.15) parema-
le poolele. Seda tehes saame 45 liidetavat, mis on analoogilisel kujul nagu vor-
duse paremal poolel olevad liidetavad. Kommutaatori antistimmeetrilisust
ja kompositsiooni assotsiatiivsust sobivalt kasutades saame need liidetavad viia
kujule, kus tekivad sarnaste liidetavate grupid, millele on voimalik rakendada en-
domorfismide Lie superalgebra binaarse sulu gradueeritud Jacobi samasust, voi
viia liiddetavad kujul a o b o ¢ ning b o a o ¢ tiheks liikmeks [a, b] o ¢, seejuures mér-
ke arvestades. Rekursiivselt sama mustrit rakendades saame lopuks nii vorrandi
(3.15) vasakule kui ka paremale poolele samad elemendid, ning jarelikult juhul
n = 3 on End V), varustatuna suluga , toepoolest 3-Lie superalgebra.

Eeldades, et suvalise £ € N, k£ > 2, korral iga 2 < [ < k maérab suluga
supervektorruumil [-Lie superalgebra struktuuri, saame tédnu lemmale ,
et sama sulg annab supervektorruumile End V ka k-Lie superalgebra struktuuri.
Toepoolest, analoogiliselt eelnevalt kirjeldatule saame k-sulu gradueeritud Filip-
povi samasuse lahti kirjutada ning seal koigepealt liidetavate argumentidele ning
seejéirel ka liidetavatele endile rakendada lemmat 3.7 Nii saame juba (k—1)-sulud,
millele kehtib gradueeritud Filippovi samasus. Kasutame seda teadmist ja grupee-
rime need liidetavad kokku. Edasi toimime rekursiivselt, kuni vasak ja parem pool
iihtivad.

Midrkus 3.2. Tekib loomulik kiisimus, kas oleks voimalik lauset toestada ka
tildisel juhul, see tdhendab supervektorruumi endomorfismide n-Lie superalgebra
korral, kus sulg on méaratud valemiga . Intuitiivselt peaks konealune iildistus
vaitma, et

[¢0¢1,¢2,---,¢n] =

Yo [B1, by ..., Pn] + (_1)|¢>1|(\¢>2\+|¢>3|+~~\¢>n\)W, B2y .., bn] 0 B1.

Paraku see nii ei ole. Vaatame niiteks supervektoruumi g = R? & {0}, mis on
varustatud kommutaatoriga (3.12)), kus n = 3. Sel juhul votab valem (3.17) kuju

[V 0 @1, P2, D3] = W 0 [1, o, 3] + [0, P2, 3] 0 P1.

(3.17)
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Kirjutades viimases vorduses kommutaatorid definitsiooni jargi lahti saame, et
mistahes # € R? ja paarisendomorfismide korral peaks kehtima vordus

Y (¢1 (02 (93 (%)) — ¥ (@1 (03 (02 (2)))) — P2 (¥ (1 (¢3 (2)))) +
G2 (03 (¥ (91 (2)))) + ¢3 (¥ (61 (62 (7)) — b3 (B2 (¢ (61 (2)))) =
= (01 (92 (93 (7)) — ¥ (d1 (d3 (02 (2)))) — ¥ (P2 (¢1 (¢3 (2)))) +
Y (d2 (03 (91 (%)) + ¥ (@3 (61 (02 (2)))) — ¥ (93 (P2 (¢1 ()))) +
V(2 (93 (01 (2)))) — 1 (83 (92 (91 (2)))) — ¢2 (¢ (&3 (¢1 (2)))) +
02 (03 (¥ (91 (2)))) + &3 (¥ (D2 (61 (2)))) — &3 (2 (¢ (01 (2)))) ,

sest paarisendomorfismide korral gradueeringud sisuliselt arvestama ei pea.
Lineaaralgebrast on hésti teada, et kui M € Mat,, ,R, siis kujutus

T:R"—=R™ T(v)=Mv, veR"

on lineaarne.

Vottes niitid M; = G 1) ja My = (21)) Z), ning defineerides

v(x)=x, ¢1(x) =2, ¢ox)= DMz, ¢3(x)= Mz,

Saale

[V 0 ¢1, d2, 5] G) = (_i) , (oo, d2,d5] + [¥, 02, 03] 0 1) G) = (_g) :

Samas (_i) #* <_§), ja seega sellisel kujul iildistus ei kehti. Enamgi veel,

meie kontranditest tuleb vélja, et lauset ei olegi voimalik isegi valemis (3.17))
elementide paarsusi monel teisel viisil arvesse vottes iildistada.

Toome edasises veel moned olulised n-Lie superalgebrate kohta kidivad definit-
sioonid ja tulemused. Seejuures mérgime, et n-Lie superalgebra korral defineeritak-
se tema ideaal ning alamalgebra tapselt nagu n-Lie algebra korral (vt definitsioone

22in 3.

Lemma 3.8. Olgu (g, [, ...,-]) n-Lie superalgebra ja by, b, ..., b, C g tema ideaa-
lid. Siis b = [b1, b2, ..., b, on samuti g ideaal.

Toestus. Olgu by, ba, ..., b, n-Lie superalgebra (g,[, ..., ]) ideaalid ning olgu
T1,To, ..., Tp_1 € g. Téhistame b = [hy,bo,..., b, ja valime suvalise h € . Siis
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leiduvad h; € b;, i € {1,2,...,n}, nii, et h = [hy, ha,...,h,] ja gradueeritud
Filippovi samasuse jéirgi saame arvutada

[331,1'2, Ce ,(’Enfl,h] =

- [:L‘17x27 ceey Tp—1, [hh h25 SR hn]] =

= Z(—1)|h|i71‘xln_1[h1, ceey hi—l; [.1'17 ey Tp—1, hz], hi+17 ey hn],
i=1

kus h = (hy, hg, ..., hy) jax = (21,22, ..., Tp_1).

Paneme téhele, et iga ¢+ = 1,2,...,n korral h; € h;. Kuna h; on ideaal siis
jareldub sellest, et [z1, ..., z, 1, ;] € h;. Kokkuvottes on seega [x1, T, ..., 2, 1, h)
ruumi b elementide lineaarkombinatsioon ehk [y, zs, ..., 2, 1, h] € b. O

Arvestades lemmat, saame defineerida jargmised moisted.

Definitsioon 3.6. Olgu (g, [, ..., ]) n-Lie superalgebra ja b tema ideaal. Ideaali
b tuletisjadaks nimetatakse alamruumide jada DP(h), p € N, kus

D’(h) =4 ja D"*(h)=[D"(h),...,D"(h)].

Ideaali b kahanevaks tsentraaljadaks nimetatakse alamruumide jada C?(h), p € N,
kus

C°(h) =b ja C""'(h) =[C"(h).h,....H].

Definitsioon 3.7. Olgu (g, [,...,:]) n-Lie superalgebra ja b tema ideaal. Me
titleme, et ideaal b on lahenduv, kui leidub p € N nii, et DP(h) = {0}. Ideaali b
nimetatakse nilpotentseks, kui leidub p € N nii, et C?(h) = {0}.

Definitsioon 3.8. Me iitleme, et n-Lie superalgebra (g, [+, ..., ]) on liktne, kui tal
ei ole muid ideaale peale {0} ja iseenda ning D'(g) # {0}.

Lemma 3.9. Olgu g = gg ® g7 n-Lie superalgebra ja g € gy. Siis mistahes
T1,%2, ..., Ty € @ korral on Lie sulg arvutatuna elementide g,q,x1, %o, ..., Ty o
suvalisel jarjestusel alati null.

Toestus. Olgu g = gy g7 n-Lie superalgebra ja g € gg ning olgu x1, x9, ..., 2,2 €
g suvalised. Oletame, et me tahame arvutada Lie sulgu elementide

9,9,%1,Z2,...,Tp-2

mingil imberjirjestusel. Kujutuse [, ..., ] kaldstimmeetrilisuse tottu on meil 16p-
liku arvu elementide jarjekorra iimbervahetamisel voimalik jouda olukorrani, kus
g ja g on argumentidena iiksteise korval. Selle protsessi tulemusena saame Lie sulu

(_1)p[‘ri17 ooy iy 9595 Tig gy e - - ;xin,2]7
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kus p € N tahistab sooritatud timbervahetamiste arvu ja indeksid 7y, 49, ...,%, o €
{1,2,...,n—2} on paarikaupa erinevad. Seejuures rohkem kordajat (—1) ei esine,
sest g € gg ja seega |g| = 0. Lopetuseks voime veel omakorda g ja g positsioonid
ara vahetada, ning saame

(=1)P[@iys e Ty G5 G Ty - - > Tiy_y| =
- _(_1)1’(_1)@”9‘[1,“7 s 7Iikagaga$ik+17 s 7xin72] -
= (—1)p+1[l‘¢1,...,xik,g,g,xikH,...,xin_Q],

ehk teisisonu

[xip s 7xik7g7g)xik+17 s uxinfz] - _['rim s axikagagaxik_;,_lu cee 7'xin72]a

mis saab voimalik olla vaid juhul, kui

[xip cee 7$ikagagaxik+17 s 7xin_2] =0.
Siis on aga ka esialgne sulg null. O
Lause 3.10. Olgu g = gg @ g7 varustatuna suluga [, ..., -|: g" — g n-Lie superal-
gebra ja olgu g € gy. Varustades supervektorruumi g sulga [-,..., ], g" ' — g,

mis on defineeritud valemiga

[xla HU PII 7xn—1]g = [ga L1, L2y .- 7xn—l]> XL1,T2y...,Tn—1 € g,
saame (n — 1)-Lie superalgebra.

Toestus. Olgu lause eeldused taidetud ning olgu 1, s, ..., 2,-1 € g. Kuna g € gg,
siis |g| = 0, ja seega

n—1 n—1
|[{E1,[L’2, o axn—l]g| = |[g,l’1,$2, s 73771—1” = Z |xl| + |g| = Z |xl|
=1 i=1

Kaldstimmeetrilisuseks margime, et

[T1, o T Tig1s e, Ty =

=g, %1, T, Tig1y oy Ty1] =

= —(=D)lillrenllg oy w w, ] =
= —(—1)‘“”““‘[171, ey Tig 1, Ty e ey T g

Veendumaks, et kehtib ka gradueeritud Filippovi samasus, eeldame taiendavalt,
et Y1,Y2, ..., Yn—2 € @ ja tdhistame x = (g, 21, ..., 2p_1) Ning y = (¢, Y1, - -, Yn—2)-
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Siis

Y1, Yn—2, [xlw--uxn—l]g]g =
=9 Y15 - Yn-2, [0, T15 -, Tna]] =
n—1
- <_1)|X‘i_l|y‘nil[g’x17 sy Ti1, [g7y17 ceey Yn—2, xi]’xi-i-la .. 7xn—1]+
i=1
g, Y1y s YUn2,9], 21, ., Tpn_1] =
n—1
= (—1)"‘“*””"*1 [Z1, @i, (Y1, - YUne2s Tilgy Tty - - oy Tt g
i=1
sest lemma jérgi (g, v1,...,Yn—2,9] = 0. O

3.3 Indutseeritud n-Lie superalgebra

Tuginedes artiklile [I], rakendame punktis tutvustatud eeskirja n-Lie superal-
gebra abil (n + 1)-Lie superalgebra konstrueerimiseks.

Definitsioon 3.9. Olgu V = V; & V; supervektorruum ning olgu ¢: V* — V.
Lineaarkujutust S: V — K nimetatakse ¢ superjdljeks, kui

1) iga x1,29,..., 7, €V korral S (¢(x1,72,...,2,)) =0,
2) S(x) =0igaz € Vr.
Markus 3.3. Superjélje definitsioonis antud teine tingimus on ajendatud asjaolust,

et blokkmaatriksi
A= Ao Aot
A An

korral arvutatakse superjélg valemiga S(A) = Tr(Agy) — Tr(As1), kus Tr on tava-
line maatriksi jalg, ja blokid Agy, A1; moodustavad paarisosa ning blokid Agy, A1
moodustavad paaritu osa. Selge, et kui sellise maatriksi paarisosa on null, siis on
tegu paaritu maatriksiga, ning tema superjélg on null.

Vaatleme n-lineaarset kujutust ¢: V" — V), mis suvaliste homogeensete ele-
mentide x1, s, ..., x, € V korral rahuldab tingimusi

|B(x1, )| = i, (3.18)
=1

G (w1, @ Tig, - wn) = —(=D)Plg (o, m,), (3.19)

43



see tdhenab ¢ on kooskolas gradueeringutega ning kaldstimmeetriline gradueeritud
mottes. Lisaks olgu meil antud kujutusele ¢ vastav superjilg S: V — K. Kasuta-
des kujutusi ¢ ja S, defineerime uue kujutuse ¢g: G"*' — G, mis homogeensete
elementide jaoks on méaédratud valemiga
n+1
¢s(@r, . ) = > (D) (=D)PIS (@) (0, d ), (3.20)
i=1
kus |x|; = Z;Zl |z;|. Mittehomogeensete elementide korral vaatleme eraldi tema
paaris- ja paaritut osa, ning rakendame kujutuse lineaarsust ja arvutame
¢s sel viisil.
Saadud kujutuse tdhtsamad omadused votab kokku jargmine lemma.

Lemma 3.11. Olgu x1,xs,...,Z,41 € V homogeensed elemendid. Siis (n + 1)-
lineaarne kujutus ¢g: G" — g rahuldab jirgmisi tingimusi:

1) |¢5 (33'1, s 7'TTL+1) | = Z?:ll xi|}
2) (]55 (.Z'l, ey Lgy Ljay - - - ,.fL'nJrl) = —(—1)‘$1‘|m'+1‘¢g (l’l, e s Ljr 1, Lgy - - - ,l’n+1>7

3) S(¢s (@1, Tny1)) = 0.

Toestus. Olgu V = Vy @ V; supervektorruum. Eeldame, et n-lineaarne kujutus
¢: V" — V rahuldab tingimusi (3.18)) ja (3.19), ning olgu S: V — K kujutuse

¢ superjalg. Lisaks olgu x1, s, ..., 2,11 € V suvalised homogeensed elemendid ja
tahistame x = (z1, T2, ..., Tpy1)-

1) Oletame, et vektorite x1,...,x,.1 hulgas on vaid paarisvektorid. Sel juhul
igai = 1,...,n + 1 korral |z;] = 0, ja seega on ka @(xy,..., T4 ..., Tpni1)
paaris. Kokkuvottes on selge, et siis on ka ¢g(x1, ..., z,41) paaris.

Oletame niiiid, et k& < n + 1 vektorit on paaritud, ning olgu nendeks vekto-
riteks iildsust kitsendamata x1,...xy. Siis S(z;) = 0iga ¢ = 1,..., k korral
ja (a1, ..., T4, ..., xyy1) paarsus on k mod 2, kui ¢ > k, sest x| =+ =
|z,| = 0. Seega

n+1
|¢S(£C1, s 7xn+1)| = Z(_l)lil(_1)|xl||X|lils(SEl)¢ (xlu s 7'7?1'7 s 7'rn+1) =

i=1

n+1 n+1

= Z ¢(x1,...,:ﬁi,...,xn+1) = Z]ml\

i=k+1 i=1

Viimaks, kui kéik vektorid zi,...,z,y1 on paaritud, siis S(x;) = -+ =

S(n+1) = 0 ja seega kehtib ¢g(z1,...,z,41) = 0, mis tdhendab, et tegu ei
ole homogeense elemendiga, ning gradueeringute kooskola tingimus ei oma
sel juhul motet.
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2) Rakendame valemit ([3.20)) ja arvutame

Gs(T1, o Ty Ty, e ey Tpy1) =
n+1
—Z Dl S (2 )iz, . w i,  Tng) =
n+1
= Z D)# -1 (@) (21, ., @y Ty oy T )+
J#z J#z+1
(=1) Y (=) leilli1S () p(y, . . . Liy Tigas -, g1+
(1) (=D)leenllig (@ V(.. iy iy - Tng1) =
n+1
1)lillei] Z DEi— S (2 )i, .o Tigr, T,y Tpgr)—
J#l J#Hl
(—1) ( )IIZIIXIZ 1+Iszxz+1|( 1)‘“"“*1‘S(xi)¢(x1, Tty By e Ty ) —
(—=1) Y (=)ol qyleialled (g Vb(a, .. 21, Tis - oo Tgr) =
= —(=Dlillrel g (@, mi, @, Tng)

3) Kuna S on kujutuse ¢ superjélg, siis S on lineaarne ja S(é(y1,...,yn)) =0
mistahes elementide yy,vs,...,y, € V korral. Seega

S (ds(z1, 9y .., Tpy1)) =

n+1
=S (Z(—l)i_l(—l)mX"'”S(J:i)gb(xl, o B ,%H)) —

= : (—1)1_1(-1)|rz||xlz_1S((L’JS(Qb(ZL’l, ce ,.fi, ce ,.Z'n+1>) =

nagu tarvis. ]

Artiklis [I] on toodud teoreem, mis {itleb, kuidas saab n-Lie superalgebrast
superjélje abil indutseerida (n + 1)-Lie superalgebra.

Teoreem 3.12. Olgu g = gg ® gy n-Lie superalgebra suluga [-,...,:]: g" — g
ning olgu S: g — K sulu [-, ..., | superjilg. Defineerides (n + 1)-lineaarse sulu
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[ s g™t — g valemiga

n+1

w1, )y = Y ()TN =DM S () [y, E L weaa], (321)

i=1
on supervektorruum g, varustatuna suluga (3.21) (n + 1)-Lie superalgebra.

Selle teoreemi valguses on selge, et lausetega [2.4] ja [2.5] analoogilised tulemused
kehtivad ka n-Lie superalgebrate korral.

Lause 3.13. Olgu (g,[,...,]) n-Lie superalgebra ning olgu b C g alamalgebra.
Kui S on sulu [-,...,-] superjilg, siish on ka (g, [ ..., ]s) alamalgebra. ]
Lause 3.14. Olgu (g, [, ...,"|) ideaal b ja olgu S sulu |-, ..., -] superjdilg. Siis b on
(g,[---,°]s) ideaal parajasti siis, kui [g,g,...,8 Cbh voih C ker S. ]
Lause 3.15. Olgu (g, [, . . .,]) n-Lie superalgebra ja S sulu |-, ..., -] superjilg. Siis
indutseeritud (n + 1)-Lie superalgebra (gs, [, - .,|s) on lahenduv.

Téestus. Eeldame, et (g,[,...,-]) on n-Lie superalgebra ja S tema sulu [-,...,"]

superjilg. Olgu
T1, T, Tng1 € (6,8, -, 8ls = D'(gs).
n+l

Siis iga i = 1,2,...,n + 1 korral leiduvad z}, z?, ... € g nii, et
T = [leungv >x?+1]5'
Sel juhul
[ZEhfL‘Q, e 7xn+1]S =
n+1
= Z D=l S e wy, o iy ] =
n+1
_ Z Dleleliong(zd 22, e )2y, Fy . Tpga] =
= 0’
sest lemma [3.11|jirgi iga i = 1,2,...,n+ 1 korral S([z},2?,..., 2t g) =0. O
Lause toestusest voime teha jarelduse.
Jareldus 3.16. Olgu (g,[...,-]) n-Lie superalgebra. Kui S on kommutaatori
[-,..., ] superjilg ja (gs, [, - - -, ]s) on vastav indutseeritud (n+1)-Lie superalgebra,
sits DP(gs) = {0}, kuip > 2. O
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Lause 3.17. Olgu n-Lie superalgebra (g, |- ..., ]) kommutaatori superjilg S ja
vastaku superjiljele S indutseeritud (n + 1)-Lie superalgebra (gs, [, ...,|s). Td-
histagu (C”(g));io algebra (g,[,...,]) kahanevat tsentraaljada, ning tihistagu
(C?(9s)),—q algebra (g,[-, ..., ]s) kahanevat tsentraaljada. Siis iga p € N korral

C*(gs) € CP(g)-

Enamgi veel, kui leidub g € g nii, et iga x1,%s,...,x, € g korral [g,x1,...,2,]s =
(1, ..., 2], siis koikide p € N jaoks kehtib vordus

C?(gs) = C*(g).

Toestus. Viime toestuse labi kasutades matemaatilist induktsiooni. Baasjuht p = 0
on triviaalne, sest C°(g) = g ja samuti C°(gs) = g.
Vaatleme juhtu p = 1. Siis iga © = [, 72, ..., T,11]s € C'(gs) korral

n+1
v =Y ()" (=D S () [, aa),
i=1
kus * = (21,Z2,...,%Tny1). See aga tihendab, et x on C'(g) elementide lineaar-

kombinatsioon ja jirelikult x € C*(g).
Oletame niitid, et leidub g € g nii, et suvaliste y1, s, ..., y, € g korral

[gayla"‘ayn]s = [yla"'7yn]-

Siis aga voib z = [z1,...,x,] € C'(g) esitada kujul [g, z1, ..., z,]s, mis tihendab,
et x € OF (QS)

Oletame niitid, et vdide kehtib mingi p € N korral ja vaatleme elementi z €
CP*l(gg). Siis leiduvad 1, 23,...,7, € g ja g € CP(gs) nii, et

T =g,m1,%2,...,Tp|s =
= _<_1)|g”xll[x17gax27 e 7:[;71]5' =

= (_1)n(_1)|a‘|X|n[xl7 T2y ...,Tn, g]S -

n

= (—1) el Ny ()N S () [, 2, a4

(1)l (1) 1S (g ... ] =

n

= (1)l Ny )N S () [, ],

i=1
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sest S(g) = 0, kuna g € CP(gs) ja seega on ta esitatav mingite elementide Lie
suluna. Teisalt, et g € CP(gg), siis meie induktiivse eelduse pohjal g € CP(g), ja
seega © € CPH(g).

Toestuse lopetuseks eeldame, et leidub g € g nii, et iga y1, 4o, ..., y, € g korral

[gayla"'ayn]s = [yl;--~7yn]-

Kui niiiid # € CPT(g), siis x = [h,21,...,Zn 1], kus z1,29,..., 2,1 € gjah €
C?(g). Kokkuvottes saame, et

x=[hz1,...,xn 1] =g, h,x1,. .., Tpn_1]s = —(—1)‘9Hh‘[h,g,x1, e T]s

Samas h € CP(g) = CP(gs) jaseega [h, g, 21, ..., Tn1]s € CPT(gs), millest saame,
et € CP(gg). O
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4 Madaladimensionaalsete 3-Lie superalgebrate
klassifikatsioon

4.1 Meetodi kirjeldus

Jargnevas peatiikis uurime, kui palju on maksimaalselt erinevaid 3-Lie superalgeb-
raid, kus supervektorruum on voetud iile kompleksarvude korpuse C, ning tema
dimensioon on m|n, kus m + n < 3. Klassifikatsiooni koostamiseks kasutame Lie
superalgebra struktuurikonstante ja teeme seda jargmisel viisil.

Oletame, et meil on 3-Lie superalgebra (g, [+, -, -]), kusjuures supervektorruum
g on 16plik ning tema dimensioon on m|n. Olgu supervektorruumil g fikseeritud
mingi baas B. Arvestades dimensiooni m|n, saame baasi kirjutada kujul

B:{61,62,...,em,fl,fg,...,fn}:{21,22,...,2m+n},

kus e,, 1 < a < m, on paaris baasivektorid ja f;, 1 <1 < n, on paaritud baasivek-
torid, ning z4, 1 < A < m + n, voib olla kas paaris- voi paaritu vektor, kusjuures
za=¢ex, kuil <A <m,ning z4 = fa_m, kuim < A <m-+n.

Edasi, kasutades teadmist, et |[z1, 22, 23]| = |21| + |22] + | 23], avaldame kommu-
taatori |-, -, ] vidrtused baasivektoritel struktuurikonstantide K %5 abil:

oA
Cas €8, 6y = K5 €,

€a,€ﬁ7fi] = Kiﬁifj’
eavfivfj] = Kgijeﬁa
fl?fjvfk] = Kfjkflu

kus a < B < ~vjai < j < k. Seejuures paneme téhele, et rohkematel kui kirjutatud
baasivektorite kombinatsioonidel ei ole motet kommutaatori vadrtusi arvutada, ku-
na nad ei sisalda uut informatsiooni, sest kaldsiimmeetrilisuse abil on voimalik sulg
[fj, ea, fi], © < j, vila alati kujule [eq, f;, f;], ning jouda juba saadud tulemuseni.
Otsime niiiid vélja, millised sulud on tegelikult vordsed nullvektoriga. Selleks
permuteerime kaldsiimmeetrilisust kasutades kommutaatori argumente, ning kui
jouame samasuguse tulemuseni kui oli esialgne sulg, kuid erineva mérgiga, peab
kogu sulg vorduma nulliga, sest vektor on vordne oma vastandvektoriga siis ja
ainult siis, kui tegu on nullvektoriga. Vaatame naiteks sulgu [eq, e1, f;]. Siis ilmselt

[elaelafi] = _(_1)‘61H61|[617617fi] - _(_1)0{617617.][.1'] = _[elaelvfiL

ehk [e1, ey, fi] = 0. Sellega oleme dra kasutanud n-Lie superalgebra definitsioonis
noutud gradueeringute kooskola ehk tingimuse ja samuti oleme juba tar-
vitusele votnud kaldstimmeetrilisuse noude ehk tingimuse . Jarele jaab veel
kasutada gradueeritud Filippovi samasus (3.10)).

— o e —
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Valime koik nullist erinevad sulud
(24, 28, 2¢] = K{pc # 0,
1 <A< B<C<m+n, jaarvutame kommutaatori
2, 2F, [24, 2B, 2¢]]

valja kahel erineval viisil. Esmalt saame dra kasutada juba teadaolevat, ning voime
kirjutada

[ZEa ZF, [ZA7 ZB; ZC]] = K,?BC[ZEa ZF, ZD]-
Seejérel teisendame sulu [zg, 2, 2p] kujule (—1)“PEF[2p/, 2r, 2], kus

{D,E,F} ={D',E', F"},

kuid D' < E' < F', ja (—1)“PEF tahistab kaldsiimmeetrilisust arvestades permu-
tatsiooni tulemusel saadavat mérki. Samas ka [zp/, zp/, 25| on avaldatud struktuu-
rikonstantide abil baasivektorite lineaarkombinatsioonina, ehk voime kirjutada

[ZD’7 ZE', ZF’] = Kg’E’F’ZH’
Seega tlihelt poolt
(28, 27, [24, 2B, 2]] = (_1)ODEFK£BCK5’E’F’ZH'

Teiselt poolt on meil kommutaatori [zg, 2, [24, 2B, 2¢]] arvutamiseks voimalik
kasutada Filippovi samasust

[ZE,ZF, [ZA, ZB,ZOH =

[[ZE,ZF,ZA] ZB, < C]
(— 1)IzA\ lzBl+]2F|) (24, |28, 2F, 2B, 2¢] +
[ ]

(_1)(|zA|+|ZB| (Izel+|2r ) ZA, 2B, |2E, 2F, 20]

Igas saadud liidetavas saame niiiid rakendada eelnevalt kirjeldatud algoritmi. Too-
me selleks sisse tahistused

zapr = |zal(lze| + |2r]) Ja  zaper = (Jza] + |2B])(J2E| + |2F]),

ning jéarjestame koigepealt sisemised kommutaatorid nii, et argumentvektorid olek-
sid kasvavas jarjekorras ja asendame siis selle kommutaatori temale vastava baasi-
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vektorite lineaarkombinatsiooniga. Edasi teeme téapselt sama allesjaddnud kommu-
taatoritega. Sedasi toimides saame

ZE, RF, [ZAa ZB) ZC]]

= (=1)5F 201, 21, 2p), 23, 20) +
(_1)ZAEF+OBEF ZA,[ BUZE’;ZF’} ]

(_1)ZABEF+OCEF 24, 2B, [ZC’ 2E, ZF’H

( 1)2AEF+OBEFKB/E/F, zA,Zg,ZC]—F

z +O
( 1) ABEF CEFKC/E/F/ ZA, ZB, ZG]
— (_1)OAEF+OBICIG/KA/E’F’ 2B, 200, Zgl]

[

[

[

[
= (-1 K g 26, 28, 20] +

[

[

[
(_1)ZAEF+C)BEF+OA/C/G/ [

+
BE R 2An 2oy Zar] +
(_1)zABEF+OCEF+OA/B'G’KC,E/F, [ZAH zZp, Z(;/] =
_ (_1)OAEF+OB’C’G’ KS’E’F’KEJ?’C’G’ 2+
( 1)zAEF+OBEF+OA/C/G’ KB/E/F’KE’C’G’ 2+
(_1)ZABEF+OCEF+OA'B/G’ KC'E'F’Kf’B’G’ ZH-

Teisisonu, me saame kommutaatori [zg, zr, [24, 2B, 2c|] arvutada ka kujul

[ZEu ZF, [ZA7 ZB; ZC’]] :(_ )OAEF+OB/C/G/ KE’E’F’Kg’C’G/ ZH+

1
(_1)ZAEF+OBEF+OAIC/G/
(-1

ehk meil on tekkinud vorrandid

Kg/E/F/KII&I/C/G/ ZH+
)ZABEF+OCEF+OA/Blgl Kg’E’F/Kf/B’G’ 2H,

ODEF D H _ OAEr+Ograrar G H
(—1) KABCKD’E’F’ZH = (_ ) B'C’'a KA’E’F’KB’C’G’ ZH+

1
(_ 1)ZAEF+OBEF+OA/C/G/
(—1

kus otsitavateks on struktuurikonstandid K%p., ning baasivektorid 2z on teada
Siit saame iga H € {1,2,m + n} jaoks veel omakorda vorrandi

H
Kg’E’F’ KA/C/G/ ZH+
H
)ZABEF+OCEF+OA/B/c;/ Kg’E’F’ KA’B’G’ 2,

OpEeF D H _ OAEF+Oprorgr 100G H
(—1) KipcKppp = (—1) B Ky Kprongr+

(1) e K Kl
(—1)aBErtOesrtOn s e KE oo K g,

sest igas vorrandis on vasakul ja paremal pool sama vektor, ning vektor aval-
dub baasivektorite lineaarkombinatsioonina iiheselt. Kokkuvottes on meil tekkinud
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ruutvorrandisiisteem, mille lahenditeks on m|n dimensiooniga Lie superalgebra g
voimalikud struktuurikonstantide komplektid.

Eelnevalt kirjeldatud algoritm on kéesoleva magistrioo tarbeks implementee-
ritud programmeerimiskeeles Python, ning see on kittesaadav aadressilt https:
//github.com/priitlatt/3-1lie-superalgebras. Selle programmi abil tekkinud
vorrandisiisteemide lahendamiseks on kasutatud stimbolarvutustarkvara Mathe-
matica 1(f] funktsiooni Solvel] kus madramispiirkonnaks on antud kompleksar-
vud.

Samas on oluline markida, et sel viisil saadud klassifikatsioon soltub supervek-
torruumi baasi valikust ega ole seega isomorfismi tdpsusega. Invariantsete lahendite
korvaldamist uurime juba iga konkreetse situatsiooni juures eraldi.

Lisaks rohutame, et me ei hakka siin uurima Lie superalgebraid, mille supervek-
torruumi dimensioon on m|0, kus m € N, sest analoogiliselt lausele on selline
Lie superalgebra tegelikult tavaline Lie algebra. Samas kui dimensioon on kujul
0|m, siis erinevalt lausest , ei ole meil automaatselt tegu Abeli Lie superalgeb-
raga, sest ternaarne kommutaator annab paaritutel vektoritel tulemuseks uuesti
paaritu vektori.

4.2 (|l-dimensionaalsed 3-Lie superalgebrad

Olgu 3-Lie superalgebra g supervektorruumi dimensioon 0|1 ning olgu g generaa-
toriteks {f}. Kommutaatori saame siis generaatoritel vilja arvutada kui

[ o f1=nt,

kus p € C on suvaline skalaar.
Rakendades niiiid eelmises punktis kirjeldatud algoritmi, saame iihelt poolt

L £ U £ ) = wlfs f ] = i,

ning teisalt

L f L £ f = (U AL )+ (GO (F £ £ ]+
(_1)(|f‘+‘f|)2[f7 f’ [f7 f: f“ -
= W2 f+ P f+ i =
= 3u°f.
Kokkuvottes saime seega téapselt iihe kitsenduse, mida g struktuurikonstandid
rahuldama peavad:

,LL2 — 3,u2
Selle vorrandi ainsaks lahendiks on loomulikult x4 = 0.

‘http://www.wolfram.com/mathematica/
Shttps://reference.wolfram.com/language/ref/Solve.html
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Teoreem 4.1. Koik 3-Lie superalgebraid, mille supervektorruumsi dimensioon on
0|1, on triviaalsed ehk Abeli Lie superalgebrad.

4.3 0|2-dimensionaalsed 3-Lie superalgebrad

Olgu 3-Lie superalgebra g supervektorruumi dimensioon 0|2 ja olgu tema generaa-

toriteks {fi, fo}. Siis

L fu il = i +pafa,  [fis for fo] = psfi+ pe fo,
Lf1s f1, fol = psfr + pafa, [f2, f2, fo] = pafi + psfo,

kus pq, pa, . .., ug € C on suvalised skalaarid.

Rakendades neile kommutaatoritele meie algoritmi, saame 24 mittetriviaalset
kitsendustl, mida g struktuurikonstandid rahuldama peavad. Kitsenduste mittet-
riviaalseteks lahenditeks sobivad struktuurikonstantide komplektid

(,u1=—01 (,u1=0 (,u1:0
M2:§ M2 = C3 p2 =0
p3 = —Co p3 =0 pz =0
Ha = C1 pa =0 pa =0
M5=—§’ ps=0 " Jps=0"
He = C2 e =0 e =0
M?I—é pr =0 M7 = C4
\,ug:% [ 1g =0 | 1s =0

kus c¢1, 9, c3,¢4 € C\ {0} on vabad muutujad.

Lause 4.2. Olgu 3-Lie superalgebra g supervektorruumi dimensioon on 0|2. Siis g
on kas Abeli Lie superalgebra, voi tema mittetriviaalsed kommutatsiooniseosed on
kujul

(11 fio 1) = —eufy + o,
[f1, f1s fol = —C2f1+61f27 (1)
Lf1, f2. fo] = f1 + cafa,
| [f2: f2, fo] = z—ffm
LA, fis fil = efa, (4.2)
[f2, fo, o] = cfi, (4.3)

6Need on leitavad  veebilehelt —http://priitlatt.github.io/masters-thesis/
kitsendused/0_2.txt
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kus c,c1,co € C\ {0} on vabad muutujad.

Sooritades muutujavahetused f; = f} ja fo = f annavad eeskirjad (4.2)) ja (4.3)
tegelikult samad kommutatsiooniseosed. Enamgi veel, sooritades muutujavahetuse
fo= L2 saame seose (4.2) viia kujule

[flaflafl] = fé-

Vaadeldes muutujavahetusi fi = \/cif] ja fo = \;—% f4 on vahetu kontrolli pohjal

selge, et kommutatsiooniseosed (4.1)) on mistahes ¢1, ¢, € C\ {0} korral voimalik
teisendada kujule

[f{af{?fﬂ = _f{ +fév
[f{af{’fé] = _f{ +f£7
[f{?fé?fé] = _f{ +f£7
[f2: 2. fo] = = f1 + fa.

Kokkuvottes kehtib seega jargmine teoreem.

Teoreem 4.3. Olgu 3-Lie superalgebra g supervektorruumi dimensioon on 0|2.
Siis g on kas Abeli Lie superalgebra, voi ta on isomorfne 3-Lie superalgebraga b,
mille mittetriviaalsed kommutatsiooniseosed on kas

L1, i, il = =fi + fo,
i, [, fol = —f1 + o,
Lf1, fo, fo] = —f1 + fo,
[f2, fo, fo] = = f1 + [o,
07
[fl?flafl] :f27

kus fi1 ja fo on b paaritud generaatorid.

4.4 1|1-dimensionaalsed 3-Lie superalgebrad

Olgu 3-Lie superalgebra g supervektorruumi dimensioon 1|1 ning olgu tema gene-
raatoriteks {e, f}, kus e on paarisvektor ning f on paaritu. Siis avaldub kommu-
taator generaatoritel

[6,6,6]:(), [eaf7f]:)‘ea
le,e, f1=0, [}, [, fl=unf,

kus A, i € C on suvalised skalaarid.

o4



Rakendades neile kommutaatoritele meie algoritmi, saame kitsendused, mida
g struktuurikonstandid rahuldama peavad:

2 e + N2e = NZe, 2A+ A2 — A2 =0,
3\%e = e, = 3N =\ =0,
3utf = 1 f, 3u* — p? = 0.

Vahetu kontrolli tulemusel on selge, et nende vorrandite ainsaks lahendiks on

{2 i 8, mis tdhendab, et kehtib jargmine teoreem.

Teoreem 4.4. Koik 3-Lie superalgebraid, mille supervektorruumsi dimensioon on
1|1, on triviaalsed ehk Abeli Lie superalgebrad.

4.5 1|2-dimensionaalsed 3-Lie superalgebrad

Olgu 3-Lie superalgebra g supervektorruumi dimensioon 1|2 ja olgu tema generaa-
toriteks {e1, f1, f2}. Siis

[617 €1, 61] 07 [617 f27 f2] )\3617

le1, e1, f1] =0, U1, f1 il = pafi + pafo,
[e1, €1, fo] =0, Lf1s f1, fo] = msfi + pafa,
ler, f1, fil = Mer,  fa, for fo] = s fi + b fa,
le1, f1, fa] = Ageq, [fas fa, fo] = prfi + psfo,

kus Ay, Ao, Az, 1, pho, - .., pug € C on suvalised skalaarid.
Rakendades neile kommutaatoritele meie algoritmi saame 41 mittetriviaalset
kitsendust[], mida g struktuurikonstandid rahuldama peavad. Kitsenduste mittet-

"Need on leitavad  veebilehelt —http://priitlatt.github.io/masters-thesis/
kitsendused/1_2.txt
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riviaalseteks lahenditeks sobivad struktuurikonstantide komplektid

( ( (

A =0 A =0 A =0
Ay =0 A =0 A=0
A3 =0 A3 =0 A3 =0
H1 = —C1 1 =0 =0
MQZ% M2 = C3 p2 =0
M3 = —C2 , pz =0, ps =0,
Ha = C1 pa =0 s =0
u5=—§ f5 =0 ps =0
He = C2 pe =0 pe =0
M?Z—Z—% pr =0 Hr = ¢4
UU’SZ% (s =0 | Hg =0

kus ¢y, ¢g, c3,¢4 € C\ {0} on vabad muutujad.

Lause 4.5. 3-Lie superalgebra, mille supervektorruumsi dimensioon on 1|2, on Abeli
Lie superalgebra, voi tema mittetriviaalsed kommutatsiooniseosed on

[fi, fu, 1] = —le1+%f27
[f1, f1, fo] = —02f1+C1f2, (4.4)
[f1, fos fo] = f1 +C2f2,
[fas fo, fo] = f1+clf2,
[f1, f1, [i] = cfo, (4.5)
[fo, fa, [2] = cfr, (4.6)

kus c,c1,co € C\ {0} on vabad muutujad.

Kuna lauses on tapselt samad seosed nagu lauses |4.2], siis saame analoogi-
liselt eelnevas punktis kirjeldatule jargneva teoreemi.

Teoreem 4.6. Olgu 3-Lie superalgebra g supervektorruumi dimensioon on 1|2.
Siis g on kas Abeli Lie superalgebra, voi ta on isomorfne 3-Lie superalgebraga b,
mille mittetriviaalsed kommutatsiooniseosed on kas

i, i, il = =fi + fo,
i, [, fol = = f1 + fo,
L1, fo, fo] = —f1 + fo,
[f2, fo, fo] = = f1 + [o,
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07
L1, f1, fi] = fo,

kus f1 ja fo on b paaritud generaatorid.

Vottes arvesse eelmise punkti tulemusi ndeme, et iga 3-Lie superalgebra jaoks,
mille supervektorruumi dimensioon on 1|2, leidub 3-Lie superalgebra vektorruumi
dimensiooniga 0|2 nii, et nende kommutatsiooniseosed iihtivad. Seega on voimalik
0|2 dimensioonilt triviaalselt jatkata seda algebrat dimensioonile 1|2.

4.6 2|1-dimensionaalsed 3-Lie superalgebrad

Olgu 3-Lie superalgebra g supervektorruumi dimensioon 2|1 ja olgu tema generaa-
toriteks {ey, eq, f1}. Siis

[61’61761] =0, [elafl, 1] = Aie1 + Aqea,
le1, e1,e2] =0, leg, €2, €9] =0,

le1,e1, f1] =0, le2, €2, f1] = 0,

le1,€2,e3] =0, lea, f1, f1] = Ase1 + Agea,
[61,62,f1] = 1 J1, [f1,f17f1]:l$2f1;

kus Ay, Ao, A3, Ay, 11, o € C on suvalised skalaarid.

Algoritmi tulemusel saame 24 mittetriviaalset kitsendustlﬂ, mida 3-Lie superal-
gebra g struktuurikonstandid rahuldama peavad. Kitsenduste mittetriviaalseteks
lahenditeks sobivad seejuures struktuurikonstantide komplektid

( ( (
p1 =10 p1 = C3 pr =0
,MQZO M2:0 M2=0
)\1261 )\120 )\1:0
)\2262 ’ )\2:0’ )\2:07
Agz—g )\3:0 )\3204
)\4:_01 )\4:0 )\4:0

\ \ \

kus ¢y, ¢g, c3,¢4 € C\ {0} on vabad muutujad.

Lause 4.7. Olgu 3-Lie superalgebra g supervektorruumi dimensioon 2|1. Siis g on
kas Abeli Lie superalgebra voi tema mittetriviaalsed kommutatsiooniseosed avaldu-

8Need on leitavad  veebilehelt — http://priitlatt.github.io/masters-thesis/
kitsendused/2_1.txt
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vad kujul

le1, f1, fi] 2015214—0262, (47)
[e2, f1, fi] = —er — cue,

le1, €2, f1] = cfu, (4.8)
[f1, [ il = cfy, (4.9)

kus c,c1,co € C\ {0} on vabad muutujad.

Paneme téhele, et sooritades muutujavahetuse e; = ce/, saame samasuse (4.8))
teisendada kujule

(€}, €2, fi] = fi.
Analoogiliselt saame teisenduse f; = /cf] abil samasuse (4.9)) asemel
i, S Al = A

Lopetuseks, kui vaatleme muutujavahetusi e; = cq€), e = c1€} ja fi = \/c1f7, siis
on vahetult kontrollitav, et seosed (4.7]) saavad kuju

{[6'17 f1, il = 1 + e,
[6/27 f{? f{] = _6,1 - 6/27
mis kokkuvottes tdhendab, et me oleme toestanud jargmise teoreemi.

Teoreem 4.8. Olgu 3-Lie superalgebra g supervektorruumi dimensioon on 2|1.
Siis g on kas Abeli Lie superalgebra, voi ta on isomorfne 3-Lie superalgebraga b,
mille mittetriviaalsed kommutatsiooniseosed on kas

{[617f17f1] = €] + ey,

[627f1,f1] = —€1 — €9,
[61761,f1] = f1,
V01
[fl?flafl] :fh

kus ey ja es on by paarisgeneraatorid ning fi on b paaritu generaator.

4.7 Taiendavaid markuseid

Eelnevas leidsime iilemise tokke erinevate 3-Lie superalgebrate arvule, kui algeb-
rale aluseks oleva supervektorruumi dimensioon on m|n, kus m +n < 3. Saadud
tulemused votab kokku jargnev tabel.
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Supervektorruumi Erinevaid
dimensioon algebraid

01 1

0/2 3

11 1

12 3

2|1 4

Kahjuks osutub, et selline meetod ei skaleeru, ja seega ei sobi ta hésti rohkemate
generaatoritega 3-Lie superalgebrate klassifitseerimiseks. Néiteks kui supervektor-
ruumi dimensioon on 0|3, tekib meil 180 vorrandiga stisteem 30 tundmatu suhtef].
Selle siisteemi lahendeid Mathematica 10 tavalise arvuti peal moistliku ajaga enam
leida ei suuda, rifkimata vabavaralistest alternatiividest nagu SymPy['] P&hiliseks
takistuseks on siin loomulikult teist jirku vorrandite siisteemi téapsete lahendite
leidmise suur arvutuslik keerukus.

Teisalt néiteks dimensioonide 3|1 ja 2|2 korral tekib kitsendusi vastavalt 112 ja
192 ning Mathematica 10 suudab molemal juhul lahendid iile C leida, kuid lahendi-
komplekte on liiga palju, et nende pohjal olulisi jareldusi teha. Naiteks dimensioo-
ni 3|1 korral tekib 55 lahendikomplekti, mille pohjal saame sama palju voimalikke
kommutatsiooniseoseid, nagu on naha lisas [Al Samas on selgelt néha, et mitmed
kommutatsiooniseosed on seal tegelikult liksteisega isomorfsed, kui kasutame vaid
generaatorite iimbernimetamist. Sellisteks iiksteisega samavéérseteks on néaiteks
seosed 33, 34 ja 47 voi 41, 46, 50. Nonda on voimalik vihese vaevaga vihendada
erinevate kommutatsiooniseoste arvu rohkem kui kiimne vorra, kuid rohkemate
isomorfismide leidmine nouaks oluliselt pohjalikumat analiiiisi. Analoogiline on si-

tuatsioon ka 3-Lie superalgebrate korral, mille supervektorruumi dimensioon on
2|2.

9Vorrandid on leitavad veebilehelt http://priitlatt.github.io/masters-thesis/
kitsendused/0_3.txt
Yhttp://www.sympy.org
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A 3|l-dimensionaalse 3-Lie superalgebra
tatsiooniseosed
[61, €9, 63] = 20561 — 26462 —+ 20363,
[61762,f1] c3f1,
e, €3, fi] = cafr,
1. [6 63,f1] = cs5f1,
e, f1, fi] = (= 01—C2)€1+%62+mc;ﬂ637
[e2, f1, fi] = —Z%2e1 + caer — Ees,
les, f1: f1] = 02556 — Stex + e,
[e1, €0, €3] = “L%ey — ey + ey,
9 [6 62,f1] e f1,
[61763,,}”1] c3f1,
[ea, €3, f1] = cafr,
[61, €9, 63] 20461 — 20362 + 202637
[61,62,f1] e f1,
3 e, €3, fi] = caf,
" leases, fi] = aufi,
le1, f1, fi] = —cier + ey — <223,
les, f1, 1] = ey — Sy + e,
[61, €9, 63] = 26461 — 20362 + 20263,
le1, €2, fi] = caf,
4 [61,63,f1] = c3f1,
" leg,es, fi] = cafr,
lea, f1, fi] = te) — crep + “es,
les, f1, fi] = 25461 — “tes + cres,
[61, €9, 63] 26461 — 20362,
e, €3, fi] = caf,
5 [62,63,f1] = caf1,
© e fis fi] = —coen + Ze
[e2, f1, fi] = —22e1 + caea,
les, f1, [i] = cren — e,
[e1, f1, fi] = (—e1 — ¢3) €1 + 28es + coes,
6. le2 f1, /1]l = —HEsase + cgen + cae,
les, f1, f1] = #;10361 + “2ex + e,

61

kommu-



&1
[61’62763
2, e v
fi, f c ’
les, f il = 6161 Le
LA = 2€4 1—636
[ lel +c % 14 [e1, e
61’6 46 263 . [e 2763] o
enened - \ — or s =2
[1762 f5 2 ci€e3 [6 f’fl] c3€eq
e 637 1] _ 60461 N ) [63 fl’fl] csfi )
le1, f ,Ji] = 3.1 2cse s il = coe ’
[ L f c ’ 3 [ 1 1
e ’ 1] 4f1 ? 1 61 C ?
les, i f —C ’ 5. e , €9, €3] = 161,
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e2, fi] = Afi 3 3, f1, f =c o — G
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[6 __cica ci1c3 3 7f1 g@ 2€9
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le1, 62763] 3) s, f1, fi] = ey “e, +3e3,
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