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Z ist der Flicheninhalt der Zone zwischen den zu s
und s gehorigen Querschnitten. Um diese Eigen-
schaft in einer moglichst anschaulichen Weise aus-
zusprechen, werde in einem Punkte s der Curve die
Beriihrungsebene an die Fliche gelegt, der Umfang
des entsprechenden Querschnitts 27r auf diese Ebene,
vom Punkte s ausgehend, abgewickelt und auf die
durch s gelegte Tangente der Curve projicirt, so ist
diese Projection (= 2rr sin 6) der Zone Z proportional.

2rrsin @ =

(Tiré du Bulletn, 1", XXIV, pag. 398 — 409.)

Impriné par ordre de ’Académie Impériale des sciences.
Novembre 1877. C. Vessélovski, Secrétaire perpétuel.

{Vasgs.-Ostr., 9° ligne, o 12,)
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Eine Anwendung der Differenzen-Rechnung. Von Ferd.
Minding. (Lu le 5 septembre 1878.)

Es sei m eine positive ganze Zahl, a eine beliebige
Constante,  ein dchter Bruch und

=ad" 4@+ 1)@+ 2P
(@ ~+p)" 2" +. .. in inf.

Obgleich es nicht an Mitteln fehlt um diese con-
vergente Reihe zu summiren, da man z. B. mit Hiilfe

der Relation :,f”f(_"ls;") =S8, ., allmilich zu immer
Z

hoheren Potenzen aufsteigen kann, so ist es doch viel-
leicht nicht iiberfliissig das einfachste und zugleich
wirksamste dieser Mittel bosonders hervorzuheben; cs
besteht darin, S, mit (1 —#)™ ™! zu multipliciren.
Schreibt man

Q—2)" ' =1—(m~+ 1)+ (m+1),2°. ..

- (— 1 m 1), 2 4.

und setzt man

(1—2a)™"'S,, = G+ Cg + C® + ... +- C o' +...

.
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so folgt: C, =
8) (@+)"— (m+1), @+p—1)"+ (1), (a-+p—2)"...

—+(—1)"(m~+ l)x(a—f—p————)‘)"‘...—i-(—l)"(m+1)pa"‘,
Bezeichnet, wie gewohnlich, A (¢™) die Differenz
#" — (2 —1)™, so ist nach einem bekannten Satze
A" (e™) =" — (m+ 1), (e—1)"+- (m~+1),(z—2)"...
+(— )" (e—m—1)"=0;

fir 2=a -+ p. erhilt man also

@+p)"—m+1)@4+p—1) " ..
+~(—D)"""@+p—m—1)"=0.

Die Vergleichung dieser Formel mit obigem Werthe
von G, lehrt, dass flir p. =m + 1 und fiir p. > m -1,
C,=0 wird, da (m —+- 1), = 0 ist, sobald A>m + 1.

Ist hingegen p.=m oder p. < m, so erhilt C, den

in der Formel a) angegebenen Werth, zugleich aber
hat man

A" (p) = C-(—1"m 1), (a—1)"+-...

A (=" @+p —m—1)"=0,

wodurch C, in einer zweiten Form erhalten wird,
nimlich

b) C=(m—p+1—a)"—(m-+1),(m—p—a)"+...
+(—)""Em+1), (1 —a)™

Hiernach ist

S — Co+ Oz + Ozt +, . .+ Cpa™
m— 1 —gym+1
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und zwar hat man nach der crsten Form @) G, =a™,
C=(a~+1)"—(m~+ 1),a™

m
C,=(a—+2)" —(m~+ 1)@+ D™+ (m+ 1),0

Cy=(a+3)"—(m+1),(a+ 2)™+(m+1),(a+1 )™+ (m+1)ga™

u. 8. W.;
nach der zweiten Form b)
C = (m—a)" —(m-1),(m—a— n™...
- (— 1)+ 1, (1 —a)"
C,=(m—a—1)" —(m—+ 1),(m—a—2)"...
- (— 1)(m - 1)1 —a)"

Con—s =(2_a)m___(m+ 1), (1 —a)"

Cm - (1 - a)m'

Fiir beide Formen besteht dasselbe Bildungsgesetz;

in der ersten geht man von @ -+« bis a, in der zw.el:;
ten von 1 —a—+m—p bis 1—a herab; schrel

man in der ersten fir ¢, 1 — @ unfl fiir p, m — i, 18'0
entsteht die zweite oder man hat in kurzer symboli-

scher Bezeichnung
C =[a+p a]=[1—a-+m—1 —al.
t
Daher wird nach der zweiten Form
Cm_“+'=[—a+p., 1 ——a] und Cm_y.__':[Q_.—a_{_p" 1 __a]'

Fiir ¢ = 0 ist G, = [, 0], wofiir man auch [p, 1]
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schreiben kann, also C,=[m1]; Cm—py Wird aber
ebenfalls = [, 17; also ist fiir g — 0, C,= O — a1
Fir a =1 hat man C,=[m—p,0]= [m—p, 1],
Om_"_1 = [m —p, 1], daher C,= Om—p.—i'
Fir a={ wird C,=[3+p 1], Oy =[+p, 1]
(nach der zweiten Form), also C.=¢C,_ e
Setzt man 4= (C,— C, + 02—03...+(—1)"‘0m,
s0 ist also fiir a =0, ¢, =0, C,=0C,, us. w., da-
her wenn m eine gerade Zahl ist, 4, =0,
Fira=1 wird ¢, =0, G=C,_,us. w; da-
her wieder fiir ein gerades my, 4, =0.
Fira=1}ist ¢, = Coy C;=C,_, u.s. w., also
fir ein ungerades m, 4,=0.

Das Polynom 4, ist folglich durch a(a— 1) theil-
bar, wenn m gerade, hingegen durch 2¢ — 1, wenn m
ungerade ist.

Insbesondere ist daher fiir o=1

(1 _z)m+1Sm= 1 4-z™ 1 C'l(x—i-x"'—’)_._. g

+C, @ ™Yy

& m
~+ G, 1(‘”2 +x""> wenn m gerade

m—1

oder +C,_,z % wennm ungerade ist.

2

Einc andere Eigenschaft der ¢ wird ausgedriickt
durch die Gleichung:
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C,+C+C+...+C =m!
Zum Beweise multiplicire man S, mit (1—2)"; cs sei
(1—)"S,=E,+ Ez+ Eg'+...+Ea'+...

so wird E,=a", E, = (a +1)" —ma"™, u.s. W,
m
E,_,=@+m—1)"—m (@a+m—2)".....

- m m
+m(—l)"‘_'m1a"‘ oder E, __,=A"(a+m—1)"—(1—a)".

Da aber allgemein A™ (¢™) =m! ist, so folgt

E

=m!—(1 —a)™
m—1
Fitr p=m oder > m wird Eu:_.—A"‘ (a+p)"=m!,
2
daher (1 —2)"S,, = E,+ Exz + Eg*. ..
— fgm—1
+E,_ _,a" ' —(1—a)"z" ' Zn;f:xﬁ

oder a—az"*'S,=E+Ez. ..
+ B g —(1—a)"e™ ) (1—2) +mla" .
m—32
it dem obigen
om rechter Hand muss mit ;
C, E-a Sé‘io-li)—ln()zx? ~+ ...+ C, o™ iibercinstimmen, und
zv(zfar fﬁlr jedes z; daher folgt firz=1, G+ C,. ..

— m!
+C, =ml

Es sei L
Co+ O+ Cox® 4+, .Uy 42
Sm+1 = 1—am+2
oder nach der im Eingange erwiihnten Relation
d@%Sy) o
xt¢— lgfm - ‘Sm 4+ 17
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d Cox®+ Oz ¥y 4 Gy +-m
(1 —a)ym+1 )__ Cly+-Chaot 4y a1
x4 ldx - 1 —am+2 )

so folgt nach ciner leichten Rechnung fiir alle g von
0 bis p. = m —+ 1 die Recursionsformel

C,=@+yp) Co+(m=4-2—a—yp) Co_ s

wo C,, , , = 0 7u setzen ist.

Fir m=1ist ¢;=a, C,=1—a; wenn nun a
und 1 — a beide positiv sind oder auch cine dieser
Grossen = 0 ist, so zeigt vorstehende Formel, dass
alsdann die C fiir jedcs beliebige m immer positiv sind.

Setzt man G -+ C,z + C’+...+ C, 2" =T (v, q)
und bildet hiernach ¥ (z, a +n) = C"+ O™ g +-...
+ C,™a™, so ergiebt sich die Summe der endlichen
Reihe

S, =a"+(a+1)"z+(a+2)" 2% +...+(a+n— 1)z ",

nimlich

S = Tx,0)—2"B(x,a+n) N
m (1 —ax)ym+i _(l—x)m""'

Diese Formel gilt fiir jedes z, da die bei der un-
endlichen Reihe nothwendige Bedingung 22 << 1 hier
wegfallt. Fiir =1 und = —1 findet sich &, aus
bekannten Summationsformeln; aus der vorstchenden
Formel wiirde sich der Werth von &' fiir =1 nur
durch wicderholte Differentiationen des Zihlers N er-
geben. Fir z = — 1 gicbt dagegen dic Formel nicht
unbequeme Entwickclungen. Es sind z. B, m = 4
und 4, =
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a* — {(a+1)'—ba*} +(a-+2)'— 5(a + 1)'+ 10a'—
{(2 —a)*—5(1 —a)t}+ (1 —af,
oder
4,=16a'—6(a—+1)—+(a—+2)'—(2—a)'+6(1—a)'=
16 (a* — 2a° + a).
Wird hiernach gesetzt B,=16((a-+n)i—2(a+n)’+a+n),

so wird §,/=284=CV"BJ oder gt (a-+1)+{a+2)".
+(—1D)""'"a+n—1) =
Hat—26*4-a—(—1)*((a+ n)—2 (a+-n)~a-+n)}.

Eben so findet sich 4,=22a°—7(a—+1)~+(a~+2P—
29(1 —af+7(2—a—(3 —af, dasist 4, =
16 (2a°® — 5a* + H5a®— 1) und hieraus
0 —(@-+1P4-(@+2)° - .= (—1)"(@a+n—1)==
19a5-5a‘+5aP~1~(~1)"(2(a+n)~ 5 (a+n)*+5(a+n)~1 I
Zur leichten Berechnung der Summe der unend-
lichen Reihe
S =142+ 3" + 4" + 5" . . .,
m
wobei 22 << 1 scin muss, dient fiir dic ersten Werthe
von m folgende Tafel:
(1—x) §,=1,1—a2)8=1,1—2)’8 =1+,
(1 —2)S=1 + 2° + 4x,
(Q—ap 8, =1+2*+11(z+2a%), (1 —a)°S=
1 4+ 2+ 26 (x4 2°) + 6673,
(1 —2) 8 =1 4 2° + b7 (x + 2%) + 302 (2* + 2%).
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(1—2)° §; = 1+2"+120(z+2%)+1191(2*+2*)+-241 62",

(1—2)° 8§ =1+2"4+ 247 (x+2°) + 4293(2°+ 2°)+-
15619 (2* + 1),

(1—2)"°S) =14+2°+502(2~+2")+14608 (2%+1°) +
88234 (2® +- 2%) +- 1561902",

(1—2)"'Sy== 1+ 2"+ 1013 (z-+2°)+ 47840 (2®+2") +
455192 (z*+2°) + 1310354 (v*+a).

(Tiré du Bulletin, T. XXV pag. 225—229.,

ot Ibmprligxé par ordre de I’Académic Impériale des Sciences.
ctobre 1878. C. Vessélofsky, Scerétaire perpétucl,

Imprimeric de PAcadémie Impériale des Sciences.
(Vass.- Ostr., 9° ligne, Ne 12)
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Quelques remarques analytiques a loccasion
drun ouvrage de Mr. le Prince 8.8.Ourous-

sof, par Ferd. Minding.

Dans un ouvrage sur les équations différentielles,
publié & Moscou en 1863, Mr. le Prince Ourous-
sof vient de prendre en considération quelques-uns de
mes travaux et de les soumettre & un jugement dé-
taillé. C'est sans doute & cette circonstance que je
dois l’exemplaire du dit ouvrage, que Mr. Pauteur
a bien voulu faire parvenir entre mes mains. Je sai-
sis avec empressement ’occasion de m’expliquer sur
différents points mis en question, espérant qu’une
libre discussion de ces objets ne sera pas sans quelque
utilité. Il s’agit surtout de mon mémoire sur 'inté-
gration des équations différentielles, publié par I’Aca-
démie en 1862 parmi les mémoires des savans étran-
gers. C’est & P'occasion d’une équation trés connue,
dont je me suis servi dans le dit mémoire, comme point
de départ, que Mr. I'auteur ajoute les remarques sui-
vantes (p. 117).

1) La substitution appliquée dans le mémoire cité
ne permet de résoudre le probleme, que lorsque
(dans V'équation Mdz —+ Ndy = 0) M et N sont

1



