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Kvantaalide laiendid
Bakalaureusetoo
Urmas Luhadar

Lihikokkuvote

Antud bakalaureuseto6s uurime kvantaalide laiendeid. Toestame kolm pohitulemust. Esi-
teks kui meil on mingi faktoriseeruv kvantaal (), siis mistahes maatrikskvantaal iile ) on
Q@ laiend. Teiseks mistahes ithikuga Reesi maatrikskvantaal iile {ihikuga kvantaali () on
tema laiend. Kolmadaks kaks faktoriseeruvat kvantaali omavad {ihist laiendit parajasti
siis kui nad on Morita ekvivalentsed.

Nende teoreemide toestamiseks kasutame kvantaalmaatrikseid ja mooduleid ning kvan-
taalide Morita teooriat.

Tulemuste ja nende toestuste ideed on voetud ringiteooriast ning kohandatud kvantaa-
lidele.

CERCS teaduseriala: P120 Arvuteooria, véljateooria, algebraline geomeetria, al-
gebra, rithmateooria.

Mairksonad: algebra, maatriksid (mat.), moodulid (mat.), poolrithmad (mat.), vored
(mat.).

Enlargements of quantales
Bachelor thesis
Urmas Luhadéar

Abstract

In this bachelor thesis we study the enlargements of quantales. We prove three main
results. Firstly that if ) is a factorizable quantale then any matrix quantale over () is
an enlargement of (). Secondly that any unital Rees matrix quantale over a quantale ()
with identity element is an enlargement of (). Thirdly that two quantales have a joint
enlargement if and only if they are Morita equivalent.

To prove these theorems we use quantale matrices and modules and some Morita
theory of qunatales.

The the main theorems and their proofs come from ring theory and are modified for
quantales.

CERCS research specialisation: P120 Number theory, field theory, algebraic geo-
metry, algebra, group theory.

Key Words: algebra, matrices (math.), modules (math.), semigroups (math.), lattices
(math.).
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Sissejuhatus

Esimesena kisitles teooriat, mida me tdnapéeval tunneme Morita teooriana, jaapani ma-
temaatik Kiiti Morita, kes defineeris aastal 1958 iihikelemendiga rinigde Morita ekviva-
lentsuse. Kaks tihikelemendiga ringi on Morita ekvivalentsed kui nende unitaarste parem-
poolsete moodulite kategooriad on ekvivalentsed.

Téanaseks paevaks on uuritud ka paljude teiste struktuuride Morita ekvivalentsust. Néi-
teks on seda tehtud iihikuta ringide, monoidide, poolrithmade, jarjestatud poolriihmade
ja kvantaalide jaoks.

Selles bakalaureuset66s me uurime struktuure, mida kutsutakse kvantaalideks. Kvan-
taali moiste toi sisse Mulvey [18]. Kvantaalid on moneti sarnased ithikuta (pool)ringidega,
sest iilemiste rajade votmine ja liitmine on sarnaste omadustega ning kdituvad korru-
tamisega samamoodi. Samas lopmatute iilemiste rajade votmine ei ole algebraline tehe
klassikalises mottes, sest traditsiooniliselt loetakse, et tehted on lopliku aarsusega.

Uhikelemendiga kvantaalide Morita ekvivalentsust uuriti esmakordselt artiklis [1]. Hil-
jem on Jan Paseka arendanud Morita teooriat ka iihikuta kvantaalide jaoks, muuhulgas
artiklites [9], [10] ja [11].

Antud bakalaureusetoos me defineerime kvantaalide jaoks laiendi moiste sarnaselt
poolrithmade ja ringide laienditega ning anname laiendite abil tarviliku ja piisava tin-
gimuse kahe faktoriseeruva kvantaali Morita ekvivalentsuseks. Regulaarsete poolriihmade
laiendid defineeriti esmakordselt artiklis [5]. Ringide jaoks on see moiste sisse toodud
artiklis [4]. Antud bakalaureuse t66s defineerime vajaliku masinvirgi kvantaalide Mori-
ta teooriaga tegelemiseks, toome néiteid kvantaalide laienditest ning toestame, millal on
kahel faktoriseeruval kvantaalil {ihine laiend.

Toestatavad tulemused ja nende toestused on ringiteoreetilise artikli [4] analoogid
kvantaalide jaoks.

Vajaliku teooria kvantaalide ja nende tensorkorrutiste jaoks oleme votnud peamiselt
doktoritodst [14], kusjuures siinses t66s oleme {iritanud kategooriateooria sisse toomist
valtida.

Esimese peatiikis toome sisse vajaminevad moisted ja toestame moned lihtsamad abi-
tulemused. Teises peatiikis néditame, kuidas konstrueerida antud kvantaalile laiendeid esi-
teks kvantaalmaatiksite kvantaalina ja teiseks Reesi maatrikskvantaalina. Kolmandas pea-
tiikis toome sisse kvantaalmoodulite tensorkorrtuised ja kvantaalide Morita kontekstid
ning toestame, et kaks faktoriseeruvat kvantaali omavad iihist laiendit parajasti siis kui
nad on Morita ekvivalentsed.



1 Pohimoisted

Definitsioon 1.1. Olgu meil hulk G, millel on antud seos <C G x G. Siis hulka G koos
selle seosega nimetame osaliselt jarjestatud kulgaks, kui

l.VieGr<zx
2. Ve,yeGr<yjay<e = =y
3. Ve,y,zeGer<yjay<z = x <2

Definitsioon 1.2. Elementi a € G nimetatakse osaliselt jéarjestatud hulga G alamhulga
X iilemiseks rajaks, kui iga x € X korral x < a jaiga b € G korral kui iga x € X korral
x < b, siis a < b. Alamhulga X iilemist raja tahistatakse \/ X voi sup X. Duaalselt saab
defineerida alamhulga X alumise raja A X.

Definitsioon 1.3. ([3|) Osaliselt jarjestatud hulka G nimetame t#ielikuks voreks, kui
iga X C G korral leidub sup X = \/ .y zjainf X = A __ .

zeX

Definitsioon 1.4. Olgu G ja T taielikud vored. Siis kujutust f: G — T nimetame taie-
like vorede homomorfismiks, kui iga X C G korral f(\/ X) =V f(X) ja f(NX) =

N F(X).

Definitsioon 1.5. Olgu G taielik vore. Siis G alamhulka A nimetame G taielikuks
alamvoreks, kui iga A alamhulga X korral \/ X € A ja A X € A.

Antud t606s tegeleme sup-voredega, mis on vored, kus leiduvad iilemised rajad koikidest
hulkadest. Sup-vorede definitsioon ja omadused on voetud doktoritoost [14].

Definitsioon 1.6. Osaliselt jarjestatud hulka G nimetame sup-voreks, kui iga X C G
korral leidub iilemine raja sup X = \/ X =/, .

Definitsioon 1.7. Olgu G ja T sup-vored. Siis kujutust f: G — T nimetame sup-vorede
homomorfismiks (voi sup-vorede morfismiks), kui mistahes X C G korral f(\/G) =

V H(G).

Definitsioon 1.8. Olgu G sup-vore. Siis G alamhulka A nimetame G alamsup-voreks
kui iga A alamhulga X korral \/ X € A.

Tuleb vilja, et sup-vore definitsioon on samavaarne téieliku vore omaga, kuid neil
kahel moistel peab vahet tegema, sest sup-vorede homomorfism (alamsup-vore) ei pruugi
olla téielike vorede homomorfism (téielik alamvore).

Lause 1 ([3]). Kui jdrjestatud hulgas G leiduvad koik tilemised rajad, siis leiduvad ka koik
alumised rajad.

Toestus. Olgu X C G.OlguY ={y € G| Ve € X:y < x}. Téestame, et \/Y = A\ X.
Ilmselt iga z € X korral \/Y < z s.t. \/Y on hulga X alumine toke. See on ka suurim
alumine toke, sest kui z < x iga x € X korral, siis Y definitsiooni kohaselt z € Y, mistottu
z< VY. O



Vaba sup-voret on meil vaja tensorkorrutiste defineerimise jaoks. Kui X on hulk, siis
P(X) téhistab tema koigi alamhulkade hulka.

Lause 2. Olgu X mingi hulk. Siis osaliselt jirjestatud hulk (P(X),C) on vaba sup-vére
selles mottes, et kui i: X — P(X),x — {z} on loomulik sisestus ja Y suvaline sup-
vore, siis iga kujutuse f: X — 'Y jaoks leidub theselt madratud sup-vorede homomorfism
h: P(X)—Y nii, et hi = f, s.t. jirgime diagramm kommuteerub.

P(X)

N
Py

X

Y
f

Téestus. Lihtne on néha, et (P(X), C) on sup-vore, kus tilemisteks rajadeks on ithendid.
Olgu A C X. Defineerime
=\/ f(a)

a€A

Néitame esiteks, et h on sup-vorede homomorfism. Selleks olgu meil mingi hulk [ ja iga
1 € I korral U; C X. Siis

MJoy =\ rw =\ flw)=\/ h)

i€l ueUiEI U; i€l u; €U, el
Jargmisena toestame vorduse hi = f. Olgu z € X. Siis
(hi)(@) = h({z}) = \/ f(a
ze{x}

Viimasena néitame h iihesuse. Olgu meil mingi teine sup-vorede homomorfism g: P(X) —
L, mis rahuldab vordust ¢gi = f. Olgu meil mingi suvaline A C X. Siis

g(A) = g(|J{a})

a€A

=\ 9({a})

acA

Kuna g viib suvalise P(X) elemendi samaks Y elemendiks mis h, siis on need funktsioonid
vordsed. O



Defineerime sup-vorede kongruentsid ja faktorid samamoodi nagu need on defineeritud
universaalalgebrate jaoks raamatus [2]. Margime, et sup-vored ei ole universaalalgebrad,
sest lilemine raja lopmatul hulgal ei ole algebraline tehe.

Definitsioon 1.9. Olgu X sup-vore. Siis ekvivalentsusseost p hulgal X nimetame kong-
ruentsiks, kui mistahes hulga [ ja elementide z;,y; € X, kus ¢ € I, korral kehtib impli-

katsioon
Vi € I xipy;) = (\/:m) P (\/yz> )

i€l el

Tekkivat faktorhulka tdhistame kui X/p ja elemendi z € X ekvivalentsiklassi kui 7.

Lause 3. Olgu U ja V' sup-vored ning olgu f: U — V sup-vorede homomorfism. Siis
homomorfismi f tuum ehk seos

ker f = {(z,y) € U°|f(z) = f(y)}
on kongruents

Téestus. Olgu I hulk ja iga i € I jaoks z;,y; € U sellised, et (x;,y;) € ker f. See on
samavédrne sellega, et f(x;) = f(y;) igai € I korral. Seegaka \/,.; f(z;) = Ve, [(yi). O

Lause 4. Kui meil on sup-vore X ja selle kongruents p, siis sup-vore X ekvivalentsiklas-
sid p jirgi moodustavad sup-vore kui ilemine raja defineerida esindajate abil: \/,.; 7; =

\/iEI Li-

Toestus. Peame veenduma definitsiooni korrektsuses. Olgu I hulk ja olgu x;,y; € X
sellised, et 7; = y;(ehk z;py;) iga i € I korral. Siis sellest, et p on kongruents jareldub, et

)+ (1) = -

el i€l i€l i€l

Jargnev lause on klassikalise homomorfismiteoreemi tildistus.

Lause 5. Olgu X ja'Y sup-vored ja olgu p kongruents sup-vorel X. Olgu f: X =Y sup-
vorede homomorfism. Kui p C ker f, siis kujutus g: X/p — Y, T — f(x) on korrektselt
defineeritud ja sup-vorede homomorfism s.t. kut m on loomulik projektsioon faktorhulgale,
on jargmine diagramm kommutatiivne.




Toestus. Olgu z,z € X sellised, et T = Z, s.t. zpz. Siis kuna p C ker f, kehtib
(z,2) €p = (,2) Eker f = f(z) = f(2) = g(z) = g(2).

Oleme naidanud, et g definitsioon on korrektne.
Niiiid kui meil, on mingi hulk I ja z; € X iga ¢ € I korral, siis

g\ 7) = g\ ) = F(\ ) = \/ f(z:) = \/ 9(@D).

el el iel iel il

Néeme, et g on sup-vorede homomorfism.
Lopuks naitame, et diagamm on kommutatiivne. Selleks olgu meil x € X. Siis

9(r(z)) = 9(x) = f(x).
0

Lause 6. Kui X on sup-vore ja on antud mingi seos p C X x X, sus leidub vahim sup-vore
kongruents, mis sisaldab seost p. Seda kongruentsi nimetatakse seose p poolt genereeritud
voi tekitatud kongruentsiks.

Toestus. Naitame esiteks, et mistahes kongruentside tihisosa on kongruents. Olgu I mingi
hulk ja olgu meil kongruentsid p;.

Kuna iga kongruents on ekvivalentsusseos, on meil {ihisosa ekvivalentsusseostest, mis
on ekvivalentsusseos.

Olgu meil mingi hulk J ja mingid elemendid z;,y; € X,j € J nii, et iga ¢ € I korral
zjoy;. Kuna iga i korral p; on kongruents, kehtib iga i € I korral (\,c; 2;)0i(V;c;95),
mida oligi tarvis.

Olgu niitid S, koikigi selliste kongruentside hulk, mis sisaldavad seost p. Siis & = (), .0
on mittetiihi, sest p sisaldub igas kongruentsis o € S. Seos k on kongruents, mis sisaldab
endas kongruentsi p, kuna iga iihisosas olev kongruents sisaldab kongruentsi p. Kuna
k sisaldub igas kongruentsis, milles sisaldub p, on see vahim kongruents, mis sisaldab
kongruentsi p.

[
Ka kvantaalidega seotud moisted on voetud doktoritoost [14].

Definitsioon 1.10. Kvantaal (ingl. k. quantale) on sup-vore @) koos assotsiatiivse kahe-
kohalise tehtega * : Q) x ) — @ (mida kutsume kvantaali korrutamiseks), mis rahuldab
jargmisi distributiivsuse tingimusi:

a * (\/b2> :\/(a*bi) ja (\/bz) *a = \/(bi*a)
iel iel iel i€l
mistahes indeksite hulga I ja elementide a,b; € ), i € I korral.

Edaspidi, kui segadust ei teki, jaitame korrutamise mérgi dra ja kirjutame lihtsalt kaks
tegurit korvuti.



Definitsioon 1.11. Olgu @) kvantaal ja .S C . Siis hulka S nimetame kvantaali ) alam-
kvantaaliks, kui ta on kinnine suvaliste iilemiste rajade suhtes ja kinnine korrutamise
suhtes.

Definitsioon 1.12. Utleme, et kvantaal @ on iihikelemendiga kvantaal, kui leidub
selline element 1 € Q, et iga ¢ € Q korral 1 xg=¢x 1 =gq.

Definitsioon 1.13. Nimetame kahte kvantaali isomorfseteks, kui nende vahel leidub
bijektiivne kujutus, mis silitab iilemisi rajasid ja korrutamist (isomorfism). Uhikuga
kvantaale nimetatakse isomorfseteks, kui nende vahel leidub isomorfism, mis séilitab ka
Uhikelementi.

Kvantaalide laiendid defineerime analoogina poolrithmade ja ringide laienditele (vt [5]
ja [4]).

Definitsioon 1.14. Olgu () kvantaal. Kahe () alamkvantaali S ja R korrutiseks nime-
tame hulka

SR = {Viers; *r; | I on mistahes hulk,Vi € I s; € S,r; € R}.

Analoogilist tédhistust kasutame ka kolme voi enama alamhulga korral.
Margime, et kuna iga SR element kuulub hulka @), siis on SR hulk.

Definitsioon 1.15. Utleme, et kvantaal Q on kvantaali R’ laiend, kui leidub kvantaaliga
R’ isomorfne kvantaali () alamkvantaal R nii, et

Q=QRQ ja R=RQR.

Definitsioon 1.16. Utleme, et kvantaal Q on faktoriseeruv, kui Q = Q?, s.t. iga ¢ € Q
jaoks leidub hulk I jaiga i € I jaoks a;,b; € @ nii, et ¢ = \/,; a;:b;.
Lemma 1. Uhikelemendiga kvantaal on faktoriseeruv.

Toestus. Olgu meil kvantaal (). Kuna kvantaal on korrutamise ja iilemiste rajade suhtes
kinnine, on sisalduvus Q? C @ selge. Teistpidi sisalduvuseks olgu meil ¢ € ). Mirkame,
etg=qx*x1¢€ Q> O

Lemma 2. Kvantaalide isomorfism sdilitab faktoriseeruvuse.

Toestus. Olgu p: A — B kvantaalide isomorfism. Olgu A faktoriseeruv. Naitame, et
ka B seda on. Sisalduvus B* C B on selge. Olgu meil b € B, siis ¢ '(b) € A. Seega
@71 (b) = Vo wivi, kus I on hulk ning u;,v; € Aiga i € I korral. Rakendame isomorfismi

¢ molemale poole ja saame b = o(\,.; wivi) = V.o p(wi)e(v), kus o(u;), o(v;) € B iga
i € I korral, seega ka B C B2 O

Lause 7. Igas kvantaalis Q) kehtib q1. = 1q= 1.

CIJ—:C.I(\/@):\/Q:L‘:\/@:J_.

el

Sarnaselt 1 = 1gq. n

Toestus. Toepoolest



Lemma 3. Fuoktoriseeruva kvantaali laiend on faktoriseeruv.

Toestus. Olgu () faktoriseeruv kvantaal ja olgu R tema laiend. Siis kvantaalis R leidub
isomorfne koopia kvantaalist () s.t. voime iildisust kitsendamata eeldada, et () on R
alamkvantaal.

Niiid RRC Rja R=RQR C RRR C RR. ]

Definitsioon 1.17. ([17]) Olgu meil kvantaal @ ja mittetithjad hulgad U ja V. Siis
kujutust
A:UxV—Q, (u,v)— A,

nimetame U x V-kvantaalmaatriksiks.
Koigi selliste kvantaalmaatriksite hulka tahistame Maty v (Q) voi Maty (Q) kui U = V.
Olgu § € Maty v (Q) ning olgu A U x V-kvantaalmaatriks ja B V xT-kvantaalmaatriks.
Kvantaalmaatriksite jaoks saab defineerida iilemise raja punktiviisi, ehk kui

(\/ S) =\ Suu. (1)
SeS /4y  S€S

korrutamise sarnaselt tavalistele maatriksitele kui

(AB)gy = \/ (AzwBuy)

veV

ja konstandiga vasakult korrutamise kui

(qA)zy = qAsy-

Analoogselt defineerime ka paremalt konstandiga korrutamise.



2 Kvantaalide laiendid

Olgu @ kvantaal, U ja V hulgad, v € U, v € V ja a € Q. Téhistagu siis A, ,(a) sellist
U x V maatriksit, kus kohal (u,v) on element a ja mujal L.

Lemma 4. Olgu Q) kvantaal ning olgu U,V ja W mittetihjad hulgad. Siis
Ayv(a)Ayw(b) = Ay w(ab).

Toestus. Kirjutame maatriksid vélja koordinaaditi ja rakendame korrutamise definitsioo-

ni:
(Aup(@)Avw(b))ey = \/(Au,v(a))x,i(A(b)v,w)Ay'
eV

Kui x # u voi y # v, siis tuleb kohale zy element 1, sest meil on {ilemine raja korrutistest,
kusjuures igas korrutises vihemalt {iks element on vordne elemendiga 1 ja seega votame
tilemist raja vihimatest elementidest, mis on vihim element.

Kui ¢ = w ja y = v, siis on meil iilemine raja elemendist ab ja korrutistest, milles
viahemalt iiks tegur on L. Votame iilemise raja vihimatest elementidest ja elemendist ab,
mis on ab. O]

Lemma 5. Olgu Q kvantaal ja olgu U, V, S, T mittetiihjad hulgad. Olgu B mingi V x S
kvantaalmaatriks. Siis

Ay p(a)BAsi(c) = Ayi(aBy s¢),
kus Ay p(a) on U XV ja Agi(c) on S x T kvantaalmaatriksid.

Téestus. Arvutame korrutise A, ,(a)BA;.(c). Vaatame esiteks parempoolset korrutist
BA,,(c). Kohal i, j on see

(BAs4(c))ij = \/ Bi A ()i
leu

Néeme, et kui j # ¢, siis on tegemist vihima elemendiga, kuna tekib iilemine raja korru-
tistest, kus igas on vahemalt iiks tegur | ja saame iilemise raja vihimatest elementidest.
Kui niiiid j = ¢, siis kohal ¢, ¢ on element B; ;c, sest A ,(c)s+ = ¢,koik iilejadnud elemendid
tulevad vahimad elemendid, nende korrutised B elementidega tulevad vahimad ja iilemine
raja tuleb kokkuvottes B; ;c. Korrutades seda vasakult maatriksiga A, ,(a), saame kohale
1, analoogselt eelnevaga véhima elemendi kui ¢ # u, kohale u, v saame aB, sc ning j # ¢
korral vihima elemendi kohale u, j, sest maatriksis BA;¢(c) on kohal j,¢ j # ¢ alati vihim
element. O

Teoreem 1. Kui Q) on faktoriseeruv kvantaal, siis on R := Maty(Q) kvantaali Q laiend.

Toestus. Olgu q € Q jau,v € U.
Fikseerime k& € U (U on mittetiihi). Néitame esiteks, et hulk

Q" = {Ar(g)lg € Q}

10



on kvantaali R alamkvantaal. Koigepealt nditame, et ta on kinnine suvaliste lilemiste
rajade suhtes. Selleks olgu meil mingi )’ alamhulk S. Iga s € S korral voime kirjutada

s = Ay r(gs). Saame
(\/ 9)is = V (Aek(gs))is-

ses

Kuna iilemisi rajasid voetakse punktiviisi, siis kohale k, k saame \/,_¢ s ja mujale \/ .o L =
L. Ndeme, et tulemuseks on Ay (V,cq(qs)) € Q.

Kuna Ag x(q1) Ak k(q2) = Ak x(q192), siis on @' ka korrutamise suhtes kinnine.

Eelnevast on niha, et p: Q — @', ¢ — A x(q) on kvantaalide homomorfism. On selge,
et see on siirjektiivne (definitsiooni pohjal) ja injektiivne (kaks maatriksit on vordsed
parajasti siis kui nad on koordinaaditi vordsed). Ndeme, et @@ = @'. Seega on ka @
faktoriseeruv.

Toestame niitid, et R = RQ’R. Sisalduvus RQ'R C R on selge, kuna R on kinnine
korrutamise suhtes. Sisalduvuse R C R(@)’R néiitamiseks piisab toestada, et iga u,v € U
jaiga ¢ € Q korral A, ,(q) € RQ'R, sest iga B € R korral

B = \/ Auv(Buv)

u,velU

Eelnev valem kehtib, sest punktiviisi {ilemisi rajasid vottes saame, et kohal uv on meil
B, ilemine raja vihimate elementidega.

Kvantaali ) faktoriseeruvust kaks korda ja distributiivsust rakendades saame, et iga
q € Q korral ¢ = \/,; a;bic;, kus I on mingi hulk ja a;, b;, ¢; € Q. Siit

\ Auk(ai) Ak (b:) Aro(c) = \/ Aun(ar) Ao (bici) (lemma 4)
el el
= \/ Ay o(aibic;) (lemma 4)
el
= Auu(\/ aibic;) (def. (1))
el
== Au,v(Q)-

Naitame niitid, et kehtib Q" = Q' RQ’. Nieme, et iga a,c € @ ja B € R korral kehtib
lemma 5 kohaselt
Ak7k(a)BAk7k(C) = Ak7k(aBk7kc).

Niitid on sisalduvus Q' RQ’ C @)’ ilmne ja teistpidine tuleb Q" faktoriseeruvusest. []

Reesi maatrikskvantaalid ja nendega seotud moisted oleme iildistanud ringiteooriast
(vt [4]).

Definitsioon 2.1. Olgu @) kvantaal. Olgu meil mittetiihjad hulgad U ja V ja olgu P
V' x U kvantaalmaatriks. Siis Reesi maatrikskvantaaliks M(Q; U, V; P) nimetatakse
koigi U x V kvantaalmaatriksite hulka {ile ), kus iilemine raja defineeritakse samamoodi
nagu kvantaalmaatriksitel ja korrutamine eeskirjaga

XoY =XPY.
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Lause 8. Reesi maatrikskvantaal on kvantaal.

Toestus. Olgu M(Q;U,V, P) Reesi maatrikskvantaal. Ilmselt on tegemist téieliku vorega,
kus on méadratud assotsiatiivne korrutamine. Naitame, et see korrutamine on distributiiv-
ne tllemiste rajade suhtes. Olgu meil selleks indeksite hulk I C M(Q;U,V, P), igai € [
jaoks elemendid Q; € M(Q;U,V,P) ja X € M(Q;U,V, P).

Xo\/Qi=XP\/Qi=\/(XPQ)=\/(X0oQ)).
iel iel iel iel
Teiselt poolt korrutamise puhul toimime analoogselt. O

Definitsioon 2.2. Nimetame Reesi maatrikskvantaali M(Q;U,V; P) iihikuga Reesi
maatrikskvantaaliks, kui ) on iihikelemendiga kvantaal ja maatriksis P on vihemalt
iihel kohal iihikelement.

Margime, et iithikuga Reesi maatrikskvantaalil ei pruugi olla iihikelementi korrutamise
suhtes.

Teoreem 2. Olgu Q) ihikuga kvantaal. Siis on suvaline tihikuga Reesi maatrikskvantaal
M = M(Q;U,V; P) kvantaali Q laiend.

Toestus. Kuna M on tihikuga, siis leiduvad = € U ja y € V nii, et P,, = 1. Vaatame
hulka

Q' ={Aay(a)lg € @}

Naitame, et tegemist on kvantaali M alamkvantaaliga. Koigepealt kuna tilemised rajad
defineerisime sama moodi nagu kvantaalmaatriksite puhul, siis on ka nende kinnisuse
toestus analoogne.

Néitame kinnisust korrutamise suhtes. Olgu meil A, ,(q), A, ,(p) € Q'. Siis

Az y(q) 0 Ay (p) = Asy(q)PAsy(p).
Lemmat 5 kasutades ndeme, et
Auy(@)PAsy(p) = Avy(qPyap) € Q.

Toepoolest Q' on kvantaali M alamkvantaal.
Toestame niiiid, et Q" = (). Selleks naitame, et funktsioon

0:Q—Q, v(q) = Asy(q)

on isomorfism. On selge, et tegu on bijektsiooniga. Peame néitama, et ¢ on kvantaalide
homomorfism. Toestame koigepealt, et ¢ siilitab iilemised rajad:

o (\/ %’) = Ay (\/ qz») =\ Ay (@) = \/ ().

el el iel icl
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Samuti ndeme, et ¢ séilitab korrutamist:

p(ab) =

Niitid on veel toestada vordused M = Mo Q' o M ja Q' = Q' o M o Q'. Sisalduvus
MoQ oM C M on ilmne. Sisalduvus Q' o Mo Q' C @' tuleb lemmast 5:

\/ Azy(ai) 0 Cio Agy(bi) = \/ Avy(a:) PCiP Ay ()
el el
=\/ Ay (a:(PCP), b))
el
= Auy(\/ a:(PCP),,b) € Q.
el

Néitame sisalduvuse Q' C ' o M o @)". Olgu meil A, ,(q) € @'. Siis

Az y(1) 0 Azy(q) 0 Aay(1) = P Az y(q)PAsy(1)

A
Awy(l qu)PAxy( )
A
Ay (

T,y 11(]) (1) = Ax,y(Q)PAx,y(l)
z,y qu xl) = Az,y(qll) = Aw,y(Q)'

Lopuks toestame sisalduvuse M C M o @’ o M. Kuna kvantaal on kinnine iilemiste
rajade suhtes ja neid voetakse punktiviisi, siis piisab kui toestame, et suvaliste u € U,

veVijaqgeQ korral Ay, (q) € Mo Q' o M. Viimane kehtib, sest

Au,v(q) = Au,y(Q)PAa:,y(l)PAx,v<1) = Au,y((l) © Aa:,y(l) © A:c,v(1>‘
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3 Laiendid ja Morita ekvivalentsus

Kvantaalmoodulite ja nende tensorkorrutiste defineerimisel tugineme doktoritoole [14].

Definitsioon 3.1. Olgu @ kvantaal. Siis vasakpoolseks ()-mooduliks ehk vasakpool-
seks kvantaalmooduliks iile kvantaali () nimetatakse sup-voret M, mille jaoks on

defineeritud toime
*: QXM — M,

(¢, m) = qxm,
mis rahuldab jargmiseid tingimusi:

1.
Va1,q2 € Q,Ym € M (q1g2) x m = q1 * (q2 * m),

2. toime on distributiivne iilemiste rajade votmise suhtes, ehk kui meil on hulk A C M
ja hulk B C @, siis iga ¢ € @ ja m € M korral

¢x\/ a=\/(gxa),

acA acA
<\/ b) xm = \/(bxm),
beB beB

Asjaolu, et M on vasakpoolne ()-moodul, viljendatakse kirjutades oM.
Kui segadust ei teki, jitame toime mérgi * ara.

Analoogselt defineerime ka parempoolsed kvantaalmoodulid.

Definitsioon 3.2. Olgu @ ja R kvantaalid ning olgu M vasakpoolne ()-moodul ning
parempoolne R-moodul, kusjuures vasakpoolset toimet tdhistame stimboliga %; ja parem-
poolset toimet siimboliga x,.. Kui iga ¢ € Q,r € R ja m € M korral kehtib

(g m) %17 =q* (mx, 1),

siis titleme, et M on (Q, R)-bimoodul ja kirjutame ¢Mp.
Sellist bimoodulit g My nimetame unitaarseks, kui QM = MR = M, kus

QM = {V;cr(q; %, m;) | I on mistahes hulk,Vi € I ¢; € Q,m; € M}

ja M R on defineeritud analoogselt.
Jérgnevas jatame toime margid dra kui segaust ei teki.

Lemma 6. Kui oM on kvantaalmoodul, siis iga m € M korral

J_Qm = J_M
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Toestus. Toepoolest,

Lom = (VO)m = \/(qm) = \/@ = L.

qel

]

Definitsioon 3.3. Olgu Ng ja oM @Q-moodulid ja L sup-vore. Kujutust f : N x M —L
nimetatakse bimorfismiks, kui

d \/iEI f(nzvm) = f((\/ze] ni)a m)>
i vz‘el f(na mz) = f(nv \/ie] mi):
o f(ng,m) = f(n,qm).
mistahes hulga I ja n,n; € Ng, m,m; € oM korral.

Definitsioon 3.4. Olgu @ kvantaal. Olgu N ja M bimoodulid, kusjuures N on parem-
poolne -moodul ja M on vasakpoolne (-moodul. Siis nende tensorkorrutiseks N ®q M
nimetatakse sup-voret P(N x M)/p, kus p on seose

~{({(vanh-Uten ) lac sy earfy
{({(x,\/B>},g{(x,b)}) xEN,BgM}U

{{z*q,y)} {(z,gxy)P]z e Ny e M,q e Q}

poolt genereeritud kongruents. Kuna P(M; x M,) on sup-vore ithendi suhtes, siis saame
ilemised rajad tensorkorrutisel defineerida esindajate kaudu jargmiselt. Olgu I mingi hulk
jaiga i € I korral A; € P(N x M) siis vastavalt lausele 4 saame

Va-Un.

iel iel
Faktorhulga P(N x M)/p elementideks on p-klassid. Sellist p-klassi, kuhu kuulub hulk
{(z,y)} hakkame edaspidi tahistama = ® y ja nimetama (-tensoriks voi lihtsalt ten-

soriks kui on selge, mida méeldakse. Kui X € P(N x M), siis téhistame X p-klassi ka
kui X. Tensorkorrutise N ®¢ M igat elementi saame esitada kujul

\/xi ®y17

el

Tdepoolest olgu meil mingi element V € N ®g M. Niiiid V C N x M kui hulk on ilmselt
oma iiheelemendiliste alamhulkade ithend s.t. V = [J o {v} ja iga v € V esitub kujul
(ny, my), kus n, € N jam, € M. Saame

V= U{(nv,mv)} = \/ {(ny,my)} = \/ Ny @ My

veV veV veV

Olgu x € N,y € M jaq € @ ning olgu A C N ja B C M. Seose p definitsioonist
jareldub, et tensorkorrutises N ®g M kehtivad jargmised arvutusreeglid:
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® 1qRY =1Xqy,
e 1®\VB=V,pr®b,
o VARyYy =V, cq4a®uy.

Kui N on (R, @)-bimoodul, voime vasakpoolse R—toime tensorkorrutisel defineerida moo-

duli N toime abil:
r (\/ T, ® yi> = \/(T’SEZ) & Y-

iel iel
Saab ndidata, et sellise toimega on N ®g M vasakpoolne R-moodul. Analoogiliselt saab
N ®¢g M muuta parempoolseks ()-mooduliks, kui M on (@), R)-bimoodul.

Tuleb vilja, et tensorkorrutise voib ka defineerida lédbi universaalomaduse. Saab toes-
tada, et niimodi defineeritud tensorkorrutis on isomorfne eespool antud definitsiooniga.
Nonda on tehtud néiteks doktoritoos [14].

Teoreem 3. Olgu Mg ja oN Q-moodulid ning X mingi sup-vore. Olgu j: M x N —

M ®¢g N, (m,n) — m ® n. Siis iga bimorfismi f: M x N — X jaoks leidub theselt
mddratud sup-vorede morfism h: M ®q N — X nii, et f = hj.

M ®q N

Téestus. Kui meil on vaba sup-vore P(M x N) baasiga M x N, siis tdnu lausele 2 saame
kujutuse f laiendada sup-vorede morfismiks g: P(M x N) — X.
Néitame, et p C ker g, kus p ja o on tensorkorrutise definitsioonis defineeritud seosed.
Kuna kehtivad

gV A =\ Ay =\ flay =\ el =g @)}

gl \/ B)Y) = f(z,\/ B) = \/ f(x,0) = \[ g({(2,0)}) = g(| J{(z,0)}),

9{(zq,9)}) = f(vq,y) = f(z,qy) = 9({(z,qv)})

siis ndeme, et 0 C ker g. Kuna p on vahim kongruents, mis sisaldab seost o, siis p C ker g.
Lause 5 pohjal on niitid kujutus h: M ®9 N — X.T — g(x) korrektselt defineeriud
homomorfism.
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Toestame niitid iihesuse. Oletame, et meil on h1: M ®g N — X ja ho: M ®g N — X
molemad sellised sup-vorede homomorfismid, et f = hyj ja f = hyj. Siis iga A € P(M X
N) korral

O

Universaalomadus lubab meil defineerida sup-vorede homomorfisme tensorkorrutisest
mingisse teise supvoresse baasi kaudu.

Jan Paseka on artiklis [10] defineerinud m-regulaarsete kvantaalide Morita ekvivalent-
suse jargmiselt.

Definitsioon 3.5. m-regulaarseid kvantaale A ja B nimetatakse Morita ekvivalentse-
teks, kui esiteks leiduvad sellised m-regulaarsed bimoodulid X ja Y, et X on vasakult
A— ja paremalt B—moodul, ning Y on vasakult B— ja paremlt A—moodul.

Teiseks leiduvad kujutused 6: X XY — Aja¢: Y x X — B nii, et 0(zb,y) = 0(x, by),
¢(ya7 ZL’) = ¢(y7 CLI‘), 9(x17y)x2 = JIﬁZﬁ(y, ‘TQ) ja (b(yl? l’)yg - yle(xa y2>‘

Kolmandaks on 6 ja ¢ poolt indutseeritud iilemisi rajasid séilitavad kujutused sup-
vorede tensorkorrutistel X ® Y ja Y ® X siirjektiivsed.

Paari (X,Y) nimetatakse Morita paariks ja kuuikut (A, B, X,Y, 0, ¢) Morita kon-
tekstiks.

Selles bakalaureuse t66s lahtume jargmisest definitsioonist, kus me bimoodulite m-
regulaarsust ei noua. Samas on see definitsioon ldhedasem poolrithmade juhule, mida
esimesena vaatles Talwar artiklis [15].
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Definitsioon 3.6. Morita kontekst on kuuik (Q, R, g Xr, rYg, 0, ¢), kus
1. @, R on kvantaalid,

\)

. QXRr, rYg on bimoodulid,
3. 0: X ®rY —(@Q on (Q, Q)-bimoodulite homomorfism,
4. ¢:Y ®g X — R on (R, R)-bimoodulite homomorfism,

5. mistahes z,x1, 22 € X ja y,y1,y2 € Y korral
0(x1 @ y)r2 = 219y ® 22) ja G(y1 ® )y2 = y10(z @ ya).

Definitsioon 3.7. Faktoriseeruvaid kvantaale ) ja R nimetame Morita ekvivalentse-
teks, kui leidub neid sisaldav Morita kontekst, mille bimoodulid on unitaarsed ja kuju-
tused on siirjektiivsed.

Selliseid Morita kontekste nimetame siirjektiivseteks unitaarseteks Morita kon-
tekstideks.

Sarnaselt on defineeritud faktoriseeruvate poolrithmade tugev Morita ekvivalentsus
(vt. [16, Definitsioon 7).

Lause 9. Morita ekvivalentsuse seos on ekvivalentsiseos faktoriseeruvate kvantaalide klas-
sil.

Toestus. Toestame esiteks refleksiivsuse. Olgu meil selleks faktorisseruv kvantaal @) ja
votame o Xg = oYy = @Qq. Kvantaalid @) faktoriseeruvuse tottu on vastavad moodulid
unitaarsed. Defineerime 0, ¢: X ®g X — () baasi elementide kaudu kui

0(qeq)=0(q®q) =qq"

See definitsioon on korrektne tensorkorrutise universaalomaduse tottu. Iga x, 1, 22, v, Y1, y2 €

@ korral kehtivad

0(z1 @ y)re = (11y) 72 = 21(y22) = T190(y @ T2)
ja
Ay ®@ )y = (12)y2 = Y1 (vy2) = 110(T @ Ya2).

Olgu meil g € Q. Siis @ faktoriseeruvuse tottu leidub hulk [ ja iga i € I korral ¢;, ¢} € @
nii, et ¢ = \/,¢; @iq;- Niitid

q=\ad =\ 0a®dq) =00\ aodq).
el i€l i€l

Stimmetrilisus on selge.
Viimaks toestame transitiivsuse. Saab toestada, et tensorkorrutised on isomorfismi
tédpsusega assotsiatiivsed. See teeb asjade kirjapaneku mugavamaks.
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Olgu @, R ja S faktoriseeruvad kvantaalid ning olgu kuuikud (Q, R, o Xg, rY0, 0, ¢) ja
(R, S, rZs, sWr, 1, v) siirjektiivsed unitaarsed Morita kontekstid. Defineerime

7: X ®rZ)®s (W®RrY))e — Qg
ja
§: s(WRRrY)®qg (X ®r Z))s = s5s

jargmiste kompositsioonidena:
y=0o0(ux ®1ly)o(lx ® p®1g),

/Y

XQrZRsW rY Q
Iy @ pu®ly 0
XQRrRr®Y XQ®prY
px @ ly

d=vo(uw ®1,)o(ly ® PR 1z).

)
WRrY ®s X Qg 2 Q
lw®o®1y v
W ®r RrR® Z W ®r 4
pw @ 1z

kus ux: X®@r R — Xg,2®@r — xrja uwy : WRr R — Wg,w®r — wr. Tensorkorrutise
universaalomaduse abil saab naidata, et ux ja py on korrektselt defineeritud.
Naitame, et

(Q>S>Q(X Xr Z)SaS(W Xr Y)Q>Py76)

on siirjektiivne unitaarne Morita kontekst. Jaédnud on toesatada definitsiooni omadus 5
ning moodulite (X ® rZ)s ja s(W ® rY)q unitaarsus ja siirjektiivsus.
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Olgu meil \/,c; 2 ® 25, Vpex 2, ® 2, € X ®r Z ja vjerj ®y; € W ®@pgY. Siis

Y\ 2oz e\ woy)(\ ooz

el jeJ keK
=V @enewey) (e )
i€l je ke K
=/ ((Bo(px®1y)o(Ix ®u®1g))(w: ® 2 ® w; @ y;)) (7} ® 2;)
i€l jekeK
=\ ((Bo(px ®1y))(a @ p(z @ w;) @y;)) (@), © 2,)
i€l jeJkeK
=/ @z ow) @) (@ © 2)
i€l,jeJ keK
= \/ O(xip(z @ wy) @ yj)ry @ 2y,
iel,je ke K
=V wpzmow)dly @) © 2,
iel,je ke K
=V zeuz 0wy @)z
i€l jelkeK
=\  m®av(wé(y @)@ z)
i€l,je ke K
=V (@env(wy o))
i€l je ke K
=/ @@z (vo(uw ®1z))(w; @ ¢y ® z}) @ 2)
i€l je ke K
=\ @ozn)o(uwels)e(lw®é®1z))(w; @y ® ) ® 2;)
i€l jekeK
=V (@ex)bwey ez
icl,jekeK
= (Vi @z)d(\/ wj@y) @ (\/ e 2))
i€l JjeJ keK

Teise vorduse saab toestada sarnaselt.

Jargmisena toestame bimoodulite unitaarsuse. Vaatame bimoodulit ¢(X ®g Z)s. On
selge, et kehtib Q(X ®r Z) C (X ®g Z). Vaatame teistpidi sisalduvust. Olgu meil mingi
element \/iE ;T @2z € X ®pr Z. Niiid mooduli o X unitaarsusest saame iga 7 € I jaoks
leida hulga J; ja elemendid ¢;, € Q,x;, € X nii, et 2; =/ e 45 %j;- Jérelikult

\/:Ui ® z; = \/( \/ jSxji) @z = \/ \/ (qjixji ® ZZ) = \/ \/ qji(a:.ji ® Zl)
iel i€l jied; i€l j;eJd; i€l ji€J;

Viimane on aga selgelt hulga Q(X ®p Z) element. Sarnaselt saame toestada vorduse
paremalt poolt korrutamisega. Sama moodi saame ka teise bimooduli jaoks unitaarsuseks
vajalikud vordused toestada.
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Viimaks toestame 7 ja § siirjektiivsuse. Kuna px ja p on siirjektiivsed, siis ka 1x ®
1 ® 1y ja puy ® 1y on siirjektiivsed. Samuti § on siirjektiivne. Seega ka v on siirjektiivne,
sest ta on kolme siirjektiivse kujutuse kompositsioon.
Sarnaselt saame toestada ka teise funktsiooni siirjektiivsuse.
O

Definitsioon 3.8. OlguI' = (Q, R, gXr, rYg, 0, ¢) Morita kontekst. Siis Morita konteksti
I" Morita kvantaaliks I' nimetame maatriksite hulka

f:{@ f)‘qé@,reR,xeX,er}

kvantaali tehetega, kusjuures iilemised rajad voetakse punktiviisi ja korrutamine on defi-
neeritud jargmiselt:

qg z\ (qd 2\ _ [(qdVOz®Yy) qx' Vv xr’
y r)\y )\ wdvry  dy@a)vrr'):

Lause 10. Hulk T on kvantaal niimoodi defineeritud tehete suhtes.

Toestus. Kuna iilemised rajad on defineeritud punktiviisi ja maatriksi igas lahtris on kas
kvantaali voi bimooduli elemendid, on I' sup-vore.

Olgu niitid 7 mingi hulk ja (Z f)’ <Qi x;

i T ) € T. Siis kasutades tensorkorrutiste ja
i Ti

homomorfismide omadusi saame

q x \/ ¢ T\ _ (q T\ (Vierqi Vier®
y r) L \Yi T y r Vieryi VierT;
 (qVierqi) V 0(x @ (Vieryi)) q(Vierr;) V o (Vierr;) )

B ( y(Vier@:) V r(Viery:) Py @ (Vierz:)) V r(Vierrs)

( icl qCIz VoO(zr®y;)) Vier(qz; V xr;) )
Vier y% \ Tyz) ZEI(¢(y ® xz) \ 7"7‘,)

_ qq; vV 0(z @ y;) qri V I
Yqi V ry;i Py @ ;) Vrr;

Ve

Samamoodi saab ka paremalt poolt distributiivsuse toestada. Néditame, et morita kvantaal
on assotisiatiivne korrutamise suhtes. Olgu meil kolm maatriksit

<Q1 $1> : <Q2 $2> : (QS $3) cT.
Yy m Ya T2 Ys T3

m<

Siis

21



qa T q2 T2 g3 T3
1 Y2 T2 Ys T3
_ <Q1qz VO(z1 @ya) @V air ) (qg xg)

Y1q2 V 12 Py @ x2) Vrire ) \ys 13
(U1 U2
- U3z Uy

kus

uy = (g2 V (1 @ y2))gz V O((quva V 2172) @ y3)
uy = (1q2 V 0(x1 @ y2)) 3 V (w2 V 2172)73
us = (y1¢2 V r1y2)q3 V (d(y1 ® x2) V 1172)y3
uy = ¢((Y192 V 11Yy2) ® 23) V (911 ®@ T2) V 1172)73

Teiselt poolt saame

q1 T1 q2 T2 qs T3
Yi7m Y2 T2 Ys T3
_ (Q1 :c1> <q2q3 VO(z2®ys)  qars V Tors )

Y171 Yaqz V rays  @(y2 ® x3) V rors
_ [V102
- V3 Vg

v1 = qi(gqs V 0(z2 @ y3)) V 0(z1 @ (Y203 V T2y3))
vy = q1(qaw3 V Ta73) V 210(Y2 @ 3) V 1213

v3 = Y1(q2qz V O(12 @ y3)) V 11(y2G3 V T2y3)

vg = O(y1 @ (qa3 V 273))) V 11(P(y2 @ x3) V T273)

kus

Kui niitid maatriksite elemendid lahti korrutada ja arvsetada homomorfismide 6, ¢ ja
tensorkorrutiste omadustega, ndeme, et maatriksid on toepoolest vordsed. O

Lemma 7. Olgu X¢ ja oY kvantaalmoodulid. Siis kujutus r@ —:Y - XQY,y— r®y
sailitab jarjestust.

Toestus. Olgu x € X ja a,b €Y, kusjuures a < b. Niiiid
(z®a)V(z®b) =2®(aVb) =0
See aga tdhendab, et r ®a < x ® b. O]

On selge, et samamoodi saame toestada, et — ® y on jéarjestust sailitav.
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Lause 11. Kui kvantaale QQ ja R seob Morita kontekst I' = (Q, R, oXr, rYg, 0, @) siis
frel)=0Ley)=Ljedly® L)=06(L®x)=1Ligax € X jay €Y korral.

Toestus. Toestame vorduse 6(z ® L) = L iga z € X korral. Téepoolest,
frel)=0eLll)=0zLlel)=0_L®Ll)=0(L)=L1.

Samamoodi kasutades ¢, 6 ja ® omadusi saame toestada teised vordused. O

Lemma 8. Kvantaali laiend on fakoriseeruv.

Toestus. Olgu @) kvantaal ja R tema laiend. Samastame () mingi R alamkvantaaliga.
[mselt kehtib RR C R. Teistpidi R = RQR C RRR C RR. O

Definitsioon 3.9. Olgu @ ja R kvantaalid. Siis kvantaal T" on kvantaalide ) ja R iihine
lained kui 7" on nii @) laiend kui R laiend.

Teoreem 4. Kaks faktoriseeruvat kvantaali omavad thist laiendit parajasti siis, kui nad
on Morita ekvivalentsed.

Toestus. (<)

Olgu meil faktoriseeruvad kvantaalid @, R ja olgu I' = (Q, R,g Xr,r Yg, 0, ¢) neid
siduv unitaarne stirjektiivne Morita kontekst. Néitame, et sobivaks iihiseks laiendiks on

' ({2 i)

Defineerime
Niitame, et tegemist on I' alamkvantaaliga. On selge, et () on kinnine iilemiste rajade
q L @ L =
suhtes. Olgu (J_ J_) , (J_ J_) € Q. Siis
L o1)J\L 1) 70 Lepvil  $lel)vil
(g L —
= ( L J_> €@

Sisalduvus T QT Q_f on ilmne.
Maérkame, et hulga I' iga elemendi saab esitada kujul

)= GG i)

Sisalduvuse I' € T'QI tdestamiseks on niisiis piisav, kui tdestame, et iga iilalolevas iile-
mises rajas olev maatriks sisaldub hulgas I'QT".

Esiteks nditame, et maatriks sisaldub selles hulgas. Kuna ) on faktoriseeruv

qg L
1 L
kvantaal, siis leiduvad hulk I ning ja iga i € I korral ¢;,r;,s; € @ nii, et ¢ = \/,; ¢;7si.
Niiiid sama moodi nagu tdestasime @Q korrutamise kinnisuse, saame toestada, et

v ) DE )=
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Jargmisena vaatame maatriksit (i i) Kuna ¢X on unitaarne, siis leidub hulk /

ning iga i € I jaoks ¢; € Q ja x; € X nii, et x = \/,.; ¢;z;. Saame
1L z\ g LY\ (L =x = s e
(L L) _\E/I(L L) (L L) € QI =Qer crer.
Lo (L L —
Maatriksi y L hulgas I'QI" sisalduvuses saame analoogselt veenduda.

Naitame, et i L € TQT. Kuna ¢ on siirjektiivne, siis leidub \/,,(y; ® ;) €

rYQ ® @Xr nii, et ¢(Vzel(yz ® ;)

(L 7)=V( )& 7)errercrar

L 1 oz —
kuna iga ¢ € I korral (J_ J_) eI'Qr.

r
Tdestame niiiid sisalduvuse QT'Q C Q.

(Q1 i) (q x) (q2 L) _ (qquG(L@@y) qxzV Lr ) <Q2 L)
L 1) \y rJ\L 1) lgV ly o(Llez)vir)\L L
<Q1q CIﬂ) <Q2 l)
1 L 1 L

9 VO(r)® L)  qglVvazrl
lgv Ll pLlel)vLil

= r. Siis

Ténu faktoriseeruvusele Q = QQ Q C QT Q.

(=)

Néitame, et kui () rahuldab teoreemi eeldusi ja R on tema laiend, siis () ja R on Morita
ekvivalentsed. Toestatav vaide tuleb siis Morita ekvivalentsuse transitiivsusest.

Kuna R on @ laiend, siis leidub R alamkvantaal, mis on isomorfne kvantaaliga ).
Samastame () selle isomorfse kvantaalga s.t. oletame, et () on R alamkvantaal. Naitame,
et Morita konteksti definitsioonis voime votta g Xr = QR ja rYo = RQ), kus toimed on
defineeritud loomulikul viisil.

Tensorkorrutise RQ) ®¢ QR iildine element esitub kujul

V(Y soearn) -V (sseyan)

seS \ jeJ keK s€S,jET keK

=V (geqr)

seS,je ke K

= \/ (rig ® g;77) -

iel
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mingi hulga [ jaoks. Sarnaselt saame esitada ka QR ®z R(Q) elemente.
Defineerime kujutusted 6 ja ¢:

0: RQ ©q QR — R, \[(rig; @ ¢ir}) = \/ riasqir,

iel iel
¢: QR®r RQ — Q, \/(Qﬂ“z‘ ® 71iq;) \/Qiri’rgqg'
iel iel

Veendume, et 6 ja ¢ on korrektselt defineeritud. Vordusetest R = RQR ja (Q = QRQ
jarelduvad sihthulkade korrektsused. Toestame korrektsuse € jaoks. Selleks defineerime
esmalt X oY = {zy|zr € X,y € Y}. Eelneva arutelu pohjal

RQ®q QR = (Re Q) ®q (QeR)
ning
QR®r RQ = (Q e R) ®r (Re Q).

On otsene kontroll, et
0*: (ReQ) x (QeR)— R,(rq,q'r") — rqd'r’

on bimorfism.

Niitid € on 6* iihene laiend sup-vorele (R o Q) ®¢ (Q ® R) = RQ) ®¢g QR. Sarnaselt
saab toestada, et ¢ definitsioon on korrektne.

Kuna nii @ kui R on faktoriseeruvad, siis on R(@) ja ()R unitaarsed.

Toestus, et € ja ¢ on bimoodulite homomorfismid on otsene definitsiooni kontroll:

9 (\/(Tz% ® q;TD) \/ Tz%% i \/ 9 qul ® qz 1
iel i€l i€l

6 <\/(riqi ® qiri)) =r \/ riqiq.r

i€l el
o 1
= rriqiq;T;
iel

=\ 0(rriq; @ gir)

el

=\ 0(r(rig; ® gr}))

icl

= 9(\/ r(rigi ® q;ry))

i€l

=0(r \/ Tidi @ ¢ir})-

i€l

Samamoodi saame toestada 6 kooskolalisuse parema toimega ja selle, et ¢ on bimoodulite
homomorfism.
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Toestame 0 siirjektiivsuse. Selleks olgu meil suvaline r € R. Teame, et R = RQR =
RQQR. Seega leidub hulk I ning iga ¢ € I korral r;,r, € R ja ¢;,q; € @ nii, et r =
Vicr miqigir;. Jérelikult

r=\/riadr; = 0\ ria; © ¢jr),
iel iel
mida oligi tarvis.

Olgu a € RQ ja b € QR. Toestame vorduse f(a ® b) = ab. Hulkade RQ ja QR
definitsioonidest saame a = \/;.; 1:¢; ja b =\, ; ¢jr;. Niitid

fla®b) = 9((\/ ;) ® (\/ q;r5))

i€l jeJ

_\/\/0 T’q“g)q] J

el jed

/!

= \/ \/ Tiqiq;T;

iel jeJ
= (Vria)(V gr))

i€l jeJ

= ab.

Analoogiliselt saab nédidata, et ¢(b ® a) = ba.
Olgu ai,as € RQ ja by, by € QR.

Siis
0(ar ® by)ag = arbias = a19(by ® ay),
b19(a1 & bg) = b1a1b2 = ¢<bl X a1>b2.
Oleme naidanud, et () ja R on seotud unitaarse siirjektiivse Morita kontekstiga. O

Kasutades teoreeme 1 ja 4 ndeme, et kehtib jareldus 1.

Jareldus 1. Kui QQ on faktoriseeruv kvantaal, siis on ta Morita ekvivalentne iga kvantaa-
liga Maty (Q).

Teoreemidest 2 ja 4 saame jérelduse 2.

Jareldus 2. Kui QQ on thikuga kvantaal, siis on ta Morita ekvivalentne iga tihikuga Reesi

maatrikskvantaaliga M(Q; U, V; P).
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