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Parajad poolrithmad
Bakalaureuset6o

Tiris Liisi

Liihikokkuvéote. Bakalaureusetto eesmérgiks on uurida teatud poolrithmi,
mida me nimetame (paremalt voi vasakult) parajateks. Need poolrithmad defi-
neeritakse iile nende vaadeldavate poliigoonide omaduste abil. Antakse tarvilik
ja piisav tingimus selleks, et poolrithm oleks paras ning ndidatatakse, et paraja-
te poolriithmade klass sisaldab moned suured poolrithmade klassid. Teatud pa-
rempoolsete ideaalide abil defineeritakse poolrithma unitaarne osa, mis paraja
poolrithma korral osutub kahepoolseks ideaaliks. Uuritakse lithidalt Morita ek-
vivalentsust poolrithmade korral, mille unitaarsel osal on iihised norgad lokaalsed

tthikelemendid.

Mirksonad. Paras poolriihm, unitaarne poliigoon, Morita ekvivalentsus, tu-

gev Morita ekvivalentsus

Fair semigroups
Bachelor’s thesis

Tiris Liisi

Abstract. The purpose of this Bachelor’s thesis is to investigate certain se-
migroups that we call (either right or left) fair. These semigroups are defined by
properties of acts over them. A necessary and sufficient contion is given for the
fairness of a semigroup and it is shown that the class of fair semigroups contains
some big/important classes of semigroups. Certain ideals of a semigroup are used
to define the unitary part of that semigroup, which, in the case of a fair semigroup,
is a two-sided ideal. Morita equivalence of semigroups, whose unitary parts have

common weak local units, is shortly considered.

Key words. Fair semigroup, unitary act, Morita equivalence, strong Morita

equivalence.
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Sissejuhatus

Klassikalist Morita ekvivalentsuse teooriat ringidel peetakse ringide struktuu-
ri uurimisel {iheks tdhtsamaks ja fundamentaalsemaks tooriistaks. Aastal 1972
(Banaschewski[I], Knauer[5]) viidi Morita ekvivalentsuse uurimine iile ringidelt
monoididele. Samuti néidati, et kui defineerida poolrithmade Morita ekvivalentsus
analoogiliselt monoidide Morita ekvivalentsusega, siis see on samavéirne nende
poolrithmade isomorfismiga ning seega selle uurimine ei paku huvi. Saavutamaks
sisukaid tulemusi, tuli piirata uuritavate poolrithmade klasse ja iile nende vaadel-

davate poliigoonide kategooriaid.

Kaheksakiimnendatel arendati vilja Morita teooria {ihikelementideta rin-
gidel, mis voimaldas Talwaril [9] uurida Morita ekvivalentsust lokaalsete
tihikelementidega poolrithmadel. Chen ja Shum [2] laiendasid selle teooria faktori-
seeruvatele poolrithmadele, kasutades Morita kontekstide abil defineeritud tugeva

Morita ekvivalentsuse moistet.

Artiklis [10] uurivad Xu, Turner ja Smith Morita ekvivalentsi teatud maatriksi-
te ringide jaoks. Nad konstrueerisid ringide klassi, mida hiljem hakati nimetédhtede
jargi kutsuma xst-ringideks. Artiklis [0] defineeriti xst-ringidega analoogline
poolrithmade klass. Eesti keeles kutsutakse neid poolriihmi parajateks. Ténu selle-
le klassile on voimalik vaadata selliste poolrithmade Morita ekvivalentsust, millest
viahemalt iiks ei ole faktoriseeruv. See lahenemine on oluline, sest siiani oli valdav
arusaam, et viljaspool faktoriseeruvate poolrithmade klassi on viga raske midagi
Morita ekvivalentsuse kohta Oelda. See arusaam pohineb faktil, et kaks tugevalt
Morita ekvivalentset poolrithma peavad tingimata olema faktoriseeruvad. Lisaks
lubab see ldhenemine néidata, et leiduvad poolriithmad, mis ei ole tugevalt Morita
ekvivalentsed, kuid on Morita ekvivalentsed. Selliseid néiteid varem teada polnud.

See bakalaureuset66 keskendub artikli [6] tulemuste uurimisele ja lahti seletamisele.

Selle bakalaureuseto6 esimeseks eesmérgiks on defineerida ja seletada lahti
poolrithma S vasak- ja parempoolne parajus. Ndidatakse, et sellesse klassi kuulu-
vad néiteks koik 16plikud monogeensed poolrithmad, koik monoidid ning parajate

poolrithmade 16plikud otsekorrutised ja faktorpoolrithmad. Seetottu on see klass



piisavalt suur ja vaért uurimist. Teine eesmérk on kirjeldada poolriihma S ideaali-
de unitaarsust ning defineerida poolrithma S unitaarne osa U(S). Kolmas eesmérk
on poolrithmas S unitaarse osa U(S) abil kirjeldada Morita ekvivalentsust para-
jatel poolrithmadel. Antud t66 on suuremas jaos referatiivne ja jélgib artiklit [6],
néide on t06 autori poolt leitud. Bakalaureuset6o on jaotatud viieks peatiikiks,

millest esimene on sissejuhatava sisuga.

Teises peatiikis defineeritakse poliigooni unitaarsus ning s-unitaarsus. Neid
moisteid kasutades defineeritakse paremalt (vasakult) parajad poolrithmad.
Toestatakse, et poolrithm S on paremalt (vasakult) paras siis ja ainult siis,
kui mistahes poolrithma S elementide jada (s;)ieny € SV jaoks leiduvad sellised
n € Nu e S, et spSp_1...81 = SpSp—1..-51% (S1...8,-1S, = US]...Sp_15n),
see tdhendab, et u on antud korrutise ndrgaks parempoolseks (vasakpoolseks) lo-
kaalseks iihikelemendiks. Selle tulemuse abil néitame, et 16plikud monogeensed
poolrithmad on parajad. Samuti néditame, et paremalt parajate poolriithmade klass
on kinnine faktorpoolrithmade ja loplike otsekorrutiste suhtes. Lisaks vididame, et
paremalt parajad poolrithmad ei pruugi olla vasakult parajad ning toome seda

toetava néite.

Kolmandas peatiikis uurime koigi poolrithma S paremalt unitaarsete parem-
poolsete ideaalide iihendit U(Ss). Avastame, et kui S on paremalt paras poolriithm,
siis on U(Ss) kahepoolne ideaal poolrithmas S, ning edaspidi téhistame seda U(S)

ning nimetame poolriithmas S unitaarseks osaks.

Neljandas peatiikis toome veel moned tédiendavad néited parajatest

poolrithmadest ning iihe néite poolriihmast, mis ei ole paras.

Viiendas peatiikis toome sisse kategooriate moiste ning kirjeldame poliigoonide
kategooriat. Samuti réddgime nende ekvivalentsusest funktorite abil. Defineerime
poliigoonide tensorkorrutise ning selle abil kinnised poliigoonid. Defineerime Mo-
rita ekvivalentsuse poolrithmadel nende poliigoonide kategooriate kaudu. Leiame
seoseid poolrithmade S, T Morita ekvivalentsuse ja nende poolrithmade unitaarsete
osade U(S) ja U(T') Morita ekvivalentsuse vahel.



1 Pohimoisted

Selles peatiikis esitame pohimdisted, mida kasutame edaspidi antud t66s. Neist

enamuse voib leida néiteks raamatust [3].

Poolriihmaks nimetatakse mittetiithja hulka, millel on defineeritud kaheko-
haline assotsiatiivne algebraline tehe, mida harilikult nimetatakse korrutamiseks,

poolrithma S elementide s, ¢ korrutist tahistatakse siimboliga st.

Olgu S poolrithm. Mittetithja hulka A nimetatakse parempoolseks
poliigooniks iile poolrithma S ehk parempoolseks S-poliigooniks, kui on defi-
neeritud kujutus A x S — A, (a, s) — as (poolrithma S toime hulgal A) nii, et

mistahes a € A ja mistahes s,t € S korral
a(st) = (as)t.

Parempoolset S-poliigooni tdhistatakse tavaliselt siimboliga Ag. Analoogiliselt de-
fineeritakse vasakpoolsed S-poliigoonid. Parempoolse S-poliigooni Ag korral me

kasutame jargmisi tahistusi:

AS = {as|a€ A se S},
aS = {as|se S},
aS' = aSuU{a}.

Lihtne on néha, et S on nii parempoolne kui ka vasakpoolne poliigoon iile iseen-
da, kui toimena vaadelda poolrithma S korrutamist. Neid poliigoone téhistatakse

vastavalt siimbolitega Sg ja ¢.5.

Olgu S ja T poolrithmad. Kui A on vasakpoolne S-poliigoon ja parempoolne
T-poliigoon ning
(sa)t = s(at)

iga s € St € T,a € A korral, siis 6eldakse, et A on (S, T)-bipoliigoon ja kirju-

tatakse gAr. llmselt S on (S, S)-bipoliigoon, mille toimeks on korrutamine.

Olgu Ag, Bs kaks parempoolset S-poliigooni. Kujutust f : Ag — Bg nimeta-



takse parempoolsete S-poliigoonide homomorfismiks ehk S-homomorfismiks,
kui

flas) = f(a)s

igaa € Ag,s € S korral. Analoogiliselt defineeritakse vasakpoolsete S poliigoonide
homomorfism, (.S, T")-bipoliigoonide homomorfism f peab siilitama molemad toi-
med, ehk f peab olema nii vasakpoolsete S-poliigoonide homomorfism kui ka pa-

rempoolsete T-poliigoonide homomorfism.

Poliigooni Ag mittetiihja alamhulka A’ nimetatakse poliigooni Ag alampolii-
gooniks, kui a's € A" iga a’ € A" ja s € S korral. On selge, et nii AS, aS kui ka
aS' (a € A) on poliigooni Ag alampoliigoonid.

Poolrithma S nimetatakse faktoriseeruvaks, kui selle iga element on esitatav

kahe elemendi korrutisena.

Me iitleme, et poolrithma S elemendil s on nérk parempoolne (vasakpool-
ne) lokaalne iihikelement v € S kui su = s (us = s). Poolrithmal on nérgad
parempoolsed lokaalsed iihikelemendid, kui igal selle poolriihma elemen-
dil leidub nork parempoolne lokaalne iihikelement. Analoogiliselt defineeritakse

norgad vasakpoolsed lokaalsed iihikelemendid.

Oeldakse, et poolrithmal S ithised nérgad parempoolsed lokaalsed iihik-
elemendid, kui iga s,t € S korral leidub u € S nii, et s = su ja t = tu. Duaalselt
defineeritakse iihised vasakpoolsed lokaalsed iihikelemendid. Poolrithmal on
ithised norgad lokaalsed iihikelemendid, kui sellel on iihised norgad vasak- ja

parempoolsed lokaalsed iihikelemendid.

Poolrithma S elementi e nimetatakse idempotendiks, kui e? = e. Me
titleme, et poolrithmal S on parempoolsed (vasakpoolsed) lokaalsed iihik-
elemendid, kui iga s € S korral leidub selline idempotent e € S, et s = se
(s = es). Poolrithmal on lokaalsed iihikelemendid, kui sellel on lokaalsed vasak-

ja parempoolsed iihikelemendid.

Lemma 1. Olgu S dhiste norkade parempoolsete lokaalsete tihikelementidega
poolriihm. Siis iga lopliku alamhulga {s1,...,s,} C S jaoks leidub selline u € S,

et s, = sgu iga k € {1,...,n} korral.



Toestus. Olgu S iihiste norkade parempoolsete lokaalsete iihikelementidega
poolrithm. Toéestame viite induktsiooniga n jargi. Induktsiooni baas, n = 2, on
ilmne iihiste norkade parempoolsete lokaalsete iihikelementide olemasolust. Eel-
dame, et vdide kehtib [-elemendiliste alamhulkade korral. Vaatleme alamhulka
{s1,...,81, 841} C S. Induktsiooni eelduse pohjal leidub selline u € S, et s, = spu
iga k € {1,...,l} korral. Lemma eelduse pohjal leidub v € S nii, et s;.1v = $;41
ja uv = u. Siis

S = SpU = SpUv = Siv

iga k € {1,...,1} korral. Seega s = spuiga k € {1,...,1} korral, see tihendab, et
induktsiooniga on tdestatud, et mistahes poolrithma S mistahes 16pliku alamhulga

elementide jaoks leidub iihine parempoolne lokaalne iihikelement. O
Poolriihma S nimetatakse paremreduktiivseks, kui kehtib tingimus
(Vs,t € S)[(Vz € S)(sz =tz) = s =1].

Analoogiliselt defineeritakse vasakreduktiivsus.

Lemma 2. Kui poolriihmal on tihised norgad lokaalsed iihikelemendid, siis see

poolrithm on paremreduktitvne.

Toestus. Olgu S iihiste norkade parempoolsete lokaalsete iihikelementidega
poolriithm ja olgu s,t € S. Oletame, et kehtib vordus sz = tz koéigi z € S korral.

Siis leidub selline element u € S, et s = su ja t = tu. Eelduse pohjal
s=su=tu=t

Seega on S paremreduktiivne. m



2 Parajad poolrithmad

Selles peatiikis anname parajate poolriithmade definitsiooni ja uurime nende
omadusi. Parajad poolriithmad defineeritakse iile nende vaadeldavate poliigoonide

omaduste abil.
Definitsioon 1. Olgu S poolrithm. Parempoolset S-poliigooni A nimetatakse

(1) unitaarseks, kui AS = A,

(2) s-unitaarseks, kui iga a € A korral leidub s € S nii, et as = a.
On selge, et iga s-unitaarne parempoolne poliigoon on unitaarne.
Definitsioon 2. Me iitleme, et poolrithm S on

(1) paremalt paras poolrithm, kui iga unitaarse parempoolse S-poliigooni iga
alampoliigoon on unitaarne,

(2) vasakult paras poolrithm, kui iga unitaarse vasakpoolse S-poliigooni iga
alampoliigoon on unitaarne,

(3) paras poolriithm, kui ta on nii vasakult kui ka paremalt paras poolrithm.
Eelneva definitsiooni asemel on mugav kasutada jargnevat kirjeldust.

Lause 1. Poolriihm S on paremalt paras poolriihm parajasti siis, kui iga unitaarne

parempoolne poliigoon on s-unitaarne.

Toestus. TARVILIKKUS. Olgu S paremalt paras poolrithm ja olgu Ag unitaarne

poliigoon. Siis iga a € A korral alampoliigoon
aSU{a} = aS' C Ag
on unitaarne. See tahendab, et
aSSUaS = (aSU{a})S =aSU{a}.

Kuna aSS C a8, siis aS = aSU{a} ja seega a € aS. Jarelikult Ag on s-unitaarne.

P1isavus. Olgu poliigoon Ag unitaarne ning A’ olgu poliigooni Ag suvaline



alampoliigoon. On ilmne, et A’S C A’. Eelduse pohjal on Ag s-unitaarne, millest
jareldub, et suvalise a € A’ korral leidub s € S nii, et as = a. Sellest aga omakorda

saame, et A’ C A’S. Seega on A’ unitaarne. O

Uurime niiiid, millised on paremalt parajad faktoriseeruvad poolrithmad.

Lause 2. Poolriithmal S on norgad parempoolsed lokaalsed iihikelemendid parajasti

siis, kui S on faktoriseeruv ja paremalt paras.

Toestus. TARVILIKKUS. Olgu poolrithmal S nérgad parempoolsed lokaalsed
ithikelemendid. Siis on see poolriithm faktoriseeruv, sest iga s € S korral leidub
u € S nii, et s = su. Olgu Ag unitaarne poliigoon ja a € A. Siis a = a’s min-
giad € Ajas € S puhul. Eelduse kohaselt s = su mingi u € S korral. Siis
a = a's = da'su = au, seega poliigoon Ag on s-unitaarne, millest lause [1| pohjal

jareldub, et S on paremalt paras poolrithm.

Prisavus. Olgu S faktoriseeruv paremalt paras poolrithm. Kuna S on faktori-
seeruv, on iga selle element esitatav kahe elemendi korrutisena, mistottu S C S.S
ja seega parempoolne S-poliigoon Ss on unitaarne. Siis on Sg lause [1| pohjal s-uni-
taarne ning iga s € S jaoks leidub v € S, nii et s = su. Jérelikult on poolrithma

S elementidel norgad parempoolsed lokaalsed iihikelemendid. O

Naide 1. Iga monoid ja iga poolrithm, mis koosneb idempotentidest, omab norku

parempoolseid lokaalseid iihikelemente ning on seega paremalt paras.

Faktoriseeruvad poolrithmad ei tarvitse omada norku parempoolseid lokaalseid

tthikelemente.

Niide 2. Vaatleme multiplikatiivset poolrithma reaalarvudest vahemikus (0, 1),
siis see poolrithm on faktoriseeruv, sest suvalise a € (0,1) korral \/a € (0,1) ja
a = +/a - +/a. Aga iihelgi neist elementidest pole norka parempoolset lokaalset

iihikelementi, sest au # a iga a,u € (0, 1) korral.

Kui p on ekvivalentsusseos hulgal A, siis ekvivalentsiklasse seose p jérgi

tahistatakse stimboliga [a], vOi lihtsalt [a]. Ekvivalentsusseost p poliigoonil Ag



nimetatakse kongruentsiks, kui
apa’ = (as)p(a's)

mistahes a,a’ € Ag ja s € S korral.

Parempoolset S-poliigooni A/p = {[a] |a € A}, mille toime on defineeritud
vordusega:

la]s = [as],
nimetatakse poliigooni Ag faktorpoliigooniks kongruentsi p jargi.

Jargnev teoreem annab poolrithma S elementide jadade abil tarviliku ja piisava

tingimuse selleks, et S oleks paras poolrithm.

Teoreem 1. Poolrihm S on paremalt paras poolrihm siis ja ainult siis, kui iga S
elementide jada (s;)ien € SN korral leidub selline n € N, et korrutis s, ...s; omab

norka parempoolset lokaalset tihikelementi.

Toestus. TARVILIKKUS. Olgu S paremalt paras poolrithm. Defineerime hulga F
jargmiselt:

F:=]J({n}x09).

neN
Defineerime hulgal F' parempoolse S-toime vordusega

(n,s)z = (n,sz)

igan € N ja s,z € S korral. Kuna antud toime hulgal F' vastab poliigooni toime

noudele, siis on Fg parempoolne S-poliigoon.

Olgu (s;)ien € SY mingi jada poolrithmas S. Defineerime binaarse seose p

hulgal F' jargmiselt:
(k,s)p(l,2) & (IneN)(n >k, NS, Sk1S = Sn -+ S1412)

suvaliste k,1 € N, s,z € S korral. Niitame, et p on kongruents S-poliigoonil

F. Seose p refleksiivsus ja siimmeetrilisus on ilmsed definitsioonist. Olgu

10



(k,s),(l,z),(m,z) € F sellised, et (k,s)p(l,2) ja (I,z)p(m,x). Siis leiduvad sel-
lised ny,ne € N, et

ny > k,lja Spy 0 Sky18 = Spyccc S1412
ning
Ng > 1,m ja Sp, -+ S1412 = Spy = * * Sk4172.

Kui ny = ng, siis ilmselt (k, s)p(m,x). Kui ny > ng, siis (k, s)p(m, ), sest

Snl“'5k+13 — Sm“‘3l+1223n1“‘3n2+1(3n2"'51+12)

= Snl...sn2+l(sn2...sm+1x):Snl...sm_"_lx.

Kui ny > ny, siis saab analoogiliselt niidata, et (k,s)p(m,x). Seega on seos p
transitiivne. On ilmne, et suvaliste (k,s), (l,z) € F korral kehtib (k, sx)p(l, zx)
mistahes x € S korral, see tahendab, p on kongruents. Paari (k, s) ekvivalentsiklassi
seose p jirgi tdhistame me siimboli [k, s] abil. Vaatleme parempoolse S-poliigooni

F faktorpoliigooni:

Ms:=F/p={lk,s] | k€ N,s e S}.

Valime suvalise [k,s] € M, kus k € N ja s € S. Kuna poolrithma S tehte
assotsiatiivsuse tottu (Sgi25k+1)S = Skr2(Sk+15), siis kehtib ka (k, s)p(k+1, sg415).
Seetottu

[k,s] = [k +1,sp018] = [k + 1, sp41]s € MS

Jéarelikult M C M S, see tdhendab, et M.S = M ja seega on Mg unitaarne.
Eelduse ja lause[l] pohjal on Mg s-unitaarne. Votame elemendi [1, ;] € M. Siis

[1,s1] = [1,s1]u = [1, s1u]

mingi u € S korral. Seega kongruentsi p definitsiooni pohjal leidub selline n € N, et
Sp 8981 = Sp - - - S981u, mistottu u on nork parempoolne lokaaalne iihikelement

korrutise s, - - - s957 jaoks.

11



Piisavus. Olgu Ag unitaarne S-poliigoon ja ag € A. Siis leiduvad sellised
a; € Aja s, €85, et ap = as,. Korduvalt unitaarsust rakendades on sarnaselt
voimalik leida sellised ag,a3... € A ja So,83,... € S nii, et a;_1 = a;s; iga i € N
korral. Eelduse kohaselt leidub selline n € N, et korrutis s, ---s; omab nodrka

parempoolset lokaalset iihikelementi u € S. Siis

ap = @151 = (a282)s1 = 95951 = (a3S3)s251 = . ..

= ApSp- ST = UpSp - S1U = Agl.
Jérelikult Ag on s-unitaarne ja S on lause [I| pohjal paremalt paras. O

Analoogiliselt teoreemiga |1 saab toestada, et poolrithm S on vasakult paras

siis ja ainult siis, kui
(V(5:)ien € SN(Fn € N)(Fu € S)(s1 - 5 = usy -+~ 5p).

Jareldus 1. Kui S on paremalt paras poolrihm, siis iga s € S jaoks leidub selline

n € N, et s™ omab norka parempoolset lokaalset iihikelementi.
Jargnevalt uurime, millised monogeensed poolriithmad on parajad.

Poolrithma S nimetatakse monogeenseks, kui temas leidub iihest elemendist
koosnev moodustajate siisteem, see tdhendab, leidub selline s € S, et koik S
elemendid avalduvad s astmetena. Kui s on monogeense poolrithma S moodustaja,
siis kirjutatakse S = (s). Kui leiduvad sellised naturaalarvud k,l € N, et k # I,
kuid s* = s, siis on poolrithm S 16plik. Kui aga suvaliste erinevate k,[ € N korral

sk = s', on poolrithm S 16pmatu.

Lause 3. Iga loplik monogeenne poolriihm on paremalt paras poolrihm.

Téestus. Olgu S 16plik monogeenne poolrithm moodustajaga s, see tdhendab, et
S = (s). Kuna S on loplik, siis leiduvad sellised naturaalarvud k ja [, et k # [,

k +

aga s* = s'. Olgu m vihim selline naturaalarv, et s™ = ™" mingi naturaalarvu

n korral. Leidub vihim selline naturaalarv r, et s™ = s™*". Siis on selge, et
_ 2 m _m+1 m—+r—1
S={s,s ..., s " ...s }.

12



Olgu (s;)ien € SN mingi suvaline jada. Olgu k; € N sellised arvud, et s; = s.

n

[Imselt leidub selline naturaalarv n, et m < > k;. Téhistame k = > k; — m. Siis
i=1 i=1

n .
SpSp_ 1+ S98] = sMmgfnot..ghaght — 3k — gmAk

= §MgF = g = R — g g 598187

Seega teoreemi (1| pohjal on S paremalt paras. n

Paneme téhele, et 16plikud monogeensed poolrithmad on paremalt parajad,

kuid koik elemendid ei oma norka parempoolset lokaalset {ihikelementi.

Niide 3. Olgu S I6pmatu monogeenne poolrithm moodustajaga s ja s* € S selle
poolrithma suvaline element, millel leidub niirk parempoolne lokaalne iihikelement

u € 9, see tihendab, sfu = s*. Jarelikult leidub naturaalarv [ € N nii, et u = s'.

Seega s* = sFu = sFs! = s+

, mis ei ole voimalik. Mistottu ei oma iikski poolrithma
S element norka parempoolset lokaalset iihikelementi, seega ei ole lopmatud mo-

nogeensed poolrithmad parajad poolrithmad.

Edasi vaatame, kuidas paremalt parajate poolrithmade klass kéitub teatud

konstruktsioonide (otsekorrutised, faktorpoolrithmad) suhtes.

Olgu I mingi mittetiihi hulk ja S;, ¢ € I, poolrithmad. Kui hulkade S;,i € I,

otsekorrutisel []S; defineerida korrutamine vordusega
i€l

/

(51')2'61 : (S i)ie[ = (Sisli)iela

siis saame poolrithma, mida nimetatakse poolrithmade S;,7 € I otsekorrutiseks.

Kui I ={1,...,n}, siis tdhistatakse seda otsekorrutist
S1 X .o x Sy ={(s1,---,8n) | $1 €51,...,8, € Sp}.

Lause 4. Paremalt parajate poolriihmade loplik otsekorrutis on samuti paremalt

paras poolrihm.

Toestus. Olgu S, ..., S, paremalt parajad poolrithmad ja olgu nende otsekorrutis
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Sy X ...x S, Olgu ((s},...,8"))ien hulga Sy x ... x S, elementide suvaline jada.

Siis iga j € {1,...,7} korral jada (s?)ien € S} jaoks leiduvad sellised n; € N
jau; €5, et

JooJ v dd i I L d T,
Sn;Sn;—17" " 5251 = Sp;Spy 10§51y
Seega iga naturaalarvu k£ > n; korral
P dd VR I
SpSk—1"" %251 =SS SnHl(Sannj_l $351)
I | J oJ R
- Sk‘skfl Sn]-+1 (Snjsnj_l SQSIUJ)
T B R B
= 55,1 SyS1U;.
Jarelikult, kui valida n = max{ny, ny,...,n,} siis on korrutise
1 r 1 r 1 ry __ 1 1.1 r r.r
(SpyeovySr) e (SgyeenySH)(STy vy ST) = (S  S9S1,y« vy Sp v S5ST)
norgaks parempoolseks lokaalseks iihikelemendiks u = (uq, us, . .., u,). Teoreemi
kohaselt on poolrithm S; x ... x S, paremalt paras. n

Naiide 4. Paremalt parajate poolrithmade lopmatu otsekorrutis ei pruugi olla
paremalt paras poolrithm. Olgu T,, = (t,),n € N, loplik n-elemendiline mono-
geenne poolithm, kus t? = "1 kusjuures n on vihim selline astendaja. Vtame
S = [],.en T ja vaatleme elementi s = (1, ts,13,...) € S. Kui eeldame, et S on pa-
remalt paras poolrithm, siis jéireldusepéhjal leidub selline v = (uy, ug, us,...) € .S
nii, et shu = s*. Seega tfu; = t¥ iga i € N korral. Seetottu tf,, =t upy1 = )11,
mis ei ole voimalik, sest Ty = (tg+1) on (k + 1)-elemendiline 16plik monogeenne

poolrithm.

Ekvivalentsusseost p poolrithmal S nimetatakse kongruentsiks, kui

T1pY1 A Tapys = (2122) p(Y1Y2)

mistahes x1,x9,y1,y2 € S korral. Olgu S poolrithm ja p selle kongruents. Hulga
S/p = {[z], | * € S} elementide [z], = {y € S | zpy} korrutis defineeritakse
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vordusega

[]plyl, = [2y],

mistahes z,y € S korral. Saame poolrithma S/p, mida nimetatakse poolrithma S

faktorpoolrithmaks kongruentsi p jargi.

Lause 5. Paremalt paraja poolriihma faktorpoolriihm on paremalt paras poolriihm.

Toestus. Olgu S suvaline paremalt paras poolrithm ja olgu p sellel defineeritud
kongruents. Olgu S/p poolrithma S faktorpoolrithm antud konguentsi jargi. Olgu
([i])ien mingi jada poolrithmas S/p. Siis (z;),cy on jada poolrithmas S, mistottu

leiduvad n € N ja u € S nii, et x,, - - - xyu = x,, - - - 1. Jarelikult

[zn] - [Tnoa] oo (] = (e x] = [, 21y
= [wa] - [wna] - ] - [l

]

Niiiid veendume, et koik paremalt parajad poolrithmad ei ole vasakult parajad.

Naiide 5. Leidub kolmeelemendiline paremalt paras poolrithm, mis ei ole vasakult

paras. Defineerime hulgal S = {0, 1,2} korrutamise vastavalt tabelile

o O oo
N — O
S O O

2

Kui z # 1, siis z(yz) = 0 = (zy)z, vastasel juhul ndeme antud tabelist, et
(xy)z = vy = z(yz). Seega on S poolrithm, kusjuures 1 on selle poolrithma parem-
poolne iihikelement. Lisaks on S faktoriseeruv ja paremalt paras lause [2| pohjal.
Samas ei ole S vasakult paras, sest jada (s1,S2,83,84...) = (2,1,1,1,...) jaoks
kehtib vordus

S1 S, =2-1-1-...-1=2

iga n € N korral. Kuna 22 = 0 iga x € S korral, siis ei leidu sellist naturaalarvu

n € N, et n-elemendiselt korrutisel 2-1---1-1 oleks nork vasakpoolne lokaalne
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iihikelement. Teoreemi [1f analoogi jargi ei ole S vasakult paras poolrithm.

Olgu S* suvaline vdhemalt 3-elemendiline hulk. Valime sellest hulgast kolm
erinevat elementi 0, 1,2 ja defineerime korrutamise nii, et s1 = s iga s € S* ja
st =01iga s € S jax € S\{1} korral. Siis saab analoogiliselt ndidata, et tegu on
paremalt paraja poolriithmaga, mis ei ole vasakult paras. Lisaks ei ole elementidel
1 ja 2 iihist norka vasakpoolset lokaalset iihikelementi, seega (16plikud) faktori-
seeruvad poolrithmad ei tarvitse omada iihiseid nérku lokaalseid vasakpoolseid

tthikelemente.
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3 Poolrithma unitaarne osa

Selles peatiikis uurime poolrithma koigi unitaarsete parempoolsete ideaalide

ithendit ja selle omadusi ning nende abil defineerime poolrithma unitaarse osa.

Mittetiihja alamhulka I poolrithmas S nimetatakse poolrithma S parempool-
seks ideaaliks, kui

rel =>xsel

iga s € S korral. On lihtne niha, et poolrithma parempoolsete ideaalide mista-
hes ithend on ka sama poolrithma parempoolne ideaal. Analoogiliselt defineerime
vasakpoolse ideaali. Poolriihma S kahepoolseks ideaaliks ehk lihtsalt ideaaliks
nimetatakse alamhulka, mis on nii vasak- kui ka parempoolne ideaal. Kui = € S,
siis zS1 (S'z) on S parempoolne (vasakpoolne) ideaal, mida nimetatakse elemendi

x poolt tekitatud poolrithma S parempoolseks (vasakpoolseks) peaideaaliks.

Poolrithma S iga parempoolset ideaali I voib vaadelda parempoolse S-polii-
goonina, kus poliigooni S toime on antud korrutamise abil. Kui kehtib vordus
IS = I, siis I on paremalt unitaarne. Olgu U(Sgs) koigi poolrithma S paremalt
unitaarsete parempoolsete ideaalide iihend. Siis on U(Sg) suurim voimalik pare-

malt unitaarne poolrithma S parempoolne ideaal. Analoogiliselt saame defineerida
U(s9).

Faktoriseeruva poolrithma S korral on S ja ¢S molemad unitaarsed poliigoonid
ning seega kehtivad vordused U(Sg) = S = U(g9).

Jargnevat abitulemust kasutame mitmes kohas.
Lemma 3. Paremalt paraja poolriihma S iga elemendi s jaoks leidub n € N nii,

et s" € U(Ss).

Toestus. Olgu s € S. Siis jarelduse [l kohaselt leiduvad sellised n € N jau € S, et
s™ = s™u. On selge, et

§" = s"u = s"uu € (s"S")S
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ja poolrithma S iga elemendi v korral
s"v = s"uv € (s"Sh)S.

Jarelikult s"S1 C (s"S1)S ja seega s"S' = (s"S')S. See tihendab, et s™S' on
poolriihma S paremalt unitaarne parempoolne ideaal. Seega s"S!' C U(Ss) ja
s" e U(Ss) ]

Lause 6. Kui S on paremalt paras poolriihm, siis on U(Ss) kahepoolne ideaal

poolrihmas S.

Toestus. Konstruktsiooni jargi on U(Sg) poolrithma S parempoolne ideaal. Olgu
s € Sjau € U(Ss). Kuna U(Sg) on paremalt unitaarne, siis lause [1| pohjal on
see s-unitaarne, mistottu leidub mingi ¢ € S nii, et u = wut. Seega su = sut,
millest jirelduvalt suS! C (suS')S, see tihendab, et suS* = (suS')S . Jirelikult
parempoolne peaideaal suS! on unitaarne parempoolne S-poliigoon. Parempoolse
ideaali U(S) definitsiooni kohaselt:

su € suS* C U(Ss),
mis néitab, et U(Sg) on vasakpoolne ideaal poolrithmas S. O]

Jargnev lause néitab, millistest elementidest U(Ss) ja U(sS) koosnevad.

Lause 7. Olgu S paras poolriihm. Siis on iga s € S jaoks jirgmised vdited sa-

mavddarsed:

(1) s € U(Ss),
(2) s = su mingiu € S korral,
(3) s € U(s9),
(4) s =us mingi u € S korral.

Toestus. Eeldame, et poolrithm S on paras. Siis lausest [1| jareldub, et poolriithma S
paremalt unitaarne parempoolne S-poliigoon U(Ss) on s-unitaarne ja seega ilmselt
(1) = (2). Analoogiliselt saab niidata, et (3) = (4).
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(4) = (1). Olgu s = us mingi u € S korral. Lemma 3| pohjal leidub selline
n €N, et u” € U(Ss). Seega

s=us=uus=...=u"s € U(Ss),

sest U(Sg) on parempoolne ideaal. Sarnase toestuskidiguga on voimalik ndidata, et
(2) = (3). O

Eelneva lause pohjal teame, et parema poolrithma U(Ss) = U(sS). Edaspi-
di téhistame seda hulka siimboliga U(S) ja nimetame seda paraja poolrithma S

unitaarseks osaks.
Paneme téhele, et poolrithma S unitaarne osa U(S) on samuti paras.

Jareldus 2. Kui S on paras poolriihm, siis hulk
US)={se€ S|s=su=wvs mingi u,v €S korral} (3.1)

on kahepoolne ideaal poolrihmas S. Lisaks on U(S) norkade lokaalsete

tihikelementidega poolrihm ehk U(S) on samuti paras poolrithm.

Toestus. Olgu S paras poolrithm. Vordus [3.1 kehtib ténu lausele [7] Votame suva-
lise s € U(S). Siis s = su = vs mingi u,v € S korral. Lause [7] pohjal s € U(Ss) ja
s € U(sS). Seega U(S) = U(Ss) = U(sS). Lause [f] kohaselt on U(S) kahepoolne

ideaal poolrithmas S.

Votame suvalise s € S. Siis s = su = vs mingite u,v € S korral. Lemmast
saame, et leiduvad sellised m,n € N, et u™, v™ € U(S). Siis elemendi s nork
parempoolne lokaalne iihikelement on v ja nork vasakpoolne lokaalne iihikelement

on v". O
Jareldus 3. Kui S on paremalt paras poolriihm, As on unitaarne poliigoon ja

a € A, siis a = au mingi u € U(Sg) korral.

Toestus. Kuna Ag on unitaarne, siis lause (1] jargi on Ag ka s-unitaarne, mistottu
mingi s € S korral a = as. Lemmapéhjal leidub n € N nii, et s™ € U(Sg). Seega

a=as = as". OJ
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Lopetuseks toestame veel iihe lause, mis néitab, et teatud poolrithmade klass

sisaldub parajate poolriithmade klassis.
Oeldakse, et poolrithm S rahuldab kahanevate ahelate tingimust vasak-
poolsete peaideaalide jaoks, kui iga vasakpoolsete peaideaalide jada

Stz D S'% D S'% DL

korral leidub selline n € N, et Sz, = S'z, .1 =Slz, 1 = ...

Lemma 4. Kui poolrihmal S kehtib kahanevate ahelate tingimus vasakpoolsete
peaideaalide jaoks, siis iga jada (8;)ieny € SV jaoks leiduvad sellised n € N ja
ue St et

Sp 81 = USp41Sn - * S1-
Toestus. Vaatleme jada (s;);ey € SV ja kahanevat ahelat

Sls; D Slsys; D Stsgses; D ...
Eelduse kohaselt leidub selline n € N, et S's,---s; = Sls,.15, --51. Seega

Sp -+ 81 = USp415y - - 51 mingi u € ST korral. O

Lause 8. Iga kommutatiivne poolrihm, mis rahuldab kahanevate ahelate tingimust

peaideaalidele, on paras poolriihm.

Téestus. Olgu S kommutatiivne poolrithm, mille peaideaalidele kehtib kahaneva
ahela tingimus. Vaatleme jada (s;)ien € SY. Lemma [8] kohaselt leiduvad n € N ja
uw € S! nii, et us, - -5, = USy415y - - - 51. Poolrithma kommutatiivsusest jireldub,

et Sy 81 = (Sp -+ 51)(uSpa1). Seega teoreemi [l pdhjal on S paras poolrithm. [

On ilmne, et 16plikus poolrithmas stabiliseeruvad koik vasakpoolsete peaideaa-
lide kahanevad ahelad.

Jareldus 4. Iga loplik kommutatiivne poolrihm on paras poolrihm.
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4 Naited

Toome veel moned néited parajatest poolrithmadest.

Naide 6. Paraja poolrithma alampoolrithm ei pruugi olla paras. Olgu S poolriihm,
mis ei ole paras ja olgu sellele viilise iihikelemendi lisamisel saadud monoid S*. Siis

S on St alampoolriihm.

Naide 7. Olgu S poolriihm ja n € N selline, et S™ on paremalt paras poolrithm,
kus S™ on poolrithm, mis koosneb koigist korrutistest, kus teguriteks on n

poolrithma S elementi. Vaatame jada (s;);en. Téhistame

Ti = SinSin—1" " Sin—(n—2)Sin—(n—1) = SinSin—1 " S(i—1)n+25(i—1)n+1-

Siis jada (z;)ieny € (S™)N. Kuna S™ on paras, leidub selline r € N, et korrutisel

Tpx,_1 -+ o1 leidub nork parempoolne lokaalne iihikelement u € S. Jarelikult

SrnSrn—1 """ S(r—1)n+1S(r—-1)nS(r-1)n-1"""5251 = LpLr_1-'"T1
=TpTyp—1"""T1U = SppSpp—1--S1U.
Seega teoreemi (1| pohjal on S paremalt paras poolrithm.
Anname ka néite poolrithmaklassist, mis ei ole paras.

Naiide 8. Vabad poolrithmad (vt. [4]) ei ole parajad. Olgu S vaba poolrithm moo-
dustajate siisteemiga M, kirjutame S = (M). Olgu (s;)iey € SV suvaline jada.
Siis leiduvad sellised n; € N jam;, € M,k € {1,...,n;}, et

S; = mini mini_l s mil.

Vabade poolrithmade definitsiooni pohjal ilmselgelt ei leidu mistahes n € N korral
korrutisel s,,s,,_1 - - - s1 norka parempoolset lokaalset iihikelementi ja seega teoreemi

kohaselt ei ole S paremalt paras poolrithm.
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5 Morita ekvivalentsus

Kéesolevas peatiikis uurime Morita ekvivalentsust parajate poolrithmade kor-
ral. Selleks defineerime poliigoonide tensorkorrutise ja kategooriad ning nende ek-

vivalentsuse.

Kategooria koosneb kahte tiiiipi suurustest — objektidest ja morfismidest.
Kui K on kategooria, siis tema objektid moodustavad klassi Obj(K). Mistahes
objektipaariga A, B € Obj(K) on seotud hulk Mor(A, B)x, mida nimetatakse
morfismide hulgaks objektist A objekti B nii, et

(1) kui f € Mork(A,B) ja g € Morx(B,C), siis eksisteerib nende korrutis
gf € Morg(A,C),

(2) kui morfismide korrutised (hg)f ja h(gf) on olemas, siis nad on vordsed,

(3) mistahes objekti A korral leidub hulgas Mori(A, A) eriline morfism 14 nii,
et fla = fjalag=giga f € Morc(A,B) jaiga g € Mork(C,A) korral.

Sellist morfismi nimetatakse hulga A iihikmorfismiks.
Kategooria IC koigi morfismide klassi téhistatakse Mor(K).

Kui vaadelda koiki unitaarseid parempoolseid S-poliigoone objektidena ja
nendevahelisi homomorfisme morfismidena, saame kategooria, mida tédhistame

siitmboliga UActg. Analoogiliselt saab defineerida hulga gUAct.
Defineerime veel iihe poliigoonide omaduse.

Definitsioon 3. Parempoolset S-poliigooni Ag nimetatakse mittesingulaar-
seks, kui
(Vs € 9)[(Va,d' € A)(as = d's) = a=d].

Lause 9. Olgu S paras poolrihm, mille unitaarsel osal U(S) leiduvad iihised
norgad parempoolsed lokaalsed thikelemendid. Siis iga unitaarne parempoolne S-

poliigoon on mittesingulaarne.

Téestus. Olgu Ag unitaarne parempoolne S-poliigoon ja olgu a,a’ € A sellised,
et as = a’s iga s € S korral. Jarelduse |3 pohjal leiduvad sellised u, v € U(S), et

au = a ja a'u’ = a'. Eeldusest jarelduvalt leidub selline v € U(S) C S, et uv = u
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jau'v = u/. Kuna av = da'v, siis

]

Olgu S poolrithm. Poliigoonide Ag ja ¢B tensorkorrutiseks A ®; B nime-
tatakse faktorhulka (A x B)/c ekvivalentsusseose o jérgi, mille on genereerinud
hulk

{((as,b), (a,sb)) |a € A,b € B,s € S} € (Ax B)>.

Paari (a,b) € A x B o-klassi tihistatakse siimboliga a ® b. Seega as @ b = a ® sb
igaa€ A be B,s € S korral.

Definitsioon 4. Oeldakse, et parempoolne S-poliigoon Ag on kinnine, kui ku-
jutus

pa:A®RsS - A a®s— as
on bijektiivne. Analoogiliselt defineeritakse vasakpoolsed kinnised S-poliigoonid.

Kinnised parempoolsed (vasakpoolsed) S-poliigoonid koos nende homomor-
fismidega moodustavad kategooria, mida téhistatakse siimboliga FActg (sFAct).

Kinniste parempoolsete S-poliigoonide kategooriat tahistatakse FActg.

Lemma 5. Parempoolne S-poliigoon As on unitaarne parajasti siis kui kujutus

pa:ARsS - A, a® s+ as on strjektiivne.

Téestus. TARVILIKKUS. Olgu S poolrithm ja Ag unitaarne parempoolne S-polii-
goon. Kui a € Ag, siis leiduvad sellised o' € A,s € S, et a = da's. Jarelikult

a=ds=ps(d ®s), seega on 4 siirjektiivne.

Prisavus. Olgu S poolrithm ja Ag parempoolne S-poliigoon. Kujutuse pi
siirjektiivsusest jareldub, et mistahes a € Ag jaoks leiduvad sellised o' € Ag ja

s€ S, eta=pa(a ®s)=a's. Seega on Ag unitaarne. O

Niisiis suvalise poolrithma S korral on kinnised parempoolsed S-poliigoonid

unitaarsed.
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Lause 10. Olgu S tiihiste norkade parempoolsete lokaalsete tihikelementidega

poolrithm. Siis unitaarsed parempoolsed S-poliigoonid on kinnised.

Toestus. Olgu S iihiste norkade parempoolsete lokaalsete ithikelementidega pool-
rithm ja olgu Ag parempoolne S-poliigoon. Poliigooni Ag kinnisuseks piisab
naidata, et kujutus pg4 @ A ®s S — A, a ® s — as on injektiivne. Oletame,
et

paa,s) = as = d's' = pa(d’, s),

a,a’ € A,s,a’ € S. Siis leidub selline u € S, et s = su ja s’ = s'u. Seega
a®s=a@su=asQu=ads u=d su=d @5

tensorkorrutises A ®g S. O

Jareldus 5. Kui poolriihm S omab iihiseid norku parempoolseid lokaalseid

tihikelemente, siis FActg = UActg.

Olgu K ja L kategooriad. Kujutuseks kategooriast K kategooriasse £ nime-
tatakse eeskirja F', mis seab kategooria K igale objektile A vastavusse iiheselt
madratud kategooria £ objekti AF ja kategooria K igale morfismile f kategooria
L morfismi F'(f).

Kujutust F': K — £ nimetatakse kovariantseks funktoriks kategooriast IC

kategooriasse L, kui

(1) iga f € Morx € Obj(K) korral F'(f) € Mor,(AF, BF),
(2) F(fg) = F(f)F(g) mistahes morfismide f,g € Mor(K) korral, mida saab
kategoorias IC korrutada,

(3) F(14) = 14 mistahes A € Obj(K) korral.

Kategooria K iithikfunktoriks nimetatakse funktorit, mis jatab paigale nii

kategooria objektid kui ka morfismid. Uhikfunktorit tdhistame siimboliga 1x.

Morfismi f : A — B nimetatakse isomorfismiks, kui leidub selline morfism
g: B — A et gf =14 ja fg = 1. Funktorit F' : K — £ nimetatakse isomor-
fismiks, kui leidub selline funktor G : L — IC, et GF = 1 ja FG = 1. Selliseid
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kategooriad nimetatakse isomorfseteks.
Jargnev lause on toestatud artiklis [6].

Lause 11 ([0], Lause 3.4). Olgu S selline paremalt paras poolriihm, et I := U(S)
omab tihiseid norku parempoolseid lokaalseid tihikelemente. Siis on jdrgnevad vdited

samavddrsed:

(1) kategooriad UActs ja UAct; on isomorfsed,
(2) kategooriad FActs ja FAct; on isomorfsed.

Definitsioon 5. Morita kontekstiks nimetatakse kuuikut (S, T, s Pr, 17 Ps, 0, ¢),

kus S ja T' on poolrithmad, ¢ Pr ja rPs on bipoliigoonid ja

0:5(P®sQ)s —sSs, ¢:0(P@rQ)r — 1Tr

on sellised bipoliigoonide homomorfismid, et iga p,p’ € P ja q,¢ € @ korral
0p®p =pola@p), @) =¢l@ep).

Morita konteksti nimetatakse unitaarseks, kui ta bipoliigoonid on unitaarsed.

Olgu K ja L kategooriad ja F,G : K — L kovariantsed funktorid. Lisaks olgu
v:0bj(K) — Mor(L), A vy selline eeskiri, et kehtivad tingimused

(1) kui A € Obj(K), siis va € Morp(AF, BF),
(2) suvaliste objektide A, A" € Obj(K) ja suvalise morfismi f : A — A’ korral

G(f)va =vaF(f).

Eeskirja v nimetatakse loomulikuks teisenduseks funktorist F' funktorisse G ja
téhistatakse v : F' — (. Kui loomuliku teisenduse v korral on v, iga objekti A

korral isomorfism, siis nimetatakse seda teisendust loomulikuks isomorfismiks.

Kui funktorite F' ja G korral leidub loomulik isomorfism v : F — G, siis

oeldakse, et funktorid F' ja G on loomulikult isomorfsed.

Olgu K ja L kategooriad ning F' : K — L kovariantne funktor. Funktorit F
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nimetatakse ekvivalentsiks, kui leidub selline kovariantne funktor G : £ — IC, et
funktor F'G on loomulikult isomorfne kategooria K ithikfunktoriga ja funktor GF
on loomulikult isomorfne kategooria £ iihikfunktoriga. Siis 6eldakse, et kategooriad
IC ja L on ekvivalentsed. Kui kaks kategooriat on isomorfsed, siis on nad ka

ekvivalentsed.

Anname kahe poolrithma Morita ekvivalentsuse definitsiooni 1dbi iile nende

vaadeldavate kinniste poliigoonide kategooriate ekvivalentsuse.
Definitsioon 6. Ocldakse, et poolrithmad S ja T on

a) paremalt Morita ekvivalentsed, kui kategooriad FActs ja FActr on ekvi-
valentsed,

b) vasakult Morita ekvivalentsed, kui kategooriad gFAct ja rFAct on ekvi-
valentsed,

c) Morita ekvivalentsed, kui nad on paremalt ja vasakult Morita ekvivalent-
sed,

d) tugevalt Morita ekvivalentsed, kui leidub unitaarne Morita kontekst
(S, T, sPr,7Ps,0,), kus 0 ja ¢ on siirjektiivsed.

Teoreem 2. Olgu S, T sellised paremalt parajad poolrihmad, et U(Ss),U(Tr)
omavad thiserd norku parempoolseid lokaalseid tihikelemente. Siis on jdrgnevad

vaited samavddrsed:

(1) kategooriad UActs ja UActr on ekvivalentsed,

(2) kategooriad FActs ja FActr on ekvivalentsed,

(8) poolriihmad S ja T on paremalt Morita ekvivalentsed,

(4) kategooriad UActy sy ja UActy(p,y on ekvivalentsed,

(5) kategooriad FActy sy ja FActy(p.) on ekvivalentsed,

(6) poolrihmad U(Ss) ja U(Tr) on paremalt Morita ekvivalentsed.

T'oestus. Lause [11] esimese osa pohjal on kategooriad UActy(g) ja UActg isomorf-
sed (sealhulgas ka ekvivalentsed), teise osa pohjal on kategooriad FActy (s ja FActg
isomorfsed. Ekvivalentsusseose transitiivsusest tuleneb (1) < (4) ning (2) < (5).

(2) & (3) ja (5) © (6) jarelduvad otse Morita ekvivalentsuse definitsioonist. Kuna
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U(S)s, U(T)r on poolrithmad, mis omavad tihiseid norku parempoolseid lokaalseid

tihikelemente, siis lause |5| pohjal on nad kinnised ja seega (4) < (5). O

Olgu S, T parajad poolrithmad, mille unitaarsetel osadel U(.S), U(T) on iihised
norgad parempoolsed lokaalsed iihikelemendid. Sellisel juhul Morita ekvivalent-
suse uurimine taandub teoreemi [2| abil nende unitaarsete osade uurimise peale.
Poolrithmad U(S),U(T) on faktoriseeruvad, kuna omavad iihiseid norku parem-
poolseid lokaalseid iihikelemente. Seega saab rakendada artikli [2] tulemusi. Kui
U(S),U(T) on lokaalsete iihikelementidega, siis saab rakendada artiklites [§] ja [7]

arendatud teooriat.

Defineerime poolrithmal S seose
Cs =A{(s1,82) € S x S| ss1=ssy iga s€S korral}.

[lmselt on seos (g refleksiivne, transitiivne ja siimmeetriline, seega ekvivalentsus-

seos. Olgu sy, s9, 21, 20 € S. Kui (81, 82), (21, 22) € (g, siis
s8121 = (881)21 = (882)21 = (8S2)29 = S229.

Seega (s on kongruents poolriithmal S mistahes s € S puhul. Tdhistame poolrithma

S faktorpoolrithma kongruentsi (s jéargi sitmboliga S’

Lause 12. ([2], Theorem 3) Olgu S, T faktoriseeruvad poolrihmad. Unitaarse-
te mittesingulaarsete parempoolsete S-poliigoonide kategooria on ekvivalentne uni-
taarsete mittesingulaarsete parempoolsete T-poliigoonide kategooriaga siis ja ainult

siis, kui poolrihmad S’ ja T' on tugevalt Morita ekvivalentsed.

Vasakreduktiivsete poolrithmade korral on (g vordusseoseks poolrithmal S,
kusjuures S’ = S. Seega, kui U(S),U(T) omavad iihiseid norku vasakpoolseid
lokaalseid iihikelemente, on nad vasakreduktiivsed ja seega U(S) = U(S) ja
ury =u(T).

Kasutades faktorpoolrithmi kongruentsi ( jérgi annab jargnev lause piisava ja

tarviliku tingimuse faktoriseeruvate poolrithmade Morita ekvivalentsuseks.

Lause 13. Olgu S ja T sellised poolriihmad, et U(S) ja U(T) omavad ihiseid
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norku lokaalseid tihikelemente. Siis on jargmised vdited samavdidrsed:

(1) poolrihmad S ja T on paremalt Morita ekvivalentsed,
(2) poolrihmad U(S) ja U(T) on paremalt Morita ekvivalentsed,
(3) poolrihmad U(S) ja U(T) on paremalt tugevalt Morita ekvivalentsed.

Téestus. Viidete (1) ja (2) samavéérsus jareldub otse teoreemist [2, Sama teo-
reemi kohaselt U(S) ja U(T") on paremalt Morita ekvivalentsed parajasti siis, kui
UActy, ja UActr, on ekvivalentsed. Lause [9] phjal on UActy, (UActy) unitaar-
sete mittesingulaarsete parempoolsete U(.S)-poliigoonide (U(T')-poliigoonide) ka-
tegooria. Lausest [12] jareldub, et need kategooriad on ekvivalentsed parajasti siis
kui U(S),U(T) on tugevalt Morita ekvivalentsed. Seega on viited (2) ja (3) sa-

mavaarsed. O
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