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Sissejuhatus

Olgu n mingi naturaalarv. Olgu funktsioon f = f(x,y) méédratud ja pidev muutu-
jate x,y piirkonnas D. Vahemikus (a,b) méaratud funktsiooni y = y(x) nimetatakse

diferentsiaalvorrandi
y" = f(z,y) (0.1)

lahendiks selles vahemikus, kui y(z) on n korda pidevalt diferentseeruv vahemikus (a, b)

ning iga = € (a,b) korral (z,y(z)) € D ja

y" (@) = fla,y(x)).

Ulesannet, kus on vaja leida vérrandi (0.1) lahend 3 = y(x), mis rahuldab tingimusi

0 1 n— n—1
y(IO) = yé )a y/($0> = y((] )7 R y( 1)(‘7") = yé )a

kus xq, yéo),y(()o), e ,y(()o) on etteantud arvud, nimetatakse algtingimustega iilesandeks

ehk Cauchy iilesandeks vorrandi (0.1) jaoks. Sellise iilesande lahendi olemasolu ja iihe-

sus on antud Cauchy teoreemiga (vt [6], Ik 214, teoreem 13.2.2).

Kui n > 0 ei ole naturaalarv, siis kujutab vorrand (0.1) endast niinimetatud mur-
rulist jarku tuletisega diferentsiaalvorrandit ja tekib kiisimus, kuidas on vastav tuletis
defineeritud ning millal on murrulise tuletisega diferentsiaalvorrand lahenduv. Kéesole-
vas magistritoos vaadeldakse Caputo murrulise tuletisega (vt §2) diferentsiaalvorrandi
Cauchy iilesannet ja ndidatakse, millistel tingimustel on vastaval iilesandel lahend ole-

mas (vt teoreemi 3.1) ja millistel tingimustel tihene (vt teoreemi 3.2).

Magistrit6os esitatakse ka numbriline meetod, mille abil saab leida Caputo murru-
lise tuletisega Cauchy iilesande lahendi ldhisvadrtusi. Meetodi rakendamiseks on koos-
tatud Matlabi programm ja toodud rida tulemusi néiteiilesande praktilise lahendamise
kohta.

Magistritoo teoreetiline osa on referatiivse iseloomuga ja pohiliselt tugineb mo-

nograafias [1| toodud tulemustele.
T66 koosneb neljast osast ning lisas toodud programmidest.

Esimene paragrahv sisaldab mitmeid definitsioone ja tulemusi, mis on vajalikud

eelteadmised iilejadnud t66 moistmiseks.

Teine paragrahv koosneb kolmest osast. Esimeses defineeritakse Riemann-
Liouville’i integraal- ja diferentsiaaloperaatorid ning esitatakse moned tulemused, mis
on vajalikud edaspidi. Seejirel defineeritakse Caputo diferentsiaaloperaator ja esita-

takse kaks olulist abitulemust. Kolmandas alapunktis tuuakse moned néited Riemann-



Liouville’i ja Caputo tuletiste leidmise kohta.

Kolmandas paragrahvis toestatakse kaks teoreemi, mis néitavad, millistel tingi-

mustel Caputo murrulise tuletisega Cauchy {ilesanne on {iheselt lahenduv.

Neljandas ja viimases paragrahvis esitatakse Adamsi-Bashforthi-Moultoni numb-
rilise meetodi {ildistus, mis voimaldab leida Caputo murrulise tuletisega Cauchy iiles-
ande lahendi ligikaudseid vaartusi etteantud vorgu solmedes. Seejéarel tuuakse néide

selle meetodi praktilise rakendamise kohta.



§ 1. Vajalikud eelteadmised ja abitulemused

Selles paragrahvis esitatame moned moisted ja tulemused, mida ldheb vaja selle ma-

gistritoo jargmistes osades. Siin tugineme pohiliselt toodele 1], [3] ja [5].

Definitsioon 1.1. Gammafunktsiooniks nimetatakse funktsiooni I', mis on defineeri-
tud seosega
['(a) :/ e "2 tdx, a>0. (1.1)
0

Kui a > 0, siis seose (1.1) paremal poolel olev integraal koondub.

Olgu a > 0. Siis kehtib seos

I'(a+1) =al'(a). (1.2)
Toepoolest, ositi integreerides saame

Fa+1)= / e frtdr = —e’xx“’;o + a/ e 2" tdx = 0+ al'(a) = al'(a).
0 0

Osutub, et valemi (1.2) abil saame funktsiooni I'(a) defineerida ka a € (—1,0)

korral:
['(a+1)

Pla) = =~

Veelgi enam, olgu a < 0 ja n € N selline, et a +n > 0. Siis defineerime

I'(a+n)
(a+1)...(a+ (n—1))

[(a) = - (1.3)

kui a ¢ {0,—1,—2,...}. Kui @ > 0, siis vordus (1.3) on samaviidrne seosega (1.2).
Paneme tihele, et kui a € {0,—1,—2,...}, siis vorduse (1.3) paremal poolel oleva
murru nimetaja vordub nulliga. Seega pole funktsioon I' médratud mittepositiivsete

taisarvude korral.

Definitsioon 1.2. Beetafunktsiooniks nimetatakse funktsiooni B, mis on defineeritud

seosega
1
Bla,b) = / 11— 1), (1.4)
0
kus a ja b on positiivsed reaalarvud.

Kui a,b > 0, siis seose (1.4) paremal pool olev integraal koondub.

Teoreem 1.1. Olgu a,b > 0. Siis



ja seeqa kehtib ka
/I ta_l(l' . t)b_ldt — xa-l—b—l F<a)r<b>
0 C(a+0b)

Definitsioon 1.3. Olgu p > 0. Siis defineerime [p] kui vahima tiisarvu, mis on suurem

voi vordne arvuga p.
Téhistame kiesolevas t60s korduvalt kasutatavad hulgad jargmiselt:

e N on koikide naturaalarvude hulk;
e Cla,b] on 16igus [a,b] (a < b) pidevate funktsioonide hulk;

e C™[a,b] on 16igus [a,b] médratud kéikide m-korda (m € N) pidevalt diferentsee-

ruvate funktsioonide hulk;

Hulk Cla, b] on Banachi ruum normi

I/l = su [F(@)] (/€ Cla.b)

AT

suhtes.

Niitid sonastame moned definitsioonid ja tulemused, mis on vajalikud Caputo

murrulise tuletisega Cauchy iilesande lahendi olemasolu ja iihesuse toestamiseks.

Definitsioon 1.4. Olgu X vektorruum. Hulka U C X nimetatakse kumeraks kui iga
z,y € Uja X € (0,1) korral Az + (1 — Ny € U.

Definitsioon 1.5. Hulka U meetrilises ruumis nimetatakse suhteliselt kompaktseks,

kui igast U elementidest moodustatud jadast saab eraldada koonduva osajada.

Definitsioon 1.6. Koosnegu hulk U 16igul [a, b] miiratud funktsioonidest. Oeldakse,
et funktsioonide hulk U on vordpidev (funktsioonid hulgast U on vordpidevad), kui iga
e > 0 korral leidub § > 0 nii, et

|f(21) = fx2)] <,

kui
xr1 — l'2| <9

ja feU.

Definitsioon 1.7. Koosnegu hulk U 18igul [a, b] miidratud funktsioonidest. Oeldakse,
et funktsioonide hulk U on iihtlaselt tokestatud (funktsioonid hulgast U on iihtlaselt
tokestatud), kui leidub arv M nii, et

|[f(z)] < M
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iga f € U ja z € [a,b] korral.

Teoreem 1.2. (Arzela-Ascoli teoreem) Hulk ruumis Cla,b] on suhteliselt kompaktne

parajasti siis, kui ta on dhtlaselt tokestatud ja vordpidev.
Definitsioon 1.8. Olgu X meetriline ruum. Operaatori A : X — X piisipunktiks
nimetatakse sellist elementi y € X, et

Ay =y.

Teoreem 1.3. (Schauderi pisipunktiprintsiip) Olgu X tdaielik meetriline ruum ja olgu
U C X tokestatud kinnine kumer alamhulk ning olgu A : U — U selline kujutus, et
hulk

{Au:u e U}

on suhteliselt kompaktne ruumis X . Siis leidub kujutusel A vihemalt ks pisipunkt.

Teoreem 1.4. (Weissingeri pisipunktiteoreem) Eeldame, et (U, d) on mittetihi tdielik
meetriline ruum meetrikaga d ja a; > 0 iga j € NU{0} korral sellised, et rida Z;io Q;

koondub. Olgu kujutus A : U — U selline, et vorratus
d(Au — Alv) < ajd(u,v)

kehtib iga 7 € N ja iga u,v € U korral. Siis operaatoril A leidub tiheselt mddratud
plsipunkt u* ning iga ug € U korral jada (Ajuo) 1 koondub piisipunktiks u*

Definitsioon 1.9. Olgu p;, p, > 0. Mittag-Leffleri funktsiooniks £, ,, parameetritega

p1 ja pe nimetatakse funktsiooni, mis on defineeritud seosega

[o.¢]
P1 ,Pz §
Jj=

< T(jp1 + p2)
Uhe parameetriga Mittag-Leffleri funktsioon on defineeritud seosega E,, (2) = E,, 1(2).

Kui py,pe > 0, siis Mittag-Leffleri funktsiooni méaérav astmerida koondub iga
z € R korral.



§ 2. Caputo diferentsiaaloperaator

Selles paragrahvis toome koigepealt sisse Riemann-Liouville’i integraaloperaatori
moiste ja seejirel defineerime Riemann-Liouville’i diferentsiaaloperaatori Riemann-
Liouville’i integraaloperaatori abil. Caputo diferentsiaaloperaator on defineeritud nen-
de kahe operaatori kaudu. Lisaks esitame moned nende operaatoritega edaspidi vaja

minevad tulemused ja kolm nididet murrulisete integraalide ja tuletiste leidmise kohta.

Selles paragrahvis esitatud tulemused pohinevad toddele [1] ja [3].

2.1. Riemann-Liouville’i integraal- ja diferentsiaaloperaatorid

Olgu D operaator, mis seab 16igus [a,b] diferentseeruvale funktsioonile f vastavusse

tema tuletise f’:

(Df)(x) = f'(x), x€lab],

kus
o) — pim L2 1) = S )

h—0 h

Olgu J, operaator, mis teisendab 16igus [a, b] integreeruva funktsiooni f funktsiooniks
Jo f nii, et

(@) = [ Citdt, e fab).

Iga n € N korral hakkame kasutama stimboleid D" ja J!' tihistamaks operaatorite D

ja J, n-kordset rakendamist:

D'=D, J'=1,
D"=DD" ' Jr=J,Jr

Defineerime D° = T ja JY = I, kus I on samasusteisendus.

Jargnevas huvitab meid, kas ja kuidas saame neid moisteid iildistada nii, et oleks
kaetud ka olukorrad, kus n ¢ N. Selleks kasutame allpool toodud teoreeme 2.1 ja 2.2,
mille toestused voib leida vastavalt opikutest ([4], 1k 371) ja ([6], 1k 224).

Teoreem 2.1. Olgu f: [a,b] - R = (—o00,00) pidev funktsioon ja olgu F': |a,b] — R

defineeritud vordusega
m@:/f@ﬁ,xe@q

Siis F' on diferentseeruv ja

F =



Teoreem 2.2. Olgu f loigus [a,b] pidev funktsioon. Siis iga n € N korral kehtib valem

D) = oty [ =0 o€ o

(n—
Teoreemi 2.1 pohjal
(DJa)f = f

jaiga n € N korral
(DTN f = [ (2.1)

Operaatorite D ja J, iildistamisel soovime siilitada selle omaduse.

Definitsioon 2.1. Olgu p > 0. Operaatorit JP, mis on ruumis C[a,b] defineeritud

vordusega

21 = s [@—irswan, el (2.2)

kus I" on gammafunktsioon (1.1), nimetatakse Riemann-Liouville’i p-jarku integraalo-
peraatoriks. Seejuures funktsiooni J? f nimetatakse funktsiooni f Riemann-Liouville’i

p-jarku integraaliks.

Kui p = 0, siis defineerime J°? = I.

Tuginedes Riemann-Liouville’i integraaloperaatori J? moistele, saame defineerida

Riemann-Liouville’i diferentsiaaloperaatori.

Definitsioon 2.2. Olgu p > 0 ja m = [p]|. Eeldame, et funktsioon f € C[a,b] on

selline, et J7~Pf € C™[a, b]. Siis operaatorit D?, mis on defineeritud vordusega
(D f)(@) = (D™ P f)(x), = € la,bl, (2.3)

nimetatakse Riemann-Liouville’i p-jarku diferentsiaaloperaatoriks. Funktsiooni DP f ni-

metatakse funktsiooni f Riemann-Liouville’i p-jarku tuletiseks.

Kui p = 0, siis defineerime D° = I.

Paneme tahele, et kui p € N, siis operaator DP iihtib tavalise p-jarku diferent-

siaaloperaatoriga DP.

Esitame niitid kolm edaspidi vaja minevat Riemann-Liouville’i integraal- ja dife-

rentsiaaloperaatorite omadust.
Teoreem 2.3. Olgu p,r > 0 ja f € Cla,bl. Siis
IR f = IS
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kehtib loigus x € |a, b].
Teoreem 2.4. Olgu p > 0, m = [p]|, a € R ja funktsioon f selline, et DY JP f eksistee-
rib. Siis
DyJif =T
Teoreem 2.5. Olgu p1,p2 > 0 ja olgu ¢ € Cla,b] ning f = JPr1P2¢. Siis

Pt Dpzf — DP1+p2f_

2.2. Caputo diferentsiaaloperaator

Olgu a,b € R, a < b, ja f € C"™ !a,b]. Siimboliga T}, 1[f;a] tdhistame (m-1)-jirku

Taylori poliinoomi funktsioonist f kohal a:

m—1 (k) a
(Ton—1lf;a])(z) = Al )(x —a)*, z€lab). (2.4)

Definitsioon 2.3. Olgu p > 0, m = [p] ja olgu funktsioon f € C™ ![a,b] selline, et
(DP(f —Tn-1lf;a])) € C™]a, b]. Siis operaatorit ¢DP, mis on defineeritud vordusega

(cDef) (@) = (DE(f — Tonalf;a]))(@), = € a,b]. (2.5)

nimetatakse Caputo p-jarku diferentsiaaloperaatoriks. Seejuures funktsiooni ¢DP? f ni-

metatakse funktsiooni f Caputo p-jarku tuletiseks.

Paneme tidhele, et kui p € N, siis operaator «D? iihtib tavalise p-jarku diferent-

siaaloperaatoriga DP. Toepoolest, kui p € N, siis m = [p| =p ja

(eDef)(x) = (DE(f = Tmalf;a])) () = (DGf) () = (Dg(Tm-1f; al))(x)
= (D" f)(x) = (D™ (T lf;a]))(x) = (D™ f)(x)
= (D"f)(x)

iga = € [a,b] korral, sest m-jarku tuletis (m — 1)-jarku poliinoomist on null.

Esitame niiiid kaks Caputo diferentsiaaloperaatori omadust, mis on vajalikud edas-

pidi.
Teoreem 2.6. Kui f € Cla,b] jap >0, siis kehtib

cDeJif = 1.

10



Teoreem 2.7. Olgu p > 0 ja m = [p]| ning f € C™[a,b]. Siis

cDPf=J""PD™f.

2.3. Naited

Vaatleme niiiid niiteid Riemann-Liouville’i ja Caputo murruliste tuletiste leidmise koh-

ta.

Koigepealt paneme tédhele, et Riemann-Liouville’i tuletis konstantsest funktsioo-

nist f(z) =c¢ (x € [a,b]), ei pruugi olla vordne nulliga.

Toepoolest, olgu f(z) = ¢, kus = € [a, b] ja ¢ on mingi konstant. Olgua € R, p > 0
jam = [p]. Kui p € N, siis m = p ning

(Dif)(x) = (D™ f)(x) = "™ = 0.
Kui p ¢ N, siis definitsioonist 2.3 1dhtuvalt leiame, et

(DEf) (@) = (D™ P f) ()

m 1 o m—p-1,,
=D (F(m ) /a (x —1t) dt)

" ! —c(z —t)™ )"
=P =m0
= D"( ! clr —a)™P)

Seega valemi (1.2) alusel saame

c(lx —a)™?

x € [a,b].

Paneme tahele, et see tuletis vordub nulliga siis ja ainult siis kui ¢ = 0. Samas Caputo
p-jarku tuletis funktsioonist f(z) = ¢ (z € [a,b]) on teoreemi 2.7 pohjal alati vordne

nulliga:

(D2 f)() = (J P D™ f)(z) = —— Lf@_wwﬂwm:a

L(m—p

Olgu jargmistes néidetes a,b € R, a < b, p > 0, m = [p], [ : [a,b] — R ja
z € [a,b].

Naide 2.1. Olgu

11



mingi ¢ > —1 korral. Siis

[(e+1)

F(p+c+1) (z — ).

(Jof)(x) =
Toepoolest, definitsiooni 2.2 ja teoreemi 1.1 alusel

(2 f)(x) = %p) / = 1Nt — o)t

b o z—a)— (t—a))P(t —a) TVt —a
7 [ (@mo =y —a e —a)
_ P(C + 1) (l‘ _ a)erc
- D(p+c+1) '

Niide 2.2. Olgu f(z) = (x — a)¢, kus ¢ > 0. Siis funktsiooni f Riemann-Liouville’i

p-jiarku integraali definitsiooni alusel

(") = 57—

ja ndite 2.1 pohjal

I'(c+1)
I'((m—p)+c+1)

( . a)(m—p)—i—c

(Ja" ")) =

Kuip—ceN;siisp>cjam—(p—c) €{0,1,... ,m — 1}. Seetottu

I(c+1)
I'm—-p+c+1)

['(c+1)
I'm—p+c+1)

Dm( (x — a)m_p+c) = Dm((x — a)m_p+c) =0.

Kui p — ¢ ¢ N, siis

['(c+1)
'm—p+c+1)

I'(c+1)
I'(—p+c+1)

D™ ( (x —a)™P) = (x —a) Pt
Seega funktsiooni f(z) = (x — a)¢ Riemann-Liouville’i p-jarku tuletis avaldub jargmi-

selt:

0, p—ceN

I'(c+1 —pte
%(l‘—@ e p—cgN.

(Def) (@) =

Niide 2.3. Olgu f(z) = (z — a)¢, kus ¢ > 0. Siis

0, 0,1,2,...m—1
(P ) () = ced m=1)

(x —a)* P, c¢>m—1.

12



Toepoolest, kui ¢ € {0,1,2,...,m — 1}, siis (D™ f)(z) = 0 ja teoreemi 2.7 alusel

(eDef)(x) = (J P D™ f)(x) = 0.

Kui ¢ > m — 1, siis

(D" f)(x) = clc=1)..(c= (m=1))(x —a)"™
ja
(eDRf)(x) = I P (elc = 1).(c = (m = 1))(x — a)"™™) =
—c(c—1)...(c— (m—1)J"P(z — a)* ™.
Kuna ¢ > m — 1 ehk ¢ — m > —1, siis néite 2.1 alusel

['(c—m+1)

M=P(p _ ,\C—M _
T —a) Flc=m+1+m—p)

(x —a)m P = (x — a)"?.

Vorduse (1.2) pohjal

cle=1)..(c=(m=1T(c=(m-=1))=clc=1)...(c—= (m—=2)T(c— (m —2))
=...=T(c+1)

ja seega

I'(c+1)

(cDef) (@) = Tleti—p)

(x —a)“P.
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§ 3. Caputo murrulise tuletisega Cauchy iilesanne

Selles paragrahvis toetume tulemustele, mis on esitatud monograafias [1].

3.1. Lahendi olemasolu

Olgu p > 0 ja m = [p]|. Vaatleme iilesannet, kus on vaja leida diferentsiaalvorrandi

cDyy = f(z,y) (3.1)

lahend y = y(x), mis on méératud 16igus [0, k], kus h on mingi positiivne reaalarv, ja

rahuldab algtingimusi

Dry(0) =y, k=0,1,..,m—1, (3.2)
kus y[()o), yél), e yém_l) on etteantud reaalarvud. Sellist {ilesannet nimetatakse Cauchy

tilesandeks vorrandi (3.1) jaoks.

Jargnev teoreem annab tingimused iilesande (3.1) - (3.2) lahendi olemasoluks.

Teoreem 3.1. Olgu p > 0 ja m = [p]. Olgu yéo), y(()l)7 s yém_l) € R ning K > 0 ja

h* > 0. Defineerime

—1 K, (F)
x Y
G={(zy) eR:we[0.h), |y—) —[<K}
k=0 '
ja olgu funktsioon f : G — R pidev. Olgu
M= sup |f(z,y)]
(z,y)eG
ja
" h*, kur M = 0,
min{h*, (%)%}, kui M # 0,

kus gammafunktsioon T' on defineeritud seosega (1.1).

Siis leidub funktsioon y € C|0, h|, mis on Cauchy tlesande (3.1) - (3.2) lahendiks
loigus [0, h).

TOESTUS. Koigepealt niitame, et iilesanne (3.1) - (3.2) on samavéédrne Volterra integ-
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raalvorrandiga kujul

m—

Z 7? T(p) /ox(ﬂf — P f(ty()dt (x € [0,h]) (3.3)

jargmises mottes: kui y € C[0, h] on iilesande (3.1) - (3.2) lahend, siis ta on ka vorrandi

(3.3) lahend ja vastupidi, kui y € C[0, h] on vorrandi (3.3) lahend, siis ta on ka iilesande
(3.1) - (3.2) lahend.

Toepoolest, olgu y € C0, h] vorrandi (3.3) lahend. Siis saame kirjutada

Z% R HCRTEN

Rakendades Caputo diferentsiaaloperaatorit D} selle vorduse molemale poolele ning

kasutades teoreemi 2.6 ning néite 2.3 tulemust, saame, et iga = € [0, h| korral

m—1
oDhy(w) = cDR( Y- 7u8") + e Dy s f e, y(a))
k=0
m—1 DP( 1k
= > D0 1 s yta)
k=0 '
= fla,y()

Seega olemegi saanud

oDyy(x) = f(z,y(x)), «€[0,h],

s.t. y on vorrandi (3.1) lahendiks 16igul [0, A].

Niitame, et funktsioon y rahuldab algtingimusi (3.2). Olgu j € {0,1,...,m — 1} ja
€ [0, h]. Siis

m—1
x .
Diy(w) = DI( D 1yue) + DT f (. y(@))
k=0
m—1
Di(zF
- ]; )y ¥+ DT f(a y()).
k=0
Kuna
0, kui j >k,
D) = Ck(k—1)..(k—j+ D)a*7, kuij <k,
i, kui j = k,



siis kohal z = 0 saame:

(D2 = 0, kui j # k,
gl kui j = k.

Liidetava D7J} f(x,y(z)) voime kirjutada kujul

DI f(a,y(x) = DTy fla,y(a)
= JV f(x,y(z)).

Hindame saadud integraali jargmiselt:

Lﬁjﬂammﬂzf@%7ﬂl<x—wpfvawm4
M ’ p—j—1
s F(p—j)’/o (= ~1) dt‘
— M |($ _ t)p*j‘t:m
L(p—j)(p—J) =0
_ M p—J
TTp—j+0)"
Seega kohal x = 0 saame:
|ﬁjﬂLM@mﬁ<fGé%IBWj:0

Jarelikult
Jo ' f(@,y(@))]a=o = 0.
Seega oleme saanud, et D7y(0) = y(()j), j=0,1,....m — 1, mis iitleb, et vorrandi (3.3)
lahend y(z) rahuldab algtingimusi (3.2).
Oletame niiiid, et y € C[0, h] on iilesande (3.1) - (3.2) lahend. Defineerime funkt-
siooni z(z) = f(x,y(z)),z € [0, h]. Kuna f jay on pidevad funktsioonid, siis z € C[0, h].

Caputo diferentsiaaloperaatori definitsiooni alusel

z(v) = f(z,y(z))
= cDgy(x)
= Di(y — T-1ly; 0])(2)
= D" J" P (y — Trn-ly; 0]) (),

kus




ja x € [0,h]. Kuna z on pidev funktsioon, siis voime rakendada integraaloperaatorit
Ji* vordusele
2(x) = D"y P (y — Tona[y; 0))(2), @ € [0, 7).

Siis saame

Jy'z(x) = Ji" D™ Iy P (y — Thaly; 0]) ()
= By = Ty 0D (@) + q(2), @ € [0,h),

kus funktsioon ¢ on poliinoom, mille aste ei iileta m — 1. Kuna Riemann-Liouville’i

integraali definitsioonist 2.2 ldhtudes saame, et

J'z(x) = ﬁ /Ox(x —5)™ 1 2(s)ds

1

_ m /Ox(m —5)™ z(s)ds, x €0,h],

siis Cauchy valemi (vt [6], Ik 224) alusel leiame, et (J"2)¥(0) = 0,43 =0,1,...,m — 1.
See tdhendab, et funktsioonil J"z(z) on punktis x = 0 m-kordne nullkoht. Kuna funkt-
sioonil (y — Ty,—1[y; 0])(x) on punktis x = 0 m-kordne nullkoht, siis ositi integreerides
saame, et funktsioonil J)" "(y — T,,—1[y; 0])(z) on punktis z = 0 m-kordne nullkoht.
Seega on ka poliinoomil ¢ m-kordne nullkoht. Sellest jareldub, et ¢ = 0, sest ¢ aste ei

iileta m — 1. Seega
Jo'z(@) = Jg Py — T ly; 0))(z), = €[0,A].

Rakendades Riemann-Liouville’i m —p jarku diferentsiaaloperaatorit eelnevale vorduse-

le, saame, et iga = € [0, h] korral

(y = Tro-1[y; 0]) () = Dy P Jg"2(x)
= Dy Py P gz ()

= J{z(z).
See on samavairne vordusega
y() = (Toaly; 0)(x) + Jyz(z), x€0,h],

mis on Taylori poliinoomi 7,,_1[y; 0] ja funktsiooni z definitsioonide alusel samavéérne
Volterra integraalvorrandiga (3.3). Teiste sonadega on y Volterra vorrandi (3.3) lahen-
diks 16igus [0, Al.

Néitame niiiid, et iilesandel (3.1) - (3.2) leidub lahend. Kui M = 0, siis f = 0 iga
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(x,y) € G korral. Sel juhul on iilesande (3.1) - (3.2) lahendiks funktsioon y : [0, h] — R,

mis on mairatud seosega

Vaatame juhtu, kus M > 0. Néitame, et sel juhul iilesandele (3.1) - (3.2) vas-
taval Volterra integraalvorrandil (3.3) leidub lahend. Defineerime algtingimusi (3.2)

rahuldava poliinoomi

T@) =Y~ (3.4)

ja hulga
U={yeCl0,n]:|ly - Tle < K},

kus 7" on antud seosega (3.4) ja

1y = Tlloc = sup{|(y = T)(x)| : = € [0, A]}.

Niiviisi médratud hulk U on kumer ja kinnine alamhulk 16igus [0, h] pidevate funkt-
sioonide ruumis C|0, h]. Seega U on Banachi ruum. Kuna 7" € U, siis U pole tiihi hulk.

Defineerime sellel hulgal operaatori A jéargmiselt:

(M@ﬂwW%ﬁ%WWMWuMU (3.5)

Seda operaatorit kasutades saame Volterra vorrandi (3.3) kirjutada kujul
y=Ay, yel.

Seega peame otsitava tulemuse saavutamiseks néitama, et operaatoril A leidub pii-
sipunkt hulgas U. Selleks me koigepealt nditame, et Ay € U, kui y € U. Alustame
tdhelepanekuga, et 0 < 1 < 29 < h korral

\mw@n—uwumzféjAﬂm—wpvwmmw—lﬂm—wpvmmmw
]- o p—1 To — p—1
:f@5£<wr¢> (2 — P £ (1, y(6))dt

[T st

< %(/Of‘(xl — )P — (2o — )P dt + /w(gc2 — t)pldt).
N (3.6)
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Niitid N
/ 2($2 — t)p_ldt = —(xQ _ xl)p.

1 D

Integraali
1
/ (7 — t)P~! — (29 — t)P~Hdt (3.7)
0
puhul vaatleme kolme erinevat juhtu: p=1,p<1ljap> 1.

Kui p = 1, siis integraali (3.7) all oleva funktsiooni véértuseks 0. Seega on kogu

integraali vaartus samuti 0. Juhul, kui p — 1 < 0, kehtib
(ZEI — t)p_l 2 (172 — t)p_l, te [O,Zﬁl],
ja seega
1 xr1
/ (2 — )Pt — (2o — )P |dt = / (w7 — )P~ — (2g — t)Pdt
0 0
— ~(af — 2§ + (52— 22))

< —(x9 — 29)P.

hs S R e

Kui p > 1, siis

Jarelikult

1
= ]—9(;51;’ ) — (19 — 21)")
1 D D
< ]_9(752 - 51)
Seega oleme saanud, et
M (39 — 21)P, kui p < 1,
() () — (Ay)(zs)] < | T2 ) ’ (38)

%((xg —z1)P 4 2h — ), kuip > 1.

Selle vorratuse parem pool koondub nulliks kui x5 — x1. Seega oleme toestanud, et Ay

on pidev funktsioon 16igul [0, A].
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Kui y € U ja x € [0, h] ning kuna I'(p + 1) = pI'(p) (vt (1.2)), siis

|(Ay)(z) = T(x)]

Seega oleme ndidanud, et Ay € U, kui y € U. Teiste sonadega operaator A kujutab

hulga U iseendasse.

Jargnevas on meie eesmérgiks kasutada Schauderi piisipunkti printsiipi (teoreem
1.3). Selleks on vaja niidata, et A(U) = {Au

on Uhtlaselt tokestatud.

"ol
<t

(z — )P f(a, y())dt
M P

AN

I'(p+1)
1

S I'(p+1)
< 1

S T(p+1)
=K.

Mh?

KT'(p+1)
M
M

Kui z € A(U), siis iga « € [0, h] korral leidub y € U nii, et

|2(2)] = |(Ay) ()]

~|7@) + 15 | (@ o)
ST+ 575 [ (o= 07 o)
<l + oy M7

< ||IT|oo + K.

See tdhendab, et A(U) on iihtlaselt tokestatud.

Vordpidevuse néitamiseks kasutame vorratust (3.8). Olgu 0 < z7 < x9 < h. Siis

p < 1 korral kehtib

|(Ay) (1) — (Ay)(22)] <

Seega, kui |zo — x1| < 0, siis

|(Ay)(21) — (Ay)(22)] < 2

2M

fp D ™)

M
I'(p+1)

oF.

20

: u € U} on subteliselt kompaktne
hulk ruumis C0, h]. Selleks kasutame Arzela-Ascoli teoreemi 1.2 niidates, et A(U) on

iihtlaselt tokestatud (definitsioon 1.7) ja vordpidev (definitsioon 1.6). Néitame, et A(U)



Kuna eelneva vorratuse parem pool ei soltu muutujatest y, r1 ja xo, siis on niha, et
hulk A(U) on vordpidev. Juhul p > 1 saame Lagrange’i keskvédrtusteoreemi kasutades,
et

|(Ay) (1) — (Ay)(z2)| < (22 — 1) + 25 — a7)

M
I'(p+1)
M

s (= a0+ s — ),

kus & € [x1,x2] C [0, h]. Seega, kui |xs — 21| < 4, siis

(Ay)(a) — (Ay)(z2)] < %(@2 ) 4 plag — )@ )
M P p—1
< m((@ — 21)? + p(xy — 21)hP )

< F(p—+1)(6p + pSh?™ 1),

kus viimase vorratuse parem pool ei soltu muutujatest y, z; ja xo. Jéarelikult on hulk
A(U) vordpidev ka p > 1 korral.

Seega on hulk A(U) Arzela-Ascoli teoreemi alusel suhteliselt kompaktne ruumis
C'[0, h]. Seetottu saame Schauderi piisipunktiprintsiipi kasutades, et operaatoril A lei-
dub piisipunkt, mis kuulub hulka U C C'[0, h]. Kuna operaatori A piisipunkt on Volterra
vorrandi (3.3) lahend, siis jarelikult iilesandel (3.1) - (3.2) leidub lahend, mis on pidev
16igul [0, Al.

]

Markus 3.1. Paljudel selle teoreemi rakenduste korral 0 < p < 1. Sel juhul on hulk G
ristkiilik
G =01 x [y — K,y + K.

3.2. Lahendi tihesus

Selles punktis toestame teoreemi iilesande (3.1) - (3.2) lahendi iihesuse kohta.

Teoreem 3.2. Olgu p > 0 ja m = [p]. Olgu yéo), yél), e y(()m_l) € R ning K > 0 ja
h* > 0. Defineerime hulga G ja suuruse h nagu teoreemis 3.1 ning olgu f : G — R
selline pidev funktsioon, mis rahuldab muutuja y suhtes mingi konstandi L > 0 korral

Lipschitzi tingimust

|f(37>yl)—f(35ay2)’ <L|y1 _y2|a (xayl)v($7y2) €G. (39)
Siis Cauchy tlesandel (3.1) - (3.2) leidub tihene lahend y € C[0, h].
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TOESTUS. Teoreemi 3.1 alusel leidub iilesandel (3.1) - (3.2) lahend y € C0, h]. Nagu

teoreemi 3.1 toestuses defineerime poliinoomi 7" ja operaatori A jargmiselt:

m—1 SL’k N
T(x) =) % (x€0.h) (3.10)
ja X N
(49)(e) = T(@) + 75 / (r— O f (L y()dt, yeCo.h.  (3.11)

Sama teoreemi toestusest jareldub, et A kujutab mittetiihja kumera ja kinnise hulga
U={yeCl0,h]:|ly—T|w < K}

iseendasse ning operaatoril A on piisipunkt, mis kuulub hulka U. Jargnevas niitame,
et operaatoril A on olemas vaid {iks piisipunkt. Seda saab niidata Weissengeri piisi-
puktiteoreemi (teoreem 1.4) abil. Selleks me esmalt tdestame, et iga j € NU {0} ja iga
x € [0, h] ning kéikide y;,y2 € U korral kehtib

. . LxP)i
Ay — Algaloe < — ),)||y1—y2uoo, (3.12)

[(1+py
kus A° on samasusteisendus. Kasutame toestamiseks matemaatilist induktsiooni. Ju-
hul, kui j = 0, kehtib vorratus (3.12) triviaalselt. Oletame, et vorratus (3.12) kehtib

J — 1 korral. Néitame, et siis vorratus (3.12) kehtib ka j korral. Arvutame

[A7y1 — Ao = |JA(AT 1 y1) — A(A ) |0

: /Ow(w — P (6 AT (1) — f(E AT ya(1)]dt .

= —— Su
F(p) 0<w2x

Induktsiooni sammu j — 1 »— j néitamiseks kasutame funktsiooni f kohta tehtud

eeldust (3.9). Siis voime vaadeldavat normi hinnata jargnevalt:

. . L w ; .
140 = Pl < s s [ = 07 A () = A )

Kuna eelneva integraali alune funktsioon on mittenegatiivne, siis kehtib

L w | |
o) 20 w — P ATy (8) — ATy (t)|dt
F(p) Oéng/g ( ) | yl( ) yQ( )’

L /w 1 i1 i1
< —— z—1)P7 sup |A7 w) — A7 w)|dt.

0wt
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Induktsiooni eeldust kasutades saame, et

L * _ i i
@ s 14 ) = A ()
i

S TRIT 1

- /Ox(x — t)p_ltp(j—l) sup |yr(w) — yo(w)]|dt.

0wt

Kuna integraali all olev supreemum ei soltu integreerimisparameetrist ¢, siis

LI x r— P11 gy ) — (w0
F(p)r(1+p(j_1))/0( Pt 0<wgt|y1( ) — yo(w)]|dt

LJ’
< . su — )P~ 1PU=D gt
T(OT(L+p( — 1)) ocuce p.(w) = 2(w) /

Kasutades niiiid néidet 2.1 saame, et

L’ 1p(i—1
TIN50 = 1)) oo, () ~ 3l |/ e
_ 1% 1 — vl CEILA+p( = 1)) 4
F(p)l'(1+p(j—1)) I'(1 + pj)
= I e
I'(1+ pj) >

Seega oleme kokkuvottes saanud, et

: . ([wp)y
||A]y1 _Ajy2||oo < ~)||y1 _y2HOO=

I'(1+ pj
mis iihtib vorratusega (3.12). Me néeme, et operaator A tdidab Weissingeri piisipunk-

titeoreemis toodud eeldusi, kui valida

o (th)j
7 T(1+pj)

ning niidata, et rida Z;io a; koondub. Paneme téhele, et eelmine summa on Mittag-
Leffleri funktsiooni E,(LAP) médrav astmerida (vt definitsioon 1.9), mis koondub. Ra-
kendades Weissingeri piisipunktiteoreemi saame, et valemiga (3.11) defineeritud ope-
raatoril A leidub parajasti iiks piisipunkt. Seega Volterra integraalvorrandil (3.3) lei-
dub parajasti iiks lahend. Jéarelikult diferentsiaalvorrandi (3.1) Cauchy tilesandel (3.1)
- (3.2) leidub iihene lahend.

]

Mairkus 3.2. Ulesanne (3.1) - (3.2) on p = 1 korral esimest jirku hariliku diferentsiaal-
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vorrandi Cauchy iilesanne kujul

y/:f(xay)a y(O) = Yo,

kus y = y(z) on otsitav funktsioon. Olgu h* > 0 ja K > 0 mingid konstandid. Eeldame,
et funktsioon f(z,y) on pidev ristkiilikus

Gl = {(CC,Z/> € RQ SRS [Ovh*]a ‘y_y0| < K}
ja rahuldab teise muutuja y suhtes Lipschitzi tingimust konstandiga L > 0:

’f<x7y1) - f(x7y2)‘ g L’yl - yQ‘v (377y1)7 (9673/2) S Gl-

Teoreemidest 3.1 ja 3.2 jareldub, et sellisel iilesandel leidub iihene lahend y € C0, h).
Siin

h*, kui M =0,

min{h*, % , kui M #£0,

h:

kus
M = sup |f<$7y)|

(x7y)€Gl
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§ 4. Adamsi-Bashforthi-Moultoni (ABM) meetod Ca-
puto murrulise tuletisega Cauchy iilesande ligi-

kaudseks lahendamiseks

Selles osas tutvume Adamsi-Bashfothi-Moultoni meetodiga Caputo murrulise tuletisega

Cauchy iilesande numbriliseks lahendamiseks. Siin me toetume artiklile [2].

Koigepealt tutvustame iihe sammu ABM meetodit esimest jarku hariliku dife-
rentsiaalvorrandi Cauchy iilesande ligikaudseks lahendamiseks (vt [7], 1k 30). Seejérel
esitame selle meetodi {ildistuse Caputo murrulise tuletisega Cauchy iilesande (3.1) -
(3.2) jaoks.

Olgu lahendatavaks iilesandeks diferentsiaalvorrand

koos algtingimusega

y(0) =yo. o ER, (4.2)
kus f on selline funktsioon, et iilesandel (4.1) - (4.2) leidub iihene lahend y = y(x)
16igus x € [0,b], b > 0.

Olgu z; = jh, j = 0,1,...,N, kus N on mingi naturaalarv ja h = b/N. Uhe
sammu ABM meetodi idee on jirgmine: kui me oleme arvutanud ldahendid y; ~ y(z;),

J=1,2,..., k, siis lelame ldhendi y;1 seosest

ywmﬂzy@w+/WHﬂ%M@M% (43)

mis on saadud samasuse
Dy(z) = f(z,y(x))

integreerimisel 16igul [z, zx+1]. Me ei tea vorduse (4.3) paremal pool olevaid viirtusi,
aga me voime suuruse y(zy) asendada teadaoleva lihendiga y, ja integraali kvadra-

tuurvalemiga

b —a
[ a1z = "5 0@ + 900 (1.4

Seega ldhend y;. 1 avaldub kujul

e = v+ 5 (Pl (@) + T, @)

Asendades vadrtused y(zy) ja y(zyy1) vastavate ldhenditega yx ja yy.1, saame ilmuta-
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mata Uhe sammu ABM meetodi:

h
Yk+1 = Yk + §(f(1'k> Ye) + f(Tri1, Yrsr)- (4.5)

Kuna selle valemi moélemal poolel esineb vdartus y,,1 ja funktsioon f ei pruugi olla
lineaarne, siis iildiselt ei saa me avaldada vddrtust y,;. Valem (4.5) kujutab enesest
vorrandit yyyq leidmiseks. Valemit (4.5) saame aga kasutada iteratiivses protsessis,

asendades valemi paremal poolel oleva suuruse y;,1; omakorda lihendiga i Y-

Léhend y! 41, mida nimetatakse prediktoriks, saadakse, kui kasutada trapetsvalemi

(4.4) asemel ristkiilikvalemit kujul

/g@wzw@—amm»

Siis saame, et

?Jifﬂ =y + hf(ze, yr), (4.6)

ja ilmutatud ABM meetodi valem avaldub kujul

h
Yer1 = Y + E(f(fl’k, yk) + f(Ik+17 ylerl)' (4~7)

Selle meetodi rakendamiseks kasutame jargnevat algoritmi: esmalt arvutame predik-
tori valemist (4.6), siis védrtuse f(zx41,Y4,,), mida kasutame korrektori arvutamiseks
valemist (4.7), ning viimaks leiame suuruse f(zyi1,yr+1), mida kasutame jargmises

iteratsioonisammus.

Jargnevas iildistame ABM meetodit nii, et seda saaks kasutada Caputo murrulise
tuletisega Cauchy iilesande (3.1) - (3.2) lahendamiseks. Pohiprobleem seisneb vorduse
(4.3) analoogi leidmises murrulise diferentsiaalvorrandi korral. Onneks leidub otsitay

seos teoreemi 3.1 toestuses antud vorrandi (3.3) néol.

Uldistatud meetodi tuletamiseks kasutame integraali leidmiseks trapetsvalemit

kaalufunktsiooniga (zg1q — 2)P '

Th41 1 Th+1 1
[ @ g@a s [ e - e @)
0 0
kus gi4+1 on funktsiooni ¢ tiikiviisiline lineaarne interpolant solmedega punktides x;,
j=0,1,...k + 1. Seose (4.8) paremal pool oleva integraali voime leida jargmiselt:
k41

Tk+1 1
/ (l’kz+1 - Z)pf gk+1(2)d2 = E aj,k+1g($j)7
0

Jj=0
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kus

(K7+1 = (k= p)(k + 1)), j=0,
hP
= % _ P+l — P (e — p+l <i<
k1 = Jo Ty < Y (B g+ 2P (k=) 20k —j+ 1)), 1<j<h
1, j=k+1.

Toepoolest, kuna

T+1 1
(g1 = / (k1 — )P djrt1(s)ds,
0

kus
ﬁ, s € [xj_1, 15,
Pjrt1(s) = ﬁa s € [xj, 2j41],
0, mujal,
siis

k+1

Th41 Tn
Ajk+1 = / (Trs1 — 8)P " Djppa(s)ds = Z/ (Thi1 — 8)" " D1 (s)ds
0 n=14Y %n-1

2 . i1 A
S— T x s
—1 j—1 —147+1
= / (Tpy1 — 8)P — ds —|—/ (Tpy1 — )P — ds.
x xT

j—1 J

Kasutades viimase vorduse paremal poolel olevate integraalide leidmiseks ositi integ-

reerimist, jouamegi avaldiseni (4.9).

Seega oleme saanud ilmutatud ABM meetodi Caputo murrulise tuletisega Cauchy

iilesande (3.1) - (3.2) lahendi vadrtuste y(zg,1) lahisvidrtuste yx,1 leidmiseks:

m—1 4 k

x ; 1

Yer1 = ) ;J,rly((]]) + ) ( > i f(@i,yp) + arpr e f (@, yll;-l))v (4.10)
=0 I =0

kus ldhendi yi,, arvutamiseks kasutatava valemi tuletamine on sarnane korrektori
valemi (4.10) leidmiseks kasutatud mottekédiguga. Volterra vorrandi (3.3) paremal pool

oleva integraali asendame lahendiga

Th41 k
/0 (2111 — 2 g(2)dz = 3 byasaglay),

J=0

Tj+1 hP ‘ _
bj,k—H = / (.Tk+1 — S)p_ldS = ?((k’ + 1 —j)p — (]{3 — ])p) (411)

J
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Seega prediktor yi,; murrulise ABM meetodi korral avaldub kujul

m—1 5 k
T ; 1
yhy =Yy + > " bikif (5, 95)- (4.12)

Naeme, et murrulise ABM meetodi algoritm on analoogiline esimest jarku diferent-
siaalvorrandi korral kasutatava ABM meetodi algoritmiga. Pohivalemiteks on vordused
(4.12) ja (4.10) kaaludega a;j+1 ja bjxt+1 vastavatest vordustest (4.9) ja (4.11).

Naide 4.1. Olgu p € (0, 1]. Vaatleme vorrandit

cDgy = f(z,y) (4.13)
koos algtingimusega
y(0) =0, (4.14)
kus y = y(z) on 16igus 0 < = < h* (h* > 0) otsitav funktsioon ning

5040

A VORI T

L 4T+ 1)+ (o - 2 - o,

NS (1S
[N

Olgu K > 0. Me nédeme, et f(z,y) on madratud ja pidev hulgal
Gy ={(z,y) €R*: 2 €[0,h*],y € [0, K]}

ning

w

1f(z1) — fla, )| S K2y — ), (z,00), (2,12) € G

2
Toepoolest, f pidevus hulgal G2 on ilmne ja mis tahes (x,y,), (z,y2) € G5 korral

3

a$, 1
GY) 1 — 0l < S|yt — wal.

) Sl = |2

\)

y=£€(0,K)

Teoreemidest 3.1 ja 3.2 jireldub, et iilesandel (4.13) - (4.14) leidub tihene lahend, mis

on méadratud 16igul [0, k], kus

1

KT 1)\~

h = min {h*, (ﬂ) }, M= sup |f(z,y)l. (4.15)
M (x7y)€G2

Osutub, et iilesande (4.13) - (4.14) lahend avaldub kujul

y(z) = 28 — 2375 4 2P,
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Toepoolest, néite 2.3 alusel

cDpy(a) = cDj(a® — a®* 5 + a?)

D(T) oy TA+E) 4y
7= p) F(4_§)x +T(p+1)
_ 500 o, TE+D) o
T7—p) —F<4_§)x +T(p+1)

ja

Ulesande (4.13) - (4.14) lahendame eespool toodud ABM meetodiga, kasutades
magistritéé autori koostatud Matlabi programme Magfunktsioonl.m ja MagKatse.m
(vt Lisa 1). Nende programmide abil saadakse iilesande (4.13) - (4.14) lahendi ldhis-
vadrtused vorrandi (4.13) parameetri p vadrtuste 0.1,0.2,...,1.0 korral. Tabelis 1 on

toodud vead €, kus

P et gy V%) ~ Uil

ja y; on lahendi y lahisvéértus sdlmes x; = jh : y(z;) =~ y;. Lisaks on Tabelis 1 esitatud
suuruste h ja M valemiga (4.15) arvutatud vidrtused h* =  ja K = 5 korral. Vorgu
solmede arvuks on valitud 1000.
Tabel 1:

P M h €p

0.1 0.9514 0.0010 0.2255

0.2 0.9182 0.0313 0.2366

0.3 0.8975 0.0992 0.2335

0.4 0.8873 0.1768 0.2227

0.5 0.8862 0.2500 0.2054

0.6 0.8935 0.3150 0.1815

0.7 0.9086 0.3715 0.1506

0.8 0.9314 0.4204 0.1124

0.9 0.9618 0.4629 0.0722

1.0 1.0 0.5000 0.0423

Vigade €, suurust on illustreeritud ka joonistega 1 - 11.
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Joonis 1: Maksimaalne vea ¢, vadrtus soltuvalt diferentsiaalvorrandi jargust p
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Joonis 2: Lahend ja tdpne lahend diferentsiaalvorrandi jargu p = 0.1 korral.
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Joonis 3: Lihend ja tdpne lahend loigus diferentsiaalvorrandi jargu p = 0.2 korral.

p=0.3
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Joonis 4: Lahend ja tdpne lahend diferentsiaalvorrandi jargu p = 0.3 korral.
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p=0.4
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Joonis 5: Lahend ja tdpne lahend diferentsiaalvorrandi jargu p = 0.4 korral.
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Joonis 6: Lahend ja tdpne lahend diferentsiaalvorrandi jargu p = 0.5 korral.
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p=0.6
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Joonis 7: Lahend ja tidpne lahend diferentsiaalvorrandi jargu p = 0.6 korral.
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Joonis 8: Lahend ja tdpne lahend diferentsiaalvorrandi jargu p = 0.7 korral.
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Joonis 9: Lahend ja tdpne lahend diferentsiaalvorrandi jargu p = 0.8 korral.
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Joonis 10: Liahend ja tédpne lahend diferentsiaalvorrandi jargu p = 0.9 korral.
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Joonis 11: Lihend ja tdpne lahend diferentsiaalvorrandi jargu p = 1 korral.

Kasutatud kirjandus

[1] K. DiETHELM, The Analysis of Fractional Differential Equations: An
Application-Oriented Exposition Using Differential Operators of Caputo Type,
Springer, London, 2010.

[2] K. DIETHELM, N. FORD, A. FREED Detailed Error Analysis for a Fractional
Adams Method, Numerical Algorithms, 36, 2004, 1k 31-52.

[3] M. HEINSALU Murrulised tuletised (bakalaureusetdo), Tartu, 2013,
[4] G. KANGRO, Matemaatiline analiiis I, Eesti Raamat, Tallinn, 1965.
[5] E. OJA, P. OJA, Funktsionaalanaliiis, Tartu Ulikool, Tartu, 1991.

[6] A. PEDAS, G. VAINIKKO Harilikud diferentsiaalvérrandid, Tartu Ulikool,
Tartu, 2011.

[7] E. TAMME Arvutusmeetodid, Valgus, Tallinn, 1973.

35



10

11

12

13

14

15

16

17

18

19

20

21

23

24

25

26

27

28

29

30

31

Lisa 1

Selles lisas on t60s kasutatud Matlabi programmid.
MagFunktsioonl.m

function [t,y]=MagFunktsioonl(p,f,T,h,y0)

%Programm leiab Caputo murrulise tuletisega Cauchy iilesande
lahendi

%lahisvaartused vorgu solmedes

D_07p (v (x))=f(x,y(x)),

%x loigus|0,T],

%iihtlane vork sammuga h,

%y0 on algtingimuste viadrtused

%f on funktsioon parameetritega x,y,p. néaiteks %f = Q(x,y,p)
2/(gamma(3—p) ) *x"(2—p)—1/gamma(2—p) *x" (1—p)—y+x"2+x;

algtingimused=y0;

m=ceil (p);%defineerime m-i
MagFunktsioon=f;
N=ceil (T/h) —1;%solmede arv

t=0:N;%tihtlase vorgu loomine
t=t.xh;

a=zeros (N+1,N):%kordajad a j.i
b=zeros (N+1,N);

Y%maidran kordajate a ja b vaidrtused
for k=1:NJint 0" (t_k+1)
for j=1:k+14+1%meetodis j=0,1,... k+1
T
a(j,k+1)=(k=1)"(p+1)—((k—=1)=p) *((k=1)+1)"p;
elseif j=—k+1+1
a(j,k+1)=1;

else

a(j,kt1)=((k=1)=(—=1)+2) " (p+1) +((k=1)=(j =1)) ~(p+1)

=2+((k=1)=( =1)+1) " (p+1);
end
b(j,k+1)=((k=1)+1-(j—1)) "p—((k=1)—(i —1)) "p;

36



32

33

34

35

36

37

38

39

40

41

42

43

44

45

46

47

48

49

50

51

52

53

54

55

56

57

58

59

60

61

62

63

64

end
end
a=ax(h"p / (px(p+1)));
b=bx(h"p / p);

%jargneb lahendite y k+1 arvutamine
yP=zeros (N+1,1);%prediktorid y k+1°P
yP(1l)=algtingimused (1) ;

Yyk=zeros (N+1,1);%y k+1

v=zeros (N+1,1);%y ]
y(1l)=algtingimused (1) ;

%programmis on teooriaga vorreldes indeksid 1 vorra nihkes (
for tsiiklis).
%valemites j asemel j—1. vektori indeksid nagu teoorias, sest
for tsiiklis
%juba nihutatud
for k=1:N/k=0 on esimene algtingimus
Ysamm 1
for j=1m
yP(k+1)=yP (k+1)+t (k+1)"(j—1)*algtingimused (j)/
factorial (j—1);

end
for j=1:k+1
yP (k+1)=yP (k+1)+1/gamma(p)=*b(j ,k+1)xMagFunktsioon (t ()
y(i).p)s
end%prediktor arvutatud, samm 1 tehtud
Ysamma, 2
fP=MagFunktsioon (t (k+1),yP(k+1),p);
Ysamm 3

for j=1m
y (k+1)=y (k+1)+t (k+1)"(j —1)xalgtingimused (j)/factorial (
i—1);
end
for j=1:k+1
v(k+1)=y(k+1)+1/gamma(p)* a(]j,k+1)xMagFunktsioon(t(j),
y(i).p);
end%teooria a_k+1,k+1 —le vastab siin a_ k+2 k+1
y (k+1)=y (k+1)+1/gamma(p)*a(k+2,k+1)*fP ;%samm 3 tehtud (y k
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+1)
Ysamm 4

%fC=MagFunktsioon (t (k+1),y(k+1),p);% kasutatakse jargmise

iteratsiooni alguses yP jaoks

end

hold on%hold on, et saaks tdpse lahendi olemasolu korral

samale joonisele kuvada
plot (t,y)%joonis

warning (' off’ 'last )
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MagKatse.m

clear
%Programm kutsub vilja programmi Magfunktsioonl, kasutades

siin antud

%andmeid DV jarkude p—=0.1,0.2,...,1.0 korral. Funktsiooniks f2

%Cauchy iilesanne on D p y=f, y(0)=0

f2=@Q(x,y,p) (5040/gamma(7—p)*x"(6—p)—gamma(4+p/2)/gamma(4—p/2)

*X " (3—p/2)+gamma(p+1)+(x"3-x"(p/2)) 3=y " (3/2));

P=0.1:0.1:1;%vaadeldavad DV jargud
T0=0.5;%algne hinnang max x viirtusele
K=0.5;%y—i iilemine toke

L=3/4xsqrt (2);%f2 Lipschitzi kordaja y suhtes
%h—1e —3;

N=100;%solmede arv vorgus

yO=[0];%algtingimused

viga=zeros (length (P) ,1);%tdpse lahendi ja ldhislahendi max.
erinevus vaadeldavas loigus
i=0;%loendur
disp(["p 7, Mp ', T p ', e p "|)%tabeli péis
for p=0.1:0.1:1%muudame DV jarku
M=0;%M=sup (abs(f)) ile [0,T0]«[0,K|. siin M=0 algne
hinnang

h1=T0/N;%saja sammu korral sammu pikkus

h2-I/N;
for j=0:h1:T0xkdime ladbi vorgu
for 1=0:h2:K

sup=abs (f2 (j*hl,1xh2 p));
if sup>Mileiame M-i
M=sup ;
end
end
end
T=min (T0, (K«gamma(p-+1) /M) ~(1/p) ) ;%magistrit6d teoreemis
3.1 tdhistatud h—ga
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h=T/N;%vorgu tihedus

i=i+1;%loendut

figure%uus joonise aken

[t2,y2]=MagFunktsioonl (p,f2 ,T,h,y0);%annab lihisviirtuste
maatriksi

lahend2=t2.76—t2."(3+p/2)+t2. p;%tidpne lahend p korral

plot (t2,lahend2)%tiapse lahendi joonis

title ([ 'p=" num2str(p)]);%pealkiri joonisele

legend (’ABM ldhend ’, ’Tédpne lahend ’)%legend joonisele

xlabel ('x7)

%disp (|p, abs (max(lahend2—y27))])
viga (i)=abs(max(lahend2—y2’));%salvestame ldhisvidrtuste

max vea

disp (|p,M, T, viga (i) |)%kuvame tabeli rea p korral
end
figure
plot (P, viga)
legend (’e p’, viga’)

xlabel ('p’)
ylabel(7e p’)
%title (’Viga soltuvalt DV jargust ')
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