TARTU ULIKOOL
MATEMAATIKA-INFORMAATIKATEADUSKOND
Matemaatika instituut

Matemaatika eriala

Anu Ahven

Biruutvastavusseadus
Bakalaureuset66 (9 EAP)

Juhendaja: Lauri Tart

TARTU 2015



Biruutvastavusseadus

Bakalaureusetoo
Anu Ahven

Liihikokkuvote. Kéesolevas bakalaureuseto6s sonastatakse biruutvastavus-
seadus ja esitatakse selle taielik detailne toestus. Mainitud seadus seob nel-
janda astme kongruentside lahenduvuse iile Gaussi téisarvude ringi mooduli
kujuga analoogiliselt Gaussi ruutvastavusseaduse ning Legendre’i ja Jacobi
siimbolitega. Taieliku toestuseni joudmiseks kasutatakse Gaussi algarvude ja
primaarsete Gaussi tédisarvude klassifikatsiooni ning Gaussi ja Jacobi sum-
masid iile loplike korpuste.

Marksonad. Gaussi algarvud, biruutvastavusseadus, Gaussi summad, Jaco-
bi summad.

Quartic reciprocity

Bachelor’s thesis
Anu Ahven

Abstract. The thesis formulates and gives a complete, fully detailed proof
of the law of quartic reciprocity. This law relates the solvability of quartic
congruences over the ring of Gaussian integers with the form of the modulus,
similar to Gauss’ law of quadratic reciprocity and the Legendre and Jacobi
symbols. The complete proof requires classifying Gaussian primes and pri-
mary Gaussian integers as well as the use of Gauss and Jacobi sums over
finite fields.
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Sissejuhatus

Kaéesoleva bakalaureusetoo iildiseks valdkonnaks on arvuteooria, tdpsemalt
algebraline arvuteooria. To6 eesmérgiks on anda téielik detailne toestus bi-
ruutvastavusseadusele, mis seob neljanda astme kongruentside lahenduvuse
mooduli kujuga. Biruutvastavusseadus on iiks esimesi vaheastmeid ténapée-
vase algebralise arvuteooria ja Gaussi ruutvastavusseaduse vahel ning selle
toestus illustreerib ilmekalt arvuteoorias kasutatavate algebraliste vahendite
arengut.

1796. aastal toestas Carl Friedrich Gauss niiiid tema nime kandva ruut-
vastavusseaduse, mida peetakse iiheks arvuteooria ilusamaks ja siigavamaks
tulemuseks. Esimesed oletused ruutvastavuse iildistuste kohta tegi Leonhard
Euler ning nendega jiatkas Gauss ise. Peagi taipas viimane, et biruutvasta-
vuse sonastamiseks ning toestamiseks on vaja taisarvude moistet laiendada.
Antud laiendust tuntakse ténapéeval kui Gaussi tédisarvude ringi Z]i].

Biruutvastavuse esimene taielik toestus avaldati aastal 1844 ning selle
autoriks oli Ferdinand Gotthold Eisenstein. Tegelikkuses aga oli Carl Gustav
Jacob Jacobi antud toestused esitanud juba aastal 1837 oma Koningsbergi
loengutes.

Antud bakalaureuseto6 on referatiivne ning selle kirjutamisel oli pohialli-
kaks K. Irelandi ja M. Roseni arvuteooria opik [3]. Samuti on olulise lihtealli-
kana kasutatud bakalaureuset6od [2], kusjuures kdesolevat bakalaureuset6od
voib lugeda eelmainitud t66 jatkuks. Veel on kasutatud algebra opikut [4],
raamatut [1] ja loengukonspekti [5]. T66 koosneb kuuest peatiikist.

Esimene peatiikk on sissejuhatav ning selles tuuakse vélja olulisemad al-
gebra ja arvuteooria valdkonda kuuluvad pohimoisted ja -omadused, mida
antud t66s vaja ldheb.

Teises peatiikis on vaatluse all Gaussi algarvud. Gaussi algarvud jaotatak-
se esimest ja teist liiki Gaussi algarvudeks ning normiga 2 Gaussi algarvudeks.
Samuti kirjeldatakse molemat liiki Gaussi algarvude norme.

Kolmandas peatiikis vaadeldakse faktoriaalse ringi Z[i] primaarseid ele-
mente. Tuuakse véilja primaarsuseks tarvilikud tingimused Gaussi tédisarvude
reaal- ja imaginaarosa kordajate jaoks ning nédidatakse, et iga primaarne ele-
ment on avaldatav primaarsete taandumatute elementide korrutisena.

Neljandas peatiikis tuuakse sisse biruutjisgi siimbol ja tuletatakse selle
pohiomadused, mida on vaja biruutvastavusseaduse toestamiseks.

Viies peatiikk kirjeldab korpuste multiplikatiivseid karakteristikuid ning
Gaussi ja Jacobi summasid iile 16plike korpuste. Sealsamas toestatakse dra
rida biruutvastavuse nditamiseks vajalikke seoseid.

Kuuendas ehk viimases peatiikis sonastatakse ja toestatakse biruutvasta-
vusseadus, liikudes erijuhtudelt tildjuhule.



1 Pohimoisted ja -omadused

Esmalt defineerime antud t60s kasutatavad pohimoisted ning sonastame rea
edaspidi vajalikke seoseid.

Definitsioon 1.1. Gauss: tdisarvudeks nimetatakse kompleksarve, mille reaal-
osa ja imaginaarosa kordaja on taisarvud.

Ko6igi Gaussi taisarvude hulka tahistame edaspidi stimboliga Z[i]. Seega
Z[i) ={a+bi:a,beZ}.

Siimbolitega || ja @ tdhistame vastavalt kompleksarvu o moodulit ja kaas-
kompleksarvu.

Lause 1.2 (2], lause 1.2). Ring Z[i] on kommutatiivne nulliteguriteta ring.

Definitsioon 1.3. Gaussi téisarvu a = a + bi normiks N(«) nimetatakse
tema mooduli ruutu, s.t. mittenegatiivset tiisarvu N(a) = a® + b?.

Lause 1.4 (|2], lause 2.8). Kahe Gaussi tdisarvu korrutise norm vérdub nen-
de arvude normide korrutisega, s.t. N(af) = N(a)-N(B) mistahes o, B € Z]i]
korral.

Definitsioon 1.5. Oeldakse, et kommutatiivse ringi R element a jagab ele-
menti b € R, ja kirjutatakse a | b, kui leidub element ¢ € R nii, et ac = b.

Lause 1.6 ([2], lause 2.11). Kui § | « ringis Z[i], siis N(B) | N(«) ringis Z.
Lause 1.7 ([2], lause 2.14). Pdéoratavad Gaussi tdisarvud on 1, —1,i ja —i.

Téhistame koigi pooratavate Gaussi tdisarvude hulka siimboliga U(Z[i]). J&-
relikult
U(Z[i]) = {1,—1,i,—i}.

Lause 1.8 (Jaigiga jagamine, [2|, lause 2.19). Kui « ja § # 0 on Gaussi
taisarvud, siis leiduvad sellised Gaussi tdisarvud q ja v (jagatis ja jdaik), et

a = fq+r ning N(r) < N(f).

Definitsioon 1.9. Olgu R nulliteguriteta ring. Elemente a ja b nimetatakse
assotsieeritud elementideks, kui leidub pdoratav ¢ € R nii, et a = cb.



Definitsioon 1.10. Nulliteguriteta ringi R nimetatakse faktoriaalseks rin-
giks, kui tema mistahes nullist erinev mittepooratav element on esitatav taan-
dumatute elementide korrutisena ning selline esitus on iihene selles mottes,
et kui mittepooratav element a € R\{0} on esitatav korrutisena

a=pipz...pr
ja samuti korrutisena

a = qi1q2...qs,
kus p1,p2,-- ., Pr,q1,Q2, - --,qs on taandumatud elemendid, siis » = s ning

pérast tegurite voimalikku timberjarjestamist on elemendid p; ja ¢; assotsiee-
ritud iga ¢ = 1,2, ..., r korral.

Teoreem 1.11 ([2], teoreem 2.21). Gaussi tdisarvude ring on faktoriaalne
ring.

Definitsioon 1.12. Kommutatiivse ringi R elemente a ja b nimetatakse

kongruentseteks mooduli ¢ € R jérgi ja kirjutatakse a = b (mod ¢), kui
c|lb—a.

Definitsioon 1.13. Kommutatiivse ringi R mittetiihja alamhulka I nimeta-
takse ringi R ideaaliks kui on téidetud jargmised tingimused:

1) a+ b € I mistahes a,b € I korral,
2) ar € I mistahes a € I jar € R korral.

Definitsioon 1.14. Ringi, mille nullist erinevad elemendid moodustavad
korrutamise suhtes rithma, nimetatakse korpuseks.

Definitsioon 1.15. Lopliku rithma G elemendi g jark on vahim naturaalarv
k., mille korral ¢* = 1.

Teoreem 1.16 (Lagrange’i teoreem). Lopliku rihma elemendi jark on
rithma jdrgu jagaja.

Kui korpus K on 16plik, siis rithm (K, +) on 16plik rithm ning kéik tema
elemendid peavad olema loplikku jarku. Olgu p iihikelemendi 1 € K jérk
aditiivses rithmas (K, +). Siis deldakse, et korpuse K karakteristika on p.

Definitsioon 1.17. Oecldakse, et rithm on tsiikliline, kui temas leidub ele-
ment, mille astmetena avalduvad koik selle rithma elemendid.

Sellist elementi nimetatakse tsiiklilise rithma moodustajaks ehk tekitajaks.



Teoreem 1.18 ([5], teoreem 7.9). Iga lopliku kommutatiivse korpuse multip-
likatitvne rihm on tsikliline.

Definitsioon 1.19. Lopliku korpuse F, multiplikatiivse riihma [F; moodus-
tajat nimetatakse korpuse I, primitiivseks elemendiks, s.t. a € F, on primi-
titvne, kui F; = {a, a’,...,a7% a1t =1}

Lemma 1.20 ([5], lemma 8.7). Kui kommutatiivse korpuse K karakteristika
on p, sus iga a,b € K jan € N korral kehtib

(a+b)P" =a" + ",

Lemma 1.21 (|5], lemma 8.8). Kui K on loplik korpus ning |K| = q, siis
iga a € K* korral ¢! = 1.

Definitsioon 1.22. n. astme thejuureks nimetatakse n. astme juurt komp-
leksarvust 1.

Definitsioon 1.23. n. astme iihejuurt nimetatakse n. astme algjuureks, kui
tema astmetena on avaldatavad koik n. astme iithejuured.



2 Gaussi algarvud

Jargmisena defineerime Gaussi algarvud ja jaotatame need esituse jargi kolme
liiki. Lisaks toome dra nende tdhtsamad omadused.

Definitsioon 2.1. Olgu R ring. Mittepdoratavat elementi a € R nimeta-
takse taandumatuks, kui teda ei saa esitada kahe mittepooratava elemendi
korrutisena, s.t. kui vordusest a = bec, kus b,c € R, jareldub, et kas b on
pooratav voi ¢ on pooratav.

Téhistame stimboliga P koigi algarvude hulka. Ringi Z[i] taandumatuid ele-
mente nimetatakse Gaussi algarvudeks. Iga Gaussi algarvu norm on kas
algarv voi algarvu ruut ([2], teoreem 4.32).

Definitsioon 2.2. Gaussi algarve, mille norm on paaritu algarv, nimetatakse
esimest litkt Gaussi algarvudeks. Gaussi algarve, mille norm on algarvu ruut,
nimetatakse teist litki Gaussi algarvudeks.

Lemma 2.3 (Eukleidese lemma). Mistahes a,b,c € Z[i] korral, kui a | bc
ja (a,b) =1, siis a | c.

TOESTUS. Et (a,b) = 1, siis opiku [4] lause 6.13.2 pohjal leiduvad sellised
Gaussi taisarvud g ja yo, et axg + byg = 1. Jarelikult az,c + bygc = ¢. Kuna
a jagab selle vorduse vasakut poolt, peab ta jagama ka selle paremat poolt,
st.alec. O

Lemma 2.4. Kui m on Gaussi algarv ja 7 | ab, siis w | a voi 7 | b.

Lemma 2.5. Kui m on Gaussi algarv, siis leidub algarv p € Z nii, et 7 | p.

TOESTUS. Kuna N(w) = =, siis 7 | N(m). Samas N(7w) > 1 ja seega
N(m) = p1...ps, kus p; on algarvud. Jarelikult 7 | p; ... ps ning Eukleidese
lemmat rakendades néeme, et 7 | p;, mingi ¢ korral. O

Teoreem 2.6 (|2], teoreem 4.28). Kui o € Z[i] ja N(«) on algarv, siis o on
Gaussi algarv.

Teoreem 2.7 (|2], teoreem 4.36). Iga kujul 4n+1 olevat algarvu, kusn € N,
saab lahutada kahe esimest litki Gaussi algarvu korrutiseks.

Jarelikult iga kujul 4n + 1 olev algarv on mingi esimest liiki Gaussi algarvu
7 norm N (7).

Lause 2.8. Kui m on esimest litki Gaussi algarv, siis p = 1 (mod 4), kus
p=mnw = N(m).



TOESTUS. Vaatleme esimest liiki Gaussi algarvu m = a + bi. Siis
p=N(r)=N(a+bi)=a>+b* pcP, a,bcZ

Et p on paaritu, siis peab iiks téisarvudest a ja b olema paaritu. Uldisust
kitsendamata voime eeldada, et a on paaritu ja b paaris, s.t. a = 2k+1,b = 2,
k,l € Z. Seega

p=a®+b*=(2k+1)* + (20)?
=4k* +4k+1+4F =1 (mod 4).

]

Lause 2.9 ([2], lause 4.33). Iga algarv kujul 4n+3, kus n € NU{0}, on teist
litki Gaussi algarv.

Lause 2.10. Kui q on teist liski Gaussi algarv, siis |¢) =3 (mod 4).

TOESTUS. Vaatleme teist liiki Gaussi algarvu ¢. Oletame vastuviiteliselt, et
p=|q| =1 (mod 4). Sel juhul vastavalt teoreemile 2.7 kehtib

lg =p =17
ning oleme saanud vastuolu sellega, et ¢ on taandumatu. O

Teoreemist 2.6 ja bakalaureuset66 2] teoreemist 4.37 jareldub vahetult jérg-
mine tulemus.

Lemma 2.11. Gaussi tiisarv 1 + i on Gaussi algarv ja 2 = —i(1 + 1) on
elemendi 2 esitus Gaussi algarvude korrutisena.

Kokkuvottes saame Gaussi taisarvud jagada kolmeks:
1. Esimest liiki Gaussi algarvud 7, kus N(7) =p =1 (mod 4), p € P.

2. Teist liiki Gaussi algarvud ¢ = w - p, kus u € U(Z]i]) ja p € P ning
p =3 (mod 4).

3. Normiga 2 Gaussi algarvud 1+, 1 —1¢, —1+17, —1 — 4.



3 Primaarsed elemendid

Selles peatiikis toestame Gaussi tdisarvude primaarsuseks piisavad ja tarvili-
kud tingimused nende reaal- ja imaginaarosa kordajate jaoks. Peatiiki lopus
veendume, et iga primaarset elementi saab avaldada primaarsete taanduma-
tute elementide korrutisena.

Definitsioon 3.1. Mittepooratavat elementi o € Z[i] nimetatakse primaar-
seks, kui a =1 (mod (1 +1)3).

Lemma 3.2. Mittepooratav element o = a + bt on primaarne parajasti siis,
kuia =1 (mod 4) jab=0 (mod 4) véi a =3 (mod 4) ja b=2 (mod 4).

TOESTUS. Et (1+4)® = 2i(i41) = —2+24, siis a+bi on primaarne parajasti

siis, kui
(@a—1)+bi (a—14+0bi)(—2— 2i) _a+1+b+ —b—a+1.
= = i

—2+2i 8 4 4

Siita—b=1 (mod 4) jaa+b=1 (mod 4). Kongruentside liitmisel saame
tulemuseks 2a = 2 (mod 4) ehk a = 1 (mod 2) ning seega ¢ = 1 (mod 4)
voli a = 3 (mod 4). Kongruentside lahutamisel saame 2b = 0 (mod 4) ehk
b=0 (mod 2) mistottu b =0 (mod 4) voi b =2 (mod 4).

Kui a =1 (mod 4) ja b=2 (mod 4), siis

a—b=1-2=3 (mod 4)

€ Z[i.

ning

a+b=1+2=3 (mod 4),
mis ei ole kooskolas eelnevaga. Samuti, kui @ = 3 (mod 4) jab=0 (mod 4),
siis a + b ja a — b ei ole kongruentsed arvuga 1 mooduli 4 jargi. Seega on
antud variantidest sobilikud vaid paarid ¢ = 1 (mod 4) ja b = 0 (mod 4)
ning ¢ = 3 (mod 4) ja b = 2 (mod 4), mis ilmselt rahuldavad tingimusi
a—b=1 (mod4)jaa+b=1 (mod 4). O

Pooratavad Gaussi taisarvud on 1, —1,¢ ja —i. Jargnevas tabelis on kokku
voetud koik voimalikud pooratavate Gaussi tdisarvude vahed. Niitid on lihtne
niha, et kahe pooratava Gaussi tédisarvu vahe norm on kas 0, 2 voi 4.

— 1 —1 1 —1
1 0 2 1—2 141
-1 -2 0 —1—4| —-1+1
l 1—1 1+ 1 0 2
-t | —1—=1|—=+1| =2 0

Tabel 1. Pooratavate Gaussi taisarvude vahed.



Lemma 3.3. Kuia =b (mod ¢), kus a,b € U(Z[i]) ja |c| > 2, siis a = b.

TOESTUS. Olgu a,b € U(Z[i]) ja a = b (mod ¢). Siis ¢ | a — b ja N(c) |
N(a—0b) € {0,2,4}. Kuid |¢| > 2 ja seega N(c) > 5, jarelikult oleme joudnud
vastuoluni. ]

Lemma 3.4. Olgu a = a + bi € Z[i] mittepéoratav ja (1+1i) f . Siis leidub
tiheselt madratud pooratav element u nii, et ua on primaarne.

TOESTUS. Esimese sammuna néitame, et leidub pooratav element e € {1,i}
selliselt, et ea = a’ + b'i, kus @’ on paaritu ja b’ paaris. Veendume esmalt, et
a ja b on erineva paarsusega. Oletame, et 2 | a ja 2 | b. Sellisel juhul, kuna
(1 +4)(1 =) = 2, kehtib (1 4+ 4) | «, mis on vastuolus eeldusega. Kui aga
2 faja2 [b,siis

a+bi=a+ai+ (b—a)i,

kus 2 | b — a. Jarelikult 14+¢ | b—a,1 47| a(l+1i) ja seetottu 1+ | a + bi,
mis on vastuolus eeldusega 1 + i }J a. Seega a ja b on eri paarsustega. Kui
niitid @ on paaris, siis i(a 4+ bi) = —b + ai on selline, kus —b on paaritu ja
voime votta € = ¢. Juhul, kui a on paaritu, votame ¢ = 1.

Kui meil peaks olema olukord, kus a = 1 (mod 4) ja b = 2 (mod 4) vdi
a =3 (mod4) jab =0 (mod 4), siis korrutame kongruentsid elemendiga
—1. Seejarel saame

—a=-1=3(mod4) ja —b=—-2=2 (mod 4)

vOi

—a=-3=1(mod4) ja —b=0 (mod4).
Et a ja —a ning b ja —b on assotsieeritud, olemegi saanud olukorra, kus
a=1 (mod4)jab=0 (mod4) véi a =3 (mod 4) ja b=2 (mod 4). Niitid
nideme lemma 3.2 pohjal, et v on assotsieeritud primaarse elemendiga ua,
kus u € U(Z[i]) soltub eelnevatest sammudest.
Néitame, et leidub ainult iiks selline u, mille korral ua on primaarne. Oletame

vastuvditeliselt, et u; # ug, kuid uja ja usar on primaarsed. Seega ujov = 1
(mod (1 +14)?) ja usa =1 (mod (1 +14)3). Jérelikult

(u1 —up)a =0 (mod (1+14)?).
Niiiid Eukleidese lemmat kasutades ndeme, et 1 + ¢ algarvulisuse tottu keh-
tib (14 4)® | (u; — ug). Siis lause 1.6 pohjal 8 = N(1 +4)® | N(u; — uz).

Kuid tabelist 1 teame, et N(u; — us2) € {0,2,4} ja seetottu oleme joudnud
vastuoluni. Seega u; = us. O
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Lemma 3.5. Iga primaarne element on avaldatav primaarsete taandumatute
elementide korrutisena.

TOESTUS. Olgu a € Z[i] primaarne, s.t. « = 1 (mod (1 + ¢)3). Kuna Z[i
on faktoriaalne ring, saame « avaldada Gaussi algarvude korrutisena, s.t.
a = [[r. Siis N(a) = [[ N(r;). Paneme téhele, et r; & (1 + ) - U(Z]i]),

sest muidu peaks kehtima 1+ i | o ja primaarsuse tottu 1 44 | o — 1, kust
1+ | 1. Lause 1.6 pohjal siis 2 = N(1 +4) | N(1) = 1, mis ilmselt ei kehti.
Seega voib r; tegurid jaotada teist liiki Gaussi algarvudeks ¢ = uy - pi, kus
u € U(Z[i]),pr € P, pr = 3 (mod 4) ja esimest liiki Gaussi algarvudeks 7,
N(m)=p=1 (mod 4). Et

14+ fm, sest N(1+1i) =2 fp=N(m),
siis lemma 3.4 pohjal leidub selline v; € U(Z[i]), et v, - m; on primaarne. Olgu

u=[](—ug) - 1;[1}[_1. Siis

k

o =1u- H(—pk) va,

k l

kus elemendid —pg, v;m; on lemma 3.2 pohjal primaarsed. Siis

1Ea:u-H(—pk)Hvl7rlEu-l-l-...-lzu (mod (1 +41)%),
k !

ehk v = 1 (mod (1 + 4)?). Kui v € {i,—1,—i}, siis N(u — 1) € {2,4} ja
(1414)% | (u— 1), mistottu

8=N((14+4)*) | N(u—1) € {2,4},

mis on voimatu. Jarelikult v = 1.

11



4 Biruutjaagi stiimbol

Olgu R ring ja fikseerime a € R. Siis elemendi a poolt moodustatud pea-
ideaaliks on hulk
I'=a-R={a-r:7r€ R}

Olgu I ringi R ideaal ja a € R. Hulka
a=a+I1={a+b:bel}

nimetatakse korvalklassiks ideaali I jargi esindajaga a. Vaatleme hulka
R/I={Z=xz+1:z € R},

kus 7 on ringi R korvalklass ideaali I jargi. Defineerime hulgas R/ liitmise
ja korrutamise jargmiselt:

Tty=z+y,
TY=7T-7
mistahes z,y € R korral. Hulk R/I osutub siis eelnevalt defineeritud tehete

suhtes ringiks. [4]

Definitsioon 4.1. Eelnevalt defineeritud ringi R/I nimetatakse ringi R fak-
torringiks ideaali I jargi.

Olgu edaspidi 7 € Z[i] taandumatu ja vaatleme faktorringi
Zlil, = Z[i|/7Z[i] = {|a]. = a + 7Z][i] : a € Z[i]}.

Lause 4.2. Olgu w € Z[i| Gaussi algarv. Siis faktorring Z[i|, on loplik kor-
pus, milles on N(m) elementi.

TOESTUS. Selleks, et Z[i], oleks korpus, peame néditama, et tema iga nullist
erineva elemendi jaoks leidub samas ringis péordelement. Olgu 0 # [a], €
Z[i)x, s.t. m f . Paneme téhele, et (a, ) = 1. Téepoolest, kui d := (a, ) #
1, siis teoreemi 1.8 pohjal & = mg + r ning N(r) < N(m), kus r # 0, sest
vastasel juhul 7 | a. Lause 1.6 pohjal saame, et N(d) | N(r). Kuna N(d) <
N(r) < N(m)ning d | 7, siis peab kehtima vorratus N (%) > 1, seega 7w = d- 75
on Gaussi algarvu esitus kahe mittepooratava elemendi korrutisena, mis on
voimatu. Teades niitid, et (o, m) = 1 ja rakendades opiku [4] lauset 6.13.3,
saame, et leiduvad elemendid ry,ry € Z[i] selliselt, et 1 = ar; + 7mry. Seega
7| 1 — ary ning [1 — arq], = [0], ehk [a]:[r1]r = [1]+, mis tdhendab, et [a],
on pooratav ringis Z[i|/nZ[i]. Seega faktorring Z[i], on toepoolest korpus.
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Teiseks toestame, et korpuses Z[i], on N(7) elementi. Kui meil on tege-
mist II liiki Gaussi algarvuga ¢, siis N(¢) = p?,p € P. Veendume, et

E:={a+bi:0<a,b<p}

on téielik taandatud jéékide siisteem, s.t. Z[i|, = {[a], : @ € E}. Esmalt
valime vabalt [u], = [m + ni], € Z[i],. Jaagiga jagades saame, et m = ps +a
jan = pt+b, kus a,b,s,t € Z,0 < a,b < p. Siis u = a + bi (mod p) ehk
[tt]x = [a+ bi],, kusjuures a+ bi € E. Teiseks, olgu a +bi = o’ +b'i (mod p),
kus 0 < a,b,a/,b' < p. Sel juhul a —a' + (b—V)-i =p- 2z, kus z € Z]i].

Algarvuga p ldbi jagades saame, et “‘Tf’ + (b—Tf"> -1 =z ehk

a_a,+(b_b/) Ji € Zli

b p

ja jérelikult “;‘1/, b_Tf’/ € Z. Siit a = d (mod p) ja b = V' (mod p) ning
seetottu a = a/,b = V. Seega Z[i|, = {[a], : « € F}. llmselt |E| = p* = N(q)
ja jarelikult |Z[i],| = |E| = N(q).

Kui meil on tegemist I liiki Gaussi algarvuga m = a + bi, siis N(mw) = p,
p € P. Paneme tihele, et N(7) = N(a + bi) = a* + b* fb. Kontrollime, et

F={01,...,p—1}

on taielik taandatud jadkide siisteem. Olgu [p], = [m + ni], € Z]i],. Kuna
p /b, on b pédratav mooduli p jargi ja me saame leida sellise taisarvu c, et
c¢b =n (mod p). Siis

pu—cr=m+ni—cla+bi)=m-—ca+ (n—ch)i=m—ca (modp).

Arvestades, et m | p = 7 -7, siis kehtib 4 = m — ca (mod 7), kusjuures
m — ca € 7. Seega korpuse Z[i|, iga elemendi esindajaks voib votta tdisarvu.
Olgum—ca = sp+r,kus s,r € Z,0 < r < p, siis m—ca = r (mod p) ja seega
m — ca = r (mod 7). Jarelikult on korpuse Zl[i], iga element kongruentne
mingi elemendiga hulgast {0,1,...,p — 1} = F mooduli 7 jérgi, ehk

Zi), = {[a]s : a € F}.
Lopuks, kui [r], =[] ehk r =7’ (mod 7), kus r,r" € Z,0 < r,7’ < p, siis

r—r' =mny,y € Zl. Siit (r —1")> = N(r — 1) = N(7y) = p- N(y), mis
tdhendab, et p [ r — 1’ ringis Z. Seega r =1’ ja |Z[il.| = [F| = p. U

Lause 4.3 (Fermat’ viike teoreem Gaussi tdisarvude jaoks). Kui 7
on Gaussi algarv ja N(m) > 2, siis kui © J a, siis ¥™~1 =1 (mod 7).
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TOrSTUS. Olgu Z[il. = {B1, B2, ..., By = [0]}. Et m f o, siis loengukons-
pekti [5] jarelduse 9.13 pohjal Z[i], = oZ]i],. Kuna kongruentsete elementide
korrutamine séilitab kongruentsuse, siis korrutame 1abi molema hulga nullist
erinevad elemendid ja vordleme neid:

Bl . ﬁz Lt 5N(ﬂ),1 (0151) : (Oéﬁg) et (OéﬂN(ﬂ-),l) (mod 7'(‘)
NGBy BN@m-1  (mod ).

Téanu valikule 8; # 0 voime nad vorduse molemalt poolelt taandada ning
saamegi 1 = o™ (mod 7). O

Lause 4.4. Kui m )} o ja N(mw) # 2, siis leidub theselt mddratud tdisarv
0<35<3, nit et

QT = (mod 7).

TOESTUS. Paneme tdhele, et m on kas esimest voi teist liiki Gaussi algarv,
seega

p =1 (mod 4),kui 7w on teist liiki Gaussi algarv,
p>=3?=1 (mod 4),kui 7 on esimest liiki Gaussi algarv.

N(r) = {

N(m)—1

Seega N(m) — 1 jagub arvuga 4. Té&histame f := o~ 1 . Teame, et polii-
noomil z* = 1 on maksimaalselt 4 juurt iile korpuse Z[i], ([4], lause 7.1.9).
Kuna

1= (1)t =it = (i)t =

siis ainsad lahendid ongi 1, —1, i, —i. Need avalduvad koik kujul 4/, kus
0<7<3.
m

Definitsioon 4.5. Olgu 7 Gaussi algarv ja N(m) # 2. Biruutjiédgi siimbol
(%) , defineeritakse seosega

(oz) [ O kuiT|a,
/s | i kuiw faja ot F = (mod 7).

Jargmise lause puhul on eriti oluline omadus 1., mis seob omavahel biruut-
vastavusseaduse ja neljanda astme kongruentside lahenduvuse.

Lause 4.6. Iga Gaussi algarvu 7, kus N(mw) # 2, korral on biruutjddgi sim-
bolil jargmised omadused.
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1. Kuim Ja, siis (2), = 1 parajasti siis, kui kongruents 2* = o (mod )
on lahenduv hulgas 7Z][i].

2. Iga o, B € Zli] korral

4. Kuim=a+bi on primaarne Gaussi algarv, siis (=), = (—1)"z .

5. Kui o= f3 (mod ), siis (2), = (§)4.

T

6. Kuim ja \ on assotsieeritud Gaussi algarvud, siis (%)4 = (%)4.

N(m)—1

TOESTUS. Paneme esmalt tihele, et (%)4 =a 1 (mod ), kui 7 fa.

N(m)—1

1. Kehtigu 7 }f a. Siis (2), = 1 parajasti siis, kui = 1 =1 (mod 7).
Néitame, et vorrand lx” = «a € F* on lahenduv loplikus korpuses F
parajasti siis, kui a7 =1, kus d = (n,q¢ — 1), |F| = ¢.

Olgu v korpuse F* primitiivne element, « = v* ja x = «¥. Siis vordus
YY" = ~* on samavéédrne kongruentsiga yn = a (mod ¢ — 1). Viimane
on lahenduv parajasti siis, kui d = (n,q — 1) | a, kusjuures lahenduval
juhul on sellel kongruentsil d lahendit (|5], lause 6.2). Teiselt poolt

g—1 a(g—1)

a @ = a = 1 parajasti siis, kui @ =0 (mod ¢ — 1), mis on
samavédrne sellega, et 4 € Z ehk samuti d | a.

4 —

Rakendades eelnevat korpuses Z[i|,, on kongruents x a (mod )

hulgas Z[i] lahenduv parajasti siis, kui

N(m)—1 N(m)—1 8}
l=q@rNm-D =q 4 (—> (mod 7).
/4

2. Olgu o, B € Z[i]. Kuim fa jam )3, siis

o - N(m)—1 N(m)—1 N(m)—1
(_B> = (Oé . ﬁ) i =q 4 -p 1
4

(3, (2), e




ja jarelikult lemma 3.3 pohjal (0‘75)4 = (—)4 . (5)4. Vaatame niitid
juhtu, kus 7 | @ voi 7 | B. Siis 7 | - B ja

(9, (5),=0= (%),
. Olgu a € Z[i]. Kuna N(r) = N(7), siis

Q N(m-1  _ N@-1 a
<—> =q 1 =qa 1 — (mod )
w4 ),

ning

<a) N(m)—1 N(@)—1
— = 4 o 4
T/ 4

11l
VS
SRS
—
S

=

o

o

2

Rakendades lemmat 3.3, saamegi, et (%)4 = (%)4 ja (%)4 = (%)4.

. Et m = a + bi on primaarne, siis kas a = 1 (mod 4) ja b =0 (mod 4)
voi @ = 3 (mod 4) ja b = 2 (mod 4) ehk a = 4k + 1 ja b = 4l vdi
a=4k+3jab=4l+ 2, kus k,l € Z (lemma 3.2). Esimesel juhul

—1 16k24+8k+1+1612—1
(— = (—1)+
T /4

(_1)4(k2+l2)+2k —1

4k+1-1

= (-1D* =(=1)" 2 (mod 7).

Teisel juhul

—1 16k24+24k+9+1612+161+4—1
JR— = (_1) 4
4

(_1)4(k2+12+l)+6k+3 - 1

= (-1 = (1)

4k+3—1
2

(mod )

ja seega omadus kehtib.

. Kui a = (mod ), siis

<%>4 0% = ﬁN(TTI = <§)4 (mod 7).

Seega jillegi lause 3.3 pohjal (%)4 = (g)
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6. Eelduse kohaselt m = u\, kus u € U(Z]i]), seega N(m) = N(A). Ilmselt
iga a € Z[i] korral 7w | a parajasti siis, kui A | . Seega kongruents

Y N(m)—1 N(A\)—1
<—> =a 4 =a ¢4 (mod )
T/ 4

annab meile ka

(%)4 =o 3 = (g>4 (mod \).

Lemma 3.3 pohjal saame, et (%)4 = (%)4.

O
Lemma 4.7. Olgu m Gaussi algarv. Kui m [ «, siis
4
@i
T/ 4
TOESTUS. Biruutjidgi siimboli definitsiooni kohaselt
aN 4 ) , :
((F),) =@r=a
O

Lause 4.8. Olgu q teist litki Gaussi algarv, |g| = 3 (mod 4). Siis (g) =1
4
iga a € Z korral, kui q fa.

TOESTUS. Et p = |¢| = 3 (mod 4), siis N(q) = ¢* Kuna 4 | p+ 1, siis
Fermat’ viikese teoreemi pohjal ([5], teoreem 5.13)

a

<_> . (al’_l)P%1 =1 (mod p).
4

q
Kuna p > 2, siis (3) =1. 0
4

Defineerime biruutjaégi stimboli ka mitte-algarvuliste Gaussi taisarvude jaoks.

Definitsioon 4.9. Olgu «, 8 € Z[i] ja (1 +4) ) a. Ringi Z[i] faktoriaalsuse

tottu o = [[ Ai, kus A; on esimest voi teist liiki Gaussi algarvud. Juhul kui
i

(e, B) = 1, siis defineerime (g) , Jargmiselt:

(2),-10(5),

7
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Lause 4.6 omaduse 6. pohjal on selline definitsioon korrektne.

Lause 4.10. Olgu o € Z \ {0}, a € Z paaritu ning |a| > 1. Kui (a,a) = 1,

S118 o
(2),~
a’4

TOEsTUS. Lause 4.6 omaduse 6. pohjal voime eeldada, et a > 0. Kirjutame
a=[]pi[1¢j, kus p;, g; on algarvud ning p;, =1 (mod 4) ja ¢; = 3 (mod 4).
i J

Lause 4.8 pohjal piisab veenduda, et (1%) = 1. Et p; = 1 (mod 4), siis
4

K3

p; = 77 (teoreem 2.7), ning kuna @ = «, sest o € Z, saamegi, et

HRORONCOROBONOR

Lause 4.11. Kuin # 1 on tiisarv ja n =1 (mod 4), siis (L), = (—1)".

TOESTUS. Vaatleme esmalt algarve n = 1 (mod 4). Kirjutades n = 7T,
saame lemma 3.3 tottu, et

) ) 1 N@@-1  N@m-1 n=1.,9 9\ =l n-1
—_ = —_ . —_ et 4 . 4 —= 4 = 4 = —1 4
(n)4 <7T>4 (7)4 Z Z ee) ) =

Kui n on negatiivne algarv, siis —n € P ja —n = 3 (mod 4). Jarelikult
—n—1=4l+2 1€ Zjai ™t =i"2=44.42=1.(-1) = —1. Ilmselt
(=) = (=1)"7"! ja seega

(l) I (i H)TE = (=)
4

n

Juhul, kui n = 1 (mod 4) on suvaline, siisn = p; - ... p; + ¢ ... ¢s,
kus p; =1 (mod 4) ja —¢; = 1 (mod 4) ning algarve ¢ on paarisarv tiikki.
Jarelikult [5] lemma 9.20 pohjal
(=)
—(s 4

) () () (),

= (—1)"T (=D (- (-

( 1)2’”4—’1+qu4 ( 1)<HP2"1;[%_1>/4 (-1 (Hpi'(_‘b')_1>/4
= (— g J = (— ? = (—

2]
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5 Gaussi ja Jacobi summad

Ruutvastavusseaduse sonastamisel ja toestamisel on otstarbekas kasutada
Legendre’i siimbolit. Et toestada biruutvastavusseadust, defineerime Legend-
re’i siimboli vaste ehk biruutjasagi stimboli. Kuna viimase omadusi on voima-
lik vihese vaevaga toestada ka tildisemalt, toome sisse koiki eelnevaid stimbo-
leid endasse haarava korpuse multiplikatiivse karakteristiku moiste ja seome
selle Gaussi ning Jacobi summadega.

5.1 Multiplikatiivsed karakteristikud

Lopliku korpuse F,, p € P, multiplikatiivseks karakteristikuks nimetatakse
kujutust x : Fy = C\ {0}, mis rahuldab iga a,b € I, korral tingimust

x(ab) = x(a) - x(b).

Uks selline karakteristik on defineeritud vérdusega (a) = 1iga a € [, korral.
Me voime laiendada karakteristikut tervele korpusele F,,, vottes x(0) = 0, kui

x#¢ jae0) =1

Lause 5.1. Olgu x korpuse ¥, multiplikatitone karakteristik ja a € F;. Siis
karakteristikul x on jargmised omadused.

1 x(1)=1.

2. x(a) on (p—1). astme thejuur.

3. x(a™') = x(a)™" = x(a).

TOESTUS.
1. Tmselt x(1) = x(1-1) = x(1)-x(1). Kuna x(1) # 0, sest x(1) € C\{0},
siis x(1) = 1.

2. Paneme tihele, et a?~' = 1 ([5], lemma 8.8). Niiiid
L=x(1) = x(a"") = x(a)"".

3. Kuna 1 = x(1) = x(a7'a) = x(a™')x(a), siis x(a™') = x(a)™'. Et
X(a) on omaduse 2 pohjal kompleksarv mooduliga 1, siis x(a) - x(a) =

Ix(a)|* = 1 ja poordelemendi iihesuse ning korrutamise kommutatiiv-
suse tottu ([4], lause 2.1.38) x(a)™! = x(a).

]
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Lause 5.2. Olgu x korpuse multiplikatitone karakteristik. Siis

| pRurx =¢,
ZX(t)_{ 0, kui x # €.

teF,

TOESTUS. Esimene juht on ilmne, sest > e(t)=14+1+...+1=p.
—_—

teF
<Fp p tiikki

Oletame, et € # x. Sellisel juhul leidub element a € 7 nii, et x(a) # 1. Olgu
T = > x(t). Siis

teF,

x(a)-T =7 x(a)-x(t) =) x(at) =T.

teF, teF,,

Viimane vordus kehtib seetottu, et kui ¢ omandab koik vairtused hulgast
{1,...,p—1}, siis loengukonspekti [5] lemma 9.11 pohjal omandab at samad
vadrtused mooduli p jargi. Kuna x(a)-T =T ja x(a) # 1, siis T = 0. O

Multiplikatiivsete karakteristikute hulk moodustab rithma jargmiste tehete
suhtes:

1) kui x ja A on lopliku korpuse F,, multiplikatiivsed karakteristikud, siis
XA on defineeritud seosega

xA(a) = x(a)A(a) iga a € F, korral;
2) kui x on IF, multiplikatiivne karakteristik, siis x =" : F} = C\ {0} ja
x '(a) = x(a)”" iga a € F} korral.

Selle rihma tihikelemendiks on karakteristik €.

Lause 5.3. Korpuse F, karakteristikute rihm on tsikliline rihm jirguga
p—1. Kuia € F, ja a # 1, siis leidub dheselt madratud karakteristik x
selliselt, et x(a) # 1.

TOESTUS. Teoreemi 1.18 pohjal teame, et I, on tsiikliline. Olgu g € F)
primitiivne element. Siis iga a € F, on avaldatav g astmena: a = g, 1 € N.
Kui niiiid y on multiplikatiivne karakteristik, siis x(a) = x(g)". Seega y on
elemendi x(g) poolt téaielikult méédratud. Et x(g) on (p—1). astme ithejuur ja
neid on tapselt p—1 tiikki, siis karakteristikute riihma jark on maksimaalselt

p—1.
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Defineerime funktsiooni A vordusega A(¢') = erit e C \ {0}. Siis A on
multiplikatiivne karakteristik, sest

Mgt g") = A(gY) = e22E 0 — G250 B\ - A (gD,

kus [,!’ € N. Paneme tahele, et p—1 on véikseim téisarv n, mille korral A\ = ¢,
s.t. A jark multiplikatiivsete karakteristikute rithmas on p — 1. Toepoolest,
kui A" = ¢, siis A\"(g) = €(g) = 1. Kuid

1= (g) = (\(g))" = 77

jaseegap—1|n. Et W7 g)=Ag)P P =Agl ) =A1) =1, siis W =e
Seega A jark multiplikatiivsete karakteristikute rithmas on p — 1. Olgu m
multiplikatiivsete karakteristikute rithma jéark, siis Lagrange’i teoreemi pohjal
p — 1 | m. Kuna eelnevalt veendusime, et m < p — 1, siis m = p — 1 ja
multiplikatiivne karakteristikute rithm on tsiikliline riithm moodustajaga .
Kui a € F ja a # 1, siis a = ¢, kusjuures 1 < I < p — 2. Arvutades

saame, et A(a) = A\(g)! = 2T # 1, sest vastasel korral p — 1 | [, mis ei saa
[ valiku tottu kehtida. O

5.2 Gaussi summad

Niiiid saame defineerida Gaussi summad, mida kasutame korduvalt edaspi-
distes toestustes.

Definitsioon 5.4. Olgu ¢ = e p. astme algjuur, x korpuse F, mingi
multiplikatiivne karakteristik ja 0 < a < p — 1. Kompleksarve

ga(X) = Y x(£)E".
teF,
nimetatakse karakteristiku xy Gaussi summadeks.
Lemma 5.5. Kehtib vordus
Zfat: p, kui a = 0,
0, kut a # 0.
teF,

TOESTUS. Kui a = 0, siis £ = (£%)! = (£%)! = 1! =1 ja seega

SCED R

teF, teF,
p—1 ap
Juhul a # 0 ka £ # 1 ja seega Y £ = £§a:11 = 0. O
=0

Lemma 5.5 pohjal saame teha jargmise jarelduse.
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1, kui x =y (mod p),

Jareldus 5.6. Olgu 6(x,y) = { 0 kui %y (mod p). Siis

> & = p-s(a,y).

teF,

Lause 5.7. Olgu 0 < a <p —1 ja x # € korpuse F, multiplikatisvne karak-

teristik. Siis (@0 k 7&
_ X a g1\X), ui a 07
9a(x) = { 0, kuia =0,
ja
|0, kuia #0,
ga(e) = { p, kuia = 0.

p
TOESTUS. Olgu x # ¢ ja a # 0. Siis g.(x) = > x(a 1) x(a)x(t)&™, sest

t=0
x(a~")x(a) = x(1) = 1. Seega
p—1
ga(x) = x(a™") > _ x(at)€™ = x(a™")g(x),
t=0
sest kui ¢ omandab véartused hulgast {1,...,p— 1}, siis ka at omandab need

vadrtused mooduli p jargi ([5], lemma 9.11). Kui aga a = 0, siis lause 5.2
pohjal

p—1 p—1
9o(x) =D x(D)E" = x(t) =0
t=0 t=0
p—1 p—1
Olgu niitid x = € ja a # 0. Sellisel juhul g,(e) = > e(t)€* = Y& =0
t=0 t=0

(lemma 5.5). Kui aga a = 0, siis lause 5.2 pohjal go(y) = > &% = p.
t

]

Edaspidi tdhistame Gaussi summa g; () siimboliga g(x) ja summat g ((5)) kus (1—7>
on Legendre siimbol, siimboliga g.

Lemma 5.8. Kehtib seos

9(x) = x(=1) - g(x)-
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TOESTUS. Paneme tihele, et kuna ¢ on ithejuur, siis € = €71, Seega

=N X -g=>"xt-€=>x

=> x(Dx(=t) - &t =x(-1) > _x(-t)-&*
—1)) x() - & = x(-1) - g(x)-
O

Lause 5.9. Kehtib vordus g> =p-(—1)=2 .

TOESTUS. Toestamiseks avaldame summa S = Y g,9_, kahel eri viisil. Kui

a # 0, siis lause 5.7 tottu

B a™t —a! 9
9a9—a =\ — g
p p

ning seega
a '\ [(—at\ ,
S:Zgag—a:Z(_)( )g
a#0 a#0 p p
aclFy, a€lFy,
-2 (5)7-e-0(5)
a#0 p
ackFy,
Samas
z —a
9a9—a = Z (_) gax Z (y) 5 Y )
z€lF, p y€elF, p
jarelikult
a
S = ZZ()gaw()gay ZZ(y)gaxy)
a€lF, z,yelf, a€lFp x,yelF,

Muutes summeerimise jarjekorda, saame jarelduse 5.6 pohjal, et

- 55 5 (3) v

z,y€Fp a€lfy z,y€Fp
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Kui niitid x = y, siis (%) = (’3—2> = { 1,ku? z70, Seega

P 0,kui x = 0.
S=> p=@-1)p

x#0

z€lF)p

Pannes saadud tulemused kokku, naeme, et
~1\
p-—p=5S=p-1(—)9"
p
Taandades vorduse molemalt poolelt (p — 1) # 0 ja korrutades vordust Le-
gendre’i siimboliga (%), saamegi g2 = (%1) p= (—1)pT_1p.
m
Lause 5.10. Kui x # ¢, siis |g(x)| = \/D-

TOESTUS. Toestamiseks avaldame jéillegi summa
S = Zga 9al(

kahel eri viisil. Kui @ # 0, siis lausete 5.1 ja 5.7 pohjal x(a=') = x(a),
9a(x) = x(a™") - g(x) ja seega

Jarelikult

Kuna go(x) = 0, siis S = > ga(x) - 9a(x) = 2 90 = (p— 1) - [g(0)]*

a€clFp a#0

9a(X) - 9a00) = 3 > x(@) - x(y) - €.

z€lF, yelF,

Teiselt poolt,

Summeerides molemaid pooli {ile a ja kasutades jareldust 5.6, kehtib vordus
x(x) - x(z) = |x(z )]2 = 1, sest x on iihejuur ja seega

S="ga(x) - gal ZZX O(z,y)-p=(p—1)-p

Jarelikult (p —1) - [g(x)|* = S = (p — 1) - p ehk |g(x)| = /p.
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5.3 Jacobi summad
Peatiiki lopus vaatleme Gaussi multiplikatiivsust muutvaid Jacobi summasid.

Definitsioon 5.11. Olgu x ja A korpuse [F,, karakteristikud ning a,b € ).
Siis kompleksarve

JOuA) = Y xla)- Ab)

nimetatakse Jacobi summadeks.

Teoreem 5.12. Olgu x ja A mittetriviaalsed karakteristikud ehk x # € ning
A # €. Siis

(a) J(e,e) =p.
(b) J(g,x) =0.
(€) JOux ) = —x(-1).

(d) Kuix-\#e, siis
9(x) - 9(N)
glx-A)

TOESTUS. Osa (a) kehtib vastavalt definitsioonile, sest
J(ee)= > ela)-e(b)= > 1-1=p.

a+b=1 a+b=1
a,bely, a,belF),

J(x, A) =

Osa (b) on vahetu jareldus lausest 5.2, sest

J(ex)= > ela) x(b)= > 1-x(b)=>_ x(b)=0.

Punkti (c) toestamiseks paneme téhele, et

Joox ™ =D xax'®) =Y x(@v)=> x(@ (1-a)).

a+b=1 a+b=1 a#1
a,beF, b#0 a€Fp
a,belf,

Olgu ¢ = 2. Kui ¢ # —1, siis a = 75;. Jarelikult kui a € F, \ {1}, siis
c € F,\ {—1}. Seega uuesti lause 5.2 tottu

Joex ™) =) x(e) = —x(-1).

c#—1
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Omaduse (d) puhul mérgime, et

g() 9N = D x(@) - Aw) - &= DY x@) M) | ¢

z,y€lFp teF, | z+y=t
z,y€lfy

Juhul ¢ = 0 saame lause 5.2 pohjal, et

Do x@)-Ay) = Y x(@) - A(=z) = A(=1) - Y xA@) =0,

z+y=0 z€Fp z€Fp
z,yclFy

sest eelduse kohaselt y - A # €. Kui aga t # 0, voime summas >, x(z)-A(y)
T+y=t
z,y€Fp

teha asenduse x = t2’, y = ty/ ning saame

D x(t) - Aty) = xAW) - T(x, A

ac'—i—y':l
'y €Fp

Seega,
900 - g(N) =D J0GA) X ABE = T(x, ) - g(xN)

teF,

ning jagades molemad pooled 1dbi Gaussi summaga g(xA) # 0 (lause 5.10),
saamegi soovitud tulemuse. O]

Lause 5.13. Olgu p = 1 (mod n) ja x karakteristik, mille jirk on n > 2.

Siis
g0)" =x(=1) - p- JOGX) - TG - TOe X",
TOESTUS. Kasutades teoreemi 5.12 osa (d), kehtib juhul x? # ¢ vordus
g(x)* = J(x; x) - 9(x*). (1)

Kuna x? # ¢, siis J (%, %) 9(x®) = g(x*)g(x) ning korrutades vorduse (1)
molemat poolt Gaussi summaga ¢(y), saame, et

9’ =J0Gx) - 9(x3) - 9) = T x) - TG X% - 9(xP)-

Samamoodi jatkates ndeme, et
90" = J06X) - T0GXE) - TOG X g, (2)
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Niitid "' = x~' = X ja seega g(x) - 9(x" ') = g(x) - g(X)- Samas teame, et

p=190)1” = 9(x) - 9(x) = 9(x) - x(=1) - g(

X)-

Kuna x(—1) = %1, siis voime kirjutada x(—1)-p = g(x)-g(x). Jérelikult kor-
rutades vorduse (2) molemat poolt Gaussi summaga g(x), saamegi soovitud
tulemuse

g =x(=1) - p-J06x) - OGN - TGN
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6 Biruutvastavusseadus

Kaéesoleva peatiiki eesmérgiks on toestada biruutvastavusseadus, mille voib
sonastada jargmiselt:

Teoreem 6.1. Olgu \ ja 7 tihistequrita primaarsed Gaussi tdisarvud. Siis

2 S et o
T 4_()\>4 '

Jargnevalt toestame rea seoseid biruutjadgi stimboli ja Gaussi ning Jacobi
summadel vahel.

Lause 6.2. Kui A ja ® on primaarsed ning A\ = ¢+ di ja © = a + bi,

. NXN)—-1 N(m-1 a1l e—
a,b,c,d € 7, siis % . % on sama paarsuseqa mais “Tl . %

TOESTUS. Toepoolest,

NA—-1 Nm) -1 E4+d*—-1 a*>+bv¥ -1
4 4 4 4
(a+1)(a—1)+0* (c+1)(c—1)+d?
4 4 '

Kuna A ja 7 on primaarsed, siis kas

c=1(mod4) ja d=0 (mod4)
VOl

c=3(mod4) ja d=2 (mod4).

Samad tingimused kehtivad ka arvude a ja b jaoks. Juhul kui @ =1 (mod 4)
ehk a =4k +1jab=0 (mod 4) ehk b =4I, kus k,[ € Z, siis

(a+1)(a—1)+ b _ (4k+2)(4k) + 1612

= 4k% + 2k + 417
1 1 + 2k +

on paaris ja seega on ka korrutis

(a+1)(a—1)+0* (c+1)(c—1)+d*
4 ' 4

paaris. Kirjutades lahti murru %1 = % = 2k, nieme, et ka korrutis 4=t - <1

2 2 2
- NQA)—1 N(m)—1 ~
on paaris ja seega oleme veendunud, et ( 4) . (72 on toepoolest sama

paarsusega mis % . % Sama tulemuse saame ka juhul, kui ¢ =1 (mod 4)
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jad =0 (mod 4). Kui aga a ja ¢ on kongruentsed arvuga 3 mooduli 4 jargi
ning b ja d on kogruentsed arvuga 2 mooduli 4 jargi, siis korrutis

(a+1)(a—1)+0* (c+1)(c—1)+d?
4 4
Ak +4)Ak+2)+ (4 +2)* (Am+4)(4m+2) + (4n +2)?
a 4 ' 4
= (4k? + 6k + 417 4+ 41 + 3) - (4m? + 6m + 4n® + 4n + 3)

s \a

-~ -~
paaritu paaritu

on paaritu, nagu ka korrutis

—1 -1 4k+2 4 2
0 L _RE IMEL 1) 2m+1).
2 2 2 2 N AN

paaritu paaritu

]

Olgu meil edaspidi 7 primaarne esimest liiki Gaussi algarv, mille norm
N(m)=p=1 (mod 4) ja (;)4 sellega seotud biruutjadgi siimbol. Juhul, kui
<5> = (;)i, siis <5> on mittetriviaalne karakteristik ning tihtlasi Legend-
re’i stimbol. Loengukonspekti [5] lemma 7.5 iitleb, et paarisarvulise jarguga
tsiiklilises rithmas on tapselt iiks selline element, mille jark on kaks. Kuna
Legendre’i stimbol on karakteristik, mis ei ole vordne iihikkarakteristikuga

2
€, aga (5) = ¢, siis tema jark on 2. Samuti biruutjadgi siimboli puhul

((4)1)2 = ¢, aga (;)i + ¢. Seega langevad nad kokku.

T

TOESTUS. Teoreemi 5.12 osa (d) pohjal J ((;)4 : (;)4) = g((*)j‘g ning seega
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lausete 5.9 ja 5.13 kohaselt

)G =

~

~—

(:).)

-1 . : : )

), (), ) (G).6))
T/, m/a \m/a m/4 \p

ning kuna J ((=) " (2) 4) # 0 (lause 5.10), voime vorduse selle Jacobi sum-
maga labi jagada ning saamegi soovitud tulemuse.

O

2

Lause 6.4. Kehtib vordus g (( ))4 =p-J (( )4, (;)4) .

o((2))'=(F) 7)) (G, )
(7)) G) (), (). 6))
-(55) (), ()"

’
4

)
4

Lause 6.5. Gaussi tdisarv — (_71) -J ((;) , (;)) on primaarne.

TOESTUS. Paneme tahele, et

((2),6)-20,(4),-20. (),




sest kui s € {(p+3)/2,...,p—1},siis 1 —s e {—(p+1)/2,...,—p}. Vii-

mased aga on mooduli p ja seega ka mooduli 7 jargi kongruentsed arvudega
_ptl

(p—1)/2,...,0. Samuti véime biruutjéigi stimbolis (1 —2 > liita elemendi

4

p, sest T | p ja seega saame (%) — ((PJ:)/?
4

) . Paneme téahele,
4

et iga pooratav element hulgas Z[i] on kongruentne elemendiga 1 mooduli
(14 4) jérgi. Veendume naiteks, et —1 =1 (mod 1 + ). Siis kongruentsuse
definitsiooni kohaselt 1+ | —2 = —(1 +)(1 — ) ning toepoolest, —1 ja 1
on mooduli 1 + i jérgi kongruentsed. Ulejaéinud variantides saab veenduda
analoogiliselt. Jarelikult

() (1_5) 21 1=2"2 (mod 1+4).

Kuna ’%1 . 2 =p+1=1 (mod ), siis ’%1 =271 jaet (%)j = 1, kehtib
(2); = (2),"- Niiid

() -(2) () - ()
Sy () (),

Téheldame, et kuna (p — 1)/2 on paaris, siis 2 | (p — 1)/2. Samas kehtib
1+1i]2jaseega 1+ | B=. Korrutades niiiid viimase jaguvuse elemendiga
2, saame, et p =1 (mod 2 + 2i). Kokkuvottes

1(2),6))=2()+(F),

—1
= -2+ (—) (mod 2 + 24).
T /a

M

s=2

I
Y

Teades, et (’71) , = 1 ja korrutades saadud tulemust biruutjadgi siimboliga

— (’71)4, saamegi, et

-(3), 7 ((-0))=2 (), 1=t wmeaue)

Lause 6.6. Kehtib vordus — (2), - J((2),,(2),) = 7.
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TOEsTUS. Et — (’71)4~ J((= )4 : (—)4) on primaarne, piisab lemma 3.4 pohjal
veenduda, et vorduse pooled erinevad iiksteisest pooratava elemendi vorra.
Definitsiooni kohaselt

-1

(), 6))-E0), (59,25 00 wors)

s=1

Néitame niiiid, et

kui 1 <k < (p—1). Veendume selles. Kuna p on algarv, siis leidub algjuur
g selliselt, et {1,2,...,p— 1} = {1,9,9%,...,972}. Jarelikult

Pt +(p—1)r=14+4¢"+...+(¢"P?* (mod p).
Vottes ¢ = g¥, kehtib g pdératavavuse tottu (¢, p) = (g, p) = 1. Seega Fermat’
viikese teoreemi pohjal ¢?"1 —1 =0 (mod p). Kuna g on algjuur, siis ¢ # 1,
sest k < p — 1. Seetottu
S (q—=1)=¢ " +¢ 2 +.. . +q—q¢ ... —1=¢1—1=0 (mod p).

Eelnevast ¢ — 1 # 0 (mod p) ja seega S =0 (mod p).
Binoomvalemist saame, et

(p—1)/4
_ p—1)/4 R
(1—2s) T ( /)( s)z-spTl.

=0

Jarelikult

J<(;>47 <;)4) _ § (p=1)/4 ((p —;)/4) (1) s+

s=1 =0
(p—1)/4 p—1
—1)/4 . o
((p ‘ )/ )(_1)z Z SH_%.
(3
s=1

Kuna 1 < (p—1)/4 korral kehtib 1 <i+ (p—1)/4<(p—1)/2 < p—1, siis

=0

ZSH—T =0 (mod p).



Seega J((2),,(z),) = _Z 4((p_1)/4)(—1)i -0 = 0 (mod p) ja kuna 7 | p,

1(2),(2)) =0 tmots)

Kuna (;)4 # ¢, siis lause 5.10 pohjal |g((;)4)| = /P ning jérelikult tdnu

™

faktile <5> # ¢ kehtib teoreemi 5.12 osa (d) pohjal

1) ()= 45 - -

(G)

Niitid N (J ((;)4, (;)4)) = p jaseega J ((;)4 , (;)4) on Gaussi algarv. Kuid

w|J ((;) 4 (;) 4) ja jarelikult on nad assotsieeritud, mida tahtsimegi néida-
ta. [

siis toepoolest

Lausete 6.4 ja 6.6 pohjal saame jargmise tulemuse:

Lause 6.7. Kehtib vordus g ((;)4)4 =7

TOESTUS. Kuna g ((;)4)4 =p- J((;)4 , (;)4)2 ning me teame, et p = 77,
ja J((2), (),)? = 72, siis saamegi, et

((5))' =

Jargmisena vaatame kahte biruutvastavuse erijuhtu.

Lause 6.8. Olgu q > 0 algarv kujul 4k + 3, k € Z. Sis

().~ (5),

TOESTUS. Et ¢ = 3 (mod 4), kehtib lemma 1.20 ning lausete 5.1 ja 5.7
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péhijal

77 (mod q). Toepoolest, lemma 1.20 ja Fermat’ véi-

Paneme tahele, et T

kese teore

emi kohaselt

—
-y}
o)
S
&)
[
Il
o e
= S
=)
(_
+ 3
o
=
I s
=+
SIS
+ =
ST
S~— ~—

Jarelikult saame lause 6.7 pohjal, et

[
=
<t
Y
S —
__w >
~— T
A~ o
o 2
S~—
e &
§ N’ - =
i = t
S} \)4 - q_W =
T L] .
g N TI
. ~—— | _,n
| & N _
N—— > T
~ —~ —~ — amu
I ek ~— )
~—— ~—— >
HT — — . =
> > > <
— . .
& - 7NN
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Veendume, et 7 Z 0 (mod ¢). Kui ¢ | , siis kuna 7 on taandumatu, voime
kirjutada m = ¢ - u, kus u € U(Z][i]). Seejuures p = N(mw) = N(q-u) = ¢*, mis
on p ja g algarvulisuse tottu voimatu. Sarnaselt ndeme, et T Z 0 (mod gq).
Jarelikult jagades kongruentsi libi arvuga 797!, saame

ﬂ# = (—_q) (mod q).
T /4

2_
Samas teame vastavalt definitsioonile, et (g) =i (mod q) ja seega
4

(0)-(2), =

Kuna ekvivalentsi molemal poolel on pooratavad elemendid, saame lemma
3.3 pohjal
().~ (&)
4/ 4 T )y

Lause 6.9. Olgu q algarv ning g = 1 (mod 4). Siis

(2.~ (5),

TOESTUS. Kuna ¢ =4k + 1, k € Z, siis

() =5 (1) o= (%)%“ g

()¢
S (), e =a(G))
o)) et

kus viimane vordus kehtib lausete 5.1 omaduse 3 ja 5.7 pohjal. Seega

1(())7= (), 9((2)) woda
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Lause 6.7 pohjal g (( )4)4 = 73 .7, jirelikult voime kirjutada

™

a+3
4

(73 - 7) 5@4-#”-% (mod q).

™

Nagu eelnevas toestuses, kehtib ka siin, et 7 # 0 (mod ¢) ja 7 #Z 0 (mod q).
Seega voime kongruentsi libi jagada korrutisega 7° - T ning saame

()T 7T = @4 (mod q).

7

Kuna teoreemi 2.7 pohjal ¢ = X - ), kus A on esimest liiki Gaussi algarv, siis

0.3, ),

sest N(A) = ¢. Selle kongruentsi mélemal poolel on pooératavad elemendid,
mistottu voime kirjutada

.- (). 6, <3>

Et (5),- (“73>4 =1= (%), (%), siis (%3)4 -

kirjapildiga

]

Lause 6.10. Olgu a tdisarv ja a = 1 (mod 4), |a| # 1. Olgu A\ primaarne
Gaussi taisarv ning (A, a) = 1. Siis

(2),- ().
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TOESTUS. Aritmeetika pohiteoreemi kohaselt voime kirjutada a =[] ¢;-[ [ 75,
i J

kus ¢; =3 (mod 4) jar; =1 (mod 4), g;,; € P. Paneme téhele, et elemente

¢; on paarisarv, sest vastasel korral saaksime a = 3 (mod 4). Et A on primaar-

ne, siis A = [[ px-[[ v, kus pg, v on vastavalt primaarsed teist ja esimest liiki
k !
Gaussi algarvud (lemma 3.5). Néitame, et g;, y on ihisteguriteta. Oletame

vastuvaiteliselt, et (g;, i) # 1. Taandumatuse tottu on see suurim iihistegur
\¢i| = || € P, kust ¢; | @ ning ¢; | A, mis on vastuolus sellega, et (a, \) = 1.

7

Samal pohjusel kehtib ka (7}, ) = 1. Kuna i on paarisarv, siis [ ] (;—1> = 1.

Vottes v = [[ v ja arvestades, et lemma 3.5 toestuse kohaselt voib votta iy
1

taisarvudeks, —|ug| = i, saame lausete 4.8, 4.10, 6.8 ja 6.9 pohjal, et

(0,10 1), 1), (),

i?k ]’l

(), T T Gs) D), (1),

Jil il

:H1H<%)4H1H(%>4($>4

jl il

I1 k'Hsz’l B
(it | G- ).

4

O

Lause 6.11. Olgu m = a + bt ja A = ¢+ di primaarsed ja thistequrita. Kui
(a,b) =1 ja (¢,d) =1, siis

2),- ) e

TOESTUS. Et 7 ja A kordajad on iihistegurita, siis ka (a,7) = (b,7) =
(e, A\) = (d, ) = 1. Kuna

c-m=ac+ bei — \bi = ac+ bei — bei + bd = ac+bd  (mod ),

siis (ac + bd, \) = (ac + bd,7) = 1. Veendume viimase vorduse kehtivuses.
Oletame vastuviiteliselt, et (ac+bd, 7) = s # 1. Siis Z[i] faktoriaalsuse tottu
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leidub Gaussi algarv ¢ nii, et ¢ | s. Vastuvditelise oletuse kohaselt siis
tlac+bd ja t|m=a+bi.
Niitid, kui ¢ | 7, siis ka ¢ | 7 - ¢ = ac + bci. Jarelikult
t | ac+bd —ac —bci = b(d — ci).

Kuna ¢ on taandumatu, siis kas ¢ | b voi t | d — ci. Kuid siis kehtib ka ¢ | a ja
seetottu jouame vastuoluni. Samuti, kui ¢ | d — ci = —i), siis ¢ | A. Kuna ¢
jagab ka elementi 7 ning (A, 7) = 1, oleme saanud vastuolu. Seega toepoolest
(ac+bd, ) = 1. Kuna cm = ac + bd (mod 4), siis

(.G, (45, g

a A ac + bd
OO RCE R
/e \7), 7r A
Vottes vordusest (5) kaaskompleksarvu ning korrutades seda vordusega (4),
saame seoste a = a ja ac + bd = ac + bd tottu vorduse

@, ), (2) - 3),= (") ©

Korrutades vordust (6) elementide (%) L Ja (f) , boordelementidega, saame

vordusest (6) lause 5.1 omaduse 3 pohjal vorduse

A (71') _[c <a> ac+ bd
), \Ma \N), \n/4 TN ),
Oletame esmalt, et a, ¢ ja ac + bd on mittepdoratavad. Defineerime paaritu
téisarvu n jaoks funktsiooni y(n) = (—1)"z . Siis v(n) - n = 1 (mod 4) ja
ac+bd—1 ac—1 a—1 c—1
vac+bd) = (-1 = (-1)*T = (=17 - (-1)F = ~(a) - y(e),

sest bd = 0 (mod 4) (lemma 3.2). Lause 6.10 pohjal ning teades, et (£), =

4
<M> . (—7(1)’95) saame
@ )y a )y

ja analoogiliselt

( 4
B (7@)4 (v@)«:); (7:))4 (v(c:;'ak (v(aftrbd)k <v<ac+b3>'-ﬂ<ac+bd>>4



Margime, et

(a) = Lkuia=1 (mod4),
Y= “1Lkuia=3 (mod 4),

ja seega lemma 3.3 pohjal

(@)4 =(a)

~J —1 (mod A),kui a =3 (mod 4) A ¢ =3 (mod 4),
N 1 (mod A), muudel juhtudel .

Lause 4.6 omaduse 2 pohjal voime kirjutada

(5=7). = (57 = (0). 00, (7). (%),

ja seetottu sama lause omaduste 3 ja 6 pohjal

(5), G
B (”i’) (vé)c); K )); (wZ)a); (W> <v<ac+2d§gc+bd>>4
(), (). (), 0.0, (4). (). (), (2%,
- (), () (), (), (), 0 (5,

Et <7(a)> ja <7§f)> vadrtused on samaaegselt kas 1 voi —1 ja ruudud
4 4
a)

2 2
M) = 1 ning <7§r ) = 1, voime need vordusest taandada. Niitid oleme
4 4

joudnud olukorrani, kus lause 4.10 ja a, ¢, ac + bd mittepooratavuse tottu
(AN c—di a+ bi ac + bd + (ad — cb)i
<;>4.<X>4:( ¢ >4.( a )4.( ac + bd >4

—d 7 b i ad — bc 1
(7>4‘ E>4'(5)4.<5)4'<ac+bd>4.(ac—|—bd>4
(E>4 . (5)4 ' (ac—l— bd)4 N (ac(ac—l— bd))4'
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Kahe jarjestikuse paarisarvu korrutis jagub alati arvuga 8, mistottu

( ac 2* ac ac—
e
kuia=1 voi ¢ =1 (mod 4),
(_ 1) ac(ac-zbd)—l
qet (et Dac=1) we
(1)t S (o=
kui a =3 ja ¢ =3 (mod 4),

acie1 [ lLkuia=1 (mod4) véi c=1 (mod 4), (7)
| —Lkuia=3 (mod4) ja c=3 (mod4).

Kuna ac(ac + bd) = (ac)> = 1 (mod 4), siis olemegi lause 4.11 kohaselt
saanud vorduse

(), Q)= (zam), = o =0,

Oletame niiiid, et kas a, ¢ voi ac + bd on pooratav. Vaatleme néiteks juhtu
a = 1, sest iilejadnud voimalused on toestatavad analoogiliselt. Kui a = 1,
siis m=1-+bi, b =0 (mod 4). Siis eelnevaga sarnaselt saame, et

(3, ®.-(6).(£9,

2 > o

)

(), (), (), (%), (5),
_ (é . (C/\ T )4: <c—dz>4_ (c+bd(:r(;ld— cb)i>4

)0 (),
N ( > (c+bd>4_ (W)

Niitid (7) pohjal, vottes a = 1, kehtib

o | .

02+cbd—1 a—1 c—1

(- =

I
T
—_
~—

[N

N




Viimase lause pohjal on lihtne toestada biruutvastavusseadust. Olgu © =
a +Vija A = + d'i primaarsed ning iihistegurita. Votame m = +(a’, )
jan = =+(c,d) selliselt, et m =n =1 (mod 4). Siis (a,b) =1 ja (¢,d) =1,
m =m(a+ bi) ja A = n(c+ di) ning a + bi ja ¢ + di on samuti primaarsed.
Vaatleme esiteks juhtu, kus m # 1jan # 1. Kuna (A\,m) = 1 ja (a+bi,n) =1
ning ka (a + bi, c + di) = 1, siis lausete 6.10 ja 6.11 pohjal

(.- () (57),- (), (50), (50,
-(2), (s25), (), o
E}) (a+bz> (DT = <%>4'<_1)a21'621
== 4'(—1)N(?IW.

Viimane vordus kehtib tédnu lausele 6.2. Juhul, kui m = 1 = n, on tegemist
lausega 6.11. Eelnevaga sarnase arutelu pohjal kehtib biruutvastavusseadus
ka juhul, kui m = 1 voin = 1. Sellega olemegi esitanud biruutvastavusseaduse
toestuse, mida voib nimetada arvuteooria iiheks sligavamaks ja ilusamaks
toestuseks.
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