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Saateks

Kaasajal ei piirdu elektronarvutite rakendusvaldkond 
üksnes arvutusülesannetega. Sagedamini tuleb arvutite abil 
lahendada selliseid probleeme, kus arvutamisel on hoopis 
kõrvaline roll. Niisuguste ülesannete hulka kuulub ka teo
reemide tõestamine. Olgu mainitud, et paljusid sisuliselt 
erinevaid ülesandeid saab sõnastada teoreemi tõestamise 
ülesannetena: näiteks programmide analüüs ja süntees, küsi
mustele vastamine küsimus-vastussüsteemis, graafide isomor
fismi probleem jpm.

Teoreemide tõestamise teooriale panid aluse saksa mate
maatiku David Hilberti (1862-1943) matemaatilise loogika 
alased tõdd. Esimese teoreemide automaatse tõestamise meeto
di lõi 1930. aastal prantsuse matemaatik Jacques Herbrand 
(1908-1931). Paraku oli see väga t&ömahukas ega leidnud 
seetõttu praktilist rakendamist isegi elektronarvutite il- 
mumi sel.

1960. aastate keskpaigaks tÕÕtati väil ja lihtsamad ja 
efektiivsemad tõestusmeetodid: resolutsioonimeetod (J. Ro
binson) ja pöördmeatod (S.J. Maslov). Kirjeldamise ja ka
sutamise lihtsuse tõttu on resolutsioonimeetod ja tema modi
fikatsioonid aluseks enamikule teoreemide tõestamise arvuti
programmidele.

Käesolevas õppevahendis tutvustatakse teoreemide auto
maatse tõestamise probleeme, seejuures on põhitähelepanu 
suunatud resolutsioonimeetodile. Lugejalt eeldatakse mate
maatilise loogika algmõistete tundmist. õppevahend on ette 
nähtud rakendusmatemaatika V kursuse üliöpilastals eri
kursuses "Tehisintellektisüsteemid".



1. Teoreemi tõestamise ülesanne 1. järku 
predi kaatarvutuses

Teoreemi tõestamise ülesande püstitamiseks tuleb 
eeldused ja väide esitada loogikavalemitena. Valime siin 
loogiliseks -formalismiks 1. järku predi kaatarvutuse. 
Alustame mõningate varasemast tuttavate mõistete meenutami
sest .

Koosnegu predikaätarvutuse alfabeet järgmistest sümbo- 
1itest:

1. eraldajad ( ) ,
2 . loogiliste tehete märgid 1 & V  -*•
3. kvantorid V  3,
4. (indivi id-)muutujate sümbolid хк (к = 1,2,...)
5. n—kohaliste funktsioonide sümbolid f£ (к £ 1, n > 

^ 0 ) 5 seejuures sümboleid f® nimetame konstantideks
6 . n-kohaliste predikaatide sümbolid p£ (k > 1, n ^

» 1).
Edaspidi kasutame ka järgmisi tähistusi: xK asemel u, 

v, w, x, y, z,...; f® asemel a, b, c, d,...; f* (n Ф 0 ) 
asemel f, g, h,...; p£ asemel P, Q, R, T, V, W,... .

Alfabeedi sümbolitest vÖib konstrueerida mitmesuguseid 
avaldisi. Vaatleme terme, elementaarvalemeid ja valemeid.

Termid:
a) iga indiviidmuutuja ja iga konstant on term.
b) Kui t̂  , ... , tn on termid (n ^ siis ka f£ (t. , 

. . . , t„ ) on tet m.
c) Avaldis on term parajasti siis, kui ta on seda a) 

või b) põhjal.
Elementaarvalemid (ehk aatomid):
kui p£ on predikaatsümbol ja ^ , ..., t„ on termid, 

siis p̂ J (t4 ,..., tn ) on el ementaarval em.

^Vt. näit. l.Kull. Matemaatiline loogika. Tallinn, Eesti 
Riiklik Kirjastus, 1964; R.Prank. Matemaatiline loogika ja 
diskreetne matemaatika, III. Tartu, TRÜ, 1983.
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Valemid:
a) iga elementaarvalem on valem.
b) Kui F ja 0 on valemid ning x on indiviidmuutuja, 

siis ("f F) , (F it G) , (F V  6) , (F -*■ G) , < ( V  x)F) , ( ( 3 x)F) on 
vaiemi d .

c) Avaldis on valem parajasti siis, kui ta on seda a) 
vÖi b) põhjal.

Valemites (( V x)F) ja <<3x)F) nimetatakse valemit F 
vastavalt dldsuskvantori ja olemasolukvantori möjujji i.rkon
naks. Muutujat x nimetatakse kvantoriga seotud muutujaks. 
Valemeid üles kirjutades jätame edaspidi osa sulge ära, 
lugedes kvantoreid koos eitustega kõrgeima prioriteediga 
teheteks.

Öeldakse, et valem on кinning, kui kõik temas esinevad 
muutujad on seotud. Meid huvitavad just kinnised valemid.

Et anda valemile sisu, interpreteeritakse teda kui 
teatavat väidet vaadeldava indiviidide piirkonna kohta. 
Selleks tuleb fikseerida indiviidide piirkond (indiviid- 
muutujate väärtuste piirkond) ning määrata valemis esine
vate konstantide, predikaat- ja -funktsionaalsümbol ite tähen
dused .

Valemite (või valemite hulga) interpretatsiooniks 
nimetatakse paari, mis koosneb mittetühjast hulgast E (nn. 
interpretatsiooni kandjast) ja kujutusest, mis seab
vastavusse

- igale predikaatsümbolile p£ mingi n-kohalise 
relatsiooni hulgas E,

- igale -funktsi onaal sümbol i le f^ mingi n-kohalise 
funktsiooni hulgas E,

- igale konstandile f£ mingi elemendi hulgast E.
Indiviidmuutujad omandavad väärtusi hulgast E.
Antud interpretatsiooni korral saab iga kinnine 

elementaarvalem p* (t4 ,..., tn ) tõeväärtuse "tõene" (t) vöi 
"väär" (v): kui hulga E elemendid, mis vastavad termidele 
t^ ,..., tn , kuuluvad relatsiooni, mis on määratud selle 
interpretatsiooniga, siis loetakse eiementaarvalemit 
toeseks, vastasel korral aga vääraks.

Kvantoreid mittesisaldava mitteelementaarse valemi
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vAArtus arvutatakse tema koostisosade vAArtustest nii, nagu 
on nAidatud tõevAArtustabelis (F ja G on valemid).

F G 1 F F V G F fc G

1--------------------------------------------------------------
!

1 0
 

1 f 
1 U.

V V t V V t
V t t t V t
t V V t V V

t t V t t t
______

Valem (Vx)F on tõene, kui x iga vAArtuse korral hulgast 
E on valem F tõene; vastasel korral on valem (Vx)F vAAr. Va
lem (3x)F on tõene, kui leidub selline x vAArtus hulgast E, 
et valem F on tõene; vastasel juhul on valem (3x)F vAAr. 
Lõpliku piirkonna E korral võib selliste valemite tõevAArtu- 
sed mAArata tõevAArtustabelist.

NAi_de 1.1_. Vaatleme valemite (V x)P(x) ja (3 x) 1 P(x) 
sellist interpretatsiooni, kus E = { 1, 2^ ning predikaat- 
sümbolile P vastab jArgmine relatsioon:

P(l) P (2)

t v

Selles interpretatsioonis on esimene valem vAAr ja teine 
tÕene.

Valemit F nimetatakse rahuldatavaks, kui leidub selline 
interpretatsioon, milles F on tõene. Kui valem F on tõene 
interpretatsioonis 1, siis öeldakse, et 1 on F mudel^ ehk I 
rahuldab valemit F. Eelmises nAites vaadeldud interpretat
sioon on valemi ( 3  x)1p(x) mudel.

Kui valem F on vAAr interpretatsioonis I, siis 
öeldakse, et I ei r alluLd®. valemit F. Eelmises nAites 
vaadeldud interpretatsioon ei rahulda valemit (Vx)P(x).

Kui mingi valem on tõene kõikvõimalikes interpretat
sioonides, siis nimetatakse teda samaselt tõeseks. NAiteks 
valem P(a) -*• (P(a) V P(b)) on samaselt tõene.
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Valemit nimetatakse samasel^t vääraks (ehk mitterahulda— 
tavaks), kui ta on väär kõikvõimalikes interpretatsioonides.

Kui valem F on samaselt töene, siis tema eitus ] F on 
samaselt väär.

Viimati defineeritud mõisted võib 6le kanda ka valemite 
hulgale. Seejuures eeldatakse, et kõik valemid on seotud 
konjunktsiooni märgiga.

Kui valemite hulk S on tõene interpretatsioonis I, siis 
öeldakse, et I on S mudeX ehk I rahuldab hulka S.

Öeldakse, et valemite hulk S = ^Fj ,..., F„J on 
vasturääkiv (ehk mitterahuldatav) , kui konjunktsioon 

on samaselt väär.
Öeldakse, et valemite hulk S = ^F< F„} on rahul

datav, kui valemite konjunktsioon F4 F„ on
rahuldatav (s.t. leidub interpretatsioon, milles iga valem 
F- on töene) .

Öeldakse, et valemite hulk S = {f< ,..., Fn J 
on tõene (väär) interpretatsioonis I, kui valemite kon
junktsioon Ff k  . . .  b Fn on töene (väär) i nterpretatsi ooni s 
I .

Valem G järeldub loogiliselt valemite hulgast S = [ F{ , 
..., Fh | , kui iga interpretatsioon, mis rahuldab valemite 
hulka S, rahuldab ka valemit Б.

Näide 1.2. Vaatleme valemeid
F< = ( V x ) (P(x) Q(x) ) ,
Fjt, = P<a).

Näitame, et valem Q(a) järeldub loogiliselt valemitest F̂  ja 
F* ■

Vaatleme suvalist interpretatsiooni I, mis rahuldab 
valemit F< £- . Selles interpretatsioonis peab valem Fx =
= P(a) olema töene. Oletame vastuväiteliselt, et valem Q(a) 
on interpretatsioonis I väär. Siis aga peab ka valem ole
ma selles interpretatsioonis väär. See on vastuolus 
eeldusega. Järelikult on valem Q(a) tõene igas 
interpretatsioonis, mis rahuldab valemit R £ F. , s.t. Q(a)» X
järeldub loogiliselt valemitest F., ja F^ .

Tõestame nüüd kaks edaspidise käsitluse jaoks olulist 
teoreemi.
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Teoreem 1.1. Olgu antud valemid F< ,..., F„ ja valem
G. Valem G järeldub loogiliselt valemitest F< ,..., Fn pa
rajasti siis, kui valem F̂  V  ... is Fn -> G on samaselt 
tfiene.

TÕestus. ( = >) Järeldugu valem G loogiliselt valemitest 
F< ,. . . , F„ . Olgu I suvaline interpretatsioon. Kui kõik va
lemid F4 ,..., F„ on tõesed selles interpretatsioonis, 
siis definitsiooni kohaselt on seda ka G. Järelikult on ka 
valem F4 L .. .^Fn —» G töene. Kui aga köik valemid F1 ,. . . , F„ 
ei ole tõesed interpretatsioonis I (vähemalt üks on v&är), 
siis on valem F« V . . . к F„ —> G ometi töene selles 
interpretatsioonis. Seega on ta töene igas interpretatsi- 
oonis, s.t. samaselt tõene.

(< = ) Olgu valem F4 & ... & Fn — > G samaselt tõene. 
Vaatleme tema suvalist interpretatsiooni 1. Kui valem F4 & . .
... & Fn on selles interpretatsioonis tõene, siis peab ka 
valem G olema tõene. Järelikult valem G järeldub loogiliselt 
valemitest F, ,... , F„ .

Teoreem 1.2. Olgu antud valemid F4 ,..., F„ ja valem G. 
Valem G järeldub loogiliselt valemitest F, ,..., F„ 
parajasti siis, kui valem F, & ... & Fn —» 1 G on samaselt 
väär.

Tõestus. Tähistame valemite A ja В loogilist samaväär
sust А = В. Kuna 1 <F| & . . . & F„ —> G ) =

= 1 < 1 (F< & ... It F4 ) v G) =
= Rj fc . . . fc F„ & T G, 

siis teoreemi 1.1 kohaselt järeldub valem G loogiliselt 
valemitest R, ,..., Fh parajasti siis, kui valem F4 Ь  . . .
. . . I/ Fn is 1 G on samaselt väär.

Kui valem G järeldub loogiliselt valemitest Rj , ...,Fn , 
siis nimetatakse valemit & ... & F„ —> G teoreemiks. Vale
meid F4 ,..., FM nimetatakse teoreemi eeldusteks ning vale
mit 6 teoreemi väiteks.

Näide 1.3. Näitest 1.2: kuna valem Q(a) järeldub loogi
liselt valemite hulgast {(Vx)(P(x) — > Q(x)), P(a)> , siis 
valem (Vx)IP(x) —> Q(x))&P(a) —* Q(a) on teoreem.

Ölesannet, mis seisneb selle asjaolu tõestamises, et 
teatav valem järeldub loogiliselt antud valemite hulgast,



nimetatakse teoreemi tõestamise ülesandeks (TTÕ).
Teoreemi 1.1 kohaselt võib selle tõestamiseks, et 

valem G järeldub loogiliselt valemitest F,, ,. . . , F„ , tões
tada, et valem £ . ■ . i F„ — > G on samaselt tõene.

Teatavasti ei eksisteeri algoritmi, mis 1. järku 
predikaatarvutuse suvalise valemi korral selgitaks, kas see 
valem on samaselt tõene , s.t. 1. järku predikaatarvutus on 
mittelahenduv. Eksisteerib aga algoritm, mis iga samaselt 
tÕese valemi korral teeb kindlaks, et see valem on samaselt 
tõene, s.t. predikaatarvutust võib nimetada goollahenduvaks.

Praktikas osutub mugavamaks kindlaks teha mitte seda, 
kas valem on samaselt tõene, vaid hoopis kontrollida, kas ta 
on samaselt väär. Seepärast vaatleme teoreemi V . . —»G 
tõestamiseks valemit "KF* ^ • •-^Fn G> ehk Ft tr . .  . &  F„ £ 1 G
(lähtevalemi eitust) ja tõestame, et ta on samaselt väär, 
ehk, nagu Öeldakse, kummutame valemi F4 £ . . .£f„ Selleks
on vaja näidata, et ei eksisteeri ühtegi interpretatsiooni, 
mille korral valemid F4 Fn , 1G oleksid korraga tõe
sed .

Seoses predikaatarvutuse pool 1ahenduvusega on tõestus 
(kummutamine) edukas (annab positiivse vastuse) ainult sel 
juhul, kui valem G järeldub loogiliselt valemitest Ff ,..., 
Fh . Vastasel korral võib kummutami sprotseduur töötada 
lõpmatuseni (või anda negatiivse vastuse).

Predikaatarvutuse valemi võimalike interpretatsioonide 
hulk pole lõplik, sest juba interpretatsiooni kandjat võib 
valida piiramatul arvul erinevatel viisidel. Seetõttu ei saa 
asjaolu, kas valem on samaselt väär, üldiselt välja 
selgitada valemi tõeväärtuse kontrollimise teel
käi kvõimali kes interpretatsiooni des.

Järgnevas asume tutvustama valemi samaselt vääruse väl
jaselgitamise Herbrandi meetodit. Enne aga vaatame, kuidas 
valemit teisendada nn. disjunktide hulgaks.

 ̂vt. näit. С. Клини, Введение в метаматематику. М., Из
дательство иностранной литературы, 1957 f 382.



2. Valemi teisendamine disjunktide hulgaks

2.1. Valemi teisendamine prefiksiga normaalkujule

Tõestusprotseduuri lihtsustamise huvides teisendatakse 
kummutatav valem nn. disjunktide hulgaks. Selleks esitatakse 
valem kõigepealt nn. pre-fiksiga normaalkujul

(Q4x4 ) (Gxxx )...(Qnxn )M, (2.1)
kus iga Q b (i = l,2,...,n) on kas 3 vÕi V (seejuures 
(Qj x4 ) (Q^x^) . . . (Q„xn ) on nn. £•"£.+i_ks) ning M on valem, mis 
ei sisalda kvantoreid (nn. maatriks).

1. järku predikaatarvutuse valemi teisendamisel nor—  
maal kujule kasutatakse järgmisi sarnasusi, nn. seadusi (rõ
hutamaks asjaolu, et valem F sisaldab vaba muutujat x, 
tähistame valemit FCxD; valem 6 ei sisalda muutujat x):

QxFCx D v В = (Qx) (FCx 3 v G) (2.2)
QxFCxD Sc 6 = (QxMFCx] & 6 ) (2.3)
1 ( ( V x ) FCx 3 ) = ( 3 x )(lFCxD) (2.4)
1((3x)FCx3) = ( V x M I f Cx H) (2.5)
(Vx)FCxD & (Vx)HCx3 = ( V x ) (FCx D 8« HCxD) (2 .6 )
( 3 x )FCx D v (3x)HCx3 = ( 3x) (FCx D v HCx]) (2.7)
Seadused (2.2) ja (2.3) kehtivad, sest valem G ex

sisalda muutujat x ja seetõttu võib teda kanda kvantori Q 
-1mojupi irkonda.

Seaduse (2.4) tõestamiseks (analoogilisel viisil tões
tatakse ka (2.5), (2.6) ja (2.7)) vaatleme suvalist inter—  
pretatsiooni I, milles vasakpoolne valem 1(( V x)FCx3) on 
tõene. Siis aga on valem ( Vx)FCx3 väär. Järelikult leidub 
selline element e interpretatsiooni kandjas, et FCeD on 
väär, s.t. 1 FCeD on tõene interpretatsioonis I. Järelikult 
on valem ( 3 x ) ( 1 f Cx D) tõene interpretatsioonis I. Teiselt 
poolt, kui 1(Vx)FCx] on väär interpretatsioonis I, siis

 ̂V t. n£it. l.Kull. Matemaatiline loogika. Tallinn, Eesti 
Riiklik Kirjastus, 1964, lk. 108.

io



FCx3 on tõene iga x väärtuse korral ja iFLxl on väär iga x 
väärtuse korral interpretatsiooni kandjast. Siis ka 
( 3 x)( I f Lx D) on väär interpretatsioonis I. Järelikult on 
mõlema vaadeldava valemi tõeväärtused võrdsed suvalises in
terpretatsiooni s ning need valemid on loogiliselt 
samaväärsed.

Seaduse (2.6) põhjal vöib konjunktsioonist tlldsuskvan- 
tori tuua sulgude ette. Seaduse (2.7) pÖhjal vöib sama teha 
olemasol.ukvantoriga disjunktsioonis. Seevastu dldsuskvanto- 
rit ei tohi sulgude ette tuua disjunktsioonis ning olemas- 
olukvantorit konjunktsioonis, s.t.

(Vx)FCxl v (Vx)GCxD ^ ( V  x) (FCx 3 v GLxl),
( 3 x)FLx 3 & (3x)GCx3 ( 3x) (FCxD & GCxII) .

Niisugustel juhtudel tuleb ühes valemis seotud muutuja ümber
nimetada. Nii näiteks kui muutuja z ei esine valemis FCx3, 
si is

( Vx)FCxD v (Vx)HCxl = (Vx)FCxD v (Vz)HCzD 
ja seaduse (2.2) pÖhjal saame

( Vx)Ftx3 V ( Vx ) HCx D = (Vx) ( Vz) (FCx D V HCzD) . (2.8) 
Analoogi1i selt

( 3x)FCxD 8c ( 3 x)HCx 3 = ( 3 x) ( 3 z) (FCx3 & HCz3) . (2.9)
Lisaks seadustele (2.2) kuni (2-9) kasutatakse valemi tei
sendamiseks normaalkujule veel järgmisi lausearvutusest 
tuttavaid seadusi:

F —» G = 1 F V G (2. 10)
1 ( 1 F) = F (2.11)

1(F V G) = 1 F & iG (2. 12>
1 (F & G) = 1 F V 1G (2.13)

Valemi teisendamine prefiksiga normaalkujule vöib toi
muda järgmiste tegevuste järjest rakendamise teel.

1. Implikatsiooni märkide elimineerimine. Iga valem 
F —* G asendatakse loogiliselt samaväärse valemiga ]F V G.

2. Eituse märkide viimine elementaarvalemiteni. Kõik
jal, kus võimalik, tehakse järgmised asendused:

11F asemel F,
1 (F V G) asemel 1 F & 1g ,
1(F & G) asemel I f V lG,
1 ( VxF) asemel 3 x ( 1 F),
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1< 3 xF) asemel Vx < 1 F ) , 
kasutades seadusi <2.11), (2.12), (2.13), (2.4), (2.5). Nii 
saadakse lõpuks valem, milles eituse märgid asuvad vahetult 
elementaarvalemite ees.

3. Muutujate ümbernimetamine. Tehakse sellised muutuja- 
vahetused, et kõik kvantoritega seotud muutujad oleksid 
erinevad. Näiteks valem VxR(x) V VxT(x) kirjutatakse ümber 
kujul VxR(x) V VyT(y).

4. Kvantorite tõstmine valemi algusesse, kasutades 
seadusi (2.2), (2.3), (2.6)— (2.9). Teisendamise tulemusel 
saame esialgsega loogiliselt samaväärse valemi.

Nä^de 2 .± . Teisendame prefiksiga normaalkujule valemi
F:

( Vx) ( Vy) ( ( 3 z) (P(x ,z) 8tP(y,z>) -> ( 3u)Q(x ,y,u) ) .
Sulgudes näitame kasutatud seaduse numbri:
F = ( Vx) ( Vy) ( 1 ( 3z)(P(x,z) & P(y,z)) V ( 3u)Q(x,y,u) ) =

( 2 . 10)

= ( Vx) ( Vy)(( Vz) ( 1 P(x,z) V 1 P (y ,z)) V ( Д u)Q(x ,y,u)) = 
(2.5), (2.13)
= ( Vx) ( Vy) ( Vz) ( 3 u) ( 1 P(x ,z) V lp(y,z) V Q (x ,y,u) ). 
(2.2)

2 .2 . Valemi teisendamine prefiksiga normaalkujult 
disjunktide hulgaks

Asja kirjeldatud tegevuste 1 kuni 4 sooritamise tule
musel saab suvalise 1. järku predikaatarvutuse valemi tei
sendada prefiksiga normaalkujule (2 .1)

(Q<
Edasi teisendatakse maatriks M, mis ei sisalda kvantoreid, 
temaga loogiliselt samaväärsele konjunktiivsele normaalku—4jule. Seejärel elimineeritakse k5iк clemasolukvantorid,

l . kasutades Skolemi funktsioone. See toimub järgmiselt.

^Vt. näit. l.Kull. Matemaatiline loogika. Tallinn, 1964, 
lk. 33.
^ Vt. sealsamas, lk. 125.
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Olgu valem esitatud prefiksiga normaalkujul (2.1), mil
les maatriks M on juba esitatud konjunktiivsel normaalkujul. 
Olgu Q,. olemasolukvantor 11 ^ r ^ n). Kui kvantorist Qr va
sakul ei asu ühtegi illdsuskvantori t , siis valime uue 
konstandi с (mis erineb valemis M sisalduvatest konstanti
dest) ja asendame valemis M kõik muutuja xr esinemised 
konstandiga c. Lõpuks tõmbame maha (Q P xr ).

Kui olemasolukvantorist Qr vasakul paiknevad 
illdsuskvantorid Qŝ ,..., QS)n (1 ^ s( < sfc< ... < sm < r), 
siis valime uue m—kohalise funktsiooni sümboli f (mis ei si
saldu valemis M), asendame valemis M kõik muutuja xP esine
mised termiga f (x4<,x}̂ ,. . . , xajn) ja tõmbame maha (Qrxr ).

Seda protsessi rakendame kõigi olemasolukvantorite kor—  
rai. Lõpuks saame antud valemi nn. standardkuju.

Konstante ja funktsioone, mida kasutatakse olemasolu- 
kvantori muutujate asemel, nimetatakse Skolemi_ funktsiooni
deks.

Näi_de 2.2. Teisendame standardkujule näites 2.1 vaadel
dud valemi F, lähtudes tema prefiksiga normaalkujust

( Vx) ( Vy) ( Vz) ( 3 u) ( 1 P(x,z> V lP(y,z) VQ(x,y,u)>. 
Maatriks on juba konjunktiivsel normaalkujul. Elimineerinud 
ainsa olemasolukvantori, saame valemi F standardkuju

( Vx) ( Vy) ( Vz) ( ] P(x,z) V 1 P(y,z) V Q(x ,y,f (x ,y,z) )X

Näide 2.3. Teisendame standardkujule prefiksiga nor—  
maal kujul esitatud valemi F:

( Их) ( Vy) ( Vz) ( 3 u) ( Vv) ( 3w)P(x,y,z,u,v,w).
Elimineerides olemasolukvantoreid, asendame muutuja x 
konstandiga a, muutuja u Skolemi funktsiooniga f(y,z) ning 
muutuja w Skolemi funktsiooniga g(y,z,v). Saame valemi F 
standardkuju

( Vy) ( Vz) ( Vv)P(a,y,z,f(y,z),v,g(y,z,v>).

Näide 2.4. Teisendame standardkujule prefiksiga nor—  
maal kujul esitatud valemi F:

( V x) ( 3 y) ( 3 z) ( ( 1 P(x ,y) &Q(x,z)) V R(x,y,z) ). 
Kõigepealt teisendame maatriksi konjunktiivsele normaalkuju-
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(]P(x,y) VR(x,y,z>) & (Q (x , z ) V Rlx,y,z)). 
Elimineerinud olemasolukvantorid, saame valemi F standardku- 
ju:

( Vx) ( ( 1 P(x ,-f (x) ) V R ( x ( x ) , g  (x))) &
& (Q (x , g (x ) ) V R(x,f(x) ,g (x>)>).
Elementaarvalemit või selle eitust nimetatakse literaa— 

liks. Literaalide disjunktsiooni (milles erijuhul võib olla 
ka О literaali või 1 literaal) nimetatakse disjunktiks.

Kui disjunkt ei sisalda ühtki literaali, siis 
nimetatakse teda tühidisjunktiks ja tähistatakse СЭ. Kuna 
tühidisjunkt ei sisalda ühtki literaali, mis võiks suvalises 
interpretatsioonis olla tõene, siis on tühidisjunkt alati 
väär.

Loeme disjunktide hulka S kõigi temasse kuuluvate dis
junktide konjunktsiooniks. Kõiki hulga S disjunktides 
esinevaid muutujaid loeme dldsuskvantoriga seotuiks.

Selle kokkuleppe kohaselt võib valemi standardkuju esi
tada disjunktide hulgana (jättes niisiis Ara üldsuskvantorid 
ja konjunktsiooni märgid).

Näi_de 2.5. Näidetes 2.1 ja 2.2 vaadeldud valemi stan
dardkuju võib esitada üheelemendi1ise disjunktide hulgana

{ lP(x,z) V 1 P (у , z ) V Q(x,y,-f (x,y,z> )>.
Näites 2.4 vaadeldud valemi standardkuju esitub disjunktide 
huigana
<lP(x,4(x)) V R(x ,-f (x) ,g (x) ) , Q(x,g(x)) V R (x , f (x ) , g (x ) ) > .

Kui samaselt vääras valemis elimineerida olemasolukvan— 
torid, siis saadud valem on ikka samaselt väär ja vastav 
disjunktide hulk on vasturääkiv. Kehtib järgmine

teoreem 2.1. Olgu S disjunktide hulk, mis esitab valemi 
F standardkuju. Valem F on samaselt väär parajasti siis, kui 
hulk S on vasturääkiv.

T^õestus. Üldsust kitlendamata võib eeldada, et valem F 
on esitatud normaalkujul:

F = (Q̂  x^ ) ... (Qflxn )MCx4 , xrt3.

le:
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Olgu Qr vasakpoolseim olemasolukvantor. Tähistame
F< = ( Vx„>... ( Vx,.,,) ( Q ^ x , . ^  )... (Qnxn )MCx1 ,f (x,, ,
••1 xr->( * * ХГ+<(

kus f on muutujale x vastav Skolemi funktsioon (1 ^ r ^ n). 
Tõestame, et valem F on samaselt väär parajasti siis, kui 
on samaselt väär.

Oletame vastuväi teliselt, et Fj ei ole samaselt väär. 
Siis leidub interpretatsioon 1, nii et Fj on tõene 
interpretatsioonis 1 , s.t. iga x4 ,..., x,..̂  korral leidub 
vähemalt üks element (ja nimelt f(x4 ,..., * r-i )), mille kor
ral valem
( xrH xr_4 » ■f(x<1..., x ^  ) , Xjj3

on tõene. Ka valem F peaks siis olema tõene interpretatsioo
nis I, mis aga on vastuolus eeldusega. Järelikult peab 
valem E| olema samaselt väär.

Oletame nuud vastuväi tellselt, et valem F ei ole sama
selt väär. Siis leidub interpretatsioon I, kandjaga D, mil
les F on tõene, s.t. iga x( ,..., x,..,, korral leidub selline 
element xr , et valem

xr<-4 )■..( 0ц xn >Mtx„ ,...,xr_,j ,xr , x r+4 «■»■» xn-l 
on tõene. Laiendame interpretatsiooni 1, lisades funktsiooni 
f, mis kujutab (x^,..., xr.( ) elemendiks xr iga x, ,... , x,^ 
korral piirkonnast D, s.t. f(x^ , ... , xr_̂  ) = x r . 
Tähistame saadud interpretatsiooni I'. Iga x{ , ...,xr_4 kor—  
rai on valem
(Qr4.< xr*< (Qnxu )Mi;x4 x *4;+ (N  » xr*4..... X" 11

tõene interpretatsioonis I ‘, s.t. valem F on tõene interpre
tatsioonis I'. See aga on vastuolus eeldusega. Järelikult 
peab valem F olema samaselt väär.

Oletame nüüd, et valemis F on m olemasolukvantorit, ja 
olgu F0 = F. Olgu valem F* saadud valemist Fk_,j esimese 
olemasolukvantori asendamise teel Skolemi funktsiooniga (k = 
= l,...,m>. Analoogiliselt eelnevaga saab näidata, et valem 
Fic-4 on samaselt väär parajasti siis, kui FK on samaselt 
väAr. Aga F m — S. Seega F on samaselt väär parajasti siis, 
kui disjunktide hulk S on vasturääkiv.

Valemi F teisendamine disjunktide hulgaks toimub 
niisiis järgmiste tegevuste järjest rakendamise teel:
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1. implikatsiooni märkide elimineerimine,
2 . eituse märkide viimine elementaarvalemiteni,
3. seotud muutujate (Ümbernimetamine,
4. kvantorite ettetoomine,
5. maatriksi teisendamine konjunktiivsele normaalkuju

le, >
6 . olemasolukvantorite elimineerimine, kasutades Skole- 

mi -funktsioone,
7. pre+iksi ärajätmine,
S. konjunktsiooni märkide ärajätmine.

Näide 2.6. Teisendame disjunktide hulgaks valemi F:
( 3 x) ( 1 ( ( 3 y)P(x ,y> ) -> ( ( 3 z ) Q (z ) —> R (x) ) )

(ühtlasi näidates kasutatud tegevuse numbri).
. 1 , 2
F = ( 3 x) ( ( ( 3 y)P(x ,y> ) V ( ( V Z) 1 q (z ) V R (x ) ) ) =

4
= ( 3 x) ( 3y) ( V Z) (P(x,y) V lQ(z) V R (x ) ) =
6
= ( V z ) (P (a, b) V 1 q (z ) V R (a) ) ,
7: <P(a,b> V l(3(z) V R(a)>.

Näide_2.7. Teisendame disjunktide hulgaks valemi F:
( Vx) ( Vy> ( ( 3z)P(x,y,z) & (( 3 u) Q (x , u) (3v)Q(y,v) ) ) .

1,2

F = ( Vx) ( Vy) (( 3z)P(x,y,z) & (( Vu) 1q (x ,u ) V
V ( 3 v) Q (y, v) ) ) =

4
= ( Vx) ( Vy)  ( 3 z)( Vu)( 3 v)(P(x,y,z) & ( 1 Q(x,u) V

V Q (y, v ) ) ) =
6
= ( Vx) ( Vy) ( Vu) (P(x,y,f (X,y) ) & ( 1 Q (x , u) V

V Q(y,g(x,y,u)))),
7,8: -CP <X, у , + (x , у ) , lQ(x,u) V Q (y, g (x , у , u >) >.

Siitpeale eeldame, et kummutamisprotseduuri sisendil on 
antud valemile F vastav disjunktide hulk S. Tõestuse, et va
lem F on samaselt väär, asendame tõestusega, et disjunktide
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hulk S on vasturääkiv.

3. Disjunktide hulga H-interpretatsioon.
Herbrandi teoreem

3.1. Herbrandi universum ja H-interpretatsioon

Teoreemi F, &...& Fn —> 6 tõestamiseks tuleb näidata, 
et vastav disjunktide hulk S on vasturääkiv. Valemite hulk 
on aga vasturääkiv parajasti siis, kui temasse kuuluvate 
valemite konjunktsioon on vA &r kõikvõimalikes interpretat
sioonides kõikvõimalike kandjatega. Kuna võimatu on 'Aadel- 
da kõiki interpretatsioone kõikide kandjatega, siis on meie 
järgmiseks eesmärgiks leida üks "hea” Kandja, mis esindaks 
kõikvõimalikke ja mida saaks hõlpsasti konstrueerida 
kummutatava valemi põhjal. Selline kandja leidub tõepoolest, 
teda nimetatakse disjunktide hulga Herbrandi universumiks.

Disjunktide hulga Herbrandi universum konstrueeritakse 
järgmiselt.

Def. Olgu H0 hulga S disjunktides esinevate konstan
tide hulk. Kui S ei sisalda konstante, siis paigutatakse 
hulka H© suvaline konstant, näiteks H e = ta>. Seejärel 
olgu i=0 ,l,... korral

H ^  = H;, U (t4 ,...,tn ) J +” on hulgas S esinev 
n-kohaline -funktsioon, t^ €■ Hj, , j = l,...,n>. 

Hulka H = S h .  nimetatakse disjunktide hulga S HerbrandiьвО *

universumiks, iga hulka H^ aga Herbrandi universumi i_—ndaks 
tasemeks (i - 0 ,1,...).

Näide 3.1. Olgu S « IPix) V Q(y),]P(а),]Q(b)>. Siis H = 
= H0 = H,, = ... = ia,b>.

Näide 3.2. Olgu S - <R<x>, P(g(x>> V Q(y)>. Siis
H0 - Ca>,
H< = H0 0 Cg(a)>,
Hx = H< U lg(g(а))>,

H = Ca, g(a), g(g(a)), g(g(g(a))), ...}.

17
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De_f . Disjunktide hulga S Herbrandi^ baasiks nimeta
takse kõigi el ementaarval emi te hulka kujul pn (h, ,... , hn ) , 
kus predikaatsümbol pn sisaldub hulga S disjunktides ja h^ ,
. . . ,  h„ e H.

Näi_de 3.3. Näites 3.1 toodud disjunktide hulga Herb- 
randi baasiks on hulk

H 6 = (P(a>, P(b), Q(a), Q(b)>.
Näi^de 3.4. NAites 3.2 toodud disjunktide hulga Herb— 

randi baasiks on hulk
H b = <R(a), P(a), Q(a), R(g(a)), PCg(a)), Q(g(a>), 

R (g (g <a) ) ) , P(g(g(a))), Q(g(g(a))), ...>.

Vaatleme nüüd interpretatsioone, mille kandjaks on
Herbrandi universum, ning eraldame nende hulgast nn. 
H-interpretatsioonid.

Def. Interpretatsiooni I nimetatakse disjunktide
hulga S H-i^nterpretatsioonüks parajasti siis, kui kehtivad 
järgmised tingimused.

1. I kujutab hulga S iga konstandi iseendaks.
2... Olgu f suvaline n-kohalise funktsiooni sümbol, mis 

sisaldub hulga S disjunktides, ja olgu ĥ  ,. .., hn hulga S 
Herbrandi universumi H elemendid. Interpretatsioon I seab 
funktsionaalsümbolile f vastavusse funktsiooni, mis kujutab 
(hulga Hn elemendi) (h+ hn ) (hulga H elemendiks) 
*<h<.....h„>.

Hulgas S sisalduvaid predikaatsõmboleid võib väärtusta
da suvaliselt.

Disjunktide hulga S iga H—interpretatsiooni võib vaa
delda kui hulga S Herbrandi baasi elementide 
väärtustamist.Olgu H- = CA^ A n ,...> disjunktide
hulga S Herbrandi baas. Suvalise H—interpretatsiooni võib 
siis esitada kujul 1 = <m4 ,. .. , mn ,. .. > , kus ny on kas Aj vöi

A l , siis on e l ementaarvalemi1eIAj (j = 1,2,...). Kui mj on t

A^ omistatud tõeväärtus "tõene", vastupidisel juhul aga 
"väär".

Näi_de 3.5. Vaatleme näites 3.1 toodud disjunktide hulka
S. Tema Herbrandi universum on H = Ca, b>. H-interpretatsi—
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oon seab konstandile a vastavusse a ja konstandile b vasta
vusse b. Hulga S H-interpretatsioonid on näiteks 

1̂  = CP (a) , P(b), Q (a) , Q(b)>
(s.o. H-interpretatsioon, milles köik elementaarvalemid P(a), 
P(b), Q(a), Q(b) on tÖesed);

1Л = { lP(a), lP(b), 1Q (a) , "]Q (b) >
(s.o. H-interpretatsioon, milles köik elementaarvalemid on 
väärad) ;

I5 = CP(a), P(b), 1 Q (a) , lQ(b)> 
jne. Määrates erinevaid tõeväärtusi elementaarvaiemitele, 
saame kokku 16 antud disjunktide hulga H-interpretatsiooni.

Näi_de^ 3.6. Vaatleme näites 3.2 toodud disjunktide 
hulka. H-interpretatsiooni kandjaks on hulk H = ia,g(a), 
g (g (a) ),...}. Kujutus (de-Finitsiooni kohaselt):

a — > a ,
g —* g nii, et g(h) —> g(h) iga h б- H korral.
Hulga S H-interpretatsioone:
Ц  = {R(a), P (a), Q (a), R(g(a)>, P(g(a)), Q(g(a)),...> 

(s.o. interpretatsioon, milles iga elementaarvalem on 
töene);

I* = < 1R (a) , lP(a), 1Q (a) , lR(g(a)), lP(g(a>),
1q(g(a)),...>;

I 3 = i 1 R (a) , P (a) , Q (a) , lR(g(a)), P(g(a)>, Q(g(a)),
.  .  .  > 
jne.

Disjunktide hulga igale interpretatsioonile saab vasta
vusse seada teatava H—interpretatsiooni.

Olgu I interpretatsioon, mille kandja on D. Interpre
tatsioonile I vastavaks ^-interpretatsiooniks 1* nimetatakse 
interpretatsiooni, mis konstrueeritakse järgmiselt:

olgu h,| ,. . . , hn Herbrandi universumi H elemendid. Olgu 
termile h;, interpretatsioonis I* vastav element d;, €• D. 
Kui P(d4 ,..., d„) omandab interpretatsioonis I väärtuse t 
(vastavalt v) , siis ka P(h< t ..., hn ) omandab interpretatsi
oonis I* väärtuse t (vastavalt v).

Kehtib järgmine
teoreem 3.1. Disjunktide hulk on vasturääkiv parajasti

19

5*



si is, kui ta on välr kõigis oma H—interpretatsioonides.
Tõestus.<=>) Kui S on vasturääkiv, siis peab ta olema 

väär kõigis interpretatsioonides igasuguste kandjatega, 
sealhulgas ka kõigis oma H-interpretatsioonides.

(<=> Olgu S väär kõigis oma H—interpretatsioonides. 
Oletame vastuväi teliselt, et S ei ole vasturääkiv. Siis 
leidub selline interpretatsioon I, kandjaga D, milles S on 
tõene. Olgu I* interpretatsioonile 1 vastav H-interpretatsi
oon. S on tõene interpretatsioonis 1*. See aga on vastuolus 
eeldusega. Järelikult peab hulk S olema vasturääkiv.

Seega piisab hulga S vasturääkivuse väljaselgitamiseks 
tema H-interpretatsioonide läoivaatamisest. Kui H- 
interpretatsioonide hulk on lõplik (nagu näites 3.5), siis 
on selle teoreemi alusel võimalik tõestada disjunktide hulga 
vastur ääk ivust.

3.2. Semantilised puud

Hulga S kõik H-interpretatsioonid võib esitada graa-fi- 
na, mida nimetatakse semantiliseks puuks. Disjunktide hulga 
vasturääkivuse tõestamist võib siis vaadelda kui tema seman
tilise puu konstrueerimist.

Esitame kõigepealt mõned de-finitsioonid.
2ef_. Olgu A eiementaarvalem. Literaale A ja ] A 

nimetatakse konträärseteks, hulka (A, 1 A) nimetatakse 
kontraarseks paariks.

Eef,. Olgu S disjunktide hulk ning olgu H b tema 
Herbrandi baas. Hulga S semanti_liseks guuks nimetatakse 
puud, milles igale kaarele on vastavusse seatud lõplik hulk 
literaale hulgast H b nii, et

(i) igast tipust N väljub ainult lõplik hulk kaari Lj , 
. . . ,  L „  . Olgu kaarele Lj, vastavate literaaiide konjunkt
sioon (i = 1,..., n). Siis 3,, V ... V Gh on samaselt tõene 
vai em.

(ii) Tähistagu iga tipu N korral I(N> kõikide hulkade 
ihendit, mis vastavao tippu N viiva tee kaartele. Siis I (N) 
ei sisalda kontraarseid paare.
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Näide 3.7. Olgu Hb = CP, Q, R> hulga S Herbrandi baas. 
Joonisel on kujutatud hulga S kaks semantilist puud.

DejF. Olgu H& = -CA« An ,...> disjunktide hulga S
Herbrandi baas. Öeldakse, et hulga S semantiline puu on 
täieJULjk̂  parajasti siis, kui iga i = 1, 2 , ... ja iga rippuva 
tipu N korral sisaldab I (N) kas A|_ või 1 A^ .

Eelmises näites toodud semantilised puud on täielikud.
Kui hulga S Herbrandi baas on lõpmatu, siis on ka S iga 

täielik semantiline puu lõpmatu.
Täielik semantiline puu esitab hulga S kõikvõimalikud 

H-i nterpretatsi oon i d .
Iga tipu N korral moodustab I<N> osa hulga S mingist 

i nterpretatsiooni st.
Kui S on vasturääkiv, siis ta peab olema väär igas 

H-interpretatsioonis, Me võime semantilise puu haru 
konstrueerimise peatada tipus N, kui I CN) ei rahulda hulka
S.

Näide 3.3. Olgu S = (P, Q V R, lP V 1ö, ]р V lR}. 
Hulga S Herbrandi baas on H = -CP, Q, R>. Joonisel on vasa
kul näidatud hulga S täielik semantiline puu, mille konst
rueerimine on peatatud igas niisuguses tipus N, kus selgub,
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et I(N) ei rahulda hulga S mingit disjunkti. Tipus 1 selgub

nimelt, et väärtuse v saab disjunkt IP V lQ, tipus 2 — 
disjunkt IP V lR, tipus 3 - disjunkt Q V R, tipus 4 - dis
junkt P.

3.3. Herbrandi teoreem

Herbrandi teoreem on aluseks enamikule kaasaegsetele 
masinaigoritmidele, mis on välja töötatud teoreemide tõesta
miseks. Herbrandi teoreem põhineb eespol tõestatud teoreemil
3.1, s.t. selleks et selgitada, kas disjunktide hulk on 
vasturääkiv, on tarvilik ja piisav kontrollida ainult H— 
interpretatsioone. Kuna disjunktide hulga S H—interpretat
sioone võib olla lõpmatu hulk, siis tuleb neid teataval 
viisil süstematiseerida. Selleks saab kasutada semantilist 
puud.

Def. Disjunkti С -fundamentaalnäi^teks nimetatakse dis
junkti, mis on saadud С kõigi muutujate asendamisel 
Herbrandi universumi elementidega (samad muutujad asendatak
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se samade elementidega).
Näide 9_. Vaatleme näites 3.1 toodud disjunktide hulka 

S = -tP(x) V Q(y) , P(a), Q(a)>. Disjunkti P(x) V Q(y) -fun- 
damentaalnäited on P(a) V Q(a), P(a) V Q(b), Р(Ь) V Q(a),
P(b) V Q(b).

Teoreem 3.2 (Herbrandi teoreem). Disjunktide hulk S on 
vasturääkiv parajasti siis, kui eksisteerib tema disjunktide 
■fundamentaalnäidete lõplik vasturääkiv hulk S/.

Tõestus. (=>) Olgu disjunktide hulk S vasturääkiv. Siis 
on ta väär oma kõikides interpretatsioonides, sealhulgas H— 
interpretatsioonides. Hakkame juurest alates läbima hulga S 
täielikku semantilist puud. Selle puu iga haru läbimise 
katkestame niipea, kui järjekordses tipus selgub, et vastav 
interpretatsioon ei rahulda hulga S mingi disjunkti С -funda- 
mentaalnäidet C ‘. Õhtlasi eemaldame veel läbimata osa sel
lest harust. Saame semantilise puu, milles on lõplik arv 
tippe ja lÖplik arv kaari (see järeldub Kftnigi lemmast * ). 
Järelikult leidub fundamentaalnäidete lõplik hulk , kus iga 
fundamentaalnäide C' on väär vähemalt ühes H-interpretat- 
sioonis. Seetõttu on ka hulk S' vasturääkiv.

(<=) Oletame, et leidub disjunktide hulga S 
■f undamentaalnäidete lõplik hulk S', mis on vasturääkiv. Kuna 
S iga interpretatsioon 1 sisaldab hulga S' interpretatsiooni 
I' ning I* ei rahulda hulka S', siis interpretatsioon I ei 
rahulda samuti hulka S ‘. Kuid ükski interpretatsioon I* ei 
rahulda hulka S'. Järelikult ka ükski (hulga S) 
interpretatsioon I ei rahulda hulka S ‘. Seepärast ei rahulda 
hulka S tlkski hulga S' i nterpretatsi oon. Järelikult on S 
vasturääki v.

Näi^de 3. 10. Vaatleme valemit ( V x ) P ( x ) 4 ( 3 x )  1 P(y). 
Tema standardkuju võib esitada disjunktide hulgana S = 
= CP(x), 1 P(f(a))>. See on vasturääkiv disjunktide hulk, 
sest leidub tema -fundamentaalnäidete vasturääkiv hulk 

S' = <P(+ (a) ) , iP(fla))}.

^vt. näit. Д* Кнут. Искусство программирования для jBM. 
Т. I. Основные алгоритмы. М., Мир, 1976, lk. 472.
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Teoreemi 2.1 põhjal on valem ( Vx)P(x) & ( 3 y) lp(y) sama
selt väär.

Herbrandi teoreemi põhjal saab TTÜ konstruktiivselt la
hendada; genereerime valemi standardkuju esitava disjunktide 
hulga S +undamentaalnäidete hulki S„ ~ Sj - S^ - ... . Iga 
hulga Sj saamiseks (i = 0,1,2,...) asendame hulga S disjunk- 
tides muutujad (kõikvõimalikel viisidel) Herbrandi universu
mi i-nda taseme elementidega. Kontrollime, kas S.‘ on vas
turääkiv, kasutades selleks suvalist lausearvutuses sobivat 
meetodit (hulga S-' disjunktides ei sisaldu muutujaid). Kui 
S o n  vasturääkiv, siis Herbrandi teoreemi põhjal on ka S 
vasturääkiv. Vastasel korral genereerime järgmise hulga S£^. 
Protsess võib predikaatarvutuse pool1ahenduvuse tõttu kesta 
lõpmatuseni. Kui aga S on vasturääkiv, siis garanteerib 
Herbrandi teoreem, et see protseduur avastab hulga S -funda
mentaalnäidete vasturääkiva hulga S f .

Herbrandi teoreem oli esimeste arvutil realiseeritud 
kummutami sprotseduur i de aluseks.

Näide 3. 1_1. Olgu S = CP(x), lP(f (y))>. Tõestame, et S 
on vasturääkiv, konstrueerides -f undamentaalnäidete hulki. 
Kuna

H 0 = Ca>,
siis

= CP(a) , 1P(+ (a) )>.
Hulk Sõ ei ole vasturääkiv. Leiame Herbrandi universumi 1. 
taseme:

H,, = Ca, + (a)>.
Siis

S.j = CP(a), P (-f (a) ) , 1 P (+ (a) ) , 1 P (-f (+(a))) >.
Hulk S^ on vasturääkiv, sest sisaldab kontraarse paari 
P(-f(a)), 1 P(f (a)), seega Herbrandi teoreemi kohaselt on ka 
hulk S vasturääkiv.

Näi^de 3.12. Vaatleme disjunktide hulka 
S = CP(x,a,g(x,b)), lP(+(y), z, g (-f (a) ,b) ) > .

Tõestame, et S on vasturääkiv, konstrueerides fundamentaal— 
näidete hulki. Kuna 

Ke = Ca,b>,
siis
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Sõ= с P(a,a,g(a,b>), P (b ,а ,g <b ,b) ) , IP (a) ,a ,g (-F (a) ,b) ) , 
1 P<f <a),b,g<a),b)), 1 P (b) ,a,g ta) ,b> > , TP (b) ,b ,g <+ (a> ,
b) ) >.
Hulk Sg ei ole vasturääkiv. Leiame Herbrandi universuThi 1. 
taseme:

i-ц = {a,b,-f(a),f(b),g<a,a),g<a,b),g(b,a),g(b,b)>.
Si i s

= Sõ U <P(-f (a) ,a,g(-f (a> ,b>)
Hulk S,j on vasturääkiv, sest sisaldab kontraarse paari 
P (-Ma) ,a,g (-f(a) ,b) ) ja 1 P ( + ,<a) ,а ,g (-f (a) ,b ) ) .

Herbrandi teoreemi kohaselt on ka hulk S vasturääkiv. 
Näi_de 3.13. Lahendame nüõd järgmise ülesande.

MÖned patsiendid armastavad kõiki doktoreid. Ökski patsient 
ei armasta posijaid. Tõestada, et tlkski doktor pole posija.

Kõigepealt esitame eeldused ja väite predikaatarvutuse 
valemitena. Tähistame

P (x) - x on patsient,
D(x) - x on doktor,
Q(x) - x on posija,

L(x,y) — x armastab y-t.
Eeldused võib siis esitada järgmiste valemitena:

F1 = ( 3x)(P(x) & ( Vy)(B(y) — > L (x ,y) ) ) ;
Fj, = ( Vz) (P(z) -> ( Vt)lQ(t) -» 1 L(z ,t) ) ) .

Väide esi tub valemina
G = ( V u) (D(u) —!► lQ(u) > .

TTÜ lahendamiseks tuleb tõestada, et valem (F̂  & FA ) —> G 
on samaselt tõene, s.t. tema eitus & Ffc & 1 G on samaselt 
väär. Teisendame viimase valemi disjunktide hulgaks (kon
junktsiooni iga liikme võib seejuures muidugi teisendada 
eral di):

1
F̂  = ( 3x) <P(x) & ( V y M  1D (у) V L (x ,y) ) ) =

4
= P (a) & ( Vy) < T D (y) V L <a, у ) ) =
5
= ( V y X P l a )  & ( 1 D(y) V L(a,y))) =
7
= P (а) & ( 1 D (у) V L(a,y>),
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8: <P <a), 1 D (у) V L(a,y)>;

Fa = < Vz) < 1p<z) V ( Vt) ( lQ(t> V 1 L(z,t))) = 
b

= ( Vz)l Vt)< 1 p (z ) V 1Q (t ) V 1 L (z , t ) ) =
7
= 1P(z) V 1q (t ) V ]L(z ,t) ;

1
В = <<Vu>< 1d <u ) V lQ(u)>) =

2

= ( Vu) <D(u) & Q(u) ) =
3
= D(b) & Q(b>,
8: CD(b), Q(b> >.

Seega teiseneb valem F< 8t F^ & 1Б disjunktide hulgaks S = 
= CP(a) ,ID<y) V L(a,y),lP(z) V lQ(t) V ]L(z,t), DCb), Q(b)>. 
Tõestame, et hulk S on vasturääkiv, kasutades Herbrandi teo
reemi . Kuna

H0 = H = <a,b>,
siis

Sõ = S i = ... = CP(a), ID <a) V L(a,a), ID(b) V
V L (a,b) , TP(a) V IQ(a) V 1L(a,a),

IP <a) V TQ (b) V IL (a ,b ) ,
TP<b) V IQ <a) V IL (b , a) ,
1P(b) V 1Q (b > V IL (b , b ) ,

D (b ) , Q(b)} .
See -fundamentaalnäidete hulk on vasturääkiv. Tõepoolest. 
Oletame vastuväi teliselt, et leidub interpretatsioon I, mis 
rahuldab hulka S^. Selles interpretatsioonis peavad 
elementaarvalemid P(a), D(b) ja Q(b) olema tõesed. Ka L(a,b) 
peab olema tõene, sest muidu ei saaks valem ID(b) V L(a,b) 
olla tõene. Sel juhul on valem IP(a) V lL(a,b) V IQ(b) väär, 
s.t. interpretatsioon I ei rahulda hulka S^. See aga on 
vastuolus eeldusega. Järelikult peab hulk S^ olema vastu
rääkiv. Siis on Herbrandi teoreemi põhjal ka hulk S vastu
rääkiv.
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Seega (ülesande eeldustel toepoolest ükski doktor pole 
posi ja.

4. Resolutsioonimeetod

4.1. Üldidee

Põhiliseks raskuseks Herbrandi teoreemil põhinevate 
tõestusprotseduuride kasutamisel on hulkade s: kiire kasva
mine i kasvades.

Näiteks vaatleme disjunktide hulka
В = {Р(х,д(к) ,y,h(x,y) ,z,k(x,y,z) ,lPtu,v,e(v) ,w,-f (v,w) ,

x>>.
Siin

Hp= Ca>,
H,j = ia,g(a) ,h(a , a) , k. <a ,a ,a) ,e(a) , f (a,a)>,

Fundamentaalniidete hulgas S^ on 2 elementi, hulgas S^ juba 
6 -(6*6 + 6 *6 -6) = 1512 elementi. Esimene vasturääkiv funda— 
mentaalnäidete hulk on aga alles Sj. Kuna Herbrandi 
universumi 5. tasemes on ligikaudu 106** elementi, siis hul
gas Sj on ligikaudu 10 i S 6  elementi.

4.2. Resolutsioonimeetod 1ausearvutuse jaoks

Olgu disjunktid C4 ja sellised, et C< sisaldab
literaali L( , C4 aga sellega kontraarse literaali Lfc. 
Kriipsutame maha disjunktides C4 ja vastavalt literaalid 

ja Lj, ning moodustame allesjäänud literaalide disjunkt
siooni. Nii konstrueeritud disjunkti nimetatakse disjunktide 
C4 ja Cj resoWendiks. Näiteks disjunktide 

P V R
ja

IP V Q 
resolvendiks on disjunkt 

R V Q; 
disjunktide

IP V Q V R
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ja
IQ V S

resolvendiks aga disjunkt 
I P  V R V S.

Di sjunkti de 
P

ja
1P

resolvendiks on tähidisjunkt CD.
Teoreem 4.1. Olgu antud disjunktid ja . Siis

disjunktide ja Cĵ  resolvent С järeldub loogiliselt dis
junkt idest Сч ja Ct .

Tõestus. Olgu = L V = IL V ja С = Cj V C^,
kus C,J ja on literaalide disjunktsioonid. Oletame, et 
ja on tõesed interpretatsioonis 1. Vaja on tõestada, et 
resolvent С} V on samuti tõene interpretatsioonis I. 
Selles interpretatsioonis on kas L vöi IL väär. Oletame, et 
L on väär. Siis ei saa koosneda ühestainsast literaalist 
ja C,j peab olema interpretatsioonis I tõene. Seega resolvent

V on tõene interpretatsioonis I. Analoogiliselt võib
näidata, et kui IL on väär interpretatsioonis I, siis 
peab selles interpretatsioonis olema tõene. Järelikult C.J V
V on tÕene interpretatsioonis I.

Edaspidi tõestame, et kui disjunktide hulk S on 
vasturääkiv, siis resolventide leidmise teel võib sellest 
hulgast tuletada tühidisjunkti.

De*.. Tuletusreeglit, mis genereerib disjunktide hulgast
S selle resolvendid, nimetatakse resolutsiooniks.

Def. Disjunkti tuletuseks disjunktide hulgast S reso
lutsioonimeetodil^ nimetatakse sellist disjunktide järjendit 

,... , C n , kus iga Cj, kas kuulub hulka S või on eelne
vate disjunktide resolvent, ning C n = C.

Tühidisjunkti tuletust disjunktide hulgast S 
nimetatakse hulga S kummutamiseks ehk vasturääkivuse tõestu
seks.

Näide 4.1. Olgu S = O P  V Q, 1Q, P>. Disjunktidest 
IP V Q ja 1Q saame resolvendi 1P ning disjunktidest P ja 1P
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resolvendi CD. Seega eksisteerib tühidisjunkti tuletus 
IP V Q, I Q , IP, P, CD 

disjunktide hulgast S resolutsioonimeetodil.

4.3. Asendus ja uni-f i katsioon

Asume nüüd laiendama resolutsioonimeetodit lausear
vutuselt 1. järku predikaatarvutusele.

Resolventide leidmisel on tarvis, et kahes disjunktis 
leiduksid kontraarsed literaalid. Kui disjunktid ei sisalda 
muutujaid, s.t. nad on pÖhidisjunktid, siis on resolventi 
lihtne leida. Näiteks pöhidisjunktide 

P ta) V Q(b)
ja

IP(a) V R <a) 
resolvendiks on disjunkt 

Q(b) V R(a).
Resolvendi vöib de-fineerida ka muutujaid sisaldavate 

disjunktide jaoks. Näiteks olgu 
= P(x) V Q(x) ,

Ct = TPt-f (x) ) V R(x) .
Disjunktis C.j pole ühtki literaali, mis oleks kontraarne 
möne disjunktis CA esineva literaaliga. Kui aga asendame 
disjunktis muutuja x termiga -f(x), siis saame disjunkti 

= P(+ (x> ) V Q (f (x ) ) .
Disjunktidel C% ja Сд, leidub resolvent 

C3 = Q(f (x) ) V R(x) .
Disjunkti C3 nimetatakse ka antud disjunktide ja
resolvendi ks.

Kuna resolventide moodustamiseks on tihti vaja 
muutujaid asendada, alustame järgmiste mõistete defineerimi
sest .

Def. Asenduskomgonendiks nimetatakse avaldist t/x, kus 
x on muutuja, t aga term, mis ei ole x. Seejuures x nimeta
takse asenduskomponendi muutujaks, t aga termiks.

De£. Asenduskomponentide hulka 
A  — (tj /X| tn /xn ) ,

kus muutujad on erinevad, nimetatakse asenduseks.
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Asenduse «0 rakendamine mingile valemile F tähendab 
muutujate (1 ^ i ^ n) kcSikide esinemiste asendamist
valemis F termiga t. Saadud valemit tähistatakse F«*, ning 
nimetatakse valemi F nähteks.

Nii saadakse asenduse
et = tg(a)/x, -f(z)/y> 

rakendamisel valemile
F = R (x , -f (y) )

vai em
FeC = R (g (a) , f (+ <z) ) )

(valemi F näide).
De+_. Asenduste «t ja kompositsiooniks U@> nimetatakse 

asendust, mis saadakse asenduse (5 rakendamisel asenduse 06 
kõigile termidele ning tulemusele selliste asenduskomponen- 
tide lisamisel asendusest (S, mille muutujad puuduvad asen
duses cC.

Näiteks kui
(x ,y) /z> , 

p = ta/x, b/y, c/w, d/z>,
si i s

4  = <f(a,b)/z, a/x, b/y, c/w>.
Resowentide leidmisel on mõnikord vaja unifitseerida 

(ühtsustada) kaks vöi enam avaldist, s.t. tuleb leida sel
line asendus, mis teeks mitu avaldist identseteks.

De£. Literaalide hulka W = <L4 , l_A ,. . . , L„> nimetatakse 
uni_f itseer i_tavaks, kui leidub selline asendus ci , mille 
rakendamise tulemusel saadakse Ц  *  = Lj«t=...= L„ot. Asendust 
«L nimetatakse literaalide hulga unifi^kaatori]<s.

Näiteks olgu antud literaalide hulk
W = <R(f(y),x), R(+ (b) ,-f (a) )>.

Asendus = <+(a)/x, b/y> on hulga W unifikaator, sest 
(R(-f (y) ,x) )aii = R(-f (b) ,-f (a) ) ,

<R(-f (b> ,-f (a) > ><*> = Rt-f <b> ,f <a) ) .
Def. Literaalide hulga W = tL^ ,L^,...,Ln> l_ihtsaimaks 

uni-fikaatoriks nimetatakse sellist uni-fikaatorit oi, et kui 
£ on hulga W uni-f i kaator, siis leidub asendus nii, et 

= «-if (i = 1.2 ,... ,n ) .
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4.4. Unifitseerimisalgoritm

Algoritmi, mis leiab unifitseeritava literaalide hulga 
lihtsaima unifikaatori ja teatab ebaõnnestumisest, kui hulk 
pole unifitseeritav, nimetatakse unijf î t seer î mî sal g^ori ta
rniks. Algoritm põhineb järgmisel ideel.

Vaatleme avaldisi P(a> ja P(x). Need ei ole identsed, 
vaid erinevad teineteisest selle poolest, et esimeses aval
dises on a, teises aga samal kohal muutuja x. Et ühtsustada 
avaldisi P(a) ja P(x), tuleb kõigepealt leida nende erine
vus, seejärel aga püüda seda kõrvaldada. Vaadeldavas näites 
on erinevuste hulk (a,x>. Kuna x on muutuja, siis selle võib 
asendada konstandiga a ning erinevus ongi kõrvaldatud.

Defineerime alf abeeti 1 ise ja 1 eksi kograa-f i 1 i se järjes
tuse.

Def_. Ötleme, et sümbolite hulk on j ärjestatud alfabee
tiliselt, kui

1) sümbolid paiknevad järjekorras: muutujate, -funktsi
oonide, predikaatide sümbolid ja eituse märk;

2) väiksema dimensiooniga -funktsiooni (predi kaadi) süm
bol eelneb suurema dimensiooniga -funktsioonide (predikaati
de) sümbolitele; võrdsete dimensioonide korral aga on ees
pool al-f abeeti 1 i ses järjestuses varem esineva funktsiooni 
(predikaadi) sümbol;

3) muutujate sümbolid paiknevad alfabeetilises järje
korras.

Def̂ . Terme ja literaale nimetame avaldisteks. Kõikide 
avaldiste hulk on jär j esta t ud ^eksi^kograaf^l î sel t , kui lühe
mad avaldised eelnevad pikematele, võrdse pikkusega 
avaldistest aga on eespool see, mille esimene sümbol (esime
sed sümbolid) on alfabeetilises järjestuses eespool.

Avaldiste hulga W unifitseerimi saigoritm:
1. к := О, 6 K := fj (tühiasendus) .
2. Kui WtfK ei ole üheelemendi1ine hulk, siis täita punkt 3. 
Vastasel korral 6  := 6 K , tõö lõpetada.
3. Hulgas W6jk vaadelda iga avaldist kui sümbolite korteeži
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ja eraldada esimesed (vasakpoolseimad) osaavaldised, mis 
hulga W6K kõigil elementidel ei ole identsed. Need osaaval- 
dised järjestada 1 eksikograafi1iselt. Saadakse hulga W6* nn. 
erinevuste hulk B*. Tähistada hulga BK 1. ja 2. elementi 
vastavalt vK ja tK . Kui vK on muutuja, mis ei sisaldu 
avaldises tK , siis

б к + 4 := 6* Ct^/vK > , 
к := к + 1, 

täita punkt 2 .
Vastasel korral teatada ebaõnnestumisest, tõõ lõpetada. 
Märgime, et uni-f i tseer i mi sai gor i tm lõpetab tõõ igal 

lõplikul mittetühjal avaldiste hulgal W, sest vastupidisel 
juhul genereeriks ta lõplike mittetühjade hulkade lõpmatu 
jada WÖfe , Wd^ ,..., kus iga järgmine hulk sisaldab õhe muutu
ja vähem kui eelmine. See on aga võimatu, sest W sisaldab 
ainult lõpliku hulga erinevaid muutujaid.

Näi^de 4_. 2_. Rakendame uni-f i tseer i mi sai gor itmi literaa- 
lide hulgale

W = <P(x,z,v), P (x ,-f (y) ,y) , P(x,z,b)>.
Saame

к = Q, б0 = l , W60 = W.
Erinevuste hulk

B0 = <z ,-f (y) >.
Si in

v0 = z , t0 = f(y).
Nüüd

6 4 = ö0 <-f(y)/z> = Cf(y)/z>, 
к = 1.

Hulk
= tP(x ,+ (y) ,v) , P(x,f(y),y), P(x ,-f (y) ,b) > 

ei ole õheelemendiline, tema erinevusfe hulk on 
B4 = Cv,y,b>.

Si in
4, = v, t., = у

ning
бл = 6̂  <y/v> = {-f (y)/z> Cy/v> = {-f(y)/z, y/v> , 
к = 2 .

Hulk
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W4, = CP(x ,f (y) ,y) , P(x,f(y),b>> 
ei ole üheelemendi1ine, erinevuste hulk on

• BA = b>,
kus

= У» 4  = b.
Saame

бэ = 6^{b/y> = {f(y)/z, y/v>Cb/y> = {f(b)/z, b/v, b/y>, 
к = 3.

Nõüd
= {P <x , f (b) ,b> > ,

seega
6  = 63 = C*f(b)/z, b/v, b/y> 

on hulga W lihtsaim unifikaator.
Näi_de 4.3. Rakendame unifitseerimisaigoritmi literaali—

de hulgale
W = CQ(f <a) ,g (x) ) , Q(y,y)>.

Saame
к = 0, 6 0 = L ,  Be = Cy, f (a) >, 

seega 6], = {f(a)/y>. Nüüd
к = 1, W6>4 = {Q (f<a),g (x) ) , Q (f (a> ,+ (a)) > , B4 = {f(a) ,

g (x) >.
Kuna f <a) ei ole muutuja, siis hulk W ei ole unifitseeritav.

Teoreem 4.2. Kui W on lõplik mittetühi unifitseeritav 
avaldiste hulk, siis unifitseerimisalgoritm lõpetab alati 
tö<3 2 . sammul ning viimane 6 K on hulga Ui lihtsaim unifikaa- 
tor.

TÖestus. Kuna W on unifitseeritav, siis olgu 0 tema su
valine unifikaator. Induktsiooniga к järgi näitame, et lei
dub selline asendus Ak, mille korral В = 6K Л K.

□ lgu к = ü. Tähistame A0 = 9. Siis В = 6eA, , sest {Je = £. 
Oletame nüüd,, et 8 = 6>ХЛК <0 ^ k 4 n) ■ Kui hulk WÖ* 

koosneb ühestainsast literaalist, siis peatub
unifitseerimisalgoritm sammul 2. Kuna в = б’пЛп , siis б л on 
hulga W lihtsaim unifikaator.

Kui hulk WdT„ koosneb enam kui dhest avaldisest, siis 
leiab unifitseerimisalgoritm hulga W6J, jaoks erinevuste hul
ga Bn . Kuna в = 6j,An on hulga W unifikaator, siis peab 
olema hulga B„ unifikaator. Kuna aga Bn on erinevuste hulk.
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siis peab selles hulgas leiduma muutuja v„ . Olgu t„ suvaline 
element hulgast B„ , kus tn Ф v„. Kuna A„ uni-f itseerib Bn , 
s ü s  vn Ah = tnAn . Kui vB 6 t„, siis V..A,, €- tnAn. See aga 
pole vSimalik, sest v„ ja t„ on erinevad ning v„An = tnA„ . 
Järelikult vh $  tn . Seetõttu ei peatu algoritm sammul 3, 
vaid moodustab 6n+.4 = 6 n <tn /v„ >. Olgu = Xn - {t„ A„ / v„ > .
Kuna v„ ф t„ , siis

= ^,,(АЧ — ttnA„/vn}) = t„ A„.
Seega

■Ctn /v„> = <t„ Anj.j /Vf,> U A44.,j = lt„A„ /vn У U A n+ 4 =
= ctn A„ /vn> и ( An - ct„ Ah/v„}> = A„.
Järeli kuit

&  = 6 n \n = 6„ i t n /v riy)ln+/i = £„+4 ^h+4-

Seepärast leidub iga k^O korral selline asendus A^ , et 
9 = Kuna uni-f i tseer i mi sai gor i tm peab t6A lõpetama ja
kuna ta seda ei teinud sammul 3, siis peab töö lÖppema sam
mul 2. Kuna В = öfcA* iga к korral, siis viimane ö K on hulga 
W lihtsaim unifikaator.

4.5. Resolutsioonimeetod predikaatarvutuse jaoks

De£. Kui disjunkti С kaks v3i enam (samamärgi1 ist) 
literaali on uni -f i tseer i tavad lihtsaima uni-fi kaatoriga 6 , 

siis disjunkti С6  nimetatakse disjunkti С kleebise)<s.
Näiteks disjunkti С = P(x) V P(-f(y)) V IQ(x) kleebis 

P(f(y)) V IQ(-fty)) saadakse hulga <P(x), P(f(y))> lihtsaima 
uni-f i kaatori 6 = {-f(y)/x> rakendamise tulemusel disjunktile 
C.

Def. Olgu ja C4 kaks disjunkti (vaatleme neid lite-
raalide hulkadena), millel ei ole ühiseid muutujaid. Olgu 
ja sellised literaalid, et

1 )  ц  e c4 ,

4  -
2 ) hulga L4 U jaoks eksisteerib lihtsaim unifikaa— 

tor 6 .

Siis öeldakse, et disjunktid C< ja Uhenevad ning 
neist on tuletatav uus disjunkt, nende nn. binaarne resol
vent
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(С. - L ) 6  V (С, - L, ) f>.
1 1 Д* Л/

Näi_de 4. 4_. Olgu
С, : R (у,g(а)) V R(y,g(x>) V Р(х),
С^: TR (z , g (а) ) VlP(z).

Tähistame Ц  = R(y,g(a)), = lR(z,g(a>). Hulk <Ц , IL^J on 
uni+ itseeritav lihtsaima uni-f i kaator i ga

6  = Cz/y>.
Disjunktide C4 ja binaarseks resolvendiks on disjunkt

<R(y,g(x>) V P(x) V lP<z))tf = R (z , g (x) > V P(x) V IP(z). 
Binaarsed resolvendid on veel 

R(y,g(а) ) V P(a) V IP(z)
ja

R(y,g(a)) VP(y,g(z>) VlR(z,g(a>).
On disjunkte, mis ei lahene.
De_t. Disjunktide ja C4 resolvendiks nimetatakse

binaarset resolventi, kus lahenevateks disjunktideks on kas
1) C4 j а Сд, ,
2 ) kl eebi s ja C4 ,
3) ja Cj kleebis või
4) C4 ja Сд, kleebised.
Näide 4.5. Näites 4.4 vaadeldud disjunktide ja 

resolvendiks on ka disjunkt
R(z,g(а)) V P(a) V TP(z)

- see on kleebise R(z,g<a)) V P(a) ja disjunkti Cj
binaarne resolvent.

Nagu lausearvutuses, nii ka predikaatarvutuse korral 
nimetatakse tuietusreeglit, mis genereerib antud disjunktide 
hulgast selle resolvendid, resolutsiooniks.

Samuti nagu lausearvutuses defineeritakse ka disjunkti 
С tuletus disjunktide hulgast S resolutsioonimeetodil ning 
disjunktide hulga S kummutamine.

Olgu antud n disjunktist koosnev hulk S. Hulga S k£fi к 
resolvendid vcfib leida järgmise algoritmi kohaselt.

(i) Järjestada hulga b disjunktid 1 kuni n; i := 1.
(ii) Leida disjunkti number i kõikvõimalikud resolven

did disjunktidega number i+1,..., n.
(iii) i := i + 1. Kui i < n, siis täita (ii).
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TAhistame R(S) hulga S ühendit tema kõikvõimalike re- 
solventide hulgaga. Olgu R 0<S) = S ja R-^tS) = R <R -v (S) ) ,
i >, 0 .

NAide 4.6. Olgu S = CQ(a), Rla), IQ(x) VlR(x) V T(a), 
TT(y)>. Tuletame resolutsioonimeetodil hulgast S tühidis- 
junkti. Resolventide leidmisel rakendame Asja toodud algo
ritmi. Tuletuse esitame graa-fina, mille tippudele vastavad 
hulga S disjunktid ja resolvendid:
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4.6. Resolutsioonimeetodi täielikkus

Näitame nüüd, et parajasti igast vasturääkivast dis
junktide hulgast S saab resolutsioonimeetodil tuletada t&hi- 
di sjunkti.

Lemma 4.-4- Kui C.J ja on disjunktide ja näited 
ning kui C' on C,|ja resolvent, siiS eksisteerib Ц  ja G*, 
selline resolvent С, et С ' on С näide.

Tõestus. Eeldame, et disjunktidel ja ei ole
ähiseid muutujaid (seda vÖime saavutada vajaduse korral muu
tujaid ämber nimetades). Olgu L,j ja L^ resolveeritavad lite- 
raalid ning olgu

C ‘ =(C i P  - L- P ) U (Cj^ - L^ )) ) , 
kus on literaalide L^ ja 1L^ lihtsaim uni + ikaator. Kuna Cj 
ja on vastavalt disjunktide ja Сд, näited, siis leidub 
selline asendus 8 , et Cj = C< В ja = CA B. Olgu L^,...,Lr£ 
sellised literaalid disjunktis Cj, , et 

L^B = ... = L^B = L i 

(i = 1 ,  2). Kui ri > 1 ,  siis olgu Aj hulga CL^,. . . ,L-J" > 
lihtsaim uni + ikaator ja Ц, = L* (i = 1, 2). Siis on L
literaal disjunkti C*, kleebises C^A^
= t ja L[, = l|1^ . Olgu А = A< Ax

Kui = 1, siis = 

L i on L;, näide. Kuna 
siis on ka L. ja I L ,  uni-fit—

ja IL. 1ihtsaim

С' on С näide,

L  ̂ ja "ILĵ  on uni-f i tseer i tavad, 
seeritavad. Olgu 6  literaalide 
uni+ikaator. Olgu

С = ( (С, А )б -  Ц  б) U ((Сд,А )б -  L̂ 6 )  =

= ( (С< А ) б  -  -CLj , .  . . , L*j > ( X б )  ) U 

U (Сд, ( Л б) -  < L ^ , . . . ,  L* > ( Л б) ) .

Disjunkt С on disjunktide ja resolvent 
sest

с- = (с ;Р  -*l ;P  ) и (с ;Р  - Lj,)?) =

= ( (С< В) р - lJ1 >В) р ) и
и ((С^В)? -  ( ( L ^ , . . . ,  L* >В) р ) =

= (С4 (В р  ) -  C L } , . . . ,  Lj  Х В р ) )  и 

и (Сл (В 1? ) - CLi ,. . . , l£ > (В Р ) ) , 
ja Аб> on lihtsam kui Bp , mis tÖestabki lemma.

Teoreem 4.3 (resolutsioonimeetodi täielikkus). Dis
junktide hulk S on vasturääkiv parajasti siis, kui reso-
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1utsioonimeetodi 1 saab temast tuletada ttlhi disjunkti.
Tõestus. (=>) Tähistame 

k(S) = (literaalide sisaldumiste arv hulga S disjunktides) -
— (disjunktide arv hulgas S).

Tõestame induktsiooniga к (S) järgi.
Olgu k(S) = 0. Siis kas iga disjunkt sisaldab üheainsa 

literaali, vffi leidub disjunkt, milles on kaks literaali, 
kuid samas peab leiduma ka disjunk.t, milles pole ühtegi li
teraali - tõhidisjunkt. Viimasel juhul väide kehtib, seepä
rast vaatleme esimest juhtu. Olgu niisiis 

S = <L, , Lx , L3 , . . . > , 
kus iga disjunkt kujutab endast ühtainsat literaali. Iga 
disjunkt on seega tõene parajasti siis, kui tema ainus 
literaal on tSene. Kuna eelduse kohaselt on S vasturääkiv, 
siis ei tohi teda rahuldada ükski interpretatsioon, s.t. 
hulgas S peab olema vähemalt üks paar literaale, mis kas ise 
v 5i mille näited on kontraarsed. Olgu sellised literaalid 
näiteks ja L^. Siis = 1Ц' , kus ja on vastavalt 
literaalide Ц  ja 1_л näited. Nende resol vendi ks on CD. Lem
mast 4.1 järeldub, et siis ka L| ja L^ resolvendiks on CD. 
Induktsiooni baas on tõestatud.

Oletame nüdd, et väide kehtib iga к (S) < n korral. Olgu 
k(S> = n ning olgu S vasturääkiv disjunktide hulk. Kui S si
saldab CD, siis on teoreem tõestatud. Seepärast vaatleme 
juhtu, kus CD ft S. Kuna k(S) > 0, siis vähemalt üks disjunkt 
hulgas S sisaldab rohkem kui ühe literaali. Olgu selliseks 
disjunktiks С = A V L, kus L on literaal. Hulga S voib esi
tada kujul

S = S' U C,
kus S' = S - C. Hulgast S vSib saada kaks hulka:

S i - S' U A,
Sji = S' U L,

kusjuures MSj^) ^ к (Ŝ  ) < к (S) = n. Induktiivse eelduse ko
haselt v3ib hulkadest S4 ja S b , kui nad on vasturääkivad, 
tuletada tühi disjunkti. Tõestame, et S< ja S^ on 
vasturääki vad.

Olgu M disjunkti С kõikide mudelite kogum. Kuna eel
duse kohaselt on hulk S = S ‘ U С vasturääkiv, siis ei saa
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teda rahuldada ka ükski interpretatsioon kogumist li . SeepA— 
rast peab igas interpretatsioonis m 6 M mingi valem C* &

6 S olema vAAr. KÕi к vAArtustused, mille korral A ja L on 
tõesed, kuuluvad kogumisse li ja igaühes neist on seega 
mingi valem C* 6- S vAAr.Teiselt poolt, disjunkti С suvalises 
interpretatsioonis, mis ei kuulu kogumisse li , peavad mõle
mad valemid A ja L olema vAArad, sest muidu poleks С = А V L 
vAAr. Seega ühegi interpretatsiooni korral pole hulgad Sf ja 
Sj, rahuldatavad, s.t. nad on vasturAAkivad.

TAhistame R*(S) disjunktide hulga, mis on saadud hul
gast S к korda resolvente leides. Oleme tõestanud, et leidu
vad sellised i ja j, et

CD €• R*(S.|), (4. 1)
CD t R^(S^). (4.2)

Oletame nüüd, et i sammu, mis viivad suhteni (4.1), on ra
kendatud mitte hulgale S^, vaid hulgale S = S ' U C. Selle 
tulemusel saame kas CD vÕi L. Esimesel juhul on hulgast S 
tühidisjunkt resolutsioonimeetodil tuletatud. Vaatleme teist 
juhtu, kui saadakse L. Kuna S' — S, siis 

S' U L = Sj b R** (S) .
IMÄÄd v&ib CD tuletamiseks rakendada hulgale Sx kui hulga 
R°(S) osahulgale j korda resolventide leidmist ja saada suh
te (4.2). See tõestabki tarvilikkuse.

(<=) Oletame, et eksisteerib CD tuletus hulgast S. Olgu 
R* » Rj, 1 • • ■ * Rk resolvendid selles tuletuses. Oletame vastu— 
vAiteliselt, et leidub hulga S mingi mudel m. Kui m rahuldab 
hulga S disjunkte Cj ja , siis peab ta rahuldama ka nende 
suvalist resolventi (teoreemi 4.1 analoog predikaatarvutuse 
jaoks) . JArelikult m rahuldab kõiki resolvente R̂  ,. .. , R K. 
See on aga võimatu, sest eelduse kohaselt on üks neist re
solventi dest CD. SeepArast peab hulk S olema vasturAAkiv.

Resolutsioonimeetodi tAielikkus tagab selle, et kui 
disjunktide hulk S on vasturAAkiv, siis saab temast lõplik 
arv korda resolvente leide tuletada tühidisjunkti. Kui lõp
liku arvu sammude jArel pole osutunud võimalikuks tuletada 
tühidisjunkti, siis see ei tAhenda veel, et S on rahuldatav: 
võib-olla õnnestuks tühidisjunkt tuletada suurema hulga
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sammude tulemusel.

Vaatleme mõningaid näiteid resolutsioonimeetodi raken
damise kohta.

Näide 4-7. Lahendame resolutsioonimeetodil näites 3.13 
lahendatud TTÜ, s.t. tõestame, et disjunktide hulk S =tP(a), 
TD(y> V L(a,y), lP(z) V IQ(t) V lL(z,t), D(b), Q(b)> on 
vasturääkiv.

Tõestuse (tühidisjunkti tuletuse) esitame graafina:

4.7. lilliesannete lahendamine resolutsioonimeetodil

Näide 4.8. Iga tudeng on aus. Benno ei ole aus. Tões
tada, et Benno ei ole tudeng.

Tähistame
T(x> — x on tudeng,
Q(x) — x on aus, 
b — Benno.

Siis eeldused on
F4 : (Vx) (T (x) -*■ Q(x) )
Fx : lü(b) 

ja väide
B: 1T(b>.

Tuleb tõestada, et valem (F* & FA ) —> S on samaselt tõene 
ehk, mis sellega samaväärne, et eitus Ь. & 1Б on sama
selt väär. Esitame selle valemi disjunktide hulgana:

S = ПТ(х) V Q (x ) , TQ (b) , T(b)>.
Tuletame hulgast S resolutsioonimeetodil tühidisjunkti:
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1T(*WQ(x) lOCi)

IT U )

Järelikult toepoolest Benno pole tudeng.
Näide 4.9. Model leeri me lihtsat küsimus—vastuss&steemi

(KVS). Olgu KVS-s järgmised faktid:
F4 : Benno on alati saal, kus on Clara.

: Clara on amfiteatris.
Kuidas KVS vastab küsimusele, kus on Benno?

Esitame faktid predikaatarvutuse valemitena. Tähistame 
P(x,y) - x paikneb kohal y, 
a - amfiteater, 
b — Benno, 
с - Clara.

Si is
F{ : (Vx)(P(c,x> -~>P(b,x>>,
Fj,! p(c,a).

Selleks et vastata esitatud küsimusele, kasutab KVS järgmist 
võtet:* tõestab kõigepealt, et leidub koht, kus paikneb Ben
no, s.t. et valemitest F, ja F^ järeldub loogiliselt valem 

G: ( 3y)(P(b,y)).
Seejärel leiab KVS у väärtuse, mis ongi vastuseks küsimuse
le.

Näitame, et valem F̂ & F̂  & 1G on samaselt väär, s.o. 
disjunktide hulk

S = < 1Р(с,х) V P(b,x), P(c,a), TP(b,y>> 
on vasturääkiv. Tõestus on esitatud graafina (joonisel vasa
kul ) .

"* vt. näit. Л, Т. Куэин. Основы кибернетики, Т. 2» Основы 
кибернетических моделей. М., Энергия, 1979, lk. 494.
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Nöfld võtame valemis 1G iga disjunkti asemele selle disjunkti 
ja tema eituse disjunktsiooni (antud juhul lP(b,x) V
V P <b ,x)). Sama tõestuse kordamisel saamegi tühi disjunkti 
asemel vastuse küsimusele (joonisel paremal):

l F f c , * ) V P M  PCc,ev) lp a , x ) ЛР(с,*)Ур(1,х) PCc,a) 7  pfapVIfix)

Resolutsioonimeetodi rakendamist teoreemide automaatsel 
toestamisel piirab asjaolu, et resolventide hulgad kasvavad 
väga kiiresti. Lahendame veel õhe ülesande resolutsioonimee
todil, esitades lahenduse nüüd mitte graafina, vaid tabeli
na, ning seejärel hakkame otsima võtteid tõestuse 
1ihtsustamiseks.

Nä^de 5.^. Tõestada, et disjunktide hulk
S = -CR (x) V IQ(x) V IT(x), R (у) V T(y), R(z) V Q(z), TR(u)> 
on vasturääkiv.

Kõiki hulga S disjunkte ja moodustatud resolvente 
järjest paarikaupa läbi vaadates saame tühi disjunkti gene
reerida 24. sammul:

Vastus on P(b,a), seega Benno paikneb amfiteatris

5. Semantiline resolutsioon

5.1. Näide
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1 I R(x) V IQ(x) V 1T(x>
2 1 R (y) V T (у ) , S
3 I R (z) V Q(z>
4 I IR(u) -
5 I R <y) V IQ(y) (1 ,2 )
6 I R (z) V 1T (z) (1 ,3)
7 1 1Q (u) V 1T(u) <1 ,4)
8 I T (u) <2,4)
9 I Q (u) (3,4)

5 = 10 I R (u) V 1Q (u) (1 ,8 )
6 = 11 1 R (u) V 1T (u) (1 ,9)

12 I R(z) (2 ,6)
5 = 13 1 R (u) V i-i О с (2 ,7)

12 = 14 I R (z) (3 ,5)
6 = 15 I R (u) V IT (u) (3,7)

16 1 TQ (u) (4 ,5)
17 1 1T(u) (4 ,6)

12 = 18 I R (u) (5,9)
12 = 19 1 R (u) (6 ,8)

20 1 1Q (u) (7 ,8)
21 I 1T (u) (7 ,9)

12 = 22 I R <u) (2 ,17)
12 = 23 I R (u) (3,16)

24 I CD (4 ,12)

> R , C S )

Suur osa moodustatud resolventidest on tSestuse jaoks 
ülearused: hulga R^ (S) resolventidest oleks vaja genereerida 
ainult kas nr. 5 v6i 6 ning hulga R^,(S) resol ventidest 12 ja
24.

Et vältida ülearuste resolventide moodustamist, seame 
resolutsioonile kitsendusi.

Esimene v3te, mida kasutatakse resolventide hulga vä
hendamiseks, on disjunktide hulga S tükeldamine kaheks osa- 
hulgaks ja nõue, et resolventide moodustamisel vSetaks 
disjunktid erinevatest osahulkadest. Hulga S tükeldamiseks 
kasutatakse interpretatsiooni: õhte osahulka (S_) võetakse 
need disjunktid, mis valitud interpretatsioonis on väärad,
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ning teise (S+ ) need, mis on tSTesed.
Vaadeldavas nAites kasutame sellist H—interpretatsioo

ni , milles kSik elementaarvalemid on väärad:
I = { IR, 1 Q , 1T>.

Saame järgmised osahulgad:
S_ = <2,3>, S«. = <1,4>.

Hulga R<( (S) moodustamisel väimaldab selline tükeldus välti
da ühe resolvendi (nr. 7) genereerimist.

Teine vSte, mida rakendatakse genereeritavate resolven- 
tide hulga vähendamiseks, on järjestuse sissetoomine 
predikaatsümbolite hulgas ja nSue, et resolveerida vÖib 
ainult sellise predikaadi esimesse osahulka kuuluvas dis- 
junktis, mis temas sisalduvatest predikaatidest on suurim 
sissetoodud järjestuse mõttes.

Vaadeldavas näites vätame kasutusele järgmise predi- 
kaats&mbolite järjestuse:

P = (R < Q < T).
Vaatame läbi resolvendid hulgast R 4 (S): täiendavalt 

v3ib niiiüd vältida veel kahe resolvendi (nr. S ja 9) generee
ri mi st.

Seega saame nimetatud kahte votet kasutades vaadeldavas 
näites tühidisjunkti kaks tuletust:

Resolvendi nr. 12 moodustamisel kasutatakse mSflemal 
juhul kolme 1ähtedisjunkti (nr. 1, 2 ja 3).

Seams nüüd eesmärgiks laiendada resolvendi mõistet nii, 
et vaadeldavas näites saaks disjunktidest 1, 2 ja 3 kohe tu- 
tada disjunkti 12, moodustamata vahepealseid resolvente 5 
vSfi 6.
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5.2. Semantilise resolutsiooni de-f i ni tsi oon

Defineerime kõigepealt mõiste “semantiline klass".
Def. Olgu I interpretatsioon ja P predikaatsümbolite 

järjestus. Lõplikku disjunktide järjendit 
.....Ev  N> ,

kus q > 1, nimetatakse semantiliseks^ klassiks P ja I suhtes 
ehk PI-klassiks, disjunkte Ê  ,. . . , E^ semantilise klassi 
elektronideks ja N tema tuumaks, kui kehtivad järgmised 4 
tingimust:

1. elektronid E^,..., E^ on vdärad interpretatsioonis 1.
2. Olgu = N. Iga i = l,...,q korral leidub resolvent 

R j ^  i mille moodustavad disjunktid Ej_ ja R^ .
3. Resolveeritav literaal on disjunktis E^ suurim predi— 

kaatsiimbol i te järjestuse P mõttes.
4. Resolvent R<y+< on väär i nterpretatsi ooni s I.

Resolventi R^.* nimetatakse PI-klassi £E^,..., E^, N> 
Pl-resoWendi ks.

Vaadeldavas näites moodustavad PI—klassi disjunktid 
<2,3,1>. (Elektronid võib võtta ka vastupidises järjekorras: 
£3,2,1>>.

Deĵ . Tuietusreeglit, mis genereerib disjunktide hulgast 
Pl-resol vendi d , nimetatakse semantiliseks resolutsioon i k-L*

Tuletust disjunktide hulgast S nimetatakse PI-tuletu- 
seks, kui iga disjunkt selles kas kuulub hulka S või on eel
nevate disjunktide mingi PI—klassi Pl-resolvent.

Vaadeldavas näites saame PI-tuietuse esitada puuna:
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5.3. Semantilise resolutsiooni täielikkus

Semantilise resolutsiooni täielikkuse näitamiseks 
tõestame kõigepealt lemma.

Lemma 5. 1_. Kui P on predi kaatsümbol i te järjestus põhi — 
disjunktide lCTplikus vasturääkivas hulgas S ning I hulga S 
interpretatsioon, siis on olemas tühidisjunkti Pl—tuletus 
hulgast S.

Tj3estus. Tõestame induktsiooni meetodi 1. Hulga S 
disjunktid ei sisalda muutujaid, kuna nad on põhidisjunktid.

Olgu A hulga S elementaarvalemite hulk. Kui A koosneb 
ühestainsast valemist Q ,  siis peavad hulka S kuüluma nii Q 

kui ka 1Q. Nende resolvent on C3. Üks disjunktidest Q ja 1Q 

peab olema väär interpretatsioonis I ja Cl on vä&r igas in
terpretatsioonis. Seetõttu on tühidisjunkt PI— resolvent.

Oletame nüüd, et lemma kehtib juhul, kui hulk A koosneb 
i elemendist (1 ^ i <1 n). Vaatleme juhtu, kus hulk A koosneb 
n+1 elemendist. Võimalikud on kaks alljuhtu.

1) Hulka S kuulub literaal L, mis on väär interpretat
sioonis 1. Olgu S' hulk, mis on saadud hulgast S nende dis
junktide väljajätmise teel, mis sisaldavad literaali L, ning 
literaali IL mahakriipsutamise teel ülejäänud disjunkti
dest. Hulk S' on vasturääkiv. Kuna S' sisaldab ülimalt n 
elementaarvalemit, siis induktsiooni eelduse tõttu 
eksisteerib tühidisjunkti PI-tuletus D' hulgast S' (olgu see 
esitatud graa-fina). Sellest tuletusest lähtudes võime saada 
tühidisjunkti PI—tuletuse hulgast S järgmisel viisil.

Esiteks, iga PI-klassi <E4‘,. . . , E^,N'>, kus E.|,..., E^, 
N - on disjunktid, mis asuvad tuletuse D' tippudes, asendame 
PI-klassiga <Ej,.. . , E^, L, N > , kui N' on saadud disjunktist 
N literaali L mahatõmbamise teel (siin on E^,..., E^, L 
elektronid ja N tuum).

Teiseks, kui Eĵ  on saadud hulka S kuuluvast disjunktist 
Ej, literaali TL mahatõmbamise teel, siis lisame tuletuses 
selle tipu kohale, kus asub E£, PI—klassi <L, Efc>. Niisuguse 
protsessi tulemusel saame tühidisjunkti PI-tuletuse hulgast
S.

2) Hulka S ei kuulu literaali, mis oleks väär
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interpretatsioonis I. Sel juhul valime elemendi В hulga S 
elementaarvalemite hulgast nii, et В sisaldaks järjestuse P 
mõttes vähima predi kaatsiükmbol i . Öks 1 i teraal idest В ja IB on 
väär interpretatsioonis I. Olgu L hulga <B, 1B> see element, 
mis interpretatsioonis I on väär. Olgu S' hulk, mis on 
saadud hulgast S nende disjunktide väljajätmise teel, mis 
sisaldavad literaali "IL, ja literaali L mahatõmbamise teel 
ülejäänud disjunktidest. Hulk S' on vasturääkiv. Kuna S' si
saldab ülimalt n elementaarvalemit, siis induktsiooni 
eelduse kohaselt eksisteerib töhidisjunkti PI—tuletus D' 
hulgast S'. Olgu tuletus, mis on saadud tuletusest D' li — 
teraali L tagasi paigutamise teel nendesse disjunktidesse, 
millest ta oli maha kriipsutatud. on samuti PI-tuletus,
sest literaal L sisaldab vähima predikaatsömboli ja on in
terpretatsioonis 1 väär. D4 on kas töhidisjunkti või L PI- 
tuletus. Esimesel juhul ongi tõestus sellega lffppenucf. Tei
sel juhul vaatleme hulka S U CL>. Kuna see hulk sisaldab li
ter aali L, mis on väär interpretatsioonis I, siis alljuhu 1 
toestuse kohaselt leidub töhidisjunkti PI—tuletus DA hul
gast S U CL>. Kombineerides tuletusi ja Dj, , saame 
töhidisjunkti PI-tuletuse hulgast S. Sellega on lemma 
tõestatud.

Teoreem 5.1 (PI-resolutsiooni täielikkus). Kui P on 
predikaatsömbolite järjestus lõplikus vasturääkivas dis
junktide hulgas S ning I on hulga S interpretatsioon, siis 
leidub töhidisjunkti PI—tuletus hulgast S.

Tõestus. Kuna S on vasturääkiv, siis Herbrandi teoreemi 
(teoreem 3.2) kohaselt leidub hulga S disjunktide fundamen- 
taalnäidete lõplik vasturääkiv hulk S'. Lemma 5.1 kohaselt 
leidub töhidisjunkti PI—tuletus D' hulgast S'. Näitame nööd, 
kuidas tuletust D' ehitada ömber töhidisjunkti tuletuseks 
hulgast S.

Paigutame tuletuse D' igasse tippu mingi disjunkti, mis 
"majoreerib" selles tipus asuvat pÕhidisjunkti. Igasse alg- 
tippu paigutame hulga S sellise disjunkti, mille -fundamen- 
taalnäiteks on seal enne asunud põhidisjunkt. Kui kõikidesse 
tippudesse, mis vahetult eelnevad antud tipule, on juba 
paigutatud disjunktid ning need disjunktid moodustavad Pl-
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klassi, siis paigutame vaadeldavasse tippu Pl-resolvendi, 
mille -f undamentaalnäi teks on seal enne asunud pcJhidisjunkt. 
Viimasesse tippu paigutatav disjunkt peab olema tühi, sest 
seal enne asunud disjunkt on tühi. See tuletuspuu koos sinna 
paigutatud disjunktidega esitabki tühidisjunkti PI-tuletuse 
hulgast S. Sellega on teoreem tSestatud.

Märgime, et semantilise resolutsiooni puhul voib 
kasutada mistahes järjestust ja mistahes interpretatsiooni.

Näide 5.2. Kui valime näites 5.1 vaadeldud disjunktide 
hulga puhul predikaatsümbolite järjestuse P = (T < Q < R) ja 
interpretatsiooni 1 = -C IR, Q, T> , siis saame tühidisjunkti 
PI-tuletuse disjunktide hulgast S esitada järgmise graafina:

i X 3 4

CJ

Järgnevas käsitleme semantilise resolutsiooni kahte 
erijuhtu, seades täiendavaid kitsendusi Pl-resolventide 
moodustamisele.

5.4. Hüperresolutsioon

Vaatleme interpretatsiooni I, milles suvaline literaal 
on elementaarvalemi eitus. Sellise interpretatsiooni korral 
peab iga elektron ja iga PI-resolvent sisaldama ainult ele- 
mentaarvalemeid (eitusteta). Analoogiliselt, kui mingis 
interpretatsioonis 1 on iga literaal elementaarvalem, siis 
peab suvaline elektron ja suvaline PI-resolvent sisaldama 
ainult elementaarvalemite eitusi. Nendel kaalutlustel 
põhineb höperresolutsioon.

4o



Def. Disjunkti, mis ei sisalda eituse märke, nimetatak
se £ositiivseks di s junkti^ks.

Disjunkti, milles iga literaal sisaldab eituse märgi, 
nimetatakse necjati i vsej<s dis junkti^кis.

Disjunkti, mis ei ole positiivne ega negatiivne, nime
tatakse seegad is junkt i.ks.

Näiteks R(x) V T(x) on positiivne disjunkt, IR(x) V
V I T (x) on negatiivne disjunkt, R(x) V IQ(x) V IT (x) on se- 
gadi sjunkt.

De£. Olgu 1 interpretatsioon, milles iga elementaarva- 
lem on väär:

I = < I G , 1R,...>.
Pl-resolutsiooni sellises interpretatsioonis nimetatakse 
positi i vseks högerresol utsi ooni j<s.

Positiivse hüperresolutsiooni korral on kõik elektronid 
ja koi к Pl-resolvendid positiivsed disjunktid.

Näites 5.1 kasutasime tühidisjunkti tuletamiseks posi
tiivset hüperresolutsiooni, sest valitud interpretatsioonis 
olid kõik elementaarvalemid väärad.

Analoogiliselt positiivse hüperresolutsiooniga definee
ritakse negatiivne höperresolutsioon, lähtudes interpretat
sioonist, milles köik elementaarvalemid on tõesed. Elektro
nid ja Pl-resolvendid osutuvad siis negatiivseteks dis— 
junktideks.

Järgmise näiteülesande lahendamisel kasutame kõigepealt 
tavalist resolutsiooni ning siis negatiivset ja positiivset 
höperresolutsi ooni.

Näi^de 5.3. Tõestada, et põi knurgad, mis tekivad trapet
si diagonaali lõikumisel trapetsi alustega, on võrdsed.

Kasutame tõestamisel järgmisi teadmisi:
- trapets on nelinurk, mille kaks vastaskülge on paral- 

1 eelsed;
- kahe paralleelse sirge lõikamisel kolmandaga tekkivad 

põiknurgad on võrdsed.
Et esitada teadmised predikaatarvutuse valemitena, too

me sisse järgmised tähistused:
T(x,y,u,v) - nelinurk xyuv on trapets (x on ülemine
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vasakpoolne tipp, у ülemine parempoolne tipp, u alumine pa
rempoolne tipp, v alumine vasakpoolne tipp);

Q(x,у ,u ,v) - l3ik Cx,y3 on paralleelne l3iguga Lu,v3;
E (x ,y ,zu, v, w) - nurk xyz v?5rdub nurgaga uvw.

Siis eeldused on
F4 : (Vx)(Vy)(Vu)(Vv)(T(x,y,u,v) Q(x,y,u,v)J,
FÄ : (Vr) (Vs) (Vt) (Vz) (Q(r,s,t,z) —» E(r,s,z ,t ,z ,s)),
Fa : T(a,b,c,d) 

ja väide
6 : E(a,b,d,c,d,b).
Teoreemi F̂  & FA & F3 — > Б tõestamiseks tuleb tõestada, 

et disjunktide hulk
S = С "IT (x ,y ,u, v) V Q(x,y,u,v), lQ(r,s,t,z) V
V E(r,s,z,t,z,s), T (а ,b ,с ,d ), 1E(a,b ,d ,с ,d ,b )> 
on vasturääkiv.

TSestus resolutsioonimeetodi 1:

TSestus negatiivse hüperresolutsiooniga (interpretatsi
oon I = tT, Q, E > , predikaatsümbolite järjestus suvaline, 
tuletuspuu tippudes on disjunktide järjekorranumbrid):

Tffestus positiivse hüperresolutsiooniga ( 1 = 1  IT, 1Q, 
7E> , predikaatsümbolite järjestus suvaline):
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bj
Selles näites on kffigi PI—resolventide moodustamisel 

igas PI—klassis üksainus elektron (ja öks tuum).
r̂ Aî dê  5.4_. Lahendame positiivse höperresolutsiooniga 

(ülesande patsientidest ja doktoritest (vt. näited 3.13, 
4.7) .

Olgu I = I "IP, ID, 1Q, 1L> ning olgu predikaatsümbo— 
lite järjestus suvaline. PI-tuletuse saab esitada järgmise 
graafina:

Disjunktid P(a>, L(a,b), Q(b) ja TP(z) VlQ(t) V lL(z,t) 
moodustavad PI—klassi, mille PI—resolvendiks on töhidis- 
junkt. Esimesed kolm disjunkti on selle PI-klassi elektro
nid, neljas aga tuum.

5.5. Järjestatud disjunkte kasutav semantiline resolutsioon

PI-tuletuses kasutatav predikaatsömbolite järjestus P 
ei vSimalda üldjuhul valida elektronis literaali, mida re— 
sol veerida (juhul kui on mitu kandidaati).

Näide 5.5. Olgu S = <R(a) V R(b) V R(c) V R(d), 
!R(x)>. Olgu antud interpretatsioon I = i 1R> ja suvaline 
predikaatsömbollte järjestus P.

Antud kaks disjunkti moodustavad PI-klassi, millel on
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neli erinevat PI—resolventi:
R(b) V R(c> V R (d),
R (a) V R(c) V R(d),
R(a) V R(b) V R (d),
R(a) V R(b) V R(c>.
Seame nõõd eesmargiks täiendavate kitsenduste asetamise 

teel saada flksainus Pl-resolvent. Selleks toome disjunkti 
literaalide hulgas sisse järjestuse, s.t. vaatleme disjunkte 
kui literaalide järjestatud hulki.

De+_. Olgu С järjestatud disjunkt ning olgu Ц  ja li — 
teraalid disjunktis C. öeldakse, et literaal Ц  on noorem 
kui literaal (ehk: literaal Lj, on vanem. kui literaal ) ,
kui Lj esineb disjunktis С varem kui literaal L^.

Näiteks järjestatud disjunktis R(a) V R(b) V R(c) on 
literaal R(c) vanem kui literaalid R(a) ja R(b) ning lite— 
raal R(b) on noorem kui literaal R(c).

De+_. Kui kahel vöi enamal literaal il järjestatud dis
junktis С on lihtsaim uni-fikaator 6 , siis järjestatud dis
junkti, mis on saadud järjendist C6 k5igi niisuguste lite— 
raalide väljajätmisel, mis ühtivad nooremate 1iteraalidega, 
nimetatakse disjunkti С järjestatud kleebiseks.

Näide 5.6. Vaatleme järjestatud disjunkti С = P(x) V
V Q(x) V P(a). Esimesel ja viimasel literaalil on lihtsaim 
unifikaator 6  = Ca/x>. Järelikult Cd = P(a) V Q(a) V P(a). 
Kuna viimane literaal ühtib noorima literaaliga, siis dis
junkti С järjestatud kleebiseks on P(a) V Q(a). (Märgime, et 
järjend Q(a) V P(a) ei ole disjunkti С järjestatud kleebis.)

Def.. Olgu ja Сд, järjestatud disjunktid ühiste
muutujateta. Olgu Ц  literaal disjunktis ning Lj, literaal 
disjunktis Сд, , kusjuures Ц  ja "IL^ olgu uni-f i tseer it avad 
lihtsaima uni -f i kaator i ga 6 .  Olgu С järjestatud disjunkt, mis 
on saadud järjestatud disjunktide C , 6  ja С^ 6  disjunktsioo
nist literaalide Ц Й  ja Lbd  k3rvaldamisel ning järelejäänud 
jirjendist köikide selliste literaalide mahakriipsutamisel, 
mis on identsed järjendi noorima literaaliga. Siis öeldakse, 
et С on järjestatud disjunktide C4 ja Сд, binaarne järjes
tatud resolvent. Literaale Lj ja L^ nimetatakse 
resolveeritavateks 1iteraalideks.
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NÄi^de 5.7. Olgu antud järjestatud disjunktid 
Cjf = Rtx) V Q(x) V T <x) ,
Cx = IR <a) V Q(a).

Literaalid = R(x) 6 ja = IR(a) 6 on unifitseeri- 
tavad lihtsaima uni+ikaatoriga 6  = Ca/x>.

Leiame disjunktide ja binaarse järjestatud
resolvendi:
(R(x) V Q <x) V T (x) ) Ca/x} V CIR(a) V ß(a))Ca/x> = Q(a) V
V T (a) V Q(a) = Q(a) V T(a).

Def̂ . Järjestatud disjunktide ja jär j est at ud
resoWendiks nimetatakse kas

1) C4 ja C*, järjestatud resol venti vöi
2 ) järjestatud kleebise ja järjestatud resolventi

v£fi
3) Cf ja Сд, järjestatud kleebise järjestatud resolventi

vöi
4) ja järjestatud kleebiste järjestatud resolven-

ti.
Näi_de_ 5_. 8 .̂ Vaatleme järjestatud disjunkte 

= P(x) V Q(x) V R (x) V P <a) ,
Ca = IP(a) V Q(a) .

Disjunkti järjestatud kleebis on
Cj = P(a) V Q<a) V R<a). Disjunktide Cj ja järjesta

tud resolvent on seega ß(a) V R(a).
Dej_. Järjestatud resolutsiooniks nimetatakse tule- 

tusreeglit, mis genereerib järjestatud disjunktide hulgast 
järjestatud resolvente.

Vöib tõestada, et järjestatud resolutsioon on täielik. 
Vaatleme nüüd semantilist resolutsiooni järjestatud 

disjunktide jaoks. Defineerime möiste "järjestatud semanti
line klass" ehk*"01—klass" eespool defineeritud semantilise 
klassi (Pl-klassi) eeskujul.

Dej[. Olgu antud i nterpretatsi oon I. Disjunktide järjen
dit

kus q ^ 1, nimetatakse 01-klassiks, disjunkte L^ 
selle klassi elektroni_deks_ ja N tuumaks, kui kehtivad järg
mised tingimused:
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1. I ei rahulda elektrone E4 , E^.
2. Olgu R^ = N. Iga i = q,..., 1 korral leidub järjes

tatud disjunktide järjestatud resolvent
Fli-4 = R (Ei ,Rj) .
3. Resolveeritav literaal on elektronis Ej, vanim ja 

resolvendis R^ vanim neist, mida I rahuldab.
4. R0 on väär interpretatsioonis I.

Resolventi R® nimetatakse QI-klassi 01-resolvendiks.
NÄjide Ž.-Ä- Vaatleme järjestatud disjunktide paari
{ IR(x), R (a) V R(b) V R(c) V R(d)>.

□lgu I = i 1R>. Vaadeldav disjunktide paar moodustab 01- 
klassi, mille 0 1-resolvendiks on järjestatud disjunkt

R(a> V R(b) V R(c).
Tavalisi resolvente on sellel disjunktide paaril 4 (vt. näi
de 5.5) .

Näi_de 5. 10. Olgu I = С IR, 1Q, 1S>. Järjestatud 
disjunktide järjend iQ(a) V R(x), S(x), IR(x) V TS(a)> 
moodustab 01—klassi, mille 01—resolvendiks on disjunkt Q(a>.

De+^ Olgu S järjestatud disjunktide hulk ning I tema 
interpretatsioon. Tuletust hulgast S nimetatakse 01-tui etu- 
sel<s, kui iga järjestatud disjunkt selles tuletuses on kas 
hulgast S vöi eelnevate järjestatud disjunktide mingi 
0 1—klassi 0 1—resolvent.

Näide 5.^1. Leiame tühidisjunkti 01—tuletuse 
järjestatud disjunktide hulgast S = {Q(a> V R(x>, lQ(y) V
V R(y), IR(z) V IP(a), P(u)>.

Olgu I = С IQ, 1R, 1P>. 01-tuletuse esitame graa-fina:

Siin disjunktide järjend (Q(a) V R(x), P(u), 7R(z) V lP(a)>



moodustab GI—klassi, mille elektronid on Q(a) V R(x) ja 
P(u>, tuum IR(z) V TR(a) ning 01-resolvent Q(a). 01—klassid 
on veel \Q(a), ‘IQ(y) V R(y>> (01—resolvent R(a)> ja <R(a), 
P(u), lR(z) V IP(a)} (01—resolvent LD).

Näide 5.12. Vaatleme järjestatud disjunktide hulka 
<R(a) V R (Ь) V R (с) V R(d), TR(x)>

(vt. näide 5.5). Olgu I = i TR>. Töhidisjunkti OI'-tuletus 
sellest hulgast on esitatud graafina:

Juba neljas Ol-resolvent osutub töhidisjunktiks. Tavalisi 
resolvente oleks aga tulnud genereerida 4 + 4*3 + 4 ’3*2 + 1= 
= 41.

Nagu eksperimendid kinnitavad, on 01—tuletus efektiivne 
teoreemide t£festamise meetod. Kahjuks pole ta aga täielik: 
igast vasturääkivast disjunktide hulgast ei saa Ql-tuletuse 
teel genereerida töhidisjunkti. Toome selle kohta näite.

Niide 5.13. Kuulugu hulka S järjestatud disjunktid
(1) P V Q,
(2) Q V R,
(3) R V W,
(4) IR V 1P,
(5) IW V 1Q,
(6) IQ V 1R.

Olgu I = i IP, IQ, 1R, 7W>. Siis disjunkte (l)-(3> vSSib 
kasutada jlrjestatud elektronidena, disjunkte (4)-<&> aga 
järjestatud tuumadena. Saame järgmised О I-resolvendids

(7) R V P - 01-klassist t (3), (1), (5)>,

f!(»)VR((,)VRCc)VR(pt) 1 R & )

R&JVRß
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(8) P V Q - OI-klassi st t(l), (2), (6)>.
Disjunktide hulgast (l)-(8) saame ül-resolvendi

(9) Q V R (01—klassi st t(2), <7>,<4)>>.
Disjunktid (8) ja (9) ei kuulu hulka S. Seetõttu ei saa 
disjunktidest (l)-(9) tuletada ühtki uut OI-resolventi, 
sealhulgas ka mitte tühidisjunkti.

Ometi on hulk S vasturääkiv, sest resolutsioonimeetodil 
saab temast tuletada tühidisjunkti:

6. Lineaarne tuletus

Vaatleme lihtsa ülesehitusega ja ülevaatlikku 
lineaarset tuletust, mis saadakse teatavate kitsenduste ase
tamisega resolventide moodustamisele.

Defineerime algul lihtsa ja efektiivse tuietusreegli — 
si sendresolutsi ooni.

Dejf. 5isendresol^utsi^oon^ks nimetatakse sellist resolut
siooni, milles vähemalt üks lahenevatest disjunktidest on 
1ähtedisjunkt (s.o. kuulub antud disjunktide hulka S).

Kui kasutada tavalise resolutsiooni asemel ainult si— 
sendresolutsiooni, siis väheneb oluliselt genereeritavate 
resolventide hulk. Kahjuks pole aga sisendresolutsioon 
täieli k.

Lubades tuletuses kasutada lisaks sisendresolutsiooni1e 
ka nn. eelnevusršsolutsiooni, saame lineaarse tuletuse, mis 
on täielik.

Def. Disjunkti Cn lineaarseks tuletuseks disjunktide 
hulgast S nimetatakse tuletust CQ ,B0 ,C4 ,B4 ,.. . ,0,,.̂  ,Bn.4 ,Cn 
kujul
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kus C0 €• S ning iga i=0,1,.. . ,n-l korral on disjunkti Cj
ja disjunkti Bj, resolvent, kus Bj, kas kuulub hulka S v8i on 
mSni eelnevatest disjunktidest Cj mingi j < i korral.

Disjunkti Cj, nimetatakse resolvendi keskdisjunk—
tiks, Bj, aga k.ü.Lcjdi sjunkt^ks.

Kui 3t €■ S, siis äeldakse, et on saadud si sen dr e-
soluts^ooni^ tulemusel; kui B^ = C j  , siis öeldakse, et + ̂ 
on saadud ael^nevusresolutsiooni_ tulemusel.

Näijde 6. К  Lahendame näites 5.3 vaadeldud ülesande 
trapetsist, kasutades lineaarset tuletust!

lT (^ ,u ,v )  V P(x,jj,u,v) 

1 T(rt5,t,z) V E (r

1 Р С П * Л * ;  V  E ( r , s , z , i , z , s )

Cf d/)

K3ik selles tuletuses kasutatud resolutsioonid on 
sisendresolutsioonid. Keskdisjunktideks on lT(x,y,u,v) V
V Q < x,y,u,v>, 1T(r,s,t,z) V E(r,s,z,t,z,s), E(a,b ,d,c,d,b), 
ktülgdisjunktideks aga lQ(r,s,t,z) V E(r,s,z,t ,z,s), 
T(a,b,c,d), lE(a,b,d,c,d,b).

Näide 6.2. Lahendame veel näites 3.13 toodud ülesande
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patsientidest ja doktoritast (vt.ka näited 4.7 ja 5.3), ka
sutades lineaarset tuletusti

Ka selles lineaarses tuletuses on kasutatud ainult 
sisendresolutsiooni.

Näide 6.3. Tõestame, et disjunktide hulk
S = {P(x> V Q (x) , IQ(y) V R (y) , IR(z) V 3(z), IR(u) V S(u> V
V T (u) , P(v) V IT(v), lP(w)>
on vasturääkiv, kasutades lineaarset tuletust:

si sendresolutsi oon

eelnevusresolutsi oon

si sendresolutsi oon
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Praktiliselt toimub tühi disjunkti lineaarse tuletuse ot
simine disjunktide hulgast S järgmisel viisil. VÖtame mingi 
disjunkti C0 6 S ja leiame tema kõikvõimalikud resoivendid 
hulga S ülejäänud disjunktidega. Köik saadud resoivendid on 
keskdisjunkti kandidaadid. Neist igaühe puhul toimime 
samuti, nagu varem toimisime disjunktiga C „ , ainult külg- 
disjunktideks vCivad nüüd olla mitte ainult hulga S disjunk
tid, vaid ka eelnevad keskdisjunktid. Tõestus lõpeb, kui 
saadakse tühidisjunkt.

Lõpetuseks

Teoreemide automaatse tõestamise alal võib täheldada 
märkimisväärset progressi. Hoolimata sellest kalduvad ole
masolevad töestusprogrammid genereerima liialt palju resol- 
vente ning uurima ülearuseid tuletusteid. Seetõttu on 
konkreetsete ülesannete puhul kasutatud spetsiifilisi tões- 
tusmeetodeid või rakendatud lihtsamaid, kuigi mitte täielik
ke tuietusreegleid. On kasutatud ka kõrgemat järku predi
kaatarvutust . Programmeeri mise seisukohalt tähendab see, et 
lihtsad tehted suurel valemite hulgal asendatakse keeruliste 
tehetega väikesel valemite hulgal. TBestusprogrammid on 
enamasti koostatud keeles LISP (või INTERLISP).
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