Tartu Ulikool
Loodus- ja téappisteaduste valdkond
Matemaatika ja statistika instituut

Kristo Valjako

Monomorfismid moodulite
kategooriates

Matemaatika ja statistika eriala
Magistritoo (30 EAP)

Juhendaja: prof. Valdis Laan

Tartu 2018



Monomorfismid moodulite kategooriates
Magistrit6o
Kristo Viljako

Liihikokkuvote. Magistritoos on uuritud monomorfisme erinevates moodulite kategoo-
riates. Mooduleid vaadeldakse iile assotsiatiivsete ringide. Vilja toodud ja toestatud on
monomorfismide kirjeldused koikide parempoolsete moodulite kategoorias Modg, uni-
taarsete moodulite kategoorias UModp, ja piisivate moodulite kategoorias FModg. Lopuks
on toestatud, et piisivate moodulite kategooria objektide alamobjektide hulk moodustab
modulaarse vore. Monomorfismide kirjeldused ning alamobjektide vore modulaarsus on
toestatud Valdis Laane ja Ulo Reimaa artiklit ,Monomorphisms in categories of firm
acts” eeskujuks vottes, kus on toestatud analoogilised tulemused poliigoonide jaoks iile
poolrithma. Teadaolevalt on need teoreemid uued tulemused, mida pole varem moodulite
juhul toestatud.
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Monomorphisms in Categories of Modules
Master’s thesis
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Abstact. In this master’s thesis monomorphisms in different categories of modules ha-
ve been studied. Modules have been considered over associative rings. Descriptions of
monomorphisms in the category of all right modules Modg, in the category of unitary
modules UModg and in the category of firm modules FModg have been given and proved.
Finally, it is proved that, in the category of firm modules, the set of subobjects of an
object forms a modular lattice. The descriptions of monomorphisms and the modularity
of the lattice of subobjects has been proved by following analogous results for acts over
semigroups from an article by Valdis Laan and Ulo Reimaa titled “Monomorphisms in
categories of firm acts”. To our knowledge, these theorems are new results, which have
not been proved before for modules.
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Peatukk 1

Sissejuhatus

Vaadeldes mingite algebraliste struktuuride kategooriat, kus morfismideks on nende struk-
tuuride vahelised homomorfismid, on {iheks loomulikuks kiisimuseks see, et millised on
selles kategoorias erinevat tiilipi monomorfismid ja epimorfismid. Teatavasti voib mis-
tahes kategoorias vaadelda erinevat tiiiipi monomorfismide klasse (nditeks regulaarsed,
ekstremaalsed, ranged ja vasakult pooratavad monomorfismid), mis iildiselt ei pruugi
kokku langeda. Sama kehtib epimorfismide korral.

Kaéesoleva magistritoo eesméark on uurida monomorfisme erinevates moodulite kate-
gooriates, kusjuures mooduleid on vaadatud iile assotsiatiivsete ringide, mis ei pruugi
omada tihikelementi. Teadupoolest on koik injektiivsed moodulite homomorfismid mo-
nomorfismid. Naiteks koikide parempoolsete R-moodulite kategoorias Modg on homo-
morfismi injektiivsus samavéiarne selle monomorfismiks olemisega. Kuid antud t66s on
vaadeldud monda selle kategooria alamkategooriat, kus monomorfismide kirjeldus tuleb
erinev. Erilist tdhelepanu on pooratud piisivate moodulite kategooriale, kus leidub mitte-
injektiivseid monomorfisme. Piisivate moodulite kategoorias on toodud monomorfismide
kirjeldus ning 16puks on selle kirjelduse abil nédidatud, et piisivate objektide alamobjek-
tide hulk moodustab modulaarse vore.

Jargnevalt anname iilevaate antud magistritoo sisust ja struktuurist.

Esimeses peatiikis on tutvustatud kategooria moistet. Lisaks on siin dra toodud mit-
med levinud ning t66s hiljem vaja minevad kategooriateoreetilised moisted ja tulemused.
Selle peatiiki kirjutamiseks on kasutatud paljuski eestikeelset raamatut [8], kuid moéned
definitsioonid on voetud ingliskeelsest raamatust [1].

Teises peatiikis on tutvustatud levinud ning selle t66 teema jaoks vajalikke algebralisi
struktuure: ringe, mooduleid ja voresid. Koigi nende struktuuride kohta on toodud defi-
nitsioonid ja mitmed tulemused nende kohta. See peatiikk pohineb eeskétt raamatutele
[6] ja [7]. Erilist tahelepanu peaks poérama paragrahvile, mis radgib ringi Dorroh laien-



dist. Antud moistet ei ole eestikeelses kirjanduses varem vaadeldud. Kéesolev késitlus
pohineb Joe Lee Dorroh originaalartiklile [4], mis ilmus juba aastal 1932.

Kolmandas peatiikis on tutvustatud moodulite tensorkorrutist, mida on eestikeelses
kirjanduses eelnevalt viga vihe puudutatud. Siin on toodud moodulite tensorkorrutise
definitsioon ning mitmed lihtsamad omadused, mida on eestikeelses kirjanduses samuti
vahe puudutatud.. Lisaks on adra toodud ka konstruktsioon, kuidas tihti moodulite tensor-
korrutis saadakse. See peatiikk pohineb eeskétt raamatul [2]. On kasutatud ka raamatut
[12], kus on kirjutatud vektorruumide tensorkorrutisest, mis on moodulite tensorkorru-
tisele mitmete omaduste poolest sarnane.

Neljandas peatiikis on toodud antud t66 pohitulemused. Autorile (ning ta juhen-
dajale) teadaolevalt peaks kéik siin toodud teoreemid (véljaarvatud monomorfismide
kirjeldusele koigi moodulite kategoorias, lause 5.1.3) olema originaalsed tulemused. Siin-
sed teoreemid on toestatud artikli [9] eeskujul. Antud artiklis on téestatud analoogilised
tulemused teatavate poliigoonide jaoks iile poolriihmade ning antud t60s on toestatud
nende tulemuste analoogid moodulite juhu jaoks.



Peatukk 2

Kategooriateooria

Selles peatiikis tutvume kategooria definitsiooniga ning mitmete hiljem vajaminevate
kategooriateoreetiliste moistetega. Antud peatiikk pohineb raamatutel [8] ja [1].

2.1 Kategooria definitsioon

Definitsioon 2.1.1. Kategooria koosneb kahte tiitipi suurustest — objektidest ja mor-
fismidest. Kui A on kategooria, siis tema objektid moodustavad klassi, mida tdhistame
Ob(A). Mistahes jérjestatud objektipaariga (A, B) on seotud hulk Mor(A, B), mida ni-
metatakse morfismide hulgaks objektist A objekti B, nii et:

1. kui (A, B) # (A', B'), siis Mor(A, B) N Mor(A', B") = ;

2. kui f € Mor(A, B) ja g € Mor(B, (), siis eksisteerib nende kompositsioon g o f €
Mor(A, C);

3. kui morfismide kompositsioonid (ho g) o f ja ho (go f) eksisteerivad, siis nad on
vordsed;

4. mistahes objekti A korral leidub hulgas Mor(A, A) selline morfism 14, et foly = f
jalsog=giga f € Mor(A, B) jaiga g € Mor(C, A) korral.

Morfismi f € Mor(A, B) téhistame ka f: A — B ning Mor(.A) on koikide kategooria
A morfismide klass. Vahel tédhistame asjaolu, et A on kategooria A objekt ka lithemalt

Aec A

Definitsioon 2.1.2. Morfisme f € Mor(A, B) ja g € Mor(B, A) nimetatakse isomor-
fismideks, kui kehtivad tingimused fog=1gjago f = 14.

Stimboliga Iso(A) tdhistame koikide isomorfismide klassi kategoorias A.
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Definitsioon 2.1.3. Kategooriat nimetatakse konkreetseks kategooriaks, kui tema
objektid on hulgad (harilikult mingi struktuuriga), morfsmid on kujutused (mis harilikult
sdilitavad vaadeldavat struktuuri), morfsmide komponeerimine on kujutuste jérjestraken-
damine ja iithikmorfsmid on samasusteisendused.

2.2  Monomorfismid

Definitsioon 2.2.1. Kategooria A morfismi f € Mor(A, B) nimetatakse monomorfis-
miks, kui mistahes g, h € Mor(C, A) korral

fog=/foh = g=h.
Seega monomorfismid on nii 6elda vasakult taandatavad morfismid. On lihtne ndha,
et igas kehtib jargmine tulemus.

Lause 2.2.2. Igas konkreetses kategoorias on injektitvsed morfismid monomorfismid.

Monomorfismiga duaalne moiste on epimorfism, mis on paremalt taandatav morfism.

Definitsioon 2.2.3. Kategooria A morfismi f € Mor(A, B) nimetatakse epimorfis-
miks, kui mistahes g, h € Mor(B, C') korral

gof=hof = g =h.

Lause 2.2.4. Igas konkreetses kategoorias on sirjektiivsed morfismid epimorfismid.

2.2.1 Regulaarsed ja ekstremaalsed monomorfismid

Definitsioon 2.2.5. Monomorfismi f nimetatakse ekstremaalseks, kui sellest, et f =
goe ja e on epimorfism jareldub, et e on isomorfism.

Definitsioon 2.2.6. Morfismide g, h € Mor(B, C') vordsustajaks nimetatakse objekti
A koos morfismiga f € Mor(A, B), kui

1. gof=hof:
2. kui morfismi e € Mor(M, B) korral kehtib vordus goe = hoe, siis leidub parajasti
tiks morfism m € Mor(M, A) nii, et e = f om.

Asjaolu, et f koos objektiga A on morfismide g, h vordsustaja, mérgitakse (f, A) ~
Edq(g, h). Eelnevas definitsioonis nimetatakse tingimust 2 ka vordsustaja universaal-
omaduseks ning selle kohaselt peab vordsustaja puhul jirgnev diagramm kommuteeru-
ma (joonis 2.1).



Joonis 2.1

Lause 2.2.7. Kui (f, A) on vordsustaja, siis morfism f on monomorfism.

TOESTUS. Olgu f € Mor(A, B) (koos objektiga A) morfismide g,h € Mor(B, C') vord-
sustaja ja olgu morfismid k, e € Mor(D, A) sellised, et fok = foe. Tulenevalt vordsustaja
definitsioonist kehtib

go(fok)=ho(fok).

Seega peab leiduma iiheselt madratud m € Mor(D, A) nii, et f om = f o k. Morfismi m
rolli sobivad aga nii k kui ka e. Tulenevalt morfismi m iihesusest, siis & = e, mistottu f
on monomorfism. [

Definitsioon 2.2.8. Morfismi f: A — B nimetatakse regulaarseks monomorfis-
miks, kui see koos objektiga A on mingite morfismide g, h: B — C vordsustaja.

Lause 2.2.9. Iga requlaarne monomorfism on ekstremaalne monomorfism.

TOrsTUS. Olgu f € Mor(A, B) regulaarne monomorfism, seega leiduvad morfismid
g,h € Mor(B,C) nii, et f on nende vordsustaja. Lisaks kehtigu f = koe, kus e €
Mor(A, E) on epimorfism ja k € Mor(E, B) mingi morfism. Sel juhul kehtib

(hok)oe=ho(koe)=hof=gof=go(koe)=(gok)oe.

Jarelikult hok = gok, kuna e on epimorfism. Seega tulenevalt vordsustaja definitsioonist
leidub tépselt iiks morfism m: E — A nii, et k = f o m. Paneme téhele, et

fola=f=koe=(fom)oe= fo(moe).

Kuna f on ténu lausele 2.2.7 monomorfism, siis 14 = moe. Teiselt poolt paneme téhele,
et

lpoe=e=coly=eo(moe)=(eom)oe.
Millest jareldub, et 1z = e o m, kuna e on epimorfism. Kokkuvottes saime, et e on

isomorfism, millest tuleneb, et f on ekstremaalne monomorfism. [

Seega ndeme, et kui f on regulaarne monomorfism, siis on ta ka ekstremaalne mono-
morfims, millest omakorda jareldub, et f on monomorfism.



2.3 Alamkategooriad

Definitsioon 2.3.1. Kategooria .4 alamkategooria B koosneb

1. kategooria A objektide klassi Ob(.A) alamklassist Ob(B);
2. iga objektipaari (B, B") € Ob(B) x Ob(B) jaoks leiduvast hulgast Mors(B, B') C
Mor 4(B, B') nii, et
(a) kui f € Morg(B, B) ja g € Morg(B', B"), siis g o f € Morg(B, B"),
(b) iga B € Ob(B) korral 15 € Morg(B, B).

Definitsioon 2.3.2. Kategooria 4 alamkategooriat B nimetatakse taielikuks alamka-
tegooriaks, kui iga kahe objekti B, B' € Ob(B) korral on kategoorias B koik morfismid
objektist B objekti B’, mis ka kategoorias A s.t.

B,B"€ Ob(B) = Morg(B,B’) = Mor(B, B’).

Definitsioon 2.3.3. Oeldakse, et kategooria A alamkategooria B on reflektiivne alam-
kategooria, kui iga A € Ob(A) jaoks leiduvad B € Ob(B) ja r € Mor4(A, B) nii, et

VB € Ob(B)Vf € Mor4(A, B')3lf" € Morg(B,B'):  flor=f.

Joonis 2.2

Lause 2.3.4. Olgu B kategooria A reflektiivne alamkategooria ja f € Morg(B, B'). Siis

1. f on monomorfism kategoorias A parajasti siis, kui f on monomorfism kategoorias
B,

2. f on morfismide g,h € Morg(B', B") vordsustaja kategoorias A parajasti siis, kui
f on nende morfismide vordsustaja kategoorias B.



TOESTUS.

1. (=)
Tuleneb otse definitsioonist ning kehtib igas alamkategoorias.
(<)
Olgu f: B — B’ monomorfism kategoorias B ja kehtigu fog = f o h, kus g,h €
Mor 4(A, B). Siis leidub objekt B” € Ob(B) ja r € Mora(A, B”) nii, et iga B €
Ob(B) ja u € Mor4(A, B) jaoks leidub tépselt iiks morfism f': B” — B nii, et
flor=u.

Rakendame seda omadust morfismidele g ja h, nimelt leiduvad ithesed morfismid
kg, kn: B" — B kategoorias B nii, et k, or = g ja kj, or = h. Sel juhul

(fokyor=fog=foh=(foky)or

Vastavalt tihesusele f ok, = f o k;. Kuna f on monomorfism kategoorias B, siis
ky = ki,. Seega g = h.

2. (=)
[lmne.
(<)
Olgu f: B — B’ morfismide g, h € Morg(B', B") vordsustaja kategoorias B. Vaat-
leme objekti A € Ob(A) koos morfismiga e € Mor 4(A, B'), mille korral goe = hoe.

Vastavalt reflektiivse alamkategooria definitsioonile leiduvad objekt C' € Ob(B) ja
morfism 1 € Mor4(A, C) nii, et leidub tépselt iiks selline morfism ¢’ € Morg(C, B'),
et ¢ or = e. Tulenevalt aga asjaolust, et f (koos objektiga B) on vordsustaja
alamkategoorias B, saame, et leidub ithene morfism f’ € Morg(C, B) nii, et fo f' =
¢’. Paneme tahele, et kehtivad vordused

fo(flfor)=(fof)or=¢€or=e,

mis tihendab, et morfism f or: A — B muudab vajaliku kolmnurga kommuta-
tiivseks.

Oletame, et leidub veel teinegi morfism ' € Mor (A, B) nii, et for’ = e. Sel juhul
for'=fo(f or). Kuna f on kategoorias B monomorfism ténu lausele 2.2.7, siis,
vastavalt antud teoreemi osale 1, on ta monomorfism ka kategoorias A. Jérelikult
r" = f'or. Sellega oleme toestanud, et morfism f'or: A — B on iihene, mistottu
paar (f, B) on vordsustaja kategoorias A.

Jareldus 2.3.5. Olgu B kategooria A reflektiivne alamkategooria. Kui kategoorias A
monomorfismid ja requlaarsed monomorfismid langevad kokku, siis ka kategoorias B lan-
gevad monomorfismid ja requlaarsed monomorfismid kokku.
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Jérgnevalt anname ka reflektiivse alamkatgooria duaalse moiste definitsiooni.

Definitsioon 2.3.6. Oecldakse, et kategooria A alamkategooria B on koreflektiivne
alamkategooria, kui iga A € Ob(A) korral leiduvad objekt B4 € Ob(B) ja morfism
cqa: B — A nii, et

VB’ € Ob(B)Vf € Morg(B', A)3f' € Mora(B', Ba): caof = f.

Joonis 2.3

2.4 Funktorid ja loomulikud teisendused

Olgu A ja B kategooriad ning olgu F' eeskiri, mis seab kategooria A igale objektile A
vastavusse kategooria B iiheselt méératud objekti F'(A) ja kategooria A igale morfismi-
le f kategooria B iiheselt médratud morfismi F'(f). Edaspidi nimetame sellist eeskirja
kujutuseks.

Definitsioon 2.4.1. Kujutust F': A — B nimetatakse (kovariantseks) funktoriks
kategooriast A kategooriasse B, kui:

1. iga f € Mor4(A, A') korral F(f) € Morg(F(A), F(A"));

A: A / A
5. ray—29 el
Joonis 2.4

2. F(go f) = F(g) o F(f) mistahes morfismide f ja g korral, mida saab kategoorias
A komponeerida;
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3. iga A € Ob(A) korral F(14) = 1p(a).

Definitsioon 2.4.2. Olgu F,G: A — B kaks (kovariantset) funktorit kategooriast
A kategooriasse B. Loomulik teisendus 7: F — G funktorist F' funktorisse G on
kategooria B morfismide siisteem (n4: F(A) = G(A))acoba), mis on idekseeritud A
objektide jéargi, mille korral n4:0 F(f) = G(f)ona kategooria A iga morfismi f: A — A’
korral.

Kui 7 on loomulik teisendus, siis jirgmine diagramm kommuteerub (joonis 2.5).

F(A)— 4 a4
F(f) G(f)
F(A) G4
Joonis 2.5
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Peatukk 3

Ringid, moodulid, vored

Selles peatiikis tutvustan ma tuntud algebralisi struktuure: ring, moodul ja vore. See
peatiikk on kirjutatud eeskitt raamatute [6] ja 7] pohjal.

3.1 Ringid

3.1.1 Ringi definitsioon

Definitsioon 3.1.1. Hulka R nimetatakse ringiks, kui temas on defineeritud kaks bi-
naarset algebralist tehet, liitmine +: R X R — R ja korrutamine -: R X R — R nii, et
kehtivad tingimused:

SHBA I e

Vr,s,te€e R (r+s)+t=r+(s+1),

e RVreR: O0+r=r+0=r,

Vre R3—reR: r+(—r)=-r+r=0,
Vr,se R: r+s=s-+r,

Vr,s,t € R: (rs)t =r(st),

Vr,s,t € R (r+s)t=rt+st & r(s+t)=rs+rt.

Muuhulgas on paar (R, +) Abeli rithm.

Definitsioon 3.1.2. Ringi R nimetatakse iihikelemendiga ringiks, kui temas leidub
element 1 nii, et iga elemendi r» € R korral

lr=r1=r.

Elementi 1 nimetatakse ringi R lihikelemendiks.

13



Naiide 1. Olgu X mittetiihi hulk, siis (P(X); A, N) on ring, mille iihikelemendiks on X.
(Stimbol P(X) tahistab hulga X potentshulka ning A stimmeetrilist vahet.) O

Ringi R korral tdhistame
RR:={rri+...+mr, | kEN, r,r, ... .17, € R}

Definitsioon 3.1.3. Ringi R nimetatakse idempotentseks, kui R = RR.

Seega ring R on idempotentne, kui tema iga element r on esitatav summana korru-
tistest:
T=Tr b T,
kus 71,...,7%, 71, ..., 7 € R. Iga iihikelemendiga ring on idempotente, kuid vastupidine

el kehti.

Niide 2. Olgu X lopmatu hulk ja Pg,(X) tema koigi 1oplike alamhulkade hulk. Siis
(Prn(X); A, N) on ring, milles ei ole tihikelementi, kuid mis on idempotentne, sest A =
AN A hulga X iga 16pliku alamhulga A korral. O

Néiide 3. Vaatleme ringi Z, otseasme [[,-,Z, alamhulka R, mis koosneb jadadest
(ay,...,a,,0,0,...), milles on 16plik arv nullist erinevaid komponente. Siis R on ring
komponenthaaval defineeritud tehete suhtes. Selles ringis ei ole ithikelementi, kuid ta on
idempotentne, sest iga element esitub idempotentide summana. Naiteks

3.1.2 Dorroh laiend

Kui R on ring, r € R ja x € N, siis defineeritakse korrutis
rri=r—+r+...+r.
—_————
z liidetavat

Lisaks sellele loetakse, et Or = 0, kus esimene null on téaisarv ja teine on ringi R nullele-
ment, ning defineeritakse

z liidetavat
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Sellega on defineeritud ringi elemendi r ja mistahes tdisarvu z € Z korrutis zr. Lihtne
on veenduda, et mitahes z € Z ja s, € R korral

x(rs) = (zr)s = r(xs).

Jargneva definitsiooni olen kirja pannud J. L. Dorroh! 1932. aastal ilmunud artikli
[4] pohjal.

Definitsioon 3.1.4. Ringi R Dorroh laiendiks nimetatakse ringi (R x Z;+, ), kus
liitmine + ja korrutamine - on defineeritud jérgnevalt:

(r,2) + (s,2) :== (r+ s,z + ),
(r,z)-(s,x):= (rs+ zs + ar, zz).

Lause 3.1.5. Dorroh laiend on iihikelemendiga ring.

TOEsTUS. Olgu R ring. Vaatleme selle ringi Dorroh laiendit (R x Z;+,-). Ilmselt on
hulk (R x Z;+) Abeli rithm. Olgu (r, 2), (s, x), (t,y) € R x Z, siis
((r,2)+(s,2) - (ty) = (r+s,2+2) (Ly) =
(r+s)t+(z+a)t+y(r+s),(z+z)y) =
((rt + 2t + yr) + (st + xt + ys), zy + xy) =
rt + zt +yr, zy) + (st + ot + ys, xy) =
2) - (Ly) + (s,2) - (ty).

Teine distributiivsuse seadus tuleb analoogiliselt.

= (
= (r,

Uurime, kas defineeritud korrutis on assotsiatiivne. Olgu (r, 2), (s, ), (t,y) € R X Z,
siis
((r,z) - (s,2)) - (t,y) = (rs+ zs + ar,zz) - (t,y) =

= ((rs+zs+ar)t + (za)t + y(rs + zs + ar), zzy) =

= (rst+ zst + xrt + zxt + yrs + yzs + yar, zxy) =

(TSt +rat + rys 4+ zst + zat + zys + xyr, Z:Ey)

(T (st + zt +ys) + z(st + xt + ys) + xyr, zxy)

= (r,z) - (st+at +ys,ay) =

—(r,2) - ((5.2) - (L)),
Seega Dorroh laiendi korrutamine on assotsiatiivne. Jérelikult on Dorroh laiend R x Z
ring. Temas on ka ithikelement (0, 1). Toepoolest, olgu (7, 2) € R X Z, siis
(r,z)-(0,1) = (r0+ 20 + 1r, 21) = (r, 2).

Analoogiliselt ka (0,1) - (r, 2) = (r, 2). =

1Joe Lee Dorroh — USA matemaatik
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Dorroh laiendiga seotud pohiteoreemi jaoks toon éra ringide homomorfismi definit-
siooni.

Definitsioon 3.1.6. Olgu R ja S ringid. Kujutust f: R — S nimetatakse ringide
homomorfismiks, kui ta on kooskolas koikide tehetega, s.t.

flri+mre) = f(r1) + f(r2),
flry-r) = f(ri) - f(r2),
f(0) =0,

mistahes 1,72 € R korral.

Jargnevalt on toodud teoreem, millest tuleb vilja, miks Dorroh laiend on kasulik
ringide uurimise juures.

TEOREEM 3.1.7 (Dorroh). Iga ringi saab sisestada thikelemendiga rings.
TOESTUS. Vaatleme kujutust

f:R—=RXZ, f(r)=(r0).
[lmselt on see injektiivne. Olgu r, s € R, siis

fir4+s)=(r+s0)=(+s0+0)=(r0)+(s50) = f(r)+ f(s),
f(rs) = (rs,0) = (rs+0s+0r,0-0) = (r,0) - (s,0) = f(r)- f(s).

Seega on kujutus f ringide homomorfism. Kokkuvottes saab ringi R sisestada ringi R X Z
injektiivse homomorfismi f abil. [

3.2 Moodulid

3.2.1 Mooduli definitsioon

Olgu R ring.

Definitsioon 3.2.1. Hulka M nimetatakse parempoolseks R-mooduliks, kui temal
on defineeritud liitmine +: M x M — M ja kujutus -: M x R — M, mis rahuldavad
tingimusi:

1. paar (M;+) on Abeli rithm,
2. Vm,n € MVre R:  (m+n)r=mr+nr,
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3. Vme MVr,s € R:  m(r+s)=mr+ms,
4. ¥Yme MVr,s € R: m(rs) = (mr)s.

Kui M on parempoolne R-moodul, siis kirjutatakse ka Mpg.

Naiide 1. Olgu S ring. Vaatleme otseastet S™ = {(s1,82,...,5,) | S1,82,...,8, € S}.
Hulk S™ on parempoolne moodul iile ruutmaatriksite ringi Mat,, ,(5), kus liitmine on
defineeritud komponenthaaval ning kujutus S" x Mat,, ,,(S) — S™ on defineeritud kui
tavaline maatriksite korrutamine

qgit q12 --- qin
g21 g22 ... (2n " " -
(517327---7Sn) . . . . = (ZSkalaszQka--aZSk'an> .
: : : : k=1 k=1 k=1
dn1 4n2 --- Q4nn

n

Analoogiliselt defineeritakse ka vasakpoolne R-moodul. Moodulit M, mis on korraga
nii parempoolne R-moodul kui vasakpoolne S-moodul ja mis rahuldab tingimust

(sm)r = s(mr)

igam € M, s € Sjar € Rkorral, nimetatakse bimooduliks. Ring R on ise ka R-moodul
Rpg, kui vajalikud kujutused R x R — R defineerida ringi liitmis- ja korrutamistehte abil.
Mooduli My korral tdhistame

MR :={myri+...+myrp |k €N, my,... mpy € M, rq,....,7 € R}.

Definitsioon 3.2.2. R-mooduli My alamhulka N nimetatakse alammooduliks, kui ta
on kinnine mooduli M tehete suhtes, s.t.

I.VmneM: (mneN = m+néeN),
2.VYme MVYreR:(imeN = mreN,).

Mooduli My ja tema alammoodulite N, N1, Ny C M korral tdhistame

m+N:={m+n|neN} (meM),
Ny + Ny = {n1+n2|n1 ENl, ) €N2}.

Definitsioon 3.2.3. Olgu N R-mooduli My alammoodul. Hulka M/N = {m+N | m €
M}, kus tehted on defineeritud jérgnevalt:

(m1+ N)+ (ma + N) == (m1 +mga) + N, my,my € M,
(m+ N)r:=(mr)+N, meM,reR,

nimetatakse mooduli M faktormooduliks alammooduli N jérgi.
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Faktormooduli M/N elementi m + N téhistame lithidalt [m]. Lihtne on veenduda, et
kehtib jargmine tulemus.

Lemma 3.2.4. Olgu M/N faktormoodul ja my,ms € M. Siis [my] = [ma] parajasti siis,
kui m; —mq € N.

3.2.2 Moodulite homomorfismid

Definitsioon 3.2.5. Olgu Mg ja Ni parempoolsed R-moodulid. Kujutust f: M — N
nimetatakse parempoolsete R-moodulite homomorfismiks, kui iga my,ms,m € M ja
iga r € R korral kehtivad

f(my +mg) = f(m1) + f(ma),
f(mr) = f(m)r.

Koigi R-moodulite homomorfismide hulka moodulist M moodulisse N téhistame
Hompg (M, N). Koéigi parempoolsete R-moodulite kategooriat tdhistame Modg, kus ob-
jektideks on R-moodulid ja morfismideks on R-moodulite homomorfismid. Koigi vasak-
poolsete R-moodulite kategooriat tdhistame stimboliga zpMod. Kui Mk on parempoolne
R-moodul, siis hulka Hompg(R, M) voib vaadelda parempoolse R-moodulina tehete suh-
tes, mis on defineeritud jargmiselt:

(f +9)(r) == f(r) +9(r)
(f - 8)(r) = f(sr),

kus f,g € Homg(R, M) jar,s € R.

Lemma 3.2.6. Olgu Mg parempoolne R-moodul. Siis kujutus A\pr: M — Hompg(R, M),
mis on defineeritud vordusega

(as (m)) (r) := mr,

kus m € M ja r € R, on parempoolsete R-moodulite homomorfism.

TOEsTUS. Olgu My € Modg. Vaatleme lemmas defineeritud kujutust \y;. Kontrollime,
kas kujutus Ay; on kooskolas mooduli M tehetega. Olgu my, mg,m € M ja s,r € R. Sel
juhul

()\M(ml + mg))('f’) = (m1 + m2)r =1mur + mer = ()\M<m1) + )\M(mg))(’f’),
(A (ms))(r) = (ms)r = m(sr) = Ay (m)(sr) = (A (m) - 5)(r).

Seega Ay on R-moodulite homomorfism. [
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Stimboliga CModp téhistame kategooria Modg téaielikku alamkategooriat, mille ob-
jektideks on sellised moodulid My, mille korral Ay, on bijektiivne (s.t. parempoolsete
R-moodulite isomorfism). Sellist kategooriat on vaadeldud néiteks artiklis [11] ja teistes
L. Marini® artiklites.

3.2.3 Unitaarsed moodulid

Definitsioon 3.2.7. Parempoolset R-moodulit Mg nimetatakse unitaarseks, kui
MR = M, s.t.

VYme Mk e Ndmq,...,mp € Mdr,...,rp, € R:  m=mqry + ...+ mgrg.

Stimboliga UModg tdhistame koigi unitaarsete parempoolsete R-moodulite kategoo-
riat.

Ringi R idempotentsus on samaviérne sellega, et moodul R on unitaarne.

Lause 3.2.8. Olgu R iihikelemendiga ring. Siis moodul Mg on unitaarne parajasti siis,
kui 1ga m € M korral m1 = m.

TOESTUS.

(=)

Olgu Mg unitaarne ja m € M. Sel juhul leiduvad mq,...,my € M jary,...,r, € R nii,
et m=myry + ...+ myr,. Jarelikult

ml = (myry + ... +myr)l = (myr) 1+ .o+ (mgrg) L = ma(rl) + ..o+ mg(rgl) =

=1mry + ... +mpry = m.

(=)
Kehtigu iga m € M korral m1 = m. Sel juhul M R = M ehk Mpg on unitaarne. [

Lemma 3.2.9. Olgu R idempotentne ring. Kui Ny ja Ny on mooduli Mg unitaarsed
alammoodulid, siis ka N1 + No on Mg unitaarne alammoodul.

TOgrsTUS. Niitame, et N; + Ny on alammoodul. Olgu n,m € N; + Ny, siis leiduvad
ni, my € Ny ja ng,mg € Ny nii, et n = ny + ny ja m = my + my, lisaks olgu r € R. Sel
juhul

n+m=(ny+n) + (my +my) = (ny +my) + (ng + ms) € Ny + Ny,
nr = (ny + n2)r = nyr + ner € Ny + No.

2Leandro Marin — Hispaania matemaatik

19



Kokkuvottes on N; + Ns kinnine mooduli M tehete suhtes.

Paneme tahele, et
(N7 + Ny)R = N1R + NyR = Ny + No.
Seega alammoodul N; + Ny on unitaarne. m

Lemma 3.2.10. Unitaarse mooduli faktormoodul on unitaarne.

TOEsTUS. Olgu Mg unitaarne moodul ja N tema alammoodul. Vaatleme elementi m €
M. Kuna M on unitaarne, siis leiduvad mq,...,my € M ja ry,...,rp, € R nii, et m =
miry + . .. + myry. Niid vaatleme faktormoodulit Az := M /N ning selle elementi [m)].
Siis

[m] = [mary + ..o+ mgre] = [mar] + .4 [ere] = [ma]r + o+ [ re.

Seega moodul Ar on unitaarne. [

Lemma 3.2.11. Kui R on idempotentne ring ja Mgr moodul, siis M R on suurim mooduli
Mpg alammoodul, mis on unitaarne.

TOEsTUS. Kirjutame vélja hulga M R kuju

k
MR = {thrh

h=1

keN, r, € R, mheM}.

Niiiid néditame, et M R on alammoodul. Olgu a,b € M R, siis leiduvad k,l € N, aq,...,a; €
Mby,...;br, € M jari...,r ty,...,t, € Rnii, et a = a7y + ... +qr; ja b =
bit1 + ...+ bit,. Vaatleme liitmist:

a+b=(a1r1+...+ar)+ (bit1+...+bty) =arri+ ... +ar+ bty +. ..+ bty € MR.
Vaatleme mooduli korrutamist:
as = (ayr1 + ...+ agry)s = a1(rs) + ... + ar(rps) € MR.

Seega M R on alammoodul. Moodul M R unitaarne, sest (M R)R = M(RR) = M R. Néi-
tame, et M R on suurim unitaarne alammoodul. Selleks vaatleme unitaarset alammoodu-

lit X. Olgu x € X. Kuna X on unitaarne, siis leiduvad xq,...,2; € X ja s1,...,5: € R
nii, et © = x181 + ... + xgsg. Sel juhul aga x € M R. See tdhendab, et X C M R. Seega
toesti M R on suurim unitaarne alammoodul. [

TEOREEM 3.2.12. Igat parempoolset R-moodulit saab vaadelda unitaarse parempoolse
(R x Z)-moodulina, kus (R X Z) on ringi R Dorroh laiend.
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TOEsTUS. Olgu M € Modg. Defineerime ringi R x Z elementidega korrutamise -: M x
(R x Z) — M jérgnevalt
m - (r,z) = mr+ zm,
kus m € M, r € R ja z € Z. Kusjuures korrutis zm on defineeritud vordusega
zm=sgn(z)(m+...+m).
~—_——
|z] liidetavat
Selliselt defineeritud korrutis rahuldab koiki vajalikke mooduli aksioome. Olgu m,n € M
ja (r,2),(s,x) € R X Z, siis
(m+n)(r,z) =(m+n)r+z(m+n)=mr+nr+zm+zn=
= (mr + zm) + (nr + zn) = m(r, z) + n(r, 2),
m((r,z) + (s,z)) =m(r+s,z+z) =m(r+s)+ (z+x)m=mr+ms+ zm+axm =
= (mr + zm) + (ms + am) = m(r, z) + m(s, x),
m((r,z) - (s,x)) = m(rs + zs + ar, zx) = m(rs + zs + zr) + (za)m =
= (mr +mz)s + x(mr +mz) = (m(r, 2))(s, z).
Lisaks on moodul M(gyz) unitaarne, kuna iga m € M korral
m =m0+ 1m =m(0,1).
]

Lause 3.2.13. Abeli rihma (R x Z;+) voib vaadelda parempoolse R-moodulina, kus
kujutus (R X Z) x R — R X 7 on defineeritud vordusega

(r,2z)s :== (rs+ zs,0).

TOEsTUS. Olgu R ring. Vastavalt lausele 3.1.5 on ringi R Dorroh laiend R x Z Abeli
rithm liitmise suhtes. Uurime, kas ka iilejddnud mooduli tingimused on taidetud. Olgu

(r1,21), (r2, 22), (1, 2) € R X Z ja s1, 82,5 € R, siis
((r1,21) + (re,20)) s 1+ 1o, 21 +1r2)s = ((r1 +72)s + (21 +72)s,0) =

(r1 4 21)s,0) + ((r2 + 22)8,0) = (11, 21)s + (79, 22)s,

= (
= (
(r,2)(s1+ s2) = (r(s1+ s2) + 2(s1 + 52),0) = ((rs; + zs1) + (rsg + 282),0) =
= (rs; + 251,0) + (rsg + 252,0) = (r, 2)s1 + (1, 2)sa,
= (

((r,2)s1) 82 = (rs1 + 251,0)s2 = ((rs1 + 281)s2 + 0s2,0) =
= ((rs1)se + (251)s2,0) = (r(s172) + 2(5152),0) = (1, 2)(5152)-

Seega on koik definitsioonis 3.2.1 toodud tingimused tdidetud ning Dorroh laiend R x Z
on parempoolne R-moodul. [
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3.3 Vored

3.3.1 Vore definitsioon

Annan siinkohal kaks esmapilgul erinevat definitsiooni vorele.

Definitsioon 3.3.1. Osaliselt jarjestatud hulka L nimetatakse voreks, kui selle igal
kahel elemendil a,b € L leidub iilemine raja sup(a, b) ja alumine raja inf(a, b).

Definitsioon 3.3.2. Hulka L koos kahe binaarse tehtega A ja V nimetatakse voreks, kui
iga a, b, c € L korral kehtivad:

1. (avb)Ve=aV(bVec), 5. (aAb)ANe=aAN (bAc),
2. aVb=>bVa, 6. aNb=0bAa,

3. aVa=a, 7. aNa=a,

4. (aVb)Aa=a, 8. (aAb)Va=a.

Osutub, et need kaks definitsiooni langevad kokku, kui votta

sup(a, b) :=a Vb,
inf(a,b) == a Ab.

Selle fakti toestuse voib leida raamatust [7] (Teoreem 8.1.4). Koikide vorede kategooriat
téhistatakse Lat.

Definitsioon 3.3.3. Voret L nimetatakse taielikuks, kui tema igal mittetiihjal alam-
hulgal leidub alumine ja iilemine raja.

Jargnevalt toon &ra iithe kasuliku lause, mille toestuse voib leida raamatust [3| (teo-
reem 2.31).

Lause 3.3.4. Jarjestatud hulk L on tdielik vore parajasti siis, kui hulga L igal mittetihjal
alamhulgal on olemas alumine raja ning hulk L sisaldab suurimat elementi.

Definitsioon 3.3.5. Voret L nimetatakse modulaarseks, kui iga a,b, ¢ € L korral

a<c = (aVb)Ac=aV(bAc).

3.3.2 Vorede isomorfsus

Definitsioon 3.3.6. Olgu (P, <) ja (Q, <') osaliselt jirjestatud hulgad. Oeldakse, et
kujutus f: P — @ on
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1. jarjestust sailitav, kui

Va,be P: (a<b = f(a) < f(b)),

2. sisestus, kui
Va,be P: (a<b <= f(a) < f(b)).

Definitsioon 3.3.7. Osaliselt jarjestatud hulki (P, <) ja (@, <') nimetatakse isomorf-
seteks, kui leiduvad jarjestust sailitavad kujutused f: P Qjag: Q — P nii et
gof=1pjafog=1lq.

Definitsioon 3.3.8. Voresid L ja L' nimetatakse isomorfseteks, kui leiduvad alumisi
ja tilemisi rajasid siilitavad kujutused f: L — L' ja g: L' — L nii, et go f = 1 ja
fog=1p.

Lihtne on néha, et kehtib jargmine tulemus.

Lause 3.3.9. Kehtivad jargmised vdited:

1. osaliselt jarjestatud hulgad P ja Q) on isomorfsed parajasti siis, kui leidub stirjek-
tisune sisestus f: P — Q;

2. kui osaliselt jarjestatud hulgad P ja () on isomorfsed ja () on vore, siis ka P on
vore, mis on isomorfne vorega Q).
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Peatukk 4

Moodulite tensorkorrutis

Selles peatiikis tutvustan moodulite tensorkorrutist. Selleks olen pohiliselt kasutanud
raamatut [2].

4.1 Uldine definitsioon

Olgu R ring ning Mg parempoolne R-moodul ja g N vasakpoolne R-moodul.

Definitsioon 4.1.1. Olgu A Abeli rithm. Kujutust g: M x N — A nimetatakse R-
tasakaalustatuks, kui kehtivad jargnevad tingimused:

1. Vmqy,my € M¥n € N: [(mq + mg,n) = B(my,n) + B(ma,n),
2. Vm € MVny,ny € N: B(m,ny + ny) = S(m,ny) + 5(m, nsy),
3. Vm e MVn € NVr € R: (mr,n) = B(m,rn).

Definitsioon 4.1.2. Olgu T Abeli rithm ja 7: M x N — T R-tasakaalustatud kujutus.
Paari (T, 7) nimetatakse moodulite Mg ja g N tensorkorrutiseks, kui iga Abeli rithma
A ja iga R-tasakaalustatud kujutuse 5: M x N — A korral leidub parajasti iiks Abeli
rithmade homomorfism f: T — A nii, et = for.

Seega, kui paar (T, 7) on tensorkorrutis, siis jargnev diagramm kommuteerub iga abeli
rithma A ja R-tasakaalustatud ( korral (joonis 4.1).

Joonis 4.1
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Moodulite Mg ja gN tensorkorrutise (7', 7) korral tahistame M ®g N := T voi ka
lihtsalt M ® N ning iga elemendi (m,n) € M x N korral m ® n := 7(m,n). Kusjuures
edaspidi nimetame tensorkorrutiseks ka lihtsalt Abeli rithma M ®z N.

Osutub, et moodulite My ja gIN tensorkorrutis on isomorfismi tdpsuseni iiheselt méa-
ratud.

Lause 4.1.3. Kui (T,7) ja (T",7') on kaks moodulite Mg ja rN tensorkorrutist, siis
leidub Abeli riihmade isomorfism f: T — T nii, et 7' = forT.

TOEsTUS. Olgu (T, 7) ja (T',7") kaks moodulite My ja gpN tensorkorrutist. Seega lei-
duvad iihesed Abeli rithmade homomorfismid f ja ¢ nii, et jirgnevad diagrammid kom-
muteeruvad.

M x N M x N
T%TI /%T
I T
Joonis 4.2 Joonis 4.3

Lisaks kommuteeruvad ka kolmnurgad jargmises diagrammis.

M x N

A7

T%T’%T

1T
Joonis 4.4
Seega iihesuse noude tottu g o f = 1p, analoogiliselt ka f o g = 17. Jarelikult on
tensorkorrutised (7',7) ja (T',7') Abeli rithmadena isomorfsed. ]

4.2 Moodulite tensorkorrutise konstruktsioon

Selles paragraahvis tutvustan iihte viga levinud viisi, kuidas konstrueerida moodulite
tensorkorrutist. Olgu R ring ning Mg parempoolne R-moodul ja g N vasakpoolne R-
moodul. Vaatleme hulka

ZMXN) = [ M x N — Z| f(m,n) # 0 16pliku arvu paaride (m,n) korral }.
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On lihtne néha, et hulk ZM*™) on Abeli rithm liitmise
(f +9)(m,n) := f(m,n) +g(m,n), (m,n)€MxN
suhtes. Selle Abeli rithma nullelement on nullkujutus
co: M x N —=Z, (m,n)—0.

Vaatleme kujutusi z(m,: M X N — Z, kus (m,n) € M x N, mis on defineeritud
jargnevalt
1 P
Syl 1= 4 b L7 70) = (o))
0, ((m',n') # (m,n)).

Imselt iga (m,n) € M x N korral () € ZM*M. Abeli riihm Z®**N on vaba (s.t.
temas leidub baas), kusjuures tema baas on hulk

B:={xmn | (m,n) e M x N}.
Tahistame

/{Z.T(mm) = T(m,n) 4+ ...+ T(mn)s ke N,

k liidragavat
2T(mm) = —(|2|Tmm)), 2€Z,
Ox(m,n) ‘= Co,
Lx () = {2Tmnl|2 € L} .

Baasi iga elemendi x(,, ) korral on hulk Zx,, ) Abeli rithma ZMN) glamrithm. Abeli
rithm ZM*N) esitub alamrithmade 2 (1 ) Sisemise otsesummana, s.t.

. k
Z(MXN) = Z Zx(rmn) — {Zth(mh,nh)

(m,n)eMxN h=1

keN, z, € Z, (mh,nh)EMxN}.

(4.2.1)
Seega koosneb hulk ZWM*N) ]gplikest iiheselt médratud summadest. Vaatleme hulga
ZM*N) alamrithma K, mis on genereeritud jargnevate elementide poolt:

$(m1+m2,n) - x(ml,n) - x(mg,n)a
L(mni4nz) — L(mmn1) — L(mna);

T(mrm) — L(m,rn),
kus my, ma,m € M, ny,ny,n € N jar e R. Iga f € ZM*N) korral tihistame
fl=Ff+K={f+glge K}
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Vaatleme faktorrithma
T:=72MN /K = {[f]|f € ZMM},
millel liitmistehe on defineeritud vordusega

[fi] + [fo] = [fi + fal,

kus fi, fo € ZWN) | Lisaks defineerime kujutuse 7: M x N — T vordusega
T(m,n) = [Zamn)) = T + K.

Lause 4.2.1. FEelnevalt konstrueeritud paar (T, T) on moodulite M ja gN tensorkorru-
t1s.

Eelnev lause on toestatud raamatus [2] (lause 19.2). Kuna vastavalt lausele 4.1.3
on erinevad moodulite Mz ja gN tensorkorrutised isomorfsed, siis voib tensorkorrutise
(M ®r N, ) korral alati iildisust kitsendamata eeldada, et see on saadud siin punktis
toodud konstruktsiooni abil.

Toome sisse tahistuse
men = [T,

kus m € M jan € N. Kuna elemendid x(,,,) on riihma ZM*N) moodustajad, siis
elemendid m ® n on faktorrithma M ® N moodustajad.

4.3 Moodulite tensorkorrutise omadused

Lause 4.3.1. Tensorkorrutise M Qg N 1iga element on esitatav lopliku summana moo-
dustajatest:

k
th®nh, (k’GN, my € M, ’thEN). (431)
h=1
Lisaks kehtivad jargnevad omadused:

Vmy,me € MYn € N: (my+ma) @n = (my @n)+ (ma®@n),
Vm e MVni,ne € N: m® (n; +ng) = (m®n;) + (mng),
Vme MVne NVre R: mr®n=m®rn,

0® 0 on Abeli rihma M ® N nullelement,

Vme MVne N: —(m®&n)=(—m)®n.

Crds Lo o =
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TOESTUS. Vaatleme tensorkorrutist M ® N. Vastavalt lausele 4.1.3 voime eeldada, et
see on saadud kasutades konstruktsiooni eelmisest paragrahvist. Seega on tensorkorrutis
M @ N faktorrithm Z3>*N) /K eelmises paragraahvis kirjeldatud alamrithma K jargi.
Mistottu iga element avaldub kujul

k k k
[Z th(mhynh)] = Z Zh[$(mh7nh)] - Z Zh(mh ® nh)>
h=1 h=1 h=1

kus k € N, z;, € Z ja (mp,ny) € M x N. Lisaks, kui mingi h € {1,...,k} korral z, # 1,
siis voime liidetavat my, ®@ny, lisada summasse |z;,| korda ning vajadusel saab miinusmérgi
viia liidetava mj;, ® ny, sisse (vastavalt omadusele 5).

Vastavalt definitsioonile iga m € M jan € N korral m ® n = 7(m,n), kus 7 on
tasakaalustatud kujutus. Omadus 1 kehtib kuna

(my +mg) @n =71(my + mg,n) = 7(my,n) + 7(Me,n) = my @n+my n,

kus my,ms € M jan € N. Omaduste 2 ja 3 toestused on analoogilised.

Vaatleme omadust 4. Olgu m € M jan € N, siis

mean+00=men+02(0n)=mn+(00)dn=men+00n=
=(m+0)®@n=m®an.

Vaatleme omadust 5. Olgu m € M jan € N, siis
men+(—m)@n=(m+(—m))@n=0@n=(00)@n=0 (0n) =0x0.
Seega —(m ®n) = (—m) @ n. m

Tensorkorrutistega tegeledes tuleb tédhelepanu poorata asjaolule, et elemendi esitus
kujul (4.3.1) ei ole tildiselt iihene.

Lause 4.3.2. Kui f: M x N — A on tasakaalustatud kujutus, siis eeskiri
k k
f: M®N_)A7 th®nh'_>2/6(mhanh)
h=1 h=1
defineerib kujutuse.
TOESTUS. Me peame veenduma, et f on korrektsetselt defineeritud. Tensorkorrutise

definitsiooni pohjal leidub parajasti iiks Abeli riithmade homomorfism g: M @ N — A
nii, et kolmnurk
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M x N
J X
M @ N- 3 A

Joonis 4.5

on kommutatiivne. Jarelikult iga m € M ja n € N korral

gm®n)=(gor1)(m,n) = pF(m,n).

Kuna g on Abeli rithmade homomorfism, siis

k k
g (Z mp & nh) = Zﬁ(mh,nh).
h=1 h=1

Seega ilmselt ¢ = f, mistottu eeskiri f on korrektselt defineeritud. n

Lause 4.3.3. Olgu Mg parempoolne R-moodul, RNk (R, R)-bimoodul ja rRO vasakpoolne
R-moodul. Stiis leidub Abeli rihmade isomorfism a: (M ®@gN)RrO — M @z (N®rO),
kusjuures

a((m®n)®o) =m® (n® o).

Eelnev lause on téestatud raamatus [2]| (lause 20.8).

Lemma 4.3.4. Olgu Mg parempoolne R-moodul ja gNg bimoodul. Tensorkorrutis M &N
on parempoolne S-moodul, kus iga m = El,’i:l mp@n, € M@ N jas e S korral on

defineeritud
k k
ms = (Z mp, & nh> s = Z mp @ (nys). (4.3.2)
h=1 h=1

TOEsTUS. Olgu My parempoolne R-moodul ja gNg (R, S)-bimoodul. Vaatleme ten-
sorkorrutist M @ N. Vastavalt tensorkorrutise definitsioonile on algebraline struktuur
(M ® N;+) Abeli rithm. Olgu s € S. Vaatleme kujutust

f: MxN—M®®&N, [B(mn)=m®e (ns).

Néitame, et kujutus 3 on tasakaalustatud. Olgu my,ms,m € M, ny,ne,n € N, r € R ja
s €5, siis
B(my +ma,n) = (M1 +mz) @ (ns) = my @ (ns) +my @ (ns) = B(my,n) + B(ma, n),
B(m,ny +ng) = m @ (ng + ny ) s=m® (n1s+mnas) =m (n1s) + m (ngs) =
B(mr,n) = (mr)® (ns) =m® s(ns) =m® (rn)s = B(m,rn).
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Seega kujutus § on R-tasakaalustatud. Lause 4.3.2 pohjal leidub korrektselt defineeritud
kujutus

k
M®N — M®N, th®nhl—>2mh®(nh5).
Olgu m,m' € M @ N, sel juhul leiduvad my,...,mg,m},....m, € M ja ny,..., ng,
ny,...,ny € N nii, et

m:th(X)nh ja m'zZm%@n%.

Lisaks olgu s, q € S. Siis kehtivad

k l k l
(m+m,)3: <th®nh+2m%®n%> S:th®(nhs)+2mﬁl®(n23) =

h=1 h=1 h=1 h=1
=ms+m's,
k k k
m(s+q) = (th®nh>(8+q :th®nh<5+q = mn @ (s + nag) =
h=1

=1 h=1
k

= > (my @ (nys) +my @ (nrq)) th ® (nns) + Z my, @ (naq)

h=1
k k
= th@)nh) s+ <th®nh> q = ms + mgq,
h=1 h=1

m(sq) = th ® nh> (sq) = Z(mh ®@nn(sq)) = th ® (nns)q =

= Z my ® (nh5)> q = (ms)q.

Kokkuvottes on M ® N parempoolne S-moodul. m

4.4 Moodulite homomorfismide tensorkorrutised

Olgu (M®@grN,7)ja (M'®@rN', ") R-moodulite tensorkorrutised ning olgu f: Mp — M},
ja g: RN — grN’' moodulite homomorfismid. Defineerime kujutuse (f,g): M x N —

M' @ N’ vordusega
(f,9)(m,n) := f(m) @ g(n).
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Néitame, et kujutus (f,g) on tasakaalustatud. Olgu my,ma,m € M, ny,ny,n € N ja
r € R, siis

<f7 g)<m1 +ma,n )

m

(m1 +m2) @ g(n) = (f(m1) + f(m2)) ® g(n) =
(m1) ® g(n) + f(m2) ® g(n) = (f, g)(m1,n) + (f, g)(ma, n),
(f;9)(m,n1 +ng) = (f, g)(m, ) + (f, g)(m, n2),
(f,9)(mr,n) = f(m'f’) g(n) = f(m)r @ g(n) = f(m) @ rg(n) =
f(m) ® g(rn) = (f,g)(m,rn).

f
f
(

Kuna kujutus (f, g) on tasakaalustatud, siis leidub vastavalt tensorkorrutise definitsioo-
nile Abeli rithmade homomorfism F: M ®@zr N — M' @ N’ nii, et F o1 = (f,g).
Jarelikult

F(m®n) = F(r(m,n)) = (f,g)(m,n) = f(m) @ g(n).

M x N
T \f,,i)
M®r N M' @r N’
Joonis 4.6

Homomorfismi F' nimetame moodulite homomorfismide f ja g tensorkoruti-
seks ning tahistame f ® ¢g. Kusjuures kehtib arvutusvalem

(f®g)(m®n) = f(m)®g(n),

kus m®n € M ® N. Kuna vastavalt eelnevale konstruktsioonile on kujutus f @ g Abeli
rithmade homomorfism, siis iga m € M ® N korral, mis vastavalt lausele 4.3.1 avaldub
summana m = Zzzlmh@)nh, kus k € N, my,...,mi € M jang,...,n, € N, kehtib

k

(f@g)m)=(f®©g) <th®nh> =Y (f @ g)(mn @) Zf mp) @ g(nn).

h=1 =1

Lause 4.4.1. Olgu Mg, My, rN ja rgN' moodulid ning fi, fo, f € Homgr(M,M') ja
g1, 92,9 € Homg(N, N'). Siis kehtivad jirgnevad omadused:

L(itf)eg=(fog)+(f2®9),
2. f@(gr1+g2)=(f@a)+(f®g),
3. f®0=0®g=0,
b1y ® 1y = Lasenn.
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TOESTUS. Olgu Mg, My, rN ja gN' moodulid ning fi, fo, f € Homg(M,M') ja
g1, 92, g € Homp(N, N'). Niitame, et lause omadused kehtivad tensorkorrutise M ®@r N
moodustajatel m ® n. Kui kaks Abeli rithmade homomorfismi A — B langevad kokku
moodustajatel, siis nad langevad kokku koigil A elementidel ja seega on kujutustena
vordsed. Olgu m®@n € M ® N.

1. Kehtib

(it f)®g)men)=((fi + f)(m) @g(n) = (fi(m) + fo(m)) ® g(n) =
= fi(m) @ g(n) + fa(m) ® g(n) =
=(fiwg)men)+ (f2@g)(men).

2. Analoogiline eelneva omadusega.
3. Kehtib
(fo0)(men)=f(m)0=f(M)00=f(M0x0=00,

s.t. kujutus f®0 viib elemendi m®n Abeli rithma A’® N’ nullelemendiks. Jéarelikult
viib ta koik M ® N elemendid nullideks. Seega f @ 0 on nullkujutus.

Vordus 0 ® g = 0 kehtib analoogiliselt.
4. Kehtib
Iy @1n)(men)=1y(m) @1yn) =men=1lyen(men).
n

Lause 4.4.2. Olgu Mg, My, My, gN, rN' ja gRN" moodulid ning olgu f: Mg — M},
v My — My, g: RN — gN' ja g': rN' — gN", siis kehtib vordus

(ff@g)e(feg) =(of)®(deyg).
TOESTUS. Olgum®n € M ® N. Sel juhul

(f'@g)e(f@g)men)=(f@g)(f(m)egn)=f(fm)®dggn) =
= ((f" e f)m) @ ((g"eg)(n) = ((f' o f) @ (¢"° g))(m,n).
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4.5 Tensorkorrutamise funktorid

Lause 4.5.1. Olgu R ja S ringid ja gNg bimoodul. Siis eeskiri

Mp———>M QN

fl Jf@)lN
Mhyr—— M &N

Joonis 4.7

defineerib funktori — ® rNs: Modgr — Modg.

TOErsTUS. Olgu F eeskiri, mille maarab diagramm joonisel 4.7. Iga Mpr € Mody korral
leidub tensorkorrutis M ® N, mis on lemma 4.3.4 jargi parempoolne S-moodul, seega on
eeskiri F': Ob(Modg) — Ob(Modg) kujutus. Niitame, et kujutus F' rahuldab funktori
definitsiooni 2.4.1 tingimusi.

1. Iga morfismi f € Mormed, (M, M') korral leidub homomorfismide tensorkorrutis
F(f)y=f®1ly: M® N — M’ ® N, mis ilmselt on morfism kategoorias Mods.

2. Olgu f € Mormed, (M, M") ja g € Mormed,(M', M"), siis ténu lausele 4.4.2
Flgof)=(g90f)®1ln=(gof)@(lyoly) =(g®1n)o(f@1n) = F(g)o F(f).
3. Olgu Mg € Modg. Sel juhul
F(ly) =1y ® In = 1ygn.
Kokkuvottes on eeskiri F' funktor, mida edaspidi tdhistame — ® zrNg. n
Funktorit — ® rNg nimetame edaspidi mooduliga pNg tensorkorrutamise funk-
toriks. Kéesolevas magistritéos huvitab meid eelkoige juhtum, kus gk Ng = grRg, s.t.

funktor — ® R: Modr — Modg. Analoogiliselt saab bimooduli 7 Mg korral defineerida
funktori rMr ® —: rMod — rMod.
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Peatukk 5

Pohitulemused

See peatiikk sisaldab kiesoleva magistrit6é pohitulemusi.

5.1 Monomorfismid koigi moodulite kategoorias

Koigepealt anname monomorfismide kirjelduse koigi parempoolsete R-moodulite kate-
goorias Modpg. Selleks kasutame jargmist lemmat. Analoogilise lemma (vektorruumide
korral) toestuse voib leida raamatust [6] (lause 4.1.10).

Lemma 5.1.1. Moodulite homomorfism f: Mr — Ng on injektisvne parajasti siis, kui
Ker f ={0}, kus Ker f = {m € M | f(m) = 0}.
Lemma 5.1.2. Olgu R ring, olgu C kategooria Modg tdaielik alamkategooria, ning olgu

f € More(Mg, Ng). Siis f on kategoorias C monomorfism parajasti siis, kui

Vu € More(Pg, Mg) : (fou:O = u:O). (5.1.1)

TOESTUS.
(=)
Kui f on monomorfism, siis tulenevalt definitsioonist nullkujutuse ja suvalise morfismi u
korral kehtib
fou=0=fo0 = u=0.
(<)
Kehtigu tingimus (5.1.1). Olgu u ja v sellised morfismid, et f ou = f owv. Sel juhul

fou=fov = fou—fov=0= fo(u—v)=0 = u—v=0 = u=now.
feMor (5.1.1)

Seega f on monomorfism kategoorias C. [
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Lause 5.1.3. Olgu R ring ja f mingi morfism kategoorias Modg. Siis jargmised vdited
on samavadrsed:

1. f on monomorfism,

2. f on ekstremaalne monomorfism,
3. f on requlaarne monomorfism,
4. f on injektiivne.

TOESTUS.

B =2 =1)

See tuleneb lausetest 2.2.9 ja 2.2.7.

(1 = 4)

Olgu f: Mr — Ngi monomorfism kategoorias Modp ja olgu m € Ker f, s.t. f(m) = 0.
Peame néitama, et m = 0. Vaatleme Dorroh laiendit R x Z ja moodulit (R x Z)g (vt.
lauset 3.2.13). Defineerime kujutuse k: (R x Z)r — Mp vordusega

k(r,z) == mr + zm.
Sel juhul, kui (7, 2),(s,x) € R x Z jat € R, siis

k((r,2) + (s,2)) =k(r+s,z+z) =m(r+s)+ (z+x)m =mr + ms + zm + xm =
= (mr +zm) + (ms + xm) = k(r, 2) + k(s, z),
k((r,2)t) = k(rt + 2t,0) = m(rt + zt) + 0m = (mr + zm)t = k(r, 2)t.

Jarelikult & on moodulite homomorfism.

Paneme tahele, et
(fok)(r,z) = f(mr+zm)= f(mr)+ f(zm) = f(m)r+zf(m)=0+0=0.

Seega f o k = 0, kust lemma 5.1.2 pohjal jareldub, et £ = 0, kuna f on monomorfism.
Niitid

0=%(0,1) =m0+ 1lm =m.
Jarelikult Ker f = {0} ning lemma 5.1.1 tottu f on injektiivne.
(4 = 3)
Niitid néitame, et injektiivsed homomorfismid on regulaarsed monomorfismid. Olgu
f: Mr — Npg injektiivne homomorfism. Kuna Modg on konkreetne kategooria ning
igas konkreetses kategoorias on injektiivsed homomorfismid ka monomorfismid. Seega

f on monomorfism. Regulaarsuse toestamiseks konstrueerime moodulite otsekorrutise
Mpg x Ng faktormooduli

Cr:=(Ngx Ng)/(Im f xIm f) ={(n,n") + (Im f x Im f) | n,n’ € N}.
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Tahistame lithidalt
[(n,n)] == (') + (Im f x T ).

Olgu [(ny,n})], [(n2,ny)] € C jar € R, siis faktormooduli definitsiooni jargi

[(n1, n)] + [(n2, nh)] = [(n1 + ng,n) +n5)],

[(n1,n2)|r = [(nyr, nar)].

Defineerime kujutused g, h: N — C jargnevalt

g(n) := [(n,0)];

Paneme téahele, et kui ny,ny € N jar € R, siis
g(n + n2) = [(n1 + n2, 0)] = [(n1, 0)] + [(n2, 0)] = g(n1) + g(na),
g(mr) = [(nr, 0)] = [(n1, 0)]r = g(na)r.

Seega kujutus ¢ ja, analoogiliselt ka h, on parempoolsete R-moodulite homomorfismid.

Olgu m € M, siis vaadeldes otsekorrutise N x N elemente (f(m),0) ja (0, f(m))
naeme, et

(f(m),0) = (0, f(m)) = (f(m), =f(m)) = (f(m), f(=m)) € Im f > Tm f.
Seega lemma 3.2.4 tottu [(f(m),0)] = [(0, f(m))]. Niiiid

(g o f)(m) = g(f(m)) = [(f(m),0)] = [0, f(m))] = h(f(m)) = (h o f)(m),
mistottu go f = ho f.

Téhistame N := {n € N | g(n) = h(n)} ning niitame, et Im f = N.
()

O_lgu n € Im f. Sel juhul leidub m € M nii, et n = f(m). Eelnevast teame, et

g(f(m)) = (g o f)(m) = (ho f)(m) = h(f(m)).
Jarelikult g(n) = h(n) ehk n € N.
(2)
Olgu n € N. Sel juhul g(n) = h(n) ja

Im f x Im f = (0,0) + Im f x Im f = [(0,0)] = g(n) — h(n) = [(n,0)] = [(0,n)] =
=I[(n,—n)] = (n,—n) + (Im f x Im f).

Seega (n,—n) € Im f x Im f, jarelikult n € Im f.
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Kuna Im f = {n € N | g(n) = h(n)}, siis sisestus ¢: Im f — N koos objektiga Im f
on morfismide g ja h vordsustaja. Nimelt olgu O € Modg, ja leidugu e € Mor(O, N) nii,
et goe =hoe. Olgu o € O, siis

g(e(0)) = (goe)(0) = (hoe)(o) = h(e(0)),

seega e(0) € Im f, jarelikult morfism o +— e(0) on ise vordsustaja universaalomadu-
ses noutud ithene morfism objektist O objekti Im f. Mistottu paar (¢, Im f) on toesti
morfismide g ja h vordsustaja.

h
Imf‘\ NR g CR
f‘l\\M f
R
Joonis 5.1

Seega eksisteerib tipselt iiks homomorfism f': Mg — Im f nii, et o f' = f. Kujutus
/" on injektiivne, sest f on injektiivne. Kuna igam € M korral f(m) = «(f'(m)) = f'(m),
siis f on ka siirjektiine. Jirelikult f’ on moodulite isomorfism. Seega on ka f morfismide
g ja h vordsustaja, mistottu f on regulaarne monomorfism. n

5.2 Monomorfismid unitaarsete moodulite kategoorias

Selles paragraahvis anname mononorfismide kirjelduse kategooria Modg téielikus alam-
kategoorias UModg, juhul kui R on idempotentne ring.

TEOREEM 5.2.1. Olgu R idempotentne ring. Siis on morfism f: Mg — Ng kategoo-
rias UModg monomorfism parajasti siis, kui

Vm e M: (f(m):() == VreR: m’r’zO). (5.2.1)

TOESTUS.

(=)

Olgu f: Mr — N monomorfism ja f(m) = 0. Vaatleme homomorfismi
Am: Rr — Mg,  A\p(r) =mr.

Kuna iga r € R korral

0=0r= f(m)r=f(mr)=f(Au(r)) = (forn)(r),
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siis f o\, = 0. Et f on monomorfism, siis tdnu lemmale 5.1.2 kehtib \,, = 0 ehk

Vr e R: mr =0.
(<)
Kehtigu tingimus (5.2.1). Olgu fog = 0, kus g: Xr — Mg ja f: Mg — Nk on morfismid
kategoorias UModg. Votame x € X. Mooduli Xy unitaarsuse tottu leiduvad x; ...,z €

X jary,...,ry € Rnii, et © = x17; + ... 4+ zx7. Kuna eelduse pohjal iga i € {1,... k}
korral f(g(x;)) = 0, siis tingimuse (5.2.1) pohjal g(z;)r; = 0 iga ¢ € {1,...,k} korral.
Seega

g(x) =g(zyri + ...+ aprg) = glaey)r + ...+ g(a)r, =04+ ... +0=0.

Jarelikult ¢ = 0 ning lemma 5.1.2 pohjal f on monomorfism. [

5.3 Monomorfismid piisivate moodulite kategoorias

Definitsioon 5.3.1. Parempoolset R-moodulit My nimetatakse piisivaks (firm), kui

kujutus
k

k
MMM®R—>M, 1575 (th@)?“h) I:th’f’h
h=1

h=1
on bijektiivne.

Néitame, et eelnev definitsioon on korrektne. Selleks paneme koigepealt téhele, et
kujutus 5: M x R — M, B(m,r) := mr on tasakaalustatud. Kuna moodul M on liit-
mise suhtes Abeli rithm, siis vastavalt tensorkorrutise definitsioonile leidub iithene Abeli
rithmade homomorfism f nii, et fo7r = /3. Olgum € M jar € R, siis

mr = f(m,r) = (for)(m,r)=f(m&n).

Seega f = uys. Vastavalt iihesusele ei saa selliseid homomorfisme rohkem olla ning see-
tottu on s korrektselt defineeritud.

Koigi piisivate parempoolsete R-moodulite kategooriat tdhistame FModg. Ringi R
nimetatakse piisivaks, kui ta on piisiv parempoolse R-moodulina Rp.

Lihtne on aru saada, et mooduli My unitaarsus on samavadrne kujutuse pg siirjek-
tiivne olemisega. Seega iga piisiv moodul on unitaarne ja FModg on kategooria UModpg
alamkategooria.

Lemma 5.3.2. Olgu R pisiv ring. Siis M Qg R on piisiv parempoolne R-moodul iga
parempoolse R-mooduli Mg korral ja leidub funktor

— ® R: Modr — FModp.
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TOEsTUS. Olgu Mgk parempoolne moodul iile piisiva ringi R. Vastavalt lausele 4.3.3
leidub isomorfism a: (M @ R)®@ R — M ® (R® R) nii, et a((m®7r)®s) =m® (rs).
Kuna

(A @ pr)oa)(m®@r)®@s) = (la @ pr)(M @ (r@s)) =me up(r®s) =
=m®rs=(Mmer)s=puugr((M7r)s),

igam € M jar, s € R korral, siis pygor = (1 ® ugr) o a.

HM®R

(M®R)®R » M ®R
\ MVMR
M ® (R® R)
Joonis 5.2

Kujutus pur: R ® R — R on bijektiivne, kuna ring R on vastavalt eeldusele piisiv.
Seega on homomorfismde tensorkorrutis 1y, ® pur = (M ® —)(ug) isomorfism, sest iga
funktor viib isomorfismi isomorfismiks. Jérelikult on py;¢r bijektiivne, kuna ta avaldub
kahe isomorfismi komposistsioonina.

Kokkuvottes on moodul M ® R piisiv ning seetottu ilmselt leidub funktor — ®
R: Modr — FModp. =

Lause 5.3.3 (|11, Teoreem 2.7]). Kui R on idempotentne ring, siis kategooriad FModpg
ja CModg on ekvivalentsed.

Lause 5.3.4. Kui R on ring, siis CModg on kategooria Modpg reflektiivne alamkategooria.

Eelnev lause pohineb jareldusel, mis on toodud artiklis [10] parast lauset 5.

Jareldus 5.3.5. Kui R on idempotentne ring, siis kategoorias FModg langevad mono-
morfismid, requlaarsed monomorfismid ja ekstremaalsed monomorfismid kokku.

TOESTUS. Kuna lause 5.2.1 pohjal langevad monomorfismid, regulaarsed monomorfis-
mid ja ekstremaalsed monomorfismid kokku kategoorias Modg, siis lause 5.3.4 ja jarel-
duse 2.3.5 tottu teevad nad seda ka kategoorias CModg. Sama peab kehtima kategooriaga
CModp ekvivalentses kategoorias FModg. [

Lemma 5.3.6. Olgu R ring. Siis i = (far)memod, on loomulik teisendus funktorist
— ® R: Modgr — Modpg funktorisse 1yod,, -
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TOESTUS. Iga mooduli My € Mody korral olgu kujutus py,: M ® R — M defineeri-
tud nii nagu definitsioonis 5.3.1. Siis on lihtne nédha, et kehtib py, € Mor(M ® R, Mg),
kusjuures M ® R on parempoolne R-moodul tdnu lemmale 4.3.4. Teiseks peame néita-
ma, et iga Mg, Ng € Modg ja iga f € Mor(Mg, Ng) korral on diagramm joonisel 5.3
kommutatiivne.

Mo p—"M M

f®1R {f

N®R N N
Joonis 5.3

Selleks vaatame suvalist elementi Z my @1 € M ® R, sel juhul
k=1

(f o par) <Z mi ® m) =f (,UM <Z mg ® m)) =/ <Z mkm> =) f(my)r, =
k=1 k=1 k

k=1 =1

:MN(Zf(mk)@)'f’k)IMN<(f®1R)< mk®7“k>>=
=1 =1
= (un o (f® 1R)) (ka ®m> :

Kokkuvottes on p loomulik teisendus funktorist — ® R funktorisse 1mody,- [

Lause 5.3.7 ([10, Teoreem 13|). Kui R on ring, siis kategooria FModg on koreflektiivne
alamkategooria kategoorias Modg.

Téapsemalt Geldes iga M € Modpg korral py: M ® R — M on selline, et
VM’ € FModgVf € Morgmod, (M'M) 3 f" € Morpoea,(M', M @ R):  upro f = f.

Lause 5.3.8. Olgu R piisiv ring. Kui f: M — N on monomorfism kategoorias Modg,
sits f ® 1g on monomorfism kategoorias FModg.

TOEsTUS. Olgu R piisiv ring ja f: M — N monomorfism kategoorias Modg. Uuri-
me, kas morfism f ® 1z on monomorfism. Selleks leidugu kategoorias FModr morfismid
u,v: X — M ® R nii, et

(f@lg)ou=(f®1R)ow. (5.3.1)
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X M®R N®R
1297 }MN
M >N
f
Joonis 5.4

Niitid komponeerime vordust (5.3.1) moélemalt poolt kujutusega py ning arvutame
py definitsioonile tuginedes

pno (f®1g)ou=pno(f®1g)owv,
fopyou=fopunyouv.

Kuna vastavalt eeldusele on f monomorfism, siis eelnevast vordusest saame pp; o u =
par © v ning tahistame h := puy; o u. Praeguseks oleme saanud joonisel 5.5 kujutatud
olukorra.

Joonis 5.5

Tulenevalt lausest 5.3.7 teame, et FModg on kategooria Mody koreflektiivne alamka-
tegooria. Seega vastavalt koreflektiivsuse definitsioonis olevale ithesuse noudele saame, et
u = v. Kokkuvottes oleme ndidanud, et f ® 1z on monomorfism kategoorias FModgr. =

Jargnevalt annan monomorfismide kirjelduse kategooria Modpg reflektiivses alamka-
tegoorias FModg, juhul kui R on piisiv ring.

TEOREEM 5.3.9. Olgu R piisiv ring ja f: Mr — Ngr morfism kategoorias FModg,

sis on jargnevad vdited samavddrsed:

(1) f on monomorfism;
(2) f on ekstremaalne monomorfism;
(8) [ on regulaarne monomorfism;
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(4) Iga m € M korral
f(m)=0 = Vr € R: mr = 0;

(5) [ = pn(a® 1g)g mingi unitaarse mooduli Ag, injektiivse homomorfismi a: Ap —
Ng ja isomorfismi g: Mr — A® R korral;

(6) [ = h(a® 1g)g mingi injektiivse homomorfismi a: Ar — Bg ning isomorfismide
g: Mp— A® R jah: B® R— Ng korral.

TOESTUS.

(1) <= (2) <= )

Jareldus 5.3.5.

(1) <= (4)

Selle saab toestada tdpselt samamoodi nagu teoreemi 5.2.1.

((2) = (5))

Olgu f ekstremaalne monomorfism kategoorias FModg. Tulenevalt moodulite homo-
morfismiteoreemist, leiduvad siirjektiivne morfism e: Mz — Ag ja injektiivne morfism
a: Ag — Ngnii, et f =aoe.

M- f >\
I e a
M&R \‘A/ in
e® 1R /Kv
A®R 0o s N®R
Joonis 5.6

Unitaarse mooduli My faktormoodulina on moodul Az = Mg/ Ker f samuti unitaar-
ne (lemma 3.2.10). Siiski Ag ei pruugi olla piisiv parempoolne R-moodul. Kasutades p
loomulikust, saame

fopuy=aoceopy=aopso(e®1p)=pvo(a®1lg)o(e® lg).

Kuna M on piisiv, mistottu py, on bijektiivne, siis

f=(nvola®1r))o((e®Lr)opuy).

Lemma 5.3.2 pohjal kuuluvad M ® R ja A ® R kategooriasse FModg. Kuna e on siir-
jektiivne, siis ka kujutus e ® 1g on siirjektiivne, ning seega on ta epimorfism kategoorias
FModp. Siis on ka selle kompositsioon (e ® 1) o p;; mingi bijektsiooniga epimorfism.
Niiiid kuna vastavalt eeldusele on f ekstremaalne monomorfism, siis on g := (e®1z)ou),;
isomorfism.
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((5) = (6))

See kehtib ilmselt, kui votta Bg := Ny ja h := uy.

((6) = (1)

Oletame, et f = ho (a ® 1g) o g mingi injektiivse homomorfismi a: Ap — Bpg ning
isomorfismide g: Mr - A® R ja h: B® R — Np korral.

M ! >N

|

h

Joonis 5.7

Kuna kujutus a on injektiivne, siis lause 5.1.3 pohjal on a regulaarne monomorfism
kategoorias Modg. Niitid lause 5.3.8 tottu on morfism a ® 1x regulaarne monomorfism
kategoorias FModg. Kuna ¢ ja h on isomorfismid, siis f on samuti regulaarne monomor-
fism. n

5.4 Pisiva mooduli alamobjektide vore

Olgu A kategooria. Vaatleme selle kategooria monomorfismide klassil ekvivalentsusseost:

f~g <= 3Jhelso(A): f=goh.

A
A
B¢
Joonis 5.8

Téhistame monomorfismi f ekvivalentsiklassi siimboliga f ja objekti A € A korral
tahistame Suby(A) := {f | f: B — A on monomorfism}. Klass Sub4(A) on osaliselt
jarjestatud klass jarjestusseosega

f<g <= FheMor(A): f=goh,

Sellist konstruktsiooni on vaadatud raamatus [8| (ptk. I1.4), kus seost ~ nimetatakse
alamobjektide isomorfsuseks. Olgu Mr € FModpg ja tdhistame

S(M) = SUbFModR(M)-
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Stimboliga U(M) téhistame, mooduli My koigi unitaarsete alammoodulite hulka. Hulk
U(M) on vore, kus supreemum ja infiimum on defineeritud jargnevalt:

BvC:=B+C,
BAC :=(BNO)R,

kus B,C e U(M).

Lause 5.4.1. Olgu R idempotentne ring ja Mr € Modg. Siis U(M) on sisalduvusseose
suhtes tdielik vore, kus iga U CU(M) korral

Av=(n o)

Vu=> v

U*eU

TOESTUS. Kontrollime, et (U(M), A, V) on taielik vore. Vastavalt lemmale 3.2.11 leidub
vores U(M) suurim element, milleks on alammoodul MR. Olgu U C U(M) mittetiihi
alamhulk. Vaatleme hulka

V =(NU)R.

See hulk on mittetiihi, kuna 0 € NU, ning V' € U(M). Kuna iga U* € U korral N\U C U™,
siis ka V = (NU)R CU*R = U", seega V' on alamhulga U alumine toke. Oletame, et ka
Ve U(M) on alamhulga U alumme toke. Siis iga U* € U korral V C U*. Seega V C NU.
Et V on unitaarne, siis V = VR C (NU)R = V. Jérelikult V on hulga U alumine raja.
Niitid vastavalt lausele 3.3.4 on U (M) taielik vore.

Niitame veel, et selles taielikus vores

Vu=>Y v

UxeU

Paneme téhele, et iga U € U korral U C > ey U*- Seegaon ) .., U* hulga U iilemine
toke. Olgu V' € U(M) samuti hulga U iilemine toke. Vétame elemendi = € EU* oy U™ Siis
leiduvad unitaarsed alammoodulid Uy, ..., U, € U ja elemendid u € Uy, .. y Up, € U, nii,
et @ = uj + ...+ u,. Kuna V on hulga U ulemlne toke, siis U, CV,...,U, CV ja seega
Uty .o, Uy € V Et V on alammoodul, siis t = u; + ... +u, € V. Seega ZU*eU UCV.
Jéirelikult on Y .oy U hulga U iilemine raja. [

Lause 5.4.2. Olgu R idempotentne ring ja Mg € Modg. Siis vore U(M) on modulaarne.
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TOESTUS. Olgu A, B,C € U(M) sellised, et A C C. Uurin modulaarse vore defineerivat
tingimust:

(AVB)AC = (A+B)NC)R = (ANC) + (BNC)R = (A+ (BNC)R =

™ @)
(?)AR+(BmC)R:A+(BmC)R:Av(BAC).

Néitame iikshaaval, et kehtivad jargnevad vordused.

(1) Naitame, et (A+B)NC =(ANC)+ (BNQC).
(S)
Vaatleme elementi x € (A + B) N C. Sel juhul leiduvad a« € A C C ja b € B nii,
et a + b = x. Kuna C on kinnine lahutamise suhtes, siis t — a = b € C, mistottu

r=a+be(ANC)+ (BNC).
(2)

Vaatleme elementi y € (AN C) + (BN C). Sel juhul leiduvad elemendid a € A
ja b € B nii, et a,b € C' ning a + b = y. Kuna C on kinnine liitmise suhtes, siis

a+be C, mistottu y € (A+ B)NC.
(2) Tuleneb eeldusest A C C.
(3) Olgu ay,...,a, € A, by,....b, € BNCjary,...,r, € R. Sel juhul
(A+(BNC)R> (a1 +bi)ri+ ...+ (an + bp)rn, =
= (a1 + ...+ apry) + (byr1 + ...+ byrn) € AR+ (BN C)R.

Kokkuvottes on vore U (M) modulaarne. ]

Artiklis [5] on téestatud jargmine teoreem.

TEOREEM 5.4.3 (|5, Teoreem 6]). Kui R on ring ja Mg on piisiv moodul, siis S(M)
on modulaarne vore.

Jargnevas teoreemis nditame, et piisiva ringi R ja piisiva mooduli My korral on vored
S(M) jaU (M) isomorfsed. Eelnevalt on artiklis [9] ndidatud, et analoogiline olukord leiab
aset ka piisivate poolriihmade ja poliigoonide korral.

TEOREEM 5.4.4. Olgu Mg piisiv parempoolne moodul tle piisiva ringi R. Siis S(M)
on osaliselt jarjestatud hulk ning modulaarne vore, mis on isomorfne vorega U(M).

TOESTUS. Defineerime kujutuse W: U(M) — S(M) jérgnevalt

\I/(NR) = Mp © (UN X 1R)7
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kus Ng € U(M) ja uy: N — M on sisestus. Vaatleme ekvivalentsiklassi f € S(M),
kus f: Ng — Mpg on monomorfism kategoorias FModg. Teoreemi 5.3.9 tingimuse (5)
pohjal f = pp o (a ® 1g) o g mingi unitaarse R-mooduli Ag, injektiivse homomorfismi
a: Agr — Mpg ja isomorfismi g: Np — A ® R korral.

uUnN f

N > M N >N
UN Har g 20,7
N®R M®R

v ® 1n A®R a®1n M®R
Joonis 5.9 Joonis 5.10

Kirjutame kujutuse a kui kompositsiooni a = a’ o u,(4),

a' Uq(A)

A a(A) ———M

Joonis 5.11

kus a(A) on mooduli Mp unitaarne alammoodul ja a’: z +— a(x) on isomorfism.

a®1lp

a ® 1r Uq(A) ® 1R

A9R—— > a(A) @R ———— MR

,UAJ {Na(A) Har

Joonis 5.12

Niiiid kasutades p loomulikkust ja seda, et @’ ® 1 ja g on isomorfismid, saame et

U(a(A)) = par o (Ug(ay ® 1r) = Ug(a) O fla(a) = Ua(a) © fa(a) © (@’ @ 1g) =
= Ugay0d opy=aops=pyo(a®@1lg)=pyo(a®1lg)og=f.

Viimane toestab kujutuse W siirjektiivsuse.
Olgu Ng,Or € U(M) ja Nr C Og. Vaatleme sisestust v: N — O.
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N® O®R M Q R
ﬂNJ Juo {NM
w
uN
Joonis 5.13

Niud uN :uoovja

U(Ng) = ppr o (uy @ 1g) = par o (uo o v) @ 1g) = par o (uo ® 1) o (v @ 1p) <
< pivr © (uo ® 1g) = ¥(Og).

Teiselt poolt, kui eeldada, et W(Ng) < ¥(Og), siis

un o iy = i © (uy ® 1g) < s o (uo ® 1g) = o 0 fio.

Seega leidub morfism g: N ® R — O ® R nii, et uy o uy = up o ptp 0 g. Kui x € N on
suvaline, siis unitaarsuse tottu teame, et leiduvad z,...,x, € N ja ry,...,r, € R nii,
et v = xyry + ...+ x,r,. Jarelikult

B R o)

mistottu N C O.

Sellega oleme néidanud, et W on siirjektiivne sisestus ning seetottu osaliselt jarjesta-
tud hulkade isomorfism. Kuna ¢(M) on modulaarne vore, siis S(M) on samuti modu-
laarne vore. (vt. lause 3.3.9). ]
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