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Sissejuhatus

Kéesolev magistritoé on Banachi ruumide geomeetria alane osaliselt teoreetili-
ne, osaliselt referatiivne uurimus funktsionaalanaliiiisi valdkonnast. Magistrit60s
uuritakse Banachi ruumide diametraalseid diameeter-2 omadusi, mis jadvad tun-
tud Daugaveti omaduse ja viimasel viieteistkiimnel aastal intensiivselt uuritud

diameeter-2 omaduste vahele.
Definitsioon 0.1. Oeldakse, et Banachi ruumil X on

1) diametraalne lokaalne diameeter-2 omadus (DLD2P), kui iga iithikkera By
viillu S, z € SN Sx ja e > 0 korral leidub y € S nii, et

[z =yl >2—¢;

2) diametraalne diameeter-2 omadus (DD2P), kui iga iihikkera Bx suhteliselt
norgalt lahtise alamhulga U, x € U N Sx ja € > 0 korral leidub y € U nii, et

[z =yl > 2=

3) diametraalne tugev diameeter-2 omadus (DSD2P), kui iga iithikkera By
suhteliselt norgalt lahtiste alamhulkade kumera kombinatsiooni C'; x € C' ja

e > 0 korral leidub y € C nii, et
o =yl > [lzl +1 —e.

Need omadused pakuvad huvi nii Daugaveti omaduse kui ka diameeter-2 oma-
duste uurijatele. DLD2P omaduse moiste toidki sisse Daugaveti omaduse uuri-
jad Ivakhno ja Kadets [IK]|. (Tédiendavalt uuriti seda omadust artiklis [AHNTT].)
Esialgselt sonastati see omadus Daugaveti omaduse eeskujul operaatorite, tipse-
malt ihemootmeliste projektorite abil, kuid analoogiliselt Daugaveti omaduse geo-
meetrilisele tolgendusele anti kohe selle omaduse geomeetriline kirjeldus tihikkera
viilude abil. See kirjeldus sarnaneb lokaalse diameeter-2 omadusega, kuid on viima-
sest tugevam. Selle sarnasuse eeskujul toid hispaania matemaatikud Becerra Guer-
rero, Lopez-Pérez ja Rueda Zoca [BGLPRZ2| diameeter-2 ja tugeva diameeter-2
omaduse korvale vastavalt DD2P ja DSD2P omaduse.
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Definitsioonide pohjal on ilmne, et DSD2P omadus on tugevam kui DD2P oma-
dus ning DD2P omadus on tugevam kui DLD2P omadus. Pole teada, kas DSD2P
omadus ja Daugaveti omadus on samavadrsed voi mitte. Ka magistritdos jadb see
kiisimus lahtiseks. Daugaveti omaduse puhul on tépselt teada, et kui otsesumma
komponentruumidel on Daugaveti omadus, siis ainult 1- ja oo-normiga otsesum-
mal on Daugaveti omadus. Senised uuringud artiklis [BGLPRZ2] on niidanud, et
DSD2P omadus kéditub Banachi ruumide ja nende otsesummade vahel iilekandu-
misel Daugaveti omadusega sarnaselt. Néiteks on teada, et p-normiga otsesumma
ei ole kunagi DSD2P omadusega, kui 1 < p < 0o, ning co-normiga otsesummal on
DSD2P omadus parajasti siis, kui komponentruumid on DSD2P omadusega.

Artiklist [BGLPRZ2| oli ka teada, et kui 1-normiga otsesummal on DSD2P
omadus, siis ka komponentruumidel on DSD2P omadus. Selle poérdtulemuse keh-
timine sonastati artiklis [BGLPRZ2]| kiisimusena. Magistritoos on sellele kiisimu-
sele vastatud ja niidatud, et Banachi ruumide DSD2P omadus kandub nende 1-
summale. Magistrit6é pohitulemus on vormistatud teadusartiklina ja publitseeri-
miseks vastu voetud ajakirjas Acta et Commentationes Universitatis Tartuensis
de Mathematica. Sellega on DSD2P omaduse kiditumine iileminekul otsesumma ja
komponentruumide vahel teada koikide p-normiga otsesummade korral. Sama kii-
simus vajab DSD2P omaduse puhul tdiendavat uurimist p-normidest iildisemate
absoluutsete normidega otsesummade korral.

Magistritoo koosneb neljast peatiikist.

Esimeses peatiikis toome sisse magistrit6é pohimoisted ja moningad olulised
abitulemused. Teises peatiikis anname DLD2P omaduse ja DD2P omaduse kirjel-
duse projektorite abil ja uurime diametraalse tugeva diameeter-2 omaduse seost
projektoritega. Kolmandas peatiikis toome toestused selle kohta, et Banachi ruumi-
del X ja Y on DLD2P voi DD2P omadus parajasti siis, kui absoluutse normiga
otsesumma X &y Y on vastavalt omadusega DLD2P voi DD2P. Naitame, et p = 1
ja p = oo korral on Banachi ruumid X ja Y DSD2P omadusega parajasti siis,
kui nende p-summa X @,Y on DSD2P omadusega. Viimases, neljandas, peatiikis
nditame, et DD2P omadus ja DSD2P omadus padranduvad kinnisele alamruumile,

kui alamruumi jargi leitud faktorruum on loplikumootmeline.



Magistritoos vaatleme mittetriviaalseid Banachi ruume ainult {ile reaalarvu-
de korpuse R. Kasutame Banachi ruumide teooria standardnotatsiooni. Banachi
ruumi X iihiksfasri tdhistame Sy, tema kinnist iihikkera Bx ja lahtist kera kesk-
punktiga a ja raadiusega r > 0 Bx(a,r). Banachi ruumist X Banachi ruumi Y
tegutsevate koigi pidevate lineaarsete operaatorite ruumi tahistame £(X,Y). Ope-
raator z* @y € L(X,Y), kus 2" € X* jay € Y, seab elemendile z € X vastavusse
elemendi z*(z)y € Y, operaatori * ® y norm on ||z*||||y||. Projektori P: X — X
all peame silmas pidevat lineaarset projektorit, st operaatorit P € £(X, X)), mille
korral P? = P. Teada on, et kui P # 0, siis || P|| > 1. Banachi ruumi X mittetiihja
alamhulga A diameeter diam(A)= sup, ,c4 ||z — y||, ruumi X mittetiihjade alam-
hulkade A;, ..., A,, n € N, kumera kombinatsiooni all métleme hulka "7 | A\ A;,
kus Ap, ..., A, > 0 on sellised, et ", A\; = 1. Ruumi X faktorruumi alamruumi

Y jérgi margime X/Y.



1 Pohimoisted

Selles peatiikis toome sisse magistrit6o olulisemad moisted ja abitulemused, mis on
aluseks pohitulemustele jirgmistes peatiikkides. Esmalt toome sisse norga topo-
loogia, seejarel tutvume viilu moistega. Jargmisena defineerime magistrit66 kesk-
sed omadused — diametraalsed diameeter-2 omadused ning vordluseks tavali-
sed diameeter-2 omadused. Lisaks toome sisse diametraalse tugeva diameeter-2
omaduse kriteeriumi, mille abil toestame hiljem magistrité6 koige olulisema tule-
muse diametraalse tugeva diameeter-2 omaduse parandumisest Banachi ruumide
l-summale. Peatiiki Iopus néitame, et Daugaveti omadusega Banachi ruumil on

diametraalne tugev diameeter-2 omadus ja seega koik diameeter-2 omadused.

1.1 Nork topoloogia ja viilud
Olgu X Banachi ruum.

Definitsioon 1.1. Nork topoloogia ruumil X on kujutuste hulga X* poolt in-
dutseeritud topoloogia, st vihim topoloogia w, mille suhtes iga z* € X* korral
x*: (X,w) - R,z — z*(x), on pidev. Norga topoloogia elemente nimetatakse

norgalt lahtisteks alamhulkadeks.

On histi teada, et elemendi z € X iimbruste baasi norgas topoloogias moo-

dustavad hulgad kujul
{ye X:|zj(z—y)| <1 Vie{l,...,n}},

kusn € Njazj,...,z; € X
Uldiselt on nérk topoloogia normi topoloogiast nérgem, nork ja normi topoloo-

gia iihtivad parajasti 16plikumootmelistel ruumidel (vt nt [M, lause 2.5.14]).

Teoreem 1.2 (Mazur, 1933; vt nt [M, teoreem 2.5.16|). Banachi ruumi X kumera
alamhulga sulund normi topoloogias langeb kokku selle alamhulga sulundiga norgas

topoloogias.



Paneme tihele, et see tdhendab, et Banachi ruumis X on kumer alamhulk
samaaegselt kinnine normi topoloogias ja norgas topoloogias.

Olgu A € L(X,Y) ja 1, — x ruumis X. Siis Az, — Az ruumis Y, sest iga
y* € Y* korral

v (Aza) — y*(Ax)| = [(A"y") (za) — (A"y")(2)] — 0.

Seega || - ||-|| - ||-pidev kujutus on ka w-w-pidev.
T66s vaatleme tavaliselt norka topoloogiat iihikkera By suhtes, st iihikkera By

alamruumi topoloogiat
{U N Bxi U e w}

Selle topoloogia elemente nimetatakse iihikkera By suhteliselt norgalt lahtisteks
alamhulkadeks.

Uhikkera By suhteliselt nérgalt lahtiste alamhulkade iiheks niiteks on iihikkera
By viilud, millel on oluline roll diameeter-2 omaduste defineerimisel. Tépsemalt

on viilud iihikkera suhtelise norga topoloogia eelbaas.

Definitsioon 1.3. Olgu X Banachi ruum. Uhikkera By viiluks nimetatakse hulka
S(x*,a) ={r € Bx : 2"(x) > 1 —a},
kus x* € Sx« ja a > 0.

Pohitulemuste toestamisel vajame jargmist abitulemust.

Lemma 1.4 ([IK, lemma 2.1|). Olgu X Banachi ruum ja olgu S(x*,«) thikkera
Bx wiil. Iga v € S(z*,a) N Sx ja B € (0, ) korral leidub y* € Sx+ nii, et

x € Sy*, p) C Sx", ).

Téestus. Fikseerime vabalt © € S(z*,a) N Sx ja 5 € (0,«). Néitame, et leidub
selline y* € Sx«, et

v € Sy, B) C S(a*, a).
Piisab vaadelda juhtu, kus a < 1. Olgu u* € Sx~ selline, et u*(x) = 1. Osutub, et
teatud ¢ € R korral sobib votta y* = A2 Iga t € [0,00) korral u* + ta* # 0,

G
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sest (u* +tz*)(z) > 1+t(1 —a) > 1.
Vaatleme funktsiooni

1+t(1 — )

:[0,00) = R, t— —-n 72
fi ) ||u* + tax||

[mselt f(0) =1 ja 1tlim f(t) =1—a. Kuna f on pidev, siis jarelikult leidub selline
—00
t,et f(t) =1—p3,sest 1 — G € (1 —a,1]. Votame

. utHtxt
R Ty
Siis z € S(y*, B), sest
. u* +tr*)(x 1+l -«
y(x):( )(@) ( )—f(t)zl—ﬁ.

|lur + ta*|| |u* +to*||

Kui y € S(y*, p), siis y € S(z*, ) ehk 2*(y) > 1 — a, sest

L+tx*(y) > u*(y) + tz*(y)

v (y)[u” + 2|
> (1= B)llu” + tz”||
= f(®)[u” + ta”]]
=1+1t(1—a).

Jarelikult S(y*, 5) C S(z*, ). ]



1.2 Diametraalsed ja tavalised diameeter-2 omadused

Kéesolevas paragrahvis toome sisse magistrit6é kesksed omadused — diametraal-
sed diameeter-2 omadused — uurime selles ja jargmises paragrahvis nende va-
hekorda ning nende seost tavaliste diameeter-2 omadustega ja tuntud Daugaveti

omadusega.

Definitsioon 1.5 ([BGLPRZ2]). Oeldakse, et Banachi ruumil X on

1) diametraalne lokaalne diameeter-2 omadus (DLD2P), kui iga iihikkera By
viillu S, z € SN Sx ja e > 0 korral leidub y € S nii, et

[z =yl > 2=

2) diametraalne diameeter-2 omadus (DD2P), kui iga iihikkera Bx suhteliselt
norgalt lahtise alamhulga U, x € U N Sx ja € > 0 korral leidub y € U nii, et

[z =yl >2 =

3) diametraalne tugev diameeter-2 omadus (DSD2P), kui iga iithikkera By
suhteliselt norgalt lahtiste alamhulkade kumera kombinatsiooni C, x € C' ja

e > 0 korral leidub y € C nii, et

[z =yl > llz]| + 1 —e.

DLD2P omadust on erinevate nimetuste all uuritud varasemates artiklites
[IK] ja [AHNTT] (artiklis [IK] on DLD2P omadusega ruume nimetatud SBP-
ruumideks (ingl k spaces with bad projections), artiklis [AHNTT]| kasutatakse ni-
metust LD2P+ omadus). Definitsioonist on néha, et DSD2P omadus on tugevam
kui DD2P omadus ning DD2P omadus on tugevam kui DLD2P omadus.

Jérgmisena anname DSD2P omaduse kriteeriumi, mida kasutame mitmes toes-
tuses. Muuhulgas on sellel kriteeriumil votmeroll magistritoo iihe pohitulemuse,
teoreemi 3.10 toestamisel — see teoreem iitleb, et DSD2P omadus kandub kom-

ponentruumidelt nende 1-summale.



Lemma 1.6 ([HPP, téhelepanek pérast teoreemi sonastust|). Olgu X l6pmatu-
mootmeline Banachi ruum. Ruumil X on DSD2P omadus parajasti siis, kui iga
n € N, uhikkera Bx suhteliselt norgalt lahtiste alamhulkade Uy, ..., U,, arvude
AMyoos Mg €10,1], kus S0 N =1, elemendi x € Y, Mi(U;NSx) jae > 0 korral
leidub y € > 7" | NU; ni, et

o =yl > |z +1—e

Toestus. Tarvilikkus on DSD2P omaduse definitsiooni pohjal ilmne.

Piisavus. Olgu Uy, ..., U, iihikkera Bx suhteliselt norgalt lahtised alamhulgad,
A, A €]0,1] sellised, et Y0 N =1, z € >r  \U; ja e > 0. Néitame, et
leidub y € >~ | \;U; nii, et

e —yll > [lz]| + 1 —e.

Iga i € {1,...,n} korral fikseerime z; € U; nii, et x = >~ \v,;. Uldisust

kitsendamata voime eeldada, et
U; = {u € By: |yc;"](9cZ —u)| <e Vje{l,...,n;}},

kus z7; € X* jan; € N. Iga x; esitame vabalt mingi kahe Sy elemendi y; ja z;
kumera kombinatsioonina x; = p;y; + (1 — ;) 2, kus p; € [0, 1]. Vaatleme punktide

y; ja z; suhteliselt norgalt lahtisi iimbrusi
Vi={v € Bx: |zj;(y; —v)| <e Vje{l,...,n;}}

ja

Wi={w € Bx: |zj;(zi —w)| <e Vje{l,...,ni}}.
Siis 1; Vi + (1 — ) W; C Uy, sest iga v € V; ja w € W, korral esiteks,

v+ (1 = pa)wl| < pilloll + (1 = p)[[wll < pi + (1 = i) = 1,

seega ;v + (1 — p;)w € By, ja teiseks,
T3 <$z — (Mw +(1- Mi)w)) ’ = xfj((uiyi +(1- ,ui)zi) — (,uw +(1- ,ui)w)) ’

< pala; (g = o)) + (1 = )| (21 — w))|

< e+ (1 —p)e =e.
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Eelduse kasutamiseks vaatleme iihikkera By suhteliselt norgalt lahtiste alamhul-

kade Vi, W1y, ...,V,, W, kumerat kombinatsiooni

Z Ai(paVi + (1 = i) Wi).

i—1
Kunaz =" Nx;i=> 1 N (Nz’yi+(1 —/Li)Zi) ning y; € V;NSx ja z; € W;N S,
siis eelduse pohjal leidub y € > \; (,uz‘V% + (1 — ul)I/Vl) C > \U; nii, et

[z =yl > |z + 1 —e.

Jargnevalt toome sisse tavalised diameeter-2 omadused.
Definitsioon 1.7 (JALN]). Oeldakse, et Banachi ruumil X on

1) lokaalne diameeter-2 omadus (LD2P), kui iga iithikkera Bx viilu diameeter

on 2;

2) diameeter-2 omadus (D2P), kui iga iihikkera By suhteliselt norgalt lahtise

alamhulga diameeter on 2;

3) tugev diameeter-2 omadus (SD2P), kui iga tihikkera By suhteliselt norgalt

lahtiste hulkade kumera kombinatsiooni diameeter on 2.

Definitsioonist on ndha, et SD2P omadus on tugevam kui D2P omadus ja D2P
omadus on tugevam kui LD2P omadus. On teada, et koik need kolm diameeter-
2 omadust on erinevad (|L], [BGLPRZ1|). Korvutades omavahel diametraalsete
diameeter-2 omaduste ja tavaliste diameeter-2 omaduste definitsioone, on ilmne,
et DSD2P omadusest jareldub SD2P omadus, DD2P omadusest jareldub D2P
omadus ja DLD2P omadusest jareldub LD2P omadus.

Naiide 1.8. Jadaruumidel ¢y ja /o, on SD2P omadus, aga ei ole DLD2P omadust.

Pohjendus. Artiklis [ALN, teoreem 4.10] néidati, et ruumidel ¢y ja ¢, on SD2P

omadus. Veendume jargnevas ainult, et ruumil ¢y ei ole DLD2P omadust. Ruumi
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U+ korral on toestus analoogiline. Vaatleme ruumi ¢y iihikkera viilu S = {x =
(§k)pey € Be:er(z) = & > 0}. Siis e; € SN S,,. Olgu y € S suvaline. Kuna
|yl = m’?X\yk| <ljay >0,siis [I —y| =1—y <1, mistottu

ler =yl = [[(1 =y, =y2, =ys, .. )| = max{[1 —wi|, | = wa|, | = gsf,.. . } < 1.

Jarelikult € € (0, 1) korral ei leidu sellist y € S, et ||e; — y|| > 2 — £. Seega ruumil
co el ole DLD2P omadust. O

Ei ole teada, kas DD2P omadus ja DLD2P omadus on erinevad. Hiljem veen-
dume peatiikis 3, et DD2P ja DSD2P omadus on erinevad, sest DD2P omadus
kandub komponentruumidelt p-normiga otsesummale, kuid DSD2P omadus iildi-

selt mitte.
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1.3 Daugaveti omadus on tugevam kui DSD2P omadus

Selle paragrahvi eesmirk on artikli [BGLPRZ2| eeskujul niidata, et Daugaveti
omadusest jireldub DSD2P omadus.

Definitsioon 1.9 (J[W]). Oeldakse, et Banachi ruumil X on Daugaveti omadus,
kui iga themodtmelise operaatori 7' € L(X, X) korral

I+ T =1+ 7]

Néiteks ruumid C'[0, 1] ja L1]0, 1] on Daugaveti omadusega (vt nt [W]). Néitame
esiteks, et Daugaveti omaduse definitsioonis piisab vaadelda juhtu ||7|| = 1. Selle

nditamisel kasutame jargmist elementaarset fakti.

Fakt 1.10. Kui normeeritud ruumi X elemendid x ja y on sellised, et
lz +yll = llzll + [yl

s1s iga k, A > 0 korral

[z + Azl = llz]l + Allyll.

Toestus. Olgu z,y € X sellised, et ||z +y|| = ||z|| + ||y|| ja olgu x, A > 0 suvalised.
Niitame, et ||z + \y|| = &||z|| + A|y]|-

Paneme tdhele, et iihtpidi vorratus kehtib triviaalselt. Teistpidi vorratuse néi-
tamiseks voime iildisust kitsendamata eeldada, et k > A. Siis saame hinnata jarg-

miselt:
[kz + My| = [|r(z +y) — (k= Nyl = &llz + yl| = (& = Myl
= &(llzll +llyll) = (& = Myl = sllzll + Alyll-
]
Jareldus 1.11. Daugaveti omaduse definitsioonis piisab vaadelda juhtu |T|| = 1.

Toestus. Kui T' € L(X, X) on themdotmeline operaator, 7' # 0 ja HI + ﬁ” =2,
siis fakti 1.10 pohjal

T T
N+ 0 = (|74 0T | = 10+ 17| | = 1+
I71 177
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Jargmine tulemus kirjeldab Daugaveti omadust geomeetriliselt viilude abil.

Lemma 1.12 (J[KSSW, lemma 2.2|). Banachi ruumil X on Daugaveti omadus
parajasti sits, kui tga thikkera Bx viilu S, v € Sx ja € > 0 korral leidub y € S
nii, et
|z —y|l >2—c¢.

Toestus. Tarvilikkus. Eeldame, et Banachi ruumil X on Daugaveti omadus. Olgu
antud {ihikkera By viil S(z*, ), € Sx ja 0 < ¢ < 2a. Néitame, et leidub y € S
nii, et ||z — y|| > 2 — €. Vaatleme ithemootmelist operaatorit 7' = z* ® z. Kuna
ruumil X on Daugaveti omadus, siis || —T|| = 1+ ||T']| = 2. Olgu y € Sx selline,
et [[(I —T)yl >2—5jax*(y) > 0. Siis on 2*(y) > 1 — 5, sest

g * * *
2= 5 < =Dyl =lly =@l < llyll + 2" W)zl =1+ 27(y).
Seega y € S(z*, ). Paneme téhele, et

|z =yl = [lz — 2" (y)z + 2" (y)z — y|
=[[(y = 2" (W)x) = (z = "))
>[I =Tyl = llz — =" (y)z|
> (I =Tyl — (1 —2"(y))

9 9
> 2——)——:2—.
< 2) 72 c

Pisavus. Olgu T: X — X iihemootmeline pidev lineaarne operaator, seega
T = z*®x, kus 2* € X* jax € X. Tahame naidata, et || —T|| = 1+||T||. Jarelduse
1.11 pohjal voime eeldada, et ||T'|| = 1 ja seejirel voime omakorda eeldada, et
|z*[| = [|z]| = 1. Olgu € > 0. Piisab néidata, et ||[[ —T|| > 2 —e. Kui y € S(z*, 5)

on selline, et ||z —y|| > 2 — £, siis

1T =Tyl = lly — z*(y)zll = ||(y — z) + (z — 2*(y)=) |
> ||z —yll = |z — 2*(y)zl| > lz —yll — (1 —2"(y))

g g
> 2——)——:2—,
( 2) 2 c

jarelikult || — T|| > 2 —e. m
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Lemma 1.12 eeskujul kirjeldati artiklis [S| Daugaveti omadust iihikkera suhte-
liselt norgalt lahtiste hulkade abil.

Lemma 1.13 (|S, lemma 3|). Banachi ruumil X on Daugaveti omadus parajasti
si1s, kui tga mittetihja thikkera Bx suhteliselt norgalt lahtise alamhulga U, © € Sx

ja € > 0 korral lerdub y € U nii, et
e =yl =2—e.

Lemmat 1.13 magistritoos ei toesta, selle toestus on iihelt poolt sarnane lemma
1.12 toestusega, kuid samas kiillaltki tehniline, lisaks kasutatakse toestuses asja-
olu, et iga mittetiihi ihikkera suhteliselt norgalt lahtine alamhulk sisaldab mingit

viilude kumerat kombinatsiooni.

Jareldus 1.14. Kui Banachi ruumil X on Daugaveti omadus, siis iga mittetihja
thikkera Bx suhteliselt norgalt lahtise alamhulga U, x € X ja € > 0 korral leidub
y € U nii, et iga X > 0 korral

[l =yl = ([[z]l + A)(1 —e).

Jérelduse 1.14 toestus on sarnane [L, jareldus 3.12| toestusega. Toestuses ka-

sutame jargmist elementaarset fakti (vt nt [AA, iilesanne 11.1.2]).

Fakt 1.15. Kui normeeritud ruumi thikkera elemendid x ja y on sellised, et ||z —

yll > 14 ¢ mingi ¢ € R korral, siis iga k, A > 0 korral

|k — Ayl > (K + Ne.

Téestus. Kuna 1+ ¢ < |z +y| <2,siisc <1 ja

Ik — Ay|| > max{r, A}z — y|| — (max{r, A} —min{r, \})
> max{r, \}(1+ ¢) — (max{x, A\} — min{x, \})
= max{r, A}c+ min{x, \}
> max{k, A\}c + min{x, A\}c

= (k+ A)c.
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Jarelduse 1.14 toestus. Kui x = 0, siis sobib suvaline y € U N S.
Kui = # 0, siis leiame lemma 1.13 pohjal sellise y € U, et

x
= yll>2--
HHxH y”— c

Seega A > 0 korral saame fakti 1.15 pohjal, vottes selles ¢ := 1 — ¢, k := ||z|| ja
A=\, et kehtib

T
o =l = [[lely = o] 2 lall+ )0~ o)

Niiiid esitame selle paragrahvi pohitulemuse.

Lause 1.16 (|[BGLPRZ2, néide 3.3|). Kui Banachi ruumil on Daugaveti omadus,
s1is on tal DSD2P omadus.

Téestus. Toestus erineb monevorra [BGLPRZ2, niite 3.3] pohjendusest. Eelda-
me, et Banachi ruumil X on Daugaveti omadus. Olgu Uy, ..., U, iihikkera By
suhteliselt norgalt lahtised alamhulgad, Ai,..., A, € [0,1] sellised, et > | A\; =1,
z ey Ui jae > 0. Niitame, et leidub y € Y7 | \;U; nii, et

e =yl > [lz]l + 1 —e.
Olgu 6 > 0 selline, et
(Jzll + DT =0)" > flzf +1 —e.

Sobiva y saamiseks rakendame n korda jareldust 1.14. Esimesel korral votame

jarelduses 1.14 z := z, U := U; ja € := ¢, mille abil leiame y; € U; nii, et
2 = Ayl = (2] + A)(1 = 6).

Kui n > 1, siis rakendame uuesti jareldust 1.14, vottes selles v := z— Ay, U := Us

ja e := 4, leiame yy € Us nii, et

1(z = A1) = Aagall = ([[2 = Mgl + A2) (1 = 9).
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Kokkuvottes

[ — Xy — Aagall > ((lz| +A)(1 = 8) + M) (1 = 9)
> (lzll + A+ A) (1 = 6)%

Kuin > 2, siis rakendame veel kord jareldust 1.14, vottes selles x := z— A1y — A2yo,

U :=Usjace =0, leiame y3 € Us nii, et
Iz = Xayn = Aoy — Asyall = (llzll + A + Az + A3) (1 = 6)°
Vajadusel jatkame analoogiliselt, kuni leiame y,, € U, nii, et

o= Ay =+ = Aagall = (Jall + A -+ 4+ A (1= 0)"
= (lell + 1)(1 - 0"

Votame y = Ay + - - - + A\pyy,. Siis
lz =yl = (lzll + DA =) > [lef| +1 e
O

Ei ole teada, kas Daugaveti omadus ja DSD2P omadus on erinevad voi mitte.
Votame kiesolevas peatiikis vaadeldud omaduste vahelised seosed kokku jarg-

mise skeemi abil, kus DP méargib Daugaveti omadust.

DP = DSD2P :>x DD2P =~ DLD2P

COH H W

SD2P :>x D2P :>x LD2P
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2 Diametraalsete diameeter-2 omaduste kirjeldus

projektorite abil

Artiklis [IK] uurisid Ivakhno ja Kadets selliseid Banachi ruume X, mille puhul
iga ithemootmelise projektori P € L£(X, X) korral || — P|| > 2. Viimast tingi-
must rahuldavad parajasti DLD2P omadusega ruumid (vt [IK, teoreem 1.4]). Ka
DD2P omadus on kirjeldatav projektorite abil (vt [ BGLPRZ2, lause 2.10]). DSD2P
omaduse kirjeldust projektorite abil pole teada, kuid ka sel omadusel on seos pro-
jektoritega (vt [BGLPRZ2, lause 3.6]).

Kéesoleva peatiiki eesmérk on esitada nimetatud tulemused koos iiksikasjaliku

toestusega.

2.1 DLD2P omaduse kirjeldus projektorite abil

Selles paragrahvis esitame koos toestusega DLD2P omaduse kirjelduse artiklist
[IK].

Teoreem 2.1 (|IK, teoreem 1.4|). Banachi ruumil X on DLD2P omadus parajasti
siis, kui iga ihemootmelise projektori P € L(X, X) korral

1= Pl = 2.

Toestus. Tarvilikkus. Eeldame, et Banachi ruumil X on DLD2P omadus. Olgu
P € £(X, X) {ihemo6otmeline projektor. Siis on P kujul P = z* ® z, kus 2* € Sx~,
x € X jaa*(x) = 1. Seega ||z|| > 1, sest ||P|| > 1. Olgu ¢ € (0,1). Vaatleme
iihikkera By viilu § = {y € Bx: 2*(y)||lz|| > 1 — e} TImselt 57 € SN Sx. Eelduse

pohjal leidub y € S nii, et H”i—” — yH > 2 — e. Paneme téhele, et p = z*(y)||z||

korral

(I =Pyl = lly — 2" ()| = (1 +p K xH H

1
)H Y-
L+p”  14pl
Kuna g > 1 — ¢, siis
" - l—e  1-¢
T+p  14+(1—-¢) 2-¢
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Vahetult on kontrollitav, et funktsioon f: [0,1] — R, f(\) = || —(1=Nyll,
on kumer. Téhistame A = {£-. Vaatleme eraldi juhte 1) A € (5=, %) ) € [35,1].
1) Paneme téhele, et )\ € (2 =, 3) korral
(= Pyl = (14 )| = =
T T
1 z 1 1 7
-l ) ot D e Dl
22 e
2 5+0lv =l -l 3] ;
z50+mlly =l ~ 5 2 1+M 2
1 1
5(2—5)(2—5)—)5—/\‘ )\——’
1 1 1-¢
S S(2—e)(2— —2(—— )
>52=e)@2-¢)-2(5 -5
1 2e
= (2 —¢)?2—
SAS
> 2 —4e.

Kuna € € (0,1) on suvaline, siis jérelikult || — P| > 2.
2) Vaatleme juhtu A > $ ehk p > 1. Sel juhul 1 € [0, A]. Seega funktsiooni f

kumerusest saame, et

(L)< D)o o

1 1) = €
) = || — — > 1__
f<2> 2” B yH 2

Kuna

ja f(0) = [lyll <1, siis
FON) > zAf@) — (20— 1)£(0) > 2\(1 — %) S22 —1)=1- e

Niilid saame

I =Pyl = 1+ )|

=(1+ u)f(L>

1+ p

Z(1+u)<1— 1‘/:M€>

- Tl

=14 pu—pe
>2—c.
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Kuna € € (0,1) on suvaline, siis jérelikult || — P| > 2.

Modlemal vaadeldud juhul saime, et ||I — P|| > 2, millega on teoreemi tarvilik-
kuse osa toestatud.

Piisavus. Eeldame, et iga ithemootmelise projektori P € L£(X, X) korral ||I —
PJ| > 2. Vaatleme iihikkera By viilu S, z € SN Sx ja e € (0,2). Otsime elementi
y € S nii, et ||z — y|| > 2 — . Lemma 1.4 pohjal leidub iihikkera By viil S(y*, )
nii, et

re Sy ,p)cS

ja

DN ™

B
1—-8~
Olgu v > 0 selline, et v < § ja (1 —y)y*(z) > 1 — 3. Vaatleme iithemootmelist

projektorit P = y* ® x. Eelduse kohaselt on ||I — P|| > 2, mistottu leidub

1
y* ()
y € Sy nii, et

I(I = Pyl > 2 —7.

Uldisust kitsendamata voime eeldada, et y*(y) > 0, vajadusel voime votta y ase-

mele —y. Seega

Iz = Pyl = [l = 58] < i+

v yigy) H:Hm

x .
y*(z) y* ()
Kokkuvottes 1+ L > 2 — v ehk

Yy (y) > 1 =7y (z) >1-B.

Seega y € S(y*, ). Paneme téhele, et

1 y* () 1-53
1l—-—<1- <1l——
1-p y*(x) 1
millest saame, et
’1_y (y)‘ B
y(x)l 15
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Jarelikult

ly — z|| = ||(y — Py) + (Py — )|
> |ly — Pyl| — ||z — Pyl

= = Pyl - |1 - L]
>(2—7)—%
2(-3) 3

=2 —c.
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2.2 DD2P omaduse kirjeldus projektorite abil

Selles paragrahvis esitame koos toestusega DD2P omaduse kirjelduse artiklist
[BGLPRZ2].

Lause 2.2 (|[BGLPRZ2, lause 2.8]). Olgu X Banachi ruum. Jdrgmised vdited on
samavdadrsed:

(1) ruumil X on DD2P omadus;

(i1) iga x5, ..., x5 € Sx-, v € X, xf(x) # 0 ja € > 0 korral leidub y € Bx nii, et
igai € {1,...,n} korral

7 (y) >0
xi(z) —
ja
ly — Pyl >2—¢
kus
1 ‘@
;i (z)

Toestus. (i) = (i1). Eeldame, et Banachi ruumil X on DD2P omadus. Olgu
i, ..., xh € Sx» ja r € Sx sellised, et iga i € {1,...,n} korral z}(x) # 0.
Tahistame P, = *( K
i€ {l,...,n} korral Hy — Pyl >2 -

Selleks vaatleme hulka

P ®z. Olgu € > 0. Néaitame, et leidub y € Bx nii, et iga
(y) > 0.

U={y€Bx:|lzr— Pyl <e Vie{l,...,n}}.

Paneme téhele, et U on {ihikkera By suhteliselt norgalt lahtine alamhulk, sest
tingimus ||z — Pyy|| < € on samavédrne tingimusega |z} (z —y)| < |z} (z)|. [lmselt

x € U. Eelduse pohjal leidub y € U nii, et ||z — y|| > 2 — ¢. Seega

ly = Pyl = llz = yll = [lv = Pyll > (2 —¢) —e =2 —2¢.

=} (y)
z}(z)
2 >0

Tingimus ||z — Py|| < € on kirjutatav ka kujul < € ja voime eeldada, et

. zi(y)
e < 1. Siis =@
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(77) = (i). Eeldame, et kehtib (ii). Olgu U iihikkera Bx suhteliselt norgalt
lahtine alamhulk, x € U N Sx ja € > 0. Otsime sellist y € U, et

lo =yl =2 —e.

Kuna viilud moodustavad iihikkera suhtelise norga topoloogia eelbaasi, siis
leiduvad By viilud Sy, ..., .S, nii, et

xr e ﬁSZ cU.
=1

Lemma 1.4 pohjal voime eeldada, et S; = S(z7,«;) korral on a; < e. Vaatleme

iithemootmelisi projektoreid

i@z, ie€{l,...,n}.

1
P =
()
Kuna zf(z) > 1 — a, siis leidub selline v > 0, et (1 — y)zf(z) > 1 — «; iga
i € {1,...,n} korral. Tingimuse (ii) pohjal leiame y € By nii, et igai € {1,...,n}

korral
ly — Pyl >2—~
ja
z; (y) >0
i (x) ~
Seega
7 (y)
Ty =Pyl >2=v—|yll 21—,
mistottu xf(y) > (1 —y)xi(r) > 1 — ;. Jérelikult y € U, sest y € (), S; C U.
Paneme téhele, et suvalise ¢ € {1,...,n} korral
HPZy—.TH:‘xl(Z”Z'—IL'H:|xl(y)_xl(x)|< Qv < € ’
xi(x) zi(z) l—a; — 1—¢
jarelikult
lz —yll = |ly — Pyll — |1 Py — =]
€ €
>2—-0)———>(2—¢)— .
( ) 1—¢— (2-¢) 1—¢
Kuna £ > 0 on suvaline, siis ruumil X on DD2P omadus. O
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2.3 DSD2P omaduse seos projektoritega
Lause 2.3 (|[BGLPRZ2, lause 3.6]). Kui Banachi ruumil X on DSD2P omadus,

siis iga loplikumaootmelise projektori P € L(X, X) korral

Y

1 n
I—Pl|>1 —H Z.
I1-Pl =1+~ E;:r

kus P=3"" & @ x;, 1; € Sx, vf € X* ja x5(x;) = dy5.
Toestus. Eeldame, et ruumil X on DSD2P omadus ja olgu P = > "  xf ® x;,
kus z; € Sx, xf € X* ja xj(xz) = 0,;;. Fikseerime vabalt ¢ > 0. Vaatleme hulki
Ul,...,Un, kus

Uy={yeBx:|z}(z; —y)| <e Vje{l,....n}}.

Ilmselt on U; suhteliselt norgalt lahtine ja x; € U;. Kuna X on DSD2P omadusega,
siis leiduvad y; € Uy, ..., y, € U, nii, et

Paneme tahele, et
x; — Py; = Zx;‘(xz)xj — Zx}k(yz)x] = ij(xz — i) T
j=1 j=1 j=1
Seega
i = Pyill < |25 (s — )| < me.
j=1

Kokkuvottes

=P 2 -2 (3w

V2
S|
@‘M: I
— —

B

|

<

S—
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Jarelikult

1 n
1= Pl = 2| > +1.
i=1
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3 Otsesumma diametraalne diameeter-2 omadus

Selles peatiikis uurime diametraalsete diameeter-2 omaduste kandumist otsesum-
ma ja selle komponentruumide vahel. Lihtekohaks on artiklites [IK] ja [ BGLPRZ2]
saadud paranduvustulemused. Vaatleme ainult kahe otseliidetavaga otsesummasid,
millel on iildiselt absoluutne norm. Absoluutse normi moistet tutvustame esimeses
paragrahvis.

Artiklis [IK] nédidati, et Banachi ruumidel X, X5, ... on DLD2P omadus para-
jasti siis, kui nende 1-tingimatu summa on DLD2P omadusega. Teises paragrahvis
esitame [IK] tulemuse erijuhul (kahe ruumi jaoks).

Artiklis [BGLPRZ2] vaadeldi DD2P ja DSD2P omaduste stabiilsust p-normiga
otsesumma puhul. Sarnaselt DLD2P omadusega on DD2P omadus p-normiga ot-
sesummal parajasti siis, kui komponentruumid on DD2P omadusega. Kolmandas
paragrahvis iildistame selle tulemuse absoluutse normiga otsesummadele.

Neljandas paragrahvis uurime DSD2P omaduse stabiilsust. On teada, et 1 <
p < oo korral ei saa p-summa olla SD2P omadusega [L]|, seega ka mitte DSD2P
omadusega. Artiklis [ BGLPRZ2| on niidatud, et co-normiga otsesumma on DSD2P
omadusega parajasti siis, kui komponentruumid on DSD2P omadusega. Me néi-
tame lisaks, et ka 1-normiga otsesumma on DSD2P omadusega parajasti siis, kui
komponentruumid on DSD2P omadusega. Sellega vastame artiklis [BGLPRZ2|
esitatud kiisimusele, kas DSD2P omadusega ruumide 1-summa on DSD2P omadu-

sega.

3.1 Otsesumma absoluutne norm

Uldiselt vaatleme otsesummasid absoluutse normiga. Kiesolevas paragrahvis anna-

me absoluutse normi moaiste ja selle pohiomadused. Olgu X ja Y Banachi ruumid.

Definitsioon 3.1. Olgu N norm ruumil R% Siis |[(z,y)||v = N (|||, [|v]|), kus
r € X jay €Y, defineerib absoluutse normi otsesummal X &Y. Kui N(0,1) =

N(1,0) = 1, siis 6eldakse, et norm || - ||y (vOoi N) on normaliseeritud.

Otsesummat X @& Y absoluutse normiga || - ||y tdhistame X &y Y.
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Naide 3.2. Iga p-norm

(ll? + llylP)'/7, kui 1 < p < oo,
1z, y)llp =

max{||z[|, lyl|},  kui p = oo,

on absoluutne normaliseeritud norm otsesummal X @Y. Otsesummat X @Y koos

p-normiga tahistame X @, Y.

Niide 3.3. Olgu A € (1, 1). Otsesummal vaadeldav norm

Gz, )| = max{[|(z, y)lloo, All (2, 9) |1}

on absoluutne normaliseeritud norm otsesummal X @Y, kuid pole p-norm. Paneme
tdahele, et A = 1 korral on vaadeldav norm vordne 1-normiga ja A\ = % korral on

see OO-norm.

Lemma 3.4 ([H, lemma 3.1 ja lk. 317]). Olgu X ja Y Banachi ruumid ja || - ||§

absoluutne normaliseeritud norm otsesummal X @Y.

(a) X @&n Y on Banachi ruum, kusjuures
I lloe < M1+ Ml < M1l
(b) Kui 1,29 € X jay1,y2 € Y on sellised, et ||z1] < ||x2| ja ||yi|| < [|y2]], siis
Iz, y)lln < (22, y2) v

(¢) Leidub absoluutne normaliseeritud norm || - |

N+ ruumil X* B Y* ni, et

(X &N YY) = X* DN« Y™, kusjuures iga (z*,y*) € X* @y« Y™ korral

(2", ")

v =y (lall2* 4 ol

ja iga (z,y) € X &y Y korral

(%, y")(z,y) = 2" (z) + y*(y).
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3.2 Otsesumma DLD2P omadus

Ivakhno ja Kadets néitasid ([IK, teoreem 3.2]), et DLD2P omadus on stabiilne 1-
tingimatute summade korral. Kiesolevas magistritéos anname selle tulemuse toes-

tuse absoluutse normiga otsesumma korral.

Teoreem 3.5 ([IK, teoreem 3.2]). Olgu X ja'Y Banachi ruumid ja || - || absoluut-
ne normaliseeritud norm otsesummal X @Y. Ruumil X &n Y on DLD2P omadus

parajasti sis, kui komponentruumidel X ja Y on molemal DLD2P omadus.

Toestus. Taruvilikkus. Eeldame, et ruumil Z = X ®&x Y on DLD2P omadus. Niita-
me, et siis ka ruumidel X ja Y on DLD2P omadus. Niitame, ainult et ruumil X on
DLD2P omadus, ruumi Y jaoks on toestus analoogiline. Oletame vastuvéiteliselt,
et ruumil X ei ole omadust DLD2P. Jéarelikult leiduvad iihikkera By viil S(z*, «),
x € S(x*,a) N Sx ja d > 0 nii, et iga u € S(z*, a) korral

|z —u|| <2-4.

Lemma 1.4 pohjal voime eeldada, et v < 6. Téhistame z* = (2*,0) ja z = (z,0).
[lmselt z* € Sz« ja z € Sz. Paneme tihele, et z kuulub iihikkera By viilu S(z*, a),
sest z*(z) = a*(z) > 1 — a. Eeldusega vastuoluni joudmiseks néitame, et iga
w € S(z*,a) korral ||z —w||y <2 -0+ a. Suvalise w = (u,v) € S(z*, «) korral
on u iihikkera By viilu S(z*, ) element, sest z*(u) = 2*(w) > 1 — a. Jérelikult

|z —ul| <2—=4¢ja|ul| >1— . Seega

Iz —wlly = lI(2,0) = (w,0) |y = N(llz —ull, [vl) < N2 =6, o]
=N((2= 0= [lull,0) + (lull, Iv]))
<@2-0—|lul)+1
<(2-0-(1-a)+1=2-0+a

Joudsime vastuoluni sellega, et ruumil Z on DLD2P omadus ja jarelikult ruumil
X on DLD2P omadus.

Piisavus. Eeldame, et X ja 'Y on DLD2P omadusega. Néitame, et 7 = X Gy Y
on DLD2P omadusega. Vaatleme iihikkera By viilu S(z*, ), z € S(z*, ) N Sx ja
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e >0, kus z* = (z*,y*) ja z = (x,y). Olgu
S1 ={u € Bx : ||z||z*(u) > z*(x) — a1 }
ja
Sy ={v e By : lylly"(v) > y*(y) — aa},
kus aq,as > 0 on sellised, et a3 + as < 2%(2) — (1 — ).
Hulgad S ja Sy on viilud. Néiteks S, on iihikkera Bx viil, sest x = 0 voi * = 0
korral on S; = Bx ning x # 0 ja z* # 0 korral on

3, :S<f’f_*’1_m>.

Bl (el 150

Olgu u € 57 ja v € 95 sellised, et
|z = llzlluf| = 2 = o)l
ja
|y = llyllv]] > (2 =)yl
Pohjendame tépsemalt sellise u leidumise, v leidumist saab pohjendada analoogi-
liselt. Kui x = 0, siis sobib suvaline u € S;. Kui x # 0, siis Hi_ll € SN Sy ja eelduse
kohaselt leidub u € S nii, et HHfC—” —ul| > 2 —¢€ ehk ||z — ||lzllul| = (2 —¢)|z|.
Paneme tahele, et w = (||z||u, ||y||v) € S(z*, a), sest
Z(w) = [lz[2*(u) + [[ylly*(v)
> 2" (@) + Y (y) — (u + az)

2"(2) = (a1 + a2)

Vv

1—oa.
Lisaks saame, et ||z — w||y > 2 — ¢, sest
Iz = wlly = || (z,9) = (lzllu [lyllv)||
= N(llz = lllfull. s = Iyl ])
> N(2=2)lzl, 2 -2)llyl)
= (2= e)N([l=[, ly])

=2 —c.

Jarelikult ruumil Z on DLD2P omadus. O
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3.3 Otsesumma DD2P omadus

Artiklis [BGLPRZ2, teoreem 2.11 ja lause 2.12| on niidatud, et 1 < p < oo korral
on p-normiga otsesummal DD2P omadus parajasti siis, kui otsesumma kompo-
nentruumidel on DD2P omadus. Jargnevalt nditame, et see tulemus kehtib tildise-

malt absoluutse normi korral.

Teoreem 3.6 (vrd [BGLPRZ2, teoreem 2.11, lause 2.12|). Olgu X ja Y Banachi

ruumid ja || - ||y absoluutne normaliseeritud norm otsesummal X & Y. Ruumil
X®NnY on DD2P omadus parajasti siis, kuit komponentruumidel X ja'Y on DD2P

omadus.

Toestus. Tarvilikkus. Feldame, et ruumil Z = X & xY on DD2P omadus. Niitame,
et siis on ka ruumidel X ja Y DD2P omadus. Niditame ainult, et ruumil X on DD2P
omadus, ruumi Y jaoks on toestus analoogiline. Olgu U iihikkera Bx suhteliselt
norgalt lahtine alamhulk, z € UNSx jae € (0,1). Olgud € (0, 5). Siis 1 < %—:g < 2.
Vaatleme iihikkera Bz suhteliselt norgalt lahtist alamhulka

W= {(u,v) € By:uel, || >1—5}.

Ilmselt (z,0) € W N Sz. Eelduse kohaselt leidub (u,v) € W nii, et

2—c¢
1—-9

H(I,O) - (U7U>HN >

Kuna

siis kokkuvottes

2—5< . {||x—u|| 1}
— — < max
1—6 — 1—46 7

ehk ||z — u|| > 2 — e. Jérelikult ruumil X on DD2P omadus.

Piisavus. Eeldame, et ruumid X ja Y on DD2P omadusega. Niitame, et ruum
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Z = X®yY on DD2P omadusega. Olgu W iihikkera B, suhteliselt norgalt lahtine
alamhulk, z = (z,y) € W NSz ja e > 0. Néditame, et leidub w € W nii, et

|z —wlny >2—¢.
Piisab vaadelda juhtu, kus
W= {w €By: iz —w) <1 Vie {1,...,n}},
kus n € N, zf = (2f,y}) € Z*. Vaatleme esialgu juhtu, kus = # 0 ja y # 0. Hulgad

U= {ueBX (ﬁ >‘<m Vz‘e{l,...,n}}

ja
V:{UGBY

i (=)l < ﬁ vie{l,...nt}

on ilmselt suhteliselt norgalt lahtised. Kuna ﬁ e UN Sx ja ﬁ € VN Sy, siis
eelduse kohaselt leiduvad v € U ja v € V nii, et

uH>2—6

I
o]

ja

HJL_U
[yl

Votame w = (||x||u, ||y||v). Siis w € W, sest

lwlly = ([l lyllo)]ly = Nl lyiio])
< N([lI[, ly[)
= Iz, y)llv = llzllv = 1,

jarelikult w € By, jaiga i € {1,...,n} korral

|2 (2 — w)

— Jez(a — lellu) + (0 — ollo)
o (a7 - ) + ol (7 =]

+lyll

< ||z

1
2|[x] 2HH

=1.
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Paneme tahele, et

Iz = wlly = [[(z = 2w,y = llyllv)|| v
= N([Ja = llzllul], [ly = lyllv]])
= et = ol Wl =)

> N (=12 =), lwll(2 - )
=2 —=e)N(l|z[, lvl) =2 —e.

Vaatleme niiiid juhtu, kus z = 0 voi y = 0. Olgu konkreetsuse mottes y = 0.
Hulk
U={ueBy: |zj(z—u)| <1 Vie{l,...,n}}

on ilmselt suhteliselt norgalt lahtine. Kuna x € U N Sx ja ruumil X on eelduse
pohjal DD2P omadus, siis leidub element u € U nii, et ||z — u|| > 2 — . Votame
w = (u,0). Siis w € W, sest

[wly = [[(w,0)[ly = N([[u]|,0) = ||l=z]| < 1,
jarelikult w € Bz, jaiga i € {1,...,n} korral
2z = w)| = [z —w)| < 1.
Paneme tahele, et

Iz = wliy = [z = u,0)|]xy = N(||z = ul],0) = [lz — u]| > 2 —e.
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3.4 Otsesumma DSD2P omadus

Becerra Guerrero, Lopez-Pérez ja Rueda Zoca néitasid [BGLPRZ2, lause 3.7, teo-
reem 3.8|, et DSD2P omadus on stabiilne co-summa korral ja p = 1 korral toimub
tileminek summaruumilt komponentruumidele. Langemetsa magistritoo |L] pohjal
on teada, et 1 < p < oo korral ei ole p-summal DSD2P omadust. Paragrahvi 1opus
nditame, et DSD2P omadus on stabiilne ka p = 1 korral.

Esmalt niitame, et DSD2P omadus parandub p-normiga summaruumilt kom-

ponentruumidele p = 1 ja p = oo korral.

Lause 3.7 (|BGLPRZ2, lause 3.7]). Olgu X ja Y Banachi ruumid. Kui X &Y
on DSD2P omadusega, sits X ja' Y on DSD2P omadusega.

Toestus. Anname originaaltoestusest monevorra erineva toestuse, sest kasutame
lemmat 1.6. Eeldame, et ruumil Z = X ®; Y on DSD2P omadus. Néitame ai-
nult, et ruumil X on DSD2P omadus, ruumi Y jaoks on toestus analoogiline.
Olgu Uy, ..., U, iihikkera Bx suhteliselt norgalt lahtised alamhulgad, z; € U; N
Sx,...,x, € U, NSx jae >0.0lgu Ar,..., A\, €[0,1] sellised, et Y7 | A, = L.

Niitame, et leiduvad uy € Uy, ..., u, € U, nii, et

H Zz:;)\z(ifz —ug)|| > H g i

Tshistame iga i € {1,...,n} korral U; = U;\(1—¢) Bx. Paneme tihele, et U; on
iihikkera By suhteliselt norgalt lahtine alamhulk ja z; € ﬁl Eelduse kasutamiseks
vaatleme iihikkera B, suhteliselt norgalt lahtisi alamhulki W7y, ... W, kus W; =
(ﬁz X By)N Byz. Kuna (z;,0) € W;N Sy, siis eelduse kohaselt leiduvad (u;, v;) € W;

nii, et

+1—2e.

+1—-c.

n n
H Zl)\l(xz — Uy, V;) , > H Zl)\ﬂz
1= 1=

Sel juhul ||u;|| > 1 — ¢, mistottu ||v;|| < €, jarelikult || Y"1 | \v;|| < e. Kokkuvottes

H Zn:)\z(iﬁz —w)|| = H Xn:/\z(xz — Ui, ;) T H Xn:/\ﬂfi > H Zn:)\ifﬂi
i—1 i—1 i—1 i—1

+1— 2e.

]
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Lause 3.8 ([BGLPRZ2, lause 3.7]). Olgu X ja'Y Banachi ruumid. Kui X @Y
on DSD2P omadusega, sits X ja'Y on DSD2P omadusega.

Toestus. Eeldame, et ruumil Z = X @&, Y on DSD2P omadus. Niitame ainult,
et ruumil X on DSD2P omadus, ruumi Y jaoks on toestus analoogiline. Olgu
Uy, ..., U, tihikkera By suhteliselt norgalt lahtised alamhulgad, z; € Uy, ..., z, €
U, jae>0.0lgu Ap,..., A\, €[0,1] sellised, et > | A\; = 1. Néitame, et leiduvad
uy € Uy, ..., u, € U, nii, et

H Xn:M% —u)|| = H zn:Aixi
=1 i=1

Vaatleme esmalt juhtu, kus Y7 | A\;z; # 0. Voime eeldada, et ¢ < || Y7 N .
Eelduse kasutamiseks vaatleme iihikkera By suhteliselt norgalt lahtisi alamhulki
Wi, ...,W,, kus W; = U; x By. Kuna (z;,0) € W, siis leiduvad (u;,v;) € W; nii,

+1—c.

et
HZ)\i(:&—ui,vi) > HZ)"% +1—e.
=1 * i=1
Kuna || 320, M| < 1, siis
HZ/\z(Iz—uz) > HZ)\Z@ +1—¢.
i=1 i=1

Juhul Y77 | \;z; = 0 on vaja leida uy € Uy, ..., u, € U, nii, et H o /\zuZH >
1 — . Vaatleme esmalt selliseid z; € Uy,...,Z, € U,, et > | \T; # 0. Voime
eeldada, et e < || D7, \iZ;]|. Leiame toestuse esimese osa pohjal u; € U; nii, et

H Zn:)\z(fz - Uz) > H Zn:&‘fi
i=1 i=1

+1—-c.

Siis

>1—c.

H i il
i=1

Kehtivad ka lausete 3.7 ja 3.8 poordteoreemid.
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Teoreem 3.9 ([BGLPRZ2, teoreem 3.8]|). Olgu X ja Y Banachi ruumid. Kui
ruumidel X ja'Y on DSD2P omadus, sits ka ruumil X @Y on DSD2P omadus.

Toestus. Jargnev toestus erineb monevorra originaaltoestusest. Eeldame, et ruumi-
del X ja Y on DSD2P omadus. Niitame, et ruumil Z = X ®, Y on DSD2P
omadus. Olgu iga i € {1,...,n} korral W; iihikkera B suhteliselt norgalt lahtine
alamhulk ja z; = (x;,y;) € W; NSz, Kuna W,; = ﬁv/l N Bz, kus If/val C X on norgalt
lahtine, siis leiduvad norgalt lahtised ﬁl C X ja \Z C Y nii, et z; € 17, X XZ C f/[v/i,
sest korrutisruumi nork topoloogia on tegurite norkade topoloogiate korrutistopo-
loogia. Seega
z € (U x V;) N By € W,N By.

Olgu € > 0 ja olgu A1,..., A, € [0,1] sellised, et " ;| A\; = 1. Arvestades, et
B; = Bx X By, siis jarelikult

Zi € (ﬁlme) X (‘7; mBy)

Kuna x; € (71 N By, siis eelduse pohjal leiduvad u; € (71 N Bx nii, et

i=1 i=1
Analoogiliselt leiduvad v; € ‘7@ N By nii, et
HZ/\Z‘(%—%) > HZAiyi +1—e
i=1 i=1

Seega w; = (u;,v;) € W; ja
H Z iz — wy) o H Z /\i(<xi7yi) — (s, Uz)) Hoo
i=1 i=1
i=1 i=1

)

}
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Zmax{HZAixi —l—l—g,’Z)\iyi —1—1—5}
i=1 i=1
:maX{HZ)\le ,’Z)\Zyz }+1—8
i=1 i=1
i=1 Oo
Jarelikult ruumil Z on DSD2P omadus. O

Jargmine teoreem on vastus artiklis [BGLPRZ2| esitatud kiisimusele, kas DSD2P
omadusega Banachi ruumide 1-summa on DSD2P omadusega. See tulemus on saa-

dud koost6os Mart Poldverega.

Teoreem 3.10 ([HPP, teoreem]|, vt ka [BGLPRZ2, kiisimus 4, lk 33|). Olgu X
ja Y Banachi ruumid. Kui ruumidel X ja 'Y on DSD2P omadus, siis ka ruumil
X &Y on DSD2P omadus.

Toestus. Eeldame, et Banachi ruumidel X ja Y on DSD2P omadus. Néitame,
et ruumil Z = X ®; Y on DSD2P omadus. Olgu Wy,..., W, iihikkera B, suh-
teliselt norgalt lahtised alamhulgad, Ai,..., A, € (0,1] sellised, et Y ' | A, = 1,
z=(z,y) € i, M(WiNSz) jae > 0. Niitame, et leidub w = (u,v) € Y1 | AW
nii, et
Iz —wli > [zl +1—¢
ehk
lz = ull + [ly = vl > llzl + Iyl + 1 — .

Iga i€ {1,...,n} korral fikseerime z; = (z;,v;) € W; NSz nii, et 2 =>" | \;z; ja

tahistame
( .
— kui z; #0,
i = { lwill
\O, kui x; =0
ja
i? kui Yi 7£ 07
P
0, kui y; = 0.
\
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Niitame, et leiduvad vastavalt z; ja y; suhteliselt norgalt lahtised iimbrused U; C
Bx ja Vi C By ni, et (|l;]|U;) x (|[ui]| Vi) € Wi. Olgum € N, 25 = (a7, ) € Sy,
je{l,...,m} jad > 0 sellised, et

WD {weBz:|Z(z—w)| <d V=A{1,...,m}}.
Voime votta

Uy ={ueBx:|z}(&;) —u| <d Vj={1,...,m}}
ja

Vi, = {UG By : |y (9:) —v| <0 Vj :{1,...,m}}.
Toepoolest, u € U; ja v € V; korral w; = (||a;|w, ||lys||v) € Wi, sest

|25 (2 — wi) | = | (@) + 7 (9i) — &} (Jallw) =y (yillv))|

5 @i = llwillw) + y5 (i — llysllv)]
5@ = w)| + llyill |y (9 — v

< (lill + lwill)o
= [|z:ll6 = o.

< ||| |z

Téhistame a = Y . Azl ja 8= >, Aillyil|. Vaatleme esiteks juhtu, kus a # 0
jaB#0.Igai e {l,...,n} korral tdhistame

il Aillyi
a=—— Pi= 5
On selge, et oy, 3; € [0,1] ja D", oy = > | f; = 1. Paneme téhele, et
SRR SR 71 PR - SN
= —_— = —I; = o;T; € ;U

ja

R BB B WD W

i=1
Eelduse pohjal saame, et leiduvad ug € >, a;U; ja vy € Zi:l B;V; nii, et

T 1
|5 = woll > Sl +1 -
«Q «Q
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ja
: H 1
= —wll > =yl +1—e.

Tihistame u = aug ja v = Buy. Uhelt poolt

U= aug = ZaaiUi = Z)\ZHZ‘ZHUZ
i=1 i=1
ja
v =y € Zﬁﬁz‘vi = Z%‘H%HVL
i=1 i=1
seega (u,v) € > | MW, teiselt poolt

[z = ull +{ly = vl > [|#]] + a(l = &) + [lyl + 51 —¢)
= [zl + 1yl + (@ + B)(1 —¢)
= llzfl + llyl[ +1 —e.

Seega oleme nédidanud, et vaadeldaval juhul leidub sobiv element w = (u,v).
Vaatleme niiiid juhtu, kus a = 0 voi f = 0. Konkreetsuse mottes olgu 8 = 0 ja

seega o = 1. Jérelikult iga ¢ € {1,...,n} korral x; € U; N Sx ja y; = 0, mistottu

y = 0. Eeldasime, et X on DSD2P omadusega, seega leidub uw € > " | \;U; nii, et

o —ul] > [Jzf] + 1 —e.
Votame w = (u,0). Siis w € Y, Uy x {0} € >0 AW ja

|z —wlh =|lr—ul| +0>|jz]| +1—e=|z|| + 1 —e.
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4 DD2P ja DSD2P omaduste parandumine

alamruumile

Neljandas peatiikis keskendume diametraalsete diameeter-2 omaduste parandu-
misele alamruumile. Pohitulemustena esitame kaks teoreemi, mis niitavad, et nii
DD2P kui ka DSD2P omadus piaranduvad Banachi ruumilt X tema kinnisele alam-
ruumile Y kui faktorruum X/Y on 16plikumootmeline. Ei ole teada, kas DLD2P
omadus parandub samamoodi Banachi ruumilt X tema kinnisele alamruumile Y,

kui X/Y on loplikumootmeline.

Teoreem 4.1 ([BGLPRZ2, teoreem 2.13|). Olgu X Banachi ruum ja Y tema
kinnine alamruum. Kui X on DD2P omadusega ja X/Y on loplikumaostmeline,

si1s 'Y on DD2P omadusega.

Toestus. Anname teoreemile 4.1 originaaltoestusest monevorra lihtsama toestuse.
Eeldame, et ruumil X on DD2P omadus ja X/Y on 16plikumo6otmeline. Olgu V/
iihikkera By suhteliselt norgalt lahtine alamhulk, y € V N Sy ja € > 0. Néitame,
et leidub z € V nii, et ||y — z|| > 2 —&.

Piisab vaadelda juhtu ¢ < 2 ja

V={veBy:|y(y—v)<e Vie{l,... n}},

kus n € N ja y € Sy~. Hahn-Banachi teoreemi pohjal leiduvad x7,..., 2z} € Sx-

nii, et 7|y = y;. Vaatleme norgalt lahtist hulka
U={ueX:|z;(y—u) <Z Vie{l,...,n}}.

Olgu ¢: X — X/Y loomulik faktorkujutus. Kuna ¢ on lahtine kujutus, siis ¢(U) on
ruumi X /Y lahtine alamhulk. Ilmselt 0 = q(y) € ¢(U). Olgu r > 0 selline, et r < £
ja Bx;y(0,7) C q(U). Ruumi X alamhulk ¢~!(Bx/y(0,r)) on norgalt lahtine, sest
|- |I-Il - ||-pideva kujutusena on ¢ ka w-w-pidev ja ruumi X/Y 16plikumootmelisuse

tottu on Bx/y (0, r) norgalt lahtine. Vaatleme ruumi X alamhulka
W =q ' (Bx;y(0,7)) NU N By.
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[lmselt on W suhteliselt norgalt lahtine ja y € W. Kuna ruum X on DD2P oma-
dusega, siis leidub w € W nii, et

€

— >2——.

ly — wl 1

Seega |lw|| > 1 — £. Kuna ||g(w)|| < r ehk inf,ey [|w — v| < r, siis leidub v € Y

nii, et [jw — v|| < r. Jarelikult
[wll =7 < {Jol] < fJwll + 7.

Selle ja varasemate tingimuste 1 — £ < [[w|| <1 ja r < £ pohjal saame, et
£

£ £
1=E) — Sl <1
( <l <1+7

4

Votame z = HUTH Siis z € V, sest iga i € {1,...,n} korral

lyi (y — 2)| = |z} (y — 2)|
< xi(y — w)| + |77 (2 — w))|

<S4 z—w]

— Z— W

4

E
§Z+Ilz—vll+llv—wll
£
:1+\1—Ilvll\+llv—wll
<5+(5+5)+5—5
4 4 4 4 7

Lisaks sellele saame, et

ly =zl =1y —w+w—-v+v—2
> |y —w| = [[w—v| = [v—z|
13 19 13 13
> 2——)—(— —)——:2—.
( 4 171) 1 c
0

Niiiid anname eelmise tulemuse eeskujul DSD2P omaduse alamruumile paran-
dumise tingimuse. Artiklis [BGLPRZ2| on DSD2P omaduse alamruumile péran-
dumine sonastatud norgemal eeldusel kui teoreemis 4.2, kuid [BGLPRZ2, teoreem

3.9] toestus ei ole detailides korrektne ning vajab veel tdiendavat analiiiisi.

40



Teoreem 4.2 (vrd [BGLPRZ2, teoreem 3.9]). Olgu X Banachi ruum ja 'Y tema
kinnine alamruum. Kui X on DSD2P omadusega ja X/Y on loplikumadotmeline,
sits Y on DSD2P omadusega.

Toestus. Olgu Vi, ..., V, iihikkera By suhteliselt norgalt lahtised alamhulgad,
Aoy A, €[0,1] sellised, et > N =1, jay € >, X (V;NSy). Olgue > 0.
Niitame, et leidub z € >~ A\;V; nii, et

ly =2l > llyll + 1 —e.

Iga i € {1,...,n} korral fikseerime y; € V; nii, et y = > " | \;y;. Piisab vaadelda
juhtu

Vi={v € By: lyi;(yi —v)| <e Vje {1,...,n}},
kus n; € N ja yj; € Sy+. Hahn-Banachi teoreemi pohjal leidub igal funktsionaalil
y;; jitk x3; € Sx-. Vaatleme iga i € {1,...,n} korral norgalt lahtist hulka

£ . :
U; = {ueX: |lul| > 1—17 lz5;(yi —u)| <e Vje {L---v”i}}'

Olgu ¢: X — X/Y loomulik faktorkujutus. Kuna ¢ on lahtine kujutus, siis iga
q(U;) on ruumi X/Y lahtine alamhulk. Tlmselt 0 = ¢(y;) € ¢(U;). Olgu r > 0
selline, et v < § jaigai € {1,...,n} korral Bx,y(0,7) C q(U;). Ruumi X alamhulk
¢ ' (Bx/y(0,7)) on norgalt lahtine, sest || - ||-|| - |-pideva kujutusena on ¢ ka w-
w-pidev ja ruumi X/Y I6plikuméctmelisuse tottu on By,y (0,7) norgalt lahtine.

Vaatleme iga i € {1,...,n} korral ruumi X alamhulka
W; = q ' (Bx/v(0,7)) NU; N Bx.

[lmselt on W; suhteliselt norgalt lahtine ja y; € W;. Kuna ruum X on DSD2P
omadusega, siis leidub w € Y . \;W; nii, et

<

4

Olgu wy, € Wy, ..., w, € W, sellised, et w = Z?:l Aw;. Seega w; € U;, mistottu

ly —wl|| > [lyl| +1 -

|wi|| > 1—%. Kuna ||g(w;)|| < r ehk inf,cy ||w; —v|| < r, siis leidub v; € Y nii, et

|lw; — vy < r. Jarelikult
fwill = < flvsl} < Jasl] + -
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Selle ja varasemate tingimuste 1 — £ < [|w;|| < 1 ja r <  pohjal saame, et

9 9 19
1——)—— <145,
(1-5) -5 <l <1+

Votame z; = g Siis z = Yo Nz € >0 NV, sest iga @ € {1,...,n} jaiga

flv

je{l,...,n;} korral

i (yi — z)| = |25;(yi — 21|

< Jagi (v — wa)| + | (2 — wi)
€

< i — Wi
=4z — il
S
<3t [z = vil| + [lvi — wil
9
= % 1= ol + s =
<€+<€+5>+8—5
4 \4 4/ 4 7

Lisaks sellele saame, et

ly—z=lly—w+w—v+v—2z

2 H En:)\z(yz —w;)|| — H Zn:)‘i(wi —v)|| — H Zn:)\i(vz‘ — %)

£ g 9 9
1-3)-(G+) g ll+i-=
>(lgh+1-3) = (5+5) - S =lull+1-=
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