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Sissejuhatus

Kéesolevas bakalaureusettos on defineeritud ja uuritud osalisi poliigoone iile poolrithmade.

Poliigoonid on iihed primitiivsemad algebralised struktuurid, mis tihti kirjeldavad loomulik-
ke olukordi. Naiteks voime vaadelda naturaalarve poliigoonina iile iseenda nii, et poliigooni
tehe on harilik liitmine. Tulemus on alati naturaalarv. Samas néiteks téisarvude jagamisel ei
pruugi jagatis olla téisarv. See tdhendab, et jagamine on osaline tehe, kuna see pole méaaratud
koikvoimalikel taisarvude paaridel. Samuti ei ole ratsionaalarvu juurimise tulemus naturaal-
arvulise juurija korral alati ratsionaalarv, mistottu ka ratsionaalarvude juurimine on osaline
tehe. Seega ndeme, et osalised tehted tekivad viga loomulikes situatsioonides. Niisiis on igati

pohjendatud ka osaliste struktuuride, seal hulgas osaliste poliigoonide, uurimine.

Osalised rithmade toimed, st osalised kujutused G x X — X, kus G on rithm ja X on hulk,
koos teatud omadustega, vottis kasutusele Ruy Excel aastal 1998 artiklis [4]. Sealt tildista-
sid Michael Megrelishvili ja Lutz Schroder aastal 2004 artiklis [12] osalised rithmade toimed
osalistele monoidide toimetele. Seega olid nemad esimesed, kes késitlesid osalisi poliigoone
tile monoidide. Kéesoleva bakalaureuset66 eesmérk on tildistada raamatust [10] leitavad po-
liigoonide tensorkorrutisega seotud definitsioonid ja tulemused osaliste poliigoonide juhule.
Lisaks, kui raamatus [10] vaadeldakse poliigoone iile monoidide, siis antud t66s tehakse seda

iile poolrithmade.
Jargnevalt anname iilevaate kdesoleva bakalaureuset6o sisust ja struktuurist.

Esimene peatiikk tutvustab kategooria moistet ja erinevaid morfismide liike. Lisaks tuuakse
vélja funktori ja loomuliku teisenduse definitsioon ning méned nendega seotud konstruktsioo-
nid, sh kaasfunktori moiste, mis t60s hiljem kasulikuks osutuvad. Esimene peatiikk pohineb

raamatutel [1] ja [9)].

Teine peatiikk tutvustab pohilisi hulgateoreetilisi ja algebralisi moisteid, ilma milleta antud
bakalaureuset6os 1abi ei saa. Esimeses alapeatiikis tehakse pikem korvalepoige seoste teemas-
se. Seoste tundmine on oluline hiljem osalise tensorseose moistmiseks. Alapeatiikk seostest
késitleb binaarseid seoseid, nendega seotud moisteid ning eelkdige just ekvivalentsiseost, selle
genereerimist ja omadusi. Seoste alapeatiikk pohineb raamatutel [7] ning [10]. Teine alapea-
tiikk tutvustab peamisi poolrithmade ja poliigoonidega seotud moisteid ning pohineb raama-
tutel [8] ja [10]. Kolmas alapeatiikk, mis on kirjutatud raamatu [6] pohjal, toob vilja osalise

kujutuse defnititsiooni.

Kolmas peatiikk tdidab kiesoleva bakalaureuset6é pohieesmérki, st selles peatiikis iildista-



takse raamatus [10] toodud poliigoonide tensorkorrutisega seotud definitsioonid ja tulemused
osaliste poliigoonide juhule. Kéigepealt tuuakse vélja osalise poliigooni (artiklist [5]) ja osalise
bipoliigooni (raamatust [3]) definitsioon koos néidetega. Edasi néidatakse, et osalised polii-
goonid moodustavad kategooria ning tuuakse vilja moned osaliste poliigoonide omadused.
Neljandas alapeatiikis antakse osaliste poliigoonide tensorkorrutise definitsioon, selle saamise
konstruktsioon ning piisav ja tarvilik tingimus osalise tensorseose ekvivalentsiklasside vor-
dumiseks. Lisaks vaadeldakse osaliste poliigoonide homomorfismi moistet, homomorfismide
tensorkorrutist ja viimasega seotud omadusi. Lisaks raamtule [10] on selles alapeatiikis ka-
sutatud ka t66d [13| ning raamatut [2]. Alapeatiiki 16puks joutakse tensorfunktoriteni, tdnu
millele saab viiendas alapeatiikis konstrueerida sobiva hom-funktori. Bakalaureuset66 1opuks
on ndidatud, et saab vaadelda hom-funktorit ja tensorfunktorit, mis on kaasfunktorid. Autorile

ja juhendajale teadaolevalt on kolmanda peatiiki tulemused originaalsed.



1 Kategooriateooria

Selles peatiikis anname kategooria definitsiooni ja tutvustame t66s hiljem ette tulevaid kate-

gooriateooria moisteid. Antud peatiikk pohineb raamatutel [1] ja [9].

1.1 Kategooria definitsioon ja morfismide liigid

Koigepealt esitame kategooria definitsiooni, mis on voetud raamatust [1, def. 3.1].

Definitsioon 1.1. Kategooriaks nimetatakse nelikut C = (Ob(C), Mor(C), id, o), mis koos-

neb

1. klassist Ob(C), mille elemente nimetatakse kategooria C objektideks;

2. iga objektipaari (A, B) jaoks hulgast Mor¢(A, B), mida nimetatakse morfismide hul-
gaks objektist A objekti B; koikide hulkade Mor¢ (A, B) iithendit tahistame Mor(C);

3. iga objekti A jaoks morfismist id4 € Mor¢ (A, A), mida nimetatakse tthikmorfismiks;

4. iga objektikolmiku (A, B, C') jaoks kujutusest

Mor¢(A, B) x More(B,C) — Mor¢(A, C)

(f,9)—gof,

mida nimetatakse morfismide kompositisooniks ehk korrutiseks,
nii, et
1. hulgad Mor¢ (A, B) on paarikaupa loikumatud;

2. morfismide korrutamine on assotsiatiivne, st kui f € Mor¢(A, B), g € More(B,C) ja
h € More(C, D), siis ho (go f) = (hog)o f;

3. iga morfismi f € Mor¢(A, B) korral
foidg =idpof = f.

Naiide 1.2. Loomulik néiide kategooriast on kdikide hulkade kategooria Set. Selle objektide

klassiks Ob(Set) on koikide hulkade klass, morfismideks on hulkade teisendused, morfismide



kompositisooniks tavaline kujutuste komponeerimine ning {ihikmorfismideks samasusteisen-
dused. See niide illustreerib ka kategooriateooria eesmérki anda voimalus t66tada struktuu-

ridega, mis klassikalisest hulgateooriast vélja jaavad.

Jargnevalt vaatleme moningaid morfismide liike, mis siin t66s hiljem oluliseks osutuvad.

Definitsioon 1.3. Olgu C kategooria, A, B € Ob(C) ja f € Morc(A, B). Morfismi f nimeta-

takse

1. monomorfismiks, kui iga C' € Ob(C) ja iga k, h € Mor¢(C, A) korral

fok=foh=k=h;

2. epimorfismiks, kui iga D € Ob(C) ja k, h € Mor¢(B, D) korral

kof=hof=k=h;

3. bimorfismiks, kui ta on nii mono- kui epimorfism;
4. koretraktsiooniks, kui leidub morfism g € Mor¢(B, A) nii, et go f =idy;
5. retraktsiooniks, kui leidub morfism g € Morc(B, A) nii, et f o g = idp;

6. isomorfismiks, kui ta on nii retraktsioon kui koretraktsioon.

Esitame lemmana omaduse, mis seob omavahel erinevaid vilja toodud morfisme. TGestuse

voib leida raamatust 1] lausete 7.35 ja 7.42 juurest.

Lemma 1.4. Iga koretraktsioon on monomorfism ja iga retraktsioon on epimorfism.

1.2 Funktorid ja loomulikud teisendused

Niiiid tutvustame funktori moistet. Funktorid méngivad kategooriateoorias sarnast rolli, nagu

homomorfismid teevad seda algebraliste struktuuride puhul.

Definitsioon 1.5. Olgu C ja D kategooriad. Olgu F': C — D eeskiri, mis seab igale kategooria
C objektile A vastavusse iiheselt méadratud kategooria D objekti F'(A) ning igale kategooria
C morfismile f iiheselt méératud kategooria D morfismi F'(f). Eeskirja F' nimetatakse kova-

riantseks funktoriks, kui



1. iga f € More(A, B), A, B € Ob(C), korral F(f) € Morp(F(A), F(B))
A
hf
B

2. iga f € Morc(A, B) ja g € Mor¢(B,C) korral F(go f) = F(g) o F(f);

— S F(A

)
lF(f) ;
)

r—)F(B

3. iga A € Ob(C) korral F(ida) = idp(4).-
Eeskirja F' nimetatakse kontravariantseks funktoriks, kui

1. iga f € Mor¢(A, B), A, B € Ob(C), korral F(f) € Morp(F(B), F(A))

|

F(A)

A
lf 2(f)
B

F(B)

|

2. iga f € Morc(A, B) ja g € More(B, C) korral F(go f) = F(f) o F(g);

3. iga A € Ob(C) korral F(ida) = idp(a).

Jargnevalt defineerime mor-funktori, mis on iiks laialt levinud ning tihti ette tulev néide
funktoritest. Lisaks on mor-funktor olemas iga kategooria C ja iga selle kategooria objekti

A € Ob(C) korral.

Definitsioon 1.6. Olgu C kategooria ja A € Ob(C). Siis diagramm

B ——— Mor¢(A, B) >y9 A—2 B
f lfo sy
B+ More(4, B) > fog B

defineerib iga B, B’ € Ob(C) korral kovariantse funktori

Mor(A,_): C — Set,

mida nimetatakse kovariantseks mor-funktoriks (teise muutuja jirgi). Seega kovariant-

ne mor-funktor tegutseb objektidel vordusega Morc(A,_)(B) = Mor¢(A, B) ja morfismidel
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vordusega Morc (A, _)(f) = f o__. Analoogiliselt saab defineerda ka kontravariantse mor-

funktori esimese argumendi jirgi.

Jargmiseks tutvustame loomuliku teisenduse moistet. Voib delda, et loomulikud teisendused

on morfismid funktorite vahel.

Definitsioon 1.7. Olgu C ja D kategooriad, F,G: C — D kovariantsed funktorid ja

a: Ob(C) — Mor(D) selline eeskiri, mille korral on téidetud jargmised tingimused:

1. iga A € Ob(C) korral ay = a(A) € Morp(F(A),G(A)), st a = (@a)acob(c) On mor-

fismide pere;

2. suvaliste objektide A, A" € Ob(C) ja suvalise morfismi f: A — A’ korral on diagramm

=
=

o G(A)
a(f)
FA) —24 5 qA)

kommutatiivne.

Sellisel juhul nimetatakse eeskirja o loomulikuks teisenduseks funktorist F' funktorisse G

ja tahistatakse a: F' = G.

Loomulikku teisendust o nimetatakse loomulikuks isomorfismiks, kui iga objekti A korral

morfism a4 on isomorfism.

Viimaks defineerime kategooriateoorias ja siinses t60s olulise kontseptsiooni, milleks on kaas-

funktorid.

Definitsioon 1.8. Olgu C ja D kategooriad, F': C — D ja G: D — C kovariantsed funktorid
ning Morp(F(_),_) ja Morc(_,G(_)) sellised liitfunktorid, mille esimeseks argumendiks
on kategooria C ja teiseks argumendiks kategooria D objektid. Vaatleme nende liitfunktorite

loomulikku isomorfismi

w: Morp(F(_),_) — More(_,G(_))

ehk iga A € Ob(C) ja B € Ob(D) korral isomorfismide

wap: Morp(F(A), B) = Morc(A, G(B))

8



peret, mis on esimese argumendi jargi kontravariantsete ja teise argumendi jargi kovariantse-
te funktorite loomulik isomorfism. Kui selline loomulik teisendus w leidub, siis nimetatakse
funktorit F' funktori G vasakpoolseks kaasfunktoriks ja funktorit G funktori F' parem-
poolseks kaasfunktoriks ning tdhistatakse F' 4 G.

Situatsiooni F' 4 G' nimetatakse ka adjunktsiooniks.



2 Hulgateoreetilised ja algebralised moisted

Peatiikis 2 anname iilevaate baasteadmistest seoste, seal hulgas ekvivalentsiseoste, poolriih-

made ja poliigoonide ning osaliste kujutuste kohta, ilma milleta t606 teises pooles labi ei saa.

2.1 Seostest

Siinkohal teeme korvalepoike seoste juurde. Vaatleme erinevaid seoste liike ja viise, kuidas
neid genereerida. Arusaamine seostest, eriti ekvivalentsiseostest, on oluline osalise tensorseo-
se moistmisel. Kéesolev alapeatiikk seostest pohineb raamatutel 7] ja [10]. Meenutame, et

binaarseks seoseks hulgal X nimetatakse otsekorrutise X x X mingit alamhulka.

Definitsioon 2.1. Hulga X diagonaaliks nimetatakse binaarset seost
Ax ={(z,z)|z € X}.

Definitsioon 2.2. Binaarsete seoste p,0 C X x X korrutiseks nimetatakse binaarset
seost

poo={(z,2) € X x X[y € X: (z,y) €pA(y,2) €c}.
Definitsioon 2.3. Binaarse seose p C X x X p606rdseoseks nimetatakse binaarset seost
p~t={(a,y) € X x X[ (y,2) € p}.

Jargnevalt defineerime binaarsete seoste olulised alamliigid ning naitame, kuidas suvalisest
binaarsest seosest genereerida viahimat antud omadusega seost.
Definitsioon 2.4. Binaarset seost p C X x X nimetatakse

1. refleksiivseks, kui A, C p;

2. siimmeetriliseks, kui p~! C p;

3. transitiivseks, kui pop C p.

Definitsioon 2.5. Tihistame p' = po...op (7 korda). Binaarse seose p C X x X transi-

tiivseks sulundiks nimetatakse seost

0 .
p~ =0
=1

10



Lemma 2.6. Binaarse seose p C X x X korral on p™= vdhim transititvne seos hulgal X, mis

sisaldab seost p.

TOESTUS. On selge, et p € p™®. Olgu (z,y), (y,2) € p™. Siis leiduvad m,n € N nii, et
(z,y) € pP™ ja (y,2) € p". Jarelikult (z,2) € p™ o p™ = p™ " C p™ ehk p™ on transitiivne

S€eo0s.

Néitame niitid, et p> on vihim selline seos, mis on transitiivne ja sisaldab seost p. Olgu
o C X x X transitiivne seos ja p C o. Siis p> = pop C coo C 0. Kui pk C o, siis
" =pFop Cooo Co. Seega p" C o iga n € N korral ja jirelikult p> C . Niisiis on p™

vahim transitiivne seos hulgal X, mis sisaldab seost p. O

Definitsioon 2.7. Binaarset seost p C X x X nimetatakse ekvivalentsiseoseks, kui ta on

refleksiivne, stimmeetriline ja transitiivne.

Definitsioon 2.8. Binaarse seose p C X X X poolt genereeritud ekvivalentsiseoseks
nimetatakse koikide seost p sisaldavate ekvivalentsiseoste (hulgal X) iihisosa, mida téhista-

takse p°.

Lause 2.9. Binaarse seose p C X x X korral p© = (p Uptu AX)OO.

TOESTUS. Olgu p C X x X binaarne seos. On selge, et p C (pUpf1 U AX)OO =: 7. Seos
7 on ilmselt refleksiivne, sest Ay C 7, ja transitiivne. Kuna seos v = pU p~ ! U Ax on
stimmetriline, siis v = (y_l)n — (v")~!. Niiiid kui (z,y) € 7, siis (z,y) € ™ mingi n € N

korral. Sel juhul (y,z) € (v")"' = v™. Siis ka (y,) € 7 ning jérelikult 7 on siimmeetriline.

Niisiis on 7 ekvivalentsiseos.

Olgu niiid 0 C X x X selline ekvivanlentsiseos, mille korral p C 0. Kuna Ax C o ja p_l Co
(sest o on ekvivalentsiseos), siis v = p U ,0_1 UAx Co.Etvorv Cooo C o, siis kasutades
induktsiooni, saame, et v C o iga n € N korral. Jarelikult 7 C o, mis tdhendab, et 7 on

vahim ekvivalentsiseos, mis seost p sisaldab ehk 7 = (p Up tUA X)OO = p°. O

Lause 2.10. Olgu p C X x X binaarne seos. Siis (x,y) € p° parajasti siis, kui x = y v0i
leiduvad hulga X elemendid x = z1,29,...,2, = y nii, et iga i € {1,...,n — 1} korral kas
(2i, zix1) € p V0L (241, 2i) € p.

TOESTUS. Tarvilikkus. Olgu (x,y) € p¢ = (pU/f1 UAX)OO. Seega leidub n € N nii, et
(x,y) € (,0 Uptu AX)n. Kui & = y, siis védide kehtib. Kui = # y, siis leiduvad elemendid

T =21,%,...,2, = ynii,etigai € {1,...,n—1} korral (z;, zi41) € pUp L. Seega (2, ziz1) € p

voi (ZZ‘,ZZ'+1) € pil ehk (ZZ'+1,ZZ‘) € p.

11



Piisavus. On selge, et kui x = y, siis (x,y) € p°, sest p® on ekvivalentsiseos. Olgu niitid = # y
ja leidugu nende vahel elementide jada x = 21, 22, ..., 2, € ynii, etigai € {1,...,n—1} korral
(2i,2i41) € pvoi (zi41,2) € pehki € {1,...,n—1} korral (z;, zi41) € pUp ' C pUp 'UAx.
Jarelikult (x,y) kuulub transitiivsesse seosse, mis sisaldab hulka p U p~! U Ax. Seega ka

(z,y) € (pU p U AX)OO = p° (vt lause 2.6). O

2.2 Poolriithmadest ja poliigoonidest

See alapeatiikk annab iilevaate pohilistest poolrithmade ja poliigoonidega seotud moistetest,
millest enamus périneb raamatust [8]. Enne veel meenutame, et binaarseks tehteks hulgal

X nimetatakse mistahes kujutust X x X — X.

Definitsioon 2.11. Paari (S, *), kus S on hulk ja x: S x S — S binaarne tehe, nimetatakse

poolriithmaks, kui tehe * on assotsiatiivne, st iga a, b, c € S korral
ax(bxc)=(axb)*c.

Tihti kirjutame poolrithma (.S, *) tdhistamiseks lihtsalt S, kui tehe % on kontekstist selge.

Definitsioon 2.12. Poolrithma (.9, *), kus .S on hulk ja *: S x S — S binaarne tehe, nimeta-
takse monoidiks, kui leidub element 1 € S nii, et 1%xs = s = sx*1iga s € S korral. Elementi

1 nimetatakse sellisel juhul monoidi iihikelemendiks.

Definitsioon 2.13 (|1, ndide 4.17 C (12)]). Olgu (S, *) poolrithm. Tahistame
st =su{1},
kus 1 on mingi element, mis ei kuulu hulka S. Hulgal S* defineerime korrutamise - vordusega

sxT, (se SArels),

1, (s=1vr=1).
Oeldakse, et monoid (Sl, -) on saadud poolrithmast S iihikelemendi lisamisel.

Margime, et eelistame sellist {ihikelemendi lisamist viisile, mida on kasutatud raamatus

[8, def. 3.31]. Nimelt sellisel juhul tekib funktor F' poolrithmade kategooriast monoidide kate-

12



gooriasse diagrammiga

kus iga s € S1 korral

Niisiis on selline iihikelemendi lisamine paremate kategoorsete omadustega.

Toome niitid moned néited poolrithmadest.

Naide 2.14. Hulk {2k: k € Z} koos tavalise tdisarvude korrutamisega on poolrithm, mis ei

ole monoid.

Naide 2.15. Naturaalarvude hulk N (arvu 0 ei loe naturaalarvuks) koos tavalise liitmisega

on poolrihm, aga mitte monoid.

Definitsioon 2.16. Olgu (S, %) poolrithm ja A hulk. Kujutust -: A x S — A, (a,s) — a-s

nimetatakse parempoolseks S-toimeks, kui iga a € A ja iga s,s’ € S korral
(@a-s)-8=a-(sx5).

Paari (A, -) nimetatakse parempoolseks S-poliigooniks ja tdhistatakse Ag. Analoogiliselt

saame defineerida vasakpoolsed S-poliigoonid.

Definitsioon 2.17 ([10, def. 2.24]). Olgu R ja S poolrithmad. Kui (rA, ) on vasakpoolne
poliigoon, (Ag, -) parempoolne poliigoon ning igar € R, a € A, s € S korral (r*a)-s = rx(a-s),

siis kolmikut (A, x,-) nimetatakse (R, S)-bipoliigooniks ja tédhistame pAg.

Paneme téhele, et iga poolrithma S saab vaadelda (.5, S)-bipoliigoonina.

Definitsioon 2.18. Olgu Ag ja Bg parempoolsed S-poliigoonid. Kujutust f: Ag — Bg
nimetatakse parempoolsete S-poliigoonide homomorfismiks ehk S-homomorfismiks, kui

igaa € Ajase S korral f(as) = f(a)s.

Analoogiliselt defineeritakse homomorfismid ka vasakpoolsete poliigoonide jaoks.

Definitsioon 2.19. Olgu gAg ja rA’s bipoliigoonid. Kujutust f: pAs — rA’s nimetatakse
bipoliigoonide homomorfismiks, kui f on nii parempoolsete kui vasakpoolsete poliigoonide

homomorfism.
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Nii vasak- kui parempoolsed S-poliigoonid moodustavad kategooria, kus mofismideks on vas-
tavad homomorfismid. Téhistame neid kategooriaid vastavalt Actg ja gAct. Analoogiliselt
moodustavad (R, .S)-bipoliigoonid koos bipoliigoonide homomorfismidega kategooria rActg.

[10, néide 6.5]

2.3 Osalistest kujutustest

Kéesolev osalisi kujutisi tutvustav alapeatiikk pohineb raamatul [6].

Definitsioon 2.20. Olgu ¢ C X x Y. Kui iga z € X, y1,y2 € Y korral kehtib tingimus

(,91) €D A (z,92) € = y1 =12,
siis hulka ¢ nimetatakse osaliseks kujutuseks hulgast X hulka Y.

Kui z € X on selline element, mille jaoks leidub y € Y nii, et (z,y) € ¢, siis me kirjutame

lithidalt, et leidub ¢(z). Samuti kirjutame sellisel juhul ¢(z) = y.

Olgu ¢ C X x Y osaline kujutus hulgast X hulka Y. Kujutuse ¢ maaramispiirkonnaks

nimetatakse hulka

dom(¢) = {z € X|I¢(z) € YV: (z,9(x)) € ¢}

ja kujutiseks hulka
im(¢) = {y € Y| 3z € X: (2,y) € 6}

Ilmselt voib iga kujutust f: X — Y vaadelda kui osalist kujutust hulgast X hulka Y, mille
korral dom(f) = X.

Naiide 2.21. Mistahes kahe hulga X ja Y puhul saame vaadelda tiihja kujutust hulgast X
hulka Y, sest @ C X x Y.

Naide 2.22. Tangensfunktsioon tan: R — R on osaline kujutus, mille puhul

dom(tan) =R\ {(224— 1)%: z € Z},

im(tan) = R.

Kui ¢,19 C X x Y on sellised osalised kujutused hulgast X hulka Y, et ¢ C 1, siis iitleme, et
¢ on ¢ ahend ja ¢ on ¢ jatk.
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3 Osalised poliigoonid

Selle peatiiki eesmérk on tutvustada osaliste poliigoonide kategooriat ning iildistada raamatus
[10] lehekiilgedel 155 — 164 toodud tulemused poliigoonide ja nende tensorkorrutise kohta

osaliste poliigoonide juhule.

3.1 Osalise poliigooni definitsioon

Alustuseks defineerime osalised poliigoonid ning toome nende kohta moned néited.

Definitsioon 3.1 (|5, def. 2.2]). Olgu (5, ) poolrithm ja A hulk. Osalist kujutust
cAxS— A, (a,8)—~a-s
nimetatakse osaliseks parempoolseks S-toimeks, kui iga a € A ja iga s,s’ € S korral
Ja-sA3(a-s) -8 =Fa-(sxs)A(a-s) -8 =a-(s*5).

Paari (A, ) nimetatakse osaliseks parempoolseks S-poliigooniks ja tdhistatakse Ag.

Analoogiliselt saab defineerida ka osalised vasakpoolsed S-toimed ja S-poliigoonid. Kui

S-toime ning poolrithma tehted on kontekstist selged, jitame edaspidi korrutusmérgid - ja *

kirjutamata.
Naide 3.2. 1. Iga poliigooni voib vaadelda osalise poliigoonina, kus koik korrutised ek-
sisteerivad.

2. Iga hulka voib vaadelda osalise poliigoonina iile suvalise poolriihma, kus korrutamine

on defineeritud tiihjal hulgal. Sellist osalist poliigooni nimetatakse triviaalseks.

Naiide 3.3. 1. Taisarvude hulk Z on osaline parempoolne poliigoon iile naturaalarvude
z

- 2z
poolriihma (N, -), kus poliigooni tehe on jagamine. Toepoolest, kui jagatised — ja —-,

ni no
z

z

on tiisarv ja “L = ——.
ning n2 ning

kus z € Z ning n1,ne € N, on téisarvud, siis ka

2. Ratsionaalarvude hulk @Q on osaline vasakpoolne poliigoon iile naturaalarvude poolriih-
ma (N, -), kus poliigooni tehe on juurimine. Leidugu juured /g € Q ja "{/"T/a € Q.
See tdhendab, et kui ¢ < 0, siis n;1 ja no on paaritud arvud. Siis on ka ning paaritu arv
ja seega saab votta juure "17%/q € Q, kusjuures "17%/q = "/ "/q. Kui ¢ > 0, siis pole
oluline, millise paarsusega n1 ja ng on, seega alati ™7/q = "W.
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Definitsioon 3.4 (|3, Ik 216]). Olgu S ja R poolrithmad. Osalist poliigooni pAg nimetatakse
kahepoolseks osaliseks poliigooniks ehk osaliseks (R, S)-bipoliigooniks, kui (rA,*)
on osaline vasakpoolne ja (Ag, ) osaline parempoolne poliigoon ning iga a € A, r € R, s € S

korral kehtib tingimus

Ja-sANIrxa=3Irx(a-s)ANI(rxa)-sAr*(a-s)=(r*a)-s.

Poolrithma (S, *) vastandpoolrithmaks nimetatakse poolrithma (S, %), kus S = S ja
iga a,b € S korral a *op, b = b* a [10, mérkus 4.3 (3)]. Olgu m,n € N. Siimboliga Mat,,xm (R)
téhistame koikide (n x m)-maatriksite (iile reaalarvude) hulka, siimboliga Mat,, (R) koéigi n.
jarku ruutmaatriksite (iile reaalarvude) hulka ning siimboliga Mat(R) koigi maatrikiste (iile

reaalarvude) hulka.

Niide 3.5. 1. Hulk Mat,, %, (R) on osaline (Mat(R), Mat(R))-bipoliigoon, kui nii osalise
poliigooni toime - kui ka poolrithma (Mat(R), -) tehe on harilik maatriksite korrutamine.
Kui A € Mat,xm(R) ja B,C € Mat(R), siis korrutis B - A leidub parajasti siis, kui
B € Matgx,(R). Sama moodi, korrutis A - C' leidub tépselt siis, kui C' € Mat,,x;(R).
Seega kui B - A ja A - C eksisteerivad, siis B - A € Matgx,(R) ja A-C € Mat,,«;(R).
Jéarelikult on olemas ka korrutised B - (A - C) € Maty(R) ja (B - A) - C € Matgx;(R)
ning B - (A-C) = (B - A) - C maatriksite korrutamise assotsiatiivuse tottu.

2. Vaatleme hulka Mat,, x,,(R) kui osalist ((Mat,(R))°", (Mat,,(R))°?)-bipoliigooni, kus
poliigooni teheteks on poordmaatriksitega korrutamine. Paarid ((Mat,(R))°?, op) ja
((Mat,, (R)°P, -op) on poolrithmad, mille teheteks on maatriksite korrutamine vastand-
poolriithmas. Mérgime &ra, et siimboliga S ~1 t5histame maatriksi S pordmaatriksit ta-
valise maatrikisite korrutamise suhtes, mitte korrutamise -o, suhtes. Hulga Mat,, s, (R)
bipoliigoonina vaatlemise jaoks defineerime kaks osalist kujutust (mida t&histame sama

stimboliga ®)

®: (Mat,,(R))°P x Maty,xm(R) = Mat,xm(R), S®M:=S""1. M,

®: Matyxm(R) x (Mat,, (R))% = Mat,xm(R), M®R:=M-RL.

Olgu M € Maty,,xm(R). Paneme tihele, et kui S7, Sy € Mat, (R) korral leiduvad nende

poordmaatriksid S} L Sy = Mat,, (R), siis leiduvad korrutised
Sie@M=S5"M ja Se®(Si®@M)=S" (S;" M),
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kusjuures

So®(S1@®@M) =81 (S;-M)=(S;t-S7Y) M =(S-8)' - M=

= (SQ ‘op Sl>7l -M = (SQ “op Sl) ® M.

Seega Mat,,x,m (R) on osaline vasakpoolne poliigoon iile poolrithma ((Mat, (R))", op).
Analoogiliselt saame ka, et Mat, ., (R) on osaline parempoolne poliigoon iile poolriih-
ma ((Mat,,(R))°?, -p). Lisaks, kui maatriksitel S € Mat,(R) ja R € Mat,,(R) leidu-
vad poordmaatriksid S~! € Mat,(R) ja R™! € Mat,,(R), siis eksisteerivad korrutised
S®M =S"1-Mning M®R=M - R Jarelikult leiduvad ka korrutised

SeM)®R=(S' M) R'=5"1"(M-RH=S®(M®R)

ja seega hulka Mat,,x,, (R) saame toesti vaadelda osalise ((Mat,(R))°, (Mat,,(RR))°P)-

bipoliigoonina. Sisuliselt oleme siin defineerinud maatriksitega jagamise.

3.2 Osaliste poliigoonide kategooriad

Selles alapeatiikis defineerime osaliste poliigoonide homomorfismid ja néitame, et koos nen-

dega moodustavad osalised poliigoonid kategooriad.

Definitsioon 3.6. Olgu S poolrithm ning Ag ja A’y osalised parempoolsed poliigoonid. Ku-
jutus f: As — Al on osaliste parempoolsete poliigoonide S-homomorfism, kui iga
a € A jaiga s € S korral

das = Jf(a)s N f(as) = f(a)s.

Analoogiliselt saab defineerida osaliste vasakpoolsete poliigoonide S-homomorfismi.
Kui poolrithm S on kontekstist selge, nimetame edaspidi S-homomorfisme lihtsalt ka homo-

morfismideks.

On selge, et kui Ag ja A on parempoolsed poliigoonid, siis nende homomorfismid (definit-
siooni 2.18 mottes) on homomorfismid ka definitsiooni 3.6 méttes, kui vaadelda poliigoone Ag

ja Aly osaliste parempoolsete S-poliigoonidena.

Definitsioon 3.7. Olgu R ja S poolrithmad ning pAg ja rA’ osalised bipoliigoonid. Me ni-
metame kujutust f: pAg — rA% osaliste bipoliigoonide homomorfismiks, kui kujutus
f: rRA — rA" on vasakpoolsete R-poliigoonide homomorfism ja f: Ag — A's on parempool-

sete S-poliigoonide homomorfism
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Lause 3.8. Osalised parempoolsed (vasakpoolsed) S-poliigoonid ((R,S)-bipoliigoonid) koos

vastavate osaliste poliigoonide homomorfismidega moodustavad kategooria.

TOESTUS. Olgu kategooria C objektideks kdik osalised parempoolsed S-poliigoonid ning

morfismideks nendevahelised S-homomorfismid.

1. Olgu Ag, Bg,Cs € Ob(C). Vaatleme homomorfisme f: Ag — Bg ja g: Bs — Cg.
Kui a € A, s € S ja leidub korrutis as, siis saab vaadelda homomorfismide g ja f

kompositisiooni g o f: Ag — Cg, mille korral

(90 f)las) = g(f(as)) = g(f(a)s) = g(f(a))s = (g o f)(a)s.

Paneme téhele, et vastavalt osaliste poliigoonide homomorfismi definitsioonile korru-
tis f(a)s leidub ning seetottu leidub ka korrutis g(f(a))s. Niisiis on ka g o f osaliste

poliigoonide homomorfism.
2. llmselt kui (Ag, A) # (Bg, By), siis Mor¢(Ag, A'g) N More(Bs, By) = @.

3. Kuna kujutuste komponeerimine on assotsiatiivne, siis on assotsiatiivne ka osaliste po-

liigoonide homomorfismide komponeerimine.

4. Iga Ag korral ida: Asg — Ag, a — a on homomorfism. Toepoolest, kui mingite a € A

ja s € S korral leidub korrutis as, siis

id4(as) = as =id(a)s.

Olgu lisaks ka f: Ag — Bg homomorfism. Siis

(f eida) (a) = f(ida(a)) = f(a)

ja
(idpof) (a) =idp(f(a)) = f(a),

seega foidg =idpof = f.

Niisiis moodustavad osalised parempoolsed S-poliigoonid koos vastavate homomorfismidega
kategooria. Sama moodi saab naidata, et leidub ka osaliste vasakpoolsete S-poliigoonide ka-

tegooria ning osaliste (R, .S)-bipoliigoonide kategooria. O
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Osaliste parempoolsete S-poliigoonide kategooriat tédhistame PActg ja osaliste vasakpoolsete
S-poliigoonide kategooriat gPAct. Paneme tahele, et kategooria Actg on kategooria PActg
alamkategooria. Mérgime, et kategoorias PActg on isomorfismideks bijektiivsed osaliste pa-
rempoolsete S-poliigoonide homomorfismid. Analoogilised tdhelepanekud kehtivad ka kate-

goorias gPAct.

Osaliste (R, S)-bipoliigoonide kategooriat tdhistame pPActg.

3.3 Osaliste poliigoonidega seotud moisteid

Toome sisse ka paar osaliste poliigoonidega seotud moistet. Neist viimane méngib edaspidiste

tulemuste juures véiga suurt rolli.

Definitsioon 3.9 (|5, def. 2.4]). Olgu (S, *) poolrithm. Osalist parempoolset S-toimet - ni-

metatakse tugevaks, kui iga a € A ja s,s’ € S korral
da-sA3Ja-(sxs')=3(a-s)-5.

Sellisel juhul (a-s)-s" = a- (s s'). Osalist poliigooni Ag nimetatakse tugevaks, kui tema

toime on tugev.

Analoogiliselt saame defineerida tugevad osalised vasakpoolsed poliigoonid.

Uldistame niitid unitaarsete poliigoonide definitsiooni osalistele poliigoonidele. Unitaarsuse

moiste on poliigoonide teoorias laialt levinud. Naiteks on seda kasutatud artiklis [11].

Definitsioon 3.10. Olgu S poolriihm. Nimetame osalist S-poliigooni Ag unitaarseks, kui
iga a € A jaoks leiduvad a’ € A ja s € S nii, et eksisteerib korrutis @’ - s ning kehtib vordus

a=a -S.

Lemma 3.11. Kui S on monoid, siis tugev osaline S-poliigoon Ag on unitaarne parajasti

siis, kui iga a € A korral leidub korrutis a -1 jaa=a-1.

TOESTUS. Piisavus tuleb vahetult unitaarse osalise poliigooni definitsioonist. Tarvilikkuse
jaoks olgu a € A. Siis leiduvad @’ € A ja s’ € S nii, et a = @' - s. Kuna leiduvad korrutised
a' - sjaa' - (sx*1), siis vastvalt osalise poliigooni definitsioonile leidub ka korrutis (a’ - s) - 1

ning (a’-s)-1=a’-(s*1). See tihendab, et a-1 =d’-s = a. O
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Olgu Ag parempoolne osaline S-poliigoon. Me saame teda alati vaadelda osalise poliigoonina
iile monoidi S*, kui defineerime, et iga a € A korral korrutis al eksisteerib ja al = a. Seejuures

tédnu lemmale 3.11 on poliigoon Ag1 unitaarne.

Definitsioon 3.12. Olgu R ja S poolrithmad. Osalist (R, S)-bipoliigooni rAg nimetame

viisakaks, kui igaa € A, r € R, s € S korral
da-sA3drx(a-s)=3rxa ANI(rxa)-s,

kus x on vasakpoolne R-toime ja - on parempoolne S-toime.

3.4 Osaliste poliigoonide tensorkorrutis

Jargnevalt defineerime osaliste poliigoonide tensorkorrutise ja tutvume selle peamiste oma-

dustega.

Definitsioon 3.13. Olgu S poolriihm, Ag osaline parempoolne S-poliigoon, gM osaline

vasakpoolne S-poliigoon ja Y hulk. Kujutust
,3: AS X sM —Y

nimetatakse S-tensoriaalseks, kui iga a € A, igam € M jaiga s € S, mille puhul korrutised

as ning sm leiduvad, korral 5(as,m) = 5(a, sm).

Definitsioon 3.14. Olgu S poolrithm, Ag osaline parempoolne S-poliigoon ja g M osaline va-
sakpoolne S-poliigoon. Hulka T" koos S-tensoriaalse kujutusega 7: Ag x gM — T nimetatakse
osaliste poliigoonide Ag ja gM tensorkorrutiseks, kui iga hulga Y ja iga S-tensoriaalse

kujutuse B: Ag x §M — Y jaoks leidub iiheselt mésratud hulkade kujutus 8: T'— Y nii, et
B=por.

Jargmise lause toestus pohineb lause 4.13 toestusel t66s [13].

Lause 3.15. Kui (T,7) ja (T',7') on kaks osaliste poliigoonide As ja sM tensorkorrutist,

siis T ja T' on hulkadena isomorfsed.
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TOESTUS. Olgu (T,7) ja (T',7') kaks osaliste poliigoonide Ag ja M tensorkorrutist. Siis

leiduvad iihesed hulkade kujutused 3 ja B, nii, et diagrammid

ASXSML)T ASXSM*)T, T’
gl N
T T

kommuteeruvad. Seega kommuteeruvad ka kolmnurgad jargnevas diagrammis.

ASXSM
/\P/\
y N L o

idp

Uhesuse ndude tottu 8o B = idgv ning B o B = idy. Jérelikult on tensorkorrutised (T, 7) ja
(T',7') hulkadena isomorfsed. O

Olgu Ag parempoolne osaline S-poliigoon ja gM vasakpoolne osaline S-poliigoon. Seost v
nimetame osaliseks tensorseoseks, kui ta on paaride ((as,m), (a, sm)) poolt genereeritud
ekvivalentsiseos hulgal Ag x gM, kusa € A,m € M,s € S ja korrutised as ning sm leiduvad.
Defineerime

A®Rs M = (As x sM)/v, a®@m = [(a,m)],.

Lause 3.16. Olgu Ag parempoolne osaline S-poliigoon ja sM vasakpoolne osaline S-poliigoon.
Siisa®@m = d @m/, a,d € A, m,m' € M, parajasti siis, kui eksisteerivad elemendid
S1yevy Sk b1y ty €8T, b1, .. b1 € A jan,...,ng € M nii, et leiduvad korrutised s;n;,

ting, bit;, bjs;+1 ja kehtivad vordused

SNy =m
asy = bltl SoNng = t1n1
bisy = baty  s3ng = tang (1)

b_15, = ad'ty m = tpng.

TOESTUS. Olgu H = {((as,m), (a,sm))la € A,;m € M,s € S,3as,Ism} ja olgu v seo-
se H poolt genereeritud ekvivalentsiseos. Lisaks defineerime seose o C (A x M)? nii, et
(a,m)o(a’,m'), kus a,a’ € A ja m,m’ € M, parajasti siis, kui eksisteerivad elemendid

S1yevySkytl, ..oty € St by, . by € Ajang,...,ng € M nii, et leiduvad korrutised
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SiMyg, ting, bit;, bis;11 ja kehtivad vordused

SNy =m
as] = bltl SoMng = t1n1

b1sg = bato s3n3 = tana

b_15, = d'ty, m = tpny.

Niitame, et o on ekvivalentsiseos.

Esiteks voime kirjutada

Im=m

al=al m=1m.
Jarelikult (a, m)o(a,m), seega o on refleksiivne.

Teiseks, kehtigu (a,m)o(a’,m’). Siis eksisteerivad elemendid si,...,sk,t1,...,tx € St
bi,...,bp,_1 € Ajang,...,np € M nii, et leiduvad korrutised s;n;, t;n;, b;t;, bis;11 ja kehtivad

vordused (1). Voime need vordused jérjestada jargnevalt:

tgne = m
/
a'ty = bg_15k tp—1nk—1 = SEny

br—1tk—1 = br—25k—1 th—2Nk—2 = Sp_1Nk—1

bit1 = asy m = 8$1n1.

See aga tihendab, et ka (a’, m’)o(a, m). Jérelikult on o siimmeetriline.

Kolmandaks, kehtigu (a, m)o(a’,m’) ja (a’,m')o(a”,m”). See tihendab, et on olemas elemen-

did s1,..., 86, t1,...,ts € S, bi,...,by_1 € Ajani,...,n, € M nii, et leiduvad korrutised

sini, tini, biti, bisit1 ja kehtivad vordused (1) ning eksisteerivad ka elemendid s, ..., s},
th,...tp €S b,... b, € Ajan,...,n] € M nii, et leiduvad korrutised sin/, t\n}, bt}

bisiy1 ja

! ! /
Sy =m

/1 = b/ t/ séné = t’lnll
Vysh = bty  shnk = thn
bj_1s;=a"t;, m" =tmn].
Jérelikult s)n] = m’' = tgny, ja téinu sellele saame kaks skeemi iiheks kokku kirjutada jirgne-
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valt:

S1N1 =m
asy = bltl So9Ng = t1n1
b1sa = bato s3ng = tang

bkflsk = a'tk Sllnll = tknk
Pl gl gl Dol gl ]
a'sy = bty Sony = tin]

/ ! / 4/ ! ! N
6182 — b2t2 83713 - t2n2

/ / 147 " /N
bl—lsl =a tl m = tlnl,

. ~ 1! 1 R . .. . ..
mistottu (a, m)o(a”, m"). Seega o on transitiivne ja kuna ta on ka refleksiivne ning siimmeet-

riline, on ta ekvivalentsiseos.

Niitid néitame, et v C 0. Olgu ((as,m), (a,sm)) € H. Siis

Im=m

(as)l =as (sm) = sm,

seega (as,m)o(a,sm). Jarelikult H C o. Kuna v on vdhim ekvivalentsiseos, mille korral

H C v, ning o on ekvivalentsiseos, siis v C o.

Viimaks niitame, et o C v. Olgu ((a,m), (a’,m’)) € o. Siis eksisteerivad elemedid sq, ..., s,
ty.. tr €S by, ... by_1 € Ajani,...,ng € M nii, et leiduvad korrutised s;n;, tin;, bit;,

bisi+1 ja kehtivad vordused (1). Niiid paneme tahele, et

(a,m) = (a,s1n1)H (as1,n1) = (bit1,n1)H (b1, tin1) = ... = (a'tg,np)H(d , tyng) = (a’',m').

Kuna H C v ja v on transitiivne, siis (a,m)v(a’,m’) ehk o C v. Jirelikult v = o, mida oligi

tarvis toestada. O

Margime &ra, et lauses 3.16 esitatud konstruktsioon on analoogiline konstruktsiooniga lauses

2.10. Raamatus [10] kasutatakse skeemi (1) jaoks ingliskeelset sona tossing.

Lause 3.17. Hulk A ®s M koos kanoonilise siirjektsiooniga
T: Ag x sM — A®g M, T7(a,m)=a®m,

on osaliste poliigoonide Ag ja gM tensorkorrutis.
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TOESTUS. Olgu Y hulk ja 8 : Ag x gM — Y S-tensoriaalne kujutus. Defineerime iga b € A
jan € M korral
B:ARsM =Y, Bben)=p(b,n).

Niitame, et 8 on korrektselt defineeritud. Oletame, et a®@m =o' @m/, a,a’ € A, m,m’ € M.
Siis @ ® m ja ' ® m’ vahel leidub jada, nagu kirjeldatud lauses 3.16. Lisaks, kuna £ on

S-tensoriaalne, saame

B(a,m) = B(a,s1m1) = B(as1,n1) = B(bit1,n1) = ...

- B(a,tkv nk) = /B(GI7 tknk) = B(ala m/)'
Seega
B(a ® m) = 5(‘17 m) = B(alv ’I?’L/) = B(a, ® m/)a
mis tihendab, et B on korrektselt defineeritud.
Niid
(Bo7)(a,m) = B(r(a,m)) = Bla®m) = B(a,m)
ehk B =fFor.

Kujutuse [ iihesuse niitamiseks oletame, et eksisteerib ka E: A®s M —Y nii, et

Olgu a @ m € A®g M. Vastavalt 7 definitsioonile a ® m = 7(a,m). Niiiid saame
Bla®wm) = (Bor) (a,m) =Bla,m) = (Bor) (a,m) = Bla@m),
Niisiis kehtib 8 = E ehk kujutus § on iiheselt mésratud. O

Jargmiseks tutvustame osaliste poliigoonide homomorfismide tensorkorrutise maoistet.

Definitsioon 3.18. Olgu S poolriihm, f: Ag — A% ja g: sM — M’ osaliste poliigoonide
homomorfismid ning 7: Ag X sM — A®g M ja 7': Ay x sM" — A’ ®5 M’ kanoonilised

siirjektsioonid. Homomorfismide f ja g tensorkorrutiseks nimetatakse itheselt masratud
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kujutust 7/ o (f X g), mille korral diagramm

ASXSMLAngM,
A ®S M T/O(fXg) Al ®S M/

kommuteerub. Homomorfismide f ja g tensorkorrutist tdhistame f ® g := 7/ 0o (f x g).

Néitame, et eelnev definitsioon on korrektne. Selleks peame néitama, et homomorfismide f ja

g tensorkorrutis leidub. Paneme téahele, et kehtib vordus

(7" o (f x g))(m,n) = f(m) @ g(n).

Niitame, et kujutus 7’ o (f X g) on tensoriaalne. Olgu a € A, m € M, s € S ning leidugu
korrutised as ja sm. Siis leiduvad ka korrutised f(a)s ning sg(m), kusjuures f(a)s = f(as) ja

sg(m) = g(sm). Jarelikult

(7o (f x g))(as,m) = f(as) ® g(m) = f(a)s @ g(m) = f(a) @ sg(m) = f(a) ® g(sm) =
= ("o (f x g))(a, sm),

seega kujutus 7/ o (f x g) on tensoriaalne. Jirelikult vastavalt tensorkorrutise definitsioonile
leidub iiheselt méidratud kujutus 77 o (f x g): A®s M — A’ @g M’ nii, et 7/ o (f x g)oT =

7 o (f x g). Seega

o (f x g)la®@m)=71"o(f xg)(r(a,m)) = ("o (f x g) o7)(a,m)

= ("o (f x g))(a,m) = f(a) @ g(m).

Niisiis homomorfismide f ja g tensorkorrutis eksisteerib. Paneme téhele, et oleme toestanud

ka jargneva lemma.

Lemma 3.19. Olgu f: As — A ja g: sM — gM' osaliste poliigoonide homomorfismid. Siis

iga a € A ning iga m € M korral

(f@g)(a®@m) = f(a) @ g(m).

Toestame moned osaliste poliigoonide homomorfismide tensorkorrutisega seotud omadused.

Lause 3.20. Olgu Ag osaline parempoolne S-poliigoon ja sM osaline vasakpoolne S-poliigoon.
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Siis

tdg ® idy = idaggm;
kui f: As — A ja g: sM — sM' on siirjektsioonid, siis f @ g on ka siirjketsioon;

kui f: As — Ay, g: sM — sM', '+ Ay — A% ja g': sM' — sM" on osaliste polii-

goonide homomorfismid, siis
(ff@gd)o(fog)=(fofle(dog): Avs M — A" @s M";

kui f: As — A5 ja g: sM — sM' on retraktsioonid, koretraktsioonid voi isomorfismid,

sits on seda ka f ® g. Isomorfismide korral

(fegt=f'og"

TOESTUS. 1. Olgu a®@m € A ®g M. Et osalise poliigooni samasusteisendus on osaliste

poliigoonide homomorfism, siis
(ida ®idp) (@ @ m) =ida(a) ® idpr(m) = a @ m = idaggm(a @ m).

Jarelikult id4 ® idy = idag -

Olgu f ja g siirjektiivsed ning a’ ® m’ € A’ ®5 M'. Kuna f ja g on siirjektiivsed, siis
leiduvad @ € A jam € M nii, et a’ = f(a) ja m" = g(m). Voime valida o’ @ m’

originaaliks a ® m ning jarelikult f ® g on siirjektiivne.

Olgua®m € A®g M. Siis

(ff@d)o(feg)@wm)=(f®g)(fla)®g(m) = (f(f(a)) @ (4 (g(m)))
= ((f"e N@)) & ((¢"° g)(m)).

Seega (f'@ g )o(f@g)=(fof)® (4 og).

Olgu f ja g retraktsioonid. Sel juhul leiduvad f*: Ay — Ag ja g*: ¢M’ — ¢M nii, et

foff=ida ja gog* =idyy. Siis
(f@glo(ff@g)=(fof)@(gog") =idy ®idy = idagsm,

seega ka f ® g on retraktsioon.
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Olgu f ja g on koretraktsioonid. Sel juhul leiduvad f*: Ay — Ag ja g*: sM' — sM

nii, et f*o f =ida ja g" o g =idy,. Siis
(ff@g)e(feg)=(fTof)® (g og) =ida®@idy =idaggn,

seega ka f ® g on koretraktsioon.

Olgu f ja g isomorfismid, st mélemad nii retraktsioonid kui koretraktsioonid. Siis neil

leiduvad p66rdmorfismid f_lz Ay — Ag ja g_lz sM’' — gM. Niiiid
(fleghe(feg=>F"of)®(g  og) =ida®idy = idaggnm
ja
(fogo(ffeg ) =ofNH(gog ") =idy @idyy = idagenr,

seega f ® g on isomorfism ja (f®g) ' = f 1@y L.

O

Jargnevalt nditame, et teatud eeldustel on osaliste bipoliigoonide tensorkorrutist ennast voi-

malik vaadelda kui osalist bipoliigooni.

Lause 3.21. Kui rAs ja sMr on osalised viisakad bipoligoonid, siis r(A®g M )1 on osaline
bipoliigoon toimetega

rla@m)=ra®@m, (a®@m)t=a®mt

wgaa €A meM,reR,teT, mille korral korrutised ra ja mt leiduvad.

TOESTUS. Olgu rAg ja My viisakad osalised bipoliigoonid. Defineerime

r(a®m) = (ra) ® m,

(a®@m)t :=a® (mt)

igaac A,me M, r € Rjat € T jaoks, mille korral korrutised ra ja mt on olemas. Niitame,
et selline kujutus R x (A ®s M) — A ®gs M on korrektselt defineeritud. Olgu a,a’ € A,
m,m’ € M, r € R sellised, et leidub korrutis ra ning a ® m = a’ ® m’. Vastavalt lausele 3.16

cksisteerivad elemendid s1, ..., Sk, t1,...,t € SY, b1,...,bpg_1 € Ajany,...,nE € M nii, et

27



leiduvad korrutised s;n;, t;n;, b;t;, b;s;+1 ja kehtivad vordused

SNy =m
as] — bltl Song = t1n1
bisa = bato s3n3 = tana

b_15, = d'ty, m = tpny.

Siis

rla®m) = (ra) ® m (R-toime definitsioon)
= (ra) ® (s1n1) (asendus m = sjn; skeemist)
= ((ra)s1) @ nq (osalise bipoliigooni definitsioon, tensoriaalsus)
= (r(as1)) @ ny (osalise bipoliigooni defnitsioon)
= (r(bit1)) ® nq (asendus as; = byty skeemist)
= ((rby)t1) @ nq (viisakus)
= (rb1) ® timy (tensoriaalsus)
= (rb1) ® (sa2na) (asendus t1n; = syng skeemist)
= (ra") ® (tgn) (tensoriaalsus)
= (rd) @m/ (asendus tgng = m’ skeemist)
=r(d @m'), (R-toime definitsioon)

seega toepoolest on kujutus R X (A®g M) — A®g M korrektselt defineeritud. Analoogiliselt
on ka kujutus (A ®s M) x T — A ®g M korrektselt defineeritud.

Niiiid niiitame, et gr(A ®s M) on vasakpoolne osaline R-poliigoon. Olgu r,7' € R, a € A,
m € M, t € T. Oletame, et leiduvad korrutised ra ja 7'(ra). Kuna grA on osaline vasakpoolne
poliigoon, siis eksisteerib ka korrutis (7'7)a ja (7'7)a = 1'(ra). Lisaks eksisteerivad korrutised

r(a ®m) = (ra) ® m ning r'((ra) ® m) = (r'(ra)) ® m. Seega

' (rla®@m)) =7r'((ra) @m) = (r'(ra)) @ m = ((r'r)a) @ m = (r'r)(a @ m).

Jarelikult on r(A ®g M) on vasakpoolne osaline R-poliigoon defineeritud toimega. Analoogi-

liselt saame néidata, et (A ®g M)r on parempoolne osaline S-poliigoon.
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Eksisteerigu niitid korrutised ra ja mt. Siis on olemas korrutised r(a ® m) = (ra) ® m,

(a @ m)t = a ® (mt) ning jéarelikult ka (r(a ® m))t ja r((a ® m)t). Viimaks paneme téhele, et
(r(a@m))t = ((ra) @ m)t = (ra) ® (mt) =r(a® (mt)) = r((a @ m)t).
Seega r(A ®g M) on kahepoolne osaline poliigoon. O]

Eelmise lause toestusest on néha, et kui vaid iiks osalistest poliigoonidest Ag ja gM on
viisakas osaline bipoliigoon, siis nende tensorkorrutis on vastav iithepoolne osaline poliigoon.

Jargnevalt naitame, et tegurite viisakus kandub {ile ka tensorkorrutisele.

Lause 3.22. Kui rAg ja sMp on osalised viisakad bipoliigoonid, siis r(A®s M) on samuti

osaline viisakas bipoliigoon.

TOESTUS. Olgu rAg ja sMp on osalised viisakad bipoliigoonid. Vaatleme bipoliigooni
r(A ®s M) nagu lauses 3.21. Meil piisab néidata selle bipoliigooni viisakust. Selleks ol-
gur € RyteT,ac A me M ja eksisteerigu korrutised (a ®@m)t ning r((a ®m)t). Jarelikult
on olemas korrutis mt ning (a @ m)t = a® (mt) jar((a®@m)t) = r(a® (mt)). Viimane vordus

annab, et ka korrutis ra eksisteerib ja

r((a@m)t) =r(a® (mt)) = (ra) ® (mt) = ((ra) @ m)t = (r(a @ m))t.

Seega toepoolest bipoliigoon r(A ®g M) on viisakas. O]

Inspireerituna lausest |2, lause 20.8| nditame jargmiseks, et kui Ag on parempoolne ja rC
vasakpoolne osaline poliigoon ning ¢Bpg osaline viisakas bipoliigoon, siis tensorkorrutised
(A®g) ®@r C ja A ®g (B @i C) on hulkadena isomorfsed, st tensorkorrutis on isomorfismi

tapsuseni assotsiatiivne.

Teoreem 3.23. Olgu Ag parempoolne ja rC vasakpoolne osaline poliigoon ning s Br osaline

viisakas bipoligoon. Siis leidub bijektiivne kujutus

v: (A®s B)@rC — A®g (B®g C)

v(@®b)@c)=a® (b®c),

kusjuures see kujutus on iga muutuja A, B ja C suhtes loomulik.
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TOESTUS. Olgu Ag parempoolne ja rC vasakpoolne osaline poliigoon ning gBp osaline
viisakas bipoliigoon. Paneme téhele, et A®g B on osaline parempoolne R-poliigoon ja B&rC

on osaline vasakpoolne S-poliigoon lauses 3.21 defineeritud toimete suhtes.

Fikseerime a € A ja defineerime

Pa(bc) = (a®b)@c.

iga b € B ning ¢ € C korral. Niitame, et 3, on R-tensoriaalne. Olgu b € B, ce Cjar € R

sellised, et eksisteerivad korrutised br ja rc. Siis

Ba(br,c) = (a® (br)) ® ¢ (B definitsioon)
=((a®br)®c (osalise poliigooni A ®g B R-toime)
= (a®b) ® (rc) (tensoriaalsus ja korrutise rc¢ leidumine)
= Ba(b, 7). (Ba definitsioon)

Vastavalt definitsioonile 3.14 leidub iiheselt méiratud kujutus 3,: B®r C — (A®s B) @ C

nii, et kanoonilise siirjektsiooni 7: B x C' — B ®p C korral 8, = B,0T.

Niiiid vaatleme kujutust v: A x (B@rC) - (A®s B)®@rC, misonigaa € A,be B,ce C

korral defineeritud vordusega

Y(a,b®c) = Ba(b®@c) = Ba(T(b, ¢)) = Ba(b,c) = (a®b) @ c.

Néitame, et v on S-tensoriaalne. Olgu a € A, b € B ja s € S sellised, et leiduvad korrutised

as ning sb. Lisaks olgu ¢ € C'. Siis

y(as,b® c) = Bus(b @ c) (v defintisioon)
= Bas(7(b; ) (7 definitsioon)
= Bas(b,c) (vordus Bas = Bas © T)
= ((as)®@b)®c (Bas definitsioon)
=(a®(sh)) @ec (tensoriaalsus ja korrutise sb leidumine)
= Ba(sb, ) (B4 definitsioon)
= Ba(7(sb,)) (vordus B, = fBq 0 T)
= Ba((sb) @ ¢) (7 definitsioon)
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=(a, (sb) ®c) (7 definitsioon)

=7(a,s(b® c)). (osalise poliigooni B ®r C' S-toime)

Jarelikult, taas tédnu tensorkorrutise definitsioonile 3.14, leidub theselt méaaratud kujutus
¥: A®s (BRrC) = (A®s B)®gC nii,et vy =Fo7, kus 7': Ax (BerC) — A®s(BRrC)
on kanooniline siirjektsioon. Seega oleme saanud sellise kujutuse, et iga a € A, b€ B, ce C

korral

Fa® (o) =75(1"(a,b®c)) =7(a,b@c) = (a0 b @c

Analoogiliselt saab néidata, et leidub kujutus zi: (A®g B) ®@rC — A®s (B ®pg C) nii, et iga
a€ A be B, ce C korral
((a@b)@c)=a® (b®c).

Paneme téhele, et oz on hulga (A®g B) ® g C iihikteisendus ja fzo7 on hulga A®gs (B®rC)

ithikteisendus. Jérelikult @ on bijektiivne kujutus ning voimegi votta v = .

Olgu niiiid f: Ag — A’ osaliste poliigoonide homomorfism. Vaatleme diagrammi
(A®s B) @p C ——— A®g(B®rC)

l(f@idB)@)idc lf@(idB ®ide)

(A ®sB) @ C —YL— A' ®@g (B®gC)

ja paneme téhele, et kui (a ® b) ® c € (A®g B) ®g C, siis

(f @ (idp®ide)) o v)((a®@b) @ ) = (f @ (idp ®ide)) (v((a @ b) ® ¢))
= (f® ([dp®ide))(a® (b®c))

fla) ® (([dp ®ide)(b® c))

= f(a) ® (idp(b) @ idc(c))

fla)@ (b@c)

ning

(o ((f ®idp) ®@ide))((a®b) @ ¢) = V(((f ®idp) ®ide)((a @ b) @ c))
=V(((f ®@idp)(a ® b)) ® idc(c))
=V((f(a) ®idp(b)) ® c)
((

=V ((f(a)®b) @)
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= f(a) ® (b® c).

Seega diagramm kommuteerub ehk v on loomulik esimese argumendi suhtes. Analoogiselt

saame naidata, et ka diagrammid

sBr (A®s B)@r C —————— A®g (B®gC)
9 (ida ®g)Qido ids ®(g®idc)
sB (A®sB)®rC —Y— A®g (B ®zC)
ja
rC (A®s B)9r C ——— A®s(B®rC)
h (ids ®idp)®h id4 ®(idp ®h)
rC’ (A®s B) g C' — 2 A®g (B®gC')

kommuteeruvad. Jérelikult on v loomulik iga kolme muutuja jargi, nagu soovisimegi néidata.

O

Paneme téahele, et bijektiivsed iga argumendi suhtes loomulikud teisendused on loomulikud
isomorfismid kategoorias Set. Seega (A®sB)®rC ja A®g(B®grC) on loomulikult isomorfsed

kategoorias Set.

Me saame tensorkorrutised (A®g B) ®@r C ja A®g (B ®g C) muuta isomorfseteks ka osaliste
poliigoonidena, kui A voi C' on lisaks viisakad bipoliigoonid. Selleks on vaja, et teoreemis 3.23

vaadeldud kujutus v oleks vastavate osaliste poliigoonide homomorfism.

Lause 3.24. Olgu 7Ag ja sBgr osalised viisakad bipoliigoonid ning rC osaline vasakpool-
ne poliigoon. Siis teoreemis 3.28 toodud kujutus v on wvasakpoolsete osaliste poliigoonide T -

isomorfism.

TOESTUS. Olgu 1Ag ja gBg osalised viisakad bipoliigoonid ning zC' osaline vasakpoolne
bipoliigoon. Vaatleme kujutust v teoreemist 3.23. Olgut € T, a € A, b € B, ¢ € C ja eeldame,
et leidub korrutis t((a ® b) ® ). See tdhendab, et leiduvad korrutised ta ja t(a ® b) = (ta) ®b.
Kehtib

t((a®@b)®@c)=(tla®b))@c=((ta)®b) ®c e (A®s B)®gC.

Jarelikult on olemas ka t(a ® (b® ¢)) ja

v(t((a®@b)®c)) =v(((ta) @b) @c) = (ta) @ (b®c) =t(a® (b®c)) =tr((a®@b) R c).
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See tdhendab, et v on T-homomorfism. Kujutuse v bijektiivsus on toestatud teoreemis 3.23.

O

Analoogiliselt lausega 3.24 vGime toestada alljargneva tulemuse.

Lause 3.25. Kui rCr ja g Br on viisakad bipoliigoonid ning Ag osaline parempoolne poliigoon,

siis kujutus v on osaliste parempoolsete poliigoonide T-isomorfism.

Viimaks, vottes kokku laused 3.24 ja 3.25, saame, et kehtib ka jargmine lause.

Lause 3.26. Olgu 1Ag, sBgr ja rCp viisakad osalised bipoliigoonid. Siis teoreemis 3.23 vaa-

deldud kujutus v on (T, P)-bipoliigoonide isomorfism.
Seega 1((A®sB)®rC)p jar(A®s(BRRC))p on loomulikult isomorfsed kategoorias 7PActp.
Niilid toome sisse osaliste poliigoonide tensorfunktorid.

Lause 3.27. Olgu Ag parempoolne osaline poliigoon. Siis

A®g_ : gPAct — Set
M ———— AQs M

g ida ®g
M ——— 5 As M’

on kovariantne funktor. Sama moodi on vasakpoolse osalise poliigooni sM jaoks olemas kova-
riantne funktor

_ ®g M : PActg — Set.

Lisaks, kui rAg on viisakas osaline bipoligoon, saame funktori

rRA®g : gPAct — grPAct

ning viisaka osalise bipoliigooni s My korral funktori

_ ®g Mp: PActs — PActr.

TOESTUS. Olgu Ag parempoolne osaline poliigoon. Téhistame diagrammiga antud eeskirja
tahega F. On selge, et F': Ob(gPAct) — Ob(Set) on kujutus. Néitame, et F' on kovariantne

funktor.
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1. Iga morfismi g € Morpact(sM, sM') korral leidub homomorfismide tensorkorrutis
F(g) =ida®g: A®s M — A®s M',

mis on morfism kategoorias Set.

2. Olgu f € Morgpact(sM, sM') ja g € Mor pact(sM’, s M"). Siis
F(go f)=ida®(go f) = (idacida) ® (go f) = (ida®g) o (ida ®[) = F(g) o F(f).
3. Olgu sM € Ob(gPAct). Siis
F(idy) = ida ®idys = idagar -

Niisiis on F' kovariantne funktor. Funktorit F' tdhistamegi A ®¢ _ . Analoogiliselt on iga

vasakpoolse osalise poliigooni g M korral _ ®g M kovariantne funktor.

Kui meil on osaline viisakas bipoliigoon rAg ning vasakpoolne osaline poliigoon g M , siis vasta-
valt lausele 3.21 on r(A®g M) osaline vasakpoolne poliigoon. Seega saame vaadelda funktorit
F kui kujutust F': Ob(gPAct) — Ob(rPAct). Jarelikult leidub funktor A ®g _ : sPAct —

rPAct. Analoogiliselt on olemas ka funktor  ®g Mp: PActg — PActy O

Lauses 3.27 defineeritud funktoreid nimetame tensorfunktoriteks.

3.5 Osaliste poliigoonide hom-funktor

Olgu S poolrithm ja rAg € Ob(gPActg). Téhistame iga rpB € Ob(gPact) korral
Hom(rAs, rB) = Morpact(rAs; rB).
Vastavalt definitsioonile 1.6 saame vaadelda mor-funktorit, mida nimetame hom-funktoriks,

Hom(RAS,i): rPAct — Set,
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mille iga g B, g B’ € Ob(gPAct) korral defineerib diagramm

RB _ HOm(RAs,RB) >4 RAS % RB
! fo_ Jeo g
RB/ _ HOHI(RAs, RB,) > f og RB/

Lause 3.28. Olgu R ja S poolrihmad ning rAs osaline bipoliigoon. Siis leidub kovariantne

hom-funktor Hom(rAg, _): rPAct — gPAct.

TOESTUS. Olgu rAs € rPActs, gB € gPAct ja f € Hom(gpAg, gB). Olgu s € S selline,
et iga a € A korral leidub korrutis as. Siis defineerime osalise vasakpoolse S-toime hulgal
Hom(rAg, gB) nii, et (sf)(a) = f(as). See tdhendab, et korrutis sf leidub tépselt selliste

s € S korral, mille puhul eksisteerib korrutis as iga a € A korral.

Tegu on tdepoolest osalise vasakpoolse S-toimega. Olgu s,s" € S sellised, et eksisteerivad
homomorfismid s'f ja s'(sf). Siis iga a € A korral leiduvad korrutised as’ ja as. Fikseerime
a € A. Siis leidub korrutis as € A ning eksisteerib ka korrutis (as)s’. Kuna Ag on osaline po-
liigoon, siis jirelikult on korrutis a(ss’) olemas ja a(ss’) = (as)s’. Niisiis on (ss’) f defineeritud

ning iga a € A korral

((ss")f)(a) = fla(ss)) = f((as)s") = (s'f)(as) = (s(s'f))(a),

mis tihendab, et (ss')f = s(s'f).

Jarelikult Hom(rAg, gB) on osaline vasakpoolne S-poliigoon ja me saame vaadelda hom-
funktorit Hom(rAs,_): rPAct — gPAct. a

3.6 Tensorfunktori ja hom-funktori kaasfunktorlus

Maérgime édra, et ilmselt iga (R, S)-bipoliigoon on osaline viisakas (R, S)-bipoliigoon.

Lause 3.29. Olgu R ja S poolrihmad, rAgs € rActg, sB € sPAct ja rC € rPAct. Siis iga
a€ A, be B jafeHom(sB,s(Hom(rAg, rC))) korral kujutus

x: Hom(gB, s(Hom(rAg, rC))) - Hom(r(A ®g B), rC)

x(f)(a®b) = f(b)(a)

on bijektsioon.
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TOESTUS. Olgu R ja S poolriihmad ning rAg € rActg, sB € gPAct ja rC' € rPAct. Ni-
tame, et y on korrektselt defineeritud. Vaatleme kujutust 8 : A x B — C', mis on defineeritud

vordusega

B(a,b) = f(b)(a)

iga a € A jab € B korral. Kuna nii f kui f(b) on kujutused, siis selline definitsioon on
korrektne ja tulemuseks on toesti kujutus. Néitame, et S on S-tensoriaalne. Olgu a € A,
b€ B, s € S sellised, et leiduvad korrutised as ja sb. Kuna f: ¢B — g(Hom(rAs, rC)) on

vasakpoolsete osaliste poliigoonide homomorfism, siis leidub korrutis sf(b) ja

sf(b) = f(sb). (2)
Nitid
Blas,b) = f(b)(as) (B definitsioon)
= (sf(b))(a) (osalise poliigooni Hom(rAg, rC) S-toime)
= f(sb)(a) (vordus (2))
= B(a, sb). (B definitsioon)

Siis defintsiooni 3.14 pohjal leidub iiheselt médratud kujutus : A®gB — C nii, et 8 = for,
kus 7 on kanooniline siirjektsioon. Paneme tihele, et x(f) = 3 ja jirelikult x(f) on korrektselt

defineeritud. Olgu r € R, a € A ja b € B sellised, et eksisteerib korrutis ra. Et

()@@ b)) = x(f)((ra) @ b) (osalise poliigooni (A ®g B) toime)
= f(b)(ra) (x definitsioon)
= r(f(b)(@)) (/(b) € Hom(rAs, C))
= r(x(f)(a®b)), (x definitsioon)

siis x(f) on vasakpoolsete osaliste R-poliigoonide homomorfism ehk

X(f) S HOm(R(A Xg B), RC)

Kokkuvottes on x korrektselt defineeritud.

Olgu ntitid fi1, fo € Hom(sB, s Hom(rAg, rC))) sellised, et x(f1) = x(f2). See tdhendab, et
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igaa € Ajabe B korral
X(f1)(a®b) = x(f2)(a®b)

ehk

fi(b)(a) = fo(b)(a).
Kuna viimane vordus kehtib iga a korral, siis saame sellest fi(b) = f2(b). Samamoodi, kuna
f1(b) = f2(b) kehtib iga b korral, peab kehtima f; = fo. Jarelikult on kujutus x injektiivne.

Viimaks néitame, et y on siirjektiivne. Olgu g € Hom(p(A ®g B), rC'). Defineerime kujutuse

f:sB — s(Hom(rAs, rC)),

kus iga a € A ja b € B korral
f(b)(a) =gla®b).

Olgu r € R selline, et leidub korrutis ra. Kuna g on vasakpoolsete osaliste poliigoonide

homomorfism, siis

f()(ra) = g((ra) ®b) = g(r(a @ m)) = rg(a @ m) = rf(b)(a).

Jarelikult ka f(b) on vasakpoolsete osaliste R-poliigoonide homomorfism.

Oletame niitid, et leidub korrutis sb. Kuna rAg on bipoliigoon, siis iga s € S korral on
olemas korrutis as ning jéarelikult eksisteerib sf(b) ja (sf(b))(a) = f(b)(as) iga a € A korral.
Jarelikult

f(sb)(a) = g(a ® sb) = g(as @ b) = f(b)(as) = (sf(b))(a).
See tdhendab, et f on homomorfism. Definitsiooni pohjal x(f) = g, seega kujutus f on
kujutuse g originaal. Jarelikult x on siirjektiivne.
Et x on injektiivne ja siirjektiivne, siis x on bijektiivne. O

Jargnevalt toestame kiesoleva bakalaureuset66 pohitulemuse. Naitame, et kovariantsed funk-

torid Hom(rAg, _): rRPAct — gPActja pA®g__: sPAct — rPAct on teineteise kaasfunktorid.

Teoreem 3.30. Olgu R ja S poolrihmad ning rAg bipoligoon. Tensorfunktor pRA ®g _ :
sPAct — grPAct on kovariantse hom-funktori Hom(rAg, _): rRPAct — gPAct vasakpoolne

kaasfunktor.
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TOESTUS. Olgu rAg bipoliigoon. Tihistame morfismide pere

£ = (£B,0)(B,0)cOb(sPAct) xOb(zPAct):  Hom(s_, s(Hom(rAs,_))) = Hom(r(A®s_),r_),

kus iga ¢B € Ob(gPAct) ja rRC' € Ob(rPAct) korral {g ¢ = X, kus x on defineeritud lause 3.29
sonastuses. Lausest 3.29 teame, et pere £ iga komponent on bijektsioon. Peame néitama, et &
on loomulik nii esimese kui teise argumendi suhtes. Esiteks néditame, et £ on (kontravariantselt)
loomulik esimese argumendi suhtes. Fikseerime gB, sD € Ob(gPAct), rC € Ob(rPAct) ja

f: sB — gD ning niitame, et diagramm

sB Hom(s B, s (Hom(pAs, rC))) — = Hom(p(A @y B), C)
f Ofw\ __o(ida ®f)w\
sD Hom(sD, s(Hom(rAs, rC))) —2 s Hom(g(A ®s D), zC)

kommuteerub. Selleks olgu ¢ € Hom(gD, s(Hom(rAg, rC))), a ®b € A®g B. Siis

EBco(_ofNpa®b) =(Epclpof)a®b) = (x(vof))la®b)=(po f)(b)a)
= ¢(f(b))(a)

ning

(Le(ida®f))eépo)p)a®@b) = (_o(ida®f))(¢pclp))(a®Dd)
= (Lo (da®f)) (X () a®b) = (X'(¢) o ([da®f))(a®D)
=X'(¢)((i[daof)(a®b)) = X'(¢)(a® f(b)) = ¢(f(b))(a),

kus x’ on osalistele (bi)poliigoonidele rAg, 5D ja rC vastav bijektsioon lausest 3.29. Seega
€pco(_of)=(_o(ida®f))o&p,c, mis toestab pere £ loomulikkuse esimese argumendi

suhtes.

Niiiid olgu lisaks rFE vasakpoolne osaline R-poliigoon ning ¢g: pC' — rE mingi morfism.

Niitame, et diagramm

#C Hom(s B, s(Hom(zAs, rC))) — 2 s Hom(p(A s B), rC)
g l(‘”” l
rE Hom (s B, s(Hom(rAs, pB))) — 22— Hom(r(A @5 B), gE)
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kommuteerub ehk £ on loomulik ka teise argumendi suhtes. Votame homomorfismi ¢ €

Hom(SB, S(Hom(RAS, RC))) jaa®be A®g B. Siis

((go ) oépc)W)a®b)=((go _)(Epc(¥)))(a®b)=((go_)(x(1¥))(a®?b)
= (gox(¥))(a®b) = g(x(@®)(a®b)) = g(¥(b)(a))

ja

(BEo((go_)o ))@)(a®b)=(pEe((ge_)ov))(a®b) = (X"((go_) o)) (a®b)
= ((go_)o9)(b)(a) = (g0 _)(¥(b)(a)) = g(¥(b)(a))

kus x” on osalistele (bi)poliigoonidele rAg, sB ja rE vastav bijektsioon lausest 3.29. Niisiis
on ka see diagramm kommutatiivne ehk (9o )oépc =E¢p ro((go_)o_ ), mis tdestab pere

& loomulikkuse teise argumendi suhtes. Jérelikult on £ loomulik isomorfism. Ilmselt ka pere

¢ =((6B.0) ") (B.0)eOb(sPAC)xOb(rPAct) . Hom(r(A®s_), ) —Hom(_, s(Hom(rAs, _)))
on loomulik isomorfism, mistottu kehtib adjunktsioon pA ®g _ 4 Hom(rAg, ). d

Meenutame, et iga poolrithma saame vaadelda bipoliigoonina iile iseenda. Seega saame teha

eelmisest teoreemist huvipakkuva jarelduse.

Jareldus 3.31. Olgu R poolrihm. Tensorfunktor pRR ®pr _ : rRPAct — rPAct on kovariantse

hom-funktori Hom(rRp, ): rPAct — rPAct vasakpoolne kaasfunktor.
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