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Eessona

Tartu Ulikooli Matemaatikateaduskonna esimene dekaan Endel
Jirimé&e juhtis kunagi kolleegide tdhelepanu sellele, et kuigi mate-
maatilise teooria ideaal on deduktiivne teooria, on opetamine tule-
muslikum kui kasutada induktiivset lihenemist. Kiesoleva dppeva-
hendi autor jagab tiielikult seda seisukohta ja sellest tulenevalt ei
alga raamat aja-ja milukeerukuse formaalse definitsiooniga ja keeru-
kusteooria deduktiivse iilesehitamisega. Selle asemel uurime Boole’i
funktsioonidega seotud arvutuslikke probleeme, vastavaid algoritme
ja nende keerukust. Seejirel, 1ihtudes vajadusest vorrelda erineva-
te iilesannete keerukust, toome sisse poliinomiaalse ja Turingi taan-
damise mdéisted, keerukusklassid P, NP, coNP ning poliinomiaalse
hierarhia ja uurime nende omavahelisi vahekordi. Raamat 16peb kahe
intrigeeriva peatiikiga Pehouseki teoreemist ja interaktiivsetest pro-
tokollidest, mis peaksid drgitama huvilisi tegelema edasi keerukus-
teooria kaasaegsemate osadega.

Keerukusteooria alal on ilmunud hulgaliselt 6pikuid ja monograa-
fiaid. Nimetame siin olulisemaid, mis on saadaval ka Tartu Ulikoo-
li Matemaatika-informaatikateaduskonna erialaraamatukogus. Kéige-
pealt [GJ79],mis oli esimene monograafia selles valdkonnas ja sisal-
dab umbes 300 NP-tiieliku probleemi kirjeldusi, ilmunud on ka tolge
vene keelde aastast 1981. Jargmistena mérgime kolme monograafiat,
mis ilmusid peaaegu samaaegselt: [Pap94, BC94, BDG95]. Internetist
on saadav [Yap87] ning uuemad monograafiad on [Sip05] ja [HO02].
Eesti keeles on ilmunud Valdo Prausti 6pik [Pra96].

Kiesolev oppevahend on valminud autori loengukursuse "Keeru-
kusteooria” pohjal. 2003/2004 6ppeaastal koostas nimetatud loengu-
te jargi konspekti Erkki Hermann, mis saigi kdesoleva raamatu alu-
seks. Konspekti esialgne sisu muutus vormistamise kéigus kiill olu-
liselt, kuid peaaegu koik joonised on siilitanud oma esialgse, Erkki
Hermanni antud kuju. Peatiiki "Turingi taandamine” on suuremas
osas kirjutanud Peeter Laud ning peatiiki "DPLL halvima juhu eks-
ponentsiaalne keerukus” Margus Niitsoo, kelle originaallooming on
ka lemmad 4.3, 4.4 ja teoreem 4.5 koos toestustega. Paljudele sisulis-
tele ja vormistamisvigadele juhtisid téhelepanu 2006/2007. oppeaasta
kevadsemestril kiesolevat kursust kuulanud iiliopilased, eriti Margus
Niitsoo, Janno Veldemann ja Maria Lorents. Oluliselt paremaks muu-
tus kisikiri toimetaja Tonu Tamme t66 tulemusena. Tahaks téinada
koiki nimetatuid nende panuse eest. Veel tahaks tédnada oma abi-
kaasat Tiiu Tombakut ja TU arvutiteaduse instituudi juhatajat Tiit
Roosmaad, kelle sébraliku surveta poleks kéesolev oppevahend val-
minud arvatavasti enne jirgmist kiimnendit.
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1. Tagurdusalgoritm kehtestatavuse
testimiseks

Tahistame toevédirtusi toene ja vair vastavalt arvudega 1 ja 0. n
muutuja Boole’i funktsioon on funktsioon f: {0,1}" — {0, 1}. Boole'’i
funktsiooni loomulik esitusviis on toetabelina, milles igale argumen-
tide viadrtuste kombinatsioonile (vdirtustusele) seatakse vastavusse
funktsiooni téevadrtus. Erinevaid védartustusi n muutujaga Boole’i
funktsiooni jaoks on 27, seega sisaldab toetabel 2" rida. Kui me fik-
seerime toetabeli ridade jirjekorra, néiteks viidrtustustele vastavate
kahendarvude kasvamise jirjekorras, siis on vadrtustuse néitamine
ilmselt iileliigne — toeviirtuse positsiooni jirjekorranumber (kahend-
slisteemis) annab vastava vidrtustuse. Taoline esitusviis on 6konoom-
seim suvalise Boole’i funktsiooni esitamiseks, kuna 22" -elemendise
hulga elementide nummerdamiseks ldheb vaja 2™ bitti.

Niide. Kahe muutujaga Boole’i funktsioonide toéetabeleid on
16.

1{1]0]0]x
1{0|11]0]|y
001000
0]0|0|1|zVy
0(0|1|0|xZy
0Ojo0|1|1|%
0[1|10|0|xzDy
01101 |7
O(1|1|0|xzdy
0|1|1]|1]|z&y
110(0]|]0|x&y
110|101 ]|2xz~y
110|110y
1{0|1|1|zDy
1{1(0]0]| =z
111|101 ]|zxzCy
1(1|1]0]axVy
11111

Paljude rakenduste jaoks ei ole see siiski piisav. Nditeks 32-bitise prot-
sessori aritmeetikaskeemi esitamiseks on vaja kolmkiimmend kaks 64-
muutuja Boole’i funktsiooni (iiks funktsioon 32-bitise resultaadi iga
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kahendkoha jaoks, igal funktsioonil peab olema 32 muutujat kum-
bagi argumendi jaoks). Seega ei piisaks projekteeritava protsessori
ressurssidest selle enda projekteerimiseks. Onneks on rakendustes ka-
sutatavad Boole’i funktsioonid lihtsama struktuuriga ning nende esi-
tamiseks saab kasutada teisi vahendeid — lausearvutuse valemit ja
selle erijuhte: disjunktiivset ja konjunktiivset normaalkuju.

Téhistame lausemuutujaid téhestiku lopuosa viiketidhtedega (ka
koos naturaalarvuliste indeksitega).

Definitsioon.

1° Iga lausemuutuja ja konstant 0 voi 1 on lausearvutuse valem.

2° Kui A ja B on lausearvutuse valemid, siis on lausearvutuse
valemid ka (-=A), (A& B), (AVB), (AD> B), (A® B) ja (A~ B).

Teooriast on teada, et suvalist Boole’i funktsiooni saab esitada ka-
he muutuja Boole’i funktsioonide superpositsioonina, kusjuures pii-
sab, kui kasutada tdgielikke funktsioonide komplekte [Kul64]). Mini-
maalseteks tiielikeks komplektideks on niiteks {-,V}, {D,0} voi
{&}. Tegelikus elus ei kasutata lausearvutuse valemit defineerides
funktsioonide miinimumkomplekte, aga ka mitte kéiki 16 kahe muutu-
ja Boole’i funktsiooni. Molema ddrmuse puhul saadakse inimmoistu-
sele raskesti hoomatav, write only valem. Ulaltoodud definitsioon on
itheks kompromissiks nimetatud ddrmuste vahel. Soltuvalt eesmérgist
kasutatakse ka komplekte {—, Vv, &}, {—, @, &} voi lisatakse komplek-
tile koguni kolme ja enama muutuja funktsioone, nagu niiteks if x
then y else z.

Vaatleme kolme iilesannet seoses Boole’i funktsioonidega ja piitia-
me hinnata nende arvutuslikku keerukust, kasutades mitteformaalset
ldhenemist.

1. Viidrtustuse testimine. Antud on Boole’i funktsioon
f:{0,1}" — {0,1} ja védrtustus a = (a1,...,q,), a« € {0,1}™
Leida funktsiooni f viirtus kohal a.

Kui funktsioon on esitatud toetabelina, tuleb arvutada viirtuse
aadress vadrtustuse a jargi, milleks kulub n sammu. Toetabel ise on
aga pikkusega p = 2". Seega intuitiivse algoritmi keerukus testimis-
iilesande lahendamiseks on O(n) muutujate arvu n suhtes ja O(log, p)
algandmete pikkuse p suhtes.

Kui funktsioon on esitatud lausearvutuse valemina, siis tuleb tes-
timiseks asendada valemis muutujate 1, ..., z, koik esinemised vas-
tavalt vadrtustega ag,...,q, ning sooritada tehted. Selleks kulub
O(p) sammu, kus p on valemi pikkus. Algoritmi tookiiruse sdltuvus
muutujate arvust n ei ole selge, kuna me ei tea, kuidas séltub valemi
pikkus muutujate arvust.



2. Kehtestatavus. Antud on Boole’i funktsioon f(zi,...,z,).
Kas leidub véédrtustus a = (aq, ..., ap), nii et f(ag,...,a,) =1

Kui funktsioon on esitatud toetabelina, siis see on kehtestatav, kui
tabelis leidub 1. Selle tuvastamiseks kulub halvimal juhul O(2") sam-
mu. Kui funktsioon on esitatud lausearvutuse valemina pikkusega p,
siis tuleb genereerida jarjest koik viirtustused ja testida funktsiooni
kuni esimese positiivse vastuseni. Kiirusehinnang on O(p-2") sammu.
Siin tuleb méirkida, et see on halvima juhu hinnang. Kui me oskame
valida kohe alguses toese véértustuse (voi kui meil lihtsalt veab), saa-
me positiivse vastuse kohe. Sellest tekib idee konstrueerida algoritm,
mis tegeleks kehtestatava vadrtustuse otsimisega siistemaatiliselt.

3. Lahendite loendamine. Antud on Boole’i funktsioon
f:{0,1}" — {0,1}. Leida vorrandi f(z1,...,z,) = 1 lahendite
arv, s.t. leida, mitmel vi&rtustusel on funktsioon toene. Tdhistame

funktsiooni f(x1,...,x,) toeste viirtustuste arvu #f. Ilmselt ei ole
lahendite loendamise iilesanne arvutuslikult kergem kui kehtestata-
vus, kuna f(z1,...,2,) on kehtestatav parajasti siis, kui #f > 0.

Konstrueerime tagurdusalgoritmi kehtestatavuse testimiseks iild-
kujuliste lausearvutuse valemite jaoks. Tagurdusmeetod (backtrac-
king method) on universaalne meetod otsimisiilesannete lahendami-
seks. Meetodi idee seisneb iilesande jaotamises viiksemateks alam-
tilesanneteks, mida téodeldakse rekursiivselt otsitava tulemuse leidmi-
seni. Idee kehtestatavusiilesande jaotamiseks alamiilesanneteks annab
Boole-Shannoni lahutus.

Olgu f: {0,1}" — {0,1} n muutuja Boole’i funktsioon ja z; selle
muutuja. Fikseerides muutuja x; viirtuse saame funktsioonist f kaks
n — 1 muutuja funktsiooni:

fei(@r, o i1, i1,y Tn) = f(@r, ooyt L@y, .o 2)
ning
f@(:cl,...,xi_l,x,-_,_l,...,xn) = f(il?l,...,.’L‘i_l,o,.’lji+1,...,$n).

Funktsioonide f, ja fz arvutamiseks tuleb funktsiooni f esitavas va-
lemis asendada koik muutuja x esinemised vastavalt konstantidega 1
voi 0 ja saadud valemit lihtsustada, kasutades lausearvutusest tutta-
vaid ekvivalentsiseoseid.



Teoreem 1.1. (Boole-Shannoni lahutus)

Olgu f(x1,...,apn): {0,1}™ — {0, 1} Boole’i funktsioon, siis iga 4
jaoks (1 <7 < n) kehtib

f@r, o @i, @4, Tig1, -y ) = (2 & fo) V (Ti & fr,)-

T&estus. Olgu a € {0,1}" suvaline vidrtustus.

(i & fo) V (Ti & fz)](@) =

= [(@; & f(z1,. . mic1, L, @ig1, .-, @) V
V(T & flzr, .., 2-1,0, 2540, ..,2p))] (@) =

= (a; & flar,...,qi—1, L, aip1,...,a,)) V
V(a; & flar, -, ai—1,0,ai11, .., Q).

1) Kui a; =1, siis
[zi & foi) V (Ti & fzi](a) =
= (1& flar,...,05-1,1, q41,...,00)) V
V(O&f(ala"'7ai—1707ai+17"'7an)) =
= f(ala"'7ai—1717ai+17"'7an):

= f(ala'"7ai717ai7ai+17-"7an)-
2) Kui a; =0, siis

[(zi & fz)) V (Ti & f3,)]() =
= (0& flar, . ai—1, 1, ir1, -, n)) V
VI & flar, ..., ai—1,0,ai41, .-, ap)) =
= floa,...,qa;-1,0,Qit1,...,a,) =

= f(ala'"7ai717ai7ai+17-"7an)-
Il

Jéareldus 1.2. f(z1,...,x,) on kehtestatav parajasti siis kui f,,
on kehtestatav voi fz, on kehtestatav.

Toestus.

= Olgu a = (o,...,0i1,Q;,Q+1,...,q,) funktsiooni
flx1,...,x,) kehtestav vidrtustus, s.t. f(a) = 1. Boole-Shannoni
lahutusest on néha, et véhemalt {iks funktsioonidest f,,, fz peab
olema toene vairtustusel (aq,...,Qi—1, Qir1,..., Q).
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<= Oletame, et f,,(z1,...,2;i—1,%it1,...,T,)on kehtestatav, s.t.
leidub vé#rtustus (ay, - .., Q—1, Qit1, - - -, @y ), mis muudab funktsioo-
ni f,, toeseks Moodustame viirtustuse o, laiendades vidrtustust «
muutujale z; konstandiga 1, mis muudab Boole-Shannoni lahutuse
parema poole toeseks. Seega peab olema tdene ka vasak pool, s.t.
o =(aq,...,q;-1,1,a41,...,q,) on funktsiooni f kehtestav viir-
tustus. Analoogiliselt, kui védrtustus (ai1,...,Q—1,Qr1,.-.,0p)
muudab tdeseks funktsiooni fz,(z1,...,%i—1,Zit1,...,%y), siis on
(a1, ,0i—1,0,i11,...,a,) funktsiooni f kehtestav viirtustus. O

Algoritm 1.3. Kehtestatavusalgoritm lausearvutuse valemitele.

function SAT(F : valem) : BOOLEAN
begin

if F =0 then return (0) fi

if ' =1 then return (1) fi

vali valemi F' muutuja z;

return (SAT(F,)V SAT (Fy));
end SAT

Esitatud algoritmis tuleb moista vordusi F' = 0 ja F' = 1 siintaktiliste
vordustena, s.t. valem koosneb konstandist 0 voi 1.

10



2. Disjunktiivne ja konjunktiivne
normaalkuju

Lihtsamate ja kiiremate to6tlusalgoritmide saamiseks kasutatak-
se Boole’i funktsioonide esitamiseks disjunktiivset ja konjunktiivset
normaalkuju.

Disjunktiivne normaalkuju (disjunctive normal form, DNF).
Lausearvutuse valem F' on disjunktiivsel normaalkujul, kui ta on esi-
tatav jargmiselt:

F(:Ul, ,ZEn) = \/ Ci,

kus C; on elementaarkonjunktsioon (term), mis on esitatav kujul

m;

ci =&,

j=1
kus [;; on literaal. Literaal on muutuja voi selle eitus.

Uldisust kitsendamata voime eeldada, et disjunktiivse normaal-
kuju kéik termid on erinevad ja iga muutuja esineb termis tilimalt
iiks kord. Téepoolest, kui term sisaldab literaale x ja T, siis on term
samaselt viir ja selle voib kustutsda. Korduvad literaalid ei muuda
aga termi toeviidrtust. Samuti voib eeldada, et koik termid disjunk-
tiivses normaalkujus on erinevad. DNF on tdielik, kui igas termis on
tiapselt n literaali, s.t. m; = n.

Konjunktiivne normaalkuju (conjunctive normal form, CNF).
Lausearvutuse valem F' on konjunktiivsel normaalkujul, kui ta on esi-
tatav kujul

p
F(zy,...,z,) = iéélDi

kus D; on elementaardisjunktsioon (disjunkt), mis on esitatav kujul
m;
D= \/ 1
j=1

kus [;; on literaal.

Uldisust kitsendamata voib eeldada, et iga muutuja esineb igas
disjunktis tlimalt tiks kord. Téepoolest, kui disjunkt sisaldab lite-
raale x ja 7, siis on disjunkt samaselt toene ja selle voib kustutada.

11



Korduvad literaalid aga ei muuda disjunkti téeviirtust. Analoogili-
selt voib eeldada, et kéik disjunktid konjunktiivses normaalkujus on
erinevad. CNF on tdielik, kui igas disjunktis on tépselt n literaali, s.t.
m; =n.

Jiargnevalt vaatleme, kuidas DNF ja CNF viljendavad koikide
vidrtustuste hulga omadusi. Tihistame z' = z ja 2° = 7. Kui
[ € {z,T}, siis nimetame muutujat x literaali [ muutujaks ja ti-
histame var(l). Literaali eituselt eemaldame kahekordse eituse, s.t.

T— T, kuil =z,
Tz, kuil=7T

Olgu DNF F' muutujate hulgaga X = {z1,...,2,} ning T valemi
F term kujul T =y & ... & yp*, kus y; € X (1 <4 < k). Olgu
Z1,---,2pn—k hulga X muutujad, mis ei esine termis 7. DNF F' on
toene parajasti siis, kui vihemalt {iks term on toene. Term 7' on toene
parajasti siis, kui koik selle literaalid on toesed, s.t. iga vddrtustuse
jaoks, milles y; = a1,...,yr = ag, sOltumata tilejidnud muutujate
vidrtustest. Seega on term T tdene 2"~ F viirtustuse jaoks. Téielik
term, milles esinevad koik muutujad, on tdene iihe vaidrtustuse jaoks.
Kui téielik term T on kujul 2" & ... & x%n, siis ainus vidrtustus, mis
muudab termi T toeseks, on (aq,...,ap). Term T' =y & ... & y*
on seega samavéiirne 2" F tiieliku termi disjunktsiooniga

T

\V YN & &y & & & R
(B1s---Bn—r)€{0,1}n—F

Seega esitab DNF toeste, e. lubatud viirtustuste loetelu.

Olgu CNF F muutujate hulgaga X = {x1,...,2,} ning D valemi
F disjunkt kujul D =y V... Vy*, kus y; € X (1 <i < k). Olgu
21y, 2n—k hulga X muutujad, mis ei esine disjunktis D. CNF F
on vidr parajasti siis, kui vihemalt iiks disjunkt on viair. Disjunkt
D on v#ir parajasti siis, kui koik selle literaalid on véirad, s.t. iga
védrtustuse jaoks, milles y1 = @y, ..., yr = @, sOltumata iilejdinud
muutujate vidrtustest. Seega on disjunkt D viir 27~F viirtustuse
jaoks. Téielik disjunkt, milles esinevad koik muutujad, on véir iihe
véadrtustuse jaoks. Kui téielik disjunkt D on kujul 27* V...V z%~, siis
ainus vidrtustus, mis muudab disjunkti D vidraks, on (aq,...,ap,).
Disjunkt D = y{* V...V y* on seega samavéirne 2"~ % tiieliku
disjunkti konjunktsiooniga

D= & yflv...VyZ"“Vzllv...sz";k

(B1seesBr—k)€{0,1}m—F B
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Seega esitab CNF vidrate e. keelatud vadrtustuste loetelu.

Vaatleme, kuidas viljendada DNF-i ja CNF-i abil graafi klikkide
struktuuri. Graafi G = (V, E) klikk on G tippude hulga V' alam-
hulk V', mis indutseerib tiieliku alamgraafi. Graafi G maksimaalne
klikk on selline klikk V' C V, et iikski tippude hulk V", selline et
V' c V" CV, ei ole klikk. Tipule i € V vastaku muutuja z; € X,
niiviisi voime vaadelda vaartustusi kui hulga V' alamhulkade karakte-
ristlikke vektoreid. Konstrueerime DNF-i DFy ja CNF-i C'F, mille
toesed vadrtustused on graafi G klikkide karakteristlikud vektorid.
Alustame konkreetse n#ite uurimisest.

Niide. Olgu graaf G:
3 4

2 1

Graafi G klikid on {}, {1}, {2}, {3}, {4}, {1, 3}, {2, 3}, {2,4}, {3,4},
{2, 3,4} ning maksimaalsed klikid on {1, 3} ja {2, 3, 4}.
Koostame toetabeli:

L1 Lo T3 T4 fG klikk
0 0 0 0 1 0

0 0 0 1|1 {24}
0 0 1 01 {3}
0o 0 1 1|1 {z3, 24}
0 1 0 01 {z,}
0o 1 0 1|1 {zo, 24}
0 1 1 0 1 {;L'Q, ;L'3}
0 1 1 1 1 {$2,ZE3,$4}
1 0 0 o0]1 {1}

1 0 0 1 0 -

1 0 1 0 1 {3317333}
1 0 1 1 0 -

1 1 0 0O -

1 1 0 1 0 -

1 1 1 0 0 -

1 1 1 1 0 -

Kirjutades toetabeli jirgi vilja funktsiooni fg téieliku disjunktiivse
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normaalkuju ja minimeerides seda, saame disjunktiivse normaalkuju
DFg = (T2 & T4) V (T1).

Paneme t#hele, et muutujad saadud DNF-i esimeses termis moodus-
tavad maksimaalse kliki {z1,z3} tiiendi ja muutujad teises termis
maksimaalse kliki {z»,x3, 24} tédiendi. Tehes julge hiipoteesi, et see
ei ole juhuslik, saame graafi G iga maksimaalse kliki V' C V jirgi

termi
Tv = & 7.
ievV\v!
Valem DFg on koikide selliste termide disjunktsioon:

DFy = \/ Ty
V'=mazklikk

Osutub, et esitatud hiipotees peab paika.

Teoreem 2.1. Olgu G = (V,E) graaf, mille tippude hulk on
V ={1,...,n}. Kahendvektor o € {0,1}" on graafi G kliki karakte-
ristlik vektor parajasti siis, kui

DF(a):[ & @](a):L
¢ V’:m\a/zlclikk <z€V\V’ >

T&estus. 1)=> Olgu V' C V graafi G klikk ja o = (aq,..., )
hulga V' karakteristlik vektor. Graafis G peab leiduma maksimaalne
klikk V", mis sisaldab klikki V'. Valem DFg sisaldab termi

Ty = & Z;.

iev\vr

Term Ty on ilmselt toene hulga V' karakteristlikul vektoril 5, kuna
igai € V\V" jaoks 8; = 0. V' on hulga V" alamhulk, seega vordusest
B; = 0 jireldub «; = 0. Jirelikult Ty (o) = 1 ja DFg(a) = 1.

2) < Olgu DFg(«) = 1. Siis peab leiduma graafi G maksimaalne
klikk V" ja sellele vastav term

Ty = &
ieV\VH

niisugune et Ty () = 1. See on voimalik ainult juhul, kui a;; = 0 iga
i € V\V" jaoks. Siis aga V' C V" ja V' on graafi G klikk. O
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Kirjutades eelmise niite funktsiooni fg toetabeli jargi vilja téie-
liku konjunktiivse normaalkuju ja minimeerides seda, saame tulemu-
seks valemi (T; V T2) & (71 V T4). Paneme téhele, et siin on disjunk-
tideks puuduvate servade otspunktidele vastavate muutujate eituste
disjunktsioonid. Seega oleks iildkujuline valem

CFqs= & @ vz,).
“ {m‘}aE( )
Teoreem 2.2. Olgu G = (V,E) graaf, mille tippude hulk on

V ={1,...,n}. Kahendvektor a € {0,1}" on graafi G kliki karakte-
ristlik vektor parajasti siis, kui

C’FG(a):{ & (@Vf,-)] (a) = 1.

{i.i}¢E

T&estus. Toestuse jitame iseseisvaks harjutuseks (vt. tilesanne 5).
O

Analiiiisides saadud valemeid voime Oelda, et probleemi kirjelda-
mine DNF abil t66tab nagu autokraatliku riigi seadusandlus — kéik,
mis ei ole lubatud, on keelatud. CNF véljendab aga demokraatlikku
seadusandlust — koik, mis ei ole keelatud, on lubatud.
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3. Tagurdusalgoritm konjunktiivsele
normaalkujule

Selleks, et rakendada tagurdusalgoritmi konjunktiivsele normaal-
kujule C', uurime koigepealt valemite C, ja Cz leidmist.

Teoreem 3.1. Kui C on CNF jal on literaal, siis CNF C; on va-
lem C, millest on eemaldatud koik disjunktid, mis sisaldavad literaals
[ ning literaal | tlejidnud disjunktidest.

Toestus. C; on definitsiooni kohaselt valem C', milles on literaal
I asendatud konstandiga 1 ja [ konstandiga 0. Disjunktid, mis si-
saldavad konstanti 1 on toesed ja ei mdojuta valemi C; toevaértust.
Konstant 0 aga ei méjuta seda sisaldava disjunkti toevdartust. O

Lisaks osavalemite C, ja Cz lihtsustumisele vorreldes tildkujuliste
lausearvutuse valemitega, pakub CNF ka teisi vbimalusi tagurdus-
algoritmi kiirendamiseks.

Fakt. Kui F sisaldab iihikdisjunkti [ (disjunkt, mis koosneb ai-
nult {ihest literaalist), siis iga kehtestav vidrtustus peab muutma dis-
junkti [ toeseks.

Definitsioon. Literaal [ on puhas literaal valemis F, kui F’ iiks-
ki disjunkt ei sisalda literaali [.

Teoreem 3.2. Kuil on puhas literaal valemis F' ja F' on kehtes-
tatav, siis leidub kehtestav vddrtustus, milles literaal | on toene.

Tdestus. Olgu [ puhas literaal ja var(l) = z;. Kirjutame vale-
mi F' kujul, kus koik literaali [ esinemised on esile tdstetud, saame:
F=D1&..&Dp& (Dk+1 V l) & ... & (Dk+m V l), kus D1, ...; Dgim
on disjunktid, mis ei sisalda literaale I, 1.

Olgu a suvaline védrtustus a = (ay,...,ap), nii et F(a) = 1.
Kui I(a) = 1, siis see ongi noutud vadrtustus. Kui I(«) = 0, siis
peavad disjunktid Dy, ..., Dj4p, olema toesed vadrtustusel a. Kuna
iikski nimetatud disjunktidest ei sisalda literaali [, ega ka selle eitust,
siis jadvad need toeseks ka viidrtustusel

I _ J—
o = (ozl,...,ai_l,a,-,a,-_,_l,...,an),

mille jaoks I(a) = 1. O
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Definitsioon. Disjunkt D neelab disjunkti C, kui D C C, s.t.
C=DVI V...Vl mingite literaalide {1, ..., jaoks.

Teoreem 3.3. Kui disjunkt D neelab disjunkti C, siis D&C = D.

Tdestus. Olgu « suvaline véédrtustus. D(«) = 1 siis ja ainult siis,
kui leidub literaal [ € D, mis on toene viirtustusel a. Neelamise tottu
kuulub literaal | ka disjunkti C' literaalide hulka, seega C(a) =1 ja
[D & C)(a) = 1. Kui aga D(«a) = 0, siis ka [D & C](a) = 0. O

Konjunktiivse normaalkuju F' disjunkti E nimetatakse neelata-
vaks, kui leidub D € F mis neelab disjunkti E. Arusaadavalt on
moistlik enne CNF-i to6tlemist eemaldada kéik neelatavad disjunk-
tid. Jdrgnevas algoritmis tédhistatase stimboliga [ tiihja disjunkti.
Eelnevast teame, et tiihi disjunkt keelab dra koik viirtustused, s.t
valem, mis sisaldab tiihja disjunkti on samaselt vdir. Tihja hulga
stimbol, (§, tdhistab tiihja valemit, s.t. valemit, mis ei keela iihtegi
vadrtustust ja on seega samaselt tdene.

Jargnev algoritm on saanud oma nime autorite nimede esitdhtede
jargi, (Davis, Putnam, Logemann, Loveland, vt. [DP60, DLL62]).

Algoritm 3.4. algoritm!/DPLL

function DPLL(F: CNF): BOOLEAN
begin
SO: Eemalda valemist F' neelatavad disjunktid.
S1: if F = ) then return(1);
S2:if O € F then return(0);
S3:if {I} € F then return(DPLL(F}));
S4: if I on puhas literaal then return(DPLL(F)));
S5: Vali literaal [;
return(DPLL(F;) V DPLL(F}));
end

Algoritmi sammu SO nimetatakse neelamisreegliks, sammu S3 tihik-
disjunkti reegliks ning sammu S4 puhta literaali reegliks. Nende reeg-
lite lubatavus jireldub teoreemidest 3.2 ja 3.3. Algoritm DPLL esin-
dab tegelikult tervet algoritmide peret, kuna algoritmi sammus S5
(hargnemisreeglis) on kisk ”vali literaal {”, ilma et oleks tédpsusta-
tud, kuidas valikut teha. Erinevad valikustrateegiad annavad erineva
joudlusega algoritme. Valiku kriteeriumid varieeruvad lihsatest ("vali
literaal, mis esineb kdige suuremas arvus disjunktides”, 7vali literaal,
mille eitus esineb enam kordi lithemates disjunktides”) kuni nii kee-
rulisteni, et nende kontrollimiseks kuluv to6aeg iiletab saadava kasu.
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Naide. Olgu antud CNF

F=@VyVz)&(xVyVz)&(xVyVz)&
&@Vyvz)&(@Vyvz)&(ETVyVz) &(TVyVE).

Kasutades algoritmi 3.4 koostame puu (vaata joonist 3.1). Joonisel on
puu tippudes jddkvalem, millele rakendatakse rekursiivselt algoritmi
DPLL. Eelviimasel tasemel literaali jérgi hargnemisi ei toimu, kuna
rakendub iihikdisjunkti reegel. Tagasinoolte margenditeks on késu
return poolt tagastatav vidrtus.

(zyz, 2Yz, vYyZ, Tyz, TyZ, TYz, TYZ)

Joonis 3.1: DPLL((zyz, 2yz, xyz,Tyz, TYZ, TYZ, TYZ) );
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4. DPLL halvima juhu eksponentsiaalne
keerukus

Tagurdusalgoritmide jaoks saab eksponentsiaalne niide olla ainult
samaselt vidr valem, kuna suvalise kehtestatava valemi toese vidrtus-
tuse jérgi saab algoritmides SAT ja DPLL valida hargnemisliteraali
vastavalt vadrtustusele ja sellega tagada otsetee lahenduspuu toese le-
heni. Kiesolevas peatiikis konstrueerime iilesannete pere, mille korral
DPLL t66tab alati eksponentsiaalses ajas. Selleks vaatleme tuvipesa
probleemi (inglise keeles pidgeonhole problem). Probleem on selles, et
paigutada m tuvi n tuvipesasse, nii et igas pesas oleks iilimalt iiks
tuvi. Lausearvutuse valemit, mis kirjeldab koikvoimalikke paigutusi,
tahistame PH P)". Arusaadavalt on iilesandel lahend ainult juhul kui
m < n. Vastupidisel juhul on valem PHP)* samaselt vadr. Valemit
—PHP"™"! (mis on tautoloogia) nimetatakse tuvipesa printsiibiks ja
valemit -PHP]"", kus m > n nimetatakse dldistatud tuvipesa print-
sitbiks. Meid huvitab tuvipesade printsiibi eitus, s.t. samaselt vdir
valem PH P! Selle konstrueerimiseks vajame moningaid abivahen-
deid (mida liheb vaja ka jirgnevates peatiikkides).

Defineerime valemi atleast :

atleast(k,x1,...,Tn) = & i, V...NVx; ).
;1 ) {il7---7in—k+1}§{1,---7n}( " inoir)

Niide. atleast(2,x1,x2,x3) = (11 V x2) & (11 V x3) & (02 V 23)
n=3 k=2, n—k+1=2.

x1 my x3 | w1 Vay wm Vs x2Vag | atleast(2,xq, 0, 3)
0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 1 1 0
0 1 0 1 0 1 0
0 1 1 1 1 1 1
1 0 0 1 1 0 0
1 0 1 1 1 1 1
1 1 0 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1

Vektori a € {0,1}"™ Hammingi kaal, ||«||, on vektori tihtede arv:
lafl = XL, ai.

Teoreem 4.1. [atleast(k,x1, ..., x,)](aq, ..., an) = 1 parajasti siis,
kui [laf| > k.
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T&estus. 1) Olgu a suvaline védrtustus, selline et
[Atleast(k, 1, ..., xn)](01,. .., an) = 1.

Oletame vastuviiteliselt, et ||a|| < k, « sisaldab [ > n — k nulli, ehk
vihemalt n —k+1 nulli. Olgu need positsioonidel ¢1, . .., %y—g41. Dis-
junkt (z;, V ...V @,_,,,) € atleast(k,r1,...,7,). Kuna
(i, V... Vg, ) (@) =0, siis [atleast(k, T, ..., 2,)](a) =0

2) Olgu « véartustus,selline et ||af| > k, siis « sisaldab kuni n — k&
nulli. Selleks, et mingi disjunkt oleks véir, peab véddrtustuses olema
vihemalt n — k£ + 1 nulli. O

Edaspidises ldheb meil vaja ka analoogilist valemit, "ilimalt k
iihte”.
atmost(k, x1, ..., Tn) = aE{({%}n)( \/ Ti)
lell=k+1  a;=1
Teoreem 4.2. [atmost(k, 1, ...,z )](1, ..., ) = 1 parajasti siis,
kui |o| < k.
Testus. Toestuse jatame iseseisvaks harjutuseks, vt. iilesanne 7.

O

Viimased kaks teoreemi kokku lubavad defineerida valemi
exactly(k,z1,...,z,) = atleast(k, 1, . ..,x,)&atmost(k,z1,...,,),

mis on toene viirtustusel « siis ja ainult siis, kui ||a|| = k.
Téhistame unique(zy,...,z,) valemit, mis on toene viirtustus-
tel, mis sisaldavad tdpselt iihte viirtust 71”:

unique(xy,...,x,) = exactly(l,zy,...,x,) =
= atleast(1,x1,...,x,) & atmost(1,x1,...,x,) =
=(xV...Vz,) & (1<i‘%<n(wi \Y w3)>

Lemma 4.3. Valemi unique(xy,...,z,) korral kehtib:
1) Valem on simmeetriline literaalide vahetuse suhtes.

2) n > 2 korral esineb iga literaal x; nii positiivselt kui negatiivselt
ning ei esine kunagi iksi (vaid alati disjunktis mone teise muutujaga).

3) unique(xy,...,x,) neelab monda unique(yy,...,ym) osavalemit
siis ja ainult siis, kui {1, ..., 2.} C{Y1,-- , Ym
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1)

unique,, (T2, ..., x,) = & T;.
1=2,...,n
5)
uniquez, (a2, ..., Tp) = unique(xa, ..., Ty,).

Tdestus. 1) ja 2) on ilmsed. 3), 4) ja 5) on {ilesandeks lugejale (vt.
tilesannet 8). O

Konstrueerime niiiid valemite pere PH P! parameetri n pohjal.
Muutujate hulk i 1, ..., Zy,n4+1 moodustab nx (n+1) tabeli. Jirgnev
valem viidab sisuliselt seda, et tabeli igas reas ja igas veerus on tépselt
iiks muutuja vadrtustatud toeseks:

PHP7?+1(33171,...,£L“7L7”+1) =

= < & unique(z;q, . .. ,$i7n+1)> &
1=1,...,n
& < & 1mzique(a:u, e ,:U,”)> .
2

i=1,...,n+

Valem on ilmselgelt samaselt viir, sest veerge on iihe vorra rohkem,
kui ridu.

Lemma 4.4. Olgu T valem, mis avaldub valemite unique kon-
Junktsioonina, kusjuures T iga muutuja x sisaldub tapselt kahes alam-
valemis unique, mis molemad séltuvad veel vihemalt n teisest muu-
tujast, kusjuures ikski muutuja peale x ei sisaldu molemas neis kahes
valemis. Siis teeb DPLL valemi T vddrtuse otsimisel igas vaadelda-
vas harus véhemalt n hargnemist.

Toestus. Tdestame viite induktsiooniga:

Baas: n = 0 korral on viide ilmne (sest teoreem ei véida sel juhul
sisuliselt midagi).

Samm: n > 1. Teoreemi eeldustest 1dhtuvalt on selge, et iga valem
unique so6ltub vidhemalt kahest muutujast ja iga muutuja sisaldub
tapselt kahes valemis unique. Lemma 4.3 p.2 tottu ei saa seega kasu-
tada ei tihikdisjunkti ega ka puhta literaali reeglit ning p.3 vélistab
neelamisreegli (sest iiheski kahes valemis unique pole iile iihe iihise
muutuja ning muutujaid on kdigis viihemalt 2). Seega on vaja raken-
dada hargnemisreeglit. Vaatleme eraldi molemas harus toimuvat, kui
fikseeritakse suvaline muutuja z:
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z =1 Lemma 4.3 p.4 pohjal teisenevad molemad muutujat = sisalda-
nud valemid unique negatiivsete literaalide konjunktsiooniks. DPLL
kasutab enne oma jargmist hargnemist koigi nende literaalide jaoks
ithikdisjunkti reeglit ja fikseerib nad negatiivse véartusega. Selle tule-
musena liithenevad koik neid sisaldanud valemid unique iihe muutuja
vorra (Lemma 4.3 p.5). Et aga tikski teine muutuja peale z ei sisaldu
molemas valemis unique, ei saa iikski neist litheneda rohkem kui 1
muutuja jagu.

x =0 Lemma 4.3 pt 5 tottu lithenevad molemad muutujat « sisalda-
nud valemid unique lihtsalt ihe muutuja vorra.

Paneme téhele, et molemal juhul taandab DPLL valemi T vale-
miks 7", mis rahuldab koiki teoreemi eeldusi juhul n—1, mis tihendab
induktsiooni hiipoteesi jérgi, et selles tuleb teha veel vihemalt n — 1
hargnemist igas harus. Lisades sellele juurde muutuja z fikseerimisel
tehtud hargnemise saamegi vajalikud n sammu. O

Teoreem 4.5. Algoritm DPLL téétab valemitel PH P sisendi
pikkuse suhtes eksponentsiaalses ajas.

Tdestus. Valem PH P! on unique-valemite konjunktsioon, mis
rahuldab lemma 4.4 eeldusi n — 1 korral. Seega tehakse igas vaadel-
dud harus vdhemalt n — 1 hargnemist. Et PH P on samaselt viér, on
DPLL sunnitud 14bi vaatama koéik harud. Seega teeb algoritm vihe-
malt E?:_()l 2¢ = 2" — 1 sammu, mis on eksponentsiaalne PH P!
pikkuse (O(n?)) suhtes

O
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5. Lahendite loendamine
elimineerimismeetodil

Lahendite loendamiseks ei ole tingimata vajalik valemi koigi toes-
te vadrtustuste leidmine. Disjunktiivne ja konjunktiivne normaalkuju
sisaldavad loendamiseks vajalikku informatsiooni, vaja on seda kasu-
tades teha vastavad arvutused. Kéesolevas peatiikis esitatud meetod
on voetud K. Iwama artiklist [Iwag89).

Disjunktiivset ja konjunktiivset normaalkuju voib vaadelda lite-
raalide hulkade hulkadena, erinev on ainult semantika. Seetdttu on
moistlik uurida nende omadusi koos. Unustame ajutiselt tehtemérgid
ja tegeleme literaalide hulkadega. Olgu muutujate hulk

X ={z1,...,zn}

Definitsioon. Literaalide hulk {li,...,1;} sisaldab kontraarset
paari, kui selles hulgas leidub mingi muutuja ja tema eitus.

Definitsioon. Literaalide hulk on kooskélaline, kui see ei sisalda
kontraarset paari.

Definitsioon. Normaalkuju on kooskdlaliste literaalihulkade hulk.

Definitsioon. Kooskolaline literaalide hulk on tdielik, kui selle
voimsus on vordne muutujate arvuga n.

Definitsioon. Normaalkuju on tdielik, kui selle iga literaalihulk
on téielik.

Kui L = {ly,...,lx} on kooskdlaline literaalide hulk ning
Y1, - Yn—r O0 muutujad, mis ei esine hulgas L ehk

X\ {var(lh),...,var(l)} = {y1, s Yn—r },

siis hulga L tiielik normaalkuju on
gen(L) = {{l1,. .., L,y ...,y 5 a € {0,1}77F).

Normaalkuju gen(L) koosneb ilmselt 2"~* tiielikust literaalide hul-
gast. Kui normaalkuju N = {Lq,...,L,}, siis vastav téielik nor-
maalkuju on literaalihulkade téielike normaalkujude hulgateoreetiline
summa

gen(N) = U gen(L;).
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Kui N esitab disjunktiivset normaalkuju, siis selle toeste vidrtustus-
te arv on |gen(N)|. Kui N esitab konjunktiivset normaalkuju, siis
selle vidrade vidrtustuste arv on |gen(N)| ning toeste viidrtustuste
arv 2" — |gen(n)|. Molemal juhul tuleb lahendite loendamiseks osata
arvutada suurust |gen(NV)|. Literaalide hulga L = {ly,...,l;} jaoks
on probleem lihtne — |gen(L)| = 2" *. Selleks, et arvutada |gen(N)|
tuleb aga arvestada, et |gen(L;)| ja |gen(L;| voivad sisaldada iihiseid
elemente. Seega tuleb kasutada kombinatoorikast tuntud elimineeri-
misteoreemi:
Kui X = X; U...UX,, siis

p

X =) (=) > X, N N X, |

k=1 {i1,emrin }C {10}

Elimineerimisteoreemi rakendamiseks meie juhule peame oskama ar-
vutada suurusi [gen(L;,) N ... N gen(L;,)|.

Teoreem 5.1.

0, kui L1 U ...U L,, sisaldab
gen(Ly) N...Ngen(Ly,) = kontraarset literaalipaari,
gen(Ly U ...U Ly,), vastupidisel juhul

Toestus.
1) Sisaldagu Ly U...UL,, kontraarset paari (x,T), s.t. leiduvad , j nii
et x € L;, T € Lj. Siis gen(L;) iga literaalihulk sisaldab literaali z ja
gen(L;) iga  literaalihulk  sisaldab  literaali =, seega

gen(L;) N gen(L;) = 0, aga siis on ka gen(Lq) N ...N gen(Ly,) = 0.

2) LU...UL,, ei sisalda kontraarset paari. Téestame induktsiooniga
m jargi.
Baas: m=1, gen(L;) = gen(Ly).

Samm: Rakendame hulkade iihisosale
gen(Ly)N...Ngen(Ly—1) Ngen(Ly,)
induktsiooni hiipoteesi:

(gen(Ly)N...Ngen(Ly,—1)) Ngen(Ly,) =
=gen(Ly U...ULy,_1) N gen(Ly,).
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Kuna vaadeldavad literaalide hulgad ei sisalda kontraarset paari,voime
need esitada kujul

L1U...ULm,1 :{al,...,ar,bl,...,bs},

Lm = {ala"'aaracla"'act}'
Literaalid a1,...,a, on mnendele hulkadele iihised. Té&histame
p=mn—(r+s+t)ning yi,...,y, olgu muutujad, mis ei sisaldu

hulgas
{var(ay), ...,var(ay),var(by), ..., var(bs),var(cy), ...,var(c) },
siis
gen(Li) N...Ngen(Lpy_1) N gen(Ly,) =
=gen(LyU...ULy_1)Ngen(Ly) =
= {{al,...,ar,bl,...,bs,c?l,...,c?t,y’?l,...,ygp}:
ca e {0,1), B e {0,1)7}n
ﬁ{{al,...,ar,bfl, . ,bSS,cl,...,ct,y’lgl,...,ypp}
19 €{0,1}°, p€{0,1}P} =

:{{ala"'7a’r‘7b17'"7b87cla"'7ct7y1617"'7y5p}:BE {Oal}p}:
=gen(Li U...ULy).

Niide. F = {{z,7}, {f},{x,z}}, X ={z,y,z}.
L1 L3
) ={{z,7,2}{z, yaz}}
gen(L2§ {{.’L‘ y,Z} {ZE g72} {ZE y,Z},{f,y,E}}.

jgen(L)| =2, |gen(Lo)] = 4, |gen(Ls)| = 2.

gen(Li) N gen(Lz) = 0.

gen(Ly) N gen(Ls) = 0.

gen(Ly) N gen(Ls) = {z,7, 2}.

lgen(F)| = |gen(Ly)|+ gen(L2)|+ lgen(Ls)|— (lgen(L1) Ngen(Lo)|+

(F
lgen(L1) N gen(Ls)| + |gen(Lz2) N gen(Ls)|)+
|gen(Li) N gen(Ls) Ngen(Ls)| =

20 4+22 421 - (0+2°+0)+0=".
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6. Ortogonaliseerimine

Elimineerimisteoreemi kasutamist on voimalik viltida, teisenda-
des sobival viisil normaalkuju. Meetod, mida siin esitame on véetud
artiklitest [Dub91, Tom93].

Definitsioon. Kooskolalised literaalide hulgad D ja E on orto-
gonaalsed, kui
gen(D) Ngen(E) = .

Fakt. D ja E on ortogonaalsed siis ja ainult siis, kui D U E
sisaldab kontraarset literaalipaari (jireldub teoreemist ?7).

Definitsioon. Normaalkuju F on ortogonaalne, kui F' literaali-
de hulgad on paarikaupa ortogonaalsed.

Ortogonaalse normaalkuju F' = {Xi,...,X,} puhul kehtib
gen(X;) N gen(X;) =0igai,j jaoks 1 <i < j < p ja seetottu

p
gen(0)1= 3 loen
=1

Kui tolgendada ortogonaalset normaalkuju F' disjunktiivse normaal-
kujuna, saame toeste viartustuste arvuks

P
#F = Z2”*‘Xi‘

i=1
ning tolgendades seda konjunktiivse normaalkujuna saame

p

#F =2m =y 21Xl

i=1

Siit tuleb idee teisendada konjunktiivne normaalkuju ortogonaalseks,
et véltida elimineerimisteoreemi rakendamise vajadust.
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Algoritm 6.1. Disjunktipaari ortogonaliseerimine

function Ort(D,E: disjunktid): CNF
begin
if(D ja E on ortogonaalsed) then return(D & E) fi
if D neelab E then return(D) fi
D=a;V..VapVer V...V
E=aV..VayVb V..V,
kus var(c;) #wvar(b;), 1 <i<L,1<j<r.
(Olgur >1)
return (D& By & Ex & ... & Ep),kus By = EVE
Es=FEVec Ve
E3 :EV01\/C2\/E3

E,=EVc V..V 1V

end

D E

A A
r N Ie

Nédide (z V y V.Z V. v )&(x V y V.w V. 1
~ A )N ~~ A PN N
b2

)

a1 as c1 c2 a1 as b1
Kasutades algoritmi 6.1, saame

D=(xVyVzVwv)

Ei=(@VyVwVvuVz)

E,=(xzVyvVwVuVvVzZV7D)

Teoreem 6.2. Ort(D, E) on ortogonaalne CNF, mis on ekviva-
lentne D & E-ga.

Toestus.

Kui D ja E on ortogonaalsed, siis algoritmi viljund on D & F ja
teoreemi viited kehtivad. Samuti on ilmne juhtum, kus iiks disjunkt
neelab teist. Mittetriviaalsel juhul on iga i jaoks (1 < ¢ < 1) disjunkt
D disjunktiga E; ortogonaalne (kontraarne paar ¢; € D ning¢; € E;).
Iga i,j jaoks (1 < i < j <) on E; ja E; ortogonaalsed, kuna ¢; € E;
jaci € Ej.

Niitame, et D& E = D& Fy & ... & E. Olgu a suvaline vidrtustus
a € {0,1}" Kui [D & E](a) = 1, siis D(a) =1 ja E(a) =1, seega
ka Ei(a) = [EVca V..V VE|(a) =1, kuna E(a) = 1. Kui
[D & E](a) = 0, siis kas D(a) = 0, voi D(a) = 1 ja E(a) = 0.
Esimesel juhul [D & E; & ... & Ej](a) = 0, teisel juhul a4 (a) =0, ...,
ar(a) = 0. Siis vihemalt iiks literaalidest ¢; = 1. Olgu ip vihim i, et
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cip(a) = 1, siis Ej () = E(a) Vei(a) V... Ve, 1(a) V Gy =0,
seega ka [D & Ey & ... & Ej](«) = 0. O

Algoritm 6.3. Ortogonaliseerimine

function Orthogonalize(F:CNF):CNF
Algoritm kasutab disjunktide hulka L, milles on
miérgendatud ortogonaliseeritud disjunktid
begin
L:=F
while L sisaldab mérgendamata disjunkte
do Vali mérgendamata D € L, mérgenda D
for E/ € {valemi L mirgendamata disjunktid}
do eemalda E, lisa ort(D & E)\{D}

end for

end while
return L
end
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7. Ortogonaalne DNF

Kui analiiiisida algoritmi SAT esimesest peatiikist, siis nieme,
et literaalid, mis mérgendavad lahenduspuu teed kuni leheni, milles
jédkvalem on 1 (tdene), moodustavad disjunktiivse normaalkuju ter-
mi ning erinevatele lehtedele vastavad termid sisaldavad kontraarset
literaalipaari. Siit tuleb idee modifitseerida algoritmi SAT nii, et vil-
jundiks oleks ortogonaalne DNF. Algoritmi esimene parameeter on
tildkujuline lausearvutuse valem, teine parameeter on sdnemuutuja,
mis on algselt tiihi sone A (mis tihistab tiihja termi) ja véljund on
samuti sone. Funktsioonist véljumisel késuga return teostatakse so-
nemuutujate ja sonede konkatenatsiooni.

Algoritm 7.1. SATO. Valem = ortogonaalne DNF.

function SATO(F:formula,C'string):string
begin
if FF =1 then return(C) fi
if F =0 then return(() fi
vali muutuja z;
return(SATO(F,,C_" &' _"z")_" VL
_SATO(Fz,C_" &' _'T"));
end

Teoreem 7.2. SATO(F, A) on ortogonaalne DNF, mis on ekvi-
valentne valemiga F'.

Toestus.

1) Ortogonaalsus. Algoritmi kolmas samm tagastab
SATO(F,,C _" &' _'" '), kus iga term sisaldab literaali = ja
SATO(Fz,C_" &' _' &), kus iga term sisaldab literaali Z, millega
on ortogonaalsus tagatud.

2) Ekvivalentsus. Toestame induktsiooniga muutujate arvu n jirgi.

Baas: n = 1 Pérast lihtsustamisi on neli erinevat ithe muutujaga
valemit: 0, z, T ja 1. Algoritmi SATO viljundid on vastavalt 0, z, T
ja A.

Samm: Olgu valitav muutuja z, siis

SATO(Fy, (T2, ..., xy), @) V'_ SATO(F;, (22, ...,2,), T}) =
= SATO(Fy, (z2,...,my), N)_" &' 2"V
_ SATO(Fz, (w2, ...,my), N &'_' 7.
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Induktsiooni hiipoteesi kohaselt

SATO(Fy, (x2, ..., xpn), A) = Fy,,

SATO(Fz, (2, ....xp),A) = F5, ning F=F,, & &, V Fg, &7, O
Sama algoritmi saame rakendada ka konjunktiivsele normaalkuju-

le, kasutades kiirendavaid iihikdisjunkti ja neelamise reegleid. Puhta

literaali reegli kasutamine annaks vale tulemuse, kuna see voib 16igata
dra lahenduspuu moned téesed harud.

Algoritm 7.3. DPLLO. CNF = ortogonaalne DNF.

function DPLLO(F:CNF,C string):string
begin
SO: Eemalda valemist F' neelatavad disjunktid.
S1: if F = then return(C) fi
S2: if F =0 then return(A) fi
S3: if {I} € F then return (DPLL(F,,C_" &'_'1")) i
S4: vali muutuja x;
return((DPLLO(F,,C_" &'_"2')_' VL
_DPLLO(F5,C_' &'_' 7))

end

Niide. F = (zVy) & (TVz2) & GVw) & (ZVw)),C =A.
Kasutades algoritmi 7.3 koostame puu (vaata joonist 7.1).
Mooda puud iiles litkudes saame valemi
G=@&y&kz&w)V@&y&w)V@T&y&zz&w)V (T&Yy&Z).
Kui meie eesmiirk on toeste viirtustuste loendamine, siis saame
algoritmides SATO ja DPLLO loobuda ortogonaalse DNF-i viljasta-
misest, kuna lahenduspuu tdese lehe kaugus puu juurest on ka vastava

termi literaalide arv. See inspireerib konstrueerima jargmisi algorit-
me.

Algoritm 7.4. Lausearvutuse valemsi lahendite loendamine.

function #SAT(F:formula,k:int):int
begin
if ' =1 then return2” fi
if F =0 then return(0) fi

vali muutuja x;
return(#SAT(Fy, k — 1) + #SAT (Fz, k —1));

end
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(Ty, Tz, Jw, Zw), 0

”N— ), (7,7, 2 w), (77, %)
(z,y,z7w) s Y, s Y, 2, ) Y

(¥, 2, 5w, Zw), (x) y

Jw,zZw), (T)
y=1
(.’l), y7 Z’ w)

y:

Y=

%)
(7w, Zw), (z,y)  (w,Zw),(T,y)

, W

(w), (z,y, 2) 0,(@,y,w)
w21>(z,y72,w> “’le(am,w)
(7),(ar,y,z,w) (Z),(i,y,z,w)

Joonis 7.1: DPLLO((zy, Tz, yw,zw), 0);

Algoritm 7.5. CNF-i lahendite loendamine

function #DPLL(F:CNF k:INT):INT
begin
S0: Eemalda valemist F' neelatavad disjunktid.
S1: if F = () then return(2*) fi
S2:if 0 € F then return(0) fi
S3:if {I} € F then return(#DPLL(F;,k—1) fi
S4: vali muutuja z;
return(#DPLL(F,,k — 1) + #DPLL(Fz, k — 1));

end

Teine parameeter, k niitab veel vidrtustamata muutujate arvu.
Algoritmide #SAT ja #DPLL viljundiks on valemi F' toeste viir-
tustuste arv.

Niide.
#DPLL((ZVy) & (TV2)& GVw) & (ZVw),4) = 2°+2' +204-21 = 6.
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Algoritmide #SAT ja# D PLL 6igsus jireldub teoreemist 7.2, ku-
na lahenduspuu 1-lehtedele vastavad valemiga F' ekvivalentse ortogo-
naalse disjunktiivse normaalkuju termid.

32



8. Moon-Moseri graafid

Koik eelmistes peatiikkides esitatud loendamisalgoritmid on hal-
vimal juhul eksponentsiaalse to6ajaga. Tagurdusmeetodil pohineva-
te loendamisalgoritmide jaoks sobib eksponentsiaalset aega ndudvaks
néiteks valem PH P! kuna loendamisalgoritm peab kokku liitma
ka koik nullid, s.t. libima koik lahenduspuu lehed, mis vastavad vii-
rale vidrtustusele. Niisuguseid lehti on valemi PH P! lahendus-
puus teoreemi 4.5 pohjal vihemalt 2" — 1. Siiski jddb viike kahtlus:
dkki leidub eksponentsiaalset t6daega ndudev ndide ainult samaselt
vadrate valemite hulgas?

Kiesolevas peatiikis esitame valemite pere, mille puhul ei ole te-
gemist samaselt viédrate valemitega ning mis nouab eksponentsiaalset
todaega koigilt seniesitatud loendamisalgoritmidelt. Selleks tuleb koi-
gepealt tegeleda monotoonsete Boole’i funktsioonide omaduste uuri-
misega.

Definitsioon. Olgu a = (aq,...,ay) ja 8 = (B1,...,0,) kaks
vadrtustust pikkusega n. Me iitleme, et « eelneb vahetult vairtustu-
sele B (tdhistame a < f3), kui

(Fi)]ei < Bi & (V5)((G #0) D (a5 = ;).

Relatsiooni < transitiivset sulundit tihistame <7 ja nimetame eelneb.

Definitsioon. Boole’i funktsioon f : {0,1}" — {0,1} on mono-
toonne, kui iga o <% 3 jaoks f(a) < f(B).

Definitsioon. f:{0,1}" — {0,1} on antimonotoonne, kui iga
a <t B jaoks f(a) > f(B).

Teoreem 8.1. f:{0,1}" — {0,1} on monotoonne siis ja ainult
siis, kui = f on antimonotoonne.

Tdestus. Toestuseks mirgime, et iga «,f € {0,1}" jaoks
fla) < f(B) siis ja ainult siis, kui = f(a) > = f(8). Loomulikult keh-

tib see ka juhul, kui a <1 §. O
Definitsioon. Boole’i funktsiooniga f(x1, ..., zy) duaalne funkt-
sioont fauar(z1, ..., @n) = 2 f(T1,...,Tn)-
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Teoreem 8.2. Kui funktsioon f on monotoonne, siis on mono-
toonne ka fauar-

Tdestus. Olgu a ja 3 kaks vidrtustust nii, et o <1 3. Siis f <T @.

Funktsiooni f monotoonsuse tottu f(8) < f(a). Siis aga

_'f(a) < _'f(ﬁ)a s.t. fdual(a) < fdual(ﬁ)- [l

Teoreem 8.3. Kui Boole’i funktsiooni f(x1,...,xy,) konjunktiiv-
ne normaalkuju on C ja disjunktiivne normaalkuju on D, siis funkt-
510018 fauai(T1,...,Tn,) disjunktiivse normaalkuju saame valemist C,
asendades koik tehtemdrgid ' & ' tehtemdrkidega 'V ' ja vastupidi
ning funktsiooni fqua(1,...,xn) konjunktitvse normaalkuju saame
samal viisil valemist D.

Todestus. Toestada ise! vt. iilesanne 15. O

Tuletame pisut meelde Boole’i funktsiooni f minimaalse disjunk-
tiivse normaalkuju leidmist Quine-McCluskey meetodil. Lihtimpli-
kant on disjunktiivse normaalkuju term, millest ei saa jéitta vilja
ithtegi literaali, ilma et muudetud normaalkuju kaotaks samavair-
sust esialgsega.

Termide tihildumisteisendus on operatsioon, mis teisendab termi-
paari T & =, T & T termiks T'.

Quine-McCluskey meetod koosneb kahest etapist:

1) Leida funktsiooni f tiieliku disjunktiivse normaalkuju sulund
termide tihildumisteisenduse suhtes ja eemaldada sellest koik neela-
tavad termid. Tulemus on funktsiooni f kéigi lihtimplikantide hulk.

2) Leida lihtimplikantide hulga minimaalne kate, s.t. selline alam-
hulk, milles on vdhim arv literaale ja mis on ekvivalentne funktsioo-

niga f.

Teoreem 8.4. Monotoonse Boole’i funktsiooni minimaalne DNF
koosneb kaigist selle lihtimplikantidest ja sisaldab ainult positiivseid
literaale.

Toestus. Olgu Iy & ... & [, iiks monotoonse Boole’i funktsiooni f
lihtimplikantidest. Oletame vastuviiteliselt, et literaal [, = T; mingi
muutuja z; € X jaoks. Siis igas véirtustuses a € {0,1}", sellises et
1 &...&l;](a) =1 peab a; =0, s.t.

a = (ala"'7ai71707ai+17"'7an)-

Funktsiooni f monotoonsuse tottu f(aq,...,a;—1,1, Qir1,. .., ) = 1.
Siis aga on funktsiooni f lihtimplikantide hulgas I; & ... & I}, 1, mis
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on vastuolus eeldusega, et [} & ... & [}, on lihtimplikant. Vadrtustus,
mis annab literaalidele [y, ...,l; vidrtuse 1 ja koigile iilejddnutele
véadrtuse 0, muudab véadraks koéik iilejdinud lihtimplikandid. Seega
lihtimplikant [; & ... & [ peab kuuluma funktsiooni f minimaalsesse
DNF-i. d

Jareldus 8.5. Monotoonse Boole’i funktsiooni minimaalne CNF
sisaldab ainult posititvseid literaale.

Tdestus. Olgu D monotoonse funktsiooniga f duaalse funktsioo-
ni fgue minimaalne DNF. Teoreemide 8.2 ja 8.4 pohjal sisaldab D
ainult positiivseid literaale. Valem D g,, on funktsiooni f konjunk-
tiivne normaalkuju, mis sisaldab samuti ainult positiivsed literaale.
Oletame, et funktsioonil f leidub CNF E| mis sisaldab v&hem lite-
raale kui Dgyqr- Siis Eguqr on funktsiooni fg,. DNF ning D ei ole
funktsiooni fg,, minimaalne DNF. Seega on D g, funktsiooni f mi-
nimaalne CNF. O

Jareldus 8.6. Antimonotoonse funktsiooni minimaalne CNF ja
DNF sisaldavad ainult negatiivseid literaale.

Tdestus. Toestada ise, vt. iilesanne 16. ]

Léhtudes nendest minimaalse normaalkuju omadustest on vaja ot-
sida monotoonset (voi antimonotoonset) Boole’i funktsiooni f, mille
minimaalse DNF pikkus on eksponentsiaalne selle CNF-i pikkusest.
Siis on funktsiooni f iga ortogonaalse DNF-i pikkus samuti ekspo-
nentsiaalne ning algoritm #DPLL sammude arv tuleb eksponent-
siaalne. Tuletades meelde niiteid graafi klikkide struktuuri viljen-
damisest DNF-i ja CNF-i abil, oleks vaja leida graafide pere, mille
maksimaalsete klikkide arv oleks eksponentsiaalne graafi servade ar-
vust. Selline graafide pere on tdepoolest teada, need on Moon-Moseri
graafid ([MM65]), mis on kohustuslikuks testiilesandeks igale suurima
kliki leidmise algoritmile.

Definitsioon. Graafi MM (m,l) = (V, E), kus

T11 L1l
V=

Tml -~ Tml

ja E = {{zij,x,s} : j # s} nimetatakse (m,!)-Moon-Moseri graafiks.
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Piltlikult: G on M M (m,1)-graaf, kui graafi G tiiendgraaf co— G
koosneb [ isoleeritud m-klikist K,,. Graafi G iga maksimaalne klikk
sisaldab tépselt {ihe tipu (suvalise) igast coG klikist K,,. Graafis G
on seega m! maksimaalset klikki.

Teoreem 8.7. Leidub konjunktiivsel normaalkujul olevate vale-
mite pere {M;}, millel algoritmide #SAT ja #DPLL tiiaeg on eks-
ponentsiaalne.

Tdestus. Tdhistame M; = M M (2,1). Graafide M; ja co — M; tip-
pude arv on n = 2[, graafi co — M; servade arv on [ ja graafi M;
maksimaalsete klikkide arv on 2¢. Graafi M, klikkide struktuuri vil-

jendava CNF-i
1
CFu, = & (@1 v T2i)

disjunktide arv on [, igaiihes 2 literaali. Sama funktsiooni DNF

DFM, = \/ (fill&---&fill)
(41,81 ) E{1,2}!

sisaldab 2! termi, igaiihes [ literaali. Molemas valemis esinevad muu-
tujad ainult negatiivselt ning tikski disjunkt (term) ei neela teisi, seega
on need normaalkujud jérelduse 8.6 pohjal minimaalsed.
Algoritmide #SAT ja #DPLL lahenduspuu lehtede arv on vord-
ne algoritmide SATO ja DPLLO poolt viljastatava ortogonaalse dis-
junktiivse normaalkuju termide arvuga. Kuna DF);, on minimaalne,
siis algoritmi #DPLL sammude arv on vihemalt 2¢. O

Teoreem 8.8. Valemi C'F)yy, ortogonaliseerimisel tekib 20— 1 dis-
Junkti.

Toestus. Toestame induktsiooniga valemi C'F)y, disjunktide arvu
[ jargi.

Baas: [ = 1 on ilmne.

Samm: Induktsiooni hiipoteesi kohaselt koosneb CNF
orthogonalize(CFyy,_,) 2'72 — 1 disjunktist. Lisame valemile CFyy, |
disjunkti Z1; VT Kuna CFyy,_, ei sisalda literaale Ty, 2oy, siis kahe-
kordistab orthogonalize(CFyy,) valemi orthogonalize(CFyy,_,) dis-
junktide arvu. Tulemuses on 2 - (2/~! — 1) + 1 = 2! — 1 disjunkti. O

Teoreem 8.9. Valemite pere C'Fyy, lahendite loendamisel elimi-
neerimismeetodil on tdidaeg eksponentsiaalne disjunktide arvust [.
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Toestus. Kuna valemi C'Fjy, disjunktide muutujad on koik erine-
vad, siis iga {i1,...,ix} € {1,...,1} jaoks

k

ﬂ gen(fli]‘ VfZij) 7é w;

j=1

kuna disjunktid ei sisalda kontraarset literaalipaari. Seega on elimi-
neerimisvalemis liidetavaid
l
S+ <l> =2 -1

1)+ ()
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0. Dedekindi arvud

Vaatleme {ihte loendamisalgoritmide rakendust kombinatoorikas.
Me oleme tegelenud mitmes kontekstis monotoonsete Boole’i funkt-
sioonidega. Niiiid kiisime: kui palju on monotoonseid n-muutuja Boo-
le’i funktsioone?

Probleemi piistitas R. Dedekind 1897. aastal ([Ded97]) ning leidis
arvud kuni nelja muutuja funktsioonide jaoks. Hoolimata probleemi
niilisest lihtsusest ei onnestunud tuletada valemit D(n) arvutami-
seks. Téestati mitmeid hinnanguid, millest esitame liihikese ajaloolise
iilevaate.

e M. Ward, 1946 ([Ward6]) — D(n) > 2(n72).

e K. Yamamoto, 1953 ([Yam53]) - D(n) on paarisarv, kui n on
paarisarv.

o E. Gilbert, 1954 ([Gil54]) — D(n) < n(v/2) + 2.
e K. Yamamoto, 1954 ([Yamb4]) —

™n
2.

gDl < <[n72]> (1+0 (n7")) log
e V. Korobkov, 1965 ([Kor65]) — D(n) < 2424(t72),
e G. Hansel, 1966 ([Han66]) — D(n) < 3(721)
e D. Kleitman, 1969 ([Kle69]) —
o(Ltan) (172) < D(n) < 2(1“‘/3")(["721),
kus a,, = ce "4, 3, = ¢ (logn) /n'/?.

e A. Korshunov, 1981 ([Kor81]) — Kui n on paarisarv ja (n — c0) :

n n 1 n? n
D(n) ~ 2([n/2]) ' eXp ((g _ 1) ’ <2n/2 + 2n+5 - 2n+4>> )

Kui n on paaritu:
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D(n) ~ 2 -9z n .
") o (0 y2)

1 n? n

"\ 9(n+3)/2 " 9n+6  on+3 +
n 1 n?
+ (n—1)/2 "\ 2(nt1)/2 + on+4

e A. Kisielewicz, 1988 ([Kis88]) —
22"
k=1

kus bf = [k/27] — 2 [k/27+1].

27 —1j—1 log, i@

II 1—vfoh T (1—oi, +0i00) |
1 %

j=1 i=0 m=0

D(n)

Viimane valem on kiill tdpne, nn. "kinnine valem”, kuid 1dhemal
vaatlusel selgub, et see ei sobi arvutamiseks, juba vélimine summa
sisaldab 22" liidetavat. Lihtsad arvutused niitavad, et D(6) arvuta-
mine Kisielewiczi valemi jérgi kiib tdnapéeva arvutitele iile jou.

Paralleelselt teoreetiliste otsingutega jéatkasid moned entusiastid
ka konkreetsete Dedekindi arvude leidmist, alguses kasitsi, hiljem ar-
vutite abil. Arvutuste ajalugu on sama muljetavaldav, kui teoreeti-
liste uuringute ajalugu.

0 2 R. Dedekind, 1897 ([Ded97])
1 3 R. Dedekind, 1897 ([Ded97])
2 6 R. Dedekind, 1897 ([Ded97])
3 20 R. Dedekind, 1897 ([Ded97])
4 168 R. Dedekind, 1897 ([Ded97])
5 7581 R. Church, 1940 ([Chu40])

6 7828354 M. Ward, 1946 ([War46])

7 2414682040998 R. Church, 1965 ([Chu65])

8 56130437228687557907788 D. Wiedemann, 1991 ([Wie91])
Jargnevas esitame Dedekindi arvude iilesande lausearvutuse valemi
lahendite loendamisiilesandena. Korvalproduktina saame tilaltoodud
Kisielewiczi valemile uue, lihtsama toestuse. Késitlus on voetud artik-
list [TIT01]. Kasutame Boole'’i funktsiooni esitust toetabelina: funkt-
siooni
f:{0,1}™ — {0,1} esitab bittvektor fo, f1,..., fon_1, kus f(i) = f;
(0<ig2m-1).

Teoreem 9.1. Boole’i funktsioon f : {0,1}"™ — {0,1} toetabe-
liga fo,..., fon_1 on momnotoonne siis ja ainult siis, kui vddrtustus
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(fo, -+, fon—1) rahuldab lausearvutuse valemit

Mn(.’L'O, "73:2"—1) = a.ﬁé(%l}" (EOZ \4 xﬂ)
a<p

T&estus. = Olgu f : {0,1}"™ — {0, 1} tdetabeliga fo, ..., for —1 ning
f monotoonne. Oletame vastuviiteliselt, et M, (fo, -.-, for—1) = 0. M,
sisaldab véhemalt iihte disjunkti, mis on védr. Olgu selleks
TV z;(fo, ..., fan—1) = 0 ehk f; V f; = 0, seega f(i) = 1 ja f(j) = 0.
Valemi M,, definitsiooni jéirgi ¢ < j, mis on aga vastuolus.
< Olgu My(fo, .-, fon—1) = 1. Oletame vastuviiteliselt, et f ei ole
monotoonne. Monotoonsuse definitsiooni kohaselt leiduvad bittjadad
a = (QO:---:an) ja‘ B = (BO:"':BTL): et a '<+ B ja‘ f(Oé) > f(ﬂ)
Transitiivse sulundi definitsiooni kohaselt g, 1, ..., Pk, et a = g
ja B =wrjapi <piy1 (0<i<k). f(po) =1ja f(pr) = 0. Leidub
i, et f(pi) =1 ja f(pit1) = 0 ning seega f,, V fy.,, = 0. Jarelikult
peab disjunkt Ty, V xy,,, € My, mis on aga vastuolus. O

Kisielewiczi valemi tuletamiseks peame kirjeldama Dedekindi arve
antiahelate kaudu.

Definitsioon. Antiahel on hulga {0,1}" selline alamhulk, mille
suvalised kaks elementi pole vorreldavad relatsiooni <T abil.

Kui f: {0,1}" = {0,1} on monotoonne Boole’i funktsioon, siis
selle minimaalsed {ihed (s.t. vddrtustused a € {0,1}" nii et f(a) =1
ja iga 8 <1 «a jaoks f(8) = 0) moodustavad antiahela. Seega on
antiahelad ja monotoonsed funktsioonid iiksiiheses vastavuses ja De-
dekindi arve on voimalik leida, loendades antiahelaid.

Teoreem 9.2. Boole’i funktsioon toetabeliga fy,.., fon 1 on an-
tiahel siis ja ainult siis, kui vektor fo,.., fan 1 rahuldab valemit

An(w(); "'7332"71) = a,BE({gg,l}" (fo& Vfﬁ)
a<tp

Toestus. = Olgu f antiahel. Oletame vastuvéiteliselt, et
A, (foy ey fon—1) = 0, siis vihemalt iiks disjunkt A,-s peab olema
vadrtustusel fo, ..., fon 1 Vadr, olgu selleks T, VZ 3. Seega peab f, =1
ja fz = 1. A, definitsiooni kohaselt @ <™ /3 ja seega ei saa f olla an-
tiahel.
< Olgu A, (fo,-- for—1) = 1, oletame vastuviiteliselt, et f ei ole
antiahel, siis leiduvad «, 8 € {0,1}" nii et a <7 B ja f(a) =1 ja
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f(B) = 1. Seega disjunkt T, V Tg on viir ning A,, definitsiooni ko-
haselt saame vastuolu. O

Teoreem 9.3. ([Kis88]) Igan >1

22" 9m 151 logy i . o
D(n)=> I JJ@-vkel TT @b, +bi,b3,)
k=1 j=1 i=0 m=0

kus b¥ = [k/21] — 2[k/21H1].

T&estus. Viime lausearvutuse valemi A(z1, ..., x,) aritmeetilisele
kujule, kasutades selleks kahte sammu:

1) Teisendame lausearvutusvalemi ekvivalentseks lausearvutusvale-
miks, mis sisaldab ainult binaarseid tehteid &, D ja —.

2) Teisendame lausearvutuse valemid aritmeetilisteks (lausearvutuse
valemi F' aritmetiseeritud vastet tihistame [F).

[B&C] = [B]-[C],[B > C] = 1-[|B]+[B]-|C], ["B] = 1-[B],kus
B ja C on lausearvutusvalemid ning [B] ja [C] aritmeetikavalemid.

Kasutame teoreemi 9.2 valemit:

A, (20, oy Tyn 1) = & T, VT5) =
n( 0y veey b2 1) a7B€{0,1}";a<+B( o B)

+ To VT5) .
ac{oi}n sefony a < B) ) (xoz 33,8)

n

Kasutades omadust, et o <t B = &m:1(am < Bm) ja iga
z,y € {0,1}, z <y =z D y saame

An yeey Lom—1) = m m To VT .
(o) = e & (& (@m D Bm)) > (@aVTs)

Kasutades teisendust x D (7 VZ) = —(z & y & z), saame

Ap(@oyoyman_1) = & & (24 & 2s&( & (m D Bm))) .

acfo1}r pef0,1}r m=1

Peale aritmetiseerimist saame

Auwnezze D)= T] I O-zazs [ 0-amtanfn).

Be{0,1}™ ac{0,1}m m=1
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Olgu téisarv k, mille kahendesitus on
ko = bFOF | ...DEBE, siis
k=0bF2" +bf 271 + L+ bF 27 4 bR20 4 4 bE20,
[ﬁ] _bk2l i bk 2l i1y +bz+121+bk20,
[21 ]_bk2lzl+bk 2lzz+ +bz+1 ,
[ ]:bk2l i bk 2l i— 1+ +bz+1
v = [£] -2 [£<]. Nuud saame kasutada bittvektorite asemel na-
turaalarve:

2" —12" -1

[An (o, .oy Ton—1)] = H H (1- Tilj H (1- b:n + b:nbin)) :
j=0 =0 m=0

Iga i,j(0 < i,j < 2m), b..biby <+ b%..:b{b% viitab, et i < j, seega
piisab kui arvutada korrutis [, _,(1 — bk, +b%,b%,) ainult m < log, i
jaoks:

2" —1j—1 log, @
[An (2o, . wan )] = [] T = wiz; H (1= b, + bl bh)) -
j=1 =0

Bittvektor f = fy...fon 1 on mingi antiahela toetabel siis ja ainult
siis, kui [A,,(fo, ..., fan_1)] = 1. Seega arvutades D(n), peame liitma
need viirtused kéigi naturaalarvude k korral 0 kuni 22" — 1 ehk

22" 12711 logy @ ' o
= > II ITa - T (0 —0i, +0i,00,)) -
k=0 j=1 i=0 m=0

on

v . . ~ 2
D(n) véértus ei muutu, kui me vétame summa ) ,_:

22" om 151 logy @ ' o
Z II TT —ofvs TT @ -, +0i,05,)) -
=1 j=1 i=0 m=0

O

Esitatud toestus Kisielewiczi valemile on monevorra ldbipaistvam
kui originaaltdestus. Restimeerides: esitatud tuletuskéik koosnes kol-
mest etapist. Koigepealt me kirjeldasime monotoonse Boole’i funkt-
siooni moistet lausearvutuse valemi abil. Teiseks aritmetiseerisime
saadud lausearvutuse valemi. Kolmandaks summeerisime iile koik-
voimalike vairtustuste, s.t. rakendasime lahendite loendamiseks toe-
tabeli ammendavat ldbivaatust. Tulemuseks on valem, mis on kiill
formaalselt korrektne, kuid arvutamiseks kolbmatu.
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Ilmselt on moistlik loendamisiilesannete kirjeldamisel loogika abil
piirduda lausearvutuse valemiga. Algoritm #DPLL arvutab ilma eri-
liste raskusteta D(7), kusjuures aritmetiseeritud valem on samavéir-
ne toetabeli libivaatamisega ja ei voimalda enamat arvust D(5).
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10. Poliinomiaalne taandamine

Terminoloogia ja téhistuste tdpsustamiseks esitame algoritmiteoo-
riast tuttava Turingi masina definitsiooni.

Turingi masina kiisk. Uhelindilise Turingi masina kisk on de-
fineeritud kui kolmik g;a;d, kus

gi € @ (olekute hulk),
a; € XU {0} (téhestik),
d e {-1,0,+1} (pea liikkumine).

m-lindilise Turingi masina korral on késk defineeritud kui

q1,i01,;d1, 2,502 jd2, -y @i Cm A -

m-lindilise Turingi masina puhul eristatakse sageli {ihesuunalisi sisend-
ja véljundlinte, m — 2 linti on seejuures t66lindid. Eristame kahte tiiii-
pi Turingi masinaid: testmasin, millel on kaks loppolekut ¢, — accept,
aktsepteerida, q, — reject, tagasi likata), ning transduktor e. teisendav
Turingi masin, millel on iiks l6ppolek gp.

Mittedeterministlik Turingi masin. Mittedeterministliku
Turingi masina korral on lubatud tihe ja sama aadressosaga mitu eri-
nevat késku. Turingi masina programmi tabelesituse puhul tdhendab
see, et tabeli lahtris voib olla mitu késku, millest tdidetakse mittede-
terministlikult tiks.

Niide. Konstrueerime iihelindilise Turingi masina bitstring, mis
saab t66lindil ette naturaalarvu n iithendsiisteemis (n siimbolit 1) ning
viljastab mittedetermineeritult vidrtustuse a € {0, 1}™.

bitstring g 0 1
¢ -1 — @0+1
anl+1
02 @O+1 | 0-1|¢pl-1

Konfiguratsioon. Turingi masina konfiguratsioon kajastab sel-
le lintide seisu mingil ajahetkel. Uhelindilise Turingi masina puhul
esitame konfiguratsiooni kujul Oaias ... a;—1g;a; .. .a,0. Tolgenda-
me seda kirjutist nii, et lindil on alates pesast number 1 siimbolid
ai,--.,an, lindi pesad alates pesast n + 1 on tiihjad ning lugemispea
on olekus g; ja vaatleb pesa, i.
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Arvutustee on konfiguratsioonide jada, mis vastab Turingi ma-
sina jirjestikustele sammudele. Mittedeterministliku Turingi masi-
na puhul on tegemist arvutuspuuga, kuna mittedeterministliku k-
su tditmisel tekib mitu jirgnevat konfiguratsiooni. Turingi masina
to0aeg sona x € X* jaoks on arvutustee pikkus alates algkonfigurat-
sioonist gy 20 kuni loppolekule vastava konfiguratsioonini. Mittede-
terministliku Turingi masina t6daeg on arvutuspuu siigavus.

Turingi masina aja- ja milukeerukus. Olgu f(n) mingi funkt-
sioon. Me iitleme, et Turingi masina T" ajakeerukus on f, kui suvalise
sona x € ¥* jaoks T'(z) todaeg on viiksem voi vordne, kui f(]z|). Tu-
ringi masina 7T’ m#lukeerukus on f, kui maksimaalne konfiguratsiooni
pikkus T'(z) arvutusteel on viiksem voi vordne kui f(|z]). Suvalise
Turingi masina mélukeerukus ei saa olla suurem ajakeerukusest, kuna
iga sammuga saab lugemispea liikuda algasendist ilimalt {the sammu
paremale.

Keel. Olgu ¥ = {ay,...,a,} 1oplik tihestik. Suvalist tdhestiku
¥ sonade hulka A C ¥*, nimetame keeleks. Utleme, et deterministlik
Turingi masin M tuvastab keele A (tidhistame L(M) = A), kui iga
sisendi x € X* korral M (z) arvutustee 1opeb olekus ¢, siis ja ainult
siis, kui z € A.

Mittedeterministliku Turingi testmasina rakendamisel sonale x
kirjeldab rakendamise protsessi arvutuspuu, mille erinevad teed voi-
vad loppeda erinevates l6ppolekutes, s.t. osa loppkonfiguratsioone
voivad olla aktsepteerivad, osa tagasiliikkavad. Sona = loetakse akt-
septeerituks mittedeterministliku Turingi masina M poolt, kui M (z)
arvutuspuu lehtede hulgas leidub aktsepteeriv konfiguratsioon.

Utleme, et mittedeterministlik Turingi masin M tuvastab keele A
(tdhistame L(M) = A), kui iga sisendi x € X* korral M (z) arvu-
tusteede hulgas leidub tee, mis 16peb olekus ¢, siis ja ainult siis, kui
x € A

Keerukusklass P. Keel A kuulub keerukusklassi P, kui leidub
poliinoom p(z) ja deterministlik Turingi (test)masin M ajakeeruku-
sega p(x), mis tuvastab keele A.

Suvalise poliinoomi p(z) jaoks leiduvad konstandid ¢ ja k, nii et
p(z) = O(cx®). Seega on keerukusklass P tegelikult tokestatud ast-
mefunktsiooniga, termin polinomiaalne keerukus on kasutusel ajaloo-
listel pohjustel. Kuigi keerukusklass P on defineeritud Turingi masina
terminites, on voimalik niidata, et otseadresseeritava miluga impe-
ratiivset programmeerimiskeelt saab modelleerida mitmelindisel Tu-
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ringi masinal nii, et to6aeg suureneb iilimalt poliinomiaalselt sisendi
pikkusest. Samuti saab modelleerida mitmelindilist Turingi masinat
iihelindisel samade kadudega. Tehnilised detailid ei mahu kéesoleva
kursuse raamesse, nende probleemide korrektse kisitluse voib leida
C. K. Yapi monograafiast [Yap87].

Nidide. Olgu antud lausearvutuse valem F(z1,...,z,) ja viir-
tustus « € {0,1}". Kas F(a) =17

Sonastame koigepealt selle arvutusliku probleemi keele tuvasta-
mise probleemina. Téhestik ¥ = {&,V,—,2,0,1,(,),[,],;}. Koige-
pealt defineerime korrektse sisendi kontekstivaba grammatika G abil.
G = (N,%, P, < sisend >), kus N = {< sisend >, < valem >,
< bittjada >, < lause >, < term >, < muutuja >, < indeks >}.

(

< stsend > — < walem >; < bittjada > )
< valem > —  <walem >V < lause >
< valem > — < lause >
< lause > — < term > & < lause >
< lause > — < term >
< term > — < nmuutuja >
< term > — < muutuja >
po ) <term> — (< wvalem >)

) < muutuja > — z[< indeks >]
< indeks > — 1
< indeks > — < indeks >0
< indeks > — < indeks > 1
< bittjada > — 0
< bittjada > — 1
< bittjada > — < bittjada >0

| < bittjada > — < bittjada >1 )

Stintaktiliselt on korrektne sisend paar < valem >; < bittjada > kus
< valem > on lausearvutuse valem, mille muutujad on tdhistatud
tdhega z, millele jirgneb nurksulgudes muutuja jirjekorranumber ka-
hendsiisteemis. < bittjada > esitab viirtustuse. Kasutades stintaksi
analiitisi teooriast tuntud meetodeid on lihtne veenduda, et esita-
tud grammatika kuulub klassi SLR(k) ning suvalise sona siintaktili-
ne korrektsus on seetottu kontrollitav lineaarse to6ajaga sisendsona
pikkusest. Moistlik on nouda, et valem ja vadrtustus oleksid koos-
kolas, s.t. viidrtustuse bittide (toevidrtuste) arv peab olema vordne
valemi muutujate maksimaalse jérjekorranumbriga. See ei ole kont-
rollitav stintaksi analiiiisi meetoditega; kirjutame lihtsa programmi,
mille t66aeg on samuti lineaarne.
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Niiiid voib defineerida meid huvitava keele: BOOLEANVALUE
on nende siintaktiliselt ja semantiliselt korrektsete paaride
< walem >; < bittjada > hulk, milles valem on antud viirtustuse
jaoks toene. Keelde kuuluvuse testist on kirjeldamata valemi viédrtuse
kontroll. Selleks rakendame varemopitut: eeldame, et siintaksi analii-
saator koostab avaldise puu ja programmeerime selle interpretaatori.
Ka interpretaatori totaeg on lineaarne valemi pikkusest. Modellee-
rides esitatud algoritme Turingi masinal, saame poliinomiaalses ajas
tootava testmasina meie keele liikmelisuse kontrolliks.

Keerukusklass NP. Keel A kuulub keerukusklassi NP kui lei-
dub poliinoom p(z) ja mittedeterministlik Turingi (test)masin M aja-
keerukusega p(x), mis tuvastab keele A.

Niide. Olgu antud lausearvutuse valem F(zq,...,z,). Kas F on
kehtestatav?

Keel SAT , mis vastab vaadeldavale probleemile on esitatav eelmi-
ses néites antud grammatika abil, milles aksioomiks on < walem >.
Keelt SAT tuvastavat mittedeterministlikku algoritmi saab kirjeldada
jargmiselt.

S1. Kontrollida, kas = on valem.

S2. Leida valemi muutujate maksimaalne indeks n.

S3. Lisada valemile semikooloni jirele n stimbolit ”1”.

S4. Genereerida mittedeterministlikult vaartustus pikkusega n,
kasutades Turingi masinat bitstring iile-eelmisest néitest.

S5. Arvutada valemi toeviirtus genereeritud viirtustuse jaoks.

Sammud S1, S2, S3 ja S5 on teostatavad poliinomiaalse ajaga.
Analiitisides mittedeterministlikku Turingi masinat bitstring nieme,
et selle koik arvutusteed on iihepikkused, sisaldades 2n + 3 konfigu-
ratsiooni. Jirelikult kuulub keel SAT keerukusklassi NP.

Abstraheerudes koigest viheolulisest saame veelgi lakoonilisema
mittedeterministliku tuvastamisalgoritmi:

inputF': lausearvutuse valem.
guess vadrtustus a
check if F(a) =1

Juhime té&helepanu sellele, et esitatud algoritm eeldab, et sisen-
diks on siintaktiliselt korrektne lausearvutuse valem. Sellisel viisil
saab abstraheeruda siintaktilistest detailidest, mis on keerukusteoo-
ria seisukohast ebaolulised. Seetottu defineeritakse keele A tdiend, A€
kui nende ¥* sonade hulk, mis on siintaktiliselt korrektsed, kuid ei
rahulda keelde A kuulumise tingimust.
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Keerukusklass PSPACE. Keel A kuulub keerukusklassi
PSPACE, kui leidub poliinoom p(x) ja deterministlik Turingi masin
M milukeerukusega p(x), mis tuvastab keele A.

Definitsioon. Keel A; on poliinomiaalselt (mitu-iiks) taanda-
tav keelele Ay (tdhistatame A; <! As), kui leidub poliinomiaalses
ajas tootav deterministlik Turingi masin 7' : ¥* — ¥*) nii et iga
z € ¥* korral

r e A @T(ZL“) € As.

Teoreem 10.1. Poliinomiaalse taandamise omadused.

1. Kui Ay <E Ay ja Ay €P, siis Ay €P (P on kinnine <Z
suhtes).

2. Kui Ay gﬁ As ja Ay NP, siis Ay eENP. (NP on kinnine <§
suhtes).

3. Kui Ay <E Ay ja Ay <E A, siis Ay <b Az, (<F on transi-
tiivne).

4. Kui Ay <E As, siis A < AS,.

1 Xm

Toestus. 1. Olgu 7' Turingi masin, mis realiseerib poliinomiaal-
se taandamise A4; < A, ning M Turingi masin, mis testib keelt
As. Olgu p(n) ja ¢(n) poliinoomid, mis tokestavad vastavalt T ja M
sammude arve. Keelt A; aktsepteeriv Turingi masin on nende kom-
positsioon 7" o M, mille t66aeg on sona x € X* testimisel tokestatud
poliinoomiga p(|z|) + ¢(|T(x)]) = p(|z]) + ¢(p(|z]))-

2. Analoogiliselt punktile 1.

3. Kui Turingi masin S tédajaga p(n) realiseerib taandamise
Ay <P Ay ning T tovajaga q(n) realiseerib taandamise Ay <P Aj,
siis nende kompositsioon S o T' té6ajaga p(n) + ¢(p(n)) realiseerib
taandamise A; gg As.

4. Realiseerigu Turingi masin 7" taandamise 4; < Ay. Kuiz € A$,
siis ¢ A;. Poliinomiaalse taandamise definitsioonist jéreldub, et
T(x) & As, seega T'(x) € AS. Kui z ¢ Af, siis ¢ € A; ja poliinomiaal-
se taandamise definitsiooni pohjal T'(z) € Aa, seega T'(z) ¢ A5. O

Definitsioon. L; ja Lo on poliinomiaalselt ekvivalentsed (té-
histame L1 Ez Lz), kui L1 gi L2 ja L2 Sz Ll.

Intuitiivselt voiks tolgendada kiesolevas peatiikis defineeritud mois-
teid jargmiselt:
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e kui L; gﬁ L., siis keel Ly ei ole raskemini tuvastatav (poliino-
miaalse t60aja tdpsuseni) kui keel Lo,

e kui L; =F Lo, siis keeled on tuvastamiskeerukuselt samavér-
sed (jéllegi poliinomiaalse to6aja tipsuseni).
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11. Kehtestatavuse probleemid

Esimeste néidetena poliinomiaalsest taandamisest vaatleme prob-
leemi SAT moningaid erijuhte.Varasemast on tuttavad probleemid
SAT ja CNF — SAT.

kECNF — SAT

Antud: konjunktiivsel normaalkujul valem F', milles iga disjunkti
pikkus (literaalide arv disjunktis) on vordne konstandiga k.

Omadus: kas F' on kehtestatav?

llmne on, et iga k > 0 jaoks kCNF — SAT <F CNF — SAT, ku-
na valem kujul kCNF on erijuht valemist kujul CNF. Samal pdhjusel
kehtib CNF — SAT < SAT. Poliinomiaalne taandamine vastupidi-
ses suunas ei ole aga sugugi ilmne.

Teoreem 11.1. CNF — SAT <P, 83CNF — SAT.

Tdestus. Olgu F' €eCNF muutujatega X = {zy,...,z,},
p
F=& D,
i=1

kus D; on disjunktid, milles 0 < |D;| < n. Olgu D suvaline disjunkt
valemis F', mis sisaldab m literaali. Teisendame disjunkti D 3CNF-ks
¢(D) nii et

F = &C(Dz)

on kehtestatav siis ja ainult siis, kui F' on kehtestatav.

1. m = 3. Disjunkt D on juba noutaval kujul ja ¢(D) = D.

2. m = 2. Disjunkt D on kujul [; V I3, kus l; ja [» on literaalid.
Vétame ¢(D) = (I3 VIa Vu) & (11 V2 V). Lausearvutusest on teada,
et valemid D ja ¢(D) on ekvivalentsed.

3. m = 1. Disjunkt D koosneb tiihest literaalist [. Votame
e(D) = (IVuvo)&(IVuvo)&(IvaVvoe) &(VuVv). Ra
kendades kaks korda eelmise punkti ekvivalentsiseost ndeme, et D ja
¢(D) on ekvivalentsed.

4. m > 3. Votame C(D) = (ll VisV U,l) & (ﬂl Vi3V U,z) & ...
&(ﬂm_zl V lm_Q \Y Um_3) & (ﬂm_3 \ lm_1 \ lm), kus Uly..-,Um—3 ON
uued muutujad. Niitame, et D ja ¢(D) on samaaegselt kehtestatavad.

Olgu D kehtestatav ja a = (ay, ..., ayy,) vidrtustus, mis muudab
D toeseks. Siis leidub disjunktis D literaal, olgu see [;, nii et {;(a) = 1.
Laiendame véirtustust muutujatele uq, ..., u;,—3, vottes muutujate
Uy, .- ., uj—2 vadrtuseks 1 ja muutujate w;—1,- .., Uny—3 vidrtuseks 0.
Sellisel viisil laiendatud vairtustuse jaoks on ¢(D) toene.
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Olgu ¢(D) kehtestatav, s.t. ¢(D) on toene mingi vddrtustuse
(1, ey Qs B1y -ory Br—s) jaoks. Piisab, kui niidata, et vihemalt tiks
l; peab olema toene antud véirtustuse jaoks. Oletame vastuvéiteli-
selt, et [I1 V... Vip](a1,...,an) = 0 Siis u1(f1) = 1 ehk uy (f) =1,
us(B) = 1,.., um—3(f) = 1, siis on aga ¢(D) viimane disjunkt
(ﬂm,3 \Y lm,1 \ lm) vaar. O

Meetodit saab iildistada iga k > 2 jaoks, niitamaks, et
CNF — SAT <L kCNF — SAT. k = 2 puhul tdestus libi ei lihe.
Enamgi veel, osutub, et varasemas toodud algoritm DPLL to6tab
2CNF valemitel determineeritud poliinomiaalses ajas, seega kehtib
2CNF — SAT €P. Keele CNF — SAT kohta on meil parim tulemus
CNF — SAT eNP.

Selleks, et  konstrueerida  poliinomiaalset  taandamist
SAT <I CNF — SAT, ei sobi iikski tuntud ega ka veel tundmatu
algoritm, mis teisendab valemeid normaalkujule, kuna leidub lause-
arvutuse valemite pere, mille liikmete minimaalne CNF on ekspo-
nentsiaalse pikkusega.

Téahistame
B(z1,...,Tpn) = T DT2D...0xT,
é(wla"wmn) = _'@(331,...,33“)-
Lihtne on veenduda, et ®(ay,...,a,) = 1 parajasti siis, kui vektori
a Hammingi kaal on paarituarv ning ©(ay, ..., a,) = 1 vastupidisel
juhul.

Teoreem 11.2.

1) Minimaalne konjunktiivne normaalkuju valemile ®(xq, ...,x,) on

aq Qpn
oG, (7' V.. Vair).

n—|lal|l: paaris
2) Minimaalne konjunktiivne normaalkuju valemile ©(z1, ...,x,) on

o1 o4
& it V..Va, ).
aef0,17n, ( 1 n )
n—|lal|l: paaritu

Toestus. Toestame induktsiooniga n jargi.
Baas: n=2

1) EB(:Ul,:UQ) =T Dry = (ZL“l \/CUQ) & (El \/52).
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2) B(z1,22) =@y ~ 22 = (21 VT2) & (T1 V 23). Molemad juhud on
lausearvutusest tuntud samasused.

Samm:
1) Vaatleme valemit
B(T1, -y @) = DB(X1, ey Tpe1) BTy =

(EB(:Ul, ...,CUnfl) \Y CUn) & (é(ﬂ?l, ...,ZL“nfl) V fn)

Rakendame induktsiooni hiipoteesi:

— a1 Qp—1

= & @ vevet) | V| &
a€{0,1}m—%,
n—1—||a| :paaris

QU — _ _
& &  @Erv.ve)|vE, | =
ac{0,1}—1,
n—1—||a|:paaritu

& @tV Vot V) & &_1 (' V..vapt it val)
ag{0.137 =1, ae{o,1}m=1,

n— || :paaris n— | a|:paaritu

Siit on n#ha, et esimeses pooles on paaris ning teises paaritu arv nul-
le. Uhe lisamisel esimese poole astendajate vektorile nullide arv ei
muutu, nulli lisamine teise poolde muudab ka seal nullide arvu paa-
risarvuks. Haaratud on koikvoimalikud vektorid pikkusega n, milles
on paarisarv nulle. seega

B(T1, .y ) = & (7' V..vaor)

n—|lal
:paaris

2) Analoogiliselt.

Niitame, et iilaltoodud konjunktiivsed normaalkujud on mini-
maalsed. Téestame viite funktsiooni @& (zy, ..., z,) jaoks, funktsiooni
(21, ..., T,) tOestus on analoogiline.

Iga disjunkt sisaldab n muutujat. Oletame iildisust kitsendama-
ta, et mingis disjunktis puudub viimane muutuja ehk disjunkt kujul
(7' V...va,"7") kuulub funktsiooni & (z1, ..., z,) konjunktiivse nor-
maalkuju disjunktide hulka. See keelab #ra viidrtustused
(@1, ..., @p1,1) ja (@, ..., @, 1,0). Uks nendest peab aga sisaldama
paarituarvu iihtesid ja peab olema lubatud. Valemist ei saa ka tihtegi
disjunkti eemaldada, kuna koik on téielikud disjunktid. Seega, kui
suvaline disjunkt eemaldada, saame vale tulemuse. d
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Jareldus 11.3.

1) Minimaalne disjunktiivne normaalkuju valemile ®(xq, ..., x,) on

\V @& &aln).

a€{0,137,
|l || spaaritu

2) Minimaalne disjunktiivne normaalkuju valemile ®(xy, ...,x,) on

\V @& &agr).

ae{0,137,
| || paaris

Tdestus. Rakendame teoreemi 11.2 valemitele DeMorgani reegleid:

D(T1, ey Tp) =D (X1, 00y Tyy) = 2O(T1,y vry Thy)

- & @rv.vegy=s /) @& &)=
a€{0,1}m,
n—||a|:paaritu aeﬁo,lll}", .
n— ||al|:paaritu
V @& &=\ @& &l
gL &aln) = k. & ol
a€{0,1}m, Be{o,1}™,
n—|la|:paaritu ||| :paaritu

Funktsiooni &(zy, ...,z,) disjunktiivse normaalkuju tGestus on ana-
loogiline. O

Jidreldus 11.4. Valemite ®(x1, ..., xp) ja B(x1, ..., Tn) minimaal-
ne CNF ja minimaalne DNF sisaldavad n - 2" literaali.

Teoreem 11.5. SAT <I' CNF — SAT.

Tdestus. Olgu F(x1, ..., ;) lausearvutuse valem. Seame igale alam-
valemile F’ vastavusse lausemuutuja up: jirgmiselt:

oy _
1) Kui F' = z, siis up = z.

2) Kui F' on mittetriviaalne alamvalem, siis votame muutujaks w g
uue muutuja, mis erineb muutujatest zi,...,x, ja valemi F' teiste
alamvalemite muutujatest.

Iga F' alamvalemi F' jaoks defineerime konjunktiivsel normaalkujul
valemi C'p/ jargmiselt:
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1) Kui F' =z, siis Cpr = 1.

2) Kui F' = —F", siis Cpr on valemi (upr ~ —upr) konjunktiivne
normaalkuju.

3) Kui F' = F} op F», kus op on binaarne tehe,
siis Cpr on valemi (upr ~ (up, op up,)) konjunktiivne normaalkuju.

Olgu
KF = Up & ( & CFI).
F'—alamvalem

Iga lausearvutuse valemi F' jaoks on K ja F' samaaegselt kehtesta-
tavad. Tdepoolest, kui a« = («q,...,ay) on valemi F' toene viirtus-
tus, siis votame uute muutujate vidrtusteks vastavate alamvalemite
vadrtused vairtustusel a. Vastavalt Kp konstruktsioonile on selli-
se véadrtustuse jaoks koik disjunktid toesed ning ka muutuja up on
toene. Kui aga meil on kehtestav védrtustus valemi Kp jaoks, siis
peab muutuja ur olema tdene (ithikdisjunkt) ja iilejidinud muutuja-
te vadrtused olema toese valemi F' alamvalemite toevaédrtused kuni
muutujate z,...,z, vidrtusteni vilja. Viimased moodustavadki to-
ese vadrtustuse valemile F'.

Valem kujul upr ~ (up, op up,) sisaldab kolme lausemuutujat
ja selle konjunktiivne normaalkuju sisaldab mitte rohkem kui 8 dis-
junkti, igaiihes kolm literaali. Seega on |Kp| < 24 - |F|. Valemi Kg
moodustamiseks kuluv téoaeg on ilmselt vordeline véljundi pikkuse-
ga. |

1) uy ~ (ZU @y)a

) ug ~ (ug ® 2),

) uz ~ (uz ®w),

uy~@dy)=(w V(e~y)&@mVv@oy))=

(uVv((@vy &@Vy)) &V ((zVvy &@TVYy)) =

(uy VaVvVy) & (ur VT Vy) & (U1 VaeVy) & (u VI VY),

Uy ~ (U1 @Z) (UQ VU1 VE)&(U/Q\/El VZ)&(EQ VU1 VZ)&(EQVﬂl VE),
uz ~ (U @w) = (uzVus V) & (us Vi Vw) & (T Vua Vw) & (Us Vi VD).

w N
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12. Kilikk, soltumatu hulk ja tippude kate

Definitsioon. V' C V on graafi G = (V, E) klikk, kui iga tipu-
paar u ja v hulgas V' on iithendatud servaga.

Definitsioon. V' C V on graafi G soltumatu hulk, kui iikski
tipupaar hulgast V' ei ole seotud servaga.

Definitsioon. V' C V on graafi G tippude kate, kui iga serva
{z,y} € Ekorralz € V' voiy € V'

Niide. Graaf G

3
Klikid — {}, {1}, {2}, {3}, {1,2}, {2,3}.
Soltumatud hulgad - {}, {1}, {2}, {3}, {1,3}.
Tippude katted — {1, 2,3}, {1,2}, {1, 3}, {2,3}, {2}.

Toetudes neile moistetele defineerime kolm keelt.

CLIQUE
Antud: Graaf G = (V, E), naturaalarv & > 0.
Omadus: Graafis G leidub klikk > k.

INDEPENDENT — SET
Antud: Graaf G = (V, E), naturaalarv k > 0.
Omadus: Graafis GG leidub so6ltumatu hulk > k.

VERTEX — COVER
Antud: Graaf G = (V, E), naturaalarv k > 0.
Omadus: Graafis GG leidub tippude kate < k.

Koik kolm esitatud probleemi on ilmselt klassist NP. Niitame
seda keele CLIQU E jaoks, iilejddnud kaks mittedetermineeritud tu-
vastamisalgoritmi on analoogilised.

input graaf G = (V, E), naturaalarv k > 0.
guess V' C V.
check if V' on graafi G klikk.
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Hulga V' mittedetermineeritud genereerimine on ilmselt poliino-
miaalse ajakeerukusega; me saame kasutada selleks juba tuttavat Tu-
ringi masinat bitstring hulga V' karakteristliku vektori mittedetermi-
neeritud  genereerimiseks. Test, kas V' on klikk nouab
(V'] - (IV'"] = 1))/2 tipupaari jaoks kontrolli, kas vastav serv kuu-
lub graafi G servade hulka E. Ilmselt on test teostatav poliinomiaalse
ajaga ka siis, kui me programmeerime selle jdumeetodil.

Definitsioon. Graafi G = (V, E) téiendgraaf coG = (V,coE),
kus coE = (V x V)\(EU{(z,z) :x € V}).

Niide.

—_—

C E

Teoreem 12.1. Jirgmised vdited on samavddrsed:
(a) V' on graafi G tippude kate.

(b) VAV'" on G soltumatu hulk.

(¢c) VAV'" on coG klikk.

T&estus. (a)=>(b). Kui V' on G tippude kate, siis iga graafi G
serva vithemalt iiks otspunkt peab kuuluma hulka V. Seetottu ei saa
leiduda serva, mille mélemad otspunktid on hulgast V\V' ja V\V’
on graafi G séltumatu hulk.

(b)=(c). Kui V\V’ on graafi G soltumatu hulk, siis suvaliste tip-
pude u,v € V\V' vahel puudub serv graafis G. Siis {u,v} € coE ja
hulk V\V' on graafi coG klikk.

(c)=(a). Olgu V\V” graafi coG klikk. Oletame vastuviiteliselt, et
V' el ole graafi G tippude kate. Siis peab leiduma serv {u,v} graafis
G, mille molemad otspunktid on hulgas V\V'. Kui {u,v} € E, siis
{u,v} & coE ja V\V' ei ole coG klikk. Vastuolu. O

Jareldus 12.2. Keeled INDEPENDENT — SET, CLIQUE ja
VERTEX — COVER on polimomiaalselt ekvivalentsed.
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Toestus. Tuleneb otseselt teoreemist 12.1, kuna graafi G teisen-
damine graafiks coG ja tippude hulga V' teisendamine hulgaks V\V’
on ilmselt teostatavad poliinomiaalse té6ajaga. d

Me oleme niitidseks selgitanud, et kolm lausearvutuse probleemi
klassist NP on poliinomiaalselt ekvivalentsed: SAT, CNF — SAT ja
3CNF — SAT. Samuti on omavahel ekvivalentsed kolm graafiteooria
probleemi: VERTEX — COVER, INDEPENDENT — SET ja
CLIQUE. Loomulik uudishimu néuab selgust nende kahe problee-
midegrupi vahekorra kohta.

Teoreem 12.3. 3CNF — SAT <! VERTEX — COVER.

Tdestus. Olgu F' € 3CNF muutujatega X = {z1,...,z,}
jaF=Dy & ... & D,,. Moodustame graafi Gy jirgmiselt:

1) Igale muutujale = seame vastavusse paari:

T T
o—0

2) Igale disjunktile D =1y VI3 V I3 seame vastavusse kolmnurga:

l

Iy I3

3) Paaride ja kolmnurkade vahel iithendatakse sama mirgendiga ti-
pud.

Niiteks valemi F' = (zVyVz) & (TVyVz)&(ZVYyVz) & (xVyVz)
korral saame jirgmise graafi:
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Niitame, et F' on kehtestatav siis ja ainult siis, kui graafis Gg leidub
tippude kate, milles on mitte rohkem kui 2m + n tippu.

1) Oletame, et F' on kehtestatav, siis leidub a € {0,1}" nii et
F(a) = 1. Valime igast paarist tipu mérgendiga «;'. Valime igast
kolmnurgast kaks tippu, nii et koik tipud, mille mérgendid o muu-
dab vidraks, oleks valitud. Selline valik on alati voimalik, kuna iga
kolmnurga mérgendid on mingi disjunkti literaalid. Vdhemalt ks li-
teraal igast disjunktist peab olema tdene viidrtustusel «, sest a on
kehtestav vidrtustus. Seega on meil valitud 2m + n tippu. Veel on
vaja veenduda, et tegemist on tippude kattega. Igast paarist on vali-
tud iiks tipp, mis katab paarisisese serva. [gast komnurgast on valitud
kaks tippu, mis katavad kolmnurga siseservad. Suvaline kolmnurga ja
paari tippude vaheline serv on kaetud paaripoolse tipuga, kui see oli
valitud. Kui paaripoolne tipp ei olnud valitud, siis on selle mérgend
véadr vadrtustusel a ja seetottu oli valitud serva kolmnurgapoolne
tipp, millel on konstruktsiooni pohjal sama mirgend.

2) Oletame, et graafis G leidub tippude kate, milles on 2m+n tippu
ehk mérgitud on iiks tipp igast paarist ja kaks tippu igast kolmnurgast
(muidu ei oleks koik kolnurkade ja paaride sisemised servad kaetud).
Votame muutuja tdeseks voi vidraks vastavalt sellele, kumb literaal
on paaris méirgitud. Koik disjunktid peavad olema tdesed, sest kolm-
nurga mirkimata tipust mingisse paari minev serv peab olema kaetud
paari kuuluva tipu poolt.
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Selleks, et uurida, kas keel CLIQUE (ja sellega koos koik ekviva-
lentsed keeled) on poliinomiaalselt taandatavad keelele SAT, meenu-
tame, et me oskame konstrueerida suvalise graafi G jargi konjunktiiv-
sel normaalkujul valemi C'F;, mille téesed vairtustused on graafi G
klikid. Keele CLIQUEFE viljendamiseks tuleb ira keelata need lahen-
did milles on vdhem kui £ iihte.

Olgu CFy graafi klikkide struktuuri viljendav CNF. Teoreemide
2.2 ja 4.1 pohjal voime viita, et suvalise graafi G jaoks valemi

CFg(xy,...,x,) & atleast(k, 1, ..., x,)

iga kehtestav viddrtustus on niisuguse G kliki karakteristlik vektor,
milles on vihemalt k tippu. Seega valem on kehtestatav siis ja ainult
siis, kui graafis G leidub vihemalt k-tipuline klikk.

Paraku ei ole siin tegemist poliinomiaalse taandamisega. Valemis
atleast(k, a1, ..., xy,) on (}) disjunkti, mis on eksponentsiaalses sol-
tuvuses n-st, kui k ~ & (vt. {ilesanne 36). Seetottu tuleb alamgraafi
tippude arvu méadramiseks kasutada keerulisemat varianti.

Lihtume endiselt graafist G = (V, E), V = {1, ...,n} ja naturaal-
arvust k£ < n. Valemi Fiz muutujate hulgaks votame k x n maatriksi,
veergudes numbritega ¢ ja j lubame samaaegselt tihtesid ainult siis,
kui serv {i,j} € E. Lisaks nouame, et igas reas oleks tipselt iiks 1 ja
igas veerus iilimalt {iks 1 — see tagab alamgraafi suuruse vihemalt k.

k k
Fg(xn,...,xkn) = & (& ( & (fl,' mej)>> &

{i,j}€co—FE \ I=1 \ m=1
k n
& (l(fél ea:actly(l,xll,...,xln)> & (&1 atmost(1, T1,,, ...,a:km)) .
= m=

Teoreem 12.4. Fg(ay1,. .., ) = 1 parajasti siis, kui vddrtus-
tusel a toeste muutujate teised indeksid moodustavad graafi G k-kliki.

Toestus. Toestuse jitame iseseisvaks harjutuseks, vt. iilesanne 35.
O

Imselt on valemi F(z11, ..., Tr,) pikkus poliinomiaalses soltuvu-
ses graafi G tippude arvust n (vt tilesanne 37) ja seetottu realiseerib
valemi Fq konstruktsioon poliinomiaalse taandamise
CLIQUE <F CNF — SAT.
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13. Cook-Levini teoreem

Keerukusklass P sisaldub klassis NP. Toepoolest, kui A €P, siis
leidub deterministlik poliinomiaalses ajas t66tav Turingi masin, mis
tuvastab keele A. Deterministlik Turingi masin on erijuhus mitte-
deterministlikust, seetottu A €NP. Mittedeterministlikku poliino-
miaalses ajas tootavat Turingi masinat saab modelleerida determi-
nistliku Turingi masina abil, vaadates siistemaatiliselt 1&bi koik mit-
tedeterministlikest kiskudest tekkivad lahendusteed. Uldjuhul on sel-
liste teede arv eksponentsiaalne (tuletame meelde masinat bitstring);
seega on ka modelleeriva Turingi masina t6daeg eksponentsiaalne. Siit
ei saa aga kuidagi jareldada, et sisalduvus PCNP on range.

Probleem, kas PCINP voi P=NP on siiani lahendamata. Kuna
viga paljud olulised iilesanded kuuluvad klassi NP ning nende jaoks
pole teada deterministlikke poliinomiaalseid lahendusalgoritme, siis
pakub huvi NP-keelte omavaheline vordlemine (mida me kahes eel-
mises peatiikis juba tegime). Siistemaatiliseks késitluseks toome sisse
NP-téieliku keele moiste.

Definitsioon. Keel L on NP-raske (NP-hard), kui iga L' eNP
jaoks kehtib L' <F L.

Definitsioon. L on NP-tdielik, kui L eNP ja L on NP-raske.

NP-téielikud keeled on poliinomiaalse taandamise tédpsuseni koige
raskemad keeled klassis NP. Jiargnev teoreem annab lihtsa meetodi
keelte NP-téielikkuse toestamiseks. Teoreemi toestasid séltumatult
S. Cook ([CooT71]) ja L. Levin ([Lev75]). Varem nimetati seda Cooki
teoreemiks, viimasel ajal, kui L. Levini artikkel [Lev75] on saanud
tuntuks ka ldinemaailmas, kasutatakse nimetust Cook-Levini teo-
reem.

Teoreem 13.1. (Cook-Levini teoreem), Keel CNF-SAT on
NP -tdielik.

Toestus. Tuleb niidata, et suvaline keel L €ENP on poliinomiaal-
selt taandatav keelele CNF — SAT. Olgu M keelt L tuvastav mitte-
deterministlik Turingi masin poliinomiaalse keerukusega p(n). Konst-
rueerime Turingi masina M, poliinoomi p(n) ja sona x jirgi konjunk-
tiivsel normaalkujul lausearvutuse valemi Fjs ,, mis on kehtestatav
siis ja ainult siis, kui M aktsepteerib séna z. Olgu |z| = n ja M(z)
mingi arvutustee Cy, Cs, ..., Cprny, Ci—konfiguratsioon, |C;| = p(|z]).
Kui arvutustee pikkus on viiksem kui p(n) konfiguratsiooni, kordame
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viimast. Tdhistame Turingi masina M programmi §(M ), mille kis-
kude arv olgu |6(M)]. Olgu késud programmis §(M) nummerdatud
arvudega 1,...,0(M). Esitame Fir, muutujate hulga kirjelduse koos
nende tdhendusega.

Muutuja | Tdhendus

S(q,t) Konfiguratsioonis C; on olek ¢

H(h,t) Konfiguratsioonis C skaneerib lugemispea pesa h
T(b,h,t) | Konfiguratsioonis C; on pesas h siimbol b

I(y,t) Uleminekul C; + Cyy; kasutatakse kiisku j

Jargnevalt esitame disjunktid, mis tagavad muutujate tilaltoodud té-
henduse.

1) Konfiguratsioon €7 on Turingi masina M lihtekonfiguratsioon
sisendiga ¢ = aq, ..., Q.

{S(q1, 1)},

{T(a1,1,1)},{T(az,2,1)},....,{T(an,n, 1)},

{T(@,h,1)}, kus h & {1,...,n}.

Esimene tingimus tagab, et lihtekonfiguratsioon on olekus ¢, jirg-
mised n tingimust tagavad, et sisend z sisaldub pesades 1...n ning
viimase tingimuse kohaselt on iilejdinud pesades tithistimbol O.

2) Igas konfiguratsioonis Cy on M té#pselt iihes olekus.
unique(S(1,t),...,S(r,t)).

3) Konfiguratsiooni C; igas pesas on tipselt 1 siimbol.
unique(T' (zo, h,t),....,T(xs, h,t)).

4) Igas konfiguratsioonis C; on lugemispea asend iihene.
unique(H (0,t), ..., H(p(n),t)).

5) Viimane konfiguratsioon on aktsepteeriv — {S(qq,p(n))}.

6) Uleminekul C; + Ci41 voib muutuda ainult skaneeritav pesa.
{T(b,hyt),T(c,hyt + 1), H(h,t)}.

7) Turingi masina M kisk, mis méirab iilemineku Cy F Cpy1 on

ithene.
unique(I(1,t),...,1(|0(M)],1)).

8) Muudatused jirjestikustes konfiguratsioonides (Cy + Ciy1) vas-
tavad M programmile. Olgu iga oleku ¢ ja siimboli b jaoks d(q,b)
kiskude numbrite hulk, nii et j € §(g,b), kui j-nda kiisu kaks esimest
komponenti on ¢ ja b. Iga t ja h jaoks lisame disjunkti:

{T(,h,1),5(g, 1), H(h, 1)} ULI(j,t) : j € 6(b, )}

61



Lisaks, kui j-is kiisk on (g, b, ¢, V', d), siis lisame disjunktid:
{1(:1),S(¢’, t + 1)},

{I(j,t), H(h,t),T(b', h,t + 1)},
{I(j,t),H(h,t),H(h+d,t+1)}.

Selgituseks punktide 6) ja 8) juurde: disjunkt kujul

~—

~—

TIV..VT,Vy1 V...V
on samavairne valemiga
(wl&&xn) D(ylv...Vyk).

Néitame et valem Fjs, on kehtestatav, parajasti siis kui € L.
Oletame, et Fis, on toene mingi vidrtustuse a korral, s.t. koik dis-
junktid tingimustes 1) — 8) on toesed vidrtustuse o jaoks. Tingimus
1) iitleb, et algkonfiguratsioon on ¢ a; .. .a,,. Tingimused 2) —4) ning
6) — 8) méiravad konfiguratsiooni C; jirgi konfiguratsiooni C;y; vas-
tavalt Turingi masina M programmile. Konfiguratsioon C; on tiheselt
kindlaks méiratud tingimusega 1. Oletame et C1, ..., C on méératud,
siis on aga lihtne midrata Ciy 1, seega arvutustee on médratav. Tin-
gimus 5 tagab, et Cp( ;) on aktsepteeriv. Vastupidi, kui arvutustee
leidub, siis ta médrab véidrtustuse, mis rahuldab valemit fa;,. On
lihtne veenduda, et kéik 8 tingimust on teostatavad ajalise keeruku-
sega O((p(n))?) (vt iilesanne 40). ad

Cook-Levini teoreem annab lihtsa voimaluse toestamaks, et keel L
on NP-raske: tuleb niidata, et CNF — SAT <! L. Téepoolest, ku-
na Cook-Levini teoreemi pohjal suvalise keele L' e NP jaoks kehtib
L' <P ONF — SAT, siis saame poliinomiaalse taandamise transitiiv-
sust (teoreem 10.1 p.3.) kasutades taandatavusest CNF — SAT <L L
jireldada L' <P L.

Jareldus 13.2. Keeled SAT, 3CNF — SAT, VERTEX — COVER
INDEPENDENT — SET, ja CLIQUE on NP-tdielikud.

Tdestus. Viide jareldub eelmise kahe peatiiki materjalidest ja po-
liinomiaalse taandamise transitiivsusest. O
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14. Randkaupmehe iilesanne

Kaupmehel on vaja laiali vedada kaubad linnade (I1, ...,1,)
vahel. Linnade vahelised kaugused on méiratud maatriksiga.

di1 ... dip
Kauguste maatriks — : :
dp1 - dpn
Probleem: Leida kinnine marsruut 1dbi kéigi n linna nii, et iga

linna ldbitakse 1 kord ja summaarne kaugus oleks minimaalne. Vastav
keele tuvastamise probleem oleks jargmine.

TRAVELLING — SALESMAN
Antud: kauguste maatriks D, marsruudi pikkus k.
Omadus: Leidub marsruut kogupikkusega < k.

Keel TRAVELLING — SALESMAN kuulub ilmselt keerukusklas-
si NP, tuvastav mittedeterministlik algoritm on jargmine:

input D, k.

guess jirjestus m = (m1,..., 7).

check if S 'y, viyy + oy <K

Selleks, et toestada keele TRAVELLING — SALESMAN NP-téie-
likkust, uurime koigepealt veidi sarnast graafiteooria probleemi - Ha-
miltoni tsiiklit.

HAMILTONIAN — CIRCUIT

Antud: graaf G = (V, E).

Omadus: leidub tippude jirjestus # = (my,...,7,) nii et
{m,m}€E,... . {mp_1,m} € E,{my,m} € E.

Imselt kuulub ka keel HAMILTONIAN — CIRCUIT klassi NP,
mittedetermineeritud testalgoritm on analoogiline eelmise néitega.

Teoreem 14.1. VERTEX-COVER<E HAMILTONIAN-CIRCUIT.

Toestus.

Olgu paar (G, k) tippude katte iilesanne. Konstrueerime graafi G’
nii, et graafis G' leidub Hamiltoni tsiikkel siis ja ainult siis, kui graafis
G leidub tippude kate, mis koosneb k tipust.

a) Lisame graafi G' tsiikli:



b) Iga serva e = {u,v} € E jaoks moodustame 12-tipulise graafi
(viguri):
[8, u]zn [8: 'U]in

[eau]out [eav]out
Seega |V'| =k + 12|E)|.

¢) Iga tipu u € V jaoks olgu ey, ..., e, servad hulgast E, mis on int-
sidentsed tipuga u. Lisame hulka E' jargmised servad:

{[617 U]out; [627 U]m}; {[627 u]out7 [637 U]m}; ey {[emfla U]out, [em7 U]m}(*)
Lisaks iihendame veel [eq, u]ip ja [€m, u]out 1ga tipuga a; (i = 1,...,k)
ringis.

€1 €2 €3 €m

Niitid nditame, et G sisaldab tippude katet suurusega k parajasti siis
kui G' sisaldab Hamiltoni tsiiklit. Oletame, et U = {uy, ..., up } on tip-
pude kate graafis G, h < k. Iga tipu u; € U jaoks defineerime tee p; :
aj = ajy1. Olgu ey, ..., e, E servad, mis on ithenduses u;. Tee p; si-
saldab siis koiki servi * ja servi {a;, [e1, u;]in } ning {[em, ¥j]out, @j+1}
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p;j peab thendama ka tippe [e;, ujlin ja [€:, ujlout Vi i =1,...,m, mil-
leks on kaks moodust:

1) Kui serva e; teine otstipp ei kuulu tippude kattesse siis:

€, u]zn
]

[
[67 U|out

2) Kui serva e; teine otstipp kuulub tippude kattesse siis:

[e, u)in
]

[6, U|out

Uhendades niitid kéik teed py, ..., p, saame tee ay...ap1, mis libib
kéik tipud igas viguris. Lopetuseks iithendatakse kéik teed tsiikliks,
ithendades selleks ap,t1,ap42, ..., a; ja a;, mille tulemuseks on Hamil-
toni tsiikkel.

Teiselt poolt oletame, et eksisteerib Hamiltoni tsiikkel C' graafis G'.
Tsiikli saab jagada teedeks, millede 16pp-punktid on ringis. Iga sellise
tee p jaoks leidub unikaalne tipp u(p) € V, nii et p kiib ldbi koigi
vigurite, sest viguri ldbimiseks on ainult kaks viisi, mis on ndidatud
eelpool. Seega on lihtne niha, et selliste tippude u(p) ithend moodus-
tab tippude katte G-s. Kuna selliseid teid C-s saab olla maksimaalselt
k, on tippude katte maksimaalne suurus k. a
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Jéareldus 14.2. Rdndkaupmehe tilesanne on N P-tdielik

Toestus. Toestamiseks nditame, et HAMILTONIAN — CIRCUIT
<P TRAVELLING — SALESMAN. Olgu antud Hamiltoni tsiikli
probleem — graaf G=(V,E). Tolgendame graafi tippude hulka V" asus-
tatud punktidena randkaupmehe iilesande jaoks, mille kauguste maat-
riksi moodustame jirgmiselt:

4o [ Lkui{ij}eE,
U VI + Lkui {i,j} ¢ E.

Marsruudi kogupikkuse k votame vordseks tippude arvuga n. Ole-
tame, et graafis G leidub Hamiltoni tsiikkel. Kuna graafi servadele
vastavad kaugused on koéik vordsed konstandiga 1, siis on Hamiltoni
tsiiklile vastava marsruudi pikkus n. Suvaline marsruut, mis ei ole
Hamiltoni tsiikkel, sisaldab serva kaugusega |V| + 1 ja sells kogupik-
kus on suurem kui n. O

Niide Olgu meil antud graaf:

1 2
3 4
|1 2 3 4
1({5 1 1 5
Moodustame maatriksi: 2 |1 5 5 1
311 5 5 1
415 1 1 5
Hamiltoni tsiiklile (1,3,4,2) vastab kaalude summa 1+1+4141=4, kuid

valides jérjestuseks (1,2,3,4), mis ei ole Hamiltoni tsiikkel, saame
14+5+1+5=12.
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15. Graafi tippude varvimine

Graafi G = (V, E) tippude vérvimisviisiks k viirviga nimetatakse
funktsiooni 7 graafi tippude hulgast V" hulka K = {1,...,k} Vir-
vimisviisi nimetatakse korrektseks, kui ei leidu serva, mille moélemad
otstipud oleksid sama virvi. Graaf G on virvitav k virviga, kui leidub
tippude korrektne vérvimisviis k£ virviga.

k — COLOURABILITY
Antud: graaf G.
Omadus: graaf G on virvitav k virviga.

Niitame, et k — COLOURABILITY e€NP. Mittedeterministlik
algoritm k virviga vérvitavuse testimiseks on jargmine:

input graaf G = (V, E)

guess tippude hulga V tiikeldus k osaks.

check if koigi servade otspunktid kuuluvad erinevatesse tiikkkides-
se.

Teoreem 15.1. 3-COLOURABILITY on NP -tdgielik.

Toestus. Teoreemi toestuseks taandame keele SCNF — SAT kee-
lele 3 — COLOURABILITY . Igale 3CNF-valemile F(x1, ..., z,) sea-
me vastavusse graafi Gp. Alguseks votame kaks tippu N ja S ning
ithendame need servaga. Lisame iga muutuja x; jaoks servaga iihen-
datud tipupaari z; ja T; ning ithendame paaride otspunktid tipuga
S. Iga disjunkti l;; V l;» V [; 3 jaoks lisame kolmnurga tippudega
li1,li2,1;3. Kolmnurga iga tipu [; ; thendame ahelasse uute tippu-
dega b;; ja a; ;. Uhendame tipu a;; literaalile [; ; vastava tipuga
paarides. Uhendame koik tipud b; ; ja a; j tipuga N (vt. joonist 15.1).

Vaatleme, millistel tingimustel on graaf G virvitav kolme vir-
viga. Tihistame viirve tihtedega C,T ja F. Uldisust kitsendamata
voime virvida tipu S varviga C ja tipu NV virviga T. Kuna literaa-
lipaaride tipud on iihendatud omavahel ning tipuga S, siis on ainus
voimalus vérvida iga muutuja literaalid suvalisel viisil virvidega T
ja F. Miirame véirtustuse a, lugedes toeseks virviga T vérvitud
literaalid. Igale disjunktile vastab graafis Gy kolmnurk, mille tipud
tuleb vérvida korrektse virvingu saamiseks erinevalt. Igas kolmnur-
gas peab iiks tipp, olgu see l;;,0lema varvi F. Kuna tipud a;; ja b;;
on iithendatud tipuga N, mis on vérvi T, siis tuleb vérvida tipp b;;
varviga C ja tipp a;; vdrviga F. Vastuolu ei teki ainult sel juhul,
kui tipuga a;; ithendatud literaal on virvi T, s.t. literaal [;; on toene
vidartustuse a jaoks.
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Joonis 15.1: Valemi Z; V x5 V T,, virvigraaf.

Seega on korrektse vérvingu puhul igas disjunktis téene literaal
ning F(a) = 1. Kui aga F(a) = 0, siis ei ole korrektne virvimine
kolme varviga voimalik. O

Jireldus 15.2. Keel k-COLOURABILITY on NP-tdielik iga
k > 3jaoks.

Toestus. Lisame graafile G uue tipu, mille iihendame koigi graafi
G tippudega. Saadud graaf on virvitav k + 1 virviga parajasti siis,
kui G on virvitav k virviga. d
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16. Kolmemootmeline sobitusiilesanne

Olgu Z, X, Y mitteldikuvad hulgad vordse elementide arvuga ¢ ja
M CZxXxY.M C M on kolmem&tmeline sobitus, kui |[M'| = ¢
ja suvalise kahe M’ elemendi koik koordinaadid on erinevad.

3 — MATCHING
Antud: Z, XY, M CZ x X xY.
Omadus: Hulgas M sisaldub kolmemdootmeline sobitus.

Mittedeterministlik algoritm keele 8 — MATCHING tuvastami-
seks on jargmine:

input M CZx X xY
guess M' C M
check if M' on kolmemdo6tmeline sobitus.

Teoreem 16.1. SCNF-SAT<L 3-MATCHING

Tdestus. Moodustame valemi F(z1,...,z,) = &Zl (lis VI0ia Vi3)
jargi hulgad Z, X jaY ning M C Z x X x Y sellised, et M sisaldab
3-sobitust siis ja ainult siis, kui F' on kehtestatav.

Koigepealt moodustame kolmikud, mis méiravad vadrtustuse. Iga
muutuja z; jaoks moodustame 2m kolmikut

Fy ={(2ilj]; ailj + 1], bil5]) - 1 <5 <m}U{(xi[m], a;[1], bi[m])},

kus a;[j] € X; bi[j] € Y5 @i[j],Tljle Z:1<i<n, 1 <j<m.
Kolmikute "sisemisi” elemente a;[j], b;[j] ei kasutata hulgale M edas-
pidise konstruktsiooni kdigus uusi elemente lisades, seetottu jadvad
sobitust moodustades iga muutuja z; jaoks vabaks koik literaalid x;;
voi koik literaalid T;;. Vabad literaalid mé&ravad vaértustuse.

Teiseks lisame hulgale M kolmikud disjunktide toesuse kontrolliks.
Selleks lisame iga disjunkti D; jaoks hulgale X elemendid r[j] ja
hulgale Y elemendid s[j] ning hulgale M kolmikud

Cj = A{(i[jl, rlg], slj]) = w: € D3} U{(®ilj), (3], slj]) - T € Dy}

Elementide r[j], s[j] haaramine sobitusse on voimalik ainult siis, kui
disjunktis D; on vahemalt iiks literaal antud véértustuse jaoks toene.

Konstrueerides 3-sobitust, mis méaédrab viidrtustuse ja kontrollib
disjunktide toesust selle viidrtustuse jaoks, jidvad moned elemendid
kaasa haaramata. Tépsemalt, igast vadrtustust miidravast konstrukt-
sioonist jadvad pdrast védrtustuse fikseerimist vabaks m "tdest” lite-
raali, kokku m - n elementi hulgast Z. Disjunktide kontrolli kolmikud
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haaravad nendest m, seega jiib vabaks m - (n — 1) elementi. Lisame
hulka X elemendid g ja hulka Y elemendid hg, 1 <k <m-(n—1)
ning hulka M kolmikud
P ={(zilj], gk, hw), @ild], gk, i) =
1<i<n,1<j<m1l<k<m-(n—-1)}

Kokkuvotteks:

M= (O(Tqui)> u ch UP.

i=1

Iga 3-sobitus peab méi#irama vi#rtustuse, mille jaoks on kéik dis-
junktid toesed ning siduma iilejdinud "vabad” literaalid kolmikutesse
tippudega gy, hi. Kolmikute hulk M sisaldab 2mn+3m+2m?2n(n—1)
kolmikut ja on seetottu konstrueeritav poliinomiaalse ajaga valemi F'
pikkusest. d
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17. Keerukusklass coNP

Kehtestatavad lausearvutuse valemid kirjeldavad omal (vorreldes
predikaatarvutusega, piiratud) viisil maailma. Seet6ttu pole juhuslik,
et osa autoreid nimetab valemi toeseid vadrtustusi selle mudeliks. Sa-
maselt toesed valemid ei anna maailma kohta mingit informatsiooni,
aga kirjeldavad loogika todesid. Seega pakub kindlasti huvi ka sa-
maselt tdeste valemite keele keerukus. Selle uurimiseks toome sisse
vajaliku maoistete siisteemi.

Definitsioon. Olgu C- keelteklass. Siis coC= {L : L¢ €C}.

Teoreem 17.1. coP=P.

Toestus. Olgu L suvaline keel keerukusklassist P ja M determi-
nistlik poliinomiaalses ajas t66tav Turingi masin, mis tunneb &ra kee-
le L. Konstrueerime M’ vahetades M tabelis ¢, ja ¢.. M’', mis on
samuti determineeritud poliinomiaalses ajas to6tav Turingi masin,
tuvastab keele L°. O

Mittedeterministlike keelteklasside korral 16ppolekute vahetamine
ei toimi. Kui me vahetame keelt SAT tuvastaval mittedeterministli-
kul Turingi masinal 16ppolekud, aktsepteerib see koik lausearvutuse
valemid, mille jaoks leidub viiraid védrtustusi. Keel SAT® koosneb
aga valemitest, mille jaoks on koik viirtustused vadrad.

Teoreem 17.2. coNP on kinnine poliinomiaalse taandamise suh-
tes.

Tdestus. Olgu A <L B ja B €coNP, siis B¢ eNP. Kasutades
teoreemi 10.1 p.4 saame A° < B¢. Kuna NP on kinnine poliino-
miaalse taandamise suhtes, siis A° ENP ja A €ecoNP. d

Teoreem 17.3. Kui L on NP-tdielik, siis L¢ on coNP-tdielik.

Toestus. Kui L on NP-tiielik, siis L €eNP ja L¢ €coNP. Olgu
A suvaline keel klassist coNP. Peame niitama, et A <Z L¢. Kuna
A €coNP, siis A €NP ja, kuna L on NP-tiielik, siis A¢ <& L.
Teoreemi 10.1 p.4. tottu A% <L L¢. Kuna A = A, siis A < Le.
(]

71



Teoreem 17.4. Kui leidub NP -tdielik keel L, nii et L¢ eNP,
sits coNP=NP.

Tdestus. Kuna L on N P-tiielik ja L¢ eNP, siis L <E L. Teo-
reemi 10.1 p.4 tottu L°¢ <E L¢, millest jireldub L <F Le.

1) NPCcoNP.

Olgu A eNP suvaline, A <Z L < L. Poliinomiaalse taandamise
transitiivsuse tottu A <2 L¢. Kuna coNP on kinnine poliinomiaalse
taandamise suhtes ja L¢ €coNP, siis A €coNP.

2) coNPCNP.

Olgu A €coNP, suvaline. Kuna L on NP-tiielik, siis L¢ on coNP-
téielik. Seetottu A <I L° <P L. Transitiivsuse tottu A <Z L. Ku-
na L eNP ja NP on kinnine poliinomiaalse taandamise suhtes, siis
AeNP.

O
Teoreem 17.5. Kui coNP#NP, siis P£ZNP.

Toestus. Oletame vastuvéiteliselt, et P=INP. Kuna P=coP, siis
peaks NP=coNP, mis on aga vastuolus eeldusega. O

Iga NP-téieliku keele L tdiend L€ on teoreemi 17.3 péhjal coNP-
téielik. See asjaolu varustab meid ammendamatu loeteluga coNP-
téielikest keeltest. Siiski leiduvad moned keeled, mille jaoks coNP
on loomulik keerukusklass. Esimene neist on kiesoleva peatiiki algu-
ses mérgitud samaselt tdeste valemite keel ning teine monotoonseid
Boole’i funktsioone esitavate valemite keel.

TAUT
Antud: lausearvutuse valem F'(z1,...,2,).
Omadus: F on samaselt toene, s.t. iga a € {0, 1}" jaoks F'(a) = 1.

lmselt kehtib TAUT =F SATC, kuna iga samaselt tdese valemi
eitus on samaselt véir ja vastupidi. Keel SAT® on aga coNP-tiielik.

MON
Antud: lausearvutuse valem F'(z1,...,2,).
Omadus: Boole’i funktsioon, mida esitab valem F', on monotoon-

ne.
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Teoreem 17.6. Keel MON on coNP-tdielik.

Tdestus. 1) Niitame, et MON €coNP. Selleks esitame poliino-
miaalse mittedeterministliku algoritmi keele MON¢ tuvastamiseks:

input lausearvutuse valem F'(xy,...,x,).

guess «, 3 € {0,1}", niisugused et a < f.

check if F(a) > F(p).

Seetottu MON® eNP ja MON €coNP.

2) Niitame, et coNP-tiielik keel SATC on poliinomiaalselt taan-
datav keelele MON . Igale lausearvutuse valemile F' seame vastavusse
valemi T'(F):

(7, kuiF(1,...,1) =1,
T(F)_{F, kui F(1,...,1) = 0.

Niitame, et valem F' on samaselt véédr (s.t. FF € SAT®) siis ja ainult
siis, kui T'(F") on monotoonne.

Olgu valem F samaselt vdir. Siis F'(1,...,1) = 0 ning seetottu
T(F) = F. Samaselt viir valem F on aga monotoonne.

Olgu valem F' kehtestatav. Kui F(1,...,1) = 1, siis T(F) = T,
mis ei ole monotoonne Boole’i funktsioon. Kui F(1,...,1) = 0, siis
T(F) = F. Et F on kehtestatav, siis leidub « € {0,1}", niisugune et
F(a) =1. Kuna a <* (1,...,1), aga F(a) > F(1,...,1) , siis ei ole
F monotoonne. O
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18. Turingi taandamine

Graafiteooria rakendustes pakuvad huvi jirgmised klikkidega seo-
tud probleemid.

Antud on graaf G = (V| E). Mitu tippu on graafi suurimal klikil?
Leida graafi suurim klikk! Leida koik graafi maksimaalsed klikid!

Vorreldes neid iilesandeid meie keelega CLIQUE néib, nagu me
piitiaksime probleeme liialt lihtsustada. Ulesannetest viimane ei paku
keerukusteooria seisukohast erilist huvi, kuna see on halvimal juhul
eksponentsiaalse keerukusega (Moon-Moseri graafil MM (m, 1) on m!
maksimaalset klikki). Sonastame koigepealt graafi suurima kliki tip-
pude arvu leidmise keele probleemina.

MAXCLIQUE
Antud: graaf G ja k > 0.
Omadus: kas G suurim klikk koosneb & tipust?

Niide. Vaatleme graafi
1 2

3 4

Selles graafis (G,2) € CLIQUE, (G,2) ¢ MAXCLIQUE ning
(G,3) € MAXCLIQUE.

Kui me oskaksime poliinomiaalses ajas tuvastada keelt CLIQUE,
siis me saaksime teha sama ka keelega MAXCLIQUE, nagu niitab
jargmine algoritm.

function mazclique(G, k) : boolean;

if clique(G,k) =1 & clique(G,k+1) =0
then return(l)

else return(0)

fi

clique(G, k) on siin funktsioon, mille védrtus on 1, kui graafis G
leidub k-tipuline klikk ja O vastupidisel juhul. Sellest hoolimata ei
ole niiha, kuidas <% -taandada keelt MAXCLIQUE keelele CLIQUE.
Seetottu defineerime Turingi taandamise, milleks laiendame koige-
pealt Turingi masinat oraakliga. Oraakliks on mingi keel L ning Turin-
gi masin voib kirjutada spetsiaalsele oraakli lindile sona x ja poérdub
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oraakli poole kiisimusega x € L7 Soltuvalt saadud vastusest liheb
Turingi masin olekusse gyes VOi gno. Oraakli téoaega ei arvestata Tu-
ringi masina t66aja sisse. Téhistame 7" Turingi masinat 7" oraakliga
L. Eelpool esitatud algoritm maxclique néeks vormistatuna oraak-
lialgoritmina vilja jargmine.

mazclique(G, k)
begin
Kirjutada oraakli lindile kiisimus G, k
if (G, k) € CLIQUE
then kirjuta oraakli lindile G,k + 1
if (G,k+1) € CLIQUE
then return 0

else return 1
fi

fi

end

Definitsioon. Keel A on poliinomiaalselt Turingi-taandatav kee-
lele L (tihistame A <% L), kui leidub poliinomiaalne determineeritud
Turingi masin T oraakliga L, mis tuvastab keele A.

Eelmisest néitest nideme, et MAXCLIQUE <Y CLIQUE.

Teoreem 18.1. Kui A <% B ja B <} C, siis A <4 C (Turingi
taandamine on transitiiune).

Tdestus. Olgu M, ja M, deterministlikud poliinomiaalses ajas t66-
tavad oraakliga Turingi masinad, mis realiseerivad teoreemi eelduses
niidatud taandamised, s.t. A = L(M{) ja B = L(MYS'). Konstrueeri-
me masina M, mis simuleerib masinat M, kuid asendab M; oraakli
poole poordumised masina M, simuleerimisega M oraaklilindi sisul
(poordudes oraakli poole, kui masin My pédrdub oraakli poole). Ilm-
ne on, et L(M%) = A ja M tootab poliinomiaalses ajas, sest M ning
M- tdotavad poliinomiaalses ajas ja masinat M, simuleeritakse ar-
vutuse jooksul vaid poliinomiaalne arv kordi ning sisenditega, mille
pikkus on poliinomiaalne M sisendi pikkuse suhtes. a

Teoreem 18.2. Kui A <! B, siis A <E B.

Toestus. Olgu f selline poliinomiaalses ajas arvutatav funktsioon,
et iga x € ¥* korral v € A & f(x) € B. Konstrueerime oraakliga
Turingi masina M, mis sisendi x korral arvutab sona f(z), seeji-
rel kiisib oraaklilt, kas tulemus kuulub oraaklihulka, ja aktsepteerib
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oraakli positiivse vastuse korral ning liikkkab tagasi oraakli negatiivse
vastuse korral. Siis A = L(MP). ad

Teoreem 18.3. Kui A €P, siis iga keele B korral A <F B.

Toestus. Olgu M deterministlik poliinomiaalses ajas tootav Tu-
ringi masin, mille korral L(M) = A. Me voime masinat M lugeda
oraakliga masinaks, mis ei tee oraakli poole iihtegi p66rdumist. Siis
suvalise keele B korral L(M?) = L(M) = A. O

Kui K on keelteklass, siis koiki keeli, mis on Turingi méttes polii-
nomiaalselt taandatavad monele klassi K kuuluvale keelele, tihistame
P¥. Eelpooltoodud niidet arvestades voime kirjutada, et
MAXCLIQUE € PNP . Keelteklass PNP on sobiv nn. ekstreemump-
robleemide keerukuse kirjeldamiseks. Siiski leidub iilesandeid, mis
niivad jadvat viljapoole keerukusklasse P, NP ning PNP | kuid on
siiski seotud mittedeterministliku poliinomiaalse aktsepteerimisega.
Niitena vaatleme jérgmist probleemi.

EQUIVALENT — BF

Antud: lausearvutusvalem F' ja k > 0.

Omadus: leidub lausearvutuse valem F', mis sisaldab k literaali
esinemist ja on ekvivalentne valemiga F'7

Mittedeterministlik Turingi masin keele FEQUIVALENT — BF tu-
vastamiseks on jargmine:

input lausearvutuse valem F'.
guess F'  milles on k literaali.
check if F ~ F' € TAUT.

Esitatu on olemuselt mittedeterministlik Turingi masin, oraakliga
keelest TAUT € coNP. See inspireerib defineerima mittedetermi-
nistlikku Turingi taandamist.

Definitsioon. Keel L on Turingi mottes mittedeterministlikult
poliinomiaalselt taandatav keelele A, kui leidub selline mittedeter-
ministlik poliinomiaalses ajas todtav oraakliga Turingi masin M, et
L = L(M*). Tahistame L <}¥¥ A.

Kui K on mingi keelte klass, siis koiki keeli, mis on Turingi méttes
mittedeterministlikult poliinomiaalselt taandatavad moénele klassi K
kuuluvale keelele, tihistame NP¥-ga. Samamoodi véime defineerida
ka teised ,relativiseeritud keerukusklassid®“.
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Teoreem 18.4. Suwvaliste keelte A ja B korral kehtivad:

1. PAC NP4,

2. Ae P4 ja seega A € NP4

3. PA = P4 jo NP4 = NP4,

4. PA = coPA.

5. PA = PP parajasti siis, kui A <E BjaB <k A

6. P4 ja NP on kinnised <E suhtes.

7. NP4 C PSPACE“".

8. Kui A € P, siis PA =P,

Toestus.

1. Iga deterministlikku (oraakliga) Turingi masinat voime vaadata
kui mittedeterministlikku.

2. Olgu M masin, mis kopeerib oma sisendilindi sisu oraaklilindi-
le, poordub oraakli poole ja aktsepteerib positiivse ning litkkab
tagasi negatiivse vastuse korral. Siis M on poliinomiaalses ajas
tootav ja deterministlik ja A = L(M4).

3. Olgu M poliinomiaalses ajas toGtav [mitte]deterministlik oraak-
liga Turingi masin ja M masin, mille saame masinast M, va-
hetades tal &dra olekud gyes ja @uo. Siis M on poliinomiaal-
ses ajas tootav [mitte]deterministlik oraakliga Turingi masin ja
L(MA) = L1 ™).

4. Kui M on poliinomiaalses ajas t6dtav deterministlik Turingi
masin ja M’ on saadud masinast M, vahetades tal dra aktsep-
teeriva ja tagasiliikkava oleku, siis L(M4) = L(M'*)°.

5. Niitame, et kui A <¥ B, siis P4 C PZ. Kui L € P4, siis
L <E A. See tidhendab, et L <F A <% B ja jirelikult teoreemi
77 jargi L <% B ehk L € PB. Seega kui A <¥ Bja B <% 4,
siis P4 = PB. Teisest kiiljest, kui P4 = P?, siis selle teoreemi
teise punkti jirgi A € PP ja B € P4 ehk A <X B ja B <% A.

6. Olgu B € P# [vastavalt B € NP“]. Olgu M, selline [mitte]de-

terministlik poliinomiaalses ajas to6tav oraakliga Turingi ma-
sin, et B = L(Mg"). Olgu C mingi keel, mille korral C <F B, ol-
gu f selline poliinomiaalses ajas arvutatav funktsioon, et
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z € C & f(x) € B. Konstrueerime masina M, mis sisendi x
korral arvutab koigepealt f(z)-1 ja seejérel simuleerib tulemu-
sel masinat Mp. Siis on M [mitte]deterministlik poliinomiaalses
ajas tootav oraakliga Turingi masin ja L(M4) = C.

. Olgu B € NP#, olgu M selline mittedeterministlik oraakliga
Turingi masin, mille t66aeg on piiratud poliinoomiga p(n) ja
L(M#) = B. Kui z € ¥*, siis kontrollimaks, kas = € B, pii-
sab simuleerida masina M# iga voimalikku arvutuskiiku p(|z|)
sammu, kuni on leitud aktsepteeriv arvutuskiik. Pidamaks ar-
vet, millist arvutuskiiku parajasti simuleeritakse, piisab mélust
suurusjirku O(p(|z])). Kuna M konfiguratsioonid ei saa olla
suuremad kui O(p(|z|)), siis on M4 simuleeritav deterministliku
poliinomiaalse méluga oraakliga Turingi masinaga, mis kasutab
oraaklit A.

. Ilmselt P? = P, kuna meil on oraakli vastused koik ette teada.
Kui 4 € P, siis vastavalt teoreemile 18.3 A <% 0 ja 0 < A,
seega PA =P? = P.

O

Teoreem 18.5. Iga keelte klassi K korral NPP" = NPK,

Tdestus. Kuna K C PX  siis NPP© > NPK. Teistpidi sisalduvuse

toestamiseks olgu B € NPP™. Sel juhul leidub selline keel D € P¥,
et B € NP Jirelikult leiduvad keel A € K, poliinomiaalses ajas
tootav deterministlik oraakliga Turingi masin M; ja poliinomiaalses
ajas tootav mittedeterministlik oraakliga Turingi masin M, nii, et
D = L(M{") ja B = L(MP). Olgu M mittedeterministlik oraakliga
Turingi masin, mis té6tab jargmiselt:

input x
loop
simuleeri masina M> arvutust sonal z kuni ta
peatub voi pooérdub oraakli poole
if M, peatub then
exit loop
else
olgu w sona M- oraaklilindil
simuleeri masina M; koos oraakliga A arvutust
sonal w
if masin M; aktsepteerib w then
vota masina M olekuks gyes
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else
vota masina M olekuks ¢y,
fi
fi
end loop
if masin M, aktsepteerib then accept else reject
end

Kerge on niha, et M té6tab poliinomiaalses ajas ja L(M4) = B.
Seega B € NP¥. O
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19. Poliinomiaalne hierarhia

Selleks, et tildistada eelmise peatiiki tulemusi, defineerime kolm
keeleklasside peret: ©F, IIF, AP

»h=1uf=AF =P,

Sf, = NP

P _ P
Iy = coXpiq,
P _ px?f
Apyy =P

Defineerime poliinomiaalse hierarhia

PH = G D
k=0

Teoreemi 18.4 p.3 viidab, et on iikskoik, kas kasutada oraaklina
keelt L voi selle tiiendit L°. Seetottu saame laiendada keerukusklas-
side madranguid:

$F,, = NP¥ = NP

P DS Iy
Ak+1 - P ko= P k-,
Edaspidi kasutame toestustes oraaklina keelt klassist ©F voi I1] vas-
tavalt vajadusele.

Teoreem 19.1. P UIlY C Aerl C Zerl

nng,,.
Toestus. Olgu L € Ef U Hf. Konstrueerime Turingi masina
M (x): if x € L then accept else reject fi.
M on deterministlik poliinomiaalses ajas tootav Turingi masin
oraakliga klassist 2’ voi I1Z, mis aktsepteerib keele L. Seega L € Af;l.
Kui A € Af,,, siis leidub deterministlik poliinomiaalses ajas t56-
tav oraakliga Turingi masin M ja keel B € $F nii, et A = L(MP).
Kuna deterministlik Turingi masin on erijuht mittedeterministlikust,

siis A € $f,,. Kuna A, = coAf,, (teoreem 18.4 p.4.), siis
Ace AL |, seega A° € ¥, | ning A € I, ;. O
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Teoreem 19.2. (Polinomiaalse hierarhia alternatiivne definit-
sioon,).

(1) L € 2P & 34 € P ja poliinoom p, nii et
z € L& (3y1)(Vy2)-(Qryr) (2, y1, -, yi) € Al
kus |y;| <p(|z]) 1 <i<k.

(2) L eI} < 34 € P ja polinoom p, nii et

kus lyi| < p(lz]) 1 <i < k.

Toestus. Tdestame induktsiooniga k jéargi.

Baas: k = 0, kvantoreid pole, midagi pole toestada.

Samm: = (1) L € XF, definitsiooni kohaselt AL; € £F | ja mit-
tedeterministlik Turingi masin N7 oraakliga L1, mis tuvastab keelt L

poliinomiaalses ajas. Olgu q(n) poliinomiaalne NT** sammude arvu
toke, siis NTL1(z) arvutustee on ¢(|z|)?. Defineerime 6 keelt:

1) (z,w) € A} & w on NTL1(z) arvutustee, mis 15peb olekus g,.

2) (u,v) € Ay & u = (u1,...,up,), v = (v1,...,vp,) iga i,j jaoks
Uj; 75 Vj.

3) (z,w,u) € A3 & u = (uy,...,up, ) on oraaklilt kiisitavate sonade
jada, mille jaoks NTL1(x) arvutustee w jétkub “yes” vastuse jirgi.

4) (z,w,v) € Ay & v = (v1,...,vp,) on oraaklilt kiisitavate sonade
jada, mille jaoks NTL1(x) arvutustee w jétkub "no” vastuse jirgi.

5) u€ As & u = (uy,...,up,) jau; € Ly iga i jaoks.
6) ve A < v=(v1,...,0p,) ja v; € Ly iga i jaoks.

Keeled Ay, ..., A4 on poliinomiaalses ajas tuvastatavad. Koondame
keelde A keelte Ay, ..., Ay poolt viljendatavad tingimused:

(z,w,u,v) € A &
& (z,w) € Ay & (u,v) € Ay & (z,w,u) € Az & (z,w,v) € Ay.
Siis
z € L& (FHw,u,v)[{z,w,u,v) € A& uc A; & v € Agl.
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Induktsiooni hiipoteesi kohaselt leidub keel B; € P ja poliinoom rq,
nii et

u€E A; & (Elzl)(Vzg)...(Qk,lzk,l)[(u,zl,zg, ...,Zk71> S Bl],
kus |z;] < ri(Ju|) (1 <4 < k—1). Sarnaselt leidub keel B, € P ja
poliinoom 75, nii et

vE A & (Ywr)(Fws)...(Qrwy)[{v, ws,ws, ...,wr) € Bs,

kus |w;| < r2(Jv]) (2 < @ < k). Kasutades kvantorite sulgude ette
toomise reegleid, saame
rel &

& (Hw,u,0))(F21)(Vaz) (Vws) (F23) (Fws)...(Qe—126—1) (Qrwi)
[(z,w,u,vy € A& (u,z1, ..., 21,—1) € By & (v, wa, ..., w;) € Bs]

& (Hw,u,v,21))(V(z2, w2)) (I3, w3))..(Qr—1(2k—1, Wk 1)) (Qrwr)
[(z,w,u,v) € A& (u,21,...,2,_1) € By & (v, wa,...,w;) € By].

Teoreemi viiide (2) toestatakse analoogiliselt.
< Oletame, et leidub keel A € P ja poliinoom p, nii et

z€L & (Fy1)My2)-(Qryr)[{z,y1, .-, yx) € A],

kus |yi| < p(|z]) iga 1 < i < k. Defineerime keele C:

C= {<$7y1> : (vyZ)(Qkyk)Kw;yl; "'7yk> € A]}7

siis € L & (Jy1)[(z,y1) € C]. Hiipoteesi kohaselt C € I} |
Konstrueerime mittedeterministliku Turingi masina oraakliga C', mis
tuvastab keele L:

input x;
Guess y; : |y1| < p(|z])
if (x,y1) € C then accept
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20. Poliinomiaalse hierarhia omadused

Olgu f(x1,...,z,) Boole’i funktsioon ja f,, ning fz, n—1 muutu-
ja funktsioonid, mis on saadud funktsioonist f muutuja z; viirtuse
fikseerimisel konstantidega 1 ja 0. Tdhistame

(axi)f(xla"'axn) = f.tz VfTia

(V.’L'i)f(ilfl, AN ,;L'n) = le & ffi.

Kvantorite tdhendus on téipselt sama, mis predikaatarvutuses, sest
Boole’i funktsioon on olemuselt predikaat kahe elemendilises indiviidi-
de piirkonnas. Kui me kasutame kvantorploki mojupiirkonnas olevate
Boole’i funktsioonide esitamiseks lausearvutuse valemeid, on tegemist
kvantoritega Boole’s valemitega ehk lithemalt kvantorvalemiga.

Kvantorvalem on kinnine, kui kéik muutujad on seotud kvantori-
tega. Kinnine kvantorvalem esitab 0 muutuja Boole’i funktsiooni, s.t.
see on konstantne Boole’i funktsioon 0 voi 1. Defineerime kaks keelt,
mis on seotud kvantorvalemi moistega.

@BF (Quantified Boolean Formula).
Antud: kvantorvalem (Q1z1) ... (Qnzn)F(z1,...,2y).
Omadus: (Q121) ... (Qnep)F(z1,...,2,) = 1.

Boole’i valemi F(zxy,...,z,) muutujate hulga X = {z1,...,2,}
tikkeldus X7, ..., X on hulga X alamhulkade siisteem, mille jaoks on
tdidetud tingimused:

2)XiﬂXj:®,1<i<j<k,
3) Uk, X; = X.

Tiikeldades muutujate hulga X k plokiks saame defineerida keele:

kQBF

Antud: kvantorvalem (1 X1)(Q2X2)...(Qr Xi)F(x1, ..., x,), mil-
les X1, ..., X} on muutujate hulga {z1,...,z,} tiikeldus ja @1, ..., Qk
on vahelduv kvantorjada.

Omadus: (Q1X1)(Q2X2)...(QrXk)F(z1,...,z,) = 1.
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Niide F = ((zVy) = (T&y&zVu)). Koostame toevidrtustabeli

x y z ulaVy|—=>|z&y&kz Vu
0 0 0 O 0 1 0

0 0 0 1 0 1 0 1
0 0 1 0 0 1 0 0
0 0 1 1 0 1 0 1
0 1 0 0 1 0 0 0
0 1 0 1 1 1 0 1
0 1 1 O 1 1 1 1
0 1 1 1 1 1 1 1
1 0 0 0 1 0 0 0
1 0 0 1 1 1 0 1
1 0 1 0 1 0 0 0
1 0 1 1 1 1 0 1
1 1 0 0 1 0 0 0
1 1 0 1 1 1 0 1
1 1 1 0 1 0 0 0
1 1 1 1 1 1 0 1

G1 = (3z)(Vy) (32, w) F(z,y,2,u) = 1,
Gy = (3r)(Vy, 2) Fu) F(z,y,2,u) = 1,
Gz = (E':U)(Vy, 2, ’U,)F(:U, Y, %, U’) =0.
Teoreem 20.1. kQBF, mis algab olemasolu kvantoriga on Ekp—
tdielik (ja seega kQBF® on I1E -tdielik).

Toestus. Olgu @; € {0,1}/%i muutujate hulga X; vidrtustus
(1 <i < k). Siis keele kQBF semantika kohaselt

(X)) (VX2)...(Qr X)) F (X1, ..., Xi) € kQBF
siis ja ainult siis, kui

(3071)(V072) - (Qko_zk)[(F(Xl, ...,Xk),o-ﬁ, Ceey &k> S
€ BOOLEANVALUE].

Varasemast teame, et BOOLEANVALUE €P. Siis saame rakendada
teoreemi 19.2 p.1. mille jirgi kuulub keel kQBF klassi Ef.

Olgu NTt1 Turingi masin oraakliga L; € IIY_,. Teoreemi 19.2
toestusest on niha, et iga N1 poolt poliinomiaalses ajas tuvastatav
keel L on poliinomiaalselt taandatav keelele kK QBF, kuna ta teisendab
NTE1(z) arvutused keele k QBF valemiteks. Keel k QBF on seega $F'-
téielik. O
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Teoreem 20.2. Iga k > 1, keele A € Ekp ja poliinoomi q jaoks,
keel B = {x : Jy[(z,y) € A& |y| < q(|z])]} kuulub Klassi TF .

Tdestus. Kuna keel A € X, siis teoreemi 19.2 pohjal leidub keel
L e I} | nii, et (z,y) € A & (32)[(z,y,2) € L]. Sellest jéreldub,et
€ B& Iy, z >)[(z,y,2) € L] ja B e XF. O

Teoreem 20.3. Iga k > 1, keele A € Hf ja poliinoomi q jaoks,
keel B = {x : Vy[(z,y) € A& |y| < q(|=|)]} kuulub klassi IIE .

T&estus. Kuna keel A € IT¥| siis teoreemi 19.2 pohjal leidub keel
L e XF | nii et (z,y) € A& (V2)[(z,y,2) € L]. Sellest jéireldub, et
v € B& (Vy,2)[(z,y,2) € L] ja B €llL. O

Teoreem 20.4. Kui X¥ =TI mingi k > 1 jaoks, siis iga m >k
jaoks kehtib ©f =111 = £,

Tdestus. Toestame induktsiooniga m jargi.

Baas: m = k. ©F =1IF = 5F.

Samm: Oletame, et m > k ja m — 1 jaoks £, =11F | =P,
Votame keele A € XF | teoreemi 19.2 jérgi 3B € IIY | ja poliinoom
p(n), selliselt et © € A & Jy[(z,y) € B], kus |y| < p(Jz|). Indukt-
siooni hiipoteesi kohaselt I1{ _; = Hf ning eelduse pohjal IIF = E,}:.
Seega B € Xf'. Niiiid saame teoreemi 20.2 kohaselt, et A € £, O
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21. Pehouseki teoreem
Olgu f:{0,1}" — {0,1} Boole’i funktsioon ja
(lel)(ann)f(xla :xn)

selle kinnine kvantorvorm, kus @; € {3,V}. Olgu ¢ funktsiooni f
toeste kvantorjadade hulk, s.t.

ar = {Qla---;Qn : (Qlwl)(ann)[f(wlaaxn) = 1]}

Jiargmise teoreemi piistitas hiipoteesina Dan Pehousek uudisgrupis
comp.sci Kohe jargnes toestus Ranan Fraerilt. Ilmselt on tegemist
juhuga, kus hiipoteesi piistitamine on raskem kui selle toestamine.
Tegelikult ei oska keegi leida nimetatud tulemusele méistlikku raken-
dust, kuid tulemus on intrigeeriv. Isegi D. Knuth viitab sellele oma
monograafia "The Art of Computer Programming”neljanda koite ké-
sikirjas.

Teoreem 21.1. Iga muutujate jarjestuse xi,...,x, jaoks
#q5 = #f, kus #qy on hulga g5 voimsus ja #f funktsiooni f toeste
vadrtustuste arv.

Testus. Toestame induktsiooniga n jirgi.
Baas: n = 1. moodustame toevadrtustabeli koigi iheargumendi-
liste funktsioonide jaoks:

X|fo i fo [
00 0 1 1
10 1 0 1

Siit on niha et

Vafo(z) =0 Vafi(z) =0
Jzfo(z) =0 Jzfi(z) =1
Fap =0 =0 | Far, =1 #H =1
Va fy(z) =0 Vi fs(z) =1
Jrfr(z) =1 Jrfs(x) =1
#ap =1#f=1 s =2 #f3 =2

Samm: Oletame, et iga n — 1 muutuja Boole’i funktsiooni jaoks
teoreem kehtib. Olgu f(zy,...,2,) n muutujaga Boole’i funktsioon.
Boole-Shannoni lahutuse jirgi f(z1,...,2,) = (z1&fs,) V (T1& fz,)-
Siis #f(.’I,'l, ,LEn) = #le + #ffl

Olgu @2, ..., Q, suvaline kvantorjada pikkusega n — 1. Vaatleme
ithe muutuja Boole’i funktsiooni (Q2z2) ... (Qnzn)f(z1,za,. .., T,).
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Tahistame  f; = (Qa2x2) ... (Qunxy)f(l,z9,...,2,) ning
fo = (Qax2) ... (Qnxy) f(0,xa,...,x,). Rakendades Boole-Shannoni
lahutust ainsa vaba muutuja 7 jirgi saame

(Q272) ... (Quwn) f(21, 22, ..y 20) = (11&f1) V (T1& fo).

Uurime, milliste kvantori ¢); valikute puhul on valem

(Q121)(Q22) - . . (Qnn) f(w1, T2, ..., 2p)

toene. Kisitleda tuleb nelja voimalust:

1) f1 =0ja fo = 0. Boole-Shannoni lahutusest on niiha, et molemad
valikud (z; < 0 ja z; < 1) annavad tulemuseks nulli. Seega ei saa
niisugust kvantorjada jéitkata nii, et

(Q1z1)(Q272) .. . (Qnzn) f(21, T2, ..., 20)
oleks toene.

2) f1 =1ja fo = 0. Valides z; < 1 muutub Boole-Shannoni lahutuse
esimene term toeseks. Valides 1 < 0 on molemad termid viirad.
Kvantorjada saab jitkata olemasolu kvantoriga.

3) f1 =0ja fo = 1. Analoogiline juhuga 2)

4) fi1 = 1ja fo = 1. Valides z; < 1 on tdene esimene term, va-
lides x; < 0 on toene teine term. Seega iga z; véidrtuse jaoks on
(Qa2x2) ... (Qunxy)f(z1,22,...,2,) toene ning me saame kvantorjada
jatkata nii olemasolu kui tildisuse kvantoriga.

Kokku saame #qy = #qy,, + #4y,, - Induktsiooni hiipoteesi tottu
#4r., = #fei Ja #aps, = #fz,. Arvestades, et

#f(xla 7$n) = #fml + #.ffl

saame teoreemi viite. O

Funktsiooni f toeste kvantorjadade hulka gy voib késitleda Boo-
le’i funktsioonina, kui kodeerida kvantorid hulga {0, 1} elementideks:
3 — 1,V — 0. Koodist kvantori saamiseks kasutame tihistust Q1 = 3
ja Q° =V. Boole’i funktsioone saab alati esitada lausearvutuse vale-
mite abil. Olgu F'(zy,...,z,) lausearvutuse valem, mis esitab Boole’i
funktsiooni f ning Qr(q1,...,qn,) esitagu funktsiooni f toeste kvan-
torjadade Boole’i funktsiooni gy tilaltoodud kodeeringus. Valemi Q) r
teadmine valemi F' jaoks véimaldaks lahendada keele QBF' liikme-
lisuse probleemi poliinomiaalse ajaga valemi @) p pikkusest, kuna on
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teada, et BOOLEANVALUE € P. Kuna keel QBF on tiielik klassis
PSPACEE, siis ei saa tosiselt loota, et onnestuks konstrueerida polii-
nomiaalne algoritm, mis arvutaks suvalise valemi F' jargi valemi Q.
Siiski, osutub et mone valemite alamklassi jaoks on see voimalik.

Teoreem 21.2. Iga Boole’i funktsiooni f € {0,1}" — {0,1}
jaoks on toeste kvantorjadade funktsioon qr monotoonne.

Tdestus. Olgu [ selline et ¢7(f) =1 ja §; = 0. Siis

Q5 21)...(Q% i 1) (Vai) (Q5F @ip1)..(QP ) f (21, ooy ) = L.

Téhistame a = (f,...,08i-1,1,Bit1,.-.,0n), saame seega a < .
Kvantorjadale « vastav valem

(QBI.’L'l)...(QBZ;ILE,'_l)(E'x,')(QBi+1.’L'i+1)...(QB"ZEn)f(.’I}l, ceey .’I,'n)

peab samuti olema toene kvantorite semantika tottu. Siis ka ¢¢(a) =1
ning funktsioon gy on monotoonne. d

Teoreem 21.3. Kui f on monotoonne, siis qr = f.

Tdestus. Olgu f(x1,...,x,) monotoonne. Kui f = 0, siis funkt-
sioonil f ei ole iihtegi toest vadrtustust ega ka {ihtegi toest kvantor-
jada. Juhu f # 0 toestame induktsiooniga viirtustuste jirjestuse <
jargi.

Baas: Kuna f(1,...,1) =1, siis

(Fz1) ... Cen) f(z1,...,20) = 1.

See on aga kvantorjada, mis vastab toesele viidrtustusele (1,...,1).
Samm: Olgu a = (ay,...,q,) vidrtustus, mille jaoks viide keh-
tib, s.t. f(a) =1 ja

Q% x1) ... (Q%xp) f(x1,...,x,) = 1.
Olgu § niisugune véértustus, et f(8) =1 ja § < «, s.t. mingi i jaoks
(I1<ign):
a = (ala"'7ai—1717ai+17"'7an)7
6 = (041,. .. 7ai—1;07ai+1; . ,Oén).
Kuna f(a) =1ja f(8) =1, siis
(@M m1) ..., (@ wi1), (@ zit1)(Q " wn) f(21,. .y 2n) =1
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iga x; jaoks, s.t.

(Qﬁlxl)---(Qﬂ"ﬂfn)f(xl,...,xn) =1. O

Selleks, et rakendada esitatud tulemusi keerukusteoorias, definee-
rime jérgmise keele:

MONOTONE — QBF.
Antud: kvantoritega Boole’i valem

(Qlwl) v (ann)F(wla ce 7wn)7

kus valem F' on CNF, mis ei sisalda eitatud muutujaid.
Omadus: (Q121) ... (Qnz,)F(zy,...,2,) = 1.

Jareldus 21.4. MONOTONE — (QBF €P.
Toestus. Kodeerime kvantorjada @Q1,...,Q, viirtustuseks
q = (q1,...,qn) ja aktsepteerime, kui F'(q) = 1. Kuna ainult po-

sitiivseid literaale sisaldav CNF on monotoonne, siis teoreem 21.3
garanteerib tulemuse Gigsuse. d
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22. Interaktiivsed protokollid

Definitsioon Graafid Go = (V, Ep) ja G1 = (V, E;) on isomorf-
sed (Gg ~ G1), kui leidub permutatsioon 7 hulgal V', et 7(Epy) = E .
Siin 7(Eo) = {{m(x),7(y)} : {z,y} € Eo}.

Defineerime kaks graafide isomorfismiga seotud keelt.

GI (Graph Isomorphism)
Antud: graafid Gy ja G;.
Omadus: Graafid Gy ja G on isomorfsed.

SGI (Subgraph Isomorphism)

Antud: graafid Gy ja G;.

Omadus: Leidub graafi G; alamgraaf G, mis on isomorfne graa-
figa G.

Molemad keeled - GI ja SGI on klassist NP. Esitame mittede-
terministliku tuvastamisalgoritmi keele SGI jaoks.

input graaﬁd GO = (‘/O;EO)aGl = (‘/hEl)
guess V' CV; (|V'| =|W|), vastavus 7 : Vo — V'
check if G' = n(Gy)

Keele GI kohta ei ole teada, et see oleks NP-téielik, ega ka selle
kuulumist klassi P. Kiill aga on keele SGI positsioon lihtsalt tdesta-
tav.

Teoreem 22.1. Keel SGI on NP-tdielik.

Toestus. Taandame keele CLIQUE keelele SGI. Tihistame [-tipu-
list taielikku graafi K. Ilmselt sisaldab graaf G [-tipulist klikki pa-
rajasti siis, kui graafis G; on graafiga K; isomorfne alamgraaf.

O

Graafide isomorfismi probleem voimaldab tagasi tulla keerukus-
klasside NP ja coNP juurde. Nende klasside pohimotteline erine-
vus on selles, et keele L eINP ja sona z jaoks kehtib: kui z € L,
siis leidub poliinomiaalses ajas testitav sertifikaat selle tdendamiseks.
NP-probleemi keerukus seisneb sertifikaadi leidmises, mitte selle tes-
timises. Keele L €coNP liikmelisusel taolist sertifikaati ei ole (kui
NP#coNP).

Niitena meenutame keelt SAT'. Lausearvutuse valem F'(z1, ..., zy)
kuulub keelde SAT, kui leidub viirtustus o = (aq,...,q,) nii,
et F(aq,...,a,) = 1. Vidrtustus « on siin sertifikaadiks. Kui aga
F(zy,...,x,) & SAT, siis taolist poliinnomiaalses ajas testitavat ser-
tifikaati ei ole teada.
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Kujutleme kahte miistifitseeritud persooni: kuningas Artur — po-
liinomiaalse arvutusvéimsusega umbusklik wverifitseerija ning voélur
Merlin — piiramatu arvutusvoimsusega toestaja. Oletame, et Artur
késib Merlinil teha kindlaks, kas valem F' on kehtestatav ning esi-
tada ka veenev toestus. Kui vastus on jaatav, on Merlini {ilesanne
lihtne — ta esitab tOestusena toese vidrtustuse a (mille leidmiseks
piisab eksponentsiaalsest arvutusvoimsusest). Artur saab kontrollida
poliinomiaalse aja jooksul vastuse digsust, arvutades F'(«) vifirtuse.
Kui aga vastus on eitav, siis Artur ei ole véimeline kontrollima,et
F(a) = 0 koigi 2™ viirtustuse jaoks.

Alates aastast 1989 on siiski teada voimalus kontrolliks: interak-
tivsed protokollid (vt. [Bab90]). Kogu teooria on liiga komplitseeritus
k#esolevas opikus esitamiseks, kuid idee selgitamiseks anname inte-
raktiivse protokolli graafide mitteisomorfismi kontrolliks.

Artur: annab Merlinile kaks graafi Go = (V, Ey) ja G1 = (V, Ey).

Merlin: teatab NO (s.t. graafid ei ole isomorfsed).

Artur: valib juhusliku & € {0, 1}, genereerib juhusliku tippude
hulga V' permutatsiooni 7, arvutab graafi G = 7(Gy,) ja saadab sel-
le Merlinile, noudes vastuseks graafi numbrit k, millest ldhtudes ta
arvutas graafi G.

Merlin: if G ~ Gy then [ := 0 else [ := 1 fi. Saadab Arturile
arvu [.

Artur if £ = then accept else reject fi.

Kui graafid ei ole isomorfsed, siis saam Merlin kontrollida, kumba
graafi jargi leidis Artur graafi G ja Artur aktsepteerib toendosusega
1. Kui aga Merlin pettis ja graafid on isomorfsed, siis on Merlinil
voimatu vilja arvutada oiget vastust. Sel juhul liikkkab Artur taga-
si tdendosusega 1/2 ja aktsepteerib (vale otsus!) tdendosusega 1/2.
Viimast toendosust saab teha kuitahes viikeseks, korrates protokol-
li. Toepoolest, korrates protokolli n korda on toenéosus selleks, et
Merlin edastab Arturile 6ige k vordne 1/2™.

Analoogilised interaktiivsed protokollid on teada kuni keerukus-
klassini PSPACE, kuid need on siintoodust oluliselt keerulisemad.
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23. Ulesanded

Ulesanne 1. Leida lausearvutuse valemi
F=@zo{yo2)D(@T&?2)

jaoks funktsioonid F,, Fz, F,, Fy, F. ja Fx.

Ulesanne 2. Testida valemi F' (iilesandest 1) kehtestatavust tabeli-
meetodil ja algoritmi SAT abil.

Ulesanne 3. Leida valemi F (iilesandest 1) disjunktiivne ja konjunk-
tiivne normaalkuju.

Ulesanne 4. Antud on graaf G = (V,E), kus V =1{1,2,3,4,5,6} ja

E = {{1,3}, {1,5}, {2,4}, {2,6}, {3,4}, {3,5}, {3,6}, {4,5}, {4,6},
{5,6}}. Leida graafi G klikkide struktuuri kirjeldavad DNF ja CNF.

Ulesanne 5. Tdestada teoreem 2.2.

Ulesanne 6. Kontrollida valemi
Fi=@Vvy &yVvz)&(zVw)& (wVa) & (uVT)

kehtestatavust algoritmi DPLL abil.
Ulesanne 7. Toestada teoreem 4.2.
Ulesanne 8. Toestada lemma 4.3.

Ulesanne 9. Arvutada elimineerimismeetodi abil valemi F} (iilesan-
dest 6) toeste védrtustuste arv.

Ulesanne 10. Ortogonaliseerida algoritmi Ort abil disjunktipaar:
(xVyVzVa),

(TWVoVw).

Ulesanne 11. Leida algoritmi Ortogonalize abil valemi Fy (iilesan-
dest 6) ortogonaalne konjunktiivne normaalkuju ja tdeste viédrtustus-
te arv.

Ulesanne 12. Leida algoritmi SATO abil valemi F (iilesandest 1)
ortogonaalne DNF ja toeste vidrtustuste arv.

Ulesanne 13. Leida algoritmi DPLLO abil valemi Fy (iilesandest 6)
ortogonaalne CNF ja toeste viidrtustuste arv.

Ulesanne 14. Arvutada algoritmi #DPLL abil valemi F} (iilesandest
6) toeste vidrtustuste arv.

Ulesanne 15. Toestada teoreem 8.3.
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Ulesanne 16. Tdestada jireldus 8.6.
Ulesanne 17. Koostada Moon-Moseri graafi M M (3, 4) klikkide struk-
tuuri kirjeldav CNF.

Ulesanne 18. Koostada Moon-Moseri graafi M klikkide struktuuri
kirjeldav CNF C'F)y, ja rakendada sellele lahendite loendamise elimi-
neerimismeetodit ja algoritme DPLLO ja #DPLL.

Ulesanne 19. Joonistada koik 20 monotoonset kolme muutujaga
Boole’i funktsiooni, virvides kolme moodustajaga Boole’i vorel funkt-
siooni 1-tipud punaseks.

Ulesanne 20. Joonistada koik 20 kolme muutujaga antiahelat, virvi-
des kolme moodustajaga Boole’i vorel funktsiooni 1-tipud punaseks.

Ulesanne 21. Kirjutada iiles nelja muutujaga monotoonseid Boole’i
funktsioone kirjeldav valem My(xo, ..., x15)-

Ulesanne 22. Kirjutada iiles nelja muutujaga antiahelaid kirjeldav
valem A4(zo,...,Z15).

Ulesanne 23. Aritmetiseerida lausearvutuse valem F (iilesandest
1), kasutades Kisielewiczi teoreemi toestuses(teoreem 9.3) esitatud
meetodit.

Ulesanne 24. Arvutada Kisielewiczi teoreemis kasutatud valemi abil
arvu 27357 kaheksas kahendkoht (parempoolseim bitt on number 0).
Kontrollida tulemust, teisendades arv kahendsiisteemi.

Ulesanne 25. Arvutada algoritmi #DPLL abil monotoonseid kolme
muutuja funktsioone kirjeldava valemi Mj toeste vadrtustuste arv.

Ulesanne 26. Teisendada CNF
F=(@VyVuVoVzVw) & (TVZ)&(TVuVzVw) & (z)

ekvivalentseks 3CNF-ks.
Ulesanne 27. Leida valemi  ® y © u @ v minimaalne DNF ja CNF.

Ulesanne 28. Leida valemi F (iilesandest 1) jaoks samaaegselt keh-
testatav konjunktiivne normaalkuju, kasutades poliinomiaalse taan-
damise SAT <P CNF — SAT (teoreem 11.5) algoritmi.

Ulesanne 29. Leida graafi G (iilesandest 4) koik klikid, sdltumatud
hulgad ja tippude katted.

Ulesanne 30. Leida DNF | mis viiljendab antud graafi sdltumatute
hulkade struktuuri. Toestada selle digsust (analoog teoreemile 2.1).

Ulesanne 31. Leida CNF |, mis viiljendab antud graafi soltumatute
hulkade struktuuri. Téestada selle Gigsust (analoog teoreemile 2.2).
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Ulesanne 32. Leida DNF , mis viiljendab antud graafi tippude katete
struktuuri. Toestada selle digsust (analoog teoreemile 2.1).

Ulesanne 33. Leida CNF , mis viiljendab antud graafi tippude katete
struktuuri. Toestada selle digsust (analoog teoreemile 2.2).

Ulesanne 34. Antud on 3CNF F; = (ZVyV2) & (2VyVu) & (yVzVa).
Konstrueerida sellele vastav tippude katte graaf vastavalt taandami-
sele 3SCNF — SAT <l VERTEX — COV ER teoreemist 12.3.

Ulesanne 35. Toestada teoreem 12.4.
Ulesanne 36. Toestada, et ([n%]) on eksponentsiaalses soltuvuses
arvust n. Soovitus: kasutage Stirlingi valemit n! ~ / 27m?—:.

Ulesanne 37. Toestada, et valemi Fg (211, ...,Tk,) (teoreem 12.4)
pikkus on poliinomiaalses séltuvuses graafi G' tippude arvust.

Ulesanne 38. Rakendada teoreemi 12.4 konstruktsiooni graafile

Gy = ({1: 273}7 {{17 2}7 {173}}):

vottes k = 2.
Ulesanne 39. Toestada, et disjunkt kujul

ZIV.. VT Vi V...V
on samavairne valemiga
(r1&...&z,) Dy V... V).
Ulesanne 40. Toestada, et Cook-Levini teoreemis 13.1 punktides

1-8 konstrueeritud CNF pikkus on O(p(n)?).

Ulesanne 41. Konstrueerida graafi G; ja tippude katte konstandi
k = 2 jaoks Hamiltoni tsiikli graaf vastavalt teoreemi 14.1 toestuses
antud konstruktsioonile.

Ulesanne 42. Toestada, et 20N F—SAT ja2—COLOURABILITY
on poliinomiaalselt ekvivalentsed.

Ulesanne 43. Konstrueerida valemi (z VyV 2) & (z V7V 2) jirgi
kolmemootmeline sobitusiilesanne vastavalt teoreemi 16.1 konstrukt-
sioonile.
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Ulesanne 44. Tteratsioonivaba regulaaravaldis (IRA) tihestikus A = {0,1}
defineeritakse jargmiselt:
1° 0 ja 1 on IRA.
2° Kui a ja b on IRA-d, siis on IRA ka (a V b) ja (ab).
Olgu r IRA. Keel L(r) defineeritakse jirgmiselt:
1° L(0) = {0}.
2° L(1) = {1}.
3° Kui a ja b on IRA, siis L(a V b) = L(a) U L(b).
4° Kui a ja b on IRA, siis L(ab) = {zy : « € L(a) &y € L(b)}.
Defineerime keele:

nIRA

Antud: IRA r ja naturaalarv n.

Omadus: L(r) N A® = A", s.t. kas regulaaravaldis r genereerib
koik tdhestiku A sonad pikkusega n?

Toestada, et keel nIRA on coNP-tiielik.
Soovitus: taandada keel TAUT keelele nIRA.

Ulesanne 45. Arvutada kvantoritega Boole’i valemi
(Vo) By) (V2)[z D (¥ @ 2)]

vaartus.

Ulesanne 46. Leida valemi
(zVy &yVz)&(zVu)

koik toesed kvantorjadad.
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