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Sissejuhatus

Kaéesolev magistritoé on moéeldud kasutamiseks oppematerjalina iiliopilaste-
le. Loomulikult, materjali ei ole keelatud lugeda ka teistel huvilistel. Antud
t60s uurime algebraliste vorrandite lahendamise voimalikkust radikaalides.
See kiisimus koitis matemaatikute tdhelepanu sajandeid kui mitte aastatu-
handeid. Nagu on praeguseks teada, mitte koiki vorrandeid ei ole voima-
lik lahendada radikaalides. See sai 1oplikult selgeks 19. sajandil ning seda
kiillaltki “uudsel” moel selles mottes, et toestamisel kasutati tolleks ajaks
veel vihe teada olnud matemaatilist aparatuuri, millist aparatuuri kutsutakse
tanapéeval rithmateooriaks ning mille areng hoogustuski just ténu vorrandite
radikaalides lahenduvuse kiisimuse lahendamisele. Vaadeldavale probleemile
ammendava vastuse andis seejuures noor keskkoolist tulnud prantsuse ko-
danik — Evariste Galois, kelle sellekohane t66 avastati maailma jaoks alles
moned aastad peale tema surma.

Lugedes selle probleemi lahendamisega seotud ajaloolist tausta ning Ga-
lois’ elukéiku, tekkis t66 autoril huvi vaadeldava probleemi ja eriti selle lahen-
duse vastu. See on ka pohjus, miks kdesolev 6ppematerjal sai kirjutatud. Nagu
varem juba 6eldud, arenes selle probleemi lahendamise ideest vilja praegu-
seks kiillaltki oluline algebra haru — rithmateooria. Uhtlasi hakkas tekkima ka
kaasaegne abstraktne matemaatika. Seepérast peab autor seda teemat omale
véga hésti sobivaks.

T66 on jaotatud kolme suuremasse peatiikki — rithmateooria elemente,
korpuseteooria elemente, Galois’ teooria. Peaeesmérgiks on anda kompleksar-
vuliste kordajatega algebralise vorrandi radikaalides lahenduvuse kriteerium
ning nédidata seda kriteeriumi kasutades, et leidub viienda astme vérrand, mis
ei ole lahenduv radikaalides. Oppematerjali on sisse arvatud ka méned harju-
tusiilesanded koos vastustega, et lugeja voiks materjali paremini omandada.
To66 alguses on toodud ka vorrandite lahendamise ajaloolist kiilge tutvustav
sissejuhatav peatiikk.

Esimene ja teine peatiikk on “eelt66” viimase kolmanda peatiiki moist-
miseks. St, viimases peatiikis on meil vaja teada moningaid tulemusi rithmade
ja korpuste kohta. Kuna koiki vajaminevaid teadmisi mainitud algebraliste
struktuuride kohta ei ole voimalik leida kasutusel olevatest eestikeelsetest al-
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gebra opikutest ning meie késitlus on ka veidi erinev, siis oli moistlik need
kaks peatiikki siia oppematerjali sisse arvata.

Viimases ning iihtlasi ka koige pikemas peatiikis arendame vilja teooria
vorrandite radikaalides lahenduvuse probleemi lahendamiseks. Selles peatiikis
anname kompleksarvuliste kordajatega algebralise vorrandi radikaalides la-
henduvuse kriteeriumi ning néditame seda kriteeriumi kasutades, et viienda
astme vorrand 2% — 62 + 3 = 0 ei ole lahenduv radikaalides. Peatiikki alusta-
me teooria sissejuhatava osaga, kus tutvume Joseph Louis Lagrange’i ideega
vorrandite lahendamiseks ning seejérel Galois’ “edasiarendustega” Lagran-
ge’i ideest. See annab meile hea ettevalmistuse teooria moistmiseks.

Peaaegu kogu t66 ulatuses (vélja arvatud punkt 3.1.1, kus vaatame vorran-
deid abstraktsemalt) piirdume kompleksarvuliste kordajatega vorrandite
vaatlemisega. See tdhendab {ihtlasi ka seda, et me t60s enamasti ei mai-
ni, et K on korpuse C alamkorpus vo6i, et R on ringi C alamring. Kirjutame
lihtsalt, et K on korpus ning R on ring ja moistame selle all, et K on korpuse
C alamkorpus ning, et R on ringi C alamring.

T66 kirjutamisel on peamiselt tuginenud Coventry linnas (asub Suurbri-
tannias Inglismaal) asuva Warwicki iilikooli professori Tan Stewarti opikule
[7]. To0s ei ole sellele dpikule eraldi viidanud (vélja arvatud mones kohas, kus
see tundus vajalikuna). Olgu siiski mainitud, et enamikud mainitud 6pikus
toodud toestused on suurema selguse huvides kdesolevas kraaditoos “lahti”
kirjutatud ning monda toestust on ka muudetud. Mainitud 6pikust périneb
seejuures ka ajalooga seotud informatsioon ning enamik harjutusiilesandeid
(moned harjutusiilesanded périnevad opikust [1]). Professor Ian Stewart an-
dis seejuures isikliku nousoleku oma opiku kasutamiseks antud t66 kirju-
tamisel. Kasulikku abimaterjali on t66 autor leidnud ka professor Kangro
opikust [1]. Mainitud &pikule tuginevad lausete 1.1.7, 2.1.5, 2.1.10 ning teo-
reemi 3.3.13 piisavuse osa toestused. Ka viimatimainitud opikule ei ole t66s
eraldi viidatud. Alapunkti 3.1.2 materjali koos toestustega on t66 autor aga
ise tuletanud.
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Ajalooline sissejuhatus

Erinevalt matemaatikast, mida voib enamikel juhtudel téaiesti usaldada ning
veel enam, ise veenduda teoreemide ja valemite korrektsuses, ei saa ajaloo
iileskirjutust alati usaldada. See téhendab, tegelikke minevikus toimunud
stindmusi vo6ib olla varjatud ning kirja on pandud siindmusi moonutav tekst
voi hoopis midagi, mida ei ole toimunud. Ajaloolise tausta kaasamine kées-
olevasse t00sse on siiski asjakohane, sest see aitab nédha tekkinud probleeme
algebraliste vorrandite lahendamise kohta. Nagu juba mainitud, ei saa siiski
koiges kirjapandus kindel olla, kuid koik ei tohiks péris vale ka olla.

Algebraliste vorranditega (edaspidi kasutame algebralise vorrandi ase-
mel lihtsalt sona vorrand) tegeldi juba XVII sajandil e.Kr Babiiloonias,
kus moned preestrid voi matemaatikud tootasid vélja, kuidas lahendada
ruutvorrandit. Nemad, voi moned nende 6pilased, graveerisid selle savitahv-
litele. Mdoned sellised savitahvlid (lisaks savitahvlitele, milledel on néiteks
maksukogumise andmed ja planeet Jupiteri liikumised iiles tdhendatud) on
sdilinud ténapédevani (vt Joonis 1).

Joonis 1: Babiiloonia savitahvel Pythagorase arvudega.

On leitud Babiiloonia savitahvel aastast umbes 1600 e.Kr, mis sisaldab



aritmeetilisi probleeme, mis taanduvad ruutvorrandi lahendamisele. Tabel
annab tunnistust, et babiiloonlased omasid {ildisi meetodeid ruutvorrandi-
te lahendamiseks, kuigi neil ei olnud mingit algebralist tdhistusviisi, mille-
ga viljendada oma lahendusskeemi. Babiiloonlased kasutasid arvude kuue-
kiimnendsiisteemi nii, et néiteks stimbolid 7,4, 0; 3, 11 tahistasid arvu

7.60% +4-60+0-60+ 360" +11- 60~ = 25440t
3600

1930. aastal teatas teadusajaloolane Otto Neugebauer, et moned koige
antiiksemad Babiiloonia probleemtahvlid sisaldasid meetodeid ruutvoérran-
di lahendamiseks (digemini iihe reaalarvulise lahendi leidmiseks). Uks tabel
sisaldas néiteks sellist probleemi: leida ruudu kiilg kui on teada, et ruudu
pindala ja iihe kiilje vahe on 14,30. Arvestades, et arvule 14,30 vastab
kiimnendsiisteemis arv 870, voime selle probleemi formuleerida kui ruutvor-
randi

22 — 1 =870

ithe positiivse lahendi leidmisena. Babiiloonlaste lahendus oli jargmine:

Vota 1-st pool, mis on 0; 30, ning korruta arv 0; 30 arvuga 0; 30.
Tulemuseks saad 0; 15. Liida sellele 14, 30, saad 14, 30; 15. See on
arvu 29; 30 ruut. Niiiid liida 0; 30 arvule 29; 30. Saad 30, mis on
ruudu kiilg.

Kuigi tegemist on iithe konkreetse néitega, on see esitatud nii, et voime selle
iildistada iildisele juhule, mis oligi ilmselt Babiiloonia “kirjatundja” eesmérk.
Téanapéevast kirjapilti kasutades avaldub otsitav ruudu kiilje pikkus = kujul
x = +v/a+0.25+ 0.5 , mille asendamisel vorrandisse 22 — x = a saamegi sa-
masuse. See valem on sarnane tdnapéeval kasutatava ruutvorrandi lahenda-
mise valemiga iihe lahendi leidmiseks.

Antiikkreeklased seevastu lahendasid ruutvorrandeid geomeetrilisi konst-
ruktsioone kasutades. Kreeklastel olid samuti meetodid kuupvorrandite la-
hendamiseks, mis sisaldasid koonuste loikepunktide leidmist. Siiski, algebra-
lisi lahendusmeetodeid kreeklastelt kuupvorrandi jaoks ei ole teada.

Renessansiaja matemaatikud Bolognas Itaalias avastasid, et kuupvorran-
di saab taandada kolmele pohitiiiibile: 2%+ pr =¢q, 2*=pr+q ja
2% + ¢ = px, kus p ja g on positiivsed reaalarvud. Nad eristasid neid kol-
me pohitiiiipi, sest nad ei tunnistanud negatiivseid arve. On arvatud (al-
likas [7], 1k xix), et Scipio del Ferro lahendas &ra koik kolm tiitipi. Uudi-
sed sellest lidksid liikvele ning teised proovisid samuti kuupvorrandit &dra
lahendada. Kuupvorrandi lahendusvalemid avastas uuesti Niccolo Fontana
(hiiidnimega Tartaglia, “Kokutaja”) 1535. aastal. 1545. aastal ilmus Giro-
lamo Cardano teos “Ars Magna”, kus on toodud pohjalik késitlus Fontana
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kuupvorrandi lahendamise ideest. Teos sisaldas ka meetodit — tdnu Cardano
opilasele Ludovico Ferrarile — 4. astme vorrandi lahendamiseks selle taan-
damisel kuupvorrandile. Koéik leitud valemid sisaldasid iiht huvipakkuvat
tahelepanekut, mida voib illustreerida Fontana lahendivalemiga kuupvorran-
di 23 + px = ¢ jaoks:

sl ¢ P 8 q P ¢
x_\/2+\/27+4+\/2 o7 T

Selline esitus, nimetatud “Cardano valemiks”, esitub kordajate p ja ¢ kordu-
va liitmise, lahutamise, korrutamise, jagamise ning juurimise kaudu. Selline
esitusviis sai tuntuks kui “lahendus radikaalides”.

Kuna koik vorrandid, mille aste on vdiksem kui 5, said niiiid lahenda-
tud, tekkis loomulik kiisimus, kuidas lahendada 5. astme vorrandit radi-
kaalides. Tuntud matemaatikul Leonhard Euleril ei onnestunud lahendada
5. astme vorrandit, kuid ta leidis uued meetodid 4. astme vorrandi jaoks,
millised leidis ka Etienne Bézout 1765. aastal. Joseph-Louis Lagrange astus
suure sammu edasi oma aastail 1770-1771 esitatud to6s “Réflexions sur la
résolution algébrique des équations”, kus ta iithendas koik erinevad seni ka-
sutatud meetodid vorrandite, mille aste on véiksem kui 5, lahendamiseks.
Ta naitas, et nad koik soltuvad poliinoomide leidmisest vorrandi lahendi-
test, mis jadvad muutumatuks teatavate vorrandi lahendite permuteerimisel.
Lagrange néitas, et selline lihenemine ebadnnestub kui vaadelda 5. astme
vorrandit. See ei toestanud veel, et 5. astme vorrand ei ole lahenduv radi-
kaalides, sest teistsugused meetodid voivad onnestuda. Kuid sellise iildise
meetodi ebadnnestumine oli huvipakkuv.

Uldine arvamus, et 5. astme vorrand ei ole lahenduv radikaalides, oli
niitid ohus. Paolo Ruffini esitas 18. sajandi lopul ja 19. sajandi algul to6id
(mis olid seejuures kiillaltki mahukad), milledes tal 16puks 6nnestus néidata,
et iildine 5. astme vorrand (vt definitsioon 3.1.1 lehekiiljel 54) ei ole lahenduv
radikaalides. T'Gestus ei olnud siiski piisavalt téielik, st, sisaldas {iht puudust.
Selle puuduse suutis 1824. aastal korvaldada Niels Henrik Abel. Abeli t66 oli
pikk ja sisaldas véikest viga, mis kiill ei tiihistanud ta toestust.

Uldine 5. astme vorrand oli seega radikaalides mittelahenduv, kuid méned
konkreetsed 5. astme vorrandid voisid siiski olla lahenduvad. Abelil 6nnes-
tus leida mitmesuguseid meetodeid teatud kujul olevate 5. astme vorrandite
lahendamiseks — iga vorrandi kuju jaoks erinev lahendivalem. Uus kiisimus
oli niiiid seega ohus: otsustada, kas moni konkreetne 5. astme vorrand on
radikaalides lahenduv. Abel tootas selle kiisimuse kallal just enne seda kui ta
suri tuberkuloosi 1829. aastal.

1832. aastal tapeti noor (20 aastane) prantsuse matemaatik Evariste Ga-
lois duellil. Ta oli tegelenud vorrandite radikaalides lahenduvuse kiisimusega,
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olles seejuures esitanud 3 t66d Pariisi Teaduste Akadeemiale oma sellekohaste
uurimuste kohta. Need t60d tema eluajal teatud pohjustel kiill tunnustust ei
leidnud ning Galois” uurimused tundusid olevat maailmale kadunud. Siiski, 4.
juulil 1843, poordus Joseph Liouville Akadeemia poole. Ta alustas jéargnevate
sonadega:

“Ma loodan poiorata Akadeemia tihelepanu tésiasjale, et Evariste
Galois’ téode seas olen ma leidnud lahenduse, nii tdipse kui olla
saab, sellisele ilusale probleemile: kas leidub voi matte lahendus
radikaalides...”
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Peatiikk 1

Riihmateooria elemente

Algebraliste vorrandite radikaalides lahendamise uurimisel on meile abiks
rithmateooria “vahendid”. Rithmateooria, kui iiks algebra valdkond, saigi te-
gelikult alguse seoses algebraliste vorrandite lahendamise kiisimuse uurimi-
sega. Seepérast on meil enne korgema astme vorrandite radikaalides lahen-
duvuse kiisimuse uurimist vajalik teada moningaid tulemusi rithmateooria
valdkonnast.

Eeldame jérgnevas, et lugeja on tuttav pohiliste rithmade kohta kéivate
moistete ja tulemustega nagu néiteks rithm, alamrithm, rithma jark, riithma
elemendi jark, faktorriihm, isomorfism, homomorfism, normaaljagaja ehk
normaalne alamrithm, Lagrange’i teoreem ja rithmade homomorfismiteoreem.
Samuti eeldame arvuteooria pohiliste tulemuste tundmist. Loetletud moiste-
tega voib tutvuda néiteks nii opikute [2], [4], [5] kui ka loengukonspekti [6]
abil.

1.1 Swubstitutsioonide rithmad

Meenutame, et substitutsiooniks n-elemendilisel (n € N) hulgal nimetatakse
mistahes bijektiivset kujutust sellel hulgal (vt [5], Ik 122, definitsioon 4.3.9).
Téhistades vaadeldava hulga elemente vastavalt arvudega 1, 2, ..., n, voime
substitutsiooni s esitada kujul

1 2 ... n
S_(sl S9 ... Sn)’ (1.1)

S1 S2 ... Sp

kus

on arvude 1, 2, ..., n teatav iimberjérjestus ehk permutatsioon. Sellise téhis-
tusviisi korral loeme, et néiteks element, mis on tahistatud arvuga 1, teiseneb



substitutsiooni s toimel elemendiks, mis on téhistatud arvuga s;. Koigi subs-
titutsioonide hulka n elemendist (n-elemendilisel hulgal) téhistame jargnevalt
stimboliga S,,.

Mérgime, et substitutsiooni 1.1 voime esitada ka teisiti, st selliselt, kus
tema esimese rea elemendid 1, 2, ..., n on esitatud mingis teises jérjekorras.
Tingimuseks aga jaéb siiski, et arvule 1 vastab alumises reas samal kohal arv
s1, arvule 2 vastab alumises reas samal kohal arv ss jne.

Naiide 1.1.1. Substitutsioonide hulk S3 koosneb jérgnevatest elementidest:
1 2 3 1 3 1 2 3
1 2 3)”7 1 2) 7 21 3)7
1 2 3 1 3 1 2 3
2 3 1)° 3 2) 7 3 2 1)°
Seejuures, vastavalt eeldeldule,
1 2 3\ (1 3 2\ (2
312/ \32 1) \1
(2 3 1\ (3 1 2\ [3
~\1 23/ \2 3 1) \2
Definitsioon 1.1.2. Substitutsioonide r,s € S,, kus
T:<sl Sy ... sn)’ 3:(1 2 ... n>7 (1.2)
Tsy, Tsy «-. Ts, S1 S2 ... Sp

korrutiseks nimetame substitutsiooni

1 2 ... n
TS—(TSI S Tsn)' (1.3)

Lause 1.1.3. Substitutsioonide hulk S,, osutub substitutsioonide korrutamise
suhtes rihmaks.

— N W N

— N W
DN W
N——
I

Toestus. Definitsiooni 1.1.2 pohjal on kahe substitutsiooni r,s € S,,, milli-
sed on antud kujul (1.2), korrutis (1.3) toepoolest substitutsioon, sest kuna
r € S,, siis on arvud 7y, 7s,, ..., 75, paarikaupa erinevad arvud hulgast
{1,2,....,n}.

Olgu niiiid r, s,t € S,, suvalised substitutsioonid kujul

r_(stl Sty .- Stn) s_(tl t2 tn)
- 9 - I
rstl TstQ cee rstn Sty Sty .- St



Siis, iihelt poolt,
(rs)t _ Sty Sty oo Sty tl tg ce tn 1 2
Tsey Tsey -+ Tsiy St, Sty ... S, t1 ty ...
Tsey Tsey -+ Tsiy t1 ta ... Ty Tsyy Ty -+ Ty
Teiselt poolt aga
T(St) . Sty Sty oo Sty tl tQ ce tn 1 2 ... n .
Tsey Tsyy -+ Tsy, Sy, Sty .. St t1 to ... T,
_ (S S o S, 1 2 ... n _ 1 2 ... n
Tsiy Tsiy oo Ty, St, Sty ... St, Tsi, Tsiy - Ty, ’

Seega (rs)t = r(st), mistottu substitutsioonide korrutamine on assotsiatiiv-
ne.
Uhikelemendiks substitutsioonide korrutamise suhtes on substitutsioon

(tthiksubstitutsioon)
o 12 ... n
~\1 2 ....n

(1 2 ... n)

S =

S1 S22 ... Sp

S_l_ S1 S2 ... Sp
~\1 2 ... n)

Seega on toepoolest tegemist rithmaga. O

3

~
3
\/\_/

S

ning substitutsiooni

poordsubstitutsioon on

Definitsioon 1.1.4. Rithma S,,, mis on moodustatud koigi n-elemendiliste
substitutsioonide poolt (n € N), nimetame substitutsioonide rihmaks (n
elemendist).

Osutub, et iga loplik rithm on isomorfne teatava substitutsioonide rithma
alamrithmaga (vt [5], Ik 175, teoreem 6.4.1). Seepérast on meil oluline tunda
just substitutsioonide rithmi.

Definitsioon 1.1.5. Substitutsiooni nimetame tsikliks, kui ta paigutab tea-
tud elemente tsiikliliselt iimber, iilejadnud elemendid jéatab aga paigale. Tsiik-
lit, mis viib elemendi s; elemendiks s5, elemendi sy elemendiks s3, ..., ele-
mendi s; elemendiks sq, tdhistame

(8182 c. Sk) y

ning nimetame seda seejuures k-tsikliks.



Paneme téhele, et tsiikkel on kuni jarjekorra tdpsuseni iiheselt maaratud.

1 2 3 4
2 4 31

on tsiikkel, mille voime esitada ka samavaérsel kujul

Naiide 1.1.6. Substitutsioon

(124) .

Lause 1.1.7. Mistahes substitutsiooni rithmast S,, saab esitada soltumatute
tsiiklite korrutisena, st, selliste tsiiklite korrutisena, mille tileskirjutises ei
ole iihiseid elemente. Seejuures sellises korrutises ei ole soltumatute tsiklite
jarjekord oluline.

Toestus. Olgu
3:(1 2 ... n) (1.4)
S1 S92 ... Sp
suvaline substitutsioon rithmast S,,. Toestuseks tuleb néidata, et substitut-
siooni s saab esitada tsiiklite korrutisena nii, et iga arv 1, 2, ..., n esineb
parajasti iihes tsiiklis.

Paneme téhele, et arv 1 teiseneb substitutsiooni s toimel arvuks s;, arv
s1 omakorda arvuks s,, jne kuni mingil sammul jouame arvuni, mis teiseneb
s toimel arvuks 1 (sest n on 16plik arv ning substitutsiooni 1.4 alumine rida
koosneb paarikaupa erinevatest arvudest hulgast {1,2,...,n}). Sel teel saame

tsiikli
1 51 sg ..
( ! ) > = (15184, -..). (1.5)

S1 Ssl

Otsime niiiid substitutsiooni s iilemises reas sellist arvu a, mis ei esine eralda-
tud tsiiklis (1.5). Kui sellist arvu ei leidu, siis on véide toestatud. Kui selline
arv a aga leidub, siis ta teiseneb s toimel arvuks s,, arv s, omakorda arvuks
s, jne kuni mingil sammul jouame arvuni, mis teiseneb s toimel arvuks a.
Sel teel saame tsiikli

(a S %Lf Q)ZW“S‘S“'”)' (1.6)

Sa  Ssq

Kui oletada, et arvude a, s,, ss,, ... ja arvude 1, sq, S, , ... seas leidub vord-
seid, siis olgu 4,5 € {1,2,...,n} sellised indeksid, et s; = s;, kus s; kuulub
tsiiklisse (1.5) ja s; kuulub tsiiklisse (1.6). Siit jarelduks niiiid, et sy, = s,
kus s, kuulub tsiiklisse (1.5) ja s,; kuulub tsiiklisse (1.6) ning nii edasi lii-
kudes saaksime, et a vordub mingi arvuga tsiiklist (1.5), mis on vastuolus a
valikuga.



Kirjeldatud tsiiklite eraldamise protsessi jdtkame seni, kuni ei leidu enam
arvu b € {1,2,...,n}, mis ei kuuluks iihessegi meie poolt eraldatud tsiiklisse.
Niiiid paneme aga tdhele, et

s=...(asq8s, ---) (15184, --.),

seejuures antud korrutises ei ole tsiiklite korrutamise jarjekord oluline, sest
iga arv 1, 2, ..., n esineb parajasti {ihes tsiiklis. O

Naiide 1.1.8. Esitame substititsiooni

soltumatute tsiiklite korrutisena.

Paneme tédhele, et substitutsiooni s toimel arv 1 teiseneb arvuks 5, arv
5 teiseneb arvuks 2, arv 2 teiseneb arvuks 1, millega sulgub esimene tsiikkel
(152). Teise tsiikli koostamist alustame arvuga 3. Niiiid 3 teiseneb arvuks 8,
arv 8 arvuks 3, millega sulgub teine tsiikkel (38). Kolmandat tsiiklit alustame
arvuga 4. Arv 4 teiseneb arvuks 9, arv 9 arvuks 6 ja arv 6 teiseneb arvuks 4,
millega sulgeb kolmas tsiikkel (496). Jarelejadnud arv 7 moodustab omaette
tsiikli, mille me voime kirjutamata jatta. Seega

s = (496)(38)(152) .

Lause 1.1.9. Iga k-tsikli (s152...5s,) € S, jirk substitutsioonide rihmas S,,
on k.

Toestus. Kui k =1 voi kui k = 2, siis on véide selge. Eeldame seega jargne-
vas, et k>2. Olgu s;, i€{l,2,...,k}, mingi element k-tsiiklis
t=(s182...8k). '

Paneme téhele, et substitutsioon ¢/, kus 7 < k ning 7 > 0, viib elemendi
s; elemendiks s, kus

— arvu ¢ + j jadk jagamisel arvuga k£ kuii+j > k,
i _
J 1+ muul juhul.

Veendume, et sellisel juhul #/ ei ole iithiksubstitutsioon. Selleks piisab niidata,
et sg7 # si, st et i+ j # i. Vaatame kahte juhtu, soltuvalt sellest, kas
i+7>kvoii+j <k

Juhul, kui 7 + j > k, siis tingimuse j < k tottu i + j # i, sest vastasel
juhul peaks ¢ + j = k + i (arvestame, et ¢ < k ja j < k tottu i + j < 2k) ehk
7 = k, mis oleks vastuolus arvu j valikuga.

Kui i+ j < k, siis i + j = 4 + j ning tingimuse j > 0 tottu i + j # i. St
1+ g F# i




Seevastu substitutsioon t* viib elemendi s; selleks samaks elemendiks s;
ning on seetottu iithiksubstitutsioon.
Sellega oleme niidanud, et k-tsiikli ¢ jark rithmas S,, on k. O]

Jareldus 1.1.10. Olgu p algarv. Siis ainsad elemendid rihmas S, jdrguga p
on p-tstiklid.

Toestus. Lause 1.1.9 pohjal on iga p-tsiikli jérk rithmas S, arv p. Olgu s € S,
substitutsioon, mis ei ole p-tsiikkel ega {ihiksubstitutsioon. Lause 1.1.7 pohjal
voime ta esitada soltumatute tsiiklite korrutisena

Sztrtrfl...tl.

Seejuures paneme téhele, et igas tsiiklis ¢;, 7 € {1,2, ..., 7}, on elemente vihem
kui p (sest vastasel juhul oleks s ju p-tsiikkel). Teisisonu, t; on k;-tsiikkel,
kus k; < p (i € {1,2,...,r}). Lause 1.1.9 pohjal on iga k-tsiikli ¢; jark
ki, 1 € {1,2,...,r}. Oletame, et s = e, kus e on iihiksubstitutsioon. Ku-
na s ei ole ithiksubstitutsioon, siis leidub k;-tsiikkel s;, mille jark ei ole 1
(1 € {1,2,...,7}). Meie oletuse s? = e tottu ning kuna soltumatute tsiiklite
t1, ta, ..., t, omavaheline korrutamine on kommutatiivne, siis ka ¢! = e (ar-
vestame, et ka tsiiklid %, j € {1,2,...,7}, on soltumatud). See aga tihendab,
et k; | p (vt [6], Ik 28, lemma 7.3), mis on vastuoluline, sest p on algarv ning
1 < k; < p. Seega substitutsiooni s jark ei saa olla p. O

Definitsioon 1.1.11. Substitutsiooni s € S,, nimetame transpositsiooniks,
kui ta esitub soltumatute tsiiklite korrutisena kujul

s = (i),
kus 7,7 € {1,2,....,n}, i # j.
Definitsioon 1.1.12. Olgu permutatsioonis
51 82 ... S8j ... S ... Sy

arv s; suurem arvust s;. Sellisel juhul {itleme, et arvud s; ja s; moodustavad
vaadeldavas permutatsioonis inversioons.

Kui inversioonide koguarv permutatsioonis on paarisarv, siis nimetame
permutatsiooni paarispermutatsiooniks. Vastasel juhul nimetame permutat-
siooni paarituks permutatsiooniks.

Definitsioon 1.1.13. Substitutsiooni s € S,,, mis on antud kujul



nimetame paarissubstitutsiooniks, kui permutatsioonid

ap; Qs ... Qp ja Sa; Say --- Sa

n

on ithesuguse paarsusega. Vastasel juhul nimetame substitutsiooni s paarituks
substitutsiooniks.

Margime, et toodud definitsioon on korrektne, sest iithe ja sama subs-
titutsiooni erinevad esitused on teineteisest saadavad veergude teatava ar-
vu {imberpaigutamiste abil. Kahe veeru iimberpaigutamine tdhendab aga
transpositsiooni teostamist substitutsiooni esituse molemas permutatsioonis.
Transpositsioon aga muudab permutatsiooni paarsust (vt [5], Ik 121, lause
4.3.7).

Esitame niiiid veel moned tulemused substitutsioonide rithmade kohta,

milledest enamikud toome toestuseta (toestused voib leida néiteks opikust
[5], lehekiilgedelt 123 - 125).

Lause 1.1.14. Substitutsoonide rihma S,, jark on n!.

Lause 1.1.15. Kui n > 2, siis rihmas S, on paaris ja paarituid substitut-
stoone thepalju.

Lause 1.1.16. Iga transpositsioon on paaritu substitutsioon.

Teoreem 1.1.17. Rihma S, (n > 2) iga substitutsioon on esitatav transpo-
sitstoonide korrutisena.

Lause 1.1.18. Tegurite arv substitutsioon:i esituses transpositsioonide kor-
rutisena on sama paarsusega kui substitutsioon ise.

Lause 1.1.19. Rihma S, alamhulk, mis koosneb koigist paarissubstitutsioo-
nidest, on rihma S, alamrihm.

Toestus. Olgu s ja t kaks paarissubstitutsiooni. Lause 1.1.18 pohjal on s ja t
esituses transpositsioonide korrutisena transpositsioone paarisarv. Siis aga ka
korrutis st sisaldab paarisarvu transpositsioone ning on seetéttu paarissubsti-
tutsioon. Veendume niiiid, et suvalise paarissubstitutsiooni s podrdsubstitut-
sioon s~! on paarissubstitutsioon. Oletame, et s~! on paaritu substitutsioon.
Olgu s ja s~! esitatud transpositsioonide korrutisena. Siis s esituses on trans-
positsioone paarisarv ja s~! esituses paaritu arv. Korrutis ss~! sisaldab seega
paaritu arv transpositsioone ning seepérast peaks iihiksubstitutsioon e ole-
ma paaritu substitutsioon. See oleks vastuoluline, mistottu s=! peab olema
paarissubstitutsioon. ]

Definitsioon 1.1.20. Riihma S, alamriihma, mis koosneb koigist paaris-
substitutsioonidest, nimetame n-astme alterneeruvaks riihmaks ning téhista-
me A,,.

Lause 1.1.21. Riihma A,, jirk on %'
Toestus. Jareldub vahetult lausetest 1.1.14 ja 1.1.15. [



1.2 Lahenduvad ja lihtsad riihmad

Selles punktis teeme koigepealt tutvust lahenduvate rithmadega ning tdesta-
me moned iildtulemused nende rithmade kohta. Lahenduvad rithmad mén-
givad olulist rolli vorrandite radikaalides lahenduvuse teoorias. Tutvume ka
lihtsate rithmadega. Néitame, et alterneeruv rithm A,, on juhul n > 5 lihtne
ning seda tulemust kasutades néitame, et substitutsioonide rithm S,, ei ole
juhul n > 5 lahenduv. Just viimasele faktile tugineme hiljem, kui nditame,
et koik 5. astme vorrandid ei ole lahenduvad radikaalides.

Kui G on rithm ning H on tema normaalne alamrithm ehk normaaljaga-
ja, siis téhistame seda jargnevalt H < G. Rithma G iihikelementi tdhistame
stimboliga 14 voi ka lihtsalt stimboliga 1, kui kontekstist on selge, millise
rithma tihikelementi me silmas peame.

Definitsioon 1.2.1. Riihma G loplikku alamriithmade jada
{1}:GOCG1CCGHZG7

milles sisalduvused on ranged ning G; < G,y iga i € {0,1,...,n — 1} korral,
nimetame rithma G normaaljadaks. Kui G on iiheelemendiline, siis sellisel
juhul ka iiheelemendilist jada {1} = G nimetame rithma G normaaljadaks.

On lihtsasti moistetav, et igas rithmas G leidub normaaljada - néiteks
jada {1} C G. Rithmas G voib leiduda ka mitu normaaljada. Abeli rithma
iga alamriihmade jada on ju normaaljada.

Definitsioon 1.2.2. Utleme, et rihma G normaaljada on saadud teise nor-
maaljada tihendamisel, kui esimene normaaljada on tekkinud nii, et teise
normaaljadasse kuuluvate alamriihmade vahele on paigutatud tédiendavaid
alamriihmi.

Definitsioon 1.2.3. Rithma G normaaljada nimetame kompositsioonija-
daks, kui teda ei ole voimalik nii tihendada, et tulemuseks on uus normaal-
jada.

Definitsioon 1.2.4. Olgu {1} = Go C G; C ... C G, = G rithma G
normaaljada. Faktorrithmi
Gi+1/Gi )

i€{1,2,...,n — 1}, nimetame selle normaaljada faktoriteks.

Definitsioon 1.2.5. Riihma G nimetame lahenduvaks, kui temas leidub nor-
maaljada, mille faktorid on Abeli rithmad. Teisisonu, rithm G on lahenduv,
kui leidub 16plik arv selliseid alamriihmi

{1}:GQCG1C...CGHZG, (17)
et kehtib



1. G; 9Gqq igai €{0,1,...,n — 1} korral.
2. Faktorrithm G;41/G; on Abeli rithm iga i € {0,1,...,n — 1} korral.
Naide 1.2.6.

1. Iga Abeli rithm G on lahenduv, sest jada {1} C G rahuldab definitsiooni
1.2.5 tingimusi.

2. Substitutsioonide rithm S; on lahenduv. Temas leidub alamrithmade
jada
{e} C ((123)) C S,

kus e on iihiksubstitutsioon ning ((123)) on rithma S; tsiikliline alam-
rithm moodustajaga (123). Voib veenduda, et ((123)) < S; ning, et
rithma ((123)) jérk on 3. Kuna rithma S; jirk on lause 1.1.14 pohjal
3! = 6, siis faktorrithma S;/((123)) jark on 6 : 3 = 2 ning S3/((123))
on seega Abeli rithm.

3. Substitutsioonide rithm S, on samuti lahenduv. Temas leidub alamriih-
made jada
{e} CVCA,CSy,

kus e on iihiksubstitutsioon, V = {e, (34)(12), (24)(13), (23)(14)} (tun-
tud kui “Kleini neljarithm”). Véib veenduda, et {e} <V, V 9 A, ning
A, 1S, Lausete 1.1.14 ja 1.1.21 pohjal ning sellest, et rithmas V on 4
elementi, jareldub, et faktorrithmade S4/A4 ja A4/V jargud on vastavalt
2 ja 3. Seega kehtivad!

V/{e} =V,
Ay/V = Zs,
S4/A4 = 7.

Rithmad V, Z3, Z, on aga Abeli rithmad.
Toestame siinkohal ithe elementaarse lause.

Lause 1.2.7. Olgu G lahenduv rihm ning olgu rihm H isomorfne rihmaga
G. Siis H on lahenduv rihm.

Toestus. Olgu
{1@}:GOCG1C...CGn:G

1Vt niiteks [5], Ik 168, definitsioon 6.1.24, kus on defineeritud jaiigiklassiriihm Z,
(n € N).




rithma G normaaljada, mille faktorid on Abeli rithmad (n € N). Olgu
¢ : G — H isomorfism. Siis on kujutised H; = ¢(G;), i € {0,1,....,n}
rithma H alamrithmad (vt [5], Ik 74, lause 2.5.29) ning meil on rithma H
alamrithmade jada

{ly}=HyCcH, C...CH,=H.

Olgu i € {0,1,...,n — 1} suvaline.

Veendume, et H; < H; ;. Selleks olgu h; € H; ja h;11 € H;1 suvalised
ning néitame, et hi;llhihiﬂ € H,. Olgu ¢; € G; ja gix1 € Giiq sellised, et
?(g:) = hi ja é(giz1) = hiya. Siis

hitihihicr = (8(gi1)) "' 0(9:)(gis1) = D(9:31)D(9:) P (gir1) =
= #(9;19i9i+1) € 0(G;) = H;
sest g;119i9i+1 € Gi.

Veendume niiiid, et H;,1/H; on Abeli rithm. Selleks piisab ndidata, et su-

valiste hy, hy € H;yq korral hyhoH; = hohy H; (see on faktorrithma elementide
korrutamise eeskiri, vt [5], lk 166, lause 6.1.11). Olgu g1, g2 € Gy sellised,

et ¢(g1) = hy ning ¢(ga) = he. Siis

hihoHi = ¢(g1)9(92)0(Gi) = #(9192Gs) =
= ¢(9201G:) = 0(92)9(91)9(Gs) = hohi H;

sest G;11/G; on eelduse pohjal Abeli rithm. O

Jargnevad tulemused (teoreemid 1.2.8 kuni 1.2.12) koos toestustega on
leitavad eestikeelsest opikust [4] lehekiilgedelt 13-14 ning 21-22.

Teoreem 1.2.8 (Esimene isomorfismiteoreem). Olgu G, H ja K rihmad.
Kui K <G ning H C G, siis HNK < H, K < HK ning kehtib

HE/K = H/(HNK).

Teoreem 1.2.9 (Teine isomorfismiteoreem). Olgu G, H ja K rihmad. Kui
K <G, K CH ning HLG, siis K<H, H/ K IG/K ning kehtib

(G/K)/(H/K)=G/H .
Teoreem 1.2.10 (Kolmas isomorfismiteoreem). Olgu G rihm, H tema nor-
maaljagaja, ™ : G — G/H loomulik projektsioon, NG /H ning M = 7= *(N).
Siis H < M <G ning kehtib

G/M = (G/H)/N .
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Teoreem 1.2.11. Kui G on lahenduv rithm ning H on tema alamrithm, siis
on ka H lahenduv rihm.

Teoreem 1.2.12. Kui G on lahenduv rihm ning N < G, siis on ka G/N
lahenduv rithm.

Teoreem 1.2.13. Olgu G riihm ning olgu N < G. Kui riihmad N ja G/N
on lahenduvad, siis on ka rihm G lahenduv.

Téestus. Veendume kdoigepealt, et kui H on rithma G/N alamriithm, siis hulk
GH:{geG‘gNGH}

on rithma G alamrithm. Olgu ¢1, g» € Gy suvalised. Siis g1 NV, go/N € H ning,
kuna H on rithm, siis g1goN = g1NgoN € H. Seega ka g192 € Gg. Olgu
niiiid g € Gy suvaline. Siis gN € H, mistottu g7 !N = (gN)~! € H. Seega
g~! € Gy. Sellega oleme niidanud, et Gy on rithma G alamriihm. Paneme
veel tihele, et N C Gy ning, kuna N < G, siis ka N < Gy ning seejuures
H=Gy/N.

Niiiid eelduse pohjal leiduvad jadad?

{Ig} =Ny<IN, <...<N, =N,
{1G/N}:HO§H1S]S]H3:G/N7

kus faktorrithmad N1 /N;, Hj1/H; (i € {0,1,....,r —1},7 € {0,1,...,s — 1})
on Abeli rithmad. Eeloeldu tottu H; = G;/N, kus G; on teatav rithma
G alamrithm, j € {0,1,...,s}. Seejuures, kuna H, on iitheelemendiline, siis
Hy = N/N.

Veendume niiiid, et G; < Gj4q, j € {0,1,...,s —1}. Olgu g € Gj ja
x € Gj41 suvalised. Kuna kehtib vordus

(@N)" (gN)(xN) = (&7 N)(gN)(zN) = 2~ gzN

ning kuna G;/N<G,;1/N,siisz gz N € G;/N. See tihendab, et z~'gz € G,
ning iihtlasi ka, et G; < Gj41.
Niiiid saame moodustada jada

Paneme tédhele, et faktorrithm N;,;/N; on eelduse pohjal Abeli rithm iga
i € {0,1,...,r—1} korral. Faktorrithm G;;,/G; on agaiga j € {0,1,...,s—1}
korral teoreemi 1.2.9 pohjal isomorfne Abeli rithmaga

(Gj+1/N)/(G5/N),

2Rithma G iihikelement 14 on iihtlasi ka alamrithma N iithikelemendiks, mist&ttu téhis-
tame ka rithma N iihikelementi stimboliga 1.

11



mistottu on ka ise Abeli rithm. “Korrastades” niitid jada (1.8) nii, et sisaldu-
vused oleksid ranged, saame kommutatiivsete faktoritega rithma G normaal-
jada. O]

Definitsioon 1.2.14. Rithma G nimetame lihtsaks kui tema ainsad nor-
maalsed alamrithmad on {1} ja G. Viimaseid normaalseid alamrithmi me
nimetame seejuures rithma G triviaalseteks normaaljagajateks.

Niide 1.2.15. Kui p on algarv, siis jadgiklassirithm Z, on lihtne, sest Lagran-
ge'i teoreemist (vt [5], 1k 164, teoreem 6.1.5) ning sellest, et p on algarv,
jareldub, et selle rithma ainsad alamrithmad (ning seega ka ainsad normaal-
sed alamrithmad) on {0} ja ta ise.

Olgu G lahenduv rithm normaaljadaga
{1}:GOCG1C...CGn:G, (19)

mille faktorid on Abeli rithmad. Olgu M selline rithma G alamrithm, et
M # G; ning M # Gy, kuid G; < M < G;yq. Teise isomorfismiteoreemi
1.2.9 pohjal kehtib siis

(Gin1/Gi) /[ (M]G;) = Gy /M . (1.10)

Kuna G;11/G; on Abeli rithm, siis on ka tema faktorrithm (G;41/G;)/(M/G;)
Abeli rithm ning seega isomorfismi (1.10) tottu on ka G;1/M Abeli rithm.
Samuti, sisalduvuse M C G, tottu, on ka rithm M/G; Abeli rithm. Seega,
tihendades lahenduva rithma G normaaljada (1.9), siis saadavad faktorid on
ikka Abeli rithmad. See lubab meil lahenduva rithma G korral réagkida tema
kompositsioonijadast, mille faktorid on Abeli rithmad. Kehtib jargmine lause.

Lause 1.2.16. Lahenduva rihma G kompositsioonijada faktorid on lihtsad
tstiklilised rihmad ning nende jark on algarv.

Toestus. Olgu
{1}:GQCG1C...CGn:G (111)

lahenduva rithma G kompositsioonijada, mille faktorid on Abeli rithmad. Ole-
tame vastuviiteliselt, et mingi indeksi i € {0, 1, ...,n—1} korral faktorrithmal
Gi11/G; leidub mittetriviaalne normaaljagaja N. Olgu 7 : G;11 — Giy1/G;
loomulik projektsioon. Teoreemi 1.2.10 pohjal on M = 7~ 1(N) rithma G, ,
normaalne alamriihm ning

Gitr/M = (Gisr/Gy)/N . (1.12)

Paneme téahele, et kuna G; C M C G;41 ning G; < Gy, siis G; I M.
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Kui nitid M vorduks rithmaga G4, siis (1.12) vasakul pool oleks iihik-
rithm, mistottu peaks ka (1.12) paremal pool olema iihikrithm. Kuna aga
N # Gi1/G;, siis (1.12) parem pool ei ole iihikrithm. Kui aga M vord-
uks rithmaga G, siis (1.12) tottu peaks N vorduma faktorrithma G;i1/G;
thikrithmaga {G;}. Jillegi vastuolu eeldusega. Seega peab M olema erinev
rithmadest G;;1 ja G;. See on aga vastuoluline, sest sellisel juhul saaksime
normaaljada (1.11) tihendada alamrithmaga M, mistottu ei oleks jada (1.11)
rithma G kompositsioonijada. Seega peavad kompositsioonijada (1.11) fak-
torid olema lihtsad rithmad.

Olgu i € {0,1,...,n — 1} suvaline ning veendume, et faktorrithm G,,/G;
on algarvulist jarku tsiikliline rithm. Olgu @ € G;11/G; mingi element, mis
ei vordu selle rithma iihikelemendiga € = {G;}. Vaatame rithma G;,/G;
alamrithma

(@) ={e,a,a,....a""} .
Kuna G,1/G; on kompositsioonijada (1.11) faktor, siis on ta Abeli rithm.
Abeli rithma iga alamrithm on aga selle rithma normaaljagaja, mistottu on
rithm (@) lihtsa rithma G,y1/G; normaaljagaja. Seega, kas (@) = G,y1/G;,
voi (a) = {e}. Kuna meie valiku tottu @ # e, siis peab (a) = G;41/G;, mis
tahendab {iihtlasi, et rithm G;;1/G; on tsiikliline ning jarku m. Oletame, et
m ei ole algarv, st, m = pq, kus 1 < p < m. Sellisel juhul on

@) ={e.a’,a”,...,a» 1}

rithma G;11/G; alamrithm, mille jark on p. See aga tdhendab iihtlasi, et (a?)
on rithma G;,1/G; mittetriviaalne normaaljagaja. See on vastuoluline, sest
Gi+1/G; on lihtne rithm. O

Teoreem 1.2.17. Lahenduv rihm G on lihtne siis ja ainult siis kui G on
tstikliline ning tema jark on algarv.

Toestus. Tarvilikkus. Olgu lahenduv rithm G lihtne. Kuna G on lahenduv,
siis leidub normaaljada

mille faktorid on Abeli rithmad. Kuna G on lihtne, siis peab G,,—1 = {1}.
Paneme téhele, et sellisel juhul

G2 G/{1} = Gn/Gor. (1.14)

Faktorrithm G,,/G,_; on aga Abeli rithm, mistottu peab siis (1.14) tottu ka
G olema Abeli rithm. Paneme niiiid téahele, et kuna G on Abeli rithm, siis iga
tema alamriithm on iihtlasi ka normaaljagaja. Seega, kuna G on lihtne, siis ei
saa rithmas G leiduda mittetriviaalseid alamrithmi.
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Olgu 1 # g € G suvaline. Siis (g) # {1} ning seega peab (g) = G (sest
vastasel juhul oleks (g) rithma G mittetriviaalne alamrithm). Sellega oleme
nédidanud, et G on tsiikliline.

Veendume, et G jark on algarv. Oletame, et rithma G = (g) jark p ei
ole algarv, st p = kl, kus k > 1, [ > 1. Siis element ¢g* # 1 ei ole rithma
G moodustaja (vt [5], Ik 173, lause 6.3.8) ning seega (g*) oleks rithma G
mittetriviaalne alamrithm.

Piisavus. Kui rithma G jark on algarv, siis, kuna 16pliku rithma alamrithma
jark on rithma jargu jagaja (vt [5], Ik 164, teoreem 6.1.5), ei saa sel rithmal
olla mittetriviaalseid alamrithmi ning seega ka mittetriviaalseid normaalseid
alamrithmi. Seega peab G olema lihtne. m

Teoreem 1.2.18. Kui n > 5, siis n-astme alterneeruv riihm A, on lihtne.

Téestus. Olgu N <A, N # {e}.

Veendume koigepealt, et kui N sisaldab mingit 3-tsiiklit, siis N = A,,.
Uldisust kitsendamata voime eeldada, et (123) € N (sest me voime subs-
titutsiooni arvud alati meile sobivalt iimber jirjestada). Paneme téhele, et
(12k) = (1k)(12), kus k£ > 3. Lause 1.1.18 pohjal seega (12k) € A,, (k > 3).
Kuna N < A,,, siis k£ > 3 korral

(12k)(123)(12k)~" = (12k)(123)(k21) = (k32) € N . (1.15)
Niitid aga (123)(k32) = (k12) = (12k) € N (k > 3). Seega
(12k) € N Vk € {3,4,...,n}. (1.16)

Olgu z € A,, suvaline ning olgu ta esitatud soltumatute tsiiklite korrutisena
(vt lause 1.1.7)
r=...-c-b-a. (1.17)

Paneme téhele, et k-tsiikli a voime esitada kujul

a = (a1ay...a;) = (aray) ... (a1a3)(araz) . (1.18)
Lisaks méarkame, et

(a1a;) = (lay)(la;)(lay), i€ {2,3,...,k}. (1.19)

Vordustest (1.18) ja (1.19) jareldame, et k-tsiikli a voime esitada kujul (14),
i € {2,3,...,n}, olevate transpositsioonide korrutisena. Sarnaselt voime veen-
duda, et ka tsiiklid b, ¢, ... substitutsiooni z esitusest kujul (1.17) ning seega
ka substitutsiooni x voime esitada kujul (14), i € {2,3,...,n}, olevate trans-
positsioonide korrutisena. Kuna =z € A,, oli suvaline, siis iga substitutsiooni
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rithmast A,, voime esitada kujul (14), ¢ € {2,3,...,n}, olevate transpositsioo-
nide korrutisena, kusjuures neid transpositsioone peab lause 1.1.18 pohjal
olema paarisarv. Seega

A, = {15 ]i,j € {2,3, ..., 0}, (1.20)

st, rithm A,, on moodustatud hulga poolt, mille elementideks on substitut-
sioonid (15)(14), 4,5 € {2,3,...,n} (selle kohta iitleme ka, et rithm A, on
tekitatud kujul (17)(10), 4,5 € {2, 3, ...,n}, olevate substitutsioonide poolt).

Veendume niiiid, et iga substitutsiooni kujul (15)(14) (¢,7 € {2,3,...,n})
on voimalik esitada rithma /N kuuluvate substitutsioonide kaudu. Siis vordu-
sest (1.20) jareldub, et A, = N. Juhul kui ¢ = j, siis véiide kehtib, sest
(17)(19) = I € N. Eeldame niiiid, et i # j. Paneme esiteks téhele, et sellisel
juhul (17)(1¢) = (14j). Niitid juhul, kui ¢ # 2 ja j # 2, saame tingimust (1.16)
arvestades, et

(117) = (12))(12)(120)(12)) € N

Juhul, kui ¢ > 3 ja j = 2, siis tingimuse (1.15) tottu
(1if) = (1i2) = (32)(123)(i23) = (32i)(123)(32i) > € N .
Kui i = 3 ja j = 2, siis tingimuse (1.16) tottu
(lij) = (132) = (123) ' e N .
Juhul, kui ¢ = 2 ja j > 2, jéreldub tingimusest (1.16), et
(1if) = (12j) € N .

Sellega oleme naidanud, et kui N sisaldab mingit 3-tsiiklit, siis N = A,,.

Naitame niitid, et N sisaldab mingit 3-tsiiklit. Olgu = € N mingi suvali-
ne iithiksubstitutsioonist erinev substitutsioon. Olgu x esitatud soéltumatute
tsiiklite a, b, ¢, ... korrutisena

r=...-c-b-a. (1.21)

Vaatleme niiiid koikvoimalikke juhte, mis voivad esineda x esituses soltuma-
tute tsiiklite korrutisena.

1. Substitutsioon z sisaldab tsiiklit, milles on rohkem kui 3 elementi. Uldi-
sust kitsendamata voime eeldada, et selliseks tsiikliks on a, sest korru-
tises (1.21) ei ole korrutatavate jarjekord oluline (vt lause 1.1.7). Seega
a = (ajasy...ag), kus k > 4. Olgu

t= (Glagag) = (alag)(alag) € An .
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Niiiid, kuna tsiiklid b, ¢, ... on s6ltumatud ning kuna N <A, siis kehtib
tot™t =t(...cha)t ' =...cb(tat™') =z € N.
Niiiid aga

vz = (a7 ) (L eb(tat™h)) = a tat T =

= (ak ...aza1)(a1a2a3)(arasy . . . ax)(asaza) = (azara) € N .

. Substitutsiooni x esituses soltumatute tsiiklite korrutisena on vihemalt
kaks 3-tsiiklit, st

€r = y(a4a5a6)(a1a2a3) )

kus y on substitutsioon, mis jatab elemendid aq, as, ..., ag muutuma-
tuks. Olgu
t= (a2a3a4) = (a2a4)(a2a3) cA,.
Niiiid
o (tot™h) =

= (azazay)(asasaq)y *(agasay) y (asasag)(arazas)(asazas) =

= (a4a3a6a1a2) eN
ning olukord taandub juhule 1.

. Substitutsiooni x esituses soltumatute tsiiklite korrutisena on tapselt
iiks 3-tsiikkel ning mitte iihtegi k-tsiiklit, kus & > 4. Siis © = p(ajaqa3),
kus substitutsioon p jéatab elemendid aq, as ja az muutumatuks ning
p? = I (p on sdltumatute transpositsioonide korrutis). Siis aga

% = p(arasas)p(arasas) = p2(a1a2a3)2 = (ajazay) € N .

. Kui substitutsiooni x esituses soltumatute tsiiklite korrutisena ei kehti
iikski tingimustest 1., 2., 3., siis esitub x séltumatute transpositsioonide
korrutisena. Seejuures, meie valiku tottu x # e ning x € N C A,
mistottu peab x esituses soltumatute transpositsioonide korrutisena
transpositsioone olema vihemalt 2. St,

z = p(azas)(araz)
kus substitutsioon p jitab elemendid a;, as, as ja ay muutumatuks.

Olgu
t = (agazaq) € A, .
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Paneme téhele, et

u=z " (trt ') = (a1az)(asasy)p * (agasas)p(asas)(aias)(asasas) =
= (aqa1)(aszaz) € N .

Olgu as € {1,2,...,n} mingi element, mis erineb elementidest a;, as, a3
ja ay. Olgu
v = (arasas) = (a1as)(aas) € A, .

Niitid

u(vuv™) = (aga1)(azaz)(a1a2a5)(asay) (azas)(asaza;) =

= (asagaiagaz) € N
ning olukord taandub juhule 1.

Sellega oleme nididanud, et riithma A,, ainsad normaalsed alamriihmad on
triviaalsed normaaljagajad, mistottu rithm A,, on lihtne. O

Jareldus 1.2.19. Substitutsioonide rihm S, ei ole juhul n > 5 lahenduv.

Toestus. Kui rithm S,, n > 5, oleks lahenduv, siis teoreemi 1.2.11 pohjal
peaks ka alamrithm A, olema lahenduv. Teoreemi 1.2.18 pohjal on rithm
A,,, juhul kui n > 5, lihtne. Teoreemi 1.2.17 pohjal peaks siis A,, jirk olema
algarv. Lause 1.1.21 pohjal on rithma A, jark %!, mis aga ei ole algarv kui
n > 5.

Saadud vastuolu tottu ei saa rithm S,, olla lahenduv kui n > 5. O

1.3 Cauchy teoreem

Selle punkti eesmérgiks on Cauchy teoreemi toestus, milline teoreem vaidab,
et kui algarv p jagab 16pliku riithma jéarku, siis selles rithmas leidub element,
mille jark on p. Selles punktis vaatlemegi vaid 16plikke rithmi. Eelnevalt 1dheb
meil vaja aga moningaid abitulemusi. Toestuseta toodud tulemuste toestused
voib leida opikust [4] lehekiilgedelt 7 ja 8.

Rithma G jarku ehk elementide arvu kui ka hulga G voimsust tdhistame
edaspidises jargnevalt: |G].

Lause 1.3.1. Olgu G riihm. Seos ~, mis suvaliste a,b € G korral on defi-
neeritud
a~be3dgeG: a=g by,

on ekvivalentsiseos rihmal G.
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Definitsioon 1.3.2. Olgu G rithm ning a,b € G. Utleme, et element b on
elemendi a kaaselement (rihmas G) kui leidub ¢ € G nii, et

a=g 'bg.

Kui b € G on elemendi a € G kaaselement rithmas G, siis lause 1.3.1 tottu
on ka element a elemendi b kaaselement ning seepérast nimetame elemente
a ja b ka teineteise kaaselementideks.

Lause 1.3.1 véidab, et seos “a ja b on kaaselemendid rithmas G”, on ek-
vivalentsiseos rithmal GG. Rithm G jaguneb selle seose jérgi ekvivalentsiklas-
sideks, milliseid ekvivalentsiklasse me nimetame rithma G kaaselementide
klassideks.

Kui riithma G kaaselementide klassid on K, Ks, ..., K,, siis iiks neist,
titleme, et K, sisaldab ainult rithma G iihikelementi. Seega |K;| = 1. Kuna
rithma G kaaselementide klassid ei 1oiku ning katavad rithma G, siis

G| =14 |Ky|+ ...+ |K,|. (1.22)
Elementi a € G sisaldavat rithma G kaaselemendi klassi tdhistame K (a).

Definitsioon 1.3.3. Olgu G riihm ning x € GG mingi element. Siis elemendi
x tsentralisaatoriks (rihmas G) nimetame hulka

Ca(r) ={g € G|gr = xg}.

Lause 1.3.4. Elemendi v € G tsentralisaator Cg(x) rihmas G on rihm
ning

_
= Teatn

st, elementi x sisaldava rihma G kaaselementide klassi K (x) voimsus vordub
rihma G korvalklasside arvuga alamrihma Cg(x) jirgi.

(1.23)

Jareldus 1.3.5. Elementide arv rihma G mistahes kaaselementide klassis
on rihma G jdrgu jagaja.

Téestus. Véide jareldub vahetult vordusest (1.23). O

Lause 1.3.6. Olgu G ja H rihmad ning ¢ : G — H homomorfism. Olgu
elemendi g € G jark k ning elemendi ¢(g) € H jark olgu 1. Siis | k.

Toestus. Paneme téhele, et

(6(9)" = o(g") = ¢(1) = 1. (1.24)
Kuna elemendi ¢(g) jark on [, siis vorduse (1.24) tottu I | k& (vt [6], 1k 28,
lemma 7.3). O
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Lause 1.3.7. Olgu G riihm, mille jark ei ole algarv. Siis rihmas G leidub
mittetriviaalne pdrisalamrithm.

Toestus. Olgu |A| = mn, kus m > 1 jan > 1. Olgu a € A mingi selline
element, et a # 1g. Kui elemendi a jéirk ei ole mn, siis viide kehtib (mit-
tetriviaalseks périsalamrithmaks on sel juhul (a)). Kui elemendi a jiark on
mn, siis A = (a) ning rithm (a™) = {lg,a™,a*",...,a Y™} on rithma A
mittetriviaalne alamriithm. [

Lause 1.3.8. Olgu A Abeli rihm, mille jirk jagub algarvuga p. Siis rihmas
A leidub element, mille jark on p.

Toestus. Viite toestame matemaatilise induktsiooni meetodit kasutades riih-
ma A jargu |A| jargi.

Induktsiooni baas. Olgu rithma A jéark algarv p. Olgu a € A mingi selline
element, et a # 1¢. Kuna p on algarv ning |(a)| # 1, siis Lagrange’i teoreemist
(vt [5], Ik 164, teoreem 6.1.5) jareldub, et alamrithma (a) jérk on p. Teisisonu,
elemendi a € A jark on p.

Induktsiooni samm. Eeldame niiiid, et véide kehtib iga Abeli rithma kor-
ral, mille jark on véiksem kui pk, kus k£ > 1, ning mille jark jagub algarvuga
p. Olgu A Abeli rithm, mille jirk on pk. Lause 1.3.7 pohjal leidub rithmas
A mittetriviaalne parisalamrithm. Olgu M rithma A selline parisalamrithm,
mille jark m on maksimaalne rithma A péarisalamrithmade jarkude seast. Kui
m jagub arvuga p, siis induktsiooni eelduse tottu meie viide kehtib. Eeldame
niiiid, et m ei jagu arvuga p. Olgu b € A\ M suvaline ning olgu B = (b).
Paneme téahele, et kuna A on Abeli rithm, siis M B on rithma A alamriihm,
mille jark on seejuures rangelt suurem kui rithmal M (sest M C M B, kuid
be MBjabé¢ M). Alamrithma M valiku tottu seega M B = A. Kuna A on
Abeli rithm, siis koik tema alamrithmad on normaalsed ning teoreemi 1.2.8
kasutades saame, et

(MB| _ [M]
Bl [MNB

ehk
Al = ML
|M N B
Kuna p jagab vorduse (1.25) vasakut poolt, siis jagab p ka sama vorduse
paremat poolt. Kuna seejuures | ]\%g‘ ei jagu arvuga p, siis peab p jagama
rithma B jarku r. Kuna B on tsiikliline rithm moodustajaga b, siis elemendi
b"/? jirk on p. O

i (1.25)

Oleme niiiid valmis punkti pohiteoreemi — Cauchy teoreem — toestamiseks.

Teoreem 1.3.9 (Cauchy teoreem). Olgu G riihm, mille jirk jagub algarvuga
p. Siis riihmas G leidub element, mille jark on p.
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Toestus. Toestame viite matemaatilise induktsiooni meetodit kasutades.

Induktsiooni baas. Olgu G rithm, mille jark on algarv p. Toestus kordab
lause 1.3.8 induktsiooni baasi osa toestust.

Induktsiooni samm. Eeldame, et véide kehtib iga rithma G korral, mille jark
on vaiksem kui pk, kus k£ > 1, ning mille jark jagub algarvuga p.

Lause 1.3.8 pohjal kehtib teoreemi viide Abeli rithmade korral. Olgu G
seega mittekommutatiivne rithm, mille jark on pk. Olgu G jérk esitatud te-
ma kaaselementide klasside voimsuste summana kujul (1.22). Eelduse pohjal
p | |G|. Kuiiga i € {2,3,...,r} korral p | | K}, siis jirelduks vordusest (1.22),
et p| 1, mis oleks vastuoluline. Seega, p {1 |K;| mingi j € {2,3,...,r} korral.
Olgu = € K; mingi element. Lause 1.3.4 pohjal kehtib

|G|
[Colz)]
Kaaselementide klassi K valiku tottu jareldub vordusest (1.26), et p | |Ca(x)].

Kui Cg(z) # G, siis induktsiooni eelduse tottu sisaldab rithm Cg(z)
elementi, mille jark on p ning see element on iihtlasi ka rithma G element.

Eeldame niiiid, et Cg(x) = G. See tdhendab aga seda, et element x kom-
muteerub rithma G iga elemendiga ehk z € C(G), kus C(G) on rithma G
tsenter. Kuna aga = # 1 (klass K; # {1¢}), siis C(G) # {1¢}.

Niitid on meil kaks voimalust, kas p | |C(G)| voi p 1 |C(G)|. Rihm C(G)
on Abeli rithm, mistottu esimesel juhul jarelduks teoreemi viide lausest 1.3.8.
Vaatame niitid juhtu kui p t |C(G)|. Meie eelduse tottu C(G) # G (sest G ei
ole Abeli rithm). Paneme téhele, et faktorriihma G/C(G) jark % jagub
sellisel juhul arvuga p ning on rangelt viiksem kui rithma G jérk. Induktsiooni
eelduse pohjal leidub element § = yC(G) € G/C(G), mille jark on p. St,
leidub selline y? € C(G), et y ¢ C(G). Olgu Y = (y). Paneme tihele, et
C(GQ)Y on Abeli rithm. Kuna loomulik projektsioon = : G — G/C(G) on
homomorfism, siis lause 1.3.6 pohjal jagab algarv p elemendi y jarku rithmas
G. Teisisonu, rithma Y jark jagub algarvuga p. Esimest isomorfismiteoreemi
1.2.8 kasutades saame, et

c@y|_ v
@]~ Ie@ny]

K| = (1.26)

ehk

CEY =¥l (1.27)

G)ny|
Meie eelduse p 1 |C(G)| tottu ei jaga algarv p ka rithma C(G) alamrithma
C(G)NY jarku. Kuna aga p | |Y], siis peab p jagama vorduse (1.27) paremat
poolt ning seega ka sama vorduse vasakut poolt ehk p | |C(G)Y|. Niiiid lause
1.3.8 pohjal leidub Abeli rithmas C'(G)Y element, mille jérk on p. See element
on iihtlasi ka rithma G element, mille jark on p. O
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1.4 TUlesanded

1.

10.

Leida rithmaga {1,a,b | a®> = b,b*> = a,ab = ba = 1}, kus 1 tithendab
vaadeldava rithma iihikelementi, isomorfne substitutsioonide rithma
alamriithm.

. Lahutada substitutsioon

(21)(35)(56)(14)(27)(34)(25)
soltumatute tsiiklite korrutiseks.

Leida substitutsioonide rithma S, koik kolmandat jarku tsiiklilised alam-
rithmad.

Néidata, et seos “rithm A on rithma B normaaljagaja” ei ole transitiiv-
ne. (Ndapuniide: Vaadata jada G IV ISy, kus G = {e, (12)(34)} ning
V on Kleini neljartthm (vt ndide 1.2.6(3) lehekiiljel 9).)

Niidata, et nn “iildine dieedri rithm”
Dy, = {a,bla" =b*=1,b"rab=a"")

on lahenduv rithm. Siin a ja b on vaadeldava rithma moodustajad ning
vordused on seosed nende vahel.

Niidata, et riithma G elemendi x koigil kaaselementidel on sama jérk,
mis elemendil z.

Lahutada rithm S3 kaaselementide klassideks ning veenduda, et ((123))
on téepoolest rithma S3 normaaljagaja (nagu seda néites 1.2.6(2) véide-
ti). Fikseerida igast kaaselementide klassist iiks element ning leida tema
tsentralisaator.

Olgu G rithm ning z, g € G. Niidata, et Cg(g~ rg) = ¢ ' Cq(x)g.
Niidata, et rithma S,, tsenter koosneb vaid iihest elemendist kui n > 3.
Markida jargnevad kas “Toene” (T) voi “vaar” (V).

Kahe lahenduva rithma otsekorrutis on lahenduv rithm.

a.
b. Iga lihtne lahenduv rithm on tsiikliline.

o

Iga tsiikliline rithm on lihtne.

e

Substitutsioonide rithm S,, on lihtne kui n > 5.

e. Rithma G mistahes elemendi z kaaselementide klass K (z) on rithma
G alamriihm.
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Peatiikk 2

Korpuseteooria elemente

Osutub, et polilnoomide uurimisega on tihedalt seotud teatavad korpused.
Selles peatiikis me defineerime korpuse laiendid ning seletame nende seotust
poliinoomidega.

Poliinoomi f muutujatest xy, xs, ..., x, tdhistame nii kujul f kui ka kujul
f(xy, 29, ..., 2,). Seda seepérast, et vahest osutub teine tdhistusviis parema
iilevaate saamiseks vajalikuks. Kui poliinoom p on nullpoliinoom, siis tédhis-
tame seda kujul p = 0.

2.1 Korpuse laiendid

Vaatleme 4. astme poliinoomi
f=a*—42> -5
iile korpuse Q. Paneme téhele, et
f=@"+1)("-5),

millest ilmneb, et poliinoomi f juured on +i ja 4+/5, mis kuuluvad kor-
pusesse C. Osutub, et eksisteerib vaadeldavate juurtega seotud korpuse C
vahim alamkorpus, mis on iiheselt médratud ning sisaldab neid juuri. Seega,
poliinoomide iile korpuse @Q uurimine viib meid teatud korpuse C alamkor-
puse X uurimisele. Samal moel viib poliinoomide uurimine iile korpuse C
mingi alamkorpuse K meid C alamkorpuse ¥ uurimisele, kusjuures K C 3.
Korpus ¥ osutub korpuse K laiendiks. Anname aga korpuse laiendi moistele
iildisema definitsiooni.

Definitsioon 2.1.1. Korpuse laiendiks me nimetame monomorfismi (kui see
eksisteerib)
t: K — L,

kus K ja L on korpused.
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Uldiselt, korpuse laiendi all me moistame korpuste paari (K, L), kui on
selge, millist monomorfismi (iiksiihest ehk injektiivset homomorfismi) me sil-
mas peame. Kui ¢ : K — L on korpuse laiend, siis me tavaliselt samastame K
tema kujutisega +(K), et voiksime vaadelda kujutust ¢ kui korpuse K sises-
tust korpusesse L ning korpust K kui korpuse L alamkorpust (st ¢(k) = k iga
k € K korral). Sellistel tingimustel me tiahistame korpuse laiendit jérgnevalt:

L:K,

ning titleme, et L on korpuse K laiend. Edaspidises me samastame K ja ¢(K)
koikjal, kus see on voimalik.

Naiide 2.1.2. Sisestused t1 : Q - R, 15 : R = C, 13 : Q — C on koik
korpuse laiendid.

Nagu sissejuhatuses mainitud, tegeleme korpuse C alamkorpuste vaatle-
misega. Edasises ldheb meil aga vaja teada ka ithemuutuja poliinoomide ringi
K[z] jagatistekorpust K (x) (vt [2], Ik 160-166, voi [5], Ik 207-211). Seepérast
nimetame ka sisestust « : K — K(x) korpuse laiendiks ning tahistame seda
— analoogiliselt eelnevaga — K(z) : K.

Meil 1ldheb vaja teada jargnevat triviaalset tulemust.

Lause 2.1.3. Olgu L;, i € I, korpuse L alamkorpused. Siis korpuste L;,
1 € I, iihisosa NierL; on samuti korpuse L alamkorpus.

Toestus. Tahistame L' = N;erL;. Paneme tihele, et L' # (), sest iga korpus
L;,i € I, (kui L alamkorpus) sisaldab nullelementi ja iihikelementi, mistottu
ka iihisosa M;crL; sisaldab neid elemente.

Naitamaks, et L' on L alamkorpus, tuleb nédidata, et L’ on kinnine liitmise
ja korrutamise tehete suhtes ning, et igal L’ elemendil leidub liitmise suhtes
vastandelement ning, et igal nullist erineval L’ elemendil leidub korrutamise
suhtes poordelement. Niitame jargnevas, et L' on kinnine korrutamise tehte
suhtes. Ulejiddnud tingimuste téidetuses voib analoogiliselt veenduda.

Olgu seega =,y € L'. Siis x,y € L; iga ¢ € I korral. Kuna L;, ¢ € I, on
korpused, siis xy € L; iga i € I korral. Seega, xy € NierL; = L. O]

Asjaolu, et korpuse L alamkorpuste iihisosa on jéallegi korpus, annab aluse
jargnevale definitsioonile.

Definitsioon 2.1.4. Olgu X hulga C alamhulk. Siis koigi hulka X sisalda-
vate korpuste iihisosa nimetame hulga X poolt tekitatud korpuseks.

Lause 2.1.5. Olgu X C C, X # (0, X # {0}, ning olgu (X) hulga X poolt
tekitatud korpus. Siis (X) on
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1. Vihim ning theselt madratud korpus, mis sisaldab hulka X. St, kui K
on selline korpus, mis sisaldab hulka X, siis (X) C K.

2. Koigi selliste elementide hulk, millised voib saada hulga X elementidest
lopliku arvu korpuse tehete sooritamaisel.

Toestus. Definitsiooni 2.1.4 pohjal

(X) =K, (2.1)

iel
kus K; (i € I) on koik voimalikud korpused, mis sisaldavad hulka X.
1. Viide jéreldub vahetult vordusest (2.1).

2. Olgu K selline hulk, mis koosneb koikidest sellistest elementidest, mil-
lised voime saada hulga X elementidest lopliku arvu korpuse tehete
sooritamisel. Siis K on korpus, mis sisaldab hulka X. Seega K = K;
mingi indeksi ¢ € I korral ning seetottu (X) C K. Teiselt poolt, iga
korpus K;, © € I, sisaldades hulka X, sisaldab ka koiki elemente, mil-
lised voime saada hulga X elementidest lopliku arvu korpuse tehete
sooritamisel. Seega K C N;e/ K; = (X). O

Lause 2.1.6. Iga korpus sisaldab korpust Q.

Téestus. Olgu K suvaline korpus. Korpuse definitsiooni (vt [5], Ik 54, definit-
sioon 2.2.11) tottu 0 € K jal € K, mistottu2=14+1€ K,3=2+4+1€ K,
ning induktiivselt jatkates, n € K iga naturaalarvu n korral. Kuna K on
liitmise suhtes Abeli rithm, siis —n € K iga naturaalarvu n korral. Sellega
oleme néidanud, et Z C K. Niiiid aga ka suvaline ratsionaalarv p/q (p € Z,
q € N) kuulub korpusesse K, sest kuna ¢ # 0, siis ¢*' € K ning seega
pla=pq ' € K.

Sellega oleme néidanud, et Q C K. O

Niide 2.1.7. Leiame korpuse K, mis on tekitatud hulga X = {1,i} poolt.
Lause 2.1.6 pohjal Q C K. Kuna K on kinnine arvude liitmise ja korrutamise
tehete suhtes, siis p+¢qi € K mistahes ratsionaalarvude p ja g korral. Olgu M
koigi selliste arvude hulk. Veendume, et M = K. Voime vahetult kontrollida,
et M on kinnine liitmise, vastandelementide votmise ja korrutamise tehete
suhtes. Paneme ka téhele, et

P __ 4
p2+q2 p2+q2’

(p+qi)" =

mis tdhendab, et igal nullist erineval elemendil hulgast M leidub poordele-
ment hulgas M. Seega, M on korpus, mis sisaldab alamhulka X. Lause 2.1.5
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esimeset viitest jareldub niiiid, et K C M. Teiselt poolt, korpuse M definit-
siooni tottu, M C K. Seega, hulga X poolt tekitatud korpus K on kirjeldatav
jargnevalt:

K={p+qi|lp,q€Q}.

Definitsioon 2.1.8. Olgu L : K korpuse laiend ning Y hulga L alamhulk
(L C C). Siis hulga K UY poolt tekitatud korpust tdhistame K(Y') ning
iitleme, et K(Y) on saadud hulga Y adjungeerimisel korpusele K.

Korpusele K mingi hulga {1, &, ..., &} adjungeerimist tdhistame lihtsalt
K(&1,&s, ..., &,). Toome eelneva definitsiooni selgituseks paar néidet.

Naiide 2.1.9. Korpus C on saadud korpusest R temale itheelemendilise hulga
{i} adjungeerimisel, st, C = R(¢). Samuti, voib veenduda, et korpuse R alam-
korpus P = {p+qv2 | p, ¢ € Q} on vordne korpusega Q(/2).

Lause 2.1.10. Olgu korpus K(X;UX,U...UX,,), m € N, saadud korpusest
K hulga X7 U X5 U ...UX,, adjungeerimisel. Siis

K(X,UXoU...UX,p) = K(X1)(Xa) ... (Xm).

See tihendab, et mingi hulga adjungeerimist korpusele K voib teostada selle
hulga alamhulkade jirjestikuste adjungeerimistena.

Toestus. Toestuseks piisab nédidata, et mingi hulga Y adjungeerimist korpu-
sele K voib teostada tema mingite alamhulkade Y] ja Y, jarjestikuste adjun-
geerimistena, st

K(Y) = K( UY,) = K(Yi)(Ys)

Veendume seega koigepealt, et K(Y;UY;) € K (Y])(Y2). Definitsioonide 2.1.8
ja 2.1.4 pohjal kehtivad

KU(iUYy) = (KUY;)UY, CK(Yi)UY, C K(Y1)(Ya).

See tdhendab, et K (Y7)(Y2) on korpus, mis sisaldab hulki K ja Y7 U Y5 ning
definitsioonide 2.1.8 ja 2.1.4 pohjal seega K(Y; UYs) C K(Y7)(Y2).
Veendume niiiid, et K(Y7)(Y2) € K(Y; UY3). Hulk K(Y; UY3) sisaldab
peale korpuse K ka iihendit Y; U Y,, mistottu sisaldab molemat hulka Y;
ja Y3, Seega, kuna K(Y; UY3) on korpus, mis sisaldab hulki K, Y] ja Y5,
siis sisaldab ta ka hulki K(Y7) ja Y2 ning seega ka korpust K(Y;)(Y2) (vt
definitsioone 2.1.8 ja 2.1.4). O
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2.1.1 Lihtlaiendid

Definitsioon 2.1.11. Korpuse K laiendit K(§) : K, kus K (&) on saadud
korpusest K iiheainsa elemendi ¢ € C adjungeerimisel, nimetame lihtlaien-
diks. Elementi & nimetame seejuures lihtlaiendi moodustavaks elemendiks.

Margime jallegi, et ka laiendit K (x) : K, kus K(x) on ringi K|[z| jagatis-
tekorpus, nimetame [ithtlaiendiks ning muutujat = selle laiendi moodustavaks
elemendiks.

Lause 2.1.10 pohjal kehtib vordus

K(&§1,8,--,60) 1 K= K(§)(&2)--- () 1 K,

kus &1, &, ..., &, € C on mingid elemendid. Sel pohjusel tasub meil uurida just
lihtlaiendeid.

Naiide 2.1.12.
1. Laiendid C : R ja Q(v/2) : Q on molemad lihtlaiendid (vt naide 2.1.9).

2. Laiend voib osutuda lihtlaiendiks, olgugi, et esmapilgul see nii ei tundu.
Vaatame laiendit L : Q, kus L = Q(4, —i, /2, —v/2). Veendume, et
L =1 kus L' = Q(i +v/2). Selle niitamiseks piisab niidata, et i € L’
ja V2 € I/, sest sellest jireldub, et L C L/, mis koos triviaalselt kehtiva
sisalduvusega L' C L, annabki meile, et L = L'.

Paneme tahele, et L sisaldab elementi

(¢+\/§)2:—1+2¢\/§+2: 1+2iv2.
Niitid L' sisaldab ka elementi
(i+v2) (1+20v2) =5i - V2
ning seega ka elementi
(5z'—\/§) v (z+\/§) —6i,

millest jareldub, et i € L'. Niiiid aga ka (z + \/§) —i=+/2¢€ L' Sellega
oleme niidanud, et L = L’ ning laiend L : Q on seega lihtlaiend.

Definitsioon 2.1.13. Isomorfismiks kahe korpuse laiendi + : K — L ja
j: K" — L' vahel nimetame isomorfismide A : K — K’ ja u: L — L' paari
(A, u), mille korral iga k € K puhul kehtib vordus

JAR)) = p(e(k)) (2.2)
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ehk, piltlikult véljendudes, diagramm

K — L
A Lp
K — L

J

on kommutatiivne. Utleme ka, et laiendid (L, K) ja (L', K') on sellisel juhul
isomorfsed.

Toodud definitsioonist saame teha paar jareldust. Kui me samastame K
ja «(K) ning K’ ja j(K’), siis ¢ ja j on sisestused ning kommutatiivsuse
tingimus saab kuju

plr =X,

kus g téhistab kujutuse pu ahendit korpusele K. Teiste sonadega, korpuste
K ja K’ vaheline isomorfism siilib sellisel juhul korpuste L ja L’ vahelises
isomorfismis. Isomorfismi p nimetame sellisel juhul ka isomorfismi A jatkuks.
Kui me lisaks samastame korpused K ja K’, siis kujutus A on samasustei-
sendus, mistottu ka u|x on samasusteisendus.

Voime eristada kahte tiitipi lihtlaiendeid — algebralisi ja transtsendentseid.

Definitsioon 2.1.14. Olgu K korpus ning olgu o mingi element (mis voib
olla nii kompleksarv kui ka tundmatu muutuja kompleksarvude hulgas). Utle-
me, et element a on algebraline dile K, kui leidub selline nullpoliinoomist eri-
nev poliinoom p iile K, et p(a) = 0. Vastavat lihtlaiendit K («) : K nimetame
sel juhul algebraliseks lihtlaiendiks. Kui aga ei leidu sellist nullpoliinoomist
erinevat poliinoomi p iile K, et p(a) = 0, siis nimetame elementi « trans-
tsendentseks tile K ning vastavat lihtlaiendit K(«) : K transtsendentseks
lihtlarendiks.

Kui element « on algebraline iile Q siis iitleme selle asemel lihtsalt, et
a on algebraline ning kui « on transtsendentne iile Q, siis iitleme, et o on
transtsendentne.

Niide 2.1.15. Arv /2 on algebraline, sest V/2 rahuldab vorrandit 22 —2 = 0
ehk teisisonu, v/2 on poliinoomi z2 — 2 juur. Arv {/2 on samuti algebraline,
sest ta rahuldab vorrandit z® — 2 = 0. Arv /7 on algebraline iile Q(), sest
ta rahuldab vorrandit 22 — 7 = 0. On seejuures tdestatud, et arvud 7 ja e on
transtsendentsed.

Algebra pohiteoreemi pohjal leidub igal n-astme poliinoomil iile komp-
leksarvude korpuse C tépselt n juurt, mis kuuluvad hulka C. Kompleksarvu-
list muutujat x me {ildiselt ei loe iihegi nullpoliinoomist erineva poliinoomi
(iile C) juureks. Seepérast kehtib jérgnev teoreem.
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Teoreem 2.1.16. Laiend K(z) : K, kus K(z) on ringi K [x] jagatistekorpus,
on transtsendentne lihtlaiend.

Olgu niitid K («) : K algebraline lihtlaiend. Siis leidub selline nullpoliinoo-
mist erinev poliinoom p iile K, et p(a) = 0. Seejuures voime eeldada, et p
on normeeritud (véime poliinoomi p alati pealiikme kordajaga 14bi jagada).
Seega, alati leidub vdhemalt iiks madalaima astmega nullpoliinoomist eri-
nev normeeritud poliinoom, millele a on juureks. Me vadidame, et selline
poliinoom p on iiheselt madratud. Oletame, et p ja g on sellised poliinoomid.
Siis p(a) — g(a) = 0. Seega, juhul kui p # ¢, siis politnoomi p — ¢ mingi kord-
ne on nullpoliinoomist erinev, normeeritud ning madalama astme poliinoom
kui p. Seejuures paneme tahele, et a on selle poliitnoomi juur. Vastuolu, sest
meie eelduse pohjal oli p selline madalaima astme poliinoom. See asjaolu on
aluseks jéargnevale definitsioonile.

Definitsioon 2.1.17. Olgu K («) : K algebraline lihtlaiend. Siis selle laiendi
mdadravaks poliinoomiks nimetame sellist nullpoliinoomist erinevat madalai-
ma astme normeeritud poliinoomi iile A, millele & on juureks.

Definitsioon 2.1.18. Olgu L : K korpuse laiend ning olgu element a € L
algebraline iile K. Siis laiendi K («) : K méaaravat poliinoomi nimetame ele-
mendi o minimaalseks polinoomiks (tle K).

Niide 2.1.19. Imaginaararv i € C on algebraline iile R. Olgu m = 2% + 1.
Sellisel juhul m(i) = 0. Paneme téhele, et poliinoom m on normeeritud.
Ainsad nullist erinevad normeeritud poliinoomid iile R, mille aste on vaiksem
kui poliinoomil m, on kujul z + r, kus r € R, voi konstantne poliinoom 1.
Arv i aga ei ole iihegi sellise poliinoomi juureks, sest vastasel korral kuuluks
¢ hulka R, mida ei saa aga olla. Seega, arvu ¢« minimaalne poliinoom iile R
on z? + 1.

Lause 2.1.20. Olgu « algebraline iile korpuse K. Sits o minimaalne polii-
noom ile K on taandumatu iile K ning jagab iga poliinoom:i tle K, millele
a on juureks.

Toestus. Olgu m elemendi o minimaalne poliinoom iile K. Oletame vas-
tuvéiteliselt, et m ei ole taandumatu, st, leiduvad madalama astme poliinoo-
mid f ja g ile K nii, et m = fg. Sellisel juhul, kuna m on normeeritud,
peavad ka f ja g olema normeeritud. Kuna m(«a) = 0, siis f(a)g(a) = 0,
mistottu f(a) = 0 voi g(a) = 0. See on aga vastuolus asjaoluga, et m on «
minimaalne poliinoom.

Oletame niiiid, et p on poliinoom iile K, millele o on juureks, st p(a) = 0.
Kasutame poliinoomide jadgiga jagamise teoreemi, mille pohjal leiduvad {ihe-
selt madratud poliinoomid ¢ ja r iile K nii, et p = mq + r, kusjuures
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degr < degm (vt [5], Ik 197, teoreem 6.11.1). Sellisel juhul
0=p(a) =m(a)g(a) +r(a) =0+r(a) =r(a).

Kui r # 0, siis poliinoomi r mingi K elemendi kordne on normeeritud
poliinoom, millele element « on juureks. Kuna aga degr < degm, siis ei
saa m olla elemendi a minimaalne poliinoom. Saadud vastuolu tottu peab
r = 0 ning m jagab seega poliinoomi p. O

Lause 2.1.21. Olgu K korpus ning olgu m taandumatu normeeritud polii-
noom fdle K, degm > 0. Siis leidub o € C, mus on algebraline iile K, nii et
a minimaalne poliimoom tile K on m.

Téestus. Olgu a € C poliinoomi m mistahes juur. Siis m(a) = 0 ning lause
2.1.20 pohjal @ minimaalne poliinoom f iile K jagab poliinoomi m. Kuna aga
m on taandumatu iile K ning nii f kui ka m on normeeritud, siis f =m. [

Jargnevalt on meil vaja aga teada moningaid arvuteooria pohiliste tule-
muste analoogiaid.

Definitsioon 2.1.22. Utleme, et polinoomid a ja b ile korpuse K on kon-
gruentsed mooduli m € K|[x] jdrgi kui m | a — b ringis K[x]. Asjaolu, et a ja
b on kongruentsed mooduli m jargi, tdhistame

a=b (modm).
Lause 2.1.23. Olgu a; = ay (mod m) ja by = by (mod m). Siis

a; + by =ay+ by (mod m) ja a1by = asby  (mod m).

Téestus. Eelduse pohjal leiduvad poliinoomid a, b € K|[z] nii, et a; —as = am
ja by — by = bm. Niiiid

(&1+bl) — (a2~|—b2) = (CLl —a2)+(bl —bg) =am—+bm = (a+b)m,
millega on lause esimene véide toestatud. Korrutise korral

a1b1 — a2b2 = a1b1 — a1b2 + a162 - a2b2 =
= al(bl - bg) + bg(&l — ag) = albm + bgam = (alb -+ bg@)m O
Lause 2.1.24. Olgu m mingi polinoom fdile korpuse K, kusjuures m # 0
(m ei ole nullpoliimoom). Siis iga polinoom a € K[x] on mooduli m jirgi

kongruentne iiheselt mdadratud poliimoomiga tle K, mille aste on vdiksem kui
poliinoomi m aste.
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Toestus. Jagame poliinoomi a jadgiga polilnoomiga m. Saame, et a = mq + r,
kus ¢,7 € K[x] ning degr < degm. Sellisel juhul a —r = mgq, mistottu
a=r (mod m).

Jadb veel ndidata iithesust. Oletame, et

a=r (modm) (2.3)
ning

a=s (modm), (2.4)
kusjuures degr < degm ja degs < degm. Niitame, et sellisel juhul r = s.
Tingimused (2.3) ja (2.4) on samavédrsed tingimustega, et leiduvad poliinoo-
mid ¢ ja g ile K nii, et

a—1r=mq, a—Ss=mqs.
Siis aga
r—s=m(e—q),

mis tdhendab, et m | (r—s). Kuna aga deg (r — s) < degm, siis peabr—s =0
ehk r = s. Sellega on iithesus néidatud. [l

Voib veenduda, et definitsioonis 2.1.22 toodud seos = on ekvivalentsiseos
hulgal K[z], mistottu vaadeldav hulk K[z| jaguneb ekvivalentsiklassideks
mooduli m jargi. Téhistame poliinoomi a € K|[z] ekvivalentsiklassi stimboliga
[a]. Paneme téhele, et

o = {f € Klal | a=f (modm)} = {f € Kla] | m|(f—a)} =
—{fe K] | e Kl f=a+mp).
Ekvivalentsiklasside [a] ja [b] summa ja korrutis on defineeritud jérgnevalt:
[a] +[b] =la+0],  [a][b] = [ab].

Lause 2.1.23 pohjal ei soltu ekvivalentsiklasside [a] ja [b] summa ja korru-
tis ekvivalentsiklasside esindajate valikust. Koigi ekvivalentsiklasside hulka
mooduli m € K|[z] jargi tahistame jargnevalt:

Klal/(m).

Lause 2.1.24 pohjal iga ekvivalentsiklass [a] sisaldab iiheselt méa#ratud po-
liinoomi, mille aste on viiksem kui poliinoomi m aste, mida nimetame po-
linoomi a taandatud vormiks. Seega, ekvivalentsiklassidega tehete soorita-
mine on samavéadrne taandatud vormidega tehete sooritamisega, lugedes, et
m = 0. Klass [m] = [0] kujutab seejuures liitmise suhtes iihikelementi hulgas
K[z]/(m) ning klass, mille esindajaks on korpuse K iihikelement 1, kuju-
tab korrutamise suhtes iihikelementi. Viimast ekvivalentsiklassi tédhistame
stimboliga [1]. Osutub, et K|z]/(m) on jadgiklasside liitmise ja korrutamise
suhtes ring.
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Teoreem 2.1.25. Olgu m mingi poliinoom tle korpuse K, m # 0. Siis hulga
K[z]/(m) iga nullist erinev element omab pdordelementi hulgas Klx|/{m)
si1s ja ainult siis kui polinoom m on taandumatu dle K.

Toestus. Tarvilikkus. Oletame vastuviiteliselt, et m ei ole taandumatu iile
K. Siis m = ab, kus dega < degm, degb < degm. Seejuures paneme téhele,
et [a][b] = [ab] = [m] = [0]. Kuna m # 0, siis ka a # 0 ning eelduse tottu
leidub klassil [a] poordklass [¢]. Sellisel juhul [¢][a] = [1] ning

See téhendab, et m | b. Kuna degb < degm, siis peab b = 0 ning seega ka
m = ab = 0. See on vastuolu, sest eelduse tottu m # 0. Seega, kui mingil
klassil [a] € K[z]/({m) leidub poordelement, siis m peab olema taandumatu.

Piisavus. Oletame, et m on taandumatu. Olgu a € K[x], kusjuures
[a] # [0] ehk m 1 a. Sellisel juhul, kuna m on taandumatu, on poliinoomi-
de m ja a suurim iihistegur 1. Siis aga leiduvad poliinoomid h ja k iile K nii,
et ha+km = 1 (vt néiteks [2], Ik 208, teoreem 3). Niiiid [h][a] + [k][m] = [1].
Kuid kuna [m] = [0], siis

Seega, klass [h] on klassi [a] poordklass. O

Jareldus 2.1.26. Olgu m polinoom ile korpuse K, m # 0. Siis ring
K[z]/(m) on korpus parajasti siis kui m on taandumatu ile K.

Toestus. Viide jareldub vahetult teoreemist 2.1.25, sest korpus on ring, mille
igal nullist erineval elemendil leidub péordelement. O

Oleme niiiid valmis klassifitseerima lihtlaiendeid.

Teoreem 2.1.27. Olgu K korpus ning o € C mingi transtsendentne element
tile K. Siis transtsendentne lihtlaiend K(«) : K on isomorfne jagatistekor-
puse laiendiga K(x) : K.

Téestus. Defineerime kujutuse ¢ : K(z) — K(«) jargnevalt
i) _ ) 25
’ (g g(a) 2

Kui g # 0, siis ka g(a) # 0, sest a on transtsendentne iile K, mistottu sel
definitsioonil on métet. Olgu f1/g1, f2/g2 € K(z) sellised, et

h_f

a1 g2 (2'6)
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Vordus (2.6) iitleb meile seda, et

file) _ fale)

gi(c) ()
iga ¢ € C korral ratsionaalfunktsioonide fi/g1, f2/g2 médramispiirkonnast.
Siis aga ka

file) _ fale)

gi(@)  g(a)
ning vordus (2.5) on korrektselt defineeritud.

Paneme téhele, et, korpuse tehteid “+7, “=7, “” “” silmas pidades,
K(a) = {@ ! e K@;)} .
9(@) | g

Seega, kui y € K(«) on suvaline, siis y = f(a)/g(«) mingite poliinoomide
f, g € K[z] korral (g # 0). Elemendi y originaal kujutuse ¢ suhtes on seega
ratsionaalfunktsioon f/g. Sellega oleme ndidanud, et ¢ on siirjektiivne. Olgu
niitd fi(a)/g1(a), fa(a)/g2(a) € K(a) sellised, et

fila) _ faa)

gila)  ga(a)’
Siis
fila@)ga(a) = fa(a)gi(a),

mis {itleb meile seda, et a on poliinoomi f;gs — fog; iile K juur. Kuna element
a on eelduse tottu transtsendentne iile K, siis peab figo — fogi = 0 ehk
fige = fag1. Siis aga f1/g1 = f2/g2 ning kujutus ¢ on seega injektiivne.

Arvestades niitid, kuidas on defineeritud tehted jagatistekorpuses ning
kuidas me teostame tehteid murdudega hulgas K(«), voime veenduda, et
kujutus ¢ on ka homomorfism. Seega, ¢ on isomorfism. Paneme téhele, et
¢|k on samasusteisendus. Definitsiooni 2.1.13 pohjal (vt antud definitsiooni
all olevat selgitust) on laiendid K («) : K ja K(z): K seega isomorfsed. [

Teoreem 2.1.28. Olgu K(«): K algebraline lihtlaiend ning olgu m sel-
le laiendi mddrav polimoom. Siis K(a) = K[x]/(m), kusjuures isomorfismi
¢ : Klz]/{(m) — K(a) saab nii valida, et ¢([x]) = o ning, et ¢([k]) = k iga
k € K korral.

Toestus. Lause 2.1.20 pohjal on poliinoom m taandumatu iile K, mistottu
jarelduse 2.1.26 pohjal on K[z]/{(m) korpus. Defineerime kujutuse
¢ : Klz]/{(m) — K(«) jargnevalt:



kus [p] on poliinoomi p ekvivalentsiklass mooduli m jargi. Veendume, et ¢ on
korrektselt — defineeritud. Olgu [p] =[g]. Siis p=g¢ (mod m) ehk
m | p — ¢, mistottu p — ¢ = mt mingi poliinoomi ¢ € K|[z| korral. Niiiid aga
p(a) — gla) = m(a)t(a) = 0, mistottu p(a) = ga) ehk o([p]) = 6([g]) ning
¢ on seega korrektselt defineeritud.

Paneme téhele, et kehtivad vordused

o([pl + ld]) = o(lp + q) = (p + @) (@) = p(a) + q(a) = é([p]) + ¢([q]),
o([pllal) = ¢([pal) = (pg) () = p(a)q(a) = ¢([p])p([a]) ,

mistottu ¢ on korpuste Kz]/(m) ja K(a) homomorfism.

Veendume, et kujutus ¢ on siirjektiivne. Selleks olgu y € K(«) suvali-
ne. Paneme jillegi tdhele (nagu teoreemi 2.1.27 toestuseski), et element y
esitub, korpuse tehteid silmas pidades, kujul y = %, kus f/g € K(z) ning
g(a) # 0. Niitid aga m 1 ¢ (vastasel juhul peaks mingi poliinoomi ¢ korral
g(a) = m(a)q(a) = 0¢(ar) = 0, mis on vastuoluline, sest g(a) # 0). Seega,
kuna m on taandumatu iile K, siis' (m, g) = 1, mistéttu leiduvad poliinoo-
mid a,b € K[z] nii, et ag + bm = 1. Niiiid aga a(a)g(a) = 1 ehk ﬁ = a(a)
ning % = f(a)a(a) = h(a), kus h € K|x]. Jagame poliinoomi h jédgiga
poliinoomiga m. Saame, et h = mq + r, kus degr < degm. Niiiid

S _ _ _ [l
o((r)) = r(e) = h(o) = m(a)g(a) = he) = fl@)ae) = &L =y,
mis tdhendab, et elemendil y leidub originaal kujutuse ¢ suhtes. Sellega oleme
nédidanud, et ¢ on pealekujutus.

Veendume niiiid, et kujutus ¢ on ka injektiivne. Selleks olgu y1, o € K ()
sellised, et y; = yo. Olgu [r;] € K(z)/(m) elemendi y; originaal kujutuse ¢
suhtes, r; € K|[z], degr; < degm, i € {1,2}. Niiiid

¢([r1]) = ri(a) =y = yo = r2(a) = ¢([r2]) ,

millest (11 — r9)(a) = () — ro(a) = 0. Lause 2.1.20 pohjal siis m | r; — 7o.
See aga téhendab, et [ri] = [r2] ning ¢ on injektiivne.

Sellega oleme néidanud, et ¢ on isomorfism, mistottu K(a) = Klz|/(m).
Paneme veel 16puks tihele, et ¢([z]) = « ning, et ¢([k]) = k iga k € K
korral. [l

Jareldus 2.1.29. Olgu K(«) : K ja K(B) : K sellised algebralised lihtlaien-
did, milledel on sama mddrav poliimoom m tle K. Siis need kaks laiendit on
isomorfsed, kusjuures korpuste K(a) ja K(f) vahelise isomorfismi voib vali-
da selliselt, et o kujutub elemendiks B ning et korpuse K elemendid jidvad
invariantseks.

ISiimboliga (f, g) tihistame poliinoomide f ja g suurimat iihistegurit.
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Téestus. Teoreemi 2.1.28 pohjal K («) = K[z]/(m) ning K(8) = K|x]/(m).
Seejuures  saame  valida  isomorfismid  ¢: K[z]/(m) — K(a) ja
j : Klz]/(m) — K(p) selliselt, et ¢(z) = a ja j(xr) = § ning nii, et ¢|g
ja j|x oleksid samasusteisendused. Siis aga kujutus j. 7! : K(a) — K(8) on
isomorfism, kusjuures j.~!(a) = B ning j. 7| on samasusteisendus. Definit-
siooni 2.1.13 (vt definitsiooni all olevat selgitust) pohjal on laiendid K («) : K
ja K(B) : K isomorfsed. O

Lause 2.1.30. Olgu + : K — K’ korpuste K ja K' isomorfism. Siis kujutus
i: Klx] = K'[x], mis on defineeritud seosega

i(ko+kix+ ...+ k™) =0v(ko)+e(k)xz+ ...+ o(ky) ™,
kus ko, k1, ...k, € K, on ringide K|[z| ja K'[z] isomorfism.

Toestus. Arvestades kahe poliinoomi vordsuse definitsiooni ning seda, et iso-
morfism ¢ on korrektselt defineeritud, saame, et kujutus i on korrektselt defi-
neeritud. Paneme téhele, et £(1) = ¢(1) = 1. St, ¢ viib ringi K[z] ithikelemendi
ringi K'[x] iithikelemendiks. Pidades silmas poliinoomide liitmise ja korruta-
mise definitsiooni ning seda, et kujutus ¢ on homomorfism, voime veenduda,
et ka kujutus ¢ on ringide K|z] ja K'[z] homomorfism. Pidades jéllegi kahe
poliinoomi vordsuse definitsiooni silmas ning seda, et kujutus ¢ on injektiiv-
ne, voime veenduda, et ka kujutus ¢ on injektiivne. Lopuks, kuna kujutus ¢
on siirjektiivne, siis on seda ka kujutus 7. Seega on kujutus ¢ isomorfism. [

Teoreem 2.1.31. Olgu + : K — K' korpuste K ja K' isomorfism. Olgu
K(a): K ja K'(B) : K" algebralised lihtlaiendid, millede mddravad poliinoo-
mid on vastavalt m,, (ile K) ja mg (tle K'). Oletame lisaks, et mg = i(my,)
(lause 2.1.30 tdhistuses). Siis leidub isomorfism j : K(a) — K'(B) nii, et
jli = o ming, et j(a) = B,

Toestus. Piltlikult kirjeldades on olukord jargnev:

K — K(o)
L Lio
K — K'(B)

kus isomorfism j tuleb meil leida.

Teoreemi 2.1.28 toestuses nédidatu pohjal voime iga elemendi jaoks kor-
pusest K (a) kasutada nn taandatud vormi, st iga elemendi y € K («) voime
kirjutada kujul p,(a), kus p, on teatav politnoom iile K, mille aste on viik-
sem kui poliinoomil m,,. Analoogiline viide kehtib ka korpuse K’(/5) kohta.

Defineerime niiiid kujutuse j : K(a) — K'(/3) seega jargnevalt:

J(p(a)) = (i(p)(P)
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kus p € K[z|, degp < degm,, ning i : K[zx|] — K'[z] on defineeritud selliselt
nagu lauses 2.1.30 defineeritud kujutus i.

Veendume, et kujutus j on korrektselt defineeritud. Olgu p(«),
q(a) € K(a) sellised, et p(a) = q(a), degp < degm,, ning degq < degm,,.
Siis p(a) —q(a) = 0 ning lause 2.1.20 pohjal m,, | p—¢, mistottu peab p—g =0
ehk p = ¢. Niitid aga ka i(p) = i(q) ning seega (i(p))(5) = (i(q))(5). Kujutus
j on seega korrektselt defineeritud.

Veendume, et j : K(a) — K'(f) on homomorfism. Poliitnoomide liitmise
definitsiooni ning asjaolu, et ¢ : K[x] — K’[z] on homomorfism, kasutades
leiame, et

J(p1(@) +pa(@)) = j((pr + p2)(@)) = (i(p1 +p2))(B) = (i(p1) + i(p2))(B) =
= (ip1))(B) + (i(p2))(B) = J(pr(e)) + G (pa(er)) -

Analoogiliselt voime veenduda, et ka j(p;(a)p2(a)) = j(p1(@))j(p2(a)). Sel-
lega oleme néiidanud, et j : K(«) — K'() on homomorfism.

Néitame niitid, et 5 on bijektiivne. Selleks piisab niidata, et kujutusel j
leidub poordkujutus (vt [5], Ik 19, teoreem 1.5.17). Kuna 7 : K[z|] — K'[z]
on isomorfism, siis leidub podrdkujutus i~ : K'[x] — K|x], mis on seejuures
samuti isomorfism ning on defineeritud sarnaselt kujutusega i, st,

DR AR R ) =0 (k) o (B e+ (R 2"

kus k) + ki + ... + k2™ € K'[z] on suvaline ning :~! on kujutuse ¢ poord-
kujutus.
Defineerime niiiid, sarnaselt kujutusega j, kujutuse j' : K'(8) — K(«)

jargnevalt:
7'@(B) = @ ()(@),

kus p’ € K'[z], degp’ < degmg. Sarnaselt nagu kujutuse j korralgi, voime
veenduda, et ka j' on korrektselt defineeritud. Veendume, et j on kujutuse
j poordkujutus. Selleks olgu p/'(8) € K'(B) (p' € K'[z], degp’ < degmy)
suvaline. Meie eelduse mg = i(m,) tottu on poliinoomidel m, ja mg sama
aste. Seega, degi™(p') = degp’ < degmg = degm,, mistottu kujutuste j ja
j" definitsioone kasutades leiame, et

(3@ (B) =3 @ (B) = 3(( (P)(@) = (@i ()(B) =
= (@ H)(@E)NB) =18

Sarnaselt voime veenduda, et ka (j'j)(p(«)) = p(«) suvalise p(a) € K(«)
(p € K[z], degp < degm,,) korral. Seega, j' on kujutuse j poordkujutus ning
7 on seega bijektiivne.

Sellega oleme néaidanud, et j : K(a) — K'(/3) on isomorfism. Kujutuse j
definitsioonist jareldub iihtlasi ka, et j|x = ¢ ning, et j(a) = f. ]
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Viimatitoodud teoreem viidab, et teatud tingimustel on voimalik isomor-
fismi korpuste K ja K’ vahel jitkata isomorfismiks korpuste K(«) ja K'(53)
vahel.

Lause 2.1.21 ja teoreem 2.1.28 kirjeldavad &ra koik algebralised lihtlaien-
did poliinoomide terminites. Iga lihtlaiend vastab {iheselt mé&aratud normee-
ritud poliinoomile ning korpus K ja mingi taandumatu poliinoom iile K
méadravad dra lihtlaiendi.

2.1.2 Laiendi aste

Laiendi astme moiste toome sisse vektorruumi kaudu. Seda tehes on meie ka-
sutada mitmed lineaaralgebra tulemused, milliseid tulemusi saame rakendada
korpuse laiendite uurimisel.

Teoreem 2.1.32. Olgu L : K korpuse laiend. Siis L on vektorruum tile K
tehete

(k,a) — ka (ke K,a€el),
(a,b) — a+b (a,be L),

suhtes.

Toestus. Vektorruumi aksioomid (vt [5], Ik 55-56) on tdidetud, sest L, olles
korpus, on iihtlasi ka liitmise suhtes Abeli rithm ning kuna K ja L on korpuse

C alamkorpused ja K C L, siis kehtivad ka iilejaanud vektorruumi aksioomid.
m

Definitsioon 2.1.33. Laiendi L : K astmeks nimetame vektorruumi L iile
K moodet (ehk dimensiooni). Laiendi L : K astet tdhistame [L : K].

Naiide 2.1.34. Korpus C on kahemootmeline vektorruum iile R, sest kahe-
elemendiline hulk {1,i} moodustab vektorruumi C iile R baasi.

Lause 2.1.35. Olgu korpuse laiendid L : K ja L' : K' isomorfsed. Siis vek-
torruumidel L iile K ja L' dile K" on sama mddde.

Téestus. Kui molemad vektorruumid L iile K ja L' iile K’ on 1opmatumodct-
melised, siis véide kehtib. Oletame niiiid konkreetsuse méttes, et vektorruum
L ile K on loplikuméstmeline. Olgu {ay, ao, ..., ap, } vektorruumi L iile K
baas ning olgu A : K — K’ ja u: L — L’ korpuste isomorfismid, kusjuures
plx = A Veendume, et {u(ay), u(az), ..., u(ay,)} on vektorruumi L iile K’
baas, millest jareldubki, et nende vektorruumide mootmed on vordsed. Olgu
x € L' suvaline. Kuna kujutused ) ja p on isomorfismid, siis 3 A\7! : K/ — K
jad p~t: L' — L, mis on seejuures samuti isomorfismid. Paneme veel tiihele,
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et tingimuse p|x = A tottu pu~!| = A7L. Niitid p~!(z) € L ning me saame
elemendi p~*(z) avaldada L baasivektorite kaudu:

,uil(ilf) = k‘lOél -+ kQCYQ + ..+ knan s

kl,k’z, ...,k?n € K. Niiiid aga

= (pp ) (2) = p(p () = plkiar + koo + ... + kpor,) =
= plkron) + p(hkeos) + ...+ p(knon) =
= p(ki)p(an) + plko) o) + ...+ plkn) plam) =
= k1) p(an) + Ak2)plan) + ...+ Akp) () -

Sellega oleme nédidanud, et suvaline element x € L’ avaldub elementide u(ay),
p(a), ..., p(ay,) lineaarkombinatsioonina iile K.
Olgu niiiid
Lip(on) + lap(oz) + ...+ (o) =0

elementide p(avy), p(as), ..., p(ay,) mingi nulliga vorduv lineaarkombinatsioon
ile K', st, Iy, 1, ...,1, € K'. Paneme téhele, et siis

0= '(0) = p" (hplan) + loplan) + .-+ lapla)) = . ..
e, = )\_1<l1)041 + )\_I(ZQ)OZQ + ...+ A_l(ln>(l/n s

kusjuures A7 (11), A7 (lg), ..., A7Y(l,) € K. Kuna aga {ay,as, ..., a;,} on vek-
torruumi L {ile K baas, siis kujutab viimane vordus nulliga vorduvat lineaar-
kombinatsiooni baasivektoritest aq, ao, ..., a,, iile K. Seega peab

M) =2y =...= 2, =0
ning kuna A~! on isomorfism, siis
Lh=lk=...=1,=0.

Sellega oleme naidanud, et elemendid p(ay), p(as), ..., p(ay) on lineaarselt
soltumatud iile K’ ning iihtlasi ka, et {u(aq), p(e), ..., u(ay,)} on vektor-
ruumi L/ iile K’ baas. Seega on vektorruumi L’ iile K’ modde sama, mis
vektorruumi L iile K mdode. ]

Jargnev teoreem ja jareldus sellest iitlevad, kuidas arvutada laiendi astet,
kui me teame teatud lihtsamate laiendite astmeid.

Teoreem 2.1.36. Olgu K, L ja M sellised korpused, et K C M C L. Siis

[L:K]=[L:M|[M:K].
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Toestus. Olgu (x;);c; vektorruumi M iile K baas ning olgu (y;)jes vektor-
ruumi L iile M baas. Iga ¢ € I jaiga j € J korral o; € M ja y; € L. Kuna
vektorruumi moode on selle vektorruumi baasivektorite hulga véimsus, siis
teoreemi toestamiseks piisab nédidata, et (z;y;)ier, jes on vektorruumi L iile K
baas (siin z;y; on korrutis korpuses L), sest sellisel juhul on vektorruumi L iile
K baasivektorite hulga voimsus [L : K] vordne korrutisega [L : M|[M : K].

Toestame algul vektorite z;y;, 1 € I, j € J, lineaarse soltumatuse. Olgu

Z ]’Cijiﬁiyj = O

iel, jeJ

vektorite z;y;, % € I, j € J, mingi 16plik nulliga vorduv lineaarkombinatsioon
iile K (st, kij; € K igai € I, j € J korral, kusjuures 1oplik arv kordajaid k;;
on nullist erinevad). Me vaime selle kirjutada kujul

) <Z kﬂ:) y; =0.

jeJ \iel

Paneme téhele, et viimases lineaarkombinatsioonis vektorruumi L iile M
baasivektorite y; (j € J) kordajad ), ; ki;jz; kuuluvad hulka M, mistéttu
baasivektorite y; lineaarse soltumatuse tottu iga j € J korral kehtib

iel
Saadud vordus kujutab aga iga j € J korral lineaarkombinatsiooni vektor-
ruumi M iile K baasivektoritest x;, ¢« € I, mistottu peab iga 7 € J ja iga
¢ € I korral kehtima k;; = 0. Sellega oleme ndidanud, et vektorid z;y; on
lineaarselt soltumatud iile K.

Néitame niitid, et (x;y;)ier, jes on vektorruumi L iile K moodustajate

siisteem. Olgu = € L suvaline element. Kuna L on vektorruum {ile M ning
(yj);es on selle vektorruumi baas, siis

=Y Ay (2.7)
jeJ

mingite \; € M korral (j € J). Analoogiliselt, kuna M on vektorruum iile
K ja (z;);er on selle vektorruumi baas, siis iga A; (j € J) on esitatav kujul

)‘j = Z )\zsz s (28)

el
kus \;; € K (i € I, j € J). Asendades niiiid suurused A;, j € J, vordusest
(2.8) vordusesse (2.7), saame, et kehtib (arvestame, et tegemist on loplike
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summadega, st, 16plik arv kordajaid \;; on nullist erinevad)

T = Z iy

iel, jeJ

mistottu (2;y;)ier, jes on vektorruumi L tile K moodustajate siisteem.
Sellega oleme niidanud, et (7;y;)ics, jes on vektorruumi L iile K baas,
mistottu [L: K| = [L: M][M : K]. O

Jareldus 2.1.37. Olgu K,, Ky, ..., K,, sellised Fkorpused, et

[Kn . K()] = [Kn . Kn—l][Kn—l : Kn_g] . [Kl . K()] . (29)

Toestus. Viite toestame naturaalarvu n jargi matemaatilise induktsiooni
meetodit kasutades.

Induktsiooni baas. Olgu n = 1. Paneme aga téhele, et sellisel juhul ei ole
midagi toestada.

Induktsiooni samm. Olgu n > 1 ning eeldame, et véide kehtib iga natu-
raalarvu k korral, kus k < n.

Teoreemi 2.1.36 pohjal kehtib

(K, : Ko =K, : Knp1][Kn-1: Ko]. (2.10)
Induktsiooni eelduse tottu
[Kn—l : KQ] = [Kn—l . Kn_g] . [Kz : KlHKl : Ko] . (211)

Asendades suuruse [K,,_1 : Ky] vordusest (2.11) vordusesse (2.10), saa-
megi jarelduse viite. [

Lause 2.1.38. Olgu K(«) : K algebraline lihtlaiend, mille mddrav poliimoom
on m, kusjuures degm = n. Siis {1,a, ?, ...,a" '} on vektorruumi K(«) ile
K baas. Seejuures [K(a) : K] = n.

Téestus. Teoreemi 2.1.28 pohjal K(«) = K[z]/(m), kusjuures isomorfismi
¢ : Klz]/{(m) — K(«) voime nii valida, et ¢([z]) = a ning, et ¢([k]) = k iga
k € K korral.

Olgu niiiid y € K («) suvaline element ning olgu [p| € K[z]/(m) elemendi
y originaal kujutuse ¢ suhtes. Lause 2.1.24 pohjal voime seejuures eeldada,
et klassi [p] esindaja p € K[x] aste on viiksem kui poliinoomil m. Seega,
arvestades, kuidas on defineeritud tehted korpuses K[z|/(m), ning, et ¢ on
isomorfism, saame, et



Sellega oleme niidanud, et element y esitub elementide 1, o, o?, ..., o™}

lineaarkombinatsioonina tile K.
2 n

Veendume niiiid, et elemendid 1, a, o?, ..., «
iile K. Selleks olgu

—! on lineaarselt séltumatud

ko + ]{310[ + ]{?2()(2 + Ce —I— k:n_loz"_l = O,
elementide 1, o, o?, ..., o™ ! mingi lineaarkombinatsioon iile K, st, ko, ki,
ko, ..., kn—1 € K. Kui oletada, et mingi kordaja k;, i € {0,1,2,...,n — 1}, on
nullist erinev, siis paneme téhele, et a on nullpoliinoomist erineva poliinoomi
ko+kix+kox?+.. . +k,_2" Liile K juur. Selle poliinoomi mingi korpuse K
elemendi kordne on normeeritud, nullpoliinoomist erinev, madalama astme
poliinoom kui m ning omab juurt a. See on aga vastuolus asjaoluga, et m
on elemendi o minimaalne poliinoom iile K. Seega peavad koik kordajad k;,

i €{0,1,2,...,n—1}, olema nullid ning elemendid 1, o, a2, ..., a"~! on seega
lineaarselt soltumatud iile K.

Sellega oleme pohjendanud, et 1, a, o?, ..., o™ ! on vektorruumi K(«)
iile K baas. Kuna baasivektoreid on n tiikki, siis [K(«) : K] = n. O

Lause 2.1.39. Olgu K(«) : K lihtlaiend. Kui see laiend on transtsendentne,
sits [K(«) : K] = 0o. Kui see laiend on algebraline, siis [K(«) : K| = degm,
kus m on vaadeldava laiendi mddrav poliinoom.

Toestus. Paneme téhele, et kui vaadeldav lihtlaiend on transtsendentne, siis
elemendid 1, a,a?, ... on lineaarselt soltumatud iile K. Seega ei saa vektor-
ruum K (a) iile K olla 1oplikumdodtmeline.

Kui vaadeldav lihtlaiend on algebraline, siis jareldub lause véide vahetult

lausest 2.1.38. ]
Niide 2.1.40.

1. Leiame niitena lihtlaiendi Q(c) : Q, kus ¢ = /2 € R, astme. Ele-
ment ¢ rahuldab vorrandit 22 — 2 = 0, mistottu vaadeldav lihtlaiend
on algebraline. Poliinoom z* — 2 on Eisensteini kriteeriumi (vt [2], 1k
248, teoreem 2, kus on see kriteerium Eisensteini teoreemina sonasta-
tud) pohjal taandumatu iile Q, mistottu kujutab vaadeldav poliinoom
lause 2.1.20 pohjal laiendi Q(c) : Q médravat poliinoomi. Kuna selle
poliinoomi aste on 3, siis lause 2.1.38 pohjal [Q(c) : Q] = 3. Seejuures
korpuse Q(c) iga element esitub kujul p + qc + r¢?, kus p, q, 7 € Q.

2. Leiame laiendi Q(v/2,4) : Q astme. Teoreemi 2.1.36 pchjal

[Q(V2,4) : Q] = [Q(v2,i) : Q(vV2)][Q(V2) : Q.
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Lihtlaiendi Q(v/2) : Q aste on lause 2.1.39 pdhjal 2, sest tema mizra-
vaks poliinoomiks on z2 —2 iile Q (vaadeldav poliinoom on taandumatu
iile Q, sest v/2 ei ole ratsionaalarv). Lihtlaiendi Q(v/2,1) : Q(v/2) aste
on samuti 2, sest poliinoom 22 4+ 1 on taandumatu iile Q(v/2) (vasta-
sel korral peaks i € Q(v/2)), kujutades seega laiendi Q(v/2,17) : Q(v/2)
médravat poliinoomi. Seega on laiendi Q(v/2,7):Q aste 4. Kuna
{1,v2} on lause 2.1.38 pohjal vektorruumi Q(v/2) iile Q ning {1,4} on
sama lause pohjal vektorruumi Q(v/2, 1) iile Q(v/2) baas, siis teoreemi
2.1.36 toestuskiigu pohjal on {1, V2,1, \/§z} vektorruumi Q(v/2, ) iile
Q baas. Laiendi Q(\/ﬁ, i) : Q iga element esitub seega iiheselt kujul
P4 qV2+ri+ sv2i, kus p,q,r,s € Q.

Definitsioon 2.1.41. Korpuse laiendit L : K nimetame loplikuks laiendiks,
kui tema aste on 1oplik.

Definitsioon 2.1.42. Korpuse laiendit L : K nimetame algebraliseks laien-
diks, kui korpuse L iga element on algebraline iile K.

Lause 2.1.43. Olgu korpuse laiend L : K loplik ning olgu M ja N, M C N,
mingid korpused korpuste K ja L vahel (st, K C M C N C L). Siis ka laiend
N : M on loplik.

Téestus. Jarelduse 2.1.37 pohjal [L : K| =[L : N][N : M|[M : K] ning sel-
lest vordusest jareldub vahetult laiendi NV : M loplikkus. O]

Lausest 2.1.39 jareldub, et iga algebraline lihtlaiend on loplik. Millistel
tingimustel on algebraline laiend 1oplik, sellele annab vastuse jargnev lause.

Lause 2.1.44. Kopruse laiend L : K on loplik laiend siis ja ainult sits kui
L: K on algebraline latend ning leidub loplik arv selliseid elemente
ap, o, .5 € L et L= K(ag,ag, ..., ).

Toestus. Tarvilikkus. Eeldame, et laiend L : K on loplik. Siis vektorruum L
iile K on 16plikumodtmeline. Olgu {ay, ao, ..., as} tema baasiks. Siis aga keh-
tib vordus L = K(aq, as, ..., a;). Jadb veel ndidata, et L : K on algebraline
laiend. Olgu x € L suvaline. Paneme téhele, et hulk {1, z,z?, ..., x°} sisaldab
s+ 1 elementi, mistottu on need elemendid lineaarselt soltuvad iile K. Seega,
meil leiduvad elemendid ko, k1, ko, ..., ks € K, mis ei ole koik korraga nullid,
nii, et kehtib
ko + kix + ko® 4+ ...+ ka2t = 0.

See aga tdhendab, et element x on algebraline iile K (vt definitsioon 2.1.14).
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Piisavus. Eeldame, et leidub 16plik arv selliseid elemente o, ao, ..., as € L,
et L = K(a1, s, ...,qa,). Lause 2.1.10 ja jéarelduse 2.1.37 pohjal kehtib

[L:K]=[K(a,aq,...,a,) : K] =
= [K(a1,qg,...,as 1)(ag) s K(ag,ag, ..., a5 )]

' [K(ala Qg, ... 706872) Oés,1> : K<O517 Qg, ... 7a372)]'

K (ar)(ag) s K(og)] - [K(aq) - K. (2.12)
Kuna elemendid oy, as, ..., as € L on algebralised iile K, siis on koik laiendid

K(Oél,OQ, s 7as—1)(as) : K(a17a27 s 7as—1) )

K(ah Qg, . .. 705872)(a571> . K<O517 Qg, ... 704372) )

K(al)(ag) . K(CYl),
K(w): K

algebralised lihtlaiendid ning on lause 2.1.39 tottu 1oplikud. Vorduse (2.12)
tottu on seega ka laiendi L : K aste [L : K] loplik arv. O

Jareldus 2.1.45. Kui laiend L : K on loplik, siis korpuse L suvaline element
x on esitatav kujul

$:p<041,042,...,048),

kus p on mingi s muutuja poliinoom file K ning oy, ao, ...,as € L on sellised
elemendid, et L = K(aq,ag, ..., ag).

Toestus. Lause 2.1.44 pohjal leiduvad elemendid o, s, ..., as € L selliselt,
et L = K(ay,ag,...,as). Sama lause pohjal on L : K algebraline laiend.
Toestame viite matemaatilise induktsiooni meetodit kasutades elementide
arvu s jargi.

Induktsiooni baas. Olgu s = 1. Siis L = K(oy) ning L : K on seega
algebraline lihtlaiend. Lause 2.1.38 pohjal siis suvaline element z € L on
esitatav kujul

r=pla),

kus p on mingi ithe muutuja poliinoom iile K.

Induktsiooni samm. Olgu niiiid s > 1 ning eeldame, et viide kehtib juhul
kui L : K on selline 16plik laiend, et L = K(aq, ag, ..., ax), kus k < s. Lause
2.1.10 pohjal

L=K(a,ag,...,as) = K(ag,ag, ..., a5 1)(ay) .
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Niiiid, laiend L : K(ag, @, ...,as_1) on algebraline lihtlaiend. Lause 2.1.38
pohjal siis suvaline element € L on esitatav kujul

T = pl(as) 9

kus p; on mingi ithe muutuja poliinoom iile K (aq, as, ..., as_1). Induktsioo-
ni eelduse tottu on poliinoomi p; kordajad a; korpusest K (o, ag, ..., a5 1)
esitatavad kujul

a; = qi(on, 00, ..., as-1),

kus ¢; on teatud (s — 1)-muutuja poliinoom iile K (i € 0, 1,2, ...,degp;). Siis
aga saamegi, et
x :p<041,062,...,065),

kus p on teatud s muutuja poliinoom iile K. O

2.2 Poliilnoomi lahutuskorpus

Teatavasti saame iga kompleksarvuliste kordajatega poliinoomi esitada tea-
tavate esimese astme poliinoomide korrutisena. Seega omab motet jargnev
definitsioon.

Definitsioon 2.2.1. Olgu K korpus ning f poliinoom iile K. Utleme, et
poliinoom f lahutub lineaartequrite korrutiseks iile korpuse K kui ta on esi-
tatav kujul

fl@)=Fk(z—aq)(x —ag)...(x — ay),

kus k, a1, a9,...,a, € K.

Margime, et viimases definitsioonis mainitud lineaartegurite all me peame
silmas 1. astme poliinoome = — a1, £ — s, ..., T — Q.

Kui f on poliinoom iile korpuse K ning L : K on korpuse laiend, siis
poliinoom f on iihtaegu ka poliinoom iile korpuse L. Seega on motet radkida,
et f lahutub lineaartegurite korrutiseks iile korpuse L, moeldes selle all, et
f lahutub 1. astme poliinoomide korrutiseks, milliste poliinoomide kordajad
kuuluvad korpusesse L. Meid huvitab sisalduvuse mottes niidelda “vahim”
korpus, iile mille f lahutub lineaartegurite korrutiseks.

Definitsioon 2.2.2. Olgu f poliinoom iile korpuse K. Korpust ¥ nimetame
poliinoomi f lahutuskorpuseks tle korpuse K kui K C ¥ ning

1. f lahutub lineaartegurite korrutiseks iile X2,
2. kui K C ¥ C ¥ ning kui f lahutub lineaartegurite korrutiseks iile 3,
siis ¥/ = ¥,
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Kui kontekstist on korpuse K roll selge, siis poliinoomi f lahutuskorpust
iile K nimetame ka lihtsalt poliinoomi f lahutuskorpuseks.

Lause 2.2.3. Olgu f poliinoom file korpuse K mning olgu ¥ poliinoomi f
lahutuskorpus. Siis
Y= K(ag,ag,...,0p),

kus oy, g, ..., a, on polimoomi [ koik juured.

Toestus. Definitsioonist 2.2.1 jéreldub, et f lahutub lineaartegurite korruti-
seks iile korpuse K (aq, a, ..., o, ). Paneme téhele, et iga korpus, iile mille f la-
hutub lineaartegurite korrutiseks, peab sisaldama f koiki juuri o, as, ..., .
Seega, kuna f lahutub lineaartegurite korrutiseks iile X2, siis aq, ao, ..., o, € X.
Kuna ka lisaks K C ¥, siis K (a, ag, ..., ;) C 2. Niiiid aga definitsiooni 2.2.2
pohjal saame, et ¥ = K (g, ag, ..., ). ]

Leiame niiiid lahutuskorpuse iihele konkreetsele poliinoomile.

Néide 2.2.4. Olgu f(z) = (z* —2x—2)(2?+1) poliinoom iile Q. Vaadeldava
poliinoomi juured korpuses C on 1 + /3, 1 — /3, 4, —i, mistottu lause 2.2.3
pohjal on f lahutuskorpuseks korpus Q(1 + v/3,1 — /3,4, —i), mis iihtib
korpusega Q(+/3,1).

Olles sidunud poliinoomiga tema lahutuskorpuse, toome niiiid siinkohas
paar olulist tulemust poliinoomide kohta.

Lause 2.2.5. Olgu f polimoom fiile korpuse K, kusjuures deg f > 0. Siis
poliinoomil [ leidub juur korpuses C, mille kordsus on suurem kui 1, siis ja
ainult siis kui poliinoom f ja tema tuletis® [’ ei ole tihistegurita ringis K|[z]

(st, deg (f, f') > 0).

Toestus. Tarvilikkus. Olgu ¥ poliinoomi f lahutuskorpus ning olgu a € X
poliinoomi f k-kordne juur, £ > 1. Siis poliinoomina iile > on f esitatav
kujul
f=(z—a)y, (2.13)
kus k£ > 1 ning ¢g on mingi poliinoom iile 3. Siis aga, poliinoomi f tuletis f
on
fl=(z =)z —a)g + k] . (2.14)

Kuna k — 1 > 0, siis jareldub vordustest (2.13) ja (2.14), et (z — «) | f ning
(x —a) | f' (ringis X[z]), mis tdhendab, et o on nii poliinoomi f kui ka
poliinoomi f’ juur. Niiiid lause 2.1.20 pohjal jagab elemendi o minimaalne
poliinoom iile K nii poliinoomi f kui ka poliinoomi f’ (ringis K[z]). Seega ei
saa [ ja [’ olla iihistegurita ringis K|x].

2Poliinoomi f tuletis f’ on funktsiooni f = f(x) tuletis, mis on poliinoom iile K.
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Piisavus. Oletame vastuviiteliselt, et poliinoomil f puuduvad kordsed
juured korpuses Y. Nditame matemaatilise induktsiooni meetodit kasutades
poliinoomi f astme jargi, et sellisel juhul poliinoomidel f ja f’ ei saa leiduda
iihist tegurit. St, niitame, et f ja f’ on sellisel juhul tihistegurita ringis %[z]
(voi ringis Clz]) ning seega iihistegurita ka ringis K|x].

Induktsiooni baas. Kui deg f = 1, siis deg f/ = 0, mis tdhendab, et f’ on
korpuse K element ning f ja f’ on seega iihistegurita.

Induktsiooni samm. Eeldame, et iga poliinoomi f korral {ile /K, mille aste
on véiksem kui k£, £ > 2, ning millel puuduvad kordsed juured korpuses C,
on f ja tema tuletis f’ iihistegurita ringis C[z]. Olgu

f=(x—a)g, (2.15)

kus (z — ) { g (st, juure a kordsus on 1) ning deg f = k. Sellisel juhul
deg g = k — 1 ning me voime poliinoomi ¢ jaoks dra kasutada induktsiooni
eeldust. Paneme téhele, et

ff=x—a)d+g. (2.16)

Niiiid vordustest (2.15) ja (2.16) ilmneb, et poliinoomide f ja f’ iihised tegu-
rid saavad olla vaid poliinoomi g tegurid, sest meie eelduse (z — «) 1 g tottu
(@—a)tf.

Kui niiiid leiduks taandumatu poliinoom d iile ¥ nii, et d | g, d | f' ja
degd > 0, siis vordusest (2.16) jéreldub, et ka d | (x — a)g’. Kuna d on
taandumatu iile X, siis kas d | (z — ) voi d | ¢’ (vt [2], 1k 212, omadus 2)).

Kui kehtiks d | (x — «), siis degd = 1 (sest degd > 0) ning seepérast ka
(x — ) | d. See aga tédhendaks, et (z — ) | g (sest (x — ) | d ja d | g ning
seetottu ka (z — «v) | ¢), mis on vastuolus meie eeldusega, et (r — ) { g.

Seega peab d | ¢'. Paneme aga téhele, et induktsiooni eelduse pohjal on
poliinoomid ¢ ja ¢’ iihistegurita, mistottu ei saa see kehtida.

Sellega oleme pohjendanud, et poliinoomi g iikski tegur ei saa olla poliinoo-
mi f’ teguriks ning poliinoomid f ja f’ peavad seega olema iihistegurita. [J

Jareldus 2.2.6. Olgu K korpus ning olgu f taandumatu polinoom fdile K.
Stis poliinoomi f juured on koik iihekordsed. Teisisonu, tle oma lahutuskor-
puse voi tle korpuse C, on f esitatav kujul

f=klz—a)(z—ag)...(z —ay), (2.17)
kus elemendid o, j € {1,2,...,n}, on paarikaupa erinevad.

Toestus. Kui poliinoomi f mingi juure kordsus oleks suurem kui 1, siis oleks
f vdhemalt 2. astme poliinoom ning lause 2.2.5 pohjal ei oleks poliinoomid f
iile K ja f’iile K iihistegurita. See on aga vastuoluline, sest f on taandumatu
ile K. O
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2.2.1 Lahutuskorpuse iihesus
Uurime niiiid poliinoomi lahutuskorpuse iihesusega seotud kiisimusi.

Teoreem 2.2.7. Olgu K korpus ning f poliinoom iile K. Siis poliinoomi f
lahutuskorpus ¥ on diheselt mdadratud ning laiend: 3 : K aste on loplik.

Toestus. Olgu aq, as, ..., o, poliinoomi f koik juured. Kui % on poliinoomi
f lahutuskorpus iile K, siis lause 2.2.3 pohjal ¥ = K(aq, as, ..., a,). Seega f
lahutuskorpus on iiheselt méadratud.

Jarelduse 2.1.37 ja lause 2.1.10 pohjal

X K] =[K(a,q,...,0, 1) () : K(ag, a9, ..., an_1)]
K (ar, gy o) (1) P Ko, agy e 0] -
o [K (o) (ae) - K(og)] - [K(oq) s K], (2.18)

Paneme téahele, et laiendid

K(ay,ag,...,an-1)(on) : K(ag,a,...,05-1),
K(alu Qg, ... 7an—2>(an—1) : K(Oél, Qg, ... Jan—2> 9
K(a)(ag) : K(aq),

K(): K

on koik algebralised lihtlaiendid. Lause 2.1.39 pohjal on nende astmed 16pli-
kud. Siis aga vorduse (2.18) tottu on ka laiendi ¥ : K aste 16plik. ]

Lause 2.2.8. Olgu + : K — K' korpuste K ja K' isomorfism. Olgu f
poliinoom tile K ning olgu ¥ poliinooms f lahutuskorpus. Olgu L' : K' mis-
tahes korpuse laiend, mille korral polimoom i(f) (lause 2.1.30 tahistustes)
lahutub lineaartegurite korrutiseks iile L'. Siis leidub selline monomorfism
j:X =L, etjlg=1.

Toestus. Piltlikult viljendades on olukord jargnev

K — X
L vi,
K = L

kus monomorfism j tuleb leida. Toestame véite matemaatilise induktsiooni
meetodit kasutades poliinoomi f astme deg f jargi.

Induktsiooni baas. Induktsiooni baasi toestame juhul kui f on 1. astme
poliinoom iile korpuse K. Paneme téhele, et sellisel juhul K = ¥ ning mo-
nomorfismiks j votame ¢.
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Induktsiooni samm. Eeldame niiiid, et véide kehtib koikide poliinoomide
jaoks iile korpuse K, mille aste on viiksem kui n (n > 1). Olgu f mingi
n-astme poliinoom iile K. Poliinoomina iile lahutuskorpuse > voime f kirju-
tada kujul

f=klz—a)(z—ag)...(r —ay).
Olgu m elemendi «; minimaalne poliinoom iile K. Lause 2.1.20 pohjal
f = gm, kus ¢ on mingi poliinoom iile K. Kuna ¢ : K[z] — K'[z] on lause
2.1.30 tottu isomorfism, siis

i(f)=i(gm)=i(q)i(m), (2.19)

mis tdhendab, et poliinoom i (m) jagab poliinoomi i (f). Poliinoom i (f) la-
hutub aga eelduse tottu lineaartegurite korrutiseks iile L. Vorduse (2.19)
tottu lahutub seega ka poliinoom 7 (m) lineaartegurite korrutiseks iile L', st,

t(m) = (x—B)(x = P2)... (x=5r),

kus Sy, fa, ..., Br € L. Kuna Klz] = K'[z] ning poliinoom m on taandu-
matu iile K, siis on i (m) taandumatu iile K’. Seega on i (m) elemendi /5
minimaalne poliinoom iile K’. Teoreemi 2.1.31 pohjal leidub isomorfism

jl : K(Oél) — K/<51),

kusjuures ji1|x = ¢ ning ji(ay) = [;. Paneme téhele, et ¥ on poliinoomi
g = # lahutuskorpus iile K (a;) ning, et poliimoom ji (g) = % (iile
K'(f51)) lahutub lineaartegurite korrutiseks iile L’. Induktsiooni eelduse t&ttu
leidub niiiid monomorfism j : ¥ — L' nii, et j|x(a,) = j1. Kuid sellisel juhul
Jlx = ¢ ning véide on toestatud. m

Teoreem 2.2.9. Olgu + : K — K’ korpuste K ja K' isomorfism. Olgu %
poliinoomi f lahutuskorpus dle K ning olgu X' polimoomi ¢ (f) (lause 2.1.30
tahistuses) lahutuskorpus tle K'. Siis leidub isomorfism j : % — X' nii, et
Jlx = . Teisisonu, laiendid X : K ja 3" : K' on isomorfsed.

Toestus. Olukord on meil seekord jérgnev

K — X
Ll Li
K — Y

kus noutud tingimusi rahuldav isomorfism j tuleb leida. Kuna ¥ on poliinoo-
mi f lahutuskorpus, siis poliinoomina iile > voime f kirjutada kujul

f=klz—a)(z—ag)...(r —ay) .
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Lause 2.2.8 pohjal leidub monomorfism j : X — ¥/ nii, et j|x = . Seega,
kuna kujutus j : X[z] — j () [x] on lause 2.1.30 pohjal isomorfism, kehtib

~ ~ ~

L) =7 =70k —a)j(@—a)...jx—a,) =
= j(k)(x — j(o))(z — j(az)) ... (x — j(an)) .

Seega, poliinoom ¢ (f) lahutub lineaartegurite korrutiseks iile korpuse j (X).
Paneme ka tihele, et K/ C j(X) C Y'. Seega, definitsiooni 2.2.2 pohjal,
j(X) = X', See aga tihendab seda, et kujutus j on pealekujutus ning iihtlasi
ka isomorfism. O

2.2.2 Normaalkorpus

Definitsioon 2.2.10. Korpuse laiendit L : K nimetame normaalseks kui iga
taandumatu poliinoom iile K, mille juurtest vihemalt iiks kuulub korpusesse
L, lahutub lineaartegurite korrutiseks iile korpuse L. Korpust L nimetame
sellisel juhul normaalkorpuseks (korpuse K suhtes).

Niide 2.2.11.

1. Laiend C : Q on normaalne, sest algebra pohiteoreemi (vt [5], 1k 232,
teoreem 7.4.5) pohjal mistahes kompleksarvuliste kordajatega (ning
seega ka ratsionaalarvuliste kordajatega) n-astme poliinoomi f koik
n kompleksarvulist juurt kuuluvad korpusesse C (n on suvaline natu-
raalarv).

2. Laiend Q(c) : @, kus ¢ = v/2 € R, aga ei ole normaalne. Poliinoomi
2% — 2 juur v2 € R kuulub korpusesse Q(c). Vaadeldava poliinoomi
teised juured korpuses C on aga komplekssed ning ei kuulu seetottu
korpusesse Q(c). Seega laiend Q(c) : Q ei ole tdepoolest normaalne.

Teoreem 2.2.12. Korpuse laiend L : K on normaalne ja loplik siis ja ainult
sus kui L on mingi poliinoomi lahutuskorpus tile K.

Toestus. Tarvilikkus. Olgu laiend L : K normaalne ja loplik. Lause 2.1.44
pohjal siis L = K (o, o, ..., ), kus elemendid oy, ao, ..., a, on algebralised
tile K. Olgu m; elemendi o, j € {1,2,...,n}, minimaalne poliinoom iile K
ning olgu f = mymas...m,,. Polinoomid m;, j € {1,2,...,n}, on taandumatud
iile K ning a; on poliinoomi m; juur. Kuna L on normaalkorpus K suhtes,
siis poliinoomid my;, j € {1,2,...,n}, lahutuvad lineaartegurite korrutiseks
ille L, st, L sisaldab poliinoomi f koiki juuri £y, Bs, ..., Bs. Lause 2.2.3 pohjal
on L = K(f4, P, ..., Bs) seega poliinoomi f lahutuskorpus.

Piisavus. Olgu L lahutuskorpuseks mingile poliinoomile g iile korpuse K.
Teoreemi 2.2.7 pohjal on laiendi L : K aste loplik. Nditame niiiid, et L on
normaalkorpus K suhtes.
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Olgu f mingi taandumatu poliinoom iile K, mille juur #; kuulub korpu-
sesse L. Naitamaks, et L on normaalkorpus, tuleb meil definitsiooni 2.2.10
tottu néidata, et f lahutub lineaartegurite korrutiseks iile korpuse L.

Olgu 6, poliinoomi f suvaline juur. Uldisust kitsendamata voime seejuu-
res eeldada, et f on normeeritud. Kuna f on taandumatu iile K, siis on f
seega elementide #; ja 63 minimaalne poliinoom iile K.

Naitame, et

[L(6y) : L] = [L(6y) : L]. (2.20)

Paneme téhele, et kehtivad jargnevad sisalduvused:

KCLCL®,),
K < K(0;) € L(6;),
kus j € {1,2}. Niiiid teoreemi 2.1.36 kasutades saame, et j € {1, 2} korral
100 LIIL: K) = [L(6) s K] = [L0) : K@K, : K] (2.21)
Kuna f on laiendite K(6;): K ja K(f): K médrav poliinoom, siis lause
9.1.38 pohjal
[K(0)) : K] =[K(0s) : K]. (2.22)
Paneme téhele, et kuna L on poliitnoomi g lahutuskorpus iile K, siis L(#;) on g
lahutuskorpus iile K(6;), j € {1,2}. Lisaks paneme téhele, et jarelduse 2.1.29

pohjal K(0;) = K(0s). Seega, teoreemi 2.2.9 pohjal on laiendid L(6,) : K(6;)
ja L(62) : K(0) isomorfsed ning lause 2.1.35 tottu kehtib

[L(6y) : K(61)] = [L(62) : K(6s)]. (2.23)
Niiiid aga saadud vorduste (2.21), (2.22) ja (2.23) pohjal
[L(61) : LI[L : K| = [L(61) : K(61)][K(0h) : K] =
= [L(62) : K(62)][K(02) : K] = [L(6) : L][L : KT,
millest jareldubki, et kehtib vordus (2.20).
Kuna poliinoomi f juur ¢; kuulub korpusesse L, siis L(6;) = L ning seega
) : L] = 1. Poliinoomi f teise juure 0 korral vorduse (2.20) pohjal siis ka

[L(6y): L

[L(62) : L] = 1. See aga téhendab seda, et fy € L. Kuna aga 65 oli poliinoomi
f suvaline juur, siis peavad f koik juured sellisel juhul kuuluma korpusesse
L.

Sellega oleme naidanud, et f lahutub lineaartegurite korrutiseks iile kor-
puse L ning laiend L : K on seega normaalne. O]

Kui korpus L on mingi poliinoomi lahutuskorpus iile korpuse K, siis teo-
reemi 2.2.12 pohjal iga taandumatu poliinoomi f korral iile K on kaks voima-
lust:
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1.

2.

f lahutub lineaartegurite korrutiseks iile L.

f on taandumatu iile L.

2.3  Ulesanded

11.

12.

13.

14.
15.

16.

Toestada, et seos “korpuse laiendid (K7, Ly) ja (K, Ly) on isomorfsed”
on ekvivalentsiseos.

Tdestada, et elemendid 1, v/2, v/3, v/6 on lineaarselt soltumatud iile
Q. (Nipuniide: Oletame vastuviiteliselt, et p+qv/2 +rv3 +sv6 = 0,
kus ratsionaalarvud p, ¢, r ja s ei ole koik korraga nullid. Ndidata, et
me voime sel juhul eeldada, et s # 0. Nédidata seejérel, et siis

_atbv2
¢§—C+dﬁ—e+f\/§7

kus a,b,c,d, e, f € Q. Lopuks, nédidata, et viimase vorduse ruutu tost-
misel saame vastuolu.)

Leida hulga C jargmiste alamhulkade poolt tekitatud korpused.

. {0,1}.

{0}.

. {0,1,4}.

- {i,V/5}).

e. {V/2,v/3}. (Nipuniide: Kasutada iilesannet 12.)
f. R.

g. RuU{i}.
Kas laiend Q(v/2,v/3) : Q on lihtne? Phjendada.

o

[eVaNNe)

Leida jargmiste elementide minimaalsed poliinoomid jargmiste laiendi-
te korral.

a. 1, C: Q.
b. (V2+1)/2,C:Q.
c. (ivV2-1)/2,C:Q.

Niidata, et kui elemendi o minimaalne poliinoom on 22 — 2 iile Q ning
elemendi 3 minimaalne poliilnoom on z? — 4z + 2 iile Q, siis laiendid

Q(a) : Q ja Q(p) : Q on isomorfsed.
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17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

Milliste jargnevate poliinoomide m ja vastavate korpuste K korral lei-
dub a € C, et laiendi K («) : K médravaks poliinoomiks oleks m?

a. m=u1z?—4, K =R.
b. m=2a?>-3, K =R.
c. m=2a%>-3, K=0Q.
d m=a"—-32% +42® —2 -1, K =R,

Toestada, et korpuse laiend L : K on 16plik siis ja ainult siis kui lei-

dub 16plik arv selliseid algebralisi elemente ay, as, ..., ay iile K, et
L=K(o,as,...,aq).

Olgu L : K 1oplik korpuse laiend. Naidata, et korrutamine fikseeritud
elemendiga korpusest L defineerib lineaarteisenduse vektorruumil L iile
K. Millal on see lineaarteisendus mittesingulaarne? (St, millal on selle
lineaarteisenduse maatriksi determinant nullist erinev?)

Olgu L : K 16plik korpuse laiend ning olgu p taandumatu poliinoom
iile K, mille aste on vihemalt 2. Niidata, et kui arvud degp ja [L : K]
on iihisteguriteta, siis poliinoomi p iikski juur ei kuulu korpusesse L.

Leida lihtlaiendi Q (\/ 1+ \/§) : Q madrav poliinoom ning iihtlasi ka

vektorruumi Q <\/ 1+ \/3) iile Q baas ja moode. (Napunéide: Monin-
gate poliinoomide taandumatust iile Z saab kindlaks teha FEisensteini

kriteeriumi abil (vt [2], Ik 248, teoreem 2). Iga taandumatu poliinoom
tile Z on taandumatu ka iile Q (vt [2], Ik 246, lemma 2).)

Téhistame koigi selliste kompleksarvude, mis on algebralised iile Q,
hulga tdhega A. Néidata, et hulk A on korpuse C alamkorpus jérgneval
moel.

a. Naidata, et kompleksarv «a € A siis ja ainult siis kui
Q) : Q] < o0. Jdreldada, et Q C A.

b. Olgu «,8 € A. Teoreemi 2.1.36 kasutades naidata, et
[Q(a, B) : Q] < o0.

c. Osa b. tulemust ning teoreemi 2.1.36 kasutades néidata, et
[Q(a+8) : Q] < o0, [Q(=a) : Q) < o3, [QaB) : Q] < oo ning, kui
a # 0, siis [Q(a™) : Q] < oo.

Eelmise iilesande tdhistuses, niidata, et [A : Q] = oo. Jareldada, et
algebralised laiendid ei tarvitse olla 1oplikud. (Népunédide: Kasutada
Eisensteini kriteeriumi, mille abil ndidata, et leidub kuitahes korge ast-
mega taandumatuid poliinoome iile Q.)
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24.

25.

26.

27.
28.

29.

Olgu laiendid M : L ja L : K algebralised. Kas siis ka laiend M : K on
algebraline? (Vaadeldavad laiendid ei tarvitse olla 1oplikud.)

Olgu f poliinoom iile korpuse K, kusjuures deg f = n. Olgu X poliinoo-
mi f lahutuskorpus iile K. Tdestada, et [X : K| jagab arvu n!. (N&-
pundide: Vaadata eraldi juhtusid kui f on taandumatu ja taanduv.
Taanduva juhu korral kasutada matemaatilise induktsiooni meetodit.
Panna téhele, et alb! jagab arvu (a + b)! (miks?).)

Olgu m taandumatu poliinoom iile korpuse K ning olgu ta elemendi «
minimaalseks poliinoomiks iile K. Kas laiend K («) : K on sellisel juhul
alati normaalne?

Olgu laiendi L : K aste 2. Naidata, et siis laiend L : K on normaalne.

Millised jargnevatest laienditest on normaalsed?

a. Q(vV=2) : Q.
b. Q(a) : Q, kus a = V2 € R.

c. @(a,\/?):@,kusoz:(/?ER.
d. R(v=5):R.

Mirkida jargnevad kas “T'éene” (T) voi “vaar” (V).

Kui X C Q, siis Q(X) = Q.

Kui hulk X sisaldab irratsionaalarvu, siis Q(X) # Q.

Korpuse C iga alamkorpus sisaldab korpust R.

Koik irratsionaalarvud on transtsendentsed.

Arvu 7 iga nullist erinev ratsionaalarvukordne on trantsendentne.
Iga lihtlaiend on algebraline.

Algebralised lihtlaiendid K () : K ja K () : K on alati isomorfsed
(a, B € C).

h. Transtsendentsed lihtlaiendid K («) : K ja K () : K on alati iso-
morfsed (a, f € C).

i. Korpuse C iga element on algebraline iile R.

@ - 0 & 0 T W

j. Iga poliinoom iile Q lahutub lineaartegurite korrutiseks iile teatava
C alamkorpuse.

k. Iga loplik korpuse laiend on normaalne.

l. Kui laiendid L : M ja M : K on normaalsed siis on ka laiend
L : K normaalne.

m. Iga algebraline laiend on 16plik.
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Peatiikk 3

Galois’ teooria

Olles teinud tutvust rithmade ja korpuste moningate vajalike tulemustega,
oleme niiiid valmis Galois’ teooria pohjalikumaks uurimiseks. Seda teooriat
kasutades néitame lopuks, et leidub viienda astme vorrand, mis ei ole lahen-
duv radikaalides.

3.1 (Galois’ teooria sissejuhatus

3.1.1 Lagrange’i idee vorrandite lahendamiseks

Kuna Galois luges Lagrange’i toid, siis voib arvata, et just siit périneb Ga-
lois” originaalne idee vorrandite radikaalides lahenduvuse probleemi lahenda-
miseks. Lagrange uuris vorrandite lahendamist selle vorrandi lahendite vahel
kehtivate teatud siimmeetriate abil. Vorrandi lahendite vaheliste siimmeet-
riate kasutamine on iiks pohiideedest ka Galois’ teoorias.

Jargnevalt tutvumegi lahemalt Lagrange’i ideega teise, kolmanda ja nel-
janda astme vorrandite lahendamiseks. Idee seisneb selliste poliinoomide leid-
mises vorrandi lahenditest, mis jadvad muutumatuks vorrandi lahendite per-
muteerimisel. Proovime seda meetodit rakendada ka 5. astme vorrandile.

Alustuseks meenutame, et n muutuja poliinoomi f = f(z1,zs, ..., x,) ni-
metame stimmeetriliseks kui ta ei muutu muutujate mistahes substitutsiooni
korral. Lagrange’i ideega tutvumisel puutume kokku siimmeetriliste pohi-
poliinoomidega si, ss, ..., s, muutujatest xy, xs, ..., x,, millised teatavasti
defineeritakse jargnevalt:

s1=81(T1,%2, ..., Ty) =1+ T2+ ...+ T,
Sg = So(T1, X9, ..., Tp) = T1T2 + T1T3+ ...+ Ty 1Ty,
9
Sp = Sp(T1, T, ..., Ty) = T1To. .. Ty,
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kus s (K € {1,2,...,n}) on summa koikidest k kaupa voetud erinevatest
korrutistest muutujatest xy, zo, ..., x,, kusjuures igas sellises korrutises esineb
iga muutuja tegurina iilimalt {ihe korra.

Koikidest n muutujaga stimmeetrilistest poliinoomidest kordajatega rin-
gist C koosnev hulk moodustab ringi Clzy, 23, ..., x,] alamringi (vt [5], lk 218,
lause 6.17.4). Seda ringi tihistame! jérgnevalt siimboliga C[sy, 9, ..., Sp)-

Vaatame niiiid jargnevat muutujast x soltuvat poliinoomi F' iile ringi
Clxy, 22,y .oy )

Fla)=(z—x)(z—x9)...(x —z,).

Matemaatilise induktsiooni meetodit kasutades voime veenduda, et peale sul-
gude avamist saame

F(z)=a" — 512" ' 4 502" % — .+ (=1)" s, 124 (—1)"s,.
Definitsioon 3.1.1. Olgu sy, g, ..., s, stimmeetrilised pohipoliinoomid al-
gebralistest muutujatest xy, o, ..., z, kompleksarvude hulgas. Uldiseks

n-astme algebraliseks vorrandiks nimetame vorrandit

2" — 51" s — 4 (1) s+ (—1)"s, = 0 (3.1)
iile ringi Clsy, s9, ..., 8,] jagatistekorpuse C(sq, 2, ...,S,). Muutujaid =z,
Ta, ..., T, nimetame selle vorrandi lahenditeks.

Definitsioon 3.1.2. Uldist n-astme vérrandit (3.1) nimetame lahenduvaks
radikaalides, kui koik tema lahendid zq, x», ..., x,, on avaldatavad korpuse
C(s1, S2, .-+, Sp) elementide kaudu nelja aritmeetilist pohitehet (liitmine, la-
hutamine, korrutamine ja jagamine) ning mistahes naturaalarvuliste juurte
votmist kasutades. Sellisel juhul iitleme, et lahendid xq, s, ..., z,, avalduvad
korpuse C(s1, sg, ..., $,) elementide kaudu radikaalides.

Kui me oskaksime lahendada iildist n-astme vorrandit radikaalides mingi
fikseeritud naturaalarvu n korral, siis oleks ka iga konkreetne n-astme komp-
leksarvuliste kordajatega vorrand, mille pealiikme ™ kordaja on 1, lahenduv
radikaalides. Meil tuleks selleks lihtsalt si, ss, ..., s, iildvorrandi lahendi-
valemis asendada konkreetse vorrandi kordajatega. (Arvestades ka mérkide
erinevust!) Kuna iga vorrandit on voimalik dra normeerida (jagada l&bi sel-
lise arvuga, et pealiikme kordaja oleks 1), milline tegevus ei muuda vorrandi
lahendeid, siis oleks iga konkreetne n-astme kompleksarvuliste kordajatega
vorrand lahenduv radikaalides.

1Selline tihistus on pohjendatud sellega, et iga siimmeetrilist n muutuja poliinoomi
saame esitada poliinoomina siimmeetrilistest pdhipoliinoomidest (vt [5], 1k 219, teoreem
6.17.6).
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Veendume niiiid jargnevas, et iildine teise, kolmanda ja neljanda astme
vorrand on lahenduv radikaalides.
Vaatame iildist teise astme algebralist vorrandit

2
T°—s1x+s,=0,

kus

s1 = s1(x1,22) = 21 + X2, (3.2)

Sg = 82@1, $2) = X1T2 .
Paneme téhele, et kahe muutuja poliinoom
(1 — 22)*

on stimmeetriline muutujate x; ja x5 suhtes. Seega saame ta esitada poliinoo-
mina siimmeetrilistest pohipoliinoomidest s; ja sy (vt [5], Ik 219, teoreem
6.17.6). Osutub, et

(21 — 29)* = (21 + 29)% — 4w129 = 57 — 459, (3.3)

xl—xgzi\/s%—llsQ.

Arvestades lisaks vorduste (3.2) esimest vordust, saame niiiid jirgmise vorran-
disiisteemi lahendite x; ja x2 suhtes:

£B1+1’2281
T — Tg = £4/87 — 4s,.

Selle lahendamisel saame, et?

millest

S1+ /83 — 4sy
2 )
S1 — \/s% — 45,

2

(3.4)

To =

Sellega oleme néidanud, et {ildine teise astme vorrand on lahenduv radikaa-
lides.

Vaatame niiid ildist 3. astme vorrandit

23— 512 + 501 — 53 =0, (3.5)

w_»

2Lahendamisel valisime ruutjuure ees miirgiks “+”. Valides mérgiks
lahendid.

, saame samad
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kus
s1 = s1(21, T2, x3) = 21 + T2 + 23,

Sy = S(T1, T2, T3) = T1Xg + T1T3 + To3, (3.6)

53 = 83($17$2,9€3) = 1X2T3 .

Olgu
y = y(r1, 79, 73) = (21 + (a2 + Cy)°, (3.7)
2= 2(11, 9, 03) = (1 + g + C3)°,

kus ¢ = e*™/3 = —1 4 \/752 on 3. astme iihejuur. Paneme tihele, et vahetades

omavahel {imber muutujad x; ja xo poliinoomis y, saame

Y(w2, 21, 23) = (T2 + (11 + C2$3)3 = (C(o1 + CQI'Z + CCUS))B =
= (1 4 Caa + C3)° = (21 4+ Cog + (23)° = 2(w1, 72, 73) -

Sarnaselt voime veenduda, et z(xo, 21, x3) = y(z1, 2, x3), ning, mistahes kahe
muutuja {imbervahetamisel saame poliinoomist y poliinoomi z ja vastupidi.
Muutujate tsiiklilisel iimberpaigutamisel jadvad poliinoomid y ja z aga muu-
tumatuks. Seega, eeldeldu tottu, y + z ja yz on siimmeetrilised poliinoomid
muutujate x1, 9, r3 suhtes ning me saame nad seepérast esitada poliinoomi-
dena stimmeetrilistest pohipoliinoomidest s1, so, s3. Olgu néiteks

Y+ z=a; =a(s1,S2,3),
Yz = a2 = a2(81, 52783),

kus a; ja as on teatud kolme muutuja poliinoomid iile C.
Paneme téhele, et y ja z rahuldavad vorrandit

(—y)x—2)=0
ehk, peale sulgude avamist, vorrandit

22 —a1x+ay =0 (3.8)
iile C(s1, s9, s3). Tépselt samal moel nagu iildise teise astme vorrandi puhul,
voime veenduda, et y ja z on avaldatavad vorrandi (3.8) kordajate kaudu
radikaalides (tuleb lugeda, et a; ja ay on stimmeetrilised pohipoliinoomid
muutujatest y ja z). Kuna aga vorrandi (3.8) kordajad kuuluvad korpusesse
C(s1, 52, 53), siis y ja z avalduvad korpuse C(sy, $2, s3) elementide kaudu ra-
dikaalides. Siis aga avalduvad ka ¥y ja /2 korpuse C(s1, s2,53) elementide
kaudu radikaalides. Vorduste (3.6) esimese vorduse ja vorduste (3.7) pohjal
saame niiiid aga jirgneva siisteemi vorrandi (3.5) lahendite suhtes:

1+ ZTo+ 23 =81
x1 + (o + (Cag = N (3.9)
$1+C2$2+C5L’3: \3/5
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Liites need vorrandid omavahel ning arvestades, et ¢ on poliinoomi 2% +z +1
juur, saame, et

3y =81+ Yy + V=,
millest

1
.1'1:5(814‘\3/@"’\3/2).

Korrutades niiiid siisteemi (3.9) teist vorrandit suurusega (2, kolmandat vor-
randit aga suurusega (, liites seejirel saadud vorrandid ja jagades saadud
avaldist kolmega, saame, et

= é(sl LY CYR).

Lopuks, korrutades siisteemi (3.9) teist vorrandit suurusega ¢, kolmandat
vorrandit aga suurusega (2, liites seejiirel saadud vorrandid ja jagades saadud
avaldist kolmega, saame, et

5y = 5o+ YT+ CV3).

Seega, vorrandi (3.5) lahendid z;, x5 ja x3 avalduvad radikaalides kor-
puse C(s1, s9, s3) elementide kaudu ning iildine kolmanda astme vorrand on
lahenduv radikaalides.

Vaatame niiiid iildist neljanda astme vorrandit

zt — s12% + s92% — 535+ 5, =0, (3.10)

kus

s1 = s1(x1, To, T3, Tq) = Ty + To + T3 + T4,

So = So(T1, Te, T3,Ty) = T1X9 + T1X3 + T1X4 + Tok3 + ToZy + T324,

(3.11)
53 = 83(X1, T2, Ty, Ty) = T1T2T3 + T1T2Ty4 + T103%4 + ToT3Tg
Sy = 84(x1, X2, T3,T4) = T1ToT3Ty .
Olgu
= y(@1, 2,23, 14) = (21 + Ty — 3 — 74)%
2 = 2(21, Ty, T3, 14) = (T1 — 2o + T3 — 24), (3.12)

w = w(xy, g, 73, 74) = (11 — Ty — T3 + 14)° .

Voéime veenduda, et y+z+w, yz+yw-+zw ja yzw on siimmeetrilised poliinoo-
mid muutujatest x1, 9, 3 ja x4, mistottu saame nad esitada poliinoomidena
stimmeetrilistest pohipoliinoomidest s, so, s3 ja s4. Olgu seega

Yyt+z+w=a = a1(81782753754)7
Yz +tyw + 2w = as = a2(51, S2, 83, 34) )

Yzw = a3z = a3(817 82, 53, 84) ;
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kus ai, as ja ag on teatud nelja muutuja poliinoomid iile C. Paneme jéllegi
tahele, et y, z ja w rahuldavad vorrandit

(r—y)(z —2)(z —w) =0
ehk, peale sulgude avamist, vorrandit

2* — ay2® + agr —az =0 (3.13)
iile C(s1, 2, $3,54). Samal moel nagu iildise kolmanda astme vorrandi pu-
hul, voime veenduda, et y, z ja w on avaldatavad koruse C(ay,as,as3) ele-
mentide kaudu radikaalides (tuleb lugeda, et a;, as ja asz on siimmeetrilised
pohipoliinoomid muutujatest y, z ja w). Kuna aga vorrandi (3.13) korda-
jad kuuluvad korpusesse C(sy, S, 83, S4), siis y, z ja w avalduvad korpuse
C(s1, 52,53, 54) elementide kaudu radikaalides. Siis avalduvad ka \/y, \/z ja
Vw korpuse C(sy, $g, $3, 84) elementide kaudu radikaalides. Vorduste (3.11)
esimese vorduse ja vorduste (3.12) pohjal saame niitid aga jargneva siisteemi
vorrandi (3.10) lahendite suhtes:

1+ X2+ 23+ T4 =51,

T1+ Ty —x3 —xg = 1Y,
$1—l’2+$3—$4::*:\/z,
T1— Ty — T3+ x4 = /W

(3.14)

Lahendades viimase siisteemi saamegi, et vorrandi (3.10) lahendid avalduvad
korpuse C(s, S, 53, 84) elementide kaudu radikaalides. (Vorrandisiisteemist
lahendi x; leidmiseks liidame koik vorrandid ning jagame seejiarel arvuga
4. Lahendi x5 leidmiseks liidame omavahel esimese, teise ning arvuga (—1)
korrutatud kolmanda ja neljanda vérrandi ning jagame seejarel arvuga 4. Sar-
nasel viisil leiame tilejadanud lahendid.) Seega, iildine neljanda astme vorrand
on lahenduv radikaalides.
Vaatame lopuks veel iildist viienda astme vorrandit

5

x° — 31x4 + 52x3

— 5322+ 54x — 55 =0.

Analoogiliselt eelnevate niidetega vaatame naiteks poliinoomi

y = (214 Coa + Cas + Cag + Clas) (3.15)
kus ( = e*™/° on 5. astme ithejuur. Muutujaid z;, s, ..., £5 voib iimber
jarjestada kokku 5! = 120 erineval moel. On veendutud, et koigi nende

timberjérjestuste kidigus omandab poliinoom (3.15) kokku 24 erinevat ku-
ju, mistottu meie poolt eelnevalt demonstreeritud meetodit ei onnestu ra-
kendada. Ei ole ka leitud teisi poliinoome muutujatest xy, xs, ..., x5, mis
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annaksid muutujate kodikvoimalikel iimberjérjestamistel kokku néiteks neli
erinevat kuju y, z, w ja w selliselt, et y, z, w ja u osutuksid teatud neljanda
astme vorrandi iile C(sy, $a, ..., s5) lahenditeks, ning et onnestuks rakendada
eelnevalt demonstreeritud ideed.

Maérgime mérkusena, et dsjanédidatu pohjal avalduvad iildise kuupvoérran-
di ja iildise neljanda astme vorrandi lahendid nende vorrandi kordajate ja
teatud fikseeritud kompleksarvude kaudu radikaalides. Tekib aga kiisimus,
kas need fikseeritud kompleksarvud on esitatavad vorrandi kordajate kaudu
radikaalides? Osutub, et see nii tdesti on, nagu selles voib veenduda vajalik-
ke arvutusi teostades. Néaiteks kuupvorrandi lahendite avaldamiseks korpuse
C(s1, 82, ..., 5,) elementide kaudu toime sisse suuruse & = e2™/3 = —3+ @z
Ei ole aga raske néha, et suurus & on esitatav kuupvorrandi pealiikme kordaja
1 kaudu nelja artitmeetilist pohitehet ning juurimisi kasutades. Konkreetsed
valemid radikaalides kuupvorrandi ja neljanda astme vorrandi jaoks ning tei-
si meetodeid nende valemite tuletamiseks voib seejuures leida allikatest [§]
ja [10].

3.1.2 Idee Galois’ teooria taga

Jatame niiiid {ildise n-astme vorrandi vaatlemise ning asume konkreetsete
vorrandite uurimise juurde. St, edasises on vaatluse all vaid kompleksarvulis-
te kordajatega vorrandid. Nagu nidgime eelmises punktis, algebralise vorrandi
lahendite vahel eksisteerivad alati teatud stimmeetriad. Neid siimmeetriaid
kasutas oskuslikult dra Lagrange. Uurime neid siimmeetriaid niiiid edasi.

Olgu jargnevas f(z) = 0 mingi selline algebraline vorrand iile korpuse K,
et poliinoom f on taandumatu?® iile K. Olgu L C C mingi selline korpus,
et K C L ning mis sisaldab poliinoomi f koéiki juuri, milliseid téhistame
a1, Qa, ..., . Jirelduse 2.2.6 pohjal on poliinoomi f taandumatuse tottu
juured oy, ao, ..., o, paarikaupa erinevad. See asjaolu lihtsustab monevorra
meie teooriakésitlust.

Meie eesmiirgiks on avaldada poliinoomi f juured tema kordajate kaudu
nelja aritmeetilist pohitehet (liitmine, lahutamine, korrutamine ja jagamine)
ning mistahes naturaalarvuliste juurte votmist kasutades. Teisisonu, meie
eesmargiks on avaldada poliinoomi f juured tema kordajate kaudu radikaa-
lides. Matemaatiliselt formuleerime selle iilesande jéargnevalt. Réadkides, et
f on poliinoom {ile K, peame iildiselt korpuse K all silmas sellist korpust,
mis on saadud korpusest Q temale poliinoomi f kordajate adjungeerimisel.
Poliinoomi f juurte avaldamine selle poliinoomi kordajate kaudu radikaa-
lides on siis samavédrne kui avaldada juured korpuse K elementide kaudu

3Kuna iga poliinoomi on voimalik esitada taandumatute poliinoomide korrutisena (vt
[2], 1k 213, teoreem 5), siis poliinoomi juurte leidmiseks piisabki kui leida selle poliilnoomi
taandumatute tegurite juured.
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radikaalides. (Piistitatud iilesande konkreetsema matemaatilise formuleerin-
gu anname hiljem, vt definitsioonid 3.3.1 ja 3.3.3 lehekiilgedel 98 ja 98.)

Paneme téhele, et iildiselt voib korpuste K ja L vahel leiduda korpusi,
mis ei iihti korpusega K ega L. Kui leidub selline juur «;, et K(o;) # L,
siis on selliseks korpuseks K(a;) (kuna f on taandumatu iile K, siis ei saa
tema juured kuuluda korpusesse K). Vaatame seega juhtu, kus leidub selline
korpus M, et K & M ning M & L. Oletame, et koik M elemendid on
avaldatavad korpuse K elementide ja elementide oy ja s kaudu korpuse
tehteid rakendades. Oletame, et me teame lisaks, et

as+ oy, agay € M (316)

ning, et
a1 +ay, aqag € K. (3.17)

Téhistades ¢; = a3 + a4 ning ¢y = azay, saame, et Viete'i valemite (vt [2],
1k 269) pohjal, ag ja ay on ruutvorrandi

22 —cr4+c=0

lahenditeks. Paneme aga téhele, et (3.16) tottu ¢;,co € M. Ruutvorrandi
lahendivalemit radikaalides kasutades (vt (3.4), lehekiiljel 55), saame, et

c1+ /3 — 4oy
2 )
1 — /A — 4

2

Q3 =

(3.18)

gy =

St, poliinoomi f juured as ja a4 avalduvad korpuse M elementide kaudu
radikaalides. Kuna meie eelduse tottu koik M elemendid on avaldatavad kor-
puse K elementide ja elementide oy ja oy kaudu korpuse tehteid rakendades,
siis

_ pi(ar, az)
C1 = )
pa(en, 02) (3.19)
- qi (o, )
Co=—F——,
C]2(041,042)

kus p1, p2, 1 ja g2 on teatud 2 muutuja poliinoomid iile K. Juured ag ja ay
saame vorduste (3.18) ja (3.19) tottu seega esitada juurte vy, ap ning korpuse
K elementide kaudu radikaalides.
Niiiid, tahistades d; = a1 + ao ning dy = ajas, mirkame, et oy ja ag on
ruutvorrandi
v? —dix+dy =0, (3.20)
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lahenditeks. Sisalduvuste (3.17) tottu aga vorrand (3.20) on vorrand iile kor-
puse K. Selle vorrandi lahendid avalduvad kujul

_dy +/d} — 4dy
= 5 ,
dy — /d} — 4d,

2

al (3.21)

Qg =

Seega, poliinoomi f juured «; ja as avalduvad korpuse K elementide kaudu
radikaalides. Siis aga ka vorduste (3.19) tottu suurused c¢; ja co avalduvad
K elementide kaudu radikaalides ning seetottu ka juured as ja a4 avalduvad
(3.18) tottu K elementide kaudu radikaalides.

Oleme néidanud, et eeldustel (3.16), (3.17) ning eeldusel, et korpuse M
koik elemendid avalduvad korpuse K elementide ja elementide oy ja ap kaudu
korpuse tehteid rakendades, on meil voimalik avaldada poliinoomi f juured
a1, g, a3 ja a4 tema kordajate kaudu radikaalides. Me eeldasime kiill nii
mondagi, kuid vaatame niiiid olukorda, kus meil on antud jargnev korpuste
jada:

K=KyCK,CKyyC...CK,,=L.

Oletame, et iga korpus K; on teatava iilimalt 4. astme poliinoomi f; lahutus-
korpuseks iile K; 1 (i € {1,2,...,m}). Siis aga, arvestades teoreemi 2.2.12,
lauset 2.2.3 ning 16puks jéareldust 2.1.45, saaksime lahendivalemeid radikaali-
des 2., 3. ja 4. astme vorrandite jaoks kasutades poliinoomi f juured korpuses
L avaldada jark-jargult korpuse K elementide kaudu radikaalides!

Selliste kiisimuste uurimiseks uurime poliinoomi f juurtega seotud siim-
meetriaid edasi ning veendume, et me saame korpustega M, kus K C M C L,
siduda teatud rithmad.

Definitsioon 3.1.3. Olgu f(x) = 0 selline algebraline vorrand, mille korral
f on taandumatu poliinoom iile korpuse K, deg f = n. Vorrandi f(x) =0
lahenditevaheliseks ratsionaalseks seoseks (dile K') nimetame iga seost kujul

plag,ag,...,a,) =0, (3.22)

kus aq, ag, ..., a, on selle vorrandi koéik lahendid ning p on n muutuja
poliinoomide ringi K[z1, z, ..., x,] jagatistekorpuse K (x1, z3, ..., ) element.

Niide 3.1.4. Olgu poliinoomiks f poliinoom z* — 5 iile Q. Vaadeldav polii-
noom on Eisensteini kriteeriumi pohjal taandumatu iile Q ning selle juured
omog =& =5 ER, ap = =€, ag = i€, oy = —i&. Nende juurte vahel
kehtivad néaiteks jargnevad ratsionaalsed seosed

ar+as =0, az+as =0, apaz — oy = 0. (3.23)
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Definitsioon 3.1.5. Olgu f(z) = 0 selline algebraline vérrand, mille korral
f on taandumatu poliinoom iile korpuse K, deg f = n. Utleme, et substitut-

51001
(1 2 ... n)
s =
S1 S92 ... Sp
jatab vorrandi f(x) = 0 lahenditevahelise ratsionaalse seose

p(alaa%”'aan) :Oa

p € K(x1, 9, ..., x,), invariantseks, kui

Py Wy ooy, ) = 0.

Mérgime, et poliinoomi f taandumatuse tottu juured oy, ao, ..., a, ei
kuulu korpusesse K (juhul kui n > 1) ning on paarikaupa erinevad, mistdttu
on definitsioon korrektne.

Defineerime niiiid hulga G, kuhu arvame koik sellised substitutsioonid n
elemendist, mis jatavad invariantseks koik vorrandi f(z) = 0 lahenditevahe-
lised ratsionaalsed seosed iile K.

Naide 3.1.6. Jatkame néidet 3.1.4.
Hulka G ei saa antud juhul kindlasti kuuluda substitutsioon

1 2 3 4
3 21 4)°
sest “rakendades” seda substitutsiooni ratsionaalsele seosele

a1+a2:0,

saame, et
a3+a2:i£—§7é0.

1 2 3 4
21 3 4

voib osutuda kuuluvaks hulka G, sest selle “rakendamisel” seostele (3.23),
saame, et

Seevastu substitutsioon

ayt+a=—-§+§=0, az+ag =15 —1i§ =10,
Qoig — 10y = —i§2+i£2 =0.

Paneme téahele, et selliselt defineeritud hulk G osutub rithmaks.
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Lause 3.1.7. Olgu f(x) = 0 selline n-astme algebraline vérrand ile korpuse
K, mille korral poliinoom f on taandumatu dile K. Olgu G selline hulk, mis
koosneb koigist sellistest substitutsioonidest rithmast S,,, mis jitavad invar-
iantseks vorrandi f(x) = 0 koik lahenditevahelised ratsionaalsed seosed file
K. Siis hulk G on rihma S,, alamrihm.

Toestus. Paneme koigepealt tihele, et G # (), sest iihiksubstitutsioon e € G.
Olgu seega s, s” € G suvalised. Veendume, et s's” € G. Selleks olgu

plag,ag,...,a,) =0 (3.24)

vorrandi f(x) = 0 suvaline lahenditevaheline ratsionaalne seos iile K. Niita-
maks, et s's” € G, tuleb niidata, et

p(a{s/sul’ O(S/S//27 . ’Ozslsun) p— O . (325)
Kuna s” € G, siis
p(@s//l,as//g, e ’C(S//n) = 0 . (326)
Seega, seos
Q(ah Qg, . .. 7an) = p(as”la Qglryy ot vy Oéslln) = 07

kus ¢ € K(x1, 22, ..., 2,), on vorrandi f(z) = 0 lahenditevaheline ratsionaalne
seos iile K. Kuna s’ € G, siis

Q(Oés’nas’w s 7055’,1) = 07

ehk
p(as;/ll ) as;//z’ Tt a's;//n) = 0 )

millest substitutsioonide korrutamise reeglit arvestades jareldubki vorduse
(3.25) kehtivus.

Veendumaks, et G on rithma S, alamrithm, jidb veel néidata, et igal
elemendil hulgas G leidub poordelement. Olgu seega s € G suvaline ning
olgu m substitutsiooni s jark, st selline vdhim naturaalarv, mille korral s™ on
iithiksubstitutsioon. Paneme tihele, et siis s7! = s™~1. Toestuseks tuleb seega
niidata, et s™" 1 € G. See aga jireldub vahetult matemaatilise induktsiooni
meetodit kasutades, arvestades, et eespoolndidatu pohjal substitutsioonide
korrutamise tehe on kinnine rithmas G.

Sellega oleme naidanud, et G on rithma S,, alamriithm. m

Rithma G kutsutakse nii vorrandi f(z) = 0 kui ka poliinoomi f Ga-
lois’ riihmaks. Selliselt defineeris vorrandi Galois’ rithma Evariste Galois (ta
tahistas siiski substitutsioone teisiti). Edasises teooriaarenduses tugineme
aga Galois’ rithma monevorra teisele definitsioonile, milles me enam ei eelda
poliinoomi f taandumatust.
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Definitsioon 3.1.8. Olgu L : K korpuse laiend. K -automorfismiks korpusel
L nimetame automorfismi « : L — L, mille korral

alk)=k VkeK.

Maérgime, et kui korpuse L roll on kontekstist selge, siis K-automorfismi
korpusel L nimetame monikord ka lihtsalt K -automorfismiks.

Teoreem 3.1.9. Olgu L : K korpuse laiend. Siis koigi K-automorfismide
hulk korpusel L moodustab teisenduste korrutamise suhtes rihma.

Toestus. Koik automorfismid korpusel L moodustavad rithma teisenduste
korrutamise suhtes (vt [5], 1k 76, lause 2.6.5). Seega piisab meile ndidata, et
koigi K-automorfismide hulk korpusel L on selle rithma alamrithm.

Kuna samasusteisendus I : L — L on iihtlasi ka K-automorfism korpusel
L, siis koigi K-automorfismide hulk korpusel L ei ole mittetiihi.

Olgu « ja 8 kaks K-automorfismi korpusel L. Kuna suvalise k € K korral

(aB)(k) = a(B(k)) = a(k) =k,

siis a8 on K-automorfism korpusel L.

Veendume 16puks, et kui o on K-automorfism korpusel L, siis ka o~ on
K-automorfism korpusel L. Olgu k € K suvaline. Paneme téhele, et suvalise
k € K korral

o~ (k) = a N (a(k) = (o a)(k) = I(k) =k,

mistottu o~ on K-automorfism korpusel L.
Sellega oleme naidanud, et koigi K-automorfismide hulk korpusel L moo-
dustab riithma teisenduste korrutamise suhtes. O]

Definitsioon 3.1.10. Korpuse laiendi L : K Galois’ rihmaks nimetame
rithma, mis koosneb koikidest K-automorfismidest korpusel L. Laiendi L : K
Galois’ rithma téhistame I'(L : K).

Naide 3.1.11.

1. Vaatame korpuse laiendit C : R. Olgu a R-automorfism ning olgu

Jj = a(i), kus i = /—1. Siis

sest iga r € R korral a(r) = r. Seega, kas j = i voi j = —i. Niitid
suvalise kompleksarvu = + yi € C, z,y € R, korral

a(z + yi) = ale) + aly)ali) = 2 + yj.
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Seega, meil on kaks voimalikku R-automorfismi:

Qi x+ Yy — T4y,
Q1T+ YlL— T — Y.

Paneme tédhele, et a; on samasusteisendus, mistdttu on ta téepoolest
R-automorfism korpusel C. Veendume, et ka a, on R-automorfism. Tei-
sendus ay jatab korpuse R elemendid invariantseks, sest suvalise x € R
korral

as(x) =as(x+0-i)=a—-0-i=uz.

Teisendus «y on homomorfism, sest suvaliste x4+ yi,u+ vi € C
(z,y,u,v € R) korral

as((z+yi)+ (u+vi)) = as((z+u)+ (y+v)i) = (x+u) — (y +v)i =
= (x —yi) + (u—vi) = ag(x + yi) + az(u + vi)

ning

az((z 4 yi)(u+vi)) = az((zu — yv) + (yu + 2v)i) =
= (zu —yv) — (yu + 2v)i = (v — yi)(u — vi) =
= as(x + yi)as(u + vi) .

Néitame, et teisendus ay on bijektiivne. Olgu x + yi,u + vi € C sel-
lised suvalised elemendid, et  + yi # u + vi. Oletame, et nende ele-
mentide kujutised on vordsed, st, x — yi = u — vi. Siis peab kehtima
r —u = (y — v)i. Vilmane vordus saab aga kehtida vaid siis kui z = u
ja y = v, st, vaid siis kui x 4+ y7 = u + vi. See on aga vastuolus meie
tingimusega, et x + yi # u + vi. Sellega oleme néidanud, et teisendus
ap on injektiivne. Paneme téhele, et elemendi x + yi € C originaal on
x — yi. Seega, as on siirjektiivne ning iihtlasi ka bijektiivne. Sellega
oleme niidanud, et as on R-automorfism.

Paneme tihele, et a2 = «;, mistottu laiendi C : R Galois’ rithm on
['(C:R) = {ay,a}, st, '(C:R) on 2. jirku tsiikliline rithm moodus-
tajaga as.

. Olgu c¢=+v/2€R ning vaatame laiendit Q(c): Q. Kui a on
Q-automorfism korpusel Q(c), siis

Kuna Q(c) C R, siis peab a(c) = c. Seega on « samasusteisendus ning

I'(Q(c) : Q) = {a}.

65



Seome niiiid defineeritud korpuse laiendi Galois’ rithma algebraliste vor-
randite ja poliinoomidega. Edasises me ei eelda enam poliinoomi f taandu-
matust.

Definitsioon 3.1.12. Olgu f(z) = 0 algebraline vorrand kordajatega kor-
pusest K. Olgu ¥ poliinoomi f lahutuskorpus iile K. Nii vorrandi f(x) =0
kut ka poliimooms f Galois’ rithmaks nimetame korpuse laiendi ¥ : K Galois’
rithma I'(X : K).

Enne, kui kirjeldame eespool defineeritud rithma G (vt 1k 62) ja vorrandi
f(z) = 0 Galois’ rithma I'(X : K) omavahelist seotust, toestame jargneva
lause.

Lause 3.1.13. Olgu f(x) = 0 algebraline vorrand, kordajatega korpusest K.
Stis selle vorrandi Galois’ riihma elemendid teisendavad vorrandi lahendid
vorrandi lahenditeks.

Téestus. Olgu ¥ poliinoomi f lahutuskorpus iile K ning olgu 7 € I'(X : K)
suvaline. Niiiid, kuna 7 on K-automorfism korpusel ¥, siis vorrandi f(x) = 0
suvalise lahendi «; korral,

0=7(f(a)) = f(r(es)),
mistottu 7(a;) on vorrandi f(z) = 0 mingi lahend. O

Lause 3.1.14. Olgu f taandumatu poliinoom iile korpuse K, mille aste olgu
n (n > 0). Olgu X tema lahutuskorpus (ile K). Siis vorrandi f(x) = 0 Galois’
rihm T'(X : K) on isomorfne substitutsioonide rihma S, alamrihmaga G,
mis koosneb koigist sellistest substitutsioonidest, mis jitavad invariantseks
kaik vorrandi f(x) = 0 lahenditevahelised ratsionaalsed seosed iile K.

Toestus. Lause 3.1.7 pohjal on hulk G téepoolest rithm. Teoreemi 2.2.7 pohjal
on laiendi X : K aste 16plik ning lause 2.2.3 pohjal

Y =K(ag,ag,...,0p),

kus aq, as, ..., a, on poliinoomi f koik juured, mis on jéarelduse 2.2.6 pohjal
paarikaupa erinevad. Jarelduse 2.1.45 pohjal korpuse ¥ suvaline element x
avaldub kujul

r=plag,ae,..., ),

kus p on mingi n muutuja poliinoom iile K.
Defineerime niiiid iga s € G korral kujutuse ¢ : 3 — ¥ jirgnevalt:

os(qlan, g, .. ) = qlas,, 0y, - oy Q) (3.27)
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kus ¢ € K[x1,xa, ..., Ty).

Olgu s € G fikseeritud ning veendume, et kujutus ¢, on korrektselt de-
fineeritud. Selleks olgu q1(ay, ag, ..., ap) ja g, s, ..., o) sellised suvalised
elemendid (¢, q2 € K[x1, o, ..., 2,]) korpusest 3, et

q(og, e, ... ) = ga(ag, g, ... ap) .

Veendume, et kehtib vordus

Os(qi(aq, o, ... ) = ds(qe(ag, ag, ... o)) .

Selleks piisab aga nédidata vorduse

Q1<0581? asza e 7a5n) = qQ(aSU @52, e 7a5n) (328)

kehtivust. Viimane vordus kehtib, sest paneme téhele, et kuna

(1 — @) (a1, a0, ... an) = qlag,an, .. ) — @a(Q, e, ..o a,) =0
on ratsionaalne seos iile K ja s kui hulga G element jatab selle muutumatuks,
siis
(1 — q2)(asy, Qsyy ooy is,) =0,
ehk
G (Qsyy Qsyy ooyt ) — Go(Qsyy Qlgyy ooy ts ) = 0
millest jareldubki vorduse (3.28) kehtivus.

Lause toestamiseks jadb niiiid veel nididata, et ¢, € I'(X : K) ning, et
kujutus ¢ : G — I'(¥ : K), mis on defineeritud vordusega

D(s) = ¢s, (3.29)

on rithmade G ja I'(X : K) isomorfism.

Veendume, et ¢y € I'(X : K). Selleks néditame koigepealt, et ¢4 on auto-
morfism korpusel 2. Selleks olgu x = ¢1 (v, g, ..., a) jay = ga(ay, s, ..., )
suvalised elemendid (q1,q2 € K[x1,x9,...,2,]) korpusest ¥ ning toestame
koigepealt, et

st(l‘ + y) - ¢s(x) + ¢s(y) )
Os(xy) = ¢s(2)s(y) -
Veendume neist esimese vorduse kehtivuses (teise vorduse kehtivust saab

ndidata analoogiliselt). Arvestades, kuidas on defineeritud kahe mitme muu-
tuja poliinoomi summa (vt [2], Ik 255), saame, et

bs(z +y) = ds(qi (a1, a, ... ) + @aar, o, .. 0p)) =
= ¢s((1 + @) (a1, a2, ..., ) = (@1 + @2) (s, Oy, -y O,) =
=qag, gy ooy as,) + @, Qgyy ooy ag,) =
= ¢s(qu(an, ;... ) + ds(qe(ar, o, . .., ) = Gs(2) + Gs(y) -
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Veendume, et ¢, on bijektiivne. Selleks paneme tédhele, et kuna G on rithm,
siis s71 € G ning seega on defineeritud kujutus ¢,-1. Paneme tihele, et kuju-
tus ¢s-1  osutub kujutuse ¢, podrdkujutuseks. Suvalise elemendi
r=qla,qn,...,a,) €3 (q € K[y, 29, ..., 2,)) korral

<¢s¢s—1>(x) = <¢s¢s—1>(Q(a17 Qg, . .. 7an)) = ¢s<¢s—1 (Q<a17 Qg, . .. 7an))> =
= ¢S(Q(as*11> Ag—1yy. .. 7045*1”)) = Q(O‘SS_H ) ass_12> s 70553_1”) =
= q(ass—lpass—lga SR >ass—1n> = Q(Oéla a2, ... 7an) =T.

Analoogiliselt voime veenduda, et ka (¢ -16,)(x) = . Seega, kuna kujutusel
@5 leidub poordkujutus, siis ¢ on bijektiivne. Sellega oleme nédidanud, et ¢,
on automorfism korpusel .

Kujutuse ¢, definitsioonist (3.27) jareldub aga vahetult, et ¢ on K-auto-
morfism korpusel ¥ ning seepérast ¢, € I'(X : K). (Korpuse K suvaline
element k esitub kujul ¢(ay, s, ...,a) = k, ¢ € Klxy, 29, ...,x,], ning jidb
seetdttu kujutuse ¢, rakendamisel invariantseks.)

Veendume niiiid, et kujutus ¢ : G — I'(X : K), mis on defineeritud vordu-
sega (3.29), on rithmade isomorfism. Kujutus ® on korrektselt defineeritud,
sest kui substitutsioonid §’,s” € G on vordsed, siis ka suvalise elemendi
q(ag, g, ...,a) € X (q € K|z, 29, ..., x,]) korral

¢8’(Q(a1a S5 P an)) = q(as’n Aglyy - >as’n) - Q(as”u Qgrryy - - 7as”n> =
= ¢y (qlan, g, ..., 0n)),
st, g = ¢gn ehk O(s") = D(s").

Veendume, et ¢ on rithmade homomorfism. Selleks néditame, et suvaliste
substitutsioonide s',s" € G korral O(s's") = D(s")D(s"), ehk,
Ggrsn = Ggpgr.  Selleks  olgu  g(ag, o, ...,a,) € X suvaline element
(q € K[z1, 9, ...,x,]). Leiame, et

(Qbs’ﬁbs”)(‘J(Oéh Qg, ... 7an)) = ¢s’(¢s”(Q(al7 Qg, ... 70%))) =

= ¢s’<Q(@s”1aas“27 s 7055’/n)) = q(Oés’S,, y Q! ey Ol ) =
1 s s''n
= Q(as/s”p Qglgltyy v >as/s”n) = ¢s/s”(q<al7 Qg, ... >an)) .

Seega, toepoolest kehtib vordus ¢y = ¢y @ ning @ on rithmade homomor-
fism.

Veendume, et ® on injektiivne. Paneme téhele, et kui s’,s” € G ning
s’ # 8" siis s, # s mingi indeksi ¢ korral, ¢ € {1,2,...,n}. Kuna poliinoomi
J juured on paarikaupa erinevad, siis ka ay # o, Seega,

ds(ar) = ay # ag = du(ay),
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mistottu ¢y # ¢gr ehk O(s') # ®(s”) ning ¢ on injektiivne.

Veendume niiiid, et ® on ka siirjektiivne. Selleks olgu 7 suvaline
K-automorfism korpusel ¥. Lause 3.1.13 pohjal teisendab 7 poliinoomi f
juured (mis on antud juhul paarikaupa erinevad)

ap, Qg, ..., Op
vastavalt juurteks
Qlryy Qlryy ooy Qlp s
kutsudes seega esile juurte aq, ao, ..., o, substitutsiooni

(1 2 ... n) (3.30)

™ T2 ... Tp

mida tdhistame siimboliga s,. Veendume, et s, € G. Selleks olgu
plag,ag,...,a,) =0 (3.31)

suvaline ratsionaalne seos iile K (p € K(x1,2s,...,2,)). Paneme tihele, et
rakendades seosele (3.31) K-automorfismi 7, saame, et

0=r71(plag,ag,...,an)) =p(t(an), T(2), ..., 7(an)) = p(Qr, Qryy ...y r )

mistottu substitutsioon s, € G. Jadb veel ndidata, et ¢, = 7. See aga
jareldub vahetult, sest poliinoomi f suvalise juure «; korral (i € {1,2,...,n}

s, (i) = ar, = 7(q;)

ning seega ka suvalise elemendi ¢(ay, g, ...,a) € ¥ (¢ € K[z, 22, ..., Ty))
korral

os. (qlag, o, ... a)) = gy, Qryy ooy ) = q(T(a1), T(2), ..., T(a)) =

— T(Q(ab Qo . .. ,Oén)) .

Sellega oleme niidanud, et elemendi 7 € I'(X : K) originaal kujutuse @
suhtes on substitutsioon (3.30) ning ¢ on seega siirjektiivne, kujutades iihtlasi
isomorfismi rithmade G ja I'(X : K) vahel. O

Lause 3.1.14 toestuses ndidatu pohjal véime taandumatu poliinoomi f
Galois’ rithma all moelda teatavat substitutsioonide riithma S,, alamrithma,
millise alamrithma iga substitutsioon kutsub esile poliinoomi f juurte teatava
permutatsiooni. Poliinoomi f Galois’ rithma iga element on seejuures iiheselt
méadratud sellega, milleks ta teisendab poliinoomi f iga juure.
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Niide 3.1.15. Leiame poliinoomi z* — 22 — 2 iile Q Galois’ rithma. Vaadel-
dava poliinoomi juured on 4, —i, v/2, —v/2 ning lahutuskorpus on Q(7, v/2).
Vaatleme lihtlaiendite paari

ning paari
QH)(v2): QE),  QEH)(-V?2): Q).
Vaadeldavate laiendite paaride méiravad poliilnoomid on vastavalt 22+ 1 iile

Q(v2) ja 22 — 2 iile Q(4) (vt niide 2.1.40(2)). Jérelduse 2.1.29 pohjal leidub
selline Q-automorfism o korpusel Q(v/2,1), et

a(i)=—i, a(V2)=Vv2,
ning selline Q-automorfism 3 korpusel Q(v/2,14), et
Bli)y=i, B2 =-V2.

Nummerdades vaadeldava poliinoomi juured i, —i, v/2, —v/2 vastavalt numb-
ritega 1, 2, 3, 4, voime lauset 3.1.14 kasutades? samastada omavahel auto-
morfismi « ja substitutsiooni @ = (12) ning automorfismi 3 ja substitutsiooni
b = (34) (millised substitutsioonid on esitatud soéltumatute tsiiklite korrutise-
na, vt néide 1.1.8). Q-automorfismide « ja 8 korrutisele vastab substitutsioon
¢ = (12)(34). Samasusteisendusele korpusel Q(i,/2) vastab iihiksubstitut-
sioon e. Seega koosneb vaadeldava poliinoomi Galois’ rithm vihemalt neljast
elemendist, millisteks vo6ib lugeda substitutsioonid a, b, ¢ ja e. Rohkem aga
sobivaid Q-automorfisme ei leidu, sest kui v oleks mingi Q-automorfism kor-

pusel Q(7, v/2), siis

mis tdhendab, et kas (i) = i voi y(i) = —i. Analoogiliselt saame, et ka
7(\/5) = V2 voi 7(\/5) = —+/2, mistottu peab 7 olema iiks juba leitud

Q-automorfismidest. Seega, substitutsioonide terminites, poliinoomi

x* — 2% — 2 Galois’ rithm on rithma S, alamrithm {e, a, b, c}.

Galois avastas, et eksisteerib bijektiivne vastavus

e laiendi Y : K Galois’ rithma alamrithmade

4Paneme tihele, et antud juhul ei ole poliinoom f taandumatu iile Q, sest
f= (2% +1)(z? —2). Lugeja voib aga lihtsasti kontrollida, et selles punktis toodud
teooriaarendus, sh lause 3.1.14, taandumatu poliinoomi f jaoks jddb kehtima kui asen-
dada noue, et f on taandumatu iile K noudega, et f juured on paarikaupa erinevad ega
kuulu korpusesse K.
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ja
e korpuse X selliste alamkorpuste M, et K C M,

vahel. Veel enam, kui vorrand f(z) = 0 on lahenduv radikaalides, siis selle
vorrandi Galois’ rithm I'(X : K) peab rahuldama teatud tingimust. Osutub,
et see tingimus on seejuures ka piisavaks tingimuseks.

Galois’ teooria idee on seega siduda korpustega M, kus K C M C ¥,
teatud rithmad ning taandada vorrandi f(x) = 0 radikaalides lahenduvuse
kiisimuse uurimine selle vorrandi Galois’ rithma uurimisele.

3.2 Galois’ teooria pohiteoreem

Oleme niiiidseks poliinoomiga f iile K sidunud teatava korpuse Y — tema
lahutuskorpuse —, korpuse laiendi ¥ : K ning Galois’ rithma® T'(2 : K). Na-
gu eelmise punkti I6pus mainisime, eksisteerib bijektiivne vastavus rithma
['(¥ : K) alamrithmade ning korpuste M, K C M C ¥, vahel. Selles punktis
defineerime selle vastavuse suvalise korpuse laiendi L : K jaoks ning tdestame
vastavuse bijektiivsuse kui L on mingi poliinoomi lahutuskorpus iile K. (Mai-
nitud vastavus ei tarvitse iga laiendi L : K korral osutuda bijektiivseks.) Veel
enam, uurime ka laiendi L : K ja rithma I'(L : K') omavahelist seotust. Seda
kirjeldab kokkuvotlikult nn Galois’ teooria pohiteoreem (vt lk 89, teoreem
3.2.32). See punkt ongi selle teoreemi toestusele ning teoreemi pohjalikuma-
le moistmisele pithendatud. Galois’ teooria pohiteoreemi kasutades anname
hiljem vorrandite radikaalides lahenduvuse kriteeriumi (tarviliku ja piisava
tingimuse).

3.2.1 Galois’ vastavus

Alustame jargneva definitsiooniga.

Definitsioon 3.2.1. Olgu L : K korpuse laiend. Nimetame iga korpust M,
mille korral K C M C L, vahekorpuseks (korpuste K ja L vahel).

Vaatleme korpuse laiendit L : K. Igale vahekorpusele M korpuste K ja
L vahel seame vastavusse rithma

M* =T(L: M) (3.32)

koigist M-automorfismidest korpusel L. Seega K* on laiendi L : K Galois’
rithm ning L* koosneb vaid samasusteisendusest korpusel L.

SEeldusel, et f on mittekonstantne poliinoom, sest vastasel juhul ei saa me radkida
algebralisest vorrandist f(z) =0 (vt [5], 1k 222, definitsioon 7.1.3).
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Vastupidi, rithma I'(L : K') igale alamrithmale H seame vastavusse hulga
L alamhulga
H ={zecL|afr)=x Ya € H}. (3.33)

Toestame niitid siinkohal moned tulemused &sja formuleeritud vastavuste
kohta.

Lause 3.2.2. Olgu L : K korpuse laiend ning M ja N sellised vahekorpused,
et M C N. Siis M* O N*. Samuti, kui H ja G on rihma I'(L : K) sellised
alamrihmad, et H C G, siis H' O GT.

Téestus. Olgu v € N* suvaline. Siis rithma N* definitsiooni tottu a(z) = x
iga x € N korral. Kuna M C N, siis ka a(x) = x iga x € M korral. See aga
tdhendab, et o € M*, mistottu N* C M*.

Toestame niiiid lause teise viite. Olgu # € GT ning o € H suvalised.
Kuna H C G, siis @ € G ning seetottu a(z) = x. See aga tahendab, et
xr € HT, mistottu Gt C HT. O

Lause 3.2.3. Olgu L : K korpuse laiend. Kui H on rihma I'(L : K) alam-
riihm, siis H' on korpuse L alamkorpus, mis sisaldab korpust K.

Téestus. Olgu z,y € H', a € H suvalised. Veendumaks, et H' on korpuse
L alamkorpus, tuleb néidata, et

r+yc H,

—x € HT,

ry € HY,

kui x # 0, siis 27 € HT.

=N =

Paneme téhele, et kuna z,y € H' ning kuna a on automorfism korpusel L,
siis
alz+y)=alz)+aly) =z+y,
a(—x) = —a(zr) = —=x.
See tdhendab, et x +y € H' ning —x € H'. Analoogiliselt véime veenduda,
et kehtivad ka tingimused 3. ja 4.

Kunaa € H CI'(L : K),siis a(k) = kigak € K korral. See aga tihendab,
et K C HT. O

Lause 3.2.4. Olgu L : K korpuse laiend, M wvahekorpus korpuste K ja L
vahel ning H rihma I'(L : K) alamrihm. Siis

M C M*T,

3.34
HC H™. (3:34)
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Téestus. Olgux € M suvaline. Siis, vastavalt rithma M* definitsioonile (3.32),
iga o € M* korral a(z) = x. Hulga M*' definitsioonist (3.33) jireldub niiiid,
et x € M*t, mistottu M C M.

Olgu niiiid o € H suvaline. Siis, vastavalt hulga H' definitsioonile (3.33),
iga v € H' korral a(z) = z. See tidhendab, et o on H-automorfism korpusel
L ehk o € H™ mistottu H C HT™. O]

Sisalduvustele (3.34) vastupidised sisalduvused ei tarvitse kehtida. Néite
3.1.11(2) laiendi Q(c) : Q korral néiteks

Q" =Q(0) #Q.

Téahistame laiendi L : K koigi vahekorpuste hulga téhega K ning Galois’
rithma I'(L : K) koigi alamrithmade hulga tdhega R. Defineerime kaks kuju-
tust *: K — Rjat: R — K seostega

“(M)=M*, Y(H)=H", (3.35)

kus M € K ja H € R. Defineeritud kujutused kujutavad endast punkti
alguses mainitud vastavust Galois’ rithma I'(L : K) alamrithmade ning kor-
puste K ja L vahekorpuste vahel. Kui M on vahekorpus, siis lause 3.2.2
pohjal M* C K* =T'(L : K) ning kui H € R, siis lause 3.2.3 pohjal H' € K,
mistottu on definitsioon korrektne. Lausete 3.2.2 ja 3.2.4 pohjal on kujutustel
*ja T jairgmised omadused:

M,NeK, MCN = *(M)2 *(N),
HGeR, HCG = (H) D '(G),
MC T(*(M)) VM e K,
oc~("(H) YHeR.

Anname niiiid formaalse definitsiooni.

Definitsioon 3.2.5. Olgu L : K korpuse laiend ning olgu kujutused
*: K = Rijal: R — K defineeritud vordustega (3.35). Kujutused * ja
f seavad omavahel vastavusse teatavad hulkade K ja R elemendid, millist
vastavust me nimetame (laiendi L : K) Galois’ vastavuseks (alamrihmade
ja vahekorpuste vahel).

Osutub, et kui laiend L : K on normaalne ja 16plik (st, kui L on mingi
poliinoomi lahutuskorpus iile K, vt teoreem 2.2.12), siis kujutused * ja T
on bijektiivsed, kujutades seega teineteise poordkujutusi. Teisisonu, Galois’
vastavus on sel juhul bijektiivne. Selle viite toestamine ei ole enam niivord
triviaalne ning meil tuleb eelnevalt uurida pohjalikumalt vahekorpuste ja
alamrithmade omavahelist seotust. Seda me peagi hakkame tegema. Enne
toome veel iihe néiite.
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Niide 3.2.6. Olgu vaatluse all meile juba tuttav poliinoom z* —22 —2 iile Q.
Vaadeldava poliinoomi juured on z; = i, o = —i, 23 = V/2, £4 = —V/2 ning
lahutuskorpus on Q(7,v/2). Niites 3.1.15 leidsime, et vaadeldava poliinoomi
Galois’ rithm on isomorfne substitutsioonide riithma S, alamrithmaga

G ={e,a,b,c},

kus e on tihiksubstitutsioon ning a = (12), b = (34), ¢ = (12)(34). Rithma G
parisalamrithmad on

{e}, {e,a}, {e, b}, {e,c}. (3.36)

Niites 2.1.40(2) leidsime, et
Q(i,V2) = {p + V2 +ri+ sV2i|p,q,r,5 € Q}.

Leiame alamrithmale {e, ¢} vastava vahekorpuse. Vaadeldavasse alamrithma
kuuluvad samasusteisendus ¢+ ning Q-automorfism o korpusel Q(4, /2), mille
korral ai) = —i ning a(V2) = —V2. Seega, suvalise
T =p+qV2+ri+ 5v2i € Q(i,v/2) korral ¢(z) = x ning

a(z) = a(p) + a(g)a(V2) + a(r)a(i) + a(s)a(v2)a(i) =
:p—q\/ﬁ—m’Jrsx/iz’.

Vordus a(z) = = ehk
pHagV24ri+sV2=p—qV2—ri+ sV2i (3.37)

kehtib vaid siis kui ¢ = 0 ja r = 0, sest néite 2.1.40(2) pohjal kujutas hulk
{1,v/2,4,v/2i} vektorruumi Q(4,/2) iile Q baasi ning vordus (3.37) on sa-

mavédrne alljargneva nulliga vorduva lineaarkombinatsiooniga baasivektori-

test 1, \/5, 1ja V/2i:
0-142¢-V2+2r-i+0-v2i=0. (3.38)

Kuna baasivektorid on lineaarselt soltumatud, siis peab 2¢ = 0 ja 2r = 0,
mis on samavéidrne, et ¢ = 0 ja r = 0. Seega, alamrithmale {e,c} vastav
vahekorpus (korpuste Q ja Q(7, v/2) vahel) on Q(v/2i).

Sarnaselt voime leida ka tilejadnud alamrithmadele (3.36) vastavad vahe-
korpused. Osutub, et alamrithmadele (3.36) vastavad vahekorpused on vas-
tavalt

QE,v2), QHW2), Q@), Q2. (3.39)

Vaéime ka veenduda, et vahekorpustele (3.39) vastavad alamrithmad on vas-
tavalt rithmad (3.36). Korpused (3.39) osutuvad koos korpusega Q (mis
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on vastavuses Galois’ rithmaga G) ka ainsateks vahekorpusteks korpuste Q
ja Q(i,v/2) vahel, sest vahekorpuse M iga element on iihtlasi ka korpuse
Q(4,v/2) element ning peab seetottu esituma kas kujul p + gv/2 + 7i + sv/2i,
p4qV2, p+1i, p+sv/2i voi kujul p, kus elemendid p, ¢, 7, s € Q on suvalised
(arvestame, et laiendi Q(i,v/2) aste on niite 2.1.40(2) pohjal 4, mistottu lau-
se 2.1.36 pohjal saab iga vahekorpuse M korral laiendi M : K aste olla kas
1, 2 voi 4). Vaadeldud elemendid kujutavad aga vastavalt korpuste (3.39) ja
korpuse Q elemente. Seega, vaadeldav Galois’ vastavus on bijektiivne.

3.2.2 Loendamise printsiibid

Galois’ teooria pohiteoreemi toestamiseks teeme suure osa t6od &ra selles
alapunktis.

Definitsioon 3.2.7. Olgu K ja L korpused ning olgu pu;: K — L,
ie{l,2,..,n}, n € N, korpuste K ja L monomorfismid. Utleme, et mo-
nomorfismid p;, i € {1,2,....,n}, on lineaarselt soltumatud (ile L), kui iga
x € K korral kehtivast vordusest

arpr (x) + agpo(z) + ... + appn(x) =0, (3.40)
kus aq, as, ...,a, € L, jareldub, et
alzagz...:anzo. (341)

Vastasel juhul, st, kui leiduvad aq,as,...,a, € L selliselt, et a; # 0 mingi
i €{1,2,...,n} korral ning, et iga x € K korral kehtib vordus

arpr(x) + agpia(z) + ... + appin(x) =0,
nimetame monomorfisme p;, i € {1,2,...,n}, lineaarselt soltuvateks (ile L).

Teoreem 3.2.8 (Dedekindi teoreem). Olgu K ja L korpused ning olgu
i K — Lie{l,2,...,n}, n €N, korpuste K ja L monomorfismid, mis on
paarikaupa erinevad. Siis monomorfismid p;, i € {1,2,...,n}, on lineaarselt
soltumatud iile L.

Toestus. Toestamiseks kasutame matemaatilise induktsiooni meetodit.
Induktsiooni baas. Olgu n = 1. Kuna iga monomorfism x4 : K — L on
injektiivne, siis ei saa kehtida p(x) = 0 Vo € K. Seega vordus (3.40), kus
n =1, saab iga z € K korral kehtida vaid siis kui a; = 0.
Induktsiooni samm. Eeldame niiiid, et n > 2 ning, et meie viide kehtib siis
kui monomorfisme on viahem kui n, st, mistahes n — 1 v6i vihem paarikaupa
erinevat monomorfismi korpuste K ja L vahel on lineaarselt soéltumatud.
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Oletame vastuviiteliselt, et paarikaupa erinevad monomorfismid p; : K — L,
i € {1,2,...,n}, on lineaarselt soltuvad. St, eeldame, et leiduvad elemendid
ai, as, ..., a, € L, mis on koik nullist erinevad (kui moni neist oleks null, siis
véide kehtiks induktsiooni eelduse tGttu), ning, et iga # € K korral kehtib
vordus (3.40).

Kuna p; # iy, siis leidub y € K, et

p(y) # pn(y) - (3.42)

Siit jareldub muuseas, et p;(y) # 0, sest vastasel juhul peaks 1 injektiivsuse
tottu kehtima y = 0 ning siis samal pdhjusel ka p,(y) = 0. Sellisel juhul aga
tingimus (3.42) ei saaks kehtida.
Niitid vordus (3.40) kehtib ka siis kui argumendiks on yx, st, iga x € K
korral kehtib vordus
arpr (yz) + agpa(yz) + ... + anpin(yz) = 0.

Kuna p;, i € {1,2,...,n}, on monomorfismid, siis

arpi (y) (@) + aspo(y)po(x) + .. + anpin(y) pn(z) = 0. (3.43)

Korrutame vorduse (3.40) pooli suurusega p;(y) # 0 ning lahutame sellest
vorduse (3.43). Saame, et

az [ (y) — pa(y)] pa(@) + ..+ an [pa(y) — pn(y)] pa(z) = 0. (3.44)

Kuna z € K oli meil suvaline, siis kehtib saadud vordus iga z € K korral. Pa-
neme aga tdhele, et vorduses (3.44) suuruse p,(z) kordaja on
an [11(y) — pn(y)], mis meie eelduse a,, # 0 ja tingimuse (3.42) tottu ei vordu
nulliga. Seega on monomorfismid pus, ..., i, lineaarselt soltuvad iile L. See on
aga vastuolus meie induktsiooni eeldusega. ]

Niide 3.2.9. Olgu K = Q(i,/2). Niites 2.1.40(2) veendusime, et korpuse
K iga element esitub kujul p+ gv/2+ ri+ sv/2i, kus kus p, ¢, 7, s € Q. Niites
3.1.15 aga leidsime, et leidub neli monomorfismi K — C, nimelt

u1:p+q\/§+7"z'+$\/§i —> p—|—Q\/§—|—’f’i—|—S\/§i,
u2:p+q\/§+ri+sx/§i — p—i—qx/ﬁ—m’—sﬁi,
,u3:p+qx/§+ri~|—3\/§i — p—q\/§+m’—5\/§i,
,u4:p—|—q\/§+ri+8\/§i — p—q\/ﬁ—m’—i—sﬂz’.

Veendume, ilma teoreemi 3.2.8 kasutamata, et monomorfismid g, g, 3 ja
14 on lineaarselt soltumatud iile C. Olgu aq, as, a3, as € C suvalised ning iga
x € K korral kehtigu vordus

arp () + aspo(x) + asps(x) + aspa(z) = 0.
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Valides = = 1,14, v/2,v/2i, saame vastavalt, et kehtivad vordused

CL1+(12+CL3+CL4:0,
a1 —ag+az—ag =0,
1 2 T a3 — Q4 (3.45)
a1+a2—a3—a4:0,

al—ag—a3+a4:O.

Saime vorrandisiisteemi suuruste a1, ao, az ja as suhtes. Osutub, et saadud
stisteemi ainsaks lahendiks on a; = ay = a3 = a4 = 0 (liites néiteks oma-
vahel koik vorrandid (3.45), saame, et 4a; = 0 ehk a; = 0 ning liitmisvotet
edasi kasutades saame ka teised lahendid kétte). Definitsiooni 3.2.7 pohjal
on monomorfismid g1, po, p3 ja pg lineaarselt soltumatud.

Jargnevalt vajame kahte lauset. Neist esimese esitame ilma toestuseta
(toestuse voib leida néiteks opikust [5], Ik 157, teoreem 5.4.5).

Lause 3.2.10. Olgu K korpus ning n > m, kus m,n € N. Siis n tundmatuga
ning m vorrandiga homogeensel lineaarvorrandite siisteemil

ai1x1+ai2x2+...+a,~n$n:0, 2.6{1,2,...,771},

kus kordajad a;; € K, 1€ {1,2,....m}, j € {1,2,...,n}, leidub mittetriviaalne

*

lahend korpuses K (st, selline lahend x* = (v}, 25, ...,7},), kus v} € K iga

Jj €{1,2,...,n} korral ning leidub selline indeks k € {1,2,...,n}, et z} # 0).
Lause 3.2.11. Olgu G loplik riihm elementidega g1, g, ..., gn. Olgu g € G
suvaline. Siis elemendid gg;, j € {1,2,...,n}, on paarikaupa erinevad, kuju-
tades dihtlasi rihma G koiki elemente.

Téestus. Defineerime kujutuse ¢:G — G seosega  ¢(g;) = gg;, kus
Jj€{1,2,...,n}. Kui g; = g; mingite 4, j € {1,2,...,n} korral, siis ka gg; = g¢;,
mistottu ¢ on korrektselt defineeritud. Lause toestuseks piisab naidata, et ¢
on bijektiivne.

Olgu h € G suvaline. Siis g~ 'h = g; mingi j € {1,2,...,n} korral ning
seega h = gg;. See aga tdhendab, et elemendi h originaal kujutuse ¢ suhtes
on g; ning ¢ on seega siirjektiivne.

Olgu niiiid gg; = gg; mingite i, j € {1,2,...,n} korral. Siis

9= 1(97"9) 9 =9 "(99) = 97" (99;) = (¢7"9) 95 =0,
mis tdhendab, et ¢ on injektiivne ning iihtlasi ka bijektiivne. O]

Teoreem 3.2.12. Olgu K korpus, G korpuse K automorfismirihma loplik
alamrithm ning olgu

Ko=G' ={rc K|g(z)=2 Vg€ G} .
Siis [K : Ko] = |G|.
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Toestus. Margime koigepealt, et koik automorfismid moodustavad tdéepoo-
lest rithma teisenduste korrutamise suhtes (vt [5], Ik 76, lause 2.6.5). Samuti,
sarnaselt lause 3.2.3 toestuskiiguga, voime veenduda, et hulk Ky on korpu-
se K alamkorpus, mistottu saame rddkida korpuse laiendist K : K ja tema
astmest [K : Kj).

Olgu |G| = n ning koosnegu rithm G elementidest g1, ga, ..., gn, Kus g1
olgu samasusteisendus.

Esmalt  oletame  vastuviiteliselt, et [K : Ky =m <n. Olgu
{x1, 29, ..., 2} vektorruumi K iile K, baas. Lause 3.2.10 pohjal leiduvad
elemendid 1, o, ..., y, € K, mis ei ole koik korraga nullid, nii, et kehtib

y191(x;) + yago(zi) + ... + Yngn(z;) =0, i €{1,2,...,m}. (3.46)
Olgu x € K suvaline element. Siis
l':kll'l—l-kgl'g—l-...—i-kmxm,

kus ki, ko, ...,k € Ky. Paneme niiiid aga tihele, et tingimuste (3.46) tottu
kehtib

Y191(x) + y2g2(z) + . .. + Yngn(x) =

=191 (Z kﬁ%) + 292 <Z k‘ﬂ%) + o YnGn (Z km) =
—Zylgl ki) +Zyzgz kir;) + +Zyn9nkxz =
i=1

kiyigi () + Z kiyogo(z;) + ...+ Z Kiyyngn (i) =
i—1

HMS

Z i191(25) + 02() + .+ Yuga(w)] = 0. (3.47)

Kuna y1, 4o, ..., ¥, ei ole koik korraga nullid, siis tdhendaks saadud vordus
(3.47) definitsiooni 3.2.7 pohjal seda, et paarikaupa erinevad monomorfismid
J1, G2, -, gn on lineaarselt soltuvad iile K. See on aga vastuolus teoreemiga
3.2.8. Seega peab m > n.

Oletame niiiid, et [K : Ko| > n. Sellisel juhul leidub vektorruumis K fiile
Ky vahemalt n+ 1 elementi, mis on lineaarselt soltumatud iile K. Olgu see-
ga {x1, %, ..., Tpy1 } lineaarselt sdltumatud vektorid vektorruumis K. Lause
3.2.10 pohjal leiduvad niiiid elemendid yy, v, ..., ynr1 € K, mis ei ole koik
korraga nullid, nii, et kehtib

Y19i(x1) + yogi(x2) + ... F Ynt1Gi(xnt1) =0, 1 €{1,2,...,n}. (3.48)
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Valime elemendid yq, ys, ..., ynt1 € K selliselt, et neist voimalikult vihe olek-
sid nullist erinevad ning, et kehtiks tingimus (3.48). St, kasutades vajadusel
iimbernummerdust, me valime sellised 1, ys, ..., ynt1 € K, et kehtiks tingi-
mus (3.48) ning

n#0, 2 #0, ...,y #0, Y1 =Yr42 = .. = Yny1 =0,

kus r oleks voimalikult viike naturaalarv. Tingimus (3.48) saab sellisel juhul
kuju

v19i(z1) + yogi(x2) + ... + yrgi(z,) =0, i €{1,2,...,n}. (3.49)

Olgu g € G suvaline ning rakendame automorfismi g vordustele (3.49). Seda
tehes saame jargnevad vordused:

9(y)lggil (1) + 9(y2)lggil(w2) + ... + 9(yr)lg9gil () = 0, i €{1,2,...,n}.

(3.50)
Lause 3.2.11 pohjal on automorfismid gg;, ¢ € {1,2,...,n}, paarikaupa eri-
nevad, kujutades rithma G koiki automorfisme. Vérdused (3.50) on seega
samavédrsed vordustega

9(1)gi(w1) + g(y2)gi(v2) + ... + 9(yr)gi(x,) =0, i€ {1,2,...,n}. (3.51)

Korrutame niitid vorduseid (3.49) elemendiga g(y;) (mis ei vordu nulliga,
sest g on automorfism ning y; # 0) ning vorduseid (3.51) elemendiga ;.
Seejérel lahutame iga i € {1,2,...,n} korral vorduste (3.49) i-ndast vordusest
vorduste (3.51) i-nda vorduse. Seda tehes saame, et

[y29(y1)—g(y2)ylgi(w2)+. . A[yrg(y1)—9(ye)yilgi(z,) =0, i€ {1,2,...,n}.

(3.52)
Saadud vordused (3.52) on vordused nagu (3.49), kuid viiksema kordajate
arvuga. See oleks aga vastuolus meie elementide yy, yo, ..., y,+1 valikuga, kui

just kordajad
lwigtn) — gyl j€1{2,3,...,r},

ei oleks koik nullid. Kui vaadeldavad kordajad oleksid koik nullid, siis peaks
kehtima

g(yj)yl = ng(yl) ) .] € {27 37 s ’T} ) (353)

ehk, pirast elementidega g(y;)~" ja y; ! labikorrutamist,

g (') =y, j€{2.3,...,r}. (3.54)

Kuna g € G oli suvaline, siis tdhendavad tingimused (3.54) (koos triviaalselt
kehtiva tingimusega ¢ (ylyfl) = g(1) = 1 = y1y;") seda, et y;y; ' € Ko,
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Jj €{1,2,...,7}. Seega leiduvad nullist erinevad elemendid z1, 2, ..., 2, € K
ning nullist erinev element k € K nii, et y; = kz;, j € {1,2, ...,7} (2 = y;u1 ",
j€{1,2,...,r}, ja k =yp). Niitid vorduste (3.49) esimene vordus (kus g; oli
meie kokkuleppe kohaselt samasusteisendus) saab kuju

kzizy + kzowo + ... + kz,x, = 0. (3.55)

Kuna k # 0, siis voime vorduse (3.55) pooli ldbi jagada elemendiga k, misjérel
saame vorduse

211+ 229+ ...+ 22, +0 200 +... 402, =0. (3.56)

Kuna elemendid zi, 29, ..., 2z, € Ky on nullist erinevad ning elemendid =z,
Tg, ..., Tny1 on lineaarselt soltumatud iile K, siis ei saa vordus (3.56) kehtida
ning saame vastuolu meie oletusega, et [K : Ky| > n.

Sellega oleme niidanud, et [K : Ky #n ning iihtlasi ka, et
[K : Ko =n=|G|. O

Jareldus 3.2.13. Olgu K ja L korpused, kusjuures K C L ning laiend L : K
on loplik. Olgu G laiend: L : K Galois’ riihm ning olgu H rihma G loplik
alamrihm. Siis

[H': K] =[L: K]/|H|.

Téestus. Lause 3.2.3 pohjal on Hf korpuse L alamkorpus, mis omakorda si-
saldab korpust K. Teoreemi 2.1.36 pohjal [L : K] = [L : HY|[HT : K], mistottu
[H: K] =[L: K]/|L : H']. Teoreemi 3.2.12 pohjal aga [L : H'] = |H| ning
meie véide on toestatud. [

Naiide 3.2.14.

1. Koosnegu rithm G automorfismidest «; ja s korpusel C, mis on defi-
neeritud vordustega

ar(x +yi) =z +yi,

ar(x +yi) = v —yi,
x,y € R. Naites 3.1.11(1) veendusime, et a; ja s on toepoolest auto-
morfismid korpusel C.

Paneme tihele, et GT = R, sest aq(x + yi) = v — yi = = + yi siis ja
ainult siis kui y = 0. Teoreemi 3.2.12 pohjal seega [C : R] = |G| = 2,
milline tulemus iihtib néite 2.1.34 tulemusega.
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2. Olgu L = Q(4,v/2) ning vaatleme juba eelpooluuritud laiendit L : Q.
Naites 3.2.6 veendusime, et kehtib jargmine bijektiivne Galois’ vastavus

{e} L,  H{ea} o Q(V2),  {eb}+ Q),
{e.c} & Q(V2i), G+ Q,

kus G = {e,a,b,c} . Teoreemi 3.2.12 pohjal niiiid [L : Q] = |G| = 4,
milline tulemus iihtib meie poolt varem saadud tulemusega (vt niide
2.1.40(2)). Jarelduse 3.2.13 pohjal

Q(v2): QI =[L:Q)/2=2,
[Q(): Q= [L:Q)/2=2,
[Q(v2i):Q=[L:Q]/2=2,
Q:Q=[L:Q)/4=1,

millised tulemused ilmselt kehtivad, kui arvestada, et laiendite
Q(v2) : Q, Qi) : Q ja Q(v/2i) : Q misravad poliinoomid iile Q on vas-
tavalt @2 — 2, 22 + 1 ja 2* + 2 (vt lause 2.1.39).

Definitsioon 3.2.15. Olgu K, L ja M korpused, kusjuures K C M C L.
Monomorfismi ¢ : M — L, mille korral ¢(k) = k iga k € K korral, nimetame
K -monomorfismiks (korpusest M korpusesse L).

Niiide 3.2.16. Olgu K = Q, M = Q(c), kus ¢ = v/2 € R, ning L = C. Niites
2.1.40(1) veendusime, et korpuse M iga element esitub kujul p+ gc+rc?, kus
p,q,r € K. Defineerime kujutuse ¢ : M — L selliselt, et ¢p(k) = kiga k € K
korral ning, et ¢(c) = cw, kus w = e2™/3, st,
¢ :p+qge+rct — p+ gew + rctw?,

kus p,q,r € K. Paneme tihele, et polilnoom 2® — 2 on nii lihtlaiendi M : K
kui ka lihtlaiendi Q(cw) : K méédravaks poliilnoomiks. Seega, jarelduse 2.1.29
pohjal kujutab ¢ endast isomorfismi korpuste M ja Q(cw) vahel, mis jatab
seejuures korpuse K elemendid invariantseks. See aga tdhendab, et ¢ on
K-monomorfism korpusest M korpusesse L.

Teoreem 3.2.17. Olgu L : K loplik normaallaiend ning olgu M vahekorpus
(korpuste K ja L wvahel). Olgu 7 : M — L suvaline K-monomorfism. Siis
leidub K -automorfism o : L — L nii, et |y = T.

Toestus. Teoreemi 2.2.12 pohjal on L mingi poliinoomi f lahutuskorpus iile
K. Paneme téhele, et kuna 7|x on samasusteisendus, siis 7(f) = f (lause

81



2.1.30 téhistuses). Korpus L on niitid iihtaegu ka poliinoomi f lahutuskorpu-
seks tile korpuse M ja poliinoomi 7(f) lahutuskorpuseks iile 7(M). Piltlikult
kirjeldab meil olukorda diagramm

M — L
T Lo,
(M) — L

kus o tuleb meil leida. Teoreemi 2.2.9 pohjal leidub isomorfism ¢ : L — L
nii, et o|y = 7. Seega, o on automorfism korpusel L, ning kuna o|x = 7|
on samasusteisendus, siis ¢ on K-automorfism korpusel L. O

Lause 3.2.18. Olgu L : K loplik normaallaiend ning olgu p taandumatu
poliinoom tle K, mille juured « ja B kuuluvad korpusesse L. Siis leidub selline
K -automorfism o korpusel L, et o(a) = 5.

Téestus. Olgu poliinoom m iile K laiendi K («) : K méérav poliinoom. Lause
2.1.20 pohjal m | p ning kuna p on taandumatu, siis peab m olema poliinoomi
p korpuse K elemendi kordne. Sama aruteluga saame, et laiendi K(3) : K
médrav poliinoom on poliinoomi p mingi korpuse K elemendi kordne. Kuna
aga méidrav poliinoom on normeeritud, siis peavad laiendite K(a) : K ja
K(p) : K méadravad poliinoomid kokku langema.

Jarelduse 2.1.29 pohjal leidub niiiid isomorfism 7 : K(a) — K(f) nii,
et T|x on samasusteisendus ning, et 7(a) = . Niiiid 7 : K(a) — L on
K-monomorfism, mistdttu teoreemi 3.2.17 pohjal leidub selline K-automor-
fism o korpusel L, et 0|k = 7. Sellisel juhul aga o(a) = 7(a) = B. ]

Olgu L : K loplik korpuse laiend, mis ei ole normaalne. Meid huvitab
sisalduvuse mottes viahim selline korpus N, et L C N, ning et laiend N : K
on normaalne. See toob meid jargneva definitsiooni juurde.

Definitsioon 3.2.19. Olgu L : K loplik korpuse laiend. Laiendi L : K nor-
maalsulundiks nimetame sellist laiendit N : K, et

1. LCN,
2. laiend N : K on normaalne,

3. kui korpus M on selline, et L C M C N, ning et laiend M : K on nor-
maalne, siis M = N.

Paneme téhele, et toodud definitsioonist jéreldub vahetult, et kui loplik
laiend on normaalne, siis on ta iseenda normaalsulundiks.

Teoreem 3.2.20. Olgu L : K loplik korpuse laiend. Siis laiendil L : K leidub
normaalsulund, mis on seejuures tiheselt mddratud ja loplik latend.
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Toestus. Kuna laiend L : K on 16plik, siis on L vektorruumina iile K 16pli-
kumootmeline. Olgu {z1, s, ...,z,} vektorruumi L iile K baas. Olgu m;
elemendi z; minimaalne poliinoom iile korpuse K, j € {1,2,...,r} (lau-
se 2.1.44 pohjal on elemendid xy, x5, ..., x, algebralised iile K, mistottu
nende minimaalsed poliinoomid toepoolest eksisteerivad). Olgu 3 poliinoo-
mi [ = mymsy...m, lahutuskorpus iile K. Paneme téhele, et kuna ¥ sisaldab
korpust K ja vektorruumi L {ile K koiki baasielemente, siis L C 3.
Teoreemi 2.2.12 pohjal on laiend > : K 16plik ja normaalne. Olgu korpus
P selline, et L C P C ¥, ning et laiend P : K on normaalne. Paneme téhele,
et iga politnoom my;, j € {1,2,...,r}, omab juurt korpuses P. Kuna laiend
P : K on normaalne, siis poliitnoomid m;, j € {1,2,...,r}, lahutuvad lineaar-
tegurite korrutiseks iile P, mistottu ka poliinoom f lahutub lineaartegurite
korrutiseks iile P (vt normaalkorpuse definitsiooni 2.2.10). Kuna aga ¥ on
poliinoomi f lahutuskorpus, siis peab > = P (vt lahutuskorpuse definitsiooni
2.2.2). Sellega oleme néidanud, et 3 : K on laiendi L : K normaalsulundiks.
Olgu niitid laiendid M : K ja N : K laiendi L : K normaalsulunditeks. Et
L C M jaL CN,siis M ja N sisaldavad poliinoomi f juuri (vektorruumi L
iile K baasivektorid). Kuna aga laiendid M : K ja N : K on normaalsed, siis
lahutub f lineaartegurite korrutiseks nii iile kopruse M kui ka iile korpuse
N. See aga tdhendab seda, et ¥ C M ja ¥ C N. Definitsiooni 3.2.19 pohjal
saame niitid, et M =X = N. O

Niide 3.2.21. Vaatame laiendit Q(c) : Q, kus ¢ = ¥/2 € R. Niites 2.2.11(2)
leidsime, et vaadeldav laiend ei ole normaalne. Olgu ¥ poliinoomi 23 — 2
lahutuskorpus iile Q. Lause 2.2.3 pohjal X = Q(c, cw, cw?) = Q(c,w), kus
w = (=14 +/3i)/2 on kompleksarvuline 3. astme iihejuur. Teoreemi 2.2.12
pohjal on laiend ¥ : Q normaalne. Paneme téhele, et [¥ : Q(c)] = 2 (lihtlaien-
di ¥ : Q(c) médrav poliinoom on x? + cx + ¢?, sest kuna w ¢ Q(c), siis on see
poliinoom taandumatu iile Q(c)). Seega, kui K on mingi korpus korpuste X
ja Q(c) vahel, siis

2=[2:Q)] = [E: K|[K: Q(c)],

mis téhendab seda, et [X:K|]=1 voi [K:Q(¢)]=1. St, K =% voi
K = Q(c). Tulemus iitleb meile seda, et laiend ¥ : Q on laiendi Q(c) : Q
normaalsulundiks.

Edasises osutub meil vajalikuks teada jargmist tulemust.

Lause 3.2.22. Olgu L : K loplik laiend ning olgu N : K tema normaalsu-
lundiks. Kui laiend N’ : K, kus L C N’, on normaalne, siis N C N'.

Toestus. Viitame siinkohas teoreemi 3.2.20 toestusele. Selles ndidatu pohjal
on laiend ¥ : K, kus X on selle sama teoreemi tdestuses defineeritud poliinoo-
mi f lahutuskorpus iile K, laiendi L : K normaalsulundiks. Ning, mainitud
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teoreemi toestuses kasutatud mottekdike kasutades, voime ka veenduda, et
kuna L C N’ ning kuna laiend N’ : K on normaalne, siis N =X C N'. [

Laiendite normaalsulundid aitavad meil seada piiranguid monomorfismi
kujutisele.

Lause 3.2.23. Olgu K, L, M ja N sellised korpused, et K C L C N C M,
kus laiend L : K on loplik ning N : K on laiendi L : K normaalsulundiks.
Olgu T : L — M mingi K-monomorfism. Siis (L) C N.

Toestus. Kuna laiend L : K on Ioplik, siis lause 2.1.44 pohjal on L : K algeb-
raline laiend, mistottu on L iga element algebraline iile K. Olgu o € L suva-
line ning olgu m elemendi av minimaalne poliinoom iile K. Siis m(«) = 0 ning
seega  ka 7(m(a))=0. Kuna aga 7 on K-monomorfism, siis
T(m(a)) = m(7(w)), st, m(7(a)) = 0 ning 7(a) on politnoomi m juur. Kuna
laiend N : K on normaalne, siis 7(«) € N. Seega 7(L) C N. O

Lause 3.2.24. Olgu L : K loplik korpuse laiend ning olgu M selline korpus,
et LC M. Kuit: L — M on selline K-monomorfism, et 7(L) C L, siis T
on K-automorfism korpusel L.

Téestus. Toestuseks piisab néidata, et L = 7(L), sest sellisel juhul on 7
siirjektiivne ning on seetottu K-automorfism korpusel L.

Paneme téhele, et hulk 7(L) on korpuse L alamkorpus (vt [5], Ik 66, lause
2.5.3). Kuna K C 7(L), siis saame radkida vektorruumist 7(L) tile K. Mérka-
me ka, et 7 : L — 7(L) on vektorruumide L iile K ja 7(L) iile K isomor-
fism. Vektorruumide isomorfism viib aga vektorruumi L baasi {1, xs, ..., T, }
(n € N) vektorruumi 7(L) baasiks {7(z1),7(z2),...,7(x,)} (vt [5], Ik 98,
jareldus 3.4.4). Kuna aga 7(L) C L, siis on {7(z1),7(x2),...,7(x,)}, kui n
lineaarselt soltumatut vektorit sisaldav hulk, n-moétmelise vektorruumi L
baas. Siit jareldub niitid, et L C 7(L) ning seega ka, et L = 7(L). Sellega
oleme néidanud, et 7 on K-automorfism korpusel L. O

Teoreem 3.2.25. Olgu L : K loplik laiend. Siis jargmised vdited on sa-
mavddrsed:

1. Laiend L : K on normaalne.

2. Leidub selline loplik normaallaiend N : K (L C N), et iga K-mono-
morfism 7 : L — N on K-automorfism korpusel L.

3. Iga lopliku laiendi M : K (L C M) korral iga K-monomorfism
7: L — M on K-automorfism korpusel L.
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Toestus. Toestamiseks néditame, et (1) = (3) = (2) = (1).

(1) = (3). Olgu laiend L : K normaalne. Siis L : K on iihtlasi ka laiendi
L : K normaalsulundiks. Olgu M : K selline 1oplik laiend, et L C M ning
olgu 7: L — M suvaline K-monomorfism. Lause 3.2.23 pohjal 7(L) C L
ning véide jareldub niiiid lausest 3.2.24.

(3) = (2). Teoreemi 3.2.20 pohjal leidub 16plik normaallaiend N : K
(L C N). Viide jéreldub niiiid véitest (3).

(2) = (1). Olgu N : K viites (2) kirjeldatud 16plik normaallaiend. Olgu
f suvaline taandumatu poliinoom iile K, millel leidub juur korpuses L. Olgu
selleks juureks a. Kuna N on normaalkorpus, siis f lahutub lineaarteguri-
te korrutiseks iile N. Kui niiid # on poliinoomi f mingi teine juur (mis
kuulub korpusesse N), siis lause 3.2.18 pohjal leidub selline K-automorfism
o: N — N, et o(a) = 5. Paneme téhele, et 0|y, : L — N on K-monomorfism
ning meie eelduse (2) tottu on o|;, K-automorfism korpusel L, mistottu
B = o|p(a) € L. Kuna f oli suvaline taandumatu poliinoom iile K ning
[ oli poliinoomi f suvaline juur, siis L sisaldab poliinoomi f koik juured
ning laiend L : K on normaalne. [

Teoreem 3.2.26. Olgu L : K loplik laiend, mille aste on n ning olgu N : K
tema normaalsulundiks. Siis leidub tapselt n erinevat K-monomorfismi kor-
pusest L korpusesse N (ning tihtlasi ka igasse korpusesse M, kus M : K on
selline loplik normaallaiend, et L C M).

Toestus. Toestame viite matemaatilise induktsiooni meetodit kasutades lai-
endi L : K astme jargi.

Induktsiooni baas. Olgu [L: K] =1. Siis L = K. Kui niiid 7: L - N
on K-monomorfism, siis peab ta tingimuse K = L tottu olema samasustei-
sendus korpusel L. Seega, leidub parajasti iiks K-monomorfism korpusest L
korpusesse V.

Induktsiooni samm. Eeldame niitid, et [L : K| = n > 1, ning et viide
kehtib iga korpuse laiendi korral, mille aste on viiksem kui n. Olgu o € L\ K
suvaline ning olgu m elemendi o minimaalne poliinoom {iile K (milline polii-
noom eksisteerib, sest laiend L : K on loplik ning lause 2.1.44 pdhjal seega
algebraline). Niitid, lause 2.1.38 pohjal,

degm = [K(a): K]=r>1. (3.57)
Teoreemi 2.1.36 pohjal
[L: K] = [L: K(a)][K(e) : K],

mistottu, arvestades tingimust (3.57), saame, et laiendi L : K(«) astme s

jaoks kehtib [ |
L:K n
s-[L.K(a)]—m—;<n.
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Olgu M : K(«) laiendi L : K(a) normaalsulund. Induktsiooni eelduse tottu
leidub tépselt s erinevat K («)-monomorfismi p; : L — M, j € {1,2,...,s}.
Kuna laiend N : K on teoreemi 3.2.20 pohjal 16plik, siis lauset 2.1.43 kasuta-
des saame, et ka laiend N : K(«) on loplik. Kuna laiend N : K on 16plik ja
normaalne, siis teoreemi 2.2.12 pohjal on N mingi poliinoomi f lahutuskor-
pus iile K. Paneme téhele, et kuna K («a) C L C N, siis on N ka poliinoomi f
lahutuskorpus iile K (). Jallegi teoreemi 2.2.12 kasutades, saame, et laiend
N : K(«) on normaalne. Lause 3.2.22 pohjal aga sellisel juhul M C N. Niiiid,
lausele 3.2.23 tuginedes, iga K («)-monomorfism korpusest L korpusesse N on
iihtaegu K («)-monomorfism korpusest L korpusesse M. Seega leidub tépselt
s erinevat K (a)-monomorfismi korpusest L korpusesse N ning nendeks on
monomorfismid p;, j € {1,2,...,s}.

Kuna elemendi o minimaalne poliinoom m iile K on taandumatu iile K,
siis jarelduse 2.2.6 pohjal on m juured ai, ao, ..., o, paarikaupa erinevad.
Et « € L C N ning N on normaalkorpus, siis poliinoomi m koik juured
kuuluvad korpusesse N. Lause 3.2.18 pohjal leidub niiiid r sellist erinevat
K-automorfismi 7; : N = N, et 7;,(a) = a;, i € {1,2,...,r}. Defineerime iga
ie{l,2,..,r}jaiga j € {1,2,...,s} korral kujutuse ¢;; : L — N vordusega

Gij = Tipj -

Et kahe homomorfismi korrutis on homomorfism ning kahe injektiivse kuju-
tuse korrutis on injektiivne kujutus, siis ¢;; on monomorfism. Sarnaselt lause
3.1.9 toestuses tooduga voib aga veenduda, et kujutus ¢;; osutub koguni
K-monomorfismiks. Kujutused ¢;; on ka paarikaupa erinevad. Kui i; # s,
Q1,19 € {1,2,...,r}, siis suvaliste j1, 72 € {1,2, ..., s} korral

¢i1j1 (O‘) = Tiy (pjl (Oé)) =Ty (a) =y 7£ Qiy = Tiy (Oé) = Tiy (pj2 (Oé)) = ¢i212 (O‘> :

St, Gijy F Ginjer KUl i1 # d9. Kui aga iy = 4o =4, ¢ € {1,2,...,r}, siis juhul
kui j; # jo, kus j1, 52 € {1,2, ..., s}, leidub tingimuse p;, # p;, tottu element
x € L nii, et p;, (v) # pj;,(z). Siis aga, kuna kujutused 7;, i € {1,2,...,7}, on
injektiivsed, kehtib

Gijy (x) = Ti(pj, (7)) # Ti(pjy () = Pijy () -

St, ¢ij, # Pij,, kui j1 # jo. Sellega oleme ndidanud, et kujutused ¢;; on paa-
rikaupa erinevad. Seega leidub viahemalt rs = n erinevat K-monomorfismi
L — N.

Olgu 7 : L — N suvaline K-monomorfism. Siis 0 = 7(m(a)) = m(7(«)),
mis tahendab, et 7(«) € N on poliinoomi m juur ning seega 7(a)) = a; mingi
i € {1,2,...,7} korral. Defineerime kujutuse ¢ : L — N seosega ¢ = 7, 'T.

Kuna 7; : N — N on K-automorfism, siis leidub tal téepoolest poordkujutus,
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mis osutub samuti K-automorfismiks (vt lause 3.1.9) ning kujutus ¢ on seega
korrektselt defineeritud ning on K-monomorfism. Paneme aga téhele, et

¢(a) =7 (1(a) =7 (o) = v,

mistottu ka ¢(z) = = iga x € K(«) korral ning ¢ on seega K (a)-monomorfis-
m. Eelnevalt pohjendasime, et ainsad K («)-monomorfismid L — N on mo-
nomorfismid p;, j € {1,2,...,s}. Seega ¢ = p; mingi j € {1,2,..., s} korral.
Niilid aga paneme téhele, et

T= (Tﬁfl) T=T (Ti_l’i') =T,0 = Tip; = Gij -
Seega, 7 : L = N on iiks K-monomorfism meie poolt eelnevalt konstrueeritud
rs K-monomorfismi seast, mistottu leidub téapselt n = rs K-monomorfismi
korpusest L korpusesse V.
Kui niiiid M : K on selline 16plik normaallaiend, et L C M, siis lause
3.2.22 pohjal N C M. Niiiid lause 3.2.23 pohjal iga K-monomorfism L — M

on K-monomorfism L — N ning eeltoestatu pohjal on neid téapselt n tiikki.
O

Oleme niiiid valmis arvutama 16pliku normaallaiendi Galois’ rithma jarku.

Jareldus 3.2.27. Olgu L : K [6plik normaallaiend. Siis leidub tapselt [L : K|
erinevat K-automorfismi korpusel L, st,

IT(L: K)|=[L:K].

Toestus. Kuna laiend L : K on normaalne, siis on ta ka iihtlasi iseenda nor-
maalsulundiks. Teoreemi 3.2.26 pdhjal leidub tépselt n = [L : K] erinevat
K-monomorfismi L — L. Lause 3.2.24 pohjal on aga need K-monomorfismid
K-automorfismid korpusel L. m

Teoreem 3.2.28. Olgu L : K loplik laiend, mille Galois’ rihm on G. Kui
L : K on normaalne, siis G = K.

Toestus. Olgu G' = Ky ning olgu [L: K] =n. Jirelduse 3.2.27 pohjal
|G| = n. Lause 3.2.3 pohjal on Ky korpuse L alamkorpus, mis sisaldab kor-
pust K. Teoreemi 3.2.12 pohjal [L : Ky| = n. Niitd, lauset 2.1.36 kasutades
saame, et

n=I[L:K|=|[L:K)Ky: K| =n[K,: K],
st, [Ko : K] = 1. Tulemus iitleb meile seda, et Ky = K. O

Sellele teoreemile leidub ka poordteoreem. Enne selle toomist vajame aga
jargnevat teoreemi.
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Teoreem 3.2.29. Olgu K, L ja M sellised korpused, et K C L C M ning,
et laiend M : K on loplik. Siis erinevate K-monomorfismide arv korpusest
L korpusesse M on dlimalt [L : K].

Toestus. Paneme koigepealt téhele, et lause 2.1.43 pohjal on laiendi L : K
aste 16plik. Teoreemi 3.2.20 pohjal leidub laiendi L : K jaoks iiheselt mééra-
tud normaalsulund, mis on loplik. Olgu selleks laiend N : K. Teoreemi 3.2.26
pohjal leidub tépselt n = [L : K| erinevat K-monomorfismi korpusest L kor-
pusesse N ning iihtlasi ka igasse korpusesse M’, kus M’ : K on selline 16plik
normaallaiend, et L € M'. Olgu M’ : K laiendi M : K normaalsulundiks.
Teoreemi 3.2.20 pohjal on laiendi M’ : K aste loplik. Kuna ka L C M C M’,
siis eel6eldu pohjal leidub tapselt n erinevat K-monomorfismi korpusest L
korpusesse M’. Kui aga ¢ : L — M on K-monomorfism, siis tingimuse
M C M’ tottu on ¢ iihtlasi ka K-monomorfism korpusest L korpusesse M.
Selliseid K-monomorfisme ei saa seega olla rohkem kui n. O]

Teoreem 3.2.30. Olgu L : K loplik laiend ning olgu G tema Galois’ rihm.
Kui G = K, siis laiend L : K on normaalne.

Toestus. Olgu laiendi L : K aste n. Kuna iga K-automorfism korpusel L on
ithtlasi ka K-monomorfism korpusest L korpusesse L, siis teoreemi 3.2.29
pohjal ei saa K-automorfismide arv korpusel L olla suurem kui n. St, |G| on
16plik. Teoreemi 3.2.12 pohjal aga siis |G| = [L : GT| = [L : K] = n.

Laiendi L : K normaalsus jareldub niiiid vahetult teoreemist 3.2.25. Kui
M : K on mingi selline 16plik laiend, et L C M, siis teoreemi 3.2.29 pohjal
ei saa erinevate K-monomorfismide arv korpusest L korpusesse M olla suu-
rem kui n. Kuid, laiendi L : K Galois’ rithma koik n elementi on iihtlasi
K-monomorfismid L — M. Seega, iga K-monomorfism L — M on
K-automorfism korpusel L ning teoreemi 3.2.25 pdhjal on laiend L : K seega
normaalne. O

3.2.3 Pohiteoreemi toestus

Oleme niitid valmis toestama meie edasise teooriaarenduse seisukohalt olulist
Galois’ teooria pohiteoreemi. Suurem osa todst on meil tegelikult juba tehtud.
Siin osas “paneme vaid tiikid kokku”.

Meenutame siinkohal moningaid eelnevalt kasutatud tédhistusi ja toesta-
tud tulemusi. Olgu L : K korpuse laiend, mille Galois’ rithm on G, milline
rithm kooseb koéigist K-automorfismidest korpusel L. Siimboliga I tidhistasi-
me koigi vahekorpuste hulka, st, hulk K koosneb koigist sellistest korpustest
M, mille korral K C M C L. Siimboliga R tdhistasime Galois’ rithma G kdigi
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alamrithmade hulka. Me defineerisime kaks kujutust (vt (3.35))
K —->R,
R =K,
jargnevalt: *(M) = M* ning (H) = H, kus M € K ja H € R. Niitasime
ka, et kujutustel * ja T on jirgmised omadused (vt laused 3.2.2 ja 3.2.4):
M,NeK, MCN = *(M)2D *(N),
HGeR, HCG = (H)D (G),
MC T(*(M)) VM ek,
HcC*(I(H) VHEeR.

Enne kui asume Galois’ teooria pohiteoreemi toestuse juurde, toestame
veel iithe abitulemuse.

Lause 3.2.31. Olgu L : K loplk korpuse laiend, M wvahekorpus ning
7: L — L swaline K -automorfism. Siis (t1(M))* = 7M*771.

Téestus. Tahistame jargnevas M’ = 7(M). Mérgime siinjuures, et hulk M’
on korpus (vt [5], lk 66, lause 2.5.3), mis sisaldab korpust K, sest 7|x = K.
Seega omab kirjutis (M’)" motet.

Olgu v € M* ja x; € M’ suvalised. Siis 1 = 7(z) mingi € M korral.
Paneme téhele, et niiiid

(rym (@) = (1) (77 (20)) = (M)(@) = 7(y(2)) = 7(z) = 21,

mistottu 7yt € (M')*. Kuna v € M* oli suvaline, siis TM*7~! C (M),
Olgu niitid v € (M')" ja x € M suvalised. Olgu x; = 7(x). Paneme téhele,
et siis 1 € M’ ja

() @) = () = ) ) = 7 ) = 7 ) = 7

mistdttu 77'y7 € M*. Kuna v € (M’)" oli suvaline, siis 771 (M) 7 C M*,
millest jireldub, et (M')" C 7M*r~1.
Sellega oleme niidanud, et (7(M))* = 7M*7 L. O

Teoreem 3.2.32 (Galois’ teooria pdhiteoreem). Olgu L : K loplik normaal-
laiend, mille Galois’ rilhm on G ning olgu K, R, * ja T defineeritud nagu
antud punkti sissejuhtavas tekstis. Siis

1. Galois’ rihma G jark on [L : K].

2. Kujutused * ja T on teineteise poordkujutused, mistottu laiendi L : K
Galois’” vastavus on bijektiivne. Teisisonu, hulkade IC ja R elementide
vahel on biyektiivne vastavus.
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3. Kut M on vahekorpus, siis

(Lo M) = [M"[,  [M:K]=I|G|/|]M].

4. Laiend N : M, kus N ja M on vahekorpused (M C N), on normaalne
sits ja ainult siis kui N* on rihma M* normaalne alamrihm.

5. Kui laiend N : M, kus N ja M on vahekorpused (M C N), on nor-
maalne, sis latendt N : M Galois’ riihm on isomorfne faktorrihmaga

M*/N*.
Toestus. 1. Viide on jareldus 3.2.27.

2. Olgu M € K suvaline vahekorpus. Kuna laiend L : K on 16plik ja nor-
maalne, siis teoreemi 2.2.12 pohjal on L mingi poliinoomi lahutuskorpus
iile K. Kuna M on vahekorpus, siis on L selle sama poliinoomi lahu-
tuskorpus ka iile M, mistottu sama teoreemi 2.2.12 pohjal on laiend
L : M 1oplik ja normaalne. Niiiid, kuna M* on laiendi L : M Galois’
rithm, siis teoreemi 3.2.28 pohjal

M = M*T. (3.58)
Olgu niitid H € R suvaline. Vorduse (3.58) pohjal (arvestades, et kuju-
tuste jérjestrakendamine on assotsiatiivne) H™* = (H T)*T = H'. Kuna

H on lopliku rithma (vt véide 1) alamriithm, siis on ta 1oplik ning teo-
reemi 3.2.12 kasutades, |H| = [L : H'] = [L : H™]. Kasutades uuesti
teoreemi 3.2.12, seekord rithma H'™ jaoks, saame et [L : H™] = |H .
Seega, |H| = [L : H™] = |H™|. Kuna aga H ja H™ on loplikud rithmad
ning H C H', siis peab kehtima vordus H = H'™*. Sellega oleme teise
viite toestanud.

3. Olgu M vahekorpus. Viites 2 juba pohjendasime, et laiend L : M on
normaalne ja 1oplik. Jérelduse 3.2.27 pohjal [L : M| = |M*|. Teoreemi
9.1.36 pohjal

[L:K]=[L:M|[M: K],
mistottu

M : K|=[L:K|/[L:M|
ehk, arvestades véidet 1, [M : K| = |G|/|M*|.

4. Lause 2.1.43 pohjal on laiend N : M loplik. Paneme veel tihele, et lause
3.2.2 pohjal on N* rithma M* alamrithm.

Tarvilikkus. Olgu laiend N : M normaalne, K C M C N C L. Veen-
dume, et N* on ka rithma M* normaaljagaja. Olgu 7 € M* suvaline.
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Tarvilikkuse osa tdestuseks piisab niidata, et 7TN*7~! = N*. Pane-
me tdhele, et 7|5 : N — L on M-monomorfism. Teoreemi 3.2.25 pohjal
on 7|y M-automorfism korpusel N (teoreemi 3.2.25 kasutades on meil
korpuse K rollis korpus M, korpuse L rollis korpus N ning korpuse M
rollis korpus L), st 7(N) = N. Lause 3.2.31 pohjal niiiid N* = 7N*7~!

Piisavus. Eeldame, et N* on riithma M* normaaljagaja. Toestamaks, et
laiend N : M on normaalne, kasutame jéllegi teoreemi 3.2.25. Selleks
olgu o : N — L suvaline M-monomorfism ning nditame, et o on tege-
likult M-automorfism korpusel N. Teoreemi 3.2.25 pohjal saame siis, et
laiend N : M on normaalne. Teoreemi 3.2.17 pohjal leidub
M-automorfism 7 : L — L (7 € M*) nii, et 7|y = 0. Kuna N* on
rithma M* normaaljagaja, siis TN*7~! = N*. Lauset 3.2.31 kasutades
saame niiiid, et (7(N))* = N* ning antud teoreemi 2. viite pohjal
saame seega, et

Seega 0(N) = (7|y) (V) = 7(N) = N, mistottu o on M-automorfism
korpusel N.

. Olgu laiend N : M normaalne, K C M C N C L. Olgu GG’ laiendi N : M
Galois’ rithm. Defineerime kujutuse ¢ : M* — G’ vordusega

¢(7_) = T‘Na

kus 7 € M*. Teoreemi 3.2.25 pohjal on 7|y M-automorfism korpu-
sel N, mistottu on kujutus ¢ korrektselt defineeritud. Niitid suvaliste
T1,To € M* ja suvalise x € N korral

P(nm)(r) = (nm)ly) (2) = (n72)(r) = ni(n(2)) =
= 71| (12|n(2)) = v ((72(2))) = d(1)(P(72(2))) =
= (¢1(11)d2(72))(2) ,

st, ¢(T172) = @(11)P(72), mistottu ¢ on rithmade M* ja G’ homomor-
fism. Olgu o € G' suvaline. Paneme tédhele, et o: N — L on
M-monomorfism. Teoreemi 3.2.17 pohjal leidub selline M-automorfism
T:L — L, et 7|y = o (teoreemis 3.2.17 on meil laiendi L : K rol-
lis laiend L : M, mis on samuti 16plik ja normaalne, korpuse M rollis
on korpus N). Teisisonu, leidub selline 7 € M*, et ¢(7) = 7|x = 0,
mis tdhendab, et ¢ on siirjektiivne. Paneme veel tédhele, et tingimuse
N* C M* tottu kujutuse ¢ tuum

ker g ={r € M*|7|y =In} ={r € M*|7(z) =2 Yo € N} = N*,
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kus Iy € G’ on samasusteisendus korpusel N. Rithmade homomorfis-
miteoreemi (vt [5], Ik 171, jéreldus 6.2.5) pohjal niiiid

I'(N: M) =G = M*/ker ¢ = M*/N*. O

3.2.4 Selgitav nidide

Galois’ teooria pohiteoreemi 3.2.32 paremaks moistmiseks esitame selles punk-
tis ithe mahukama niite. Vaatluse all on meil poliinoom z* — 2 iile korpuse
Q. Arutlus on selgema iilevaate eesmérgil jaotatud alapunktideks.

1. Tahistame f = z* — 2 € Q[z] ning olgu ¥ vaadeldava poliinoomi lahu-
tuskorpus. Paneme téahele, et

f= =8+ —&)(z+ &), (3.59)
kus £ = v/2 € R. Lause 2.2.3 pohjal ¥ = Q(&, —¢, &i, —&i) = Q(&,1).

Teoreemi 2.2.12 pohjal on korpuse laiend ¥ : QQ loplik ja normaalne.

2. Leiame laiendi ¥ : Q astme. Teoreemi 2.1.36 pohjal

[X: Q] = [Q(& ) - Q(OIQ(E) - Q.

Paneme tihele, et lihtlaiendi Q(€)(4) : Q(¢) miidirav poliinoom on x%+1
iile Q(€), sest 2 + 1 = 0 ning i ei ole iihegi esimese astme normeeri-
tud poliinoomi iile Q(§) juureks (kui oleks, siis peaks i € Q(§) C R,
mis oleks vastuoluline). Kuna lause 2.1.10 pohjal Q(&,7) = Q(&)(4), siis
lauset 2.1.39 kasutades saame niiiid, et [Q(&,7) : Q(§)] = 2.

Element £ on poliinoomi f iile Q juureks. Vaadeldav poliinoom f on
aga Eisensteini kriteeriumi pohjal taandumatu iile QQ, mistottu kujutab
lihtlaiendi Q(§) : Q mééravat polilnoomi. Lause 2.1.39 pohjal jallegi

(Q() : Q] = 4. Seega
X:Q]=2-4=8.

Lause 2.1.38 pohjal on {1,:} vektorruumi Q(&,4) iile Q(§) baas ning
sama lause pohjal on {1,&, &2, €3} vektorruumi Q(€) iile Q baas. Teo-
reemi 2.1.36 toestuses niidatu pohjal on {1, &, &2, €34, &1, €24, &3} vek-
torruumi Y iile Q baas. Seega,

Y= {a0+a1§—|—a2§2—|—a3§3+a4i+a5§i+a6§2i+a7§3i | g, A1, ..., Q7 € @} .
(3.60)

3. Leiame laiendi ¥ : Q Galois’ rithma elemendid. Vaadeldava néite teises
alapunktis veendusime, et lihtlaiendi Q(¢) : Q méérav poliinoom on f
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iile Q. Kuna &2 on poliinoomi f juureks, siis on f iihtlasi ka lihtlaiendi
Q(&i) : Q méadravaks polilnoomiks. Polinoomi f esitusest kujul (3.59)
nihtub, et f on taandumatu ka iile Q(z) (iikski poliinoomidest x — &,
x4+ & x— &, x + & ega ka iikski nende korrutamisel saadav teise
astme poliinoom ei ole poliinoom iile Q(7)). Seega on f iihtaegu ka
lihtlaiendite Q(2)(§) : Q(4) ja Q(7)(&i) = Q(¢z) madravaks poliinoomiks
iile Q(7). Lause 2.1.10 pohjal Q(i)(£) = X = Q(4)(&4). Niitd, jareldust
2.1.29 kasutades, leidub selline Q-automorfism o : ¥ — X, et

(&) =¢&i ning o(i)=1.

Niite alapunktis 2 veendusime, et poliinoom z? + 1 on taandumatu iile
Q(&) ning kujutab laiendi Q(§)(7) : Q(§) mééravat poliinoomi. Paneme
tihele, et 22 + 1 on iihtaegu ka lihtlaiendi Q(&)(—1) : Q(€) médravaks
poliinoomiks. Lause 2.1.10 pohjal aga Q(§)(i) = X = Q(&)(—i). Niiid
jéllegi jareldust 2.1.29 kasutades saame, et leidub selline Q-automorfism
T:X — XN, et

7(i) = —i ning T(§) =¢€.

Oleme leidnud kaks Q-automorfismi ¢ ja 7 korpusel X, st laiendi ¥ : Q
Galois’ rithma kaks elementi. Nende koikvoimalikud omavahelised kor-
rutised annavad meile kaheksa erinevat Q-automorfismi korpusel X,
millised toome &ara tabelis 3.1. Kujutuste o ja 7 teised kéikvoimalikud

Tabel 3.1: Q-automorfismid korpusel ..

Automorfism ¢ ¢(§)  o(i)
L & 1
o &i )
o? —£ i
o’ —&i 7
T & —1
oT & —1
o’r £ —i
odr & —i

omavahelised korrutised ei anna uusi Q-automorfisme, sest 0% = 72 = ¢,

0 = 0’1, T0% = 0?1, TO3 = OT.

Olgu niiiid 7 : ¥ — ¥ suvaline Q-automorfism. Paneme téhele, et siis

(7(1))* = (i) = y(-1) = -1,
() =M =~(2) =2,
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mistottu peab v elemendi ¢ kujutama elemendiks ¢ v6i —¢ ning elemendi
¢ kujutama elemendiks &, —€, & voi elemendiks —&i. Kokku on selliseid
erinevaid kombinatsioone kaheksa, millised on koik toodud tabelis 3.1.
Seega on 7 iiks meie poolt eelnevalt leitud Q-automorfismidest korpusel
> ning tabelis 3.1 esitatud Q-automorfismid on laiendi ¥ : Q Galois’
rithma koik elemendid. Tulemus iihtib Galois’ teooria pohiteoreemiga,
millise teoreemi 1. viite pohjal on laiendi ¥ : Q Galois’ rithma jark
[¥: Q] =8 (vt alapunkt 2 antud néites).

. Leiame laiendi ¥ : Q Galois’ rithma G kirjelduse. Tabelist 3.1 néhtub,
et rithm G ei ole kommutatiivne ning on moodustatud elementide o ja
T poolt. Seejuures

2 1

G=(orlot=1=1,7"or=0"").

Siit ndhtub, et G = Dyg, kus Dy on 8. jarku dieedri rithm (vt [9], meil
on see rithm kiill natuke teisiti téhistatud).

. Koostame rithma G alamriihmade tabeli. Tabeli selgituseks mérgime,
et koik 4. jarku rithmad on isomorfsed kas rithmaga Z, vo6i rithmaga
Zs X Zs, kusjuures esimene neist on tsiikliline ning teine mitte (véide on
lihtsasti kontrollitav, sest kui 4. jarku rithm ei ole tsiikliline, siis peab
tema iga tihikelemendist erineva elemendi jirk olema 2).

8. jarku: G G = Dy

4. jarku: S = {1,0,0% 0%} S =7,
T={1,0%1,0%7y T X7yx7Zy
U={,0% 01,037} UXZyx7Zy

2. jarku: A = {1,0%} A=7,
B={,71} B =7,
C = {01} C=7Z
D = {1,0°7} D =7,
E={1,0%7} E =17,
L. jarku: I ={.} 127

. Leiame rithma G alamriihmadele vastavad vahekorpused. Galois’
teooria pohiteoreemi 2. viite pohjal on laiendi » : Q Galois’ vasta-
vus bijektiivne. Paneme tihele, et Q(i), Q(v/2) ja Q(+/2i) on korpuse ¥
alamkorpused ning laiendite Q(i) : Q, Q(v/2) : Q ja Q(+/2i) : Q astmed
on 2 (laiendite méidravad poliinoomid on vastavalt 22 +1, 22 —2 ja 2242
iile Q). Galois’ teooria pohiteoreemi 3. véite pohjal vastavad nendele
korpustele seega 4. jirku GG alamrithmad. Niiiid ei ole raske kontrollida,
et vaadeldavatele korpustele vastavad vastavalt alamrithmad S, T ja U.
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Leiame niiiid korpuse CT. Olgu z € ¥ suvaline. Element x avaldub
titheselt kujul (vt korpuse ¥ kirjeldus, vordus (3.60))

r=ag+ a &+ a2§2 + a3§3 + a4t + as&t + a6£2i + a7§3z’ ,

kus ag, aq, ...,a; € Q. Nitd

(o7)(z) = o(7(2)) =

) =
o(a 0+ a1€ + a€® + a3€® — aqgi — as&i — ag€*i — a7&% ) =
= ag + 0161 — ax€? — a3€3i — ayi + asé + agf%i — a;&3 =
= ap + a5 — ax€® — a7&® — agi + a1&i + ag€%i — az€’i.

Seega (o7)(x) = z siis ja ainult siis kui
ag + 1€ + a9 4 as€® + agi + as&i + agci + a7&i =
= ag + a5 — ax€® — a7&® — ayi + a1€i + a€¥i — azé’i (3.61)
ehk siis ja ainult siis kui

(a1 — a5)€ 4+ 2a2€” + (a3 + a7) & + 2a4i + (a5 — a1)&i + (a7 +a3)E% = 0.

(3.62)
Vordus (3.62) kujutab nulliga vorduvat lineaarkombinatsiooni vektor-
ruumi ¥ baasivektoritest. Seega, vordus (o7)(z) = x kehtib parajasti
siis kui kehtivad vordused

a = as , ay =as =0, a3 = —ar,

Elemendid aq ja ag voivad seejuures olla suvalised. Siit jireldub, et z
peab esituma kujul

r=ag+ a&(1+1) + agt%i + aze*(1 —1i) =

= ag+afE(L+ )] + FLEQ+i)? = LA+ (3.63)

Vordusest (3.63) néhtub, et vordus (o7)(z) = x kehtib parajasti siis
kui z € Q(&(1 +4)) (vt lause 2.1.38 ning paneme seejuures téhele, et
€1+ )]* = 2(2i)(2i) = —8 € Q), mistottu

Ct = Q(E(1 +1)).

Sarnaselt voime veenduda, et
A'=Q(v2,4), B'=QE), D'=Q¢), E'=Q(1-i)f),

95



mis koos triviaalsete vastavustega
Gl=Q ja I'=Y%,
ning alapunkti algul leitud vastavustega
S'=Q@), T'=Q(v2), U'=Q(v2),

kujutavad Galois” vastavuse bijektiivsuse tottu koiki vahekorpusi kor-
puste Q ja X vahel.

7. Vahekorpusi korpuste ¥ ja Q vahel ning Galois’ rithma G alamrithmi
kirjeldavad vastavalt joonised 3.2 ja 3.1 (joonistel on hulk X hulga YV
alamhulk, kui leidub hulgast Y allapoole suunduv l6ikude jada hulgani
X, niiteks TT C I'). Mérgime, et alamriihmade joonise saame koostada
vahetult néite 5. alapunktis koostatud rithma G alamrithmade tabelit
kasutades. Vahekorpuste joonise saame seejérel koostada lauset 3.2.2
voi néite 6. alapunkti tulemusi kasutades.

G
P
T S U
A 2% | 7 [
D B A C E
b
Joonis 3.1: Alamrithmad.

//|\\
D B" A" C' FE
\\/|\|/
T+ S+ U+
~ |
G+

Joonis 3.2: Vahekorpused.
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8. Voime veenduda, et rithma G normaaljagajad on G, S, T, U, A ja
I. Galois’ teooria pohiteoreemi 4. viite pohjal on seega vahekorpused
Gt, ST, Tt U', A" ja I' normaalkorpused (korpuse Q suhtes) ning
ainult need. See on ka toepoolest nii, sest vaadeldavad korpused on
lahutuskorpusteks vastavalt poliinoomidele z, 22 + 1, 22 — 2, 22 + 2,
2 — 2% — 2 ja f iile Q ning ka teoreemi 2.2.12 pohjal on vaadeldavad
korpused normaalsed (korpuse Q suhtes).

Seevastu, niiteks korpus BT ei ole tdepoolest normaalkorpus Q suh-
tes, sest poliinoomi f juur & kuulub korpusesse BT, kuid vaadeldav
poliinoom ei lahutu lineaartegurite korrutiseks iile BT (vt definitsioon
2.2.10).

9. Galois’ teooria pohiteoreemi 5. viite pohjal on niiteks laiendi Af: Q
Galois’ rithm isomorfne faktorrithmaga G/ A (sest laiend At : Q on niite
8. alapunkti pohjal normaalne). Paneme téhele, et rithma G /A elemen-
did on korvalklassid {:,0?%}, {0,03}, {7,027}, {o7,037}. Siit nédhtub,
et rithm G/A ei ole tsiikliline, mistottu G/A = Zy X Zs. Niites 3.1.15
leidsime, et laiendi AT : Q = Q(v/2,1) : Q Galois’ rithm koosneb neljast

elemendist, millised esitame jargneva tabelina.

Automorfism ¢ ¢(v/2)  ¢(i)
L \/§ )

Q \/§ —1
6 V2

af -2 =i

Tabelist nihtub, et rithm (A" : Q) ei ole tsiikliline, mistottu on vaa-
deldav rithm isomorfne rithmaga Zs X Zs ning seega — toepoolest — ka
rithmaga G/A.

3.3 Vorrandite lahenduvus radikaalides

Selles punktis me kasutame Galois’ teooria pohiteoreemi (teoreemi 3.2.32),
et tuletada tingimus, mis peab olema tdidetud selleks, et mingit poliinoomi
(ning seega ka algebralist vorrandit) oleks voimalik lahendada radikaalides.
Etteruttavalt mainime, et selleks tingimuseks on, et vaadeldava poliinoomi
Galois’ rithm peab olema lahenduv rithm. Néitame, et see tingimus osutub
ka piisavaks tingimuseks. Toome ka seejérel iihe néite 5. astme poliinoomist,
mille Galois’ rithm ei ole lahenduv ning mis ei ole seega lahenduv radikaalides.
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3.3.1 Radikaalsed laiendid

“Maakeeli” Oeldes, laiend L : K on radikaalne kui L on saadud korpusest K
temale teatavate naturaalarvuliste astmete juurte jarkjargulisel adjungeerim-
sel. Vaatleme néiteks jargmist avaldist:

V11 ! +2\/§ + A1+ V4. (3.64)

Adjungeerides korpusele Q iiksteise jirel elemendid o = /11, f = /3,
v=3/(T+B)/2, 6 = V4jae =1+, saame korpuse L = Q(c, 3,7, 9,¢),
mis sisaldab elementi (3.64), ning laiendi L : Q, mis on radikaalne.

See annab pohjuse jargnevale formaalsele definitsioonile.

Definitsioon 3.3.1. Korpuse laiendit L : K nimetame radikaalseks, kui
L =K(o,as,...,amn), kus iga j € {1,2...,m} korral leidub naturaalarv n;
nii, et

o) € K(on,ag,... 05 1) (3.65)
(j = 1 korral, loeme, et o' € K). Elemente oy, s, ..., &, nimetame
radikaalideks.

Niide 3.3.2. Laiend Q(a, f3,7,0,¢) : Q, kus «, 3, v, ¢ ja € on antud
definitsioonile 3.3.1 eelnevas arutelus, on radikaalne, sest o® = 11 € Q,
B2 =3 € Q) = (T+08)/2 € Qa.,p), ¢° = 4 € Q(a,B,7) ning
et=1+40c¢ @(aaﬁ7’7a5)‘

Seome niiiid radikaalsed laiendid algebraliste vorranditega.

Definitsioon 3.3.3. Algebralist vorrandit f(z) = 0, kus f on poliinoom iile
korpuse K, nimetame lahenduvaks radikaalides (dile K), kui leidub korpus
M nii, et polilnoomi f lahutuskorpus ¥ C M ning, et M : K on radikaalne
laiend. Sellisel juhul titleme ka, et poliinoom f on lahenduv radikaalides (iile

K).

Selgitame lahemalt definitsiooni 3.3.3. Olgu f(x) = 0 algebraline vorrand
iile korpuse K (st, f on poliinoom iile K). Siis vorrand f(z) = 0 on lahenduv
radikaalides kui poliinoom f on lahenduv radikaalides. Poliinoom f on aga
lahenduv radikaalides kui leiduvad radikaalid

= n\l/ulu Qo = ne/uQ) LRI Oy = 7L(L/um7

millede adjungeerimisel korpusele K saame korpuse K (o, o, ..., ), mis si-
saldab poliinoomi f lahutuskorpust. St, saame korpuse, mis sisaldab poliinoo-
mi f koiki juuri ehk vorrandi f(z) = 0 koiki lahendeid. Siinjuures tdhendab
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w1 mingit K elementi, us mingit K (o) elementi, ug mingit K (o, o) elemen-
ti jne, kuni 16ppeks wu,, on teatav K (o, s, ..., 1) element. Teiste sonade-
ga, vorrand f(z) = 0 on radikaalides lahenduv kui tema lahendid avalduvad
ratsionaalselt radikaalide aq, avg, ..., a;, ja korpuse K elementide kaudu (selle
kohta iitleme edaspidi lihtsalt, et f lahendid avalduvad radikaalide kaudu).
Nii on néiteks kuupvorrand

> +pr+q=0,

kus p ja q on korpuse K elemendid, lahenduv radikaalides, sest tema lahendid
on esitatavad valemiga (vt [2], 1k 287, 288)

B p sl g J¢* PP

r=u 30 u-\/ 2—|— 4—|—27.
[ 42 3 /

o = qz+%7 052:3—g+061,

saame, et vaadeldava kuupvorrandi lahendid avalduvad ratsionaalselt radi-

kaalide a1, ap kaudu kujul x = oy — ﬁ.

Lause 3.3.4. Radikaalne laiend L : K on loplik.

T&histades

Téestus. Eelduse pohjal L = K (o, s, ..., ), kus o' € K(ay,ag,...,0;_1)
mingi naturaalarvu n; korral, i € {1,2,...,r}. Seega a; on mingi poliinoomi
iile K juureks (néiteks poliinoomi 2™ — /" juureks), ap on mingi poliilnoomi
iile K(ay) juureks jne kuni «, on mingi poliinoomi iile K(aq, s, ..., 1)
juureks. St, koik lihtlaiendid

K(a): K,
K(ou)(az) : K(a1),
K(oag, g, .. 001) (o) : K(ag, a0, ... 051)

on algebralised, mistottu lause 2.1.39 pohjal on nende astmed loplikud. Lause
2.1.10, jéarelduse 2.1.37 ja eeléeldu pohjal seega

[L: K] =[K(ag,09,...;00_1)() : K(ag,a9,...,00_1)] ...
o [K(ar)(ag) s K(oq)] - [K(oq) : K] <oco. O
Lause 3.3.5. Olgu L : K radikaalne laiend, L = K (o, o, ..., a0, kus ele-
mendid o, j € {1,2,...,m}, rahuldavad tingimust (3.65). Siis voime korpuse
L esitada kujul L = K(B1, Ba, ..., Bn), kus elemendid §;, i € {1,2,...,n}, ra-

huldavad tingimust (3.65), kusjuures naturaalarvud n; on iga i € {1,2,...,n}
korral algarvud.
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Toestus. Olgu K7 = K(aq). Siis eelduse pohjal leidub naturaalarv ny nii, et
a™ € K. Aritmeetika pohiteoreemi pohjal (vt [6], Ik 7, teoreem 1.17) saab
iga naturaalarvu esitada teatavate algarvude korrutisena. Seega voime natu-
raalarvu n; esitada kujul ny; = pyps...px, kus p; on algarvud, i € {1,2,..., k}.
Valime niitid §; = of?"*P* By = o*"P* ... Br = a1 ning paneme téhele, et
laiend K (ay) : K on selline, et K(ay) = K (81, B2, ..., B) ning

By e K(Bi, P, -\ Bic1) s ie{l,2,...,k}.

Lause 2.1.10 pohjal L = K(ay, ag, ..., ap,) = K(oq)()...(au,). Niiiid teosta-
me dsjakirjeldatud protseduuri iga laiendi

Koy, g, ..o 1) ()« K(ag,a, ... a1), red{l,2,...,m},
jaoks eraldi, kuni saamegi, et

L:K(al,ag,...,am) :K(ﬁl,ﬁ%--'aﬂn)’

kus iga j € {1,2,...,n} korral leidub algarv p; nii, et

37 € K(Br, B, ..., Bi-1) - O

Lause 3.3.6. Olgu L : K radikaalne laiend ning olgu M : K laiendi L : K
normaalsulundiks. Stis ka laiend M : K on radikaalne.

Téestus. Eelduse pohjal L = K (o, o, ..., ), kus o' € K(aq,ag,...,0-1)
mingi naturaalarvu n; korral, ¢ € {1,2,....r}. Olgu f; elemendi a; mini-
maalne poliinoom iile korpuse K (i € {1,2,...,7}). Paneme téhele, et iga
i € {1,2,...,r} korral poliinoomi f; juur «; kuulub korpusesse M. Kuna
M on normaalkorpus, siis f; lahutub lineaartegurite korrutiseks iile M. Siis
aga ka polinoom ¢ = [[;_, f; lahutub lineaartegurite korrutiseks iile M,
mistottu M sisaldab poliinoomi g kéiki juuri ning lause 2.2.3 pohjal siis aga
ka g lahutuskorpust . Kuna X sisaldab poliinoomi ¢ juuri ay, as, ..., a; ning
korpust K, siis L C 3. Teoreemi 2.2.12 pohjal on laiend ¥ : K normaalne.
Niiiid normaalsulundi definitsiooni 3.2.19 pohjal M = X, st, M on poliinoomi
g lahutuskorpus iile K.

Adjungeerime niitid korpusele K koigepealt poliinoomi f; koik juured f;,
je{l,2,..,deg fi}. Saame korpuse K; = K(f1,512,-..,01k), kus
ki = deg f1, ning mis sisaldab korpust K (aj). Seejérel adjungeerime kor-
pusele K poliinoomi f, koik juured ), j € {1,2, ..., deg fo}. Saame korpuse
Ky = K1(Ba1, B2, -y Boky ), Kus ko = deg fo, ning mis sisaldab korpust
K (a1, as). Nii jatkame, kuni 16puks adjungeerime korpusele K,_; poliinoomi
fr koik  juured Bri, je{l,2,...,deg f.}. Saame korpuse
K, = K,_1(6m1, B2, Brk.), Kus k., = deg f,, ning mis sisaldab korpust
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K(ay,aq,...,a,). Lausetest 2.2.3, 2.1.10 ning meie konstruktsioonist jéirel-
dub, et K, = M.

Olgu  f;;  polinoomi  f;  suvaline juur (i€ {L,2,..,r},
jeA{1,2,...,deg f;}). Jarelduse 2.1.29 pohjal leidub isomorfism
o K(a;) — K(Bi;) nii, et o(a;) = Bi; ning o(k) = k iga k € K kor-
ral. Teoreemi 3.2.17 pdhjal leidub selline K-automorfism v : M — M, et
Y|Kk(a;) = 0 (kuna M on poliinoomi f lahutuskorpus, siis M : K on loplik ja
normaalne, vt teoreem 2.2.12). Niiiid

Bl = (v(au)" = (") € v(K(a1, ag, ..., ;1))

Toestuseks piisab seega nédidata, et suvalise K-automorfismi 7 : M — M ning
suvalise i € {0, 1,2, ..., — 1} korral

7—<K<a170527"'705i)) g Ki7 (366)

kus Ky = K. Olgu seega 7 : M — M suvaline K-automorfism. Sisalduvuse
(3.66) toestame matemaatilise induktsiooni meetodit kasutades.

Induktsiooni baas. Juhul ¢ = 0 vaide kehtib, sest kuna 7 on K-automor-
fism, siis 7(K) = K = Kj.

Induktsiooni samm. Olgu k € {1,2, ..., — 1} ning eeldame, et sisalduvus
(3.66) kehtib iga arvu i korral kui 0 < i < k. Naitame, et sisalduvus (3.66)
kehtib siis ka juhul ¢ = k.

Paneme tihele, et K (aq, ag, ..., ag_1, ) = K(aq, ag, ..., ax_1)(ag). Lause
2.1.38 pohjal on {1, ax, a2, ...,a"} vektorruumi K(aq, ag, ..., ap_1)(ay) iile
K(ay,aq,...,ap_1) baas (siin m on teatav mittenegatiivne tdisarv). Kuna
7 on K-automorfism korpusel M, siis ta teisendab poliinoomi f; juure oy
mingiks juureks [y, kus j € {1,2,....deg fx} (viite toestus kordab lause
3.1.13 toestust). Olgu niitid z € K (a1, as, ..., o) suvaline. Siis x esitub kujul

=1y +log + bap + ...+ 1pal,
kus I, € K(aq, a9, ...,ax_1), s € {0,1,2,...,m}. Niiiid aga
7(x) = 7(lo) + 7(l) By + 7(12) Br; + - .. + T(Im) By € K,

sest induktsiooni eelduse tottu 7(l5) € Ky—1 C Ky iga s € {0,1,2,...,m}
korral ning korpuste K (k € {1,2,...,r}) konstruktsiooni tdttu poliilnoomi
frigajuur fy; € Kj (5 € {1,2,...,deg fi}). Seega sisalduvus (3.66) tdepoolest
kehtib. O

3.3.2 Galois’ teoreem

Nagu juba mainitud, selleks, et mingi algebraline vorrand oleks lahenduv
radikaalides, on tarvilik ja piisav, et vaadeldava vorrandi Galois’ rithm oleks
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lahenduv. Selle viite toestusele me siin alapunktis keskendumegi. Toestame
eelnevalt paar abitulemust.

Lause 3.3.7. Olgu K korpus ning % polinoomi x? — 1 lahutuskorpus iile K,
kus p on algarv. Siis laiendi 3 : K Galois’ riithm on Abeli rihm.

Toestus. Poliinoomil 2P —1 leidub algebra pohiteoreemi pohjal p juurt komp-
leksarvude hulgas. Nendeks juurteks on p-astme iihejuured e?™*/»,
k€ {0,1,2,...,p — 1}, mis on seejuures paarikaupa erinevad (vt [5], Ik 188)
ning moodustavad korrutamise suhtes tsiiklilise rithma (vt [5], 1k 189, teo-
reem 6.8.2). Olgu ¢ selle rithma mingi moodustaja. Paneme téhele, et siis
Y =K(e).

Olgu o, f € T'(X : K) suvalised ning veendume, et aff = fa. Selles veen-
dumiseks piisab lauset 2.1.38 ning asjaolu, et a8 on K-automorfism korpu-
sel ¥, silmas pidades, ndidata, et (af)(e) = (Ba)(e). Lause 3.1.13 pohjal
a(e) = &' ning B(¢) = &/ mingite 7,5 € {1,2,...,p} korral. Niiiid leiame, et

(aB)(e) = a(B(e)) = a(e)) = (a(e)) = (') =" = ()" = (B(e))' =
= B(e") = Bla(e)) = (Ba)(e) .

Saadud vordusest jareldub eeléeldu pohjal, et a8 = fa ning laiendi ¥ : K
Galois’ rithm on seega Abeli rithm. O

Lause 3.3.8. Olgu K mingi selline korpus, ile mille poliimoom x™—1 (n € N)
lahutub lineaartegurite korrutiseks. Olgu 3 poliinoomi ™ — a lahutuskorpus
tle K. Siis laiendi X2 : K Galois’ rithm on Abeli rihm.

Toestus. Poliinoomi z™ — 1 juured on parajasti koik m-astme iihejuured
e?™i/m L€ {0,1,2,...,n — 1}, mis on paarikaupa erinevad.

Olgu z; poliinoomi 2™ — a mingi juur. Paneme téhele, et suvalise n-astme
ithejuure € korral on ka ex; poliinoomi "™ — a juureks. Eeléeldu tottu leidub
téapselt n erinevat n-astme tithejuurt. Seega, nende n-astme iihejuurte korru-
tised juurega x; annavad meile kokku n erinevat poliinoomi x™ — a juurt.
Algebra pohiteoreemi pohjal ei saa poliinoomil ™ — a rohkem juuri leiduda.
Kuna korpus K sisaldab lause eelduse pohjal poliinoomi z™ — 1 koéiki juuri,
siis eeloeldu ja lause 2.2.3 pohjal ¥ = K (x;).

Olgu «, 5 € T'(X : K) suvalised ning veendume, et aff = fa. Selles veen-
dumiseks piisab, kui néidata, et (af)(x1) = (Ba)(x1) (vt eelmise lause tdes-
tust). Niitid, lause 3.1.13 ja eeléeldu pohjal,

a(z1) = ez, B(x1) = nay,

kus €,n7 € K on teatavad n-astme iihejuured. Niiiid

(@f)(21) = a(B(21)) = a(nzr) = a(n)a(e:) = newy = enay =



Seega aff = fa ning laiendi ¥ : K Galois’” rithm on Abeli rithm. m

Lause 3.3.9. Kui korpuse latend L : K on normaalne ja radikaalne, siis
rihm I'(L : K) on lahenduv.

Toestus. Olgu L = K(ay,aq,...,q,), kus a?j € K(ay,a,...,a;_1) mingi
naturaalarvu n; korral, j € {1,2,...,n}. Lause 3.3.4 pohjal on laiend L : K
16plik. Lause 3.3.5 pohjal voime eeldada, et naturaalarvud n; on algarvud iga
j €{1,2,...,n} korral. Lause toestame matemaatilise induktsiooni meetodil
radikaalide arvu n jargi, n € N.

Induktsiooni baas. Olgu n = 1. Siis L = K («), kusjuures voime eeldada,
et @ ¢ K ja o? € K mingi algarvu p korral (juhul kui o € K, siis iihest
elemendist koosnev rithm I'(K : K) on lahenduv). Olgu f elemendi o mi-
nimaalne poliinoom iile K. Kuna laiend L : K on normaalne, siis f lahutub
lineaartegurite korrutiseks iile L. Kuna f on taandumatu iile K, siis jarelduse
2.2.6 pohjal on f juured paarikaupa erinevad. Kuna o ¢ K, siis on f aste
viahemalt 2. Olgu 8 poliinoomi f mingi teine juur, 8 # «. Niiiid jarelduse
2.1.29 pohjal leidub selline isomorfism o : K(«a) — K(fB), et o(k) = k iga
k € K korral ning, et o(a) = 3. Seega,

= (o)) = oa”) = o

Kuna § ¢ K, siis f # 0. Olgu ¢ = «/f € L. Paneme téhele, et ¢ # 1,
ning e = 1. Kuna p on algarv, siis elemendi ¢ jark rithmas L on p (kui
k on elemendi ¢ jérk, siis k | p (vt néiteks [6], 1k 28, lemma 7.3)). Seega,
elemendid 1, €, €2, ..., e?~! on paarikaupa erinevad, kujutades endast kaiki

p-astme iihejuuri korpuses L. Olgu M poliinoomi 2P — 1 lahutuskorpus iile
K, st, M = K(g). Oleme saanud jada

KCMCM(a)=L. (3.67)

Paneme téhele, et L = K(«) on poliinoomi 2P — o lahutuskorpus iile M,
sest M («) sisaldab koiki p-astme iihejuuri ning poliinoomi z? — o iiks juur-
test a € M(«) (vt lause 3.3.8 toestust). Niitid, lause 3.3.8 pohjal on rithm
['(M(«) : M) ehk rithm I'(L : M) Abeli rithm ning seega lahenduv (vt néide
1.2.6(1)).

Kuna M = K(e) on poliinoomi 2 — 1 lahutuskorpus iile K, siis lau-
se 2.2.12 pohjal on laiend M : K normaalne. Galois’ teooria pohiteoreemi
viienda véite pohjal kehtib seega (meenutame, et M* =T'(L : M))

(M : K)=T(L:K)/T(L:M). (3.68)

Lause 3.3.7 pohjal on I'(M : K) Abeli rithm ning seega lahenduv. Seega, iso-
morfismi (3.68) ja lause 1.2.7 pohjal on ka rithm I'(L : K)/I'(L : M) lahen-
duv. Niiiid, kuna lisaks ka rithm I'(L : M) on lahenduv, siis teoreemi 1.2.13
pohjal on rithm I'(L : K') lahenduv.

103



Induktsiooni samm. Olgu niiiid n > 1 mingi naturaalarv ning eeldame, et
véaide kehtib iga normaalse ja radikaalse korpuse laiendi L’ : K’ korral, kus
L' = K/(ﬁhﬁg, ceey ﬁm), Blpz S K/(Bl,ﬁg, ceey 61'_1), p; on algarv, 1€ {1, 2, ey m}
ning m < n.

Kui oy € K, siis L = K(ay, ..., ) ning meie véide kehtib induktsiooni
eelduse tottu. Voime seega eeldada, et o ¢ K.

Toestuse algus iihtib induktsiooni baasis ndidatuga, mistottu ei hakka se-
da kordama. Erinevused tulevad sisse alates vordusest (3.67). Seega, jitkame
induktsiooni sammu toestust vordusest (3.67) — kasutades samu té&histusi.
Vordus (3.67) saab niiiid kuju

KCMCM()CL.

Kuna 2P — 1 lahutub lineaartegurite korrutiseks iile M ning of € M, siis
lause 3.3.8 toestusele tuginedes on M («v) poliilnoomi x? — of lahutuskorpus
tile M. Teoreemi 2.2.12 pohjal on laiend M («) : M seega normaalne. Galois’
teooria pohiteoreemi viienda véite pohjal kehtib seega

D(M(ay) : M) =T(L:M)/T(L: M(ay)). (3.69)
Paneme téhele, et kuna K C M, siis lausele 2.1.10 tuginedes
L=M(ay)(ag,...,an).

Niiiid, kuna laiend L : K (1) on radikaalne ning kuna K(a;) C M(ay), siis
ei ole raske niha, et ka laiend L : M(«;) on radikaalne. Kuna L : K on nor-
maalne, siis on seda ka laiend L : M (c). Induktsiooni eelduse tottu on rithm
['(L : M(a)) seega lahenduv. Lause 3.3.8 pohjal on I'(M («ay) : M) aga Abeli
rithm ning seega lahenduv. Niitid isomorfismi (3.69), lause 1.2.7 ja teoreemi
1.2.13 pohjal on rithm I'(L : M) lahenduv.

Kuna M on poliinoomi 2P — 1 lahutuskorpus iile K, siis laiend M : K
on normaalne (vt teoreem 2.2.12). Galois’ teooria pohiteoreemi viienda viite
pohjal kehtib seega

T(M: K)~T(L: K)/T(L:M).

Lause 3.3.7 pohjal on I'(M : K) Abeli rithm ning seega lahenduv. Kuna ka
rithm I'(L : M) on eespoolndidatu pohjal lahenduv, siis sama aruteluga nagu
moned read eespool saame, et I'(L : K) on lahenduv rithm ning lause on
toestatud. O

Meenutame, et kui L : K on 16plik normaallaiend, siis teoreemi 3.2.32 esi-
mese viite pohjal [L : K| = |I'(L : K)|. Seda tulemust silmas pidades anname
jargmise definitsiooni.
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Definitsioon 3.3.10. Olgu L : K 16plik normaallaiend, mille aste on n.
Elemendi a € L normiks nimetame suurust

N(a) = m(a)re(a)...m(a),
kus 7,7, ..., 7, on laiendi L : K Galois’ rithma ko6ik elemendid.

Jargnev teoreem parineb David Hilberti 1893. aasta raportist algebraliste
arvude kohta ning kannab seetottu nime Hilberti Teoreem 90.

Teoreem 3.3.11 (Hilberti Teoreem 90). Olgu L : K loplik normaallaiend,
mille Galois” riihm G on tstikliline, moodustajaga 7. Siis elemendi a € L
norm on 1 (N(a) = 1) siis ja ainult siis kui

a=0b/7(b),
mingi b € L, b# 0, korral.

Toestus. Piisavus. Kuna L : K on normaalne ja 16plik, siis teoreemi 3.2.32
esimese véite pohjal on ka G 1oplik. Olgu seega |G| = n. Kui a = b/7(b),
b+ 0, siis

N(a) = ar(a)7*(a)... 7" (a) = . =1,

sest 7" on samasusteisendus korpusel L.
Tarvilikkus. Eeldame, et elemendi a € L norm on 1, st, N(a) = 1. Paneme
téhele, et kuna a norm on 1, siis a # 0. Olgu ¢ € L suvaline ning defineerime

dy = ac,
& = ar(@)r(e), 570)
dn—1 = laT(a).. .77"_1((1)]7”_1(0) .
Paneme seejuures téhele, et
dp1 = N(a)™" *(c) = 7" (c) (3.71)
ning
djt1 = at(d;), j€{0,1,...,n—2}. (3.72)

Defineerime veel
b=dy+di+...+d,—1.

Valime elemendi c¢ selliselt, et b # 0. Oletame, et iga ¢ valiku korral b = 0.
Siis, arvestades vorduseid (3.70) ja (3.71), iga ¢ € L korral kehtib

)\07’0(0) -+ )\17’(0) + ..+ )\nflTnil(C) = 0,
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kus N\ =ar(a)...7(a) € L, j€{0,1,..,n—1}. Seejuures
An—1 = N(a) =1 # 0. Tulemus iitleb meile seda, et paarikaupa erinevad au-
tomorfismid 77, j7 € {0,1,...,n — 1} (mis on iihtlasi ka monomorfismid kor-
pusest L korpusesse L), on lineaarselt soltuvad (vt definitsioon 3.2.7). See on
aga vastuolus teoreemiga 3.2.8.

Seega, me saame valida elemendi c selliselt, et b # 0. Siis aga, arvestades
vorduseid (3.72), vordust (3.71) ning 16puks veel vorduste (3.70) esimest
vordust, saame, et

7(b) = 7(do) + 7(dy) + ... + 7(dp_y) =
=(1/a)(di+ ... +dy1)+7"(c) = (1/a)(d1+ ...+ dp 1) +c=
= (1/a)(dy+dy + ... +dn_1) =b/a,

mistottu a = b/7(b). O

Teoreem 3.3.12. Olgu L : K normaalne laiend, mille aste on algarv p ning
mille Galois’ rihm G on tsiikliline, moodustajaga 7. Sisaldagu lisaks korpus
K koiki p-astme thejuuri. Siis leidub element o € L nii, et L = K(«) ning
o € K.

Toestus. Kuna laiend L : K on normaalne ja loplik, siis teoreemi 3.2.32 esi-
mese vaite pohjal |G| = [L : K] = p.

Koik p-astme iihejuured moodustavad kompleksarvude korrutamise suh-
tes tsiiklilise rithma (vt [5], lk 189, teoreem 6.8.2). Olgu ¢ selle rithma moo-
dustaja. Paneme téhele, et lause eelduse tottu € € K, mistottu elemendi e
norm

N(e) =7(e)*(e) ... ™’ (e) =P = 1.

Teoreemi 3.3.11 pohjal siis
e=a/1(a) (3.73)

mingi o € L, a # 0, korral. Nditame jargnevalt, et iga i € {1,2, ..., p} korral
(a) = 'a. (3.74)
Kui i = 1, siis vordus 7(a) = e 'a jireldub vordusest (3.73). Eeldame niiiid,

et vordus (3.74) kehtib juhul kui ¢ < k, k € {2,3, ..., p}, ning niditame, et
vordus (3.74) kehtib ka juhul i = k. Leiame, et

() = 7(r*(@)) = (e Va) = r(e¢V)r(a) =

=k Demly = e7Fn
ning vordus (3.74) kehtib seega iga i € {1,2, ..., p} korral.
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Vordusest (3.74) jareldub juhul i = p, et 7(a?) = oP. Seega, element o
jaédb invariantseks koigi Galois’ rithma elementide rakendamisel ning kuulub
seetdttu korpussese GT = K*, mis iihtib laiendi L : K normaalsuse ja 16plik-
kuse tottu teoreemi 3.2.32 teise viite pohjal korpusega K. St, of € K. Niiiid,
kuna korpus K sisaldab koéiki p-astme iihejuuri, siis lausest 2.2.3 jéareldub, et
K(a) on poliinoomi 2 — o lahutuskorpus iile K (vt lause 3.3.8 toestust).
Teoreemi 2.2.12 pohjal on laiend K («) : K seega normaalne.

Veendume niitid, et 7'|g@) € N(K(a): K), ie{l,2,..,p}. Olgu
i € {1,2,...,p} suvaline. Paneme kdigepealt tihele, et lause 2.1.38 tottu aval-
dub korpuse K («) iga element lineaarkombinatsioonina elemendi a teatava-
test astmetest iile K. Et aga korpus K sisaldab koiki p-astme iihejuuri, siis
vorduse (3.74) tottu

(Flkw) (K (@) € K(a). (3.75)

Niiiid, kuna 7* on K-automorfism korpusel L, siis 7°| () on K-monomorfism
K (o) = K(o). Lause 3.2.24 pohjal on 7| k(a) tegelikult K -automorfism kor-
pusel K(«).

Niitid, kuna vorduste (3.74) tdttu on kujutised (7|x()) (@),
i € {1,2,...,p}, paarikaupa erinevad, siis, arvestades ka teoreemi 3.2.32 esi-
mest véidet (laiendi K(«) : K normaalsus on meil juba pohjendatud),

[K(a): K] = [I(K(a) : K)| = p.

Kuna aga [L : K| = p, siis teoreemi 2.1.36 ja saadud vordust kasutades saa-
me, et [K(«a): K| =p ning [L: K(a)]=1. See aga tdhendab seda, et
L =K(a). O

Oleme niiiid valmis tdestama vorrandite radikaalides lahenduvuse kri-
teeriumit. Sonastame selle jargneva teoreemina, mis kannab nime Galois’
teoreem.

Teoreem 3.3.13 (Galois’ teoreem). Olgu f(x) = 0 algebraline vérrand iile
korpuse K. Vorrand f(z) = 0 on lahenduv radikaalides siis ja ainult siis kui
selle vorrandi Galois’ riithm on lahenduv.

Toestus. Tahistame jargnevas poliinoomi f lahutuskorpust iile K téhega .
Paneme téhele, et teoreemi 2.2.12 pohjal on laiend X : K 16plik ja normaal-
ne. See tdhendab seda, et me voime kasutada Galois’ teooria pohiteoreemi
(teoreemi 3.2.32) laiendi ¥ : K jaoks.

Tarvilikkus. Eeldame, et vorrand f(z) = 0 iile K ehk poliinoom f iile K
on lahenduv radikaalides. Eelduse pohjal leidub selline korpus M, et X C M
ning, et M : K on radikaalne laiend. Olgu N : K laiendi M : K normaalsu-
lundiks. Meil on niiiid alamkorpuste jada

KCYCMCN.
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Kuna laiend M : K on radikaalne, siis lause 3.3.6 pohjal on NV : K normaalne
ja radikaalne laiend ning seega ka 16plik (lause 3.3.4). Lause 3.3.9 pdhjal on
rithm I'(V : K) lahenduv. Rakendame teoreemi 3.2.32, vottes laiendi L : K
rolli laiendi N : K. Kuna laiend ¥ : K on normaalne, siis teoreemi 3.2.32
viienda véite pohjal

[X:K)=ZT(N:K)/I'(N:%).

Teoreemi 1.2.12 ja lause 1.2.7 pohjal on niiiid vaadeldava vorrandi Galois’
rithm I'(X : K) lahenduv.

Piisavus. Eeldame niiiid, et vorrandi f(z) = 0 Galois’ rithm G = T'(Z : K)
on lahenduv. See tdhendab seda, et riithmal G leidub normaaljada, mille fak-
torid on Abeli rithmad. Lausele 1.2.16 eelneva arutelu pohjal lehekiiljel 12,
voime seega vaadelda rithma G kompositsioonijada

G:GogGlg...DGn_lan:{l}, (376)

mille faktorid on Abeli rithmad. Seejuures lause 1.2.16 pohjal on jada (3.76)
faktorid algarvulist jarku tsiiklilised rithmad. Olgu seega algarv p; faktorriih-
ma G;_1/G; jark (i € {1,2,...,n}). Lause 3.2.2 pohjal vastab alamriihmade
jadale (3.76) poliinoomi f lahutuskorpuse ¥ alamkorpuste jada

K=KyCK,C..CK,1CK,=%, (3.77)

kus K;=GI, ie€{0,1,2,...,n} (teoreemi 3.2.32 pohjal seejuures
Ky = G(T) = G' = K*T = K). Kuna G; < G;_3, siis teoreemi 3.2.32 teise,
neljanda ja viienda véite pohjal on laiendid K; : K;_; normaalsed ning

F(KZ : Ki—l) = K’L*—l/K’L* = Gi—l/Gia (378)

i€{l,2,...,n}. Lause 2.1.43 pohjal on vaadeldavad laiendid K;: K; ;
(1 € {1,2,...,n}) ka loplikud. Kasutades Galois’ teooria pdhiteoreemi niiiid
iga laiendi K; : K;—; (i € {1,2,...,n}) jaoks eraldi, saame selle teoreemi 1.
véite pohjal, et

ID(K; : Ki0)| = [K; - Ki].© (3.79)

Niiiid, vordustest (3.78) ja (3.79) saame, et
[Kszfl]:|szl/Gz‘:pz7 i€{1,2,...,n}.

St, laiendite K; : K;_; astmed on algarvud (i € {1,2,...,n}). Olgu jargnevas
i € {1,2,...,n} suvaline. Kuna laiend K;: K; 1 on loplik, siis lause 2.1.44
pohjal leidub loplik arv selliseid korpuse K; elemente aq, ao, ..., ag, et

K; = Ki,1<041,@2, s 7as) .
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Niiiid lause 2.1.10 ja jérelduse 2.1.37 pohjal

[Kz . Ki—l] = [Ki_l(al, a9, ... ,Oés_l)(()és) . Ki_l(Oél, A9, ... ,Oés_l)]'
K1 (ag, a0, s o0)(as1) P Koq(on, e, s 9)] e
Ko (an)(as) : Kioi(an)] - Ko (on) - Kol (3.80)

Kuna laiendi K;: K;_; aste on algarv, siis peavad vorduse (3.80) paremal
pool olevas korrutises koik korrutatavad peale ithe vorduma iihega. See aga
tahendab seda, et leidub element § € K; \ K, nii, et K; = K;_1(§) (£ =
mingi indeksi j € {1,2,...,s} korral). Kuna i € {1,2,...,n} oli suvaline,
siis sellega oleme néidanud, et koik laiendid K; : K;_; on lihtlaiendid, mille
aste on algarv p; (i € {1,2,...,n}). Adjungeerime niiiid igale korpusele K;
(1 € {0,1,2,...,n}) koik pi-, po-, ..., pp-astme iihejuured. Seda tehes saame
korpuste jada

K=K, CK/C...CK, ,CK], (3.81)

milles iga korpus K/ sisaldab koiki pi-, pe-, ..., pp-astme iihejuuri, kusjuures
K; CK!(i€{0,1,2,....,n}).

Teoreemi piisavuse osa toestamiseks piisab niiiid néidata, et iga laiend
K/ K] (ie{0,1,2,...,n—1}) on kas algarvulise astmega normaallaiend,
mille Galois’ rithm I'(K7,, : K]) on tsiikliline, v6i on laiend, mille aste on
1. Viimasel juhul K7, , = K|. Siis, “korrastades” vajadusel jada (3.81) nii,
et sisalduvused oleksid ranged, saame lisaks teoreemi 3.3.12 ja lauset 2.1.10
kasutades, et leidub selline alamkorpuste jada

K' = K; C K\(6,) C K{(01,02) C ... C K{(61,602,...,0) =K, (3.82)
et iga i € {1,2,...,1} korral leidub algarv ¢; nii, et
0 € K(601,04,...,0;1).

See aga tdhendab definitsiooni 3.3.1 pohjal seda, et laiend K/ : K’ on radi-
kaalne. Kuna korpuse K’ saime korpusest K adjungeerides viimasele teatud
16pliku arvu ithejuuri, siis on ka laiend K’ : K ning seega ka laiend K, : K
radikaalne. Kuna meie konstruktsiooni tottu L C K, siis definitsiooni 3.3.3
pohjal jarelduks siit, et vorrand f(z) = 0 on lahenduv radikaalides.

Piirdume konkreetsuse mottes néditamisel, et laiend K7 : K on kas algar-
vulise astmega normaallaiend, mille Galois’ rithm I'( K7 : K{)) on tsiikliline,
v6i on laiend, mille aste on 1. Ulejisinud laiendite K : K/,
i€{l,2,...,n— 1}, korral on tdestus analoogiline. Olgu &1, &, ..., &, vas-
tavalt pi-, po-, ..., pp-astme algjuured. Paneme téhele, et siis

K6:K0(81,82,...,€n), Ki:Kl(a’fl,EQ,...,E—:n).
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Eelnevalt veendusime, et laiend K; : K; on lihtlaiend. Olgu seega ¢ € K;
selline, et K = K(&). Siis lauset 2.1.10 kasutades saame, et

Ki = Ko(f)(é?l,&Q, - ,gn) = K0(€17527 s ;5n>(£) = K(/)(€> )

millest néhtub, et ka laiend K7 : K| on lihtlaiend. Eelnevalt veendusime, et
laiend Ky(&) : Ky on 16plik ja normaalne. Lause 2.1.44 pdhjal on ta seega ka
algebraline. Olgu m algebralise lihtlaiendi Ky(&) : Ky mééarav poliinoom. Pa-
neme téihele, et kuna poliitnoomi m juur ¢ kuulub normaalkorpusesse Ky(),
siis m lahutub lineaartegurite korrutiseks iile Ky(§) ning seega on korpus
K(€) ka vaadeldava poliinoomi lahutuskorpus iile K (vt lause 2.2.3). Polii-
noom m osutub iihtlasi ka poliitnoomiks iile K. Definitsiooni 2.1.14 péhjal on
seega ka laiend K| (&) : K| algebraline lihtlaiend ning lause 2.1.44 pdhjal ka
16plik. Olgu m/ laiendi K((§) : K{ méadrav poliinoom. Siis lause 2.1.20 pohjal
m’ | m. See aga tahendab seda, et poliinoomi m’ juured on iihtlasi ka poliinoo-
mi m juurteks. Kuna aga korpus Ky(§), olles poliinoomi m lahutuskorpus,
sisaldab m koéiki juuri, siis sisalduvuse Ky(¢) = Ky C K| = K{}(&) tottu
sisaldab korpus K} (&) koiki politnoomi m’ juuri ning on seetdttu m’ lahutus-
korpus iile K, (vt lause 2.2.3). Teoreemi 2.2.12 pohjal on laiend K{(&) : K|,
seega normaalne.

Olgu H =T(Ky(§) : Ko) ja H =T(K{(§) : K{). Olgu o € H' suvaline
K{-automorfism korpusel K{(§). Kuna K{(£) on politnoomi m’ lahutuskorpus
iile K, siis I'(K{}(€) : Kjj) on definitsiooni 3.1.12 pd&hjal poliinoomi m' ja
vorrandi m/(x) = 0 Galois’ rithm. Lause 3.1.13 pdhjal o teisendab poliinoomi
m' juure £ tema mingiks teiseks juureks &', mis kuulub seejuures eelpooléeldu
pohjal korpusesse Ky(§). Lause 3.2.18 pohjal leidub selline Ky-automorfism
a korpusel Ky(§), et a(§) = £'. Seega, kuna o' jitab korpuse K, elemendid
invariantseks, siis lauset 2.1.38 kasutades voime veenduda, et o = o[k, ).
Seega saame defineerida kujutuse ® : H' — H vordusega

(I)(O/) = O/|Ko($) . (383)

Kui o =p" (o, € H'), siis tingimuse Ky(&) C K(({) tottu ka
o | ko(e) = B'| ko(e)- Seega on kujutus (3.83) korrektselt defineeritud. Veendu-
me, et ® on monomorfism. Olgu o/, 3’ € H' suvalised. Siis

(a'F')(€) = (/' B8)io(6)(§) = (&/B)(&) = &/ (B'(§)) =
= &/ |ko(e) (B o) (§)) = @ (o) (2(8)(§)) = [@() ()] (£) ,
sest /(&) € Ky(&). Seega

mistottu ka



iga x € K (&) korral, ehk

ning ¢ on seega rithmade H' ja H homomorfism. Olgu ', 5" € H' sellised,
et o # [ Siis o/(§) # 5'(§), sest vastasel juhul peaks o = f’. Niitid aga
ka o [ioe) 7 B'| ko(e) €hk (') # ®(F') ning ® on injektiivne. Sellega oleme
ndidanud, et H = Im ® on rithma H alamrithm (vt [5], Ik 66, lause 2.5.3),
kusjuures

H>H. (3.84)

Vorduse (3.78) pohjal aga

Kuna Gy/G; on lahenduva rithma G kompositsioonijada (3.76) faktor, siis
lause 1.2.16 pohjal on Gy/G1 algarvulist jarku tsiikliline rithm. Siis aga iso-
morfismi (3.85) tottu on H algarvulist jarku tsiikliline rithm. Kuna l6pliku
rithma alamrithma jérk on rithma jargu jagaja (vt [5], Ik 164, teoreem 6.1.5),
siis on H alamrithma H jirk kas 1 voi iihtib H jirguga. St, H on kas iiheele-
mendiline voi iihtib rithmaga H. Paneme tdhele, et teoreemi 3.2.32 esimese
viite (laiendi K7 : K, normaalsus ja 1oplikkus on meil pohjendatud) ja iso-
morfismi (3.84) pohjal

(K| : K} =|T(K} : K})| = |H'| = \ﬁ\ . (3.86)

Kui niiiid rithma H jirk on iiks, siis vorduse (3.86) tottu [K} : K] = 1, st
K| = K. Juhul kui H = H, siis isomorfismi (3.84) tottu on ka rithm H’
tstikliline. See tdhendab, laiendi K} : K| Galois’ rithm on tsiikliline ning
vorduse (3.86) tottu on laiendi K7 : K|, aste algarv.

Sellega on teoreem toestatud. O

3.3.3 Mittelahenduv viienda astme vorrand

Teoreemi 3.3.13 rakendusena néitame niitid lopuks, et viienda astme algeb-
raliste vorrandite jaoks ei leidu iihist lahendivalemit radikaalides. Selleks
néditame, et leidub viienda astme vorrand, mis ei ole lahenduv radikaalides.
Eelnevalt vajame jargnevat abitulemust.

Lause 3.3.14. Olgu p algarv ning f p-astme taandumatu poliinoom ftile kor-
puse Q. Kui vaadeldaval poliinoomil on tapselt kaks kompleksarvulist juurt,

siis selle poliinoomi Galois” riihm on isomorfne substitutsioonide rihmaga
Sp.
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Téestus. Olgu X poliinoomi f lahutuskorpus ning G = I'(X : Q) poliinoomi f
Galois’ rithm. Jarelduse 2.2.6 pohjal on poliinoomi f juured paarikaupa erine-
vad ning lause 3.1.14 pohjal on G isomorfne rithma S, teatava alamriihmaga.
Olgu G selleks alamrithmaks. Lause 2.2.3 pohjal tuleb poliinoomi f lahutus-
korpuse saamiseks adjungeerida korpusele Q poliinoomi f koik juured. Olgu
a poliinoomi f mingi juur. Paneme téhele, et f voi tema mingi korpuse K
elemendi kordne on laiendi K («) : K méérav poliinoom. Lause 2.1.39 pohjal
seega [K () : K| = p. Niiiid jéreldust 2.1.37 kasutades, saame, et [¥ : K] ja-
gub algarvuga p. Teoreemi 2.2.12 pohjal on laiend ¥ : K 16plik ja normaalne
ning seega teoreemi 3.2.32 esimese viite pohjal ka rithma G jark jagub alg-
arvuga p. Cauchy teoreemi (teoreem 1.3. 9) pohjal leidub rithmas G element,
mille jirk on p. Siis aga isomorfismi G 2 G tottu leidub rithmas G element,
mille jark on p (véide jareldub lausest 1.3.6). Jarelduse 1.1.10 pohjal saab
selleks elemendiks olla vaid mingi p-tsiikkel, st, rithmas G leidub p-tsiikkel s.
Vaatame kujutust ¢ : C — C, mis on defineeritud vordusega

¢(x +yi) = —yi,

kus x + yi € C. Niites 3.1.11(1) veendusime, et ¢ on R-automorfism kor-
pusel C. Poliinoomi f komplekssed juured on teineteise kaaskompleksarvud
(vt[5], Ik 235, lemma 7.4.7). Seega, kujutus v = ¢|x jitab poliinoomi f kaik
p — 2 reaalset juurt paigale, kuid kujutab poliinoomi f iithe kompleksse juu-
re tema kaaskompleksarvuks, mis eeléeldu pohjal on samuti selle poliinoomi
f juur. Seega, v on Q-monomorfism > — . Lausest 3.2.24 jareldub niiiid
aga, et v € G. Arutlusest jareldame, et rithmas G leidub 2-tsiikkel ehk trans-
positsioon (vt lause 3.1.14 tdestust ja sellele lausele jargnevat kommentaari
lehekiiljel 69).

Uldisust kitsendamata voime eeldada, et rithm G sisaldab transpositsioo-
ni (12) (voime poliinoomi f juured alati imber nummerdada). Lause 1.1.9
toestuse pohjal leidub selline arv k, 0 < k < p, et p-tsiikkel s* teisendab ele-
mendi 1 elemendiks 2. Vajadusel poliinoomi f juuri uuesti iimber nummer-
dades voime seega eeldada, et G sisaldab lisaks transpositsioonile t = (12)
ka p-tsiiklit ¢ = (12...p). Lause toestuseks niitame niiiid, et G = S,. Paneme
tahele, et

cte™t = (12...p)(12)(p...21) = (23) € G.

Niiiid ka
(12...p)(23)(p...21) = (34) € G.

Nii jatkates saame, et G sisaldab koik transpositsioonid kujul (m, m+1), kus
m € {1,2,...,p — 1}. Edasi saame, et

(12)(23)(12) = (13) e G, (13)(34)(13) = (14) € G..
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Analoogiliselt jéitkates saame, et CAJA sisaldab koik transpositisoonid kujul
(Im), kus m € {2,3, ..., p}. Lopuks, G sisaldab koik transpositsioonid

(Im)(1r)(1m) = (mr)

kus m # r, m,r € {2,3,...,p}, ning seega sisaldab G rithma S, koiki trans-
positsioone. Teoreemi 1.1.17 pohjal on aga rithma S, iga element esitatav
transpositsioonide korrutisena. Seega G = S,,. O

Teoreem 3.3.15. Algebraline vorrand x° — 6z + 3 = 0 ei ole lahenduv radi-
kaalides.

Toestus. Tihistame f = 2% —6x+ 3. Eisensteini kriteeriumi kasutades voime
veenduda, et poliinoom f on taandumatu iile korpuse Q. Veendume, et vaa-
deldaval poliinoomil leidub tépselt 3 reaalarvulist juurt. Sellisel juhul on
poliinoomi f iilejasinud 2 juurt kompleksarvulised ning kuna f aste 5 on
algarv, siis lause 3.3.14 pohjal on vaadeldava poliinoomi Galois’ rithm ning
seega ka vorrandi f(x) = 0 Galois’ rithm isomorfne rithmaga Ss. Jarelduse
1.2.19 pohjal ei ole aga rithm S5 lahenduv ning seega lause 1.2.7 pdhjal ei
ole ka vorrandi f(z) = 0 Galois’ rithm lahenduv (kui ta oleks lahenduv, siis
peaks ka S5 olema lahenduv lause 1.2.7 pohjal). Teoreemi 3.3.13 pohjal ei ole
vaadeldav vorrand seega lahenduv radikaalides.

Vaatame niiiid poliinoomi f kui funktsiooni f = f(x), mille ma&aramispiir-
konnaks on R. Funktsiooni f(x) nullkohad on poliinoomi f reaalseteks juur-
teks. Paneme téhele, et f(—2) = —17, f(—1) =38, f(1) = —2 ja f(2) = 23.
Funktsioon f(x) on pidev oma mé#ramispiirkonnas ning seega pidev ka 16iku-
des [—2; —1], [-1;1] ja [1;2], kusjuures tema védrtused vaadeldavate 16iku-
de otspunktides on erinevate mérkidega. See aga tdhendab seda, et igaiihes
nendes vaadeldavates 16ikudes leidub vdhemalt iiks funktsiooni f(z) null-
koht (vt [3], Ik 132, lemma 2). Seega, funktsiooni f(z) nullkohtade arv on
vihemalt 3. Funktsioon f(x) on diferentseeruv oma maééramispiirkonnas.
Leiame, et f'(z) = 52* — 6 ning tuletise f'(z) nullkohad on /6/5 ~ 1.05 ja
—+/6/5 ~ —1.05. Seega, paneme téhele, et

f'(z) >0
kui @ € (—o0; —4/6/5) U (+/6/5; 00) ning
f(z) <0

kui z € (—+/6/5; /6/5). Tulemus iitleb meile seda, et funktsioon f(z) on
rangelt kasvav vahemikes (—oo; —+/6/5) ja (1/6/5; 00) ning rangelt kahanev
vahemikus (—+/6/5; v/6/5) (vt [3], Ik 248, lemma 2) ning seetottu saab sel
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funktsioonil igas vahemikus (—oo; —4/6/5), (—1/6/5; +/6/5) ja (3/6/5;00)
olla iilimalt 1 nullkoht. Kuna aga f(—+/6/5) ~ 8 # 0 ja f(/6/5) ~ —2 # 0,
siis funktsioonil f(z) saab olla iilimalt 3 nullkohta. Kuid, nagu veendusi-
me, leidub sel funktsioonil vihemalt kolm nullkohta ning seega on funkt-
siooni f(x) nullkohtade arv kolm ning iihtlasi on ka poliinoomi f erinevate
reaalarvuliste juurte arv 3. Jarelduse 2.2.6 pohjal on aga poliinoomi f juu-
red paarikaupa erinevad ning seega peavad tema iilejaanud kaks juurt olema
kompleksarvulised. []

Joonis 3.3: Kolme reaalarvulise juurega poliinoom f = 2° — 6z + 3.

3.4 Ulesanded

30. Leida koik monomorfismid korpusest Q korpusesse C.

31. Leida jargnevate laiendite Galois’ rithmad.

a. Q(a):Q, kus o = V3 € R.
b. Q(B): Q, kus f = v2 € R.
c. Q(v2,v/3) : Q. (Nipuniide: Kasutada iilesannet 12.)

32. Leida eelmise iilesande laiendite normaalsulundid.

33. Naiidata, et lause 3.2.23 viide ei kehti kui laiend N : K ei ole normaalne,
kuid kehtib iga laiendi N : L korral, mille puhul N : K on normaalne.
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34.

35.

36.

37.

38.

39.
40.

Olgu L : K loplik normaallaiend, mille Galois’ rithm olgu G. Definee-
rime jdlje T : L — L jargnevalt:

T(a) =m7(a)+ m(a)+ ...+ 1 (a),

kus a € L ning paarikaupa erinevad automorfismid 7y, 7, ..., 7, kuju-
tavad Galois’ rithma koiki elemente. Naidata, et T'(L) = K.

Tootada alapunkti 3.2.4 eeskujul 14bi teoreem 3.2.32, valides poliinoo-
miks f poliinoomi z* — 322 + 4 iile Q.

Olgu K korpus ning olgu a,3 € C sellised, et o?, % € K, kuid
a,f,af ¢ K. Naidata, et T'(K(a, ) : K) = Zo X Zs.

Konstrueerida radikaalne laiend L : Q selliselt, et korpus L sisaldaks

elementi (\/1_ — \7/2_3) /\4/5

Olgu p taandumatu poliinoom iile korpuse K ning esitugu p mingi juur
korpuse K elementide kaudu radikaalides. Téestada, et siis p iga juur
on esitatav korpuse K elementide kaudu radikaalides.

Niidata, et vorrand 2% — 422 + 2 = 0 ei ole lahenduv radikaalides.
Markida jargnevad kas “toene” (T) voi “vaar” (V).

a. Erinevad automorfismid korpusel L on lineaarselt soltumatud iile

L.

Lineaarselt soltumatud automorfismid korpusel L on erinevad.

=

Igal loplikul korpuse laiendil leidub normaalsulund.

/o

Kui laiendi Galois’ rithma jéark on 1, siis see laiend on normaalne.

®

Lopliku normaallaiendi Galois’” rithm on loplik.

=

Galois’ vastavus ei tarvitse olla bijektiivne korpuse laiendi korral,
mis ei ole normaalne.

Normaallaiendi Galois’ rithm on tsiikliline.

0a

h. Kui laiend L : K on normaalne ning M on vahekorpus, siis laien-
di L : M Galois’ rithm M* on laiendi L : K Galois’ rithma K*
normaalne alamriithm.

i. Iga loplik laiend on radikaalne.
j. Iga taanduv viienda astme vorrand on lahenduv radikaalides.

k. Seitsmenda astme poliinoomi iile Q, mis on taandumatu ning mille
juurtest téapselt kaks on komplekssed, Galois’ rithm on isomorfne
rithmaga Sy.
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On the solvability of
algebraic equations by
radicals

Master’s thesis
Raido Paas
Summary

In the thesis we studied the problem of solving the algebraic equations
by radicals — a problem which has interested mathematicians for centuries.
In particular we studied the group theory and the field theory which helped
us to research into the matter of solving the algebraic equations by radicals.
We then learned about Lagrange’s idea of solving the equations of lower
degree which served as a starting point for developing Galois theory. Using
the latter, we were finally able to provide a criterion for solving the equations
by radicals. By using that criterion we showed that not all equations of fifth
degree can be solved by radicals. It became evident that in order to prove
the fact a lot of work had to be done. Nevertheless, the original ideas from
Lagrange and Galois are worth investigating. We just have to agree with the
words of Professor Gunnar Kangro (see [1], page 154):

The research made by Galois presents one of the deepest and most
fruitful theories, ever done by the spirit of man.

Galois theory has been investigated further nowadays and there is an abst-
ract theory for solving the equations by radicals. Current studying material
is a good starting point for anyone who is interested in this theory.
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Ulesannete vastused

10.
13.

14.
15.
17.

19.

21.

26.
28.
29.

30.

. {e, (123), (132)}.
. (1457)(263).

{e, (123), (132)}, {e, (124), (142)}, {e, (134), (143)}, {e, (234), (243)}.

Kaaselementide klassid: {e}, {(12), (13),(23)}, {(123),(132)}. Valitud
elementide  tsentralisaatorid:  C'(e) = {e}, C((12)) ={e, (12)},
C((123)) = {e, (123), (132)}.

a. T,0.T,c. V,d. V,e. V.

a. Q, b. Q, c. Qi) ={p+gqi|p,q € Q},
d. {p+qV5+7i+sV5|p,qrscQ},
e. {p+qvV2+rvV3+sV6|p,qrseQ}, fR,g C.

Jah, sest Q(v2,V3) = Q(v2 + V3).
a.?+1,b.a>—x—1/4, c.a*+x+3/4.
c.

Siis, kui vaadeldav element korpusest L on nullist erinev.
Mégrav poliinoom on z*—2x2—2, baas on {1, V1+3,V3,V3+ 3\/3}
ning moéode on 4.

Ei, naiteks juhul kui K = Q, m = 2® — 2 ning a = ¥/2 € R.

a., d.
. T,b.T,c.V,d V,e.T, .V, gV, h. T, i. T, j. T, k. V, l. V
(niiteks juhul kui L = Q(a), kus a = v2 € R, M = Q(v2), K = Q),

m. V (vt iilesanne 23).

Leidub ainult iiks.
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32.

35

37

40.

. a. Zy (isomorfismi tépsuseni), b. Zy, ¢. Zo X Zs.

@ Q(O{, 5) : Q’ kus 5 = 62Tri/5’ b. Q(av f) : Q, kus 5 = 627ri/77
c. Q(v2,V3): Q.

Y =Q(), kus £ = 4/(3+VT0)/2, [2:Q] =4, T'(X: Q) 2V (Kleini
neljarithm), vahekorpused on Q, Q (\/72)7 Q (\/7), Q(3), X.

: L:Q<@,6,’7),kusa:\/ﬁ7ﬁ:\7/%77:\4/5.
0. T,0.T,c.T,d.V,e.T, f. T, g.V, h. V,i. V, j. T, k. T.
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