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Permutatsioonikoodid ja allikakodeerimine

Bakalaureuset6o
Kristo Visk

Liihikokkuvote. Bakalaureuset6o eesmérk on uurida permutatsiooni-
koodide iihest dekodeeritavust ja prefiksivabadust. Toome sisse permutat-
sioonikonstandi, permutatsiooni mustri ja kindlat tiilipi permutatsiooni-
koodide mustrivabaduse moisted. Néitame, et permutatsioonikoodi prefiksi-
vabadusest jiareldub tema iihene dekodeeritavus ning uurime seoseid
permutatsioonikonstandi ja prefiksivabaduse vahel. Samuti veendume, et
mustrivabad permutatsioonikoodid on prefiksivabad.

Mairksonad. Diskreetne matemaatika, koodid, permutatsioonikoodid, iihene
dekodeeritavus, prefiksivabadus, vilkmaélu.

Permutation codes and source coding

Bachelor’s thesis
Kristo Visk

Abstract. The purpose of this Bachelor’s thesis is to explore unique decoda-
bility and prefix-freedom of permutation codes. We introduce four notions:
permutation code, permutation constant, permutation pattern and pattern-
freedom of certain permutation codes. In this thesis it is shown that prefix-
free permutation codes are uniquely decodable. We also investigate relations
between the permutation constant and prefix freedom. At the end of the
thesis it is shown that pattern-free permutation codes are prefix-free.

Keywords. Discrete mathematics, codes, permutation codes, unique
decodability, prefix-freedom, flash memory.
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Sissejuhatus

Kiesoleva bakalaureuset66 eesmérk on uurida permutatsioonikoode ja nende
omadusi: {ihest dekodeeritavust ja prefiksivabadust. Koodi iihene dekodeeri-
tavus ja prefiksivabadus on defineeritud raamatu [NB| eeskujul. Permutat-
sioonikoodi moiste ning seosed vastavate omaduste vahel on iseseisva teoreeti-
lise uurimuse tulemus.

Koode kasutatakse igapéevaelus erinevatel eesmérkidel. Tuntumad neist on
néiteks kodeerimine andmete turvalisuse tagamiseks, kodeerimine seadmete
tookindluse ja voimekuse suurendamiseks, kodeerimine andmete efektiivse-
maks haldamiseks.

Allikakodeerimine ehk andmete pakkimine on ldhteandmete kodeerimine
andmevahetuse efektiivsemaks muutmise eesmérgil. Me defineerime permu-
tatsioonikoodid allikakodeerimises. Analoogiline pakkimine voib jargu-
modulatsiooni kontekstis anda viisi andmete pakkimiseks vilkmaludesse
salvestamisel.

Koodi {ihene dekodeeritavus tagab selle, et igale lopliku pikkusega kood-
sonade jadale vastab parajasti iiks lihtekood. Koodi prefiksivabadus voimal-
dab koodsonade jadasid vasakult paremale lugedes iiheselt dekodeerida.

T66 esimeses peatiikis kirjeldatakse artiklite [JMSB] ja [MBZ| pohjal
permutatsioonikoodide seost vilkméluga ning seeldbi nende iihte voimalikku
rakendusvaldkonda.

Teine peatiikk koosneb viiest alajaotusest. Esimeses alajaotuses antakse
vajalikud pohimoisted edasise teksti moistmiseks. Teises alajaotuses esita-
takse koodi ja tema parameetrite definitsioonid ning uuritakse koodide {ihest
dekoderitavust. Kolmandas alajaotuses antakse permutatsioonikoodi definit-
sioon. Neljandas alajaotuses defineeritakse permutatsioonikoodi prefiksi-
vabadus ning uuritakse seoseid prefiksivabaduse ja iihese dekodeeritavuse



vahel. Viiendas alajaotuses tuuakse sisse permutatsiooni mustri moiste ning
mustrite seos prefiksivabaduse ja iihese dekodeeritavusega.



1. Permutatsioonikoodide seos
valkmaluga

Sailmalu on arvutimaélu osa, mis séilitab informatsiooni ka vooluvorgust eemal-
datuna. Vilkmaélu on elektrooniliselt programmeeritav sidilmélu seade.
Magnetmaéluga vorreldes on vilkmélu odavam, téokindlam ja suurema séilita-
mistihedusega. Andmed salvestatakse vilkmallu erineva suurusega laengute
andmisel malupesadesse. Mallu salvestamise protseduur on asiimmeetriline:
konkreetse méalupesa laengutaset on laengu andmise kaudu voimalik suuren-
dada, aga laengutaseme vihendamiseks tuleb kustutada ja iile kirjutada terve
antud maéalupesa sisaldav plokk.

Seadme vananedes (voi teatud tiiiipi kahjustuste korral) voib laengut mélu-
pesadest lekkima hakata. Leke voib aga toimuda erinevates pesades erineva
kiirusega, mistottu muutub vajalike laengutasemete siilitamine keeruliseks.
Tekkinud vigade korrigeerimiseks tuleb jilgida laengutaset igas pesas eraldi
ning vajadusel seda suurendada. Laengu andmisel konkreetsesse mélupessa
voib antud pesa saada liiga suure laengu — tekib iiletditmisviga. Kuna laen-
gu vihendamine mélupesas on tiilikas, viheneb seadme vananedes andmete
haldamise kiirus ning voivad tekkida vead andmete lugemisel.

Laengutasemete efektiivsemaks haldamiseks on hakatud vilja t66tama mit-
metasandilisi malupesasid. Seeldbi suureneb pesades séilitatavate bittide arv.
Uhebitiste seadmete korral on iga mélupesa kas tiihi voi tdidetud. Mitmeta-
sandilisel juhul on laengutase tdidetud pesas jaotatud loplikuks arvuks osa-
deks. Seelidbi saab iga milupesa laengutaset tdpsemini maarata. Mingis konk-
reetses plokis sisalduvate pesade laengutasemeid on voimalik jirjestada per-
mutatsioonide abil. Permutatsioon vastab méalupesade plokile jargmisel viisil.
Oletame, et malupesad plokis on nummerdatud naturaalarvudega 1,2, 3. Siis
permutatsioon (2,3,1) on mélupesade jarjestus laengu suuruse jargi: pesas
2 on suurim laeng, sellele jargneb pesa 3 ja koige viiksem laeng on pesas 1.
Laengu lekke korral muutub ka antud permutatsioon.



Artiklis [JMSB] tutvustatakse jargumodulatsiooni skeemi, mis tugineb mit-
metasandiliste méalupesade kodeerimisele. Kodeerides plokis sisalduvaid
mélupesasid permutatsioonideks ning hallates antavaid laenguid sobivalt
jaotatud laengutasemete pohjal, on voimalik jargumodulatsiooni kasutades
iiletditmisvigu valtida. Koodide abil saab veaparandusvoimet suurendada.



2. Koodid

2.1 Pohimoisted
Olgu k,l,neN={1,2,...}.

Defineerime hulga [k] = {1,...,k} € N. Permutatsiooniks hulgal [k] nimeta-
takse bijektiivset kujutust

o: k] - [k].
Koikide permutatsioonide kogumit hulgal [k] tdhistame edaspidi
Sk :={o | o : [k] = [k] on bijektsioon}.

[mselt [Sg| = k!. Permutatsiooni o : [+~ b, (I =1,...,k) tahistamiseks kasu-
tame ka vektorkuju (bq,...,b;) ja jirjendit by ... bg.

Téhestikuks nimetame mingit 10plikku hulka S := {s; | i € 1,...,n} + @
voimsusega n. Hulga S elemente s; kutsume simboliteks, 16pliku pikkusega
siimbolijada s; ... s, soneks. Pikkusega [ sonede hulka tdhistame

Sti={s;...8|s;€8, j=1,...,1},
koigi lopliku pikkusega sonede kogumit
S*= |J S=8uStuS?u...,

jeNu{0}

kus SY = {€} ning € tdhistab tiihja sonet.

Lisaks tdhistame
Tp:={(ny,...,m)|njelk], j=1,...;0,n;#n; (j#i), 1<I<k}
ning

']I‘k::{(nl,...,nl)|nj€[l], j:L...,l,’I’L]’ini (]il), 1Sl§kf}
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2.2 Koodi moiste ja iihene dekodeeritavus

Definitsioon 2.1 ([NB]). Olgu S; ja Ss mingid téhestikud. Koodiks tihes-
tikul S; nimetatakse injektiivset kujutust

c:51—->5;.

Kujutist ¢(s) nimetame koodsonaks siimbolist s € S. Praktikas on eelpool
esitatud definitsioonist siiski vihe kasu. Tihti ei piisa iiksikutele siimbolitele
koodsonade méadramisest - tarvis on kodeerida sonesid. Jatkame niiiid koodi
c tihestikult S sonede kogumile S*.

Olgu ¢: S; - S5 kood. Iga s1...s, € S7 (n € N) korral defineerime

c(sy...8n)=c(s1)...c(s,),

kus ¢(s1)...c(s,) tdhistab koodsonade jarjest kirjutamist. Selline jatkamine
annab voimaluse tuua sisse iihese dekodeeritavuse moiste, mis osutub koodi
praktiliste rakenduste seisukohalt oluliseks tunnuseks.

Definitsioon 2.2 (|[NBJ). ¢:S; - S5 on dheselt dekodeeritav, kui tema jatk
c: S} = S5 on injektsioon.

Vahetult {ihese dekodeeritavuse definitsioonist jareldub jérgmine lause.

Lause 2.3 ([NB]). Olgu ¢ : Sy - S5 fdiheselt dekodeeritav kood ning olgu

S1...8n Ja 8 .. .5, mingid kaks sonet hulgast S7 (n,m e N). Siis

c(s1...80)=c(sy...5,) m=n A sj:s;- (je{l,...,n}).

Niide 2.4. Votame Sy := {z,y,2} ja Sy :=[3] ={1,2,3}. Olgu

c: 51— 85 kood, kus ¢(z) =3, c(y) = 12, ¢(z) = 123. Ilmselt pole tegu iiheselt
dekodeeritava koodiga, kuna c(yx) = ¢(z) ning yx # z. Seega dekodeerides
koodsona 123 ei saa kindel olla, kas ldhtekoodiks on sone yx voi sone z.



Naiide 2.5. Votame S := {z,y,z} ja Sy := [3]. Olgu ¢ : S; - S5 kood,
kus ¢(z) = 1, c¢(y) = 12, ¢(z) = 123. Siis ¢ on iiheselt dekodeeritav. Selle
niiitamiseks piisab vaadelda kahte suvalist sone s;...s, ja s;...s,, hulgast
S mille korral ¢(sy...5,) =c(s)...5,,), ehk c(s1)...c(sn) = c(s}) ... c(s),).
Et kodeeritud sonumid on vordsed, peavad ka nende algused olema vordsed.
Kui niiiid oletada, et c(s;) # c(s}), siis Lihtudes meie koodi valikust, tekib
jargmise koodsona algusesse siimbol 1, mistottu meie kodeeritud sonumite
algused erinevad teineteisest. Seega c(s1)...c(s,) # c(s;)...c(s,,), mis on
vastuolus eeldusega. Analoogiliselt jitkates saab niidata, et s; = s;.

(4 €{1,...,n}) ja m=n. Seega lause 2.3 pohjal on ¢ iiheselt dekodeeritav.

Toome sisse veel iihe koodile iseloomuliku karakteristiku moiste.

Definitsioon 2.6 ([NB]). Olgu ¢ : S; — S} kood ning olgu tema koige
pikema koodsona pikkus n. Koodi ¢ parameetriteks nimetatakse naturaalarve
ai,...,a,, kus

aj={seS|c(s) eSg}| (je{1,...,n}).

Lihtsamalt oeldes tahistab a; pikkusega j koodsonadeks kodeeruvate stimbo-
lite koguarvu.

Niidetes 2.4 ja 2.5 kirjeldatud koodide parameetrid on a; = as = ag = 1.

Naide 2.7. Olgu Sy ={z; | (7 €{1,...,7})} ja Sy = [3]. Defineerime koodi ¢
jirgneva eeskirja alusel:

c(zy) =1
c(x2) =2
c(xs3) =3
c(xy) =11
c(xzs) =12
c(xg) =32
c(xy) = 1322.

Siis koodi ¢ parameetrid on a; = as = 3,a3 =0,a4 = 1.

2.3 Permutatsioonikoodid

Definitsioon 2.8. Olgu S mingi tdhestik ja k € N. Permutatsioonikoodiks
tahestikul S nimetatakse injektiivset kujutust

CZS—>Tk.
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Edasises kutsume permutatsioonikoode vahel ka lihtsalt koodideks. Paneme
tahele, et

Tkl = {(n1,...,n) s ny € [k], n;+n; (§#17), 1Sl$k‘}|:z

e
—
-~
~—
=
Il
1~
—=
\'N

=1 1=1 i=k-1+1
sest
k k k k k
Z() Z u ke (k=141 =Y ] i
=1 (k l)‘“ =1 1=1i=k-1+1

Et permutatsioonikood ¢ peab olema injektiivne, seab parameeter k piiran-
gu téhestiku S suurusele. Niiteks k& = 3 korral saame, et |T;| = 15, millest
jareldub |S| < 15.

Jareldus 2.9. Olgu c: S — T}, permutatsioonikood. Stis

513 11

1=1 i=k-1+1

Kuna permutatsioonikood on kujutus mingisse 1oplikku hulka T}, saab iga
koodsona pikkus olla iilimalt & siimbolit (siimboliteks on siin hulga [k]
elemendid). Té&histame

Ti={(n1,...,m) :nje[k], nj£n; (j#i)}.

Definitsiooni 2.6 kohaselt on permutatsioonikoodi ¢ : S — T}, parameetriteks
naturaalarvud aq,...,a; , kus

:|{SES|c(s)eT,§}| (je{1,...,k}).

2.4 Prefiksivabad permutatsioonikoodid

Definitsioon 2.10 ([NB]). Olgu S tithestik ning s; ...s, ja s, ...s,, mingid
kaks sone hulgast S*. Oeldakse, et sone s; ... s, on prefiksiks sonele s'1 S
kui leidub mingi mittetiihi sone r € S* nii, et

! !

§1...8, =51...8,T.

m

Definitsioon 2.11 (|[NB]). Permutatsioonikoodi ¢ : S — T} nimetatakse
prefiksivabaks, kui ei leidu siimbolipaari s, s” € S nii, et

c(s) = c(s)r

mingi mittetiihja r € T} korral.
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Niide 2.12. Olgu S = {z,y,z} ning ¢ : S - T3 permutatsioonikood, kus
c(z) = 23, c(y) = 13 ja c(z) = 231. Siis ¢ ei ole prefiksivaba, kuna vottes
s:=2z, s =z ning r:= 1 saame, et ¢(s) = c(z) =231 = c(z)1 = c(s)r.

Teoreem 2.13 ([NB]). Olgu c¢: S — T}, prefiksivaba permutatsioonikood. Siis
on c theselt dekodeeritav.

Téestus. Olgu sy ...8, ja s, ...s, mingid kaks sonet hulgast S*, mille korral
c(s1...8,)=c(s]...s0,), ehkc(s1)...c(s,) = c(s])...c(s),). Lause 2.3 pohjal
piisab ¢ iiheseks dekodeeritavuseks néidata, et s; = s;. Vie{l,...,n} ja

m = n. Oletades niilid viite vastaselt, et s; # 5'1, saame koodi c¢ injektiivsuse
tottu, et c(s1) # c(s;). Et aga eelduse kohaselt c¢(s;) ... c(s,) = c(s}) ... c(s,,),
peab iiks koodsdonadest c(s;), c¢(s;) olema teisele prefiksiks. See on vastuolus
eeldusega, et ¢ on prefiksivaba. Seega s; = s;. Matemaatilist induktsiooni
kasutades saab niidata, et

szs;» Vie{l,...,n} Am=n.

Seega on c¢ iiheselt dekodeeritav. O]

Osutub, et iiheselt dekodeeritav permutatsioonikood ei pruugi olla
prefiksivaba.

Niide 2.14. Votame S := {z,y, z}. Olgu ¢: S - T3 permutatsioonikood, kus
c(x) =1, c(y) = 12, ¢(z) = 123. Naite 2.5 pohjal on c iiheselt dekodeeritav.
Samas aga c(y) = 12 = ¢(x)2, mistdttu pole ¢ prefiksivaba.

Jargnevalt toome sisse permutatsioonikonstandi moiste.

Definitsioon 2.15. Olgu k € Njaay,...,a; € NU{0}. Parameetritele ay, ..., ay
vastavaks permutatsioonikonstandiks nimetatakse mittenegatiivset reaalarvu

o wm o w -
AW AP D auee My

AT

Paneme téhele, et kui ¢ : S - T}, on permutatsioonikood parameetritega

ai,...,a; ning P, tema parameetritele vastav permutatsioonikonstant, siis
k
a
el
=1 g



Seega liidetakse permutatsioonikonstandi arvutamisel proportsioonid, mille
parameeter a; moodustab vastava T} voimsusest (1 <i<k).

Permutatsioonikonstandi analoogiks klassikalises allikakodeerimises, kus eri-
nevus on selles, et koodsona siimbolid ei pea olema erinevad, on Kraft-
McMillani arv. Raamatus [NB] on toestatud jargnev teoreem klassikaliste
allikakoodide ja Kraft-McMillani arvu kohta. Meie toestame Kraft-McMillani
teoreemile ehk Krafti vorratusele analoogilise vorratuse permutatsiooni-
koodide kohta.

Teoreem 2.16. Olgu k€N ja ay,...,a, e NU{0}. Kui

k
a;- (k=1)!
0<P:=)y L2 ( ) 1,
=1 !
siis leidub prefiksivaba permutatsioonikood ¢ : S — T}, parameetritega aq,. . ., ag.

Toestus. Kuna eelduse kohaselt 0 < P ning iga liidetav

ap - (]{7 - l)'
k!
on mittenegatiivne (I € {1,...,k}), siis leidub vihemalt iiks nullist erinev

parameeter a;. Tahestikuks valime mingi 16pliku hulga S, mis rahuldab tin-
gimust

k
|S| = Z aj.
=1
k = 1 korral sobib tidhestikuks mingi iiheelemendiline hulk S = {s} ning
ainsaks voimalikuks koodiks kujutus ¢ : S — T3, mille korral ¢(s) = 1. Seega
a; = 1, mistottu ka P = 1. Ilmselt on ¢ prefiksivaba. Oletame niiiid, et k > 2.
Et P <1, saab ka iga osasumma
D N

=1

aj - (k)—l)' ( mSkJ)

~

olla iilimalt vordne iihega. Seega

. _ |
W <1, millest a; < k = (lf)u,

al-(k—l)!_l_ag-(k:—Q)‘ _(k 2) (__) () (kz;l)

o i <1, millest ag < ————

13



ning

kus 1 <i<k.
Kuna a; < k, saame valida a; koodsona pikkusega 1. Et kood ¢ peab olema
prefiksivaba, jiab pikkusega 2 koodsonade valikuks voimalusi

LPn()

sest koikide pikkusega 2 koodsonade hulgast tuleb vilja jatta need, mille
esimene siimbol on juba koodsonana kasutusel. Et aga

i (pPon(')

siis on voimalik valida ay koodsona pikkusega 2, sdilitades koodi prefiksi-
vabadust. Oletame niitid, et meil on iga h e {1,...,i—1} c N korral onnes-
tunud prefiksivabadust séilitades valida a;, koodsona pikkusega h. Pikkusega
1 koodsonade valikuks jadb seega alles

(- ZeliJuon

voimalust ning kuna eelneva pohjal

k k-
azs(,)z’!— a-(, ,)i—j!,
- S )a-

siis onnestub meil valida a; koodsona pikkusega i, rikkumata prefiksivabadu-
se tingimust. Matemaatilise induktsiooni pohjal kehtib see suvalise 1 <7 < k
korral.

Seega kui P <1, leidub alati piisavalt koodsonu prefiksivaba koodi
konstrueerimiseks. O

Jareldus 2.17. Olgu k€N ja aq,...,a, e NU{0}. Kui

k ap - (k‘—l)

Pi= ) =

sits leidub prefiksivaba theselt dekodeeritav permutatsioonikood parameetri-
tega aq,...,ag.

<1,
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Naiide 2.18. Olgu k=3,a; =1,as = 3,a3 = 1. Siis

pP=
l

Sa(3-D!_1-(3-1)! 3-(3-2)! 1-B-3)!
~ 3 3 3! 31

Seega teoreemi 2.16 kohaselt leidub prefiksivaba permutatsioonikood
c: S - T3 parameetritega a,as,as. Tdhestikuks S votame mingi viie-
elemendilise hulga S = {1, ..., 75}. Uheks vdimalikuks prefiksivabaks
koodiks sobib niiteks kujutus ¢, mis on antud eeskirjaga

c(x1)=1

¢ (x9) =21
¢ (z3) =31
c(z4) =23
¢ (w5) = 321,

Ilmneb, et kui kood on prefiksivaba, siis talle vastav permutatsioonikonstant
P on iilimalt vordne {ihega. Selle nditamiseks paneme esmalt téhele, et iga
reT} (0 <1< k) korral saab sonest r konstrueerida (k —1[) sonet r" € T},

lisades talle 16ppu mingi seni kasutamata stimboli hulgast [k].

Definitsioon 2.19. Olgu c¢: S — T}, prefiksivaba permutatsioonikood para-
meetritega ay, .. .,a; ning olgu ¢ = min{l <! < k| a > 0}. Koodi ¢ laiendiks
nimetatakse koodi ¢* : " - T}, mis on saadud koodist ¢ pikkusega i kood-

sonade asendamisel koodsonadega pikkusega i+ 1, lisades algsete koodsonade

loppu koikvoimalikke vabu stimboleid. Kui ¢ = £, siis ¢* = c.

Niide 2.20. Olgu S = {z1,..., 25} ning ¢: S - T3 antud vordustega

c(ry) =1
c(zy) =21
c(z3) =31
c(xy) =23
c(xs) = 321.

15



Siis tema laiendiks on kood ¢* : S" > Ty, kus S" = {x}, 22, 25... 25} ning

c(xt) =12
c(x?) =13
c(xzy) =21
c(xg) =31
c(xy) =23
o(x5) = 321.

Paneme tihele, et kui ¢* on koodi c laiend, siis |S| = |S|+a;- (k—i-1). Koodi
¢ prefiksivabadus tagab ka meie definitsiooni korrektsuse, kuna lisanduvad
koodsonad ei saa juba kasutusel olla.

Lause 2.21. Kui kood ¢* on koodi c laiend, siis ¢* on prefiksivaba, kusjuures
nende koodide parameetritele vastavad permutatsioonikonstandid on vordsed.

Toestus. Juhul ¢* = ¢ on viite kehtivus ilmne. Oletame niiiid, et c¢* # c.

1) Néitame, et ¢* on prefiksivaba. Eelduse kohaselt on ¢ prefiksivaba. Viite
toestuseks piisab naidata, et iikski uutest koodsonadest ei ole prefiksiks ju-
ba kasutusel olevatele koodsonadele. Oletades niitid vastuviiteliselt, et iiks
uutest koodsonadest r* rikub koodi prefiksivabaduse, oleks pidanud ka talle
vastav algne koodsona r olema prefiksiks mingile teisele koodsonale. See on
vastuolus koodi ¢ prefiksivabadusega. Seega on ka c¢* prefiksivaba.

2) Niitame, et koodide ¢ ja ¢* parameetritele vastavad permutatsiooni-
konstandid on vordsed. Olgu a4, ..., a; ja af,. .., a; vastavalt koodide c ja c*
parameetrid ning i = min{1 </ <k [ a; > 0}. llmselt a; = a}, kui j > i+ 1 ning
aj =a; =0, kui 0 <j <. Koodi laiendi definitsiooni kohaselt a} = 0. Et

* .
arq = a1 +a;-(k—1),
siis

al, - (k—i-1)! +a§-(/€—2’)! G- (B-i-1)! +ai-(/€—i)!
k! k! - k! k! '

Seega kuna iilejddinud lilkkmed permutatsioonikonstandi arvutamise valemis
on samuti vordsed, on vordsed ka vastavad permutatsioonikonstandid. O

Teoreem 2.22. Olgu c prefiksivaba permutatsioonikood. Siis P. < 1, kus P,
tahistab koodi c parameetritele vastaval permutatsioonikonstant.
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Toestus. Oletame viite vastaselt, et P. > 1. Olgu aq,...,a; koodi ¢ para-
meetrid ning ¢ = min{1 <1 < k | a; > 0}. Kui 4 < k, siis laiendame koodi ¢
koodiks ¢;. Lause 2.21 kohaselt on kood c; prefiksivaba ning Pe = P> 1.

Kui niiiid 4 + 1 < k, siis laiendame koodi ¢! koodiks c*,,. Lause 2.21 kohaselt

on kood c,; prefiksivaba ning PC§+1 = Pc; = P. > 1 . Analoogiliselt jatkates
jouame lopuks koodini ¢*, kus iga koodsona on pikkusega k. Eelneva pohjal
on c¢* prefiksivaba ning P.» > 1, mistottu

ak-(k—k)!_ak
—k“ —H>1.

Samas aga a, < k!, kuna |TF| = k!. Seega

ag
Hgl'

Oleme joudnud vastuoluni. n

2.5 Prefiksivabadus permutatsiooni mustrite kau-
du

Olgu n € N. Defineerime hulgal S,, tehte o vordusega
(coT)(1):=0(7(i)) (0,7€S,, i=1,...,n).
Lause 2.23. (S,,0) on rihm.

Toestus.
GO) Néitame, et(S,,o) on kinnine. Olgu oq,09 € S,, ning 7, j € [n] (i # 7).
Kuna o € S,,, siis

02(i) # 02(j) A 02(i),02(j) € [n].
Et o1 €S, siis eelneva pohjal

o1(02(i)) # 01(02(j)) A o1(02(4)),01(02(5)) € [n].

Seega on oy o 0y injektiivne funktsioon hulgast [n] hullka [n] ja jérelikult
bijektsioon, mistottu oy o 09 €S,,.
G1) Olgu o1,09,03 €S, , i € [n]. Niditame, et

[(01002) 003](i) = [01 0 (02 0 73)] (7).

Téahistame 7q := 01 0 09 ja Ty 1= 09 0 03. Siis

17



[(01009) 003](i) = (11 003)(i) = 1 (03(7)) = 1(02(03(i)))
ja

[010 (09 003)](i) = (01 072) (i) = 01(72()) = 01 (02(03(4))).

G2) Olgu o €S, i € [n]. Niitame, et riihma iihikelemendiks sobib permutat-
sioon e € S,,, mis on antud seosega e(j) =j Vj € [n]. Téepoolest,

(goe)(i) =oa(e(t)) =o(i)
ning

(eca)(i) =e(a(i)) = o(2).

G3) Olgu o €S,,, i € [n]. Teame, et igal bijektiivsel funktsioonil leidub iiheselt
madratud poordfunktsioon. Seega leidub permutatsioonil o péérdpermutat-
sioon o7t € S,,, mille korral

o(k)=l< o' (k)=1 (k,le[n]),
kusjuures
(0007 )(i) = (07" 00) (i) =i =e(i).
O

Definitsioon 2.24. Olgu p,q € N, p < ¢ ning olgu 0 € S,, 7 € S,. Oeldakse,
et permutatsioonis 7 on muster o, kui leiduvad naturaalarvud

1<y <. <i,<q

selliselt, et
T(ie11)) < ... < T(ig1(p))-
Niide 2.25. Olgu o = (1,3,2) ja 7 = (4,2,5,1,3). Vottes i1 = 2, 2 = 3 ja
13 = O saame, et
T(ip1(1)) = 7(i1) = 7(2) = 2,
T(ig-1(2)) = 7(i3) = 7(5) = 3,
T(ig1(3)) = T(d2) = 7(3) = 5.

Seega on permutatsioonis (4,2,5,1,3) muster (1,3,2). Mustri tekitab siin-
kohal arvude 2, 5 ja 3 paigutus permutatsioonis 7. Arvud 1,3,2 selles jarje-
korras paiknevad reaalteljel samas jarjekorras kui vastavalt arvud 2, 5, 3. Née-
me seda, sest 2<5,2<3,5>3 jal<3,1<2, 3>2. Samuti paiknevad nad
vastavates permutatsioonides vasakult paremale.
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Olgu meil niitid fikseeritud mingi permutatsioon o € S, ning olgu o, € S,1
permutatsioon, mis on saadud naturaalarvu p + 1 lisamisel positsioonile [

(I=1,...,p+1) permutatsioonis o, teisisonu
o(1) c <<l
o.(i)=4{p+1 ci=1 (i=1,...,p+1).

o(i-1) ,l<i<p+1

Lause 2.26. Olgu 0 € S, ning olgu 0. € Sy.1 permutatsioon, mis on saa-
dud naturaalarve p + 1 lisamisel permutatsiooni o. Kui permutatsioonis T €
Sy (p < q) on muster o, siis permutatsioonis T on ka muster o.

Téestus. Eelduse kohaselt leiduvad naturaalarvud 1 <4, <...< i; 1 5¢q et

T(i;;l(l)) < ... < T(i;zl(ml))'

Olgu o;'(p + 1) = [. Paneme tihele, et 0;1(j) >071(j) Vj=1,...,p. Seega

vottes
i m <l
/I:TTL= fn ’ (m:]‘7"’7p)’
,m>1

saalne
T(ig—l(l)) < L. < T(ia—l(p)).

Olgu c: S - Ty permutatsioonikood. Tahistame
C:={0eTy|3IseS:c(s)=0}.

Definitsioon 2.27. Permutatsioonikood c: S — T} on mustrivaba, kui iihes-
ki kasutusel olevas koodsonas ei ole mingi teise koodsona mustrit. See tdhen-
dab, et iihegi naturaalarvupaari p, ¢ € [k], p < ¢ ning tihegi 0 € S,nC, 7 € S,nC
(o #7,0 #€,7 #€) korral ei leidu naturaalarve 1 <i; <...<1,<q, et

T(ia—l(l)) < L. < T(ia—l(p)).

Niide 2.28. Olgu S = {z,y, 2z} ning ¢:S - T, permutatsioonikood, kus
c(z) =123, c(y) = 3412 ja c¢(z) = 4312. Siis ¢ on mustrivaba.
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Definitsioon 2.29. Olgu ¢ : S - T, permutatsioonikood parameetritega
ai,...,a,. Permutatsioonikoodile ¢ vastavaks mustrikonstandiks nimetakse
mittenegatiivset reaalarvu

k
aq Qg (05}
= — e =y —,
Qe 1! k! l; [!
Jareldus 2.30. Olgu c: S - Ty permutatsioonikood parameetritega ay, . . ., ay

ning P. tema parameetritele vastav permutatsioonikonstant. Siis P. < Q).

Lause 2.31. Olgu c¢: S — T}y mustrivaba permutatsioonikood parameetritega
ai,...,a, ning olgu {1 <l<k|a; >0} #@. Olgu kood c* saadud koodist ¢ pik-
kusega i = min{l <1<k |a; >0} koodsonade asendamisel koodsonadega, mis
on saadud stimboli 1+ 1 lisamisel kotkvoimalikesse positsioonidesse vastavates
permutatsioonides. Siis on kood ¢* mustrivaba ning Q. = Q..

Toestus. Koodi mustrivabadusest jireldub, et koodis c¢* ei teki korduvaid
pikkusega i+1 koodsonu. Seega on koodi ¢* definitsioon korrektne.
1) Néitame, et ¢* on mustrivaba. Oletame viite vastaselt, et iiks uutest kood-
sonadest o rikub koodi mustrivabaduse. Seega leidub 7 € T}, nii, et permutat-
sioonis 7 on muster o'. Olgu o koodsonale o' vastav algne koodsona. Lause
2.26 kohaselt peab siis permutatsioonis 7 olema ka muster o. See on aga vas-
tuolus eeldusega.
2)Niitame, et Q. = Q.,. Olgu a1,...,a; ja af,...,a; vastavalt koodide ¢ ja
¢* parameetrid. Ilmselt a; = a7, kui j > ¢+ 1 ning a; = aj =0, kui 0 < j <.
[Imselt a; = 0. Et

alq =i +a;-(i+1),
siis . .
;1 a; Qi1 Q;

7

+ =+ = + —.
G+1)! 8 @@+ !

Seega kuna iilejadnud lilkmed mustrikonstandi arvutamise valemis on samuti

vordsed, on vordsed ka vastavad mustrikonstandid. O

Teoreem 2.32. Olgu c: S — T} mustrivaba permutatsioonikood. Siis Q). <1

Toestus. Oletame vastuviiteliselt, et . > 1. Olgu aq,...,a; koodi ¢ para-
meetrid ning ¢ = min{1 <[ < k| ¢, > 0}. Kui i < k, siis muudame koodi ¢
koodiks ¢, asendades pikkusega ¢ koodsonad koodsonadega, mis on saadud
stimboli 7+ 1 lisamisel koikvoimalikesse positsioonidesse vastavates permutat-
sioonides. Lause 2.31 pohjal on kood ¢; mustrivaba ning (Qcr = Q. > 1. Kui
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niitid ¢+ 1 < k, muudame eelpool kirjeldatud viisil koodi ¢ koodiks c,,. Ana-
loogiliselt jatkates jouame lopuks koodini ¢*, kus iga koodsona on pikkusega
k. Eelneva pohjal on ¢* mustrivaba ning ).~ > 1, mistottu

Qg

E > 1.
Samas aga aj < k!, kuna pikkusega k koodsonasid leidub ilimalt k! tiikki.
Seega

Qg

E <1

Oleme joudnud vastuoluni. O

Jareldus 2.33. Olgu c: S - T, mustrivaba permutatsioonikood. Siis koodi ¢
parameetritele vastav permutatsioonikonstant on ulimalt vordne thega.

Kui ¢ on mustrivaba permutatsioonikood parameetritega aq,...,ax, leidub
jarelduse 2.33 ja teoreemi 2.16 pohjal prefiksivaba iiheselt dekodeeritav
permutatsioonikood nende parameetritega. Osutub, et iga mustrivaba
permutatsioonikood on prefiksivaba, mistottu iiheks selliseks koodiks sobib
kood c ise.

Lause 2.34. Olgu l,p € N sellised, et | <p ning olgu o = (n4, .. nl) € SZ,

! 7 . ~ .
T = (nl,...,np) € Sy. Kui sone ny...n; on prefiksiks sonele nl np, 5418

permutatsioonis T on muster o.
Toestus. Eelduse kohaselt n; = n; kui 1 <j <, seega
(07 (5)) = J.
Vottes niiiid i; = 7, saame
T(ie-1(1)) < --- <T(io1(1))-
O

Jareldus 2.35. Olgu c : S — Ty mustrivaba permutatsioonikood. Siis on c
prefiksivaba ja tiheselt dekodeeritav.

Naiide 2.36. Olgu k € N, k> 1 .Vaatleme koodi c: [k] - T, m e~ (1,...,m).
Ilmselt on koodi ¢ parameetrid a; = ... =a; = 1. Seega

ko

Q=2 5> 1
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mistottu pole ¢ mustrivaba. Kuna aga

F o ( —z' E 1 (k=1) Eo(k-1)!
D R I

=1 ! =1

-1,

=1

?vl»—k

siis leidub prefiksivaba iiheselt dekodeeritav permutatsioonikood para-
meetritega aq, ..., ax.

Niide 2.37. Olgu c: [4] - T, antud vordustega

c(1) = 312
(2) =213
(
(

c
c(3) = 231
c(4) = 1234.

Ilmselt on ¢ mustrivaba. Seega on c¢ ka prefiksivaba ja iiheselt dekodeeritav.
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