Loogika

Motlemisest tdestamiseni



Loogika

Motlemisest toestamisen

TOnu Tamme, Tanel Tammet, Rein Prank

Tartu Ulikooli Kirjastus



Raamat valmis Eesti Teadusfondi ja Avatud Eesti Fondi smbtu

Keeletoimetaja Leelo Jago
Kaane kujundanud Lemmi Koni

Autorite postiaadressidgnu@cs.ut.e€Tonu Tamme)
tammet@cs.chalmers.¢€anel Tammet)
prank@cs.ut.e¢Rein Prank)

© 1997 Tonu Tamme, Tanel Tammet, Rein Prank
ISBN 9985-56-231-3

Kaas: “Postimehe” reprokeskus / Téravere Trikikoda
Trukk: OU Greif
Koide: Tartu Ulikooli Kirjastuse triikikoda

Tellimus nr. 29

Autorid kasutasid killjendamiseks ststeefigK ning trukikirju
Times, MathTime ja LucidaSans-Typewriter.

EessOna

Maailma esimest raamatut predikaatarvutuse kohtaBegriffs-
schrift, 1879— alustab autor ja arvutuse looja, Gottlob Frege,
sBnadega: Teadusliku tée tunnetus kaib reeglina labi mitmed
tdsikindluse astmed ... kindlaim testusviis on ilmselhimo-
giline, mis koigist asjade eriomadustest kdrvale vaadaigseb
ainulksi nendele seadustele, millel p&hineb kogu tunnétdse.
Oma moistekirja — sisuliselt, nlldisaegses tahenduses identsu-
sega kbrgemat jarku predikaatarvutuse — vajalikkust pidgd

ta vordluses tavakeelegaPuludes rangeimal viisil jargida neid
ndudeid (tBestuskaigu augutus)eidsin ma takistusena ees keele,
mis ... mida keerulisemaks muutusid seosed, seda vahers luba
saavutada mu eesmarkide ndutavat tapsust ... Seost mirstemoi
kirja ja tavakeele vahel arvan voivat kdige selgemaks tehaom
skoobi vordluses silmaga. Viimane on kasutuse ulatudayviiise
tottu, millega suudab end kohandada kdige erinevamat®lasija
dega, suuresti Ule mikroskoobist ... Niipea aga kui tedklucs
eesmargid pustitavad koérgeid nBudmisi eraldusvdime tsele,
osutub silm ebapiisavaks. Mikroskoop on just sedalaadmées
kideks taiuslikult kohandatud, aga just seetdttu kdigikisteks
kasutuskdlbmatu. Nii ongi see mdistekiri kindlateks tesiteks
eesmarkideks leiutatud abivahend, mida selleparast araulei
pdlata, et ta teistsugusteks ei kdlba.

Kaesolev eestikeelne loogikaraamat peab siis — lubades en-
dale analoogiat — olema see teaduslikku tédpsust vdimaldav
mikroskoop tanapaevaselt taiustatud kujul; ehk kill esogs
kooli-otstarbeks mételdud.

Mida temaga teha saab? Kellele teda vaja laheb — sest nagu



Vi Eessona

Uteldud, koigeks ja kdigile ta ju ei k6lba? Muidugi ja esnmjo
nes on see raamat matemaatikutele, sest matemaatikanafise
aritmeetika aluste uurimiseks, oligi mottekiri esialgseitteldud.
Kuid loogika on arenenud ja matemaatika koos temaga ning
loogika kasutus ei piirdu enam matemaatika alustega, l@ogse
on iseseisev, omaenda sisemiste impulsside ajendil ateaelus,
mille otsesed praktilised rakendusvdimalused, naditekgnammee-
rimises ja tehisintellektis, on hasti teada. Loogika losegia pani
aga Frege muu hulgas aluse taiesti uuele mdotlemisviisilesdi
feerimismoodusele, mille Uheks tunnuseks on see, midp&éwval
nimetataksdingvistiliseks poordeks

Lingvistilises pdordesundinud filosoofia, olgu ta spetsiaalselt
keele-, matemaatika- v6i vaimufilosoofia, ei ole viljglddma
loogilise aparatuuri abita.

Tanapaeva filosoofilt ndutav matemaatiline ettevalnsisti
ole mahult vaiksem fuusikult ndutavast ettevalmistus&stid
vajaminevad erialad on erinevad: filosoofi matemaatilipagas
haarab esmajoones matemaatilist loogikat.

Arvan, et just filosoofide rodm k&esoleva raamatu ilmustise
on suurim.

On muidugi loogikapeatiikke, mis huvitab filosoofe enam, ja
neid, mis vahem. Peale Uldise lause- ja predikaatarvutusis
iseendastmdistetavalt kuulub hariduse juurde, on filosenfisse
huvipiirkonda haaratud naiteks mudelite teooria, mitnpsed
intensionaalsed loogikad (modaal- ja ajaloogikad), itgionistlik
loogika, semantika erinevad probleemid (Tarski tdetesjojpm.
Kuid humanitaarteadustegi vajadus loogika jarele on kaswh
Filosoofia lingvistiline podretdmbab kaasa ka lingvistika. Kiillap
ei ole lingvistide rddm selle raamatu valmimise dle paljuksém
filosoofide omast, kuigi nende spetsiifilisi huve on ehk rjaditer
valikus vahem silmas peetud. Kuid raamat niisugusel kujagu
talle just on antud, ei olegi mdeldud erialade rahuldamgsek
oma olulises osas sisaldab ta (ka valjaspool klassikalsmyika
peatlkki) klassikalist materjali, mida niihasti matenikatfilo-
soof, lingvist, kui mdne teisegi eriala asjatundja — mikdtami
futsikki — p e a b valdama.
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1. Sissejuhatus

Puhta loogika eesméirk on olla o6ige koigis voima-
likes maailmades, mitte ainult selles veidersegases
vaevarikkas maailmas, kuhu juhus meid on heitnud.
Loogik peab eneses alal hoidma teatud annuse juma-
likkust: ta ei tohi alanduda selleni, et teha jareldusi
enese iimber nihtust.

— B. Russell, Sissejuhatus matemaatilisse filosoo-
fiasse

Kui loogika oleks olemas isegi juhul, kui maailma ei
oleks, siis kuidas saab loogika olemas olla olukorras,
kus maailm on olemas?

— L. Wittgenstein, Tractatus Logico-Philosophicus

1.1. Loogika aine

Esimene kisimus, mis meil esitada tuleb, on kisimus loogika
ainest. Mis asi onloogika ja mida loogikateadus uurib? Sageli
jaotatakse loogika aine mitmesse eraldiseisvasse gropiemaa-
tiline loogika, filosoofiline loogika, dialektiline loogik jne. Meie
raamat kasitleb peamisethatemaatilistehk formaalset loogikat,
mis on tanapéaeva loogikateaduse tuum ja arenenuim osalUBER]

on filosoofiline loogika matemaatilise loogikaga véaga témeduh-

tes ning Uht ei saa olla ilma teiseta: matemaatiline loogikaalati
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ka filosoofiline loogika, ning nd. mittematemaatiline filoitine
loogika on samas oluline matemaatilise loogika jaoks.

Tuleme tagasi loogika aine juurde. Luhidalt ja robustseltdés
uurib loogika métlemisekdige fundamentaalsemaid aspekte. Mis
asi mdtlemine Gieti on ja mis on tema fundamentaalsed as¥ekt
Médtlemist uurivad paljud distsipliinid, naditeks psihhotpa, ning
miks mitte ka ajalugu ja kirjandusteadus. Loogika eriparain
uurida, mida Uldse saab moeld@a mida mdelda ei saa — voik-
sime Oelda, et loogika uurib puhast ehk taielikult absteaited
motlemist.

Loogika, moétlemise ja maailma suhete skaalal on mitu vas-
taspoolust: Uhel pool seisab loogika kui jumaliku, paratam
ning maailmast séltumatu tde uurimine, teiselt poolt agpagise
loogika asjaolust, et loogikud on konkreetsed inimesedlses
maailmas ning neile omased fundamentaalsed motlemisiiidt
ei pruugi olla needsamad, mis kujutletavatel kosmosesuviigl
tlimdtlejatel.

1.1.1. Mdtlemine

Vaimne tegevus ehk ajutegevus ei koosne kunagi ainult &ikip
sest mbtlemisest: suurem osa inimajust tegeleb igasugustele,
samuti vaga oluliste asjadega, nagu silmanarvidest sadbku-
jutise anallis, kdne siintees, assotsiatsioonide otsimialeist,
instinktimehhanismide jargimine jne. jne. Isegi juhul,i keeda
kbike peaks koordineerima meile tundmatu mittematereagima-
lik vaim, jaab nimetatud vaim ikkagi ainult Gheks vaimseetagse
komponendiks. Tegelik m&tlemisprotsess, nagu me endakoeal
geme, koosneb tuhandetest protsessidest, mida motlejineeei
teadvusta — teadvus on vaimse tegevuse jAdmae pisike waépin
ulatuv nurk.

Igasugune vaimne tegevus nagu ka igasugune protsess Uldse,
ei ole kindlasti mitte alati mdtlemisprotsess. Poolundsateist,
toidu ja veini nautimist ning malestustes uitamist ei sameni
tada motlemiseks selle séna uldkasutatavas tédhendusesgsso
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motleminetéhistatakse enamasti sihiparast vaimset tegevust mingi
kuigivord selgelt kirjeldatava probleemi lahendamiseks.

Ei ole vGimalik 6elda, mis asi om&tevdi defineerida selgelt
mdotlemist kui niisugust. Mida me saame teha, on tuua namneid
mdtlemisest kui sellisest vaimsest tegevusest, mida méteks
nimetada ei saa. Ma vdin naiteks moelda, et “praegu sajab
siinsamas dues vihma”, “ma kaalun vdhem kui sada kilo” voi et
“kaks pluss kaks on neli”. Ma v8in mdelda:

e Kui kOik inimesed on surelikud ja kui mina olen inimene,
siis ma olen surelik.

Aga ma ei saa moelda:

e Kui kdik inimesed on surelikud ja kui mina olen inimene,
siis ma ei ole surelik.

Samamoodi ei saa moelda:
e Sellest, et ma olen, jareldub, et ma ei ole,
e Praegu sajab siinsamas dues vihma ja ei saja vihma.

Viimased kolm véidet on mdeldamatud ehk absurdsed. Need
vaited on kahtlemata olemas kui laused, mida saab lugeda ja
mille Ule saab mdelda, aga neid endid mdelda ei saa: taoliste
lausete (tlemine vbi uskumine on kdll vaimne tegevus, aga
mitte m&tlemine selle sdna Uldkasutatavas téhenduses.ildaae
tunnetada, et need laused vbiksid olla tdesed.

“Métlemise” sdna laiemalt mdistes vdib raakida “bGigest” ja
“valest” mdtlemisest, kuid selle hinnaks on sdna tahendhiggis-
tumine: kui ma saan mdelda “A on ja A ei ole” ning “neli on
seesama mis viis”, miks mitte siis juba igasugust vaimsgdviest
motlemiseks nimetada. Kuna loogika seisukohast pole neeigit
noloogiline probleem kriitiline, jdtame siinkohal keele§oofilise
arutelu katki.
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1.1.2. Induktsioon ja deduktsioon

Laias laastus saab métlemismehhanisme jagada kahte Ipdizirt
Uldistuste ja jarelduste tegemine.

Oppimine ehk Uldistuste tegemine ehkinduktsioon

Margates, et paljud asjad, millega me kokku puutume, eaihev
kas enamasti voi alati koos, Uldistame selle kokkusattensageli
reegliks Laps jatab kiiresti meelde, et kilnlaleegi puudutamisele
jargneb valuaisting: paarist “kokkusattumusest” on ta dustanud
enda jaoks reegli, s.t. ara Oppinud, et leegi puudutamied te
haiget. Keeledppimine kaib enamvahem samamoodi: kui ema ja
isa Utlevad “s66k” enamasti sellises olukorras, kus patiagila
pakutakse, v6i kui nad “s66k” deldes toidule osutavad,bjdsgos
mdne aja parast meelde seose s6dgi enda ja sbna “s60k” vahel.

Enamikul igapaevaselt Opitud reeglitel on paraku omadus
erandlikes olukordades mitte kehtida: reeglitel on reegiirandid
Vanemas eas Opib laps oma Ullatuseks, et leegi puudutanine e
olegi alati valus: kui sdrm leegist hasti kiiresti |abi vstsda
(eriti veel siis, kui ta eelnevalt marjaks teha), ei saa dils
haiget. lgalks teab, et lindudel on omadus lennata, agse mitt
alati: pingviinid ja jaanalinnud reeglina ei lenda, sameitilenda
surnud linnud. Erandina erandist lendab jaamerest koikgdtiale
valjahlppav pingviin ikkagi paar sekundit. Ja nii edasiijeedasi:
reeglitel on erandid, eranditel on erandid, ning viimastalakorda
erandid, kuni Idpmatuseni.

Uldistuste tegemine ehk induktsioon on seega métlemisprot
sess, mis ei anna mingeid kindlaid teadmisi. Uldistustekeslu
on statistiline mida sagedamini selliselt leitud reegel kehtib, seda
parem, aga ei maksa loota, etakati kehtib. Sellele vaatamata on
Oppimine ja Uldistamine inimese ning muu eluslooduse jdlrks
selt kdige suurema tahtsusega mdtlemisprotsess uldsdinNgis
kui metsas on kiire reageerimine olulisem kui pikk aegaedud
motisklemine.
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Kokkuvotteks: induktsioon kui statistilisi ning paratatula
ebakindlaid tulemusi andev métlemismehhanism ei kuulméal-
loogika uurimissfaéari. Tasub aga meelde jatta, et Ulaledsd
sBnal “induktsioon” on ka teine tdhendus “matemaatilisgukt-
siooni” naol. Viimane on tapne mdiste, mis annab alati @igei
resultaate: sellisena kuulub ta loogika olulisemate uisoirjektide
hulka.

Reeglite rakendamine ehk jarelduste tegemine ehkeduktsioon

Jareldamise mdistel ja jarelduste tegemisel on loogikagldu
mentaalne koht: loogikat huvitav motlemisprotsess on liegg
suunatud lihtsatest faktidest vdi vaidetest keerulisenjatelda-
misele. Seetdttu on suur osa loogikas sagedamini kasatesav
reeglitest esitatud jarelduse vormis: Uhe vbi mitme véiestsest
jareldub hoopis uus véide. Loogikareeglite kasutamise wéidete
jareldamiseks nimetatakse sageli nende véideletamiseksehk
tGestamiseks

Inimene ja muu elusloodus on keeruliste jarelduste tegemis
jaoks palju halvemini kohastunud kui uute umbkaudsete liteeg
Oppimisele. Jarelduste tegemine votab palju aega, kunaikns
olukordades on meil kasutada suur hulk reegleid ning neidled
saab kombineerida vaga mitmel viisil. Tulemuseni puudiemi
sarnaneb laburindis ekslemisega: mida stigavamat ja kssmat
jareldust me teha pllame, seda rohkem on teel vdimalikke
eksiradu, mis tulemuseni ei vii, aega aga raiskavad kiuill.

Erinevalt induktsioonist garanteerib digete reegliteeralamine
Oigetele faktidele alati ka Oige tulemuse. Takistuseks ol
eelnevalt mainitud suur ajakulu ning probleem, kas meiglictéa
faktid ise on diged, samuti, kas neid reegleid ja fakte opgplt
palju. Valedelt faktidelt ning ekslike reeglite abil ei ol@imalik
teha Oigeid jareldusi. Suur osa loogikat ongi seet6ttu pdatid
kindlasti Bigete reegliteotsimisele.
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1.1.3. Mdtlemise paratamatud aspektid

Loogika uurib métlemiseparatamatuid aspekte ehk seda, mis
Uldse teeb méotlemisest motlemise ehk 6ige mdotlemise. Hoami
meie vaimsest tegevusest ilmselt ei ole paratamatu, vdidbsd
tujust, ilmast, haridusest ja muudest taolistest pooklikest tegu-
ritest. Sestap on oluline eraldada kasvoi vaga vaike hulttemise
komponente, ilma milleta kuidagi labi ei saa ja mis on kistl|a
alati ja igal juhul diged. Kui me niisugused algkomponendieme
kord eraldanud, saame neid loodetavasti kasutada Uhansatere
paratamatult 6ige métlemise konstruktsioonide ehitaksise

Métlemise fundamentaalsete aspektide eraldamisega aagi t
daolevalt algust vanakreeka filosoof Aristoteles. Raamétwo-
gika” loetleb ta hulga mdtlemise kaheldamatult Gigeid heielg
mida kasutades saab veenduda killalt keeruliste motlemssk
ruktsioonide Gigsuses.

Kisime nddd, millised voiksid olla need Gige mdtlemise
baaskomponendid. Esiteks tegeleb loogika kui teadus misie
selliste meetoditega, mida saatdidetenakirja panna. Uurides
mdtlemise fundamentaalseid aspekte, ei jbuaks me kuigjekay
kui Uhtteist vahel selgelt kirja ei saaks panna.

Vaited, mis on paratamatult diged, on seda sageli oma ehitus
tottu. Naiteks on vaide “Kui praegu sajab vihma, siis prasgjab
vihma” Bige sOltumata sellest, kas praegu ka tegelikultmah
sajab vOi ei. “Praegu sajab vihma” asemele vdiksime uwagtav
vaites samahasti kirjutada “Kaks pluss kaks on neli” vdi KKa
pluss kaks on viis”, uuritav vaide jaaks ikka tBeseks. Kurgidm
huvitab esmajoones véidete Uldine ehitus, siis kasutanielseist
kokkulepet, et need véite osad, mida vdib suvaliselt astnda
tahistatakse suurte tahtedega, mida nimetatéksgemuutujateks

Niisiis on alati ehk tautoloogiliselt dige jargmine:

e Kui vaide A on dige, siis on vaided dige
ehk lihemalt ja peaaegu ekvivalentselt

e A-st jareldubA.
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Nagu 6eldud, tahistab lausemuutufasiin suvalist vaidetA sisust
vOi digsusest meie suurema vaite digsus ei soltu. Viimanéiga
oma ehituse ehk vormi ehk struktuuri téttu.

Samamoodi on oma ehituse tottu diged

e Kui A ja B, siis A;
o Ei ole t8si, etA ja mitte A;

e Juba vanas Kreekas tuntud jareldusreegwldus ponens
“Kui A-st jareldubB, ning A on tdsi, siis on kaB tdsi".

Muutujad A ja B tahistavad siin jallegi suvalisi vaiteid.

Toodud naidetes moodustasime vaiteid sidesdnade “ja”, “ei
ning “jareldub” ehk “kui ... siis” abil. Sellised sidesdnassta-
vad ilmsesti mdtlemise tbeliselt fundamentaalsetelegaaisatele,
ilma milleta me mdtlemist ette kujutada ei oska. Lisaks itaele
sidesbnadega margitud kategooriatele sisaldab mdtleitrimselt
veel hulga teisigi keeles véljendatavaid kategooriaiditi Edu-
lised paistavad olevat konstruktsioonid, mida saab mdadas
“kdigi”, “olemasolemise” ja “omaduse” abil. Naide trivilsest
tOest (eeldusel, et mingid asjad on Uldse olemas):

e Kui koigil asjadel on omadus, siis on olemas asi, millel
on omadusP.

Viimane vaide on 8ige konstruktsiooni tottw, sisust sbltumata:

P vdib olla omadus “olla punane kala” vdi omadus “kas mitte
olla arv vOi olla viiest suurem arv”, see asja ei muuda. Samas
iimselt ei ole tGsivaide

e Kui on olemas asi, millel on omadu#®, siis on kaigil
asjadel omadus.

Vaatame jareldust kahest eeldusest:

1. eeldus: iga koer on imetaja.
2. eeldus: mdned neljajalgsed on koerad.
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Jareldus: mdned neljajalgsed on imetajad.

See tuletus on 6ige oma konstruktsiooni tottu, soltumatzadd
nagu neljajalgne koer ja imetaja sisust. Viimased vdib vélja
vahetada:

1. eeldus: iga anarhist on vabaabielu pooldaja.
2. eeldus: mbned valitseva partei likmed on anarhistid.
Jareldus: mdned valitseva partei likmed on vabaabieludajad.

Tuletuse struktuuri vbib seega esitada muutujatey ja z abil
ning tuletus on dige sbltumata fraasidest, millega neid tojaid
asendada:

1. eeldus: igar on y.
2. eeldus: mong on x.

Jareldus: mong on y.

1.1.4. Vaidete formaalne esitus

Loogikas uuritavad tuletused ei koosne enamasti Uhe rédgh
kordsest rakendamisest, vaid mitme reegli mitmekordsalstrn-
damisest: tuletus ehk tdestus koosneb lihtsatest osadest,
moodustab tervikuna omaette keerulise struktuuri.

Keerulise tuletusstruktuuri esitamine inimkeelsete daeisa
muudab esimese vaga suureks, kohmakaks ja raskesti raGédtst
Loogikas on seetdttu kasutusel spetsiaafeethaalsed keeledmis
on harilike keeltega vorreldes luhemalt kirjapandavads Mbige
tahtsam: formaalsed keeled valdivad harilikus keeles egaid
mitmetahenduslikkusi. Uks naide: 6. sajandil e.m.a. elaniiidia
kuningas Kroosus uuris Delfi oraaklilt jarele, kas tasubnmai
sOjakaigule Parsia vastu. Oraakel Gtles: “Kui alustad $#dlsiaga,
havitad vBimsa kuningriigi”. Oraaklilt julgustust saan#a6osus
rindaski Péarsiat, kuid kaotas. Havis nimelt tema enda Iguiilth

Lihtsustatuse t6ttu on formaalsed keeled harilike kealteg
vorreldes palju vaesemad ning voimaldavad edasi andat ai&gh
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piiratud ampluaaga vaiteid. Uks lintsamaid formaalseigliken
lausearvutuse keel. Viimases saab vaiteid moodustadaiitikid
tahistavatest téhtedest loogilise tdhendusega sideganwdi, ei,
kui ... siis) tahistavate simbolitega (&, —, =).

Mainitud olulistel sidesdnadel endilgi ei ole harilikus ekes
tapset tahendust. “Vo6i” esineb sageli tdhenduses “kas éke v
teine”. Lause “Ta on punapaine vbi meessoost” on harilikus
keelekasutuses kohatu. Klassikalise loogika jaoks on datne
vaide A v B 0Gige siis ja ainult siis, kui vahemalt Uks vaidetest
ja B on dige; seejuures vbivad ka mblemad korraga diged olla.

Loomuliku keele jareldussuhe erineb samuti formaalsesiise
“Kuu peal on lehmi, jarelikult olen ma kolm meetrit pikk” on
loomuliku keele mdttes vaar, kuna séna “jarelikult” ei splinna
asjade vahele, mis ilmselt pole omavahel pdhjuslikus seose
Klassikalise loogika jareldussuhe = B on aga 0Oige siis ja ainult
siis, kui kasB on dige v0i A on vale: teiste sbnadeg® v —A.

Kui kuu peal lehmi pole, siis on lause “Kuu peal on lehmi
'ma olen kolm meetrit pikk” formaalselt 6igeA ja B pohjuslik
suhe pole seejuures oluline.

Lisaks mainitud klassikalisele loogikale on hulk mitteddika-
lisi loogikaid, kus vaidete tBesus ja loogikatehete nagya =
tédpne tahendus on defineeritud hoopis teisiti. Mitmed kidte
sikalised loogikad pillavad tabada elementaarsete |deibdze
igapaevast tahendust, naiteks jareldussuhte pdhjusigdetaomu.

Naiteid: Lause “Kui A ja B’, siis A” pannakse kirja kui
(A& B) = A. Ulalmainitud jareldusreegli saab kirja panna kui

(A= B)& A) = B

Vaatame jargmisena olukorda, kus meil on teada, et kehtivad
jargmised kolm lausearvutuse keeles esitatud vaidet:

(1) A
A= B
3)B=C

Esimesest kahest saab jareldusreegliga tuletada foreitaziste B,
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ning B ja vaide (3) annavad jareldusreegli abil 16puks véite
Viimase tuletussammu formaalseks labiviimiseks asenuaga-
reldusreeglis muutujad ja B muutujategaB ning C.

Enamik loogikaharusid kasutab lausearvutuse keele atwabt
variante, mis lubavad kirja panna marksa keerulisemaideidii
kui vBimaldab puhas lausearvutus. Olulisem neist rikkastafor-
maalsetest keeltest guredikaatarvutuse keehilles saab raakida
objektidest, nende omadustest ja omavahelistest suhetest

Keerulisemad formaalsed keeled vdimaldavad valjendadh ve
samasust, paratamatust, vBimalikkust, teadmist ja aed#uda
vaidetesse kui objektidesse, kasutada vaikimisireegjedd PO-
himéotteliselt on vdimalik konstrueerida kuitahes keesiuja val-
jendusrikkaid formaalseid keeli, kuid fikseerimata ninglgvalt
areneva loomuliku keelega vorreldes jaab mistahes formaetel
alati piiratuks.

Kuivord loogika uurib métlemise fundamentaalseid ja adidtr
seid omadusi, siis on formaalse keele piiratus loogikaugeisast
kasulik. Formaalses keeles moodustatud tuletus ehk estu
selgepiiriine matemaatika vahenditega uuritav objekhgnena-
mikku formaalset loogikat nimetatakse uurimismeetodjij&ageli
matemaatiliseks loogikaks.

1.1.5. Toeste lausete tuletamisalgoritm

Formaalsete keelte kasutamisel loogikas pole motivatgisanitte
ainult nende keelte lihtsus ja tuletuste selge ning Uhetiddt
struktuur. Formaalseid keeli kasutatakse ju laialdasgltokbgikast
valjaspool, naiteks arvutite programmeerimisel: kdikgreanmee-
rimiskeeled on formaalsed keeled.

Loogikas kasutatakse selliseid formaalseid keeli, midleks
on v@imalik konstrueeridaalgoritm (s.o0. selged, Uheméttelised,
mehhaaniliselt jargitavad juhised) digete lausete kaestiimiseks,
s.t. iga niisuguse keel&K jaoks konstrueeritakse algoritn¥,
millega saab kontrollida, kas suvaline keelEskirjutatud vaide
on dige vOi ei. Taoline algoritm esitatakse enamasti loagikglite
koguna.
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Keerulises formaalses keeles kirjutatud keerulised déite
voivad véaljendada ka olulisi ning Upris keerulisi probleenveh-
haanilise, arvutiga teostatava kontrolli véimalus vdibhduda vaga
ahvatlev, kuid siin tuleb arvestada, et keeruliste laugégsuse
kontroll on vaga t66mahukas Ullesanne ning et enamiku &delis
huvitavate véidete (kasvdi enamiku senilahendamata naatm
kaprobleemide) digsuse automaatne kontrollimine ei alapgéeva
arvutitele jdukohane. P8himdétteliselt on automaatne rodinkdll
voimalik, kuid see vdib votta arvutil aega sadu miljardeastaid,
s.t. sageli pole mingit lootust seda tegelikult kasutadee ®i
tdhenda muidugi, et lootust Uldse pole: mdnda liiki subédi
lintsamate vaidetega saab arvuti mdistliku aja jooksulkbhaia.

Véidete Oigsuse automaatsest kontrollimisest raakidésb tu
vahet tehadigete vaidete Oigsuse tOestamisel jalede vaidete
mittedigsuse tdestamisel. Esimene probleem (Gigete tidigy-
suse tdestamine) on algoritmiga mehhaniseeritav, teioblgem
(valede vaidete mittebigsuse tdestamine) aga pole keerudite
formaalsete keelte (nditeks predikaatarvutuse keel)sjankhha-
niseeritav. Viimasel juhul suudavad algoritmid osa véadgtoks
naidata, et need pole diged, kuid nad ei suuda naidata lsida
valede vaidete jaoks, vaid jddvad halvemal juhul igavesiiet
mingitki resultaati andmata.

Niisuguse asimmeetria pdhjuseks on asjaolu, et keerwdigem
formaalsete keelte jaoks saab kirjutada algoritmi kd@gste vai-
dete tuletamiseks, mitte aga kdigi valede vaidete tuletamiseks
TOeste vaidete tuletamise algoritmi skeem on uldjuhul néing:
alustatakse I6plikust hulgast elementaarsetest baaksdechk
aksioomidest. Aksioomidele rakendatakse tuletusresgleis ka-
sutavad teadaolevaid ehk juba tuletatud tbeseid vaiteat.vitsil
saadakse uued tdesed vaited, mida saab nuidd omakordadeasuta
tuletusreeglite eeldustena. Kui meid huvitav vaideon tdene,
siis tdhendab see, et nimetatud vaide taolise protsesgukdia
Ukskord tuletatakse. KuV aga pole tdene, siis seda muidugi ei
tuletata ning meil oleks vaja mingil viisitbestada et vaidetV
antud tuletusalgoritmiga tuletada ei saa. Uldjuhul pol@ a@i-
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malik anda algoritmi, mis sellise tbestuse iffajaoks alati leida
suudaks.

Kokkuvotteks: loogika uurib selliseid formaalseid keetijlle
jaoks suudetakse kirja panna selles keeles kirjutatudtedigéi-
dete tuletamise algoritm. Loogika kasutatav keel kaibi gdagris
mehaanilise mdtlemise mehhanismiga; keelest ja tuletaatiba-
nismist koosnevat paari nimetatakiemoriaksehk arvutuseks Ar-
vutust, mille iga lause jaoks saab algoritmiliselt lahatajakas ta
on téene voi vaar, nimetatak$ghenduvakqnaide: lausearvutus),
Ulejaanuid nimetataksmittelahenduvakgnaide: predikaatarvutus).

1.1.6. Lihtsatest vaidetest ehitatakse keerulisi

Meie néaited olid siiamaani triviaalsed ja lugejal voib téakk
kahtlus, kas selliste triviaalsuste uurimine saab O6eldaagii
olulist mdtlemise voi Uldse millegi kohta. Vastuseks Utienet
loogika alustab teadlikult triviaalsustest ning midaiaalsematest,
seda parem: nende digsuse suhtes ei teki kellelgi mingditluksa
Oluline on, et loogika ei jaa triviaalsuste juurde pidamajdv
naitab, kuidas neist konstrueerida iha keerulisemaidsjgkamaid
vaiteid. Viimaste 8igsus on sageli k6ike muud kui triviaalfiegu
voib olla naiteks keeruliste teoreemidega matemaatikagd, iga
Uksik samm tema konstruktsioonis on triviaalselt arusaa@a
Oige.

Sugulussidemed

Votame esimeseks nditevaldkonnaks sugulussidemeteokionise
tlesande. Et midagi kontrollida, peab meil kdigepealt @dmskilt
vbtta andmebaas, kus hulga inimeste jaoks kirjas, kes oa &ana

ja kes on isa. Sellise andmebaasi saab kirja panna kui séite v
stiilis “Leena Tammik on Jaan Tammiku ema ja Mihkel Tammik
on Jaan Tammiku isa ja Jaan Tammik on Mart Tammiku isa ja
Maia Kask on Ants Kase ema ja Mihkel Tammik on Ants Kase isa
ja ...". Predikaatarvutuse formaalses keeles margitalsjaola,
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et objektidel x ja y on suhe P jargmiselt: P(x, y). Sugulaste
andmebaas ndeb predikaatarvutuse keeles valja niimoodi:

ema(Leena_Tammik,Jaan_Tammik) &
isa(Mihkel_Tammik,Jaan_Tammik) &
isa(Jaan_Tammik,Mart_Tammik) &
ema(Maia_Kask,Ants_Kask) &
isa(Mihkel_Tammik,Ants_Kask) &

Vanaisaks ja vendadeks olemise saab defineerida jargmiste
vaidetega:

e “x on y vanaisa siis ja ainult siis, kui on olemas selline
etx onzisajaz ony isa vdiz ony ema”.

Predikaatarvutuse keeles¥xVy (vanaisa(x,y) <
dz (isa(x,z) & (isa(z,y) Vv ema(z,y))) ). Fraas
Vx tdhendab “igac-i jaoks kehtib”,3x tdhendab “on olemas
sellinex, et...".

e “x on y vend siis ja ainult siis, kui kas on olemas selline
etz on x isa jay isa vOi kui on olemas sellina, etu on
Xx ema jay ema”.

Predikaatarvutuse  keeles: VxVy  (vend(x,y) <&
dz (isa(z,x) & idsa(z,y)) Vv Ju (ema(u,x) &
ema(u,y)) ).

Asjatoodud definitsioonides tahistavad vaikesed tahed y ja u
suvalisi inimesi.

Nuud saame leida kindlasti Gigeid vastuseid klsimustele
sugulussidemete kohta, mis tulenevad meie andmebaasist. K
simusele “Kas Mihkel Tammik on Mart Tammiku vanaisa?”
jaatava vastuse andmiseks tuletame vaite “Mihkel Tammik on
Mart Tammiku vanaisa” ehk predikaatarvutuse keelemna-
isa(Mihkel_Tammik,Mart_Tammik). Tuletamise juures kasu-
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tame mehhaaniliselt, iima omapoolsete lisaarutlustetdensdte-
antud andmebaasi ning loogika elementaarselt tbeseididagel-
leks asendame vanaisasuhet defineerivas vaites muutigega
Mihkel_Tammik, muutujay nimegaMart_Tammik ja muutujaz
nimega Jaan_Tammik. Vanaisa definitsiooni kahepoolsest jarel-
dussuhtest< laheb meil tarvis ainult vasakpoolset=. Seega
saame vanaisareegli meie jaoks vajaliku esialgse erikuju

vanaisa(Mihkel_Tammik,Mart_Tammik) <
isa(Mihkel_Tammik,Jaan_Tammik) &
(isa(Jaan_Tammik,Mart_Tammik) Vv
ema(Jaan_Tammik,Mart_Tammik)).

Lauseosa (isa(Jaan_Tammik,Mart_Tammik) \%
ema(Jaan_Tammik,Mart_Tammik)) tuletamiseks piisab
sellest, kui tdestaddsa(Jaan_Tammik,Mart_Tammik). Reegli
I6pliku erikujuna kasutame jargmist:

vanaisa(Mihkel_Tammik,Mart_Tammik) «
isa(Mihkel_Tammik,Jaan_Tammik) &
isa(Jaan_Tammik,Mart_Tammik).

Viimased kaks vdaidet on meie sugulussidemete andmebaasis

olemas, ning jareldusreegliga saame seetbttu tuletaaisa-
isa(Mihkel_Tammik,Mart_Tammik).

V6ib muidugi kisida, kust peaksime teadma, zeks sobib
nimelt Jaan_Tammik. Sellelaadsetele kisimustele vastuse leid-
mine on nimelt see, mis tegeliku téestamise vaga téomalsukak
muudab. Uldiselt ei ole muud téokindlat varianti kui kdigbima-
luste mehhaaniline jareleproovimine, s.t. kuni tulemussk@ole,
tuleb katseliselt asendadanii Mihkel, Mart, Jaan, Leena, Maia
Tammiku kui ka Ants Kasega.

Tuumajaama kontrollslisteem

Votame teiseks nditevaldkonnaks praktilise probleemimiaeiekt-
rijaamadega. Sellistes suurtes jaamades on keerukad koitdselt
dubleeritud juhtimis- ja kaitsestisteemid, mis peavad rgaeima,
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et kunagi ei juhtuks Onnetusi. lga niisuguse susteemi sagd k
panna suure hulga elementaarsete véidetena. Kisimusediat
teemide endi korrektsuse kohta saab pulstitada kui kisimetse
kas dnnetus on tookorras kaitsesusteemi korral valistehedli-
sele kusimusele kindlasti dige vastuse leidmine on véagénelu
ja samas vaga keeruline ning siin kasutataksegi sagelititervu
abi. Arvutiga pulitakse tuletada vaide “Juhtimissisteeorrekt-
sust kinnitav vaide jareldub juhtimissisteemi kirjeldavaaidete
hulgast”, kasutades abivahenditena ainult elementakrkeidlasti
tbeseid vaiteid.

Madistagi ei garanteeri kaitsestisteemide korrektsusdaidese,
et kaitsestisteemi hoopiski vélja ei lUlitata, misjarel &ois voib
juhtuda koigele vaatamata. Selle valtimiseks oleks vaijglkiada
detailselt kdigi inimeste ja ehk koguni kogu maailma olejautdi-
malikku kaitumist. Kui teoreetiliselt vdiks niisugune jeldus olla
ehk isegi voimalik, siis praktiliselt on seda vbimatu kooeerida,
kasutamisest raakimata: kirjeldus oleks lootusetult.suur

Taisarvudega tegelev matemaatika

Voétame kolmandaks néitevaldkonnaks harilike taisarvadesye-
leva matemaatika. Nimetame sellist sorti matemaatikamas-
tikaks. Aritmeetika valdkonnas defineeritakse liitmis- Harruta-
mistehted ning hakatakse seejarel teoreeme tdestamaainitad
teoreemid on harilikud arvutustllesanded, nagu

e “Kas 2x15= 257"

e “Kas (3+4) =7 = 857",

keerulisemad aga périvad arvude ja tehete Uldiste omagiusie,
nagu

e “Kas iga arvux ja arvuy jaoks kehtibx +y =y + x?"

e “Kas algarve on I6pmatu hulk?”
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e Fermat’ nn. suur teoreem, mida keegi pole veel tdestada
suutnud: “iga kahest suurema taisamwgaoks kehtib vaide:
ei leidu selliseid nullist suuremaid téisarve v ja w, et
kehtiks u* + v* = w*”

jne. jne. Aritmeetika on piiramatult keeruline: arvude telsaab
esitada Idpmatult palju kisimusi ehk tdestust ootavaidetoe,
ja lahendatud on sellest [6pmatust hulgast vaid moned tdthn

Aritmeetika alused, naiteks liitmis- ja korrutamistehtezhab
selgete vaidetena suhteliselt kergesti kirja panna. Sasaab kirja
panna iga huvipakkuva aritmeetikateoreemi. Teoreemtddeseks
tuleb teda kirjeldav véide tuletada aritmeetika aluseifhdtavate
vaidete hulgast, kasutades selle juures vaid elemenka#isseid
vaiteid. Kui me niisuguse tuletuse oleme leidnud, on teordma
igasuguse kahtlusevarjuta dige.

1.1.7. Aksioomid, reeglid ja mittetdielikkus

Niisiis on loogikute ks Ullesanne eraldada motlemise paTa
davaid baaskomponente: oma struktuuri tdttu paratamtieteid
vaiteid ehkaksioomeja teadaolevalt testest vaidetest uute vaidete
moodustamise elementaarseatgleid

Kdigi selliste mdtlemise baaskomponentide olulisim onsadu
on, et nende tdesusti saa tBestada me lihtsalt teame ehk
usume, et nad on tdesed. Enamasti usume seda selleparetdet
baaskomponendid on niivord lihtsad ja nende tbesus nawatle
paratamatu. Ei saa ju kahelda vaites “Kdij siis A", samas ei
saa seda vaidet ka kuidagi tbestada: tbestus peaks kupdujdt
hakkama, aga kust? Toestuste alguspunktid ning uute edidet
tuletamise reeglid ongi meie ainus kindel pind, mdotlemisgs,a
milles kahelda ei saa.

Kisime nuiud, kui palju selliseid uskumist ndudvaid baaskom
ponente Uldse olemas on ehk kui palju neid métlemise juuags v
l&aheb?

Vastus sOltub sellest, mis sorti valdkonnast me mdelda soo-
vime. VOib muidugi o6elda, et soovime mdelda kdigest, aga
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vaatame esialgu Ulalpool toodud kolme néidet: sugulussite
andmebaas, tuumajaama kaitsesiisteem ja aritmeetika.

Esimese kahe oluliseks omaduseks Ioplikkus Toepoolest,
olgu sugulaste andmebaasis vdi mitu miljonit nime, nendké hu
on ikkagi I16plik. Samamoodi tuumajaamaga: kuitahes kéezul
kaitseslisteem ka ei oleks, sellegipoolest on tegu [6plikigeh
torude, juhtmete, andurite ja muude komponentidega, mig-ko
reetsel viisil kokku pandud. Niisuguste |0plike andmelx#as/oi
susteemide Ule arutlemise jaoks on loogikeelik: p&himdtteliselt
on vdimalik kogu siisteem hulga vaidetega kirjeldada nirgjésel
saab vaikese hulga standardsete loogikareeglitegadaléga Gige
vdite nimetatud stisteemi kohta.

Erinevalt esimesest kahest on meie kolmanda naite — aritmee
tika — naol tegemist Idpmatu stisteemiga: taisarve on ju HpHh
palju. Kas Idpmatut ststeemi saab (ldse kirjeldada I6phikiga
vaidetega? Teatud piirini saab. Defineerime naiteks tAiskr
hulga:

e “0 on taisarv”
e “Kui x on taisarv, siisx + 1 on taisarv”

Definitsioonis kasutasime sumboleid 0 jal, millele me mingit
aprioorset tdéhendust ei omista. Oluline on vBimalus koestrida
definitsiooni abil I6pmatu hulk objekte:

(0,041,041 +1,04+1+1+1,..}

Aritmeetika jaoks tuleb meil defineerida taisarvude hubiya-
mine fundamentaalne omadus (matemaatilise induktsiceegel):
“Kui arvul 0 on omadusP ja kui vaitest, et arvuk on omadusP,
jareldub alati, et ka arvulk +1 on omadusP, siis on kbi-
gil arvudel omadusP”. Induktsioonireeglit ei saa tuletada loogika
baasvaidetest: me vétame induktsioonireegli enda uuéarviade
kohta kehtivaks baasvaiteks. Tahendab, usame et induktsioo-
nireegel on matemaatiliselt dige. Miks me peaksime sehésgli
tdesust uskuma? Sellepéarast, et kui tema tle ménda aegdandel
siis saame aru, et see reegel on paratamatult dige, samiamood
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nagu me saame aru, et vdide “Kdi, siis A” on paratamatult
dige. Erinevalt viimasest on induktsioonireegel aga K
ning tema paratamatu digsus ei tundugi enam elementaarize. M
juhtub, kui meil tekib vajadus samamoodi baasreeglitedaima
hakata induktsioonireeglist veel palju keerulisemaid emetatilisi
vaiteid?

Vaatame esialgu aritmeetika piiratud varianti, nn. Pregg
aritmeetikat. Viimases defineeritakse Uksainus tehe +milie —
ja kirja on vbimalik panna mitmesuguseid teoreeme liitnkehta.
Saab ndaidata, et niisugune ainult liitmist sisaldav ardtit@ on
I6pliku hulga vaidetega® taielikult aksiomatiseeritav, s.t. iga
matemaatiliselt dige teoreem selles aritmeetikas on lisegi

tuletatav ®-s sisalduvatest baasvéidetest, sellele vaatamata et

taisarve on |dpmatult palju.

Liigume niilid edasi piiranguteta aritmeetika juurde. Rir#e
kaotamiseks piisab korrutamise lubamisest: nimelt saahidie ja
korrutamise abil defineerida ka teised tuntud aritmeédikizd.

Olgu meil hulk aritmeetika aluseid kirjeldavaid baasvéit€'.
Kas iga aritmeetikateoreemi, misn tegelikult tdene saab loo-
gikareeglitega tuletad&-st? Kui jah, siis onl" aritmeetika jaoks
taielik aksioomide kogu. Kui ei, siis ilmselt om'-st midagi
vajalikku puudu.

Kolmekimnendatel aastatel tdestas Kurt Godel enamikude ka
saja loogikutele ootamatult (lhe praegu kuulsaima loogiaemi
Uldse: teoreemi mittetaielikkusest. Nimetatud teoreeritaba et
aritmeetikat ei saa taandada loogikale. Konkreetseltleebtemas
I6plikku baasvéidete kogu", millest saaks tuletada k&iki arit-
meetikateoreeme. Ukskdik kui palju baasviiteid aritnkeekiohta
me kaTI'-sse ei votaks, alati leidub matemaatiliselt digeid arit-
meetikateoreeme, mida selleBtst tuletada ei saa: nende jaoks
tuleb hulk uusi tdeseid baasvaiteld lihtsalt juurde votta. Seda
saab muidugi teha: vBtame uue baasvaidete hilgisaks ning
saame vajaliku teoreemi tuletada. Paraku aga leidub séefér
kagi aritmeetikateoreeme, mille jaoks ei piisa ka uuestn@datud
baasvaidete hulgast. Jne. jne.: baasvaidete hulk ei saayikkidigi
Oigete aritmeetikateoreemide tuletamiseks piisavaltesu
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Kui juba aritmeetikat ei saa I0pliku hulga baasvaidetega
aksiomatiseerida, siis loomulikult ei saa seda teha ka #wam
teiste matemaatikaharude jaoks. Samuti ei saa aksiomatiae
palju muid, matemaatikast taiesti erinevaid maotlemiswaidi,
mis tegelevad I6dpmatute struktuuridega.

See ei tdhenda samas, et loogikavahendid oleksid arikaeeti
voi muude keerulisemate valdkondade juures kasutud: Hildju
piisab meile huvi pakkuvate vaidete tGestamiseks siiskiediselt
vaikesest hulgast harilikest elementaaraksioomidestudju kus
neist ei piisa, on kull olemas, kuid praktikas vaga harwddas

Loogikateaduse uurimisvaldkonnaks ei ole mitte niivore-ke
ruliste loogiliste tuletuste mehhaaniline sooritamine kdtlemise
fundamentaalsete meetodite ja piiride uurimine. Godeadireem
mittetdielikkusest on Uks loogikateaduse resultaatidesaihaid
naiteid.

Mida mittetaielikkus ehk aksiomatiseerimise v@imatus lenei
Utleb? limselt seda, et enamikku tddesid (me motleme siifl
ka absoluutseid, paratamatuid, matemaatilisi tddesicdjaai tule-
tada Uhestki vaikesest konkreetsest baasvaidete hulMégemise
jaoks ei ole kindlat 16plikku alust, millest k6ik muu looi€lt
tuleneb. Mida keerulisemaid vaiteid me tbestada tahamda se
suurema hulga ja keerulisemate baasvaidete téesust peame u
kuma. Maailm on tdepoolest vaga ebakindel: motlemise baas o
tbestusteta uskumine.

1.2. Loogika ajalugu

1.2.1. Antiikloogika
Aristotelese-eelne periood

Keskajast parineva legendi jargi leiutas loogika Kreekastibf
Parmenides (5. sajand e.m.a.) Egiptuses kaljuriingastel. v+
gelikult Parmenides loogikat siiski ei leiutanud, s.t. thrste
struktuuri kui sellist ta ei kasitlenud. Kull agabhjendasPar-
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menides oma filosoofilisi vaateid pikkade arutlustega. dddddse,
et Parmenidese vditlusmeetod parineb kokkupuutest Rythse
koolkonna matemaatikaga.

Parmenidese &pilane Zenon Eleast (5. sajand e.m.a.) as@s o
Opetajast sammu kaugemale ja pdhjendas Parmenidese dvaatei
kuulsate Zenoni paradokside ehk apooriatega, milles tiujus
naitas, et ruumi ja liikumist pole tegelikkuses olemas. IKau
apooria, mis demonstreerib liikumise v@imatust: te vadadt
likumine on olemas, seega saab kdndida médda teed punktist
punkti B. Enne punktiB joudmist peate ldbima pool teed, s.o.
punkti C. Liikudes punktistC edasiB suunas peate jallegi |Abima
pool teedC ja B vahel, s.o0. punktiD. Liikudes punktistD edasi
B suunas peate jallegi labima pool teed jne. jne. Seega jaab te
alati labida pool mingist teeldigust ja te ei jbua kunagi kturB.
Zenoni paradokside loogiline struktuur oli vaite pdhjemize
vdite vastandist absurdsete jarelduste tuletamise teeleductio
ad absurdum

Véidete pBhjendamise ning Umberliikkamise kunsti areddasi
edasi varased retoorikud ja sofistid. Tuntumad neist aliggfandil
e.m.a. elanud Gorgias, Hippias, Prodicus ja Protagorafistifio
ei tegelnud kull vaitluse tehnika uurimisega, kuid nad reddid
naiteks, et moraalip&him@tteid tuleb ratsionaalselt edtipda.

Sofistide traditsiooni kandsid edasi Sokrates (470-399.2e)
ja Platon (428/427-348/347 e.m.a.). Platoni kirjutistesub esi-
mest korda tahelepanek vaitluse struktuurist kui iseastsuuri-
misobjektist.

Avristoteles

Loogika kui vaitluse struktuuri uuriva omaette teadusagsdlatoni
Opilane Aristoteles (384-322 e.m.aofistlike vastuvaidet®pus
kinnitab Aristoteles oma teerajaja rolli ise: “Deduktsibalal ei
olnud varasemast olemas Uldse mitte midagi.”

Aristotelese loogikaalased kirjutised koosnevad kuuessdst
koondnimetusegarganon (Tddriist). Aristotelese jaoks ei olnud
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loogika mitte Uks teoreetilistest teadustest (need olidsika,
matemaatika ja metaflilisika), vaid tooriist kbigi teadyatiks.

Aristotelese valjatéodtatud spetsiifilist loogikasisteanmeta-
takse sagelimdisteloogikaksehk terminite loogikaks Vaatleme
vaiteskeemi “Kui igag on « ja igay on B, siis igay on «”. «,

B ja y on siin muutujad s.t. formaalsed kohatditjad. Iga véide,
mis nimetatud struktuuri sobib, on korrektrsgillogism Muutu-
jate asemele saab paigutada konkreetseid mdisteid voisidme
Asendadesr sdnaga “asi”, sbnaga “loom” jay sbnaga “koer”,
saame: “Kui iga loom on asi ja iga koer on loom, siis iga koer on
asi”.

Aristoteles vottis loogikas kasutusele muutujad: seeiddes
vOimaldas luua stisteemi, mis jai loogika vundamendiks &paie
kuni 18. sajandini.

Aristotelese loogika kasitleb vaiteid, mis koosnevad 1jiisy
test grammatilistest komponentidest: (1) kvantor (“kdikkhoni”,
“mitte Gkski”), (2) subjekt, (3) koopula, (4) eitus, (5) plikaat.
Niisugusi vditeid nimetatakse kategoorilisteks vaidstga nad
jagunevad kaheksaks liigiks:

1. “lga g ona”.

“Mitte Ukski B8 pole a”.
“Moni g ona”.

“Mdni B ei ole o”.

“8 ona”.

“B ei olea”.

N o ok~ w DN

“x on «”, kus x tahistab konkreetset indiviidi. Naiteks:
“Sokrates on surelik”.

8. “x ei ole«”, kus x tdhistab konkreetset indiviidi.

Liike 1-4 peeti teistest olulisemaks. Uldjuhul ignoreesidlo-
gistika liilke 7 ja 8. Liigid 5 ja 6 arvati ekvivalentseks lidega 3
ja 4. Keskajal hakati liike 1-4 nimetama téhtedega: A, E, I, O
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Aristoteles defineerissullogismi kui vditluse, kus mingitest
etteantud vdaidetest (eeldustest) jareldub paratamatudt vdide.
Konkreetselt vaatles ta ainult selliseid sillogisme, esillolid
antud kaks eeldust, nendest tuletati Uks jareldus ja ndused
kui jareldus olid kategoorilised vaited.

Taolisi sillogisme saab moodustada neljal viisil (rfeguuri),
millest Aristoteles kasitles ainult kolme esimest. Toewtks sil-
logistiliselt, et « on y, tuleb leida sellineg, et kehtiks ks
jargmistest variantidest:

1. onajay onp.
2.a0npijay onp.
3. Bonajapony.
4. conpBijapony.

Nelja vaidete liiki A, E, I, O saab nelja figuuri abil kombinree
rida kokku 256 viisil ja ainult 24 nendest viisidest annavide
sillogismi: 6 tukki iga figuuri jaoks.

Keskaja skolastilises traditsioonis oli Aristotelese dibal
tahtis koht ja nimetatud 24 8ige stillogismi jaoks leiutétigimised
meelespidamist hélbustavad nimed (rihmitatud figuuridep):

1. Barbara, Celarent Darii, Ferio, Barbari, Celaront

2. Cesare CamestresFesting Barocq Cesarg Camestrop

3. Darapti, Disamis Datisi, Felapton Bocardq Ferison

4. Bramantip CamenesDimaris, Fesapo Fresison Camenop

Taishaalikute jarjekord nimes maarab kategooriliste et@darje-
korra sullogismi moodustamisviisis, eeldustega alustgdejarel-
dusega lopetades.

SullogismidBaroco ja Bocardoon tBestatavad ainult kaudselt,
reductio ad absurdutiga. K&ik teised sullogismid figuurides 2—4
saab taandada figuurile 1. Sullogismi esitdht ja nimesegaih
tédheds, p, m ja ¢ maaravad taandamismeetodi:
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e Esitdht mé&&drab, missugusele esimese figuuri sillogismile
sullogism taandub. NéaitekselaptontaandubFerio'le.

e Kui s ei ole viimane taht, siis tahendab see “Taanda véaide
lintsalt”, p vastupidi, Otleb: “Taanda vaide nn. juhusliku
meetodi abil”.

e SvOi p viimaste tdhtedena Utlevad: “Taanda jareldus lihtsalt”
vOi “Taanda jareldus nn. juhusliku meetodi abil”.

o C mitte-esitdhena margib, et sillogism ei taandu ning tuleb
tbestadareductio ad absurdufiga.

Sillogismi nimed jatavad Utlemata, millisesse figuuril@gism
kuulub; viimase tarvis leiutati keskajal meelespidamidibhstavad
varsid.

Peale mainitud kategooriliste vaidete huvitasid Aridestt ka
modaalsedvaited: ‘« on kindlasti8” ja “« on vdibolla 8.

Tanapéeva kontekstis saab Aristotelese loogikat vaadelda
predikaatarvutuse oluliselt piiratud, lahenduvat vdiiarTasub
tédhele panna, et Aristoteles ei tegelnud lausete locgglistideso-
nadest ja, voi, ei, jareldub) moodustuva struktuuri — lausearvu-
tuse — uurimisega.

Theophrastus

Parast Aristotelest jatkas Ateena koolkonna juhtimistopeastus
Ersesusest (371-286 e.m.a.). Kdik Theophrastuse teosedd-on
duma lainud, kuid sellegipoolest on tema ning ta kaasaegse |
kolleegi Eudemuse tegevusest killalt palju teada.

Theophrastus jatkas Aristotelese uuringuid modaalsuste a
tdi Aristotelese sullogistikasse uue vaidete tluubi ja komaéris
mdisteloogikat lausearvutuse elementidega, vaadeldésgisine
nagu “Kui «, siis 8; kui g8 siis y; jarelikult, kui o siis y”.
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Eukleidese opilased ja stoikud

Kreeka geomeetri Eukleidese (430-360 e.m.a.) dpilaseddis
Cronus (4. saj. e.m.a.) ja Philon tegelesid loogiliste mafistega.
Vdidetavalt avastasid nad nn. valetaja paradoksi: “Maniite ma
praegu valetan. Kas minu vaide on dige vai vale?”

Sarnaselt Eukleidese Opilastega ning viimastelt mojusasi-
des tegelesid stoikud paradokside, absurdi ja vastunistkiga.
Peamiseks huviobjektiks oli Aristotelese jaoks varju jiitause-
arvutus. Stoikud uurisid, kuidas saab loogiliste sidedénga, ei,
vOi, kui ... siig abil lintsamatest lausetest keerulisemaid kokku
panna ja kuidas naidata selliselt moodustatud lauseteisiigs

Erinevalt Aristotelesest, kes kasutas oma loogikas mat#og
kreeka tahti, tarvitasid stoikud muutujatena numbreid.ite¥a:
“Kas esimene vdi teine; mitteteine; jarelikult esimene’uutsaim
loogik stoikute seast, Chrysippus (279-206 e.m.a.), tasniet
jargmised viis vaiteskeemi on elementaarsed ehk mittettiesd
ning kdik diged vaiteskeemid on nendest tuletatavad (ltbain
tblge nuldisaegse lausearvutuse keelde):

1. Kui esimene, siis teine; esimene; jarelikult teine.
(A= B)& A) = B.

2. Kui esimene, siis teine; mitteteine; jarelikult
mitteesimene.((A = B) & —B) = —A.

3. Mitte korraga esimene ja teine; esimene; jarelikult
mitteteine. (—(A & B) & A) = —B.

4. Kas esimene vOi teine; esimene; jarelikult mitteteine.
((AVvB)& =(A& B)) & A) = —B.

5. Kas esimene vdi teine; teine; jarelikult mitteesimene.
((AV B) & =(A & B)) & B) = —A.

Neist viiest aksioomist tuletas Chrysippus veel suure ddigeid
vaiteskeeme. Paraku on ekslik Chrysippuse kinnitus, &t &fijed
vaiteskeemid on nimetatud viiest tuletatavad.
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Keskaegsed ja hilisemad loogikatekstid kommenteerisid ni
Aristotelese mdisteloogikat kui stoikute lausearvut@strast Chry-
sippust kirjutati Kreekas kull mitu kommentaari Arist@se ja
Chrysippuse teostele, aktiivne loogikauurimine aga jdiso

1.2.2. Keskaegne loogika

Kreeka loogikatraditsiooni kanti ladinakeelsesse maailhulga
tblgete abil, olulisemad olid seejuures Cicero (106—43.&)n
Marius Victorinuse (4. sajand) ja Martianus Capella (5.asd)

tblked. Keskaja mdjukaimaks autoriks peetakse Boethid80-

524/525), kes tdlkis ladina keelde Aristotelese senitdiita teosed
ning kirjutas neile kommentaare ja lisandusi. Enne 12.nskfa
Euroopas iseseisvat loogikaalast uurimistood ei tehtirty Runi

12. sajandini olid Boethiuse teosed olulisim loogikaal&imgndus

Euroopas.

Araabia loogika

Stoikute ja 12. sajandil Euroopas toimunud loogika taasisin
vahele jddva perioodi tédhtsamad loogikaalased teosed on lo
dud araabia maailmas. Umbkaudu 850. aastaks olid Aristsel
ja Porphyriose peateosed télgitud araabia keelde ning &hgd
koolkonnas hakati kirjutama loogika originaalteoseid.amised

9. sajandi autorid olid al-Kindi (805-873) ja Abu Nasr al&ai
(870-950). Suure osa Bagdadi koolkonnast moodustasid-nest
riaanlikud ja jakobiitlikud kristlased.

1050. aastaks oli Bagdadi koolkond lagunenud, Uldse kahane
11. sajandil loogika populaarsus araabia maailmas. Btanain
Ibn Sina ehk Avicenna (980-1037). Erinevalt varasematasi-a
ritest kirjutas Avicenna uurimusi iseseisvate origingedtidena,
mitte kui kommentaare Aristotelese tdlgetele. Seejuurésderis
Avicenna Bagdadi koolkonda Aristotelese pimeda jargimesst.
Avicenna t66d jatkas teoloog al-Ghazali ehk Algazel (10381).

12. sajandi olulisim araabia loogik oli Hispaanias elanbd |
Rushd ehk Averroes (1126-1198). Bagdadi koolkonna eesskuju
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kirjutas Averroes Aristotelese teoste kommentaare ningdee
mojukuse tottu viidati Averroesele hiliem sageli lihtskiti Kom-
mentaatorile. Averroese jarel algas laanepoolsetes iislaatles
loogika allakaik, pohjuseks islami fundamentalismi négae
suhtumine loogikasse ja filosoofiasse. ldapoolsetes islaates
(néiteks Parsias) suhtuti loogikasse al-Ghazali eeslpigém Kkui
tooriista, mida muuseas saab oma filosoofiavastastes nit@sak
kasutada ka islami teoloogia. Seetdttu jatkati Parsiasddimatute
ja kommentaaride kirjutamist, iseseisvate loogikauustaga aga
ei tegeldud.

Loogika taastdrkamine Euroopas

Canterbury Anselm (1033-1109) kasutas oma tuntud tecatag-
tes teostes antiikajast tuntud loogikameetodeid ningsragllega
eriti katoliikluses hiliem véaga tahtsaks muutunud teolbsg tra-
ditsiooni.

Otseselt loogikaga Anselm palju ei tegelnud, kil aga tegias
Peter Abelard (1079-1142). Boethiusest ja Anselmist rafjat
Abelard tBstis oma kommentaaridega Aristotelese ning lBoigpse
klassikalistele tekstidele keskaegse loogikauurimig@sest palju
kérgemale tasemele.

Aristotelese muidu suhteliselt vaheoluline te®gfistlikud vas-
tuvdaited sobis hasti 12. sajandi teoloogiasse: tegu oli vaikese
kataloogiga praktilises arutluskdigus tehtavatest kenggadest
ning nende valtimisest. Suurem hulk 12. ja 13. sajandi kmgi
kirjandust (nn. uus loogika) on puhendat8dfistlike vastuvaidete
edasiarendamisele ning rakendustele teoloogias ja figisik

13. sajandi tuntumateks teosteks on olemasoleva loogikaki
janduse kokkuvétted ja olulisemad autorid on Petrus Higpar-
hilisem paavst Johannes XXI — ning John duns Scotus (1266—
1308). Kuulsaim autor on kahtlemata katoliikliku teolomgilustala
Aquino Thomas (1225-1274), kes vaatamata hulgale ratsissa
tele jumalatBestustele printsiibil, et miski ei saaks @srolla, kui
poleks alguspunkti, kirjutas otseselt loogikast siisknudti kaks
vahetéhtsat teost.
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Keskaegse loogika hiilgeajaks peetakse 14. sajandi esimes
poolt ja keskusteks Oxfordi ning Pariisi tlikooli. Esimed@rjutas
William Ockhamist (1285-1349), tuntud kui “Ockhami habeme
noa” printsiibi autor, mdjukaSumma logicae Samuti Oxfordiga
seotud Walter Burley teoPe puritate artis logicaeoli Ock-
hami suhtes ulikriitiliselt meelestatud. Mojukaim sedlgae Pariisi
loogik oli Jean Buridan.

1.2.3. Loogika péarast renessanssi: 16. sajandist
19. sajandi keskpaigani

Renessanss tdhendas loogika jaoks lahtilitlemist kesdstegase
Aristoteleselt lahtuvast skolastilisest loogikast. Hakksindima
uus, matemaatikaga sidet leidev simbolloogika. Viimagemit-
sebki veelahe antiik- ja keskaegse ning tanapaeva loogikalyv

Ohus olevad, siin-seal véljendatud ideed tapsest, umiaksst
stimbolkeelest ning selle keele abil arutlemise matenwtisésest
ja mehhaniseerimisest ei jbudnud enne 19. sajandi keskik
mingisugustegi praktiliste tulemusteni peale lihtsategasgistemaa-
tiliste simbolststeemide loomise.

16. ja 17. sajand

Renessanssi seostatakse kreeka-rooma klassikute assa&sdéga,
kuid samas oli renessansiaegsete kirjanike hulgas komb@Eksa
Aristotelesest lahtuvat, méodunud sajandite “steriilskblastilist
loogikat. Martin Lutherit olevat arritanud mistahes viideistote-
lesele.

Esimese mitteladinakeelse loogikateose Euroopas Ildrjuta
1555. aastal Petrus Ramus ehk Pierre de la Rdbiaectique
ja hilisem ladinakeelndDialecticae libri duoriindasid skolastilist
loogikat ning tegelesid kategooriliste stllogismide dildtamisega,
l[Ahtumata seejuures Aristotelesest. Ramuse meetoditeléles
ehitatud Arnauld’ ja Pierre Nicole’i 1662. aastal avaldhtoing
Port-Royali loogikanime all tuntuks saanud ja laialt kasutatud teos
La logique ou l'art de penserPort-Royali loogika sisaldab Blaise



28 1. Sissejuhatus

Pascalist mojustatud diskussiooni definitsioonidest, distatakse
nominaalseidja reaalseid definitsioone. Filosoofiline diskussioon
nominalismi ja realismi tle oli tuline juba 14. sajandil. €gau-
res rBhutab Pascal matemaatiliste definitsioonide norisietga
pragmaatilist iseloomu.

Skolastilise loogika traditsioon siiski sdilis, peamisgluidugi
katoliiklikes Ulikoolides ning katoliiklikes riikides: Kpaanias ja
Itaalias.

Kolmanda loogikasuuna rajajaks sai Hispaania seikleja nin
mustik Ramon Lull (1235-1315). Aastal 1274 ilmunfcs magna,
generalis et ultimgpliliab esitada kontseptsioone simbolite keeles
ning tuletada vaiteid variantide kombineerimise teel.liLideed
ning nendega kaudselt seotud kabalistlikud muidid mdpitas
hilisemaid suurkujusid Pascali ja Leibnizit.

17. sajand oli aeg, mil tinu siimbolite ja simbolkeele kasutu
levotule tehti vaga suuri edusamme matemaatikas. Samseidgu
siimbolsiisteeme pidti luua ka loogika jaoks.

Leibniz

17. sajandi universaalne suurkuju Gottfried Wilhelm Léibn
(1646-1716) 16i 1680. aastatel loogikasusteemi, mis onagiag
sarnane George Boole'i slsteemiga aastast 1847. Ometii pe
takse matemaatilise ja simbolloogika rajajaks just B@ohaitte
Leibnizit. Uksikud erandid valja arvatud, polnud Leibnikio-
gikaalastel ideedel ning avastustel jargneva kahe sajaodisul
praktiliselt moju.

M@&jutatuna nii Ramon Lulli ideedest kui matemaatika arestgu
pustitas Leibniz Ulesande luua universaalne simbolkixeyu@a
characteristica universallsja seda keelt kasutav nn. arutlemise
aritmeetika €alculus rationato}, mille abil saaks algoritmiliselt
vBi mehhaaniliselt tuletada uusi tBeseid vaiteid ja kdhita@
arutluste korrektsust. Leibniz oletas, et niisuguseicettdi ja
kontrolle saaks teha spetsiaalse masinaga.
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18. sajand ning 19. sajandi algus

Leibniz ei olnud ainus, kes taolisi eesmarke pustitas. Wako
Bernoulli (1654-1705), hilem ka Gottfried Ploucquet (6+1
1790) ning matemaatikud Johann Heinrich Lambert (17287177
ja Leonhard Euler (1707-1783) pakkusid vélja sama laadd.ide
Paraku ei suutnud ei Leibniz ega Ukski teine mainitutestsion
rueerida loogika jaoks véhegi rahuldavat simbolkeeltflemise
aritmeetikast radkimata.

Gottfried Ploucquet ehitas Leibnizi ideedel, kuid mittelrézi
susteemil baseeruva lausearvutuse sumbolsisteemi.gREUDI
sisse kvantorid “iga ...” ja “on olemas ...", tBsi kiill, saliselt
kohmakal ja piiratud viisil. Johann Heinrich Lambert kanseris,
téendoliselt Leibnizist séltumatult, Leibnizi slsteemigarnase
stimboolse loogikasisteemi, kus ta t6i olulise uuendusésse s
matemaatikast tuttava funktsiooni mdiste ja kasutas seiti@en
kohaliste suhete (nagu naiteks bn B isa”) tahistamiseks.

Ulimdjukad Saksa filosoofid Immanuel Kant (1724-1804) ja
Georg Wilhelm Friedrich Hegel (1770-1831) tegelesid mulgds
samuti simbolloogikaga, kuid Upris vahesel madralhta mois-
tuse kriitikas viitab Kant loogikale kui I6petatud, valmis tehtud
konstruktsioonile. Kanti loengud loogikast tegelevad geep ai-
nult loogika ajalooga. Hegel kinnitab oma monumentaalsesds
Loogika et senised loogikauuringud on olnud tehnilised mani-
pulatsioonid ning asub seejarel uurima loogika sisu vastdes
seda vormile. Ei Kant ega Hegel tegelnud kuigivbrd simlmols
matemaatilise loogikaga. Sellegipoolest on Kanti ja Hefyelda-
mentaalsed filosoofilised teosed puhta mdistuse analigj#sidiga
olulised loogika, sh. siimbolloogika hilisema arengu jaoks

1.2.4. Tanapaeva loogika algus

Tanapdeva loogikale panid aluse George Boole'i, Augustus
de Morgani, Gottlob Frege ja teatud mdttes ka Georg Cantori
t6od 19. sajandi keskel ning teisel poolel. Paris tanapimvgi-
kast saab réaékida kull alles 20. sajandi 40. aastatestnmélsted
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ja printsiibid olid aga loodud juba 19. sajandi 16puks. Kaegsele
loogikale pandi alus seega maérgatavalt hiliem kui kaasdegs
matemaatikale.

George Boole ja Augustus de Morgan

Inglise matemaatiku George Boole'i (1815-1864) kaks psami
loogika-alast t60d orh.oogika matemaatiline analliisastast 1847

ja Métlemise reeglicaastast 1854. Eriti esimene neist avaldas suurt
moju loogika jargnevale arengule. Nimelt rakendas Booleskeid
ideid matemaatilisest algebrast otse loogikale, ehitéitesloogika
algebra mida sageli nimetataksegi Boole'i algebraks. Kaugemaks
eesmargiks pidas Boole nagu Leibnizki loogika keele anavigta

ja motlemise aritmeetika ehitamist. Erinevalt Leibnizstteistest
varasematest loogikutest andis Boole slsteemse, matkseaat
kuju niisuguse keele baasfragmendile — lausearvutusele.

Nagu 6eldud, annab Boole'i algebra lausearvutusele sastem
tilise, kuid mitte veel rangelt aksiomaatilise kuju. Saimeitjdua
Boole lausearvutusest kaugemale, suhteid ja omadusildevje
predikaatarvutuse juurde — seda teeb 1879. aastal Frege.

Koigi asjade klassi (nimetades sedmiversumikp tahistas
Boole numbriga 1. Tuhja klassi tahistas number 0. Korvisisel
avaldised (naiteksA B) tahistasid avaldiste Uhisosa eftehet.

A + B tahistas avaldiste Uhendust ehidi-tehet, paraku aga
piirangutega: A-l ja B-l ei tohtinud olla Ghisosa — kui neil oli
moni Uhine element, siis o + B defineerimataA — B tahistasB
elementide eemaldamist-st. Loogika algebra reeglid on Boole'il
jargmised: ¥ = A, 0A=0, A+0=A, A+1=1
(ainult juhul kui A = 0: Boole kartis reeglit 4+ 1 =1 —
Uhisosaga hulkade summat polnud tal ju maaratletud; aga jub
1860. aastatel teisendasid Peirce ja Jeverehte harilikuksvoi-
tehteks, aktsepteerides reeglit+11 = 1), A+ B = B + A,

AB = BA, AA = A (kuid mitte A + A = A, jallegi
Uhisosaga hulkade summa méaaramatuse tdn)C = A(BC),
AB+C)=AB+AC jaA+ (BC)=(A+B)(A+C).

Samaaegselt Boole'i esimese teosega avaldas Augustus
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de Morgan (1806-1871) raamateormaalloogika De Morgani
formaalne stisteem on oma sisu poolest Boole'i omaga kigiat
nane, vormilt aga teistsugune ja kohmakas. Erinevalt Bigblei
olnud de Morgan ka kuigi huvitatud loogika matematiseesest.
De Morgani kasitluse juures on olulisemad jargmised pukti

e KOigi asjade ehk universumi asemel kasutas de Morgan
vabalt maaratavat arutluse universumi moistatierse of
discoursé.

e De Morgan rdhutas Aristotelese loogika piiratust, jarsldu
tehte olulisust ja jareldamise ning tinglike vaidete funda
mentaalset osa loogika formaliseerimisel.

Sajandi viimasel kolmandikul to6tasid Boole’i ja de Morgan
susteemide arendamise ning kombineerimise kallal ansediik
losoof ja loogik Charles Sanders Peirce (1839-1914) nikgasa
matemaatik Ernst Schrdder.

Frege

Saksa matemaatiku Gottlob Frege (1848-1925) 1879. aa&hl a
datud luhikest teosKontseptuaalne notatsioo(fBegriffsschrift”)
vOib julgelt nimetada 19. sajandi olulisemaks loogikaraarks.
Selles raamatus esitab Frege kogu tanapaeva loogika fmaat
seima slUsteemigsimest jarku predikaatarvutus@redikaatarvutus
baseerub lausearvutusel, predikaatidel ja kvantoritgh 4 jaoks
kehtib ...” ning “on olemas selline, et ...”, vbimaldades Kkir-
jeldada asjade omadusi ja suhteid. Teatud mottes on v@imali
Wittgensteini parafraseerides oelda, et kdike, mida saageit
kirjeldada, saab kirjeldada predikaatarvutuse keelémarfie vaide
ei thhenda, et predikaatarvutuse keel on alati kdige s, sel-
gem vOi mugavam meetod Ukskdik mille rangeks kirjeldanmgsek
vaid et teoreetiliselt on iga range kirjeldus predikaattuge abil
kirja pandawv.

Frege antud konkreetne predikaatarvutuse esitus on taskes
loetav ja hoopis teistsugune, kui praegusaegsed esitBgdanot-
ted on sellegipoolest samad. Ka ei esitanud Frege oma giistee
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aksiomaatilisel kujul ega tuletanud kaasaegse predikadtese
jaoks olulisi metateoreeme ehk silsteemi ennast, tema k@ima
ja puudujaake kasitlevaid tulemusi: nendeni jouti alles 2f)andi
esimesel kolmandikul.

Frege téhtsus ei piirdu ainult predikaatarvutuse loonaiseg
Parast 1879. aastat kirjutas ta sarja mdjukaid artikleldstades
kbigepealt Boole'i kritiseerimisega (Frege ei olnud tdadeirce’i
ja Schroderi parandustest ning tdiendustest Boole'i atdep
Frege kindel seisukoht oli, et kogu matemaatika saab taanda
elementaarsetele loogikareeglitele, s.t. loogikaresgdi saab tule-
tada Ukskdik millise tbese matemaatikateoreemi. Viimasednud
Fregel périselt digus, kuid tema seisukoha Umberlukkamigeiti
alles 1931. aastal Gddeli teoreemiga mittetaielikkuséasstandina
Inglismaal levinud nominalistlikele ja empiristlikelegddele toetas
Frege Saksamaal tavaparasemaid realistlikke vaateide Fseisu-
koht matemaatika ja loogika vahekorrast arenes hiljemisali
filosoofilise loogika suunaks nimedagitsism

Frege susteemi ja logitsistlikud vaated v6tsid oma tédsedds!
20. sajandi alguse mojukaimad loogikud Bertrand Russ&ilfjeed
North Whitehead; seejuures ei kasutanud nad aga Fregeiikitja
vaid pigem Boole'’i kirjaviisi edasiarendust. Frege filofiised
ideed avaldasid hiliem olulist m6ju David Hilbertile ja Lwi
Wittgensteinile ning on aktuaalsed ka praegu.

Georg Cantor

Taani péritolu ja St. Peterburgis sindinud Saksa mateknaati
Georg Cantor (1845-1918) loogikaga ei tegelnud. Teda jadrit
Dedekindi peetaksehulgateooria rajajaks. 20. sajandil muutus
Cantori hulgateooria peaaegu kogu matemaatika baasikeetan
tud teooria olulisus seisndbpmatute hulkad&asitlemises. Cantor
naitas, et Idpmatud hulgad pole sugugi kdik sama “suured® eh
Uhesuguse vbéimsusega, vaid et [6pmatus peidab endasl&irjat
tult keerulist struktuuri erineva “suurusega” I6pmatsste

19. sajandi viimastel aastatel markas Cantor, et temaseifiili
selge ja vastuvaidlematu hulgateooria lubab tuletadaughsisi
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vaiteid ehk paradokseCantori paradokson jargmine: Vaatleme
kdigi hulkade hulkga téhistame selle tdhegd. Cantori teoreemi
jargi on suvalise hulgaX kdigi alamhulkade hulga vdimsus (see
tdhendab I6pmatu hulga puhul tema “suurust”) suurem Xtii
voimsus. Seega on ka/-i kbigi alamhulkade hulga véimsus
suurem kuiM-i vBimsus. Teisest kiljest aga, kud on koigi
hulkade hulk, peabV sisaldama elemendina iga oma alamhulka,
seega ei sadl-i vbimsus olla vaiksem kui tema kdigi alamhulkade
hulga vdimsus (sest viimase kdik elemendid ond elemendid).
Paradoksi p6hjuseks on meie hilpotees, et eksisteeribalostr
kdigi hulkade hulkM. Selgub, et matemaatikas vdib piiranguteta
abstraheerimine viia vastuoludeni.

Paradokside avastamine hulgateoorias sundis matemidatiku
suhtuma kogu matemaatika-aparatuuri Kriitiliselt ja \ettglikult.
Matemaatika aluste kriitika ja hulgateooria ise muutugid sajandi
loogika Uheks peamiseks komponendiks ning tdukejuks.

1.2.5. Loogika 20. sajandil

19. sajandil ei aktsepteeritud loogikat akadeemilistagkdndades
taisvaartusliku teadusena. Sajandilépu edusammud keémisid
aga suurejooneliselt 1900. aasta augustikuus Pariisjsstidku

peetud esimese rahvusvahelise filosoofiakongressi ja taise
vusvahelise matemaatikakongressiga, kus loogika, fifasom

matemaatika lAhenemine sai uue, olulise tGuke. Matenzdatilg-

ressil esitas David Hilbert kuulsad 23 fundamentaalpmbie mis
suunasid loogika arengut 20. sajandi esimesel poolel. iMdin
kongresside ning Hilberti ja Russelli t66 tulemusel muulos-

gika akadeemiliselt aktsepteeritud distsipliiniks ja kek avaldama
moju nii filosoofia kui matemaatika arengule.

Sajandi esimesel kolmandikul oli loogika areng seotud pea-
miselt matemaatika aluste uurimisega, mille kdigus kiugukam
praeguseni olulist loogilis-filosoofilist koolkond#ogitsism forma-
lism ja intuitsionism Gddeli ning Churchi negatiivsed resultaadid
1930. aastatel hakkasid aga vdhendama matemaatikute dasvi |
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gika vastu ning praegusajal ei ole puhta matemaatikagdejatge
seas loogika kuigivord tuntud v6i huvipakkuv ala.

Paralleelselt matemaatikute huvi vdhenemisega muutggkimo
Uha olulisemaks anallutilistele filosoofidele — sajandikkegya
suurkujudest nimetame Carnapit, Lukasiewiczit, Wittgeins ja
Kripket. Nimetatud arenguga seoses hakati vélja tootamteneni
suguseid uusimitteklassikalisi loogikaid

Elektronarvutite leiutamine sajandi keskel ja majanduse;
duse ning Uhiskonna slivenev arvutiseerimine andsid lategkiu-
sele uue vdimsa tduke. Viimaste kiimnendite jooksul on kegi
areng olnud Uha rohkem seotud arvutiteadusega ning vdstupi
Loogika ja teoreetiline arvutiteadus on muutunud Uksgiséltu-
vaks ning mitme valdkonna puhul raskesti eristatavateleisin-
tellektiteaduse problemaatika kaudu tuleb neile kolmaalidise
komponendina juurde analtitiline filosoofia.

Logitsism: Russell ja Whitehead

Inglise filosoof ja loogik Bertrand Russell (1872—-1970) eliaha-
rilikult laia huvisfadriga métleja. Aastal 1950 palvis Red oma
esseistika eest Nobeli auhinna, Russell oli tuntud ka ktsifiemi
propageerija.

Loogika ajaloos seostub Russelli nimi filosoofi ja matetikaa
Alfred North Whiteheadiga (1861-1947): Russell ja Whithe
avaldasid aastatel 1910-1913 kolmeosalise suurtdtrgecipia
Mathematica mis véttis kokku Frege, Cantori ja Peano hiljutised
tulemused ning arendas neid kaugeleulatuvalt edasi. sbedka
sajandi esimese poole mdjukaim loogikaraamat, mis on nauli
loogika- ja filosoofiatekst praegugPrincipia’t labiv filosoofiline
lin — logitsism — on Leibnizist ja Fregest lahtuv ning hiliem
Godeli Gmber lukatud puddlus tuletada kogu matemaatike ots
loogikast — niisugusel Uhemdttelisel kujul sGnastas &igpihi
teesi esimesena Russell.

Matemaatika tuletamist loogikast alustasid Russell ja
Whitehead taisarvude teooriast ehk aritmeetikast. 1andajépus
postuleeris Giuseppe Peano jargmised aritmeetika baksidi-
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lest loodeti tuletada aritmeetika ning seejarel ehitadmasipeale
matemaatiline anallilis, algebra ja muud matemaatikaharud:

1. O on taisarv.

2. Kui x on taisarv, siisx-ile jargnev arv ¢ + 1) on samulti
taisarv.

3. Kahel erineval taisarvut ja y on erinevad jargnevad arvud
x#y = x+1#y+12).

4. 0 ei jargne Uhelegi arvule.

5. Matemaatilise induktsiooni printsiip. Eeldame, et niing
vaide A kehtib arvu 0 kohta. Kui asjaolust, et vaidé
kehtib taisarvux kohta, saab tuletada, et kehtib ka arvu
x + 1 kohta, siis kehtibA kdigi taisarvude kohta.

Induktsiooniprintsiibi sGnastamisel kasutas Peano rebisiide
ehk omadus tdpsustamata, mis keeles ja kuidas selliseid véiteid
kirja panna. Seetbttu ongi tegemiststulaatidegamitte aga range
aksiomaatikaga Frege vaitis, et tal dnnestus Peano postulaadid
range, hulgateoorial p&hineva aksiomaatikana kirja paRuessell
demonstreeris vastuseks, et Frege aksiomaatika on wal&teol
s.t. sellest saab tuletada ka valesid vaiteid.

JargnevRusselli paradoksarnaneb Cantori paradoksiga, kuid
on viimasest lihntsam. Moodustame kdigi selliste hulkaddgdau
mis ei sisalda iseennast. Tahistame selle hulga taliedgiisime
nidd, kasT sisaldab iseennast. Oletame, et sisald@be(T).

T definitsiooni jargi ¢ on selliste hulkade hulk, mis iseennast
ei sisalda) ei sad sel juhul iseennast sisaldad@ ¢ 7). Saime
vastuolu eeldusega, € € T. Oletame nilud vastupidi, €f ei
sisalda iseennastT(¢ T). Definitsiooni jargi peaks agd sel
juhul T-d sisaldama® € T), mis on vastuolus eeldusedga¢g T.
Seega saime vastuolu mdlemal véimalikul juhul.

Russelli paradoksi v8ib vaadata kui antiikajast tuttsedetaja
paradoksi modifikatsiooni. Russell pakkus lisaks vélja jargmise
modifikatsiooni. Kilas on habemeajaja, kes ajab kdigi eend
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kulaelanike habet, kes endal ise habet ei aja. Kisime nidsl, k
habemeajaja ajab endal habet.

Russell ja Whitehead osutasid, et hulgateooria paradoksid
ja vastuolud tekivad ndiaringi pdhimdttel ning otsisid andingi
véltimise meetoditPrincipia Mathematica'spakutud lahendus on
nn. lihtne tlpide teooriaigale objektile omistatakse teatud tllp
ja hulki saab moodustada ainult moodustatavast hulgashlaradt
tilpi hulkadest. Nii tekib thdpide hierarhia. Siis ei saakdagi
hulkade hulka Uldse moodustada.

Logitsistlike pdhimdtete optimistlike kandjatena ei asiid
Russell ja Whitehea®rincipia’s kordagi kusimust, mil viisil vdiks
nende ehitatud loogikasisteem olla piiratud vdi kas on afikm
tdestada selle siisteemi mittevastuolulisust ning uraadssst.

Formalism: Hilbert

Kahekimnenda sajandi esimese kolmandiku jooksul oli
David Hilbert (1862-1943) Saksamaa ehk k8ige mdjukam ma-
temaatik. Muuhulgas peetakse tema teeneks funktsiorsalan
lUUsi rajamist. Matemaatika ja loogika arengut mdojutasetagti
1900. aasta matemaatikakongressil Hilberti pakutud 2&ssase-
nilahendamata matemaatikaprobleemi loetelu: osa ninte{artob-
leemidest on praegusajaks lahendatud, osa probleemitte @D
naidatud, et Hilberti kujutatud lahendust ei saagi ollea psob-
leeme on siiani lahendamata.

Loogikuna soovis Hilbert nagu logitsistidki formalisedai ma-
temaatika alused range aksiomaatikana, millest saaksutgtada
kéik matemaatikateoreemid. Erinevalt logitsistidesttisaHilbert,
et matemaatilise métlemise objektideks on formaliseesgnkasu-
tatud sumboolika ja formaalselt esitatud vaited ise, natia selle
siimboolika kujutatav matemaatiline sisu, ja kuna mateikenati
ole looduslik objekt, siis ei saa matemaatikast mdeldatiteigi
abstraktsioonide ehk siimbolite siisteemist.

Sajandialgust matemaatika aluste kriisi, sh. paradoks#et
I[Bpmatuse mdiste kasitamisel puddis Hilbert lahendadgnjiel
viisil:
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1. Matemaatika alused tuleb esitada loogika keeles, range
aksiomaatikana.

2. Tuleb tBestada, et nimetatud aksiomaatika ei ole vastuol
line, s.t. temast ei ole vdimalik tuletada korraga mingit
vaidet A ja sellesama vdite eitustA.

Selle nn.Hilberti programmi taitmise korral oleksid matemaatika
aluste Gigsuse probleemid mdistagi lahendatud.

Hilberti printsiibiks matemaatika aksiomatiseerimisdi fini-
tism vastuolude puudumise tbestamise vdimalikkus eeldastkons
rueeritava aksiomaatika [8plikku, finiitset iseloomu,. stimboli-
tega ei lubatud tahistada I6pmatuid objekte. Lopmatus exdidtud
abstraktsioon: kdik tuletamissammud, kdik tdestused goaknid
pidid olema I6plikud. Vastasel korral ei oleks vdimalik teia
mittevastuolulisust usaldusvaarselt analldsida.

1920. aastal alustas Hilbert koos silmapaistvatest lapgik
test koosneva rahvusvahelise grupiga (Wilhelm Ackermaaul
Bernays, John von Neumann ja Jacques Herbrand) nimetatud
metamatemaatilise programmi taitmist. Algust tehti agitika
aksiomatiseerimisega Peano postulaatide baasil. 1925-t0@stas
Ackermann, et oluline alamhulk aritmeetikast on mittevaktline,
kuid terve aritmeetika jaoks ei suudetud tdestust leid8118astal
naitas Godel, et Hilberti programm on pdhimdétteliselt taosatu,
kuid Hilbert ise ei aktsepteerinud Goédeli resultaatiddistehega-
tiilvset tdhendust kunagi.

Intuitsionism: Brouwer ja Heyting

Kolmandat matemaatikale kindla vundamendi rajanud koulko
nimetatakseintuitsionismiks ehk konstruktivismiks Ulalloetletud
kolme koolkonna hulgast on just intuitsionismil oluline Hto
praegusaja loogikas, isedranis teoreetilise arvutitesghu seotud
osades. Praegusaja matemaatikute hulgas ei ole intistision
seevastu kuigi populaarne.

Ldhidalt ja robustselt 6eldes on intuitsionismi pohipsiigt
vdlistatud kolmanda reegli mittetunnustamine: intuitiso ei akt-
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septeeri klassikalise loogika reeglid Vi mitte-A” (A v —A) ega
sellega samavaarset eituse eitamise reeglit “mitte—ditten sama,
mis A” ((——A) & A).

Hollandi matemaatikud Luitzen Egbertus Jan Brouwer (1881-
1966) ja Arend Heyting (1898-1980) otsisid valjapaasu &ulg
teooria paradoksidest ndudmisega, et mingi matemaadbligekti
olemasolu tdestamiseks tuleb see objekt konstrueeridan&Bi
data, mil viisil tapselt seda objekti konstrueerida saaditdks ei
ole teada mingit meetodit k8igi hulkade hulga konstrueiseks,
jarelikult ei ole intuitsionisti seisukohalt sellise halgplemasolu
tbestatud. Samamoodi nduavad intuitsionistid, &£tvdi B” tdes-
tamiseks tuleb tdestada eraldi kasvdi B: Uldisest tdestusest, et
vahemalt Uks neist kehtib, ei piisa. Seetdttu ei aktsepintirit-
sionistid reeglitA v —A, sest uldjuhul pole ju teada, kas mingil
konkreetsel juhul on tdestatay vBi —A. Intuitsionistlik loogika ei
erine klassikalisest loogikast mitte ainult olemasoluitea ning
vOi- ja ja-tehete piiratuse poolest: jargmine klassikalise loogika
jaoks tdene ja ainult jareldustehet sisaldav vaide (nnrc€ei
reegel) ei ole intuitsionistlikult tbestatay(A = B) = A) = A.

Intuitsionismi filosoofiline tuum on abstraktsete platiste
tddede mitteaktsepteerimine: intuitsionisti jaoks on etddinult
see, mille jaoks on konstrueeritud tdestus. Sellest kakkoola
nimi — intuitsionism tahistab intuitiivselt selget ja arusaadavat
matemaatikat, vastandina naiteks Hilberti formalismile.

Harilikud loogikatehted saavad klassikalisest loogikagbpis
erineva tdhenduse. Naiteks on vaidev B klassikaliselt dige
siis, kui A vdi B vbBi mdlemad on 0Oiged, ning vaidd = B
on dige siis, kui kasA on vale vbi B on 0ige (vdi mdélemad
korraga). Intuitsionistlikult onA v B tBestatav (intuitsionistid ei
radgi abstraktsest digsusest) siis, kui kaydi B (v6i mdlemad)
on tBestatav(ad), ning me teame, milline neist on tGestataide
A = B on tdestatav siis, kui tbestusest saab alati konstrueerida
B tOestuse. Eitus—A on tdestatav siis, kuiA tdestusest saab
konstrueerida vastuolu.

Seni kuni on tegemist konkreetsete 16plike hulkadega, iaeer
intuitsionistlik matemaatika klassikalisest. Vahe telkdpmatute
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hulkade, naiteks taisarvude kasitlemisel. Klassikalsmika jargi

kehtib jargmine intuitsionistlikult mittekehtiv vaide:k& kahest,
kas igal arvul on omadus vdi on olemas arva, millel seda

omadust ei ole. Kuidas saaks suvalise omadBsgoks kindlaks

teha, kas igal arvul on see omad®® Ei kuidagi, sest arve on
[Bpmatult palju ja seetdttu ei ole pohimdtteliselt voirkakeid

kdiki kontrollida.

Intuitsionistliku koolkonna alguspunktiks on L. E. J. Bvoeri
1907. aastal iimunud ja oletatavasti Kantist méjutatudtoladis-
sertatsioon. Dissertatsiooni ilmumise jarel vottis Breunwette
mammutprojekti matemaatika Ulesehitamiseks intuitsitikest
printsiipidest, s.o. piirangutest l&htudes. Intuitsatiike tGestuste
leidmine on Uldjuhul keerulisem kui klassikaliste tGegtugeid-
mine, kuid sellegipoolest suutis Brouwer neid tdestusddeja
sel viisil naidata, et suur hulk olulist matemaatikat kehka
intuitsionistlikust vaatepunktist. Aastal 1918 avalda®Bver in-
tuitsionistliku hulgateooria, 1919 intuitsionistliku @dduteooria ja
1923 funktsiooniteooria.

Kuigi Brouwer rajas intuitsionistliku koolkonna ja ehitétes
suure hulga intuitsionistlikku matemaatikat, ei formedisnud
ta intuitsionistlikku loogikat Sellega sai 1930. aastal hakkama
Arend Heyting. Intuitsionistlik loogika on klassikalisgvaga
sarnane, erinevus on (konkreetsest esitusest soltuvatl) paaris
lisapiirangus ehk mdne klassikalise aksioomi keelamises.

Loogikute hulgas on intuitsionism olnud suur ja oluline koo
kond Brouwerist kuni tdnase paevani. Intuitsionismile anprak-
tilise rakendusliku vaartuse asjaolu, et mingi objektinmdesolu
intuitsionistlik tdestus annab alati algoritmi selle dijetege-
likuks konstrueerimiseks. Seetdttu saab intuitsiotistli loogikat
kasutada arvutiprogrammideutomaatseks stinteesimiseks

Formaalne slsteem: suntaks, reeglid ja semantika

Russell ja Whitehead nimetasitbogikaks muuhulgas nii hul-
gateooriat kui endaleiutatud tulbiteooriat. Loogika téhes oli
neil kdllaltki laialivalguv. Poola paritolu USA matemdaii ja
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loogiku Alfred Tarski (1902-1983) ning Saksa-Austria-U%ik-
soofi, loogilise positivisti Rudolf Carnapi (1891-1970)ddb tdid
udusesse pilti vajalikku selgust. Kuigi loogika tahendiswon
jatkuvalt Upris avar ja ka kitsamas mottes ei ole loogikudusjil
Uhel ndul, millist formaalset stisteemi vbib loogikaks niata ja
millist mitte, ollakse enam-vahem Uhel meelel, et iga fana
loogikaslisteem peab sisaldama kolme komponeiititaksit, tule-
tamisreegleid ja semantikat

e Slntakson reeglite slisteem, mis maarab loogika vaadelda-
vate vaidetekeele s.o0. milline vaide Uldse on nimetatud
loogika vaide ja milline mitte, s6ltumata t6esusest jataile
tavusest.

e Tuletamisreeglite slisteeam iga loogika kdige olulisem osa.
Reeglid jaotuvad eeldustetaksioomideksga juba tuletatud
vaidetestuute vaidete tuletamise reeglitekReeglite sus-
teem maarab, millised vaited on antud loogikas tuletatavad

s.0. “Biged”.

e Semantikaannab formaalsetele loogikavaidetele tdhenduse.
Formaalse loogikaststeemi semantika maarab kdigepealt,
missugust osa maailmast vaited kirjeldavad. Sageli vaadel
dakse seejuures mingit lihntsat matemaatilist slisteentgks
taisarve, kuna uUkskdik mida muud, kasvdi inimesi, saab ob-
jektide nummerdamise teel esitada téisarvudena. Seejarel
maaratakse loogika elementaarvaidete tdesustingimused a
tud maailmaosas. Ldpuks naidatakse, kuidas leida keerukat
vaidete tdesus komponentideks olevate elementaarvaidete
tbesusest. Seesugust kolmest komponendist koosnevat se-
mantikat nimetatakse antud loogikaudeliks

Tarski uuris 1920.—1930. aastatel keele, sh. loogika fatsea
keele — objektkeele — ja keelest kdnelemise keele — meta-
keele — vahekordi, pannes sellega aluse semantika ja rmideli
praegusaegsele kasitlusele. Muu hulgas naitas Tarskiheski
formaalses keeles endas ei ole vbimalik valjendada selde ke

1.2. Loogika ajalugu 41

lausete tdesust. Téepoolest, oletame, et mingi formaabet Joi-
maldab véljendada selle keele lausete tBesust. Siis sdks se
keeles kirja panna véite, mille sisu on jargmine: “See laose
vale”. Joudsime antiikajast tuttava valetaja paradoksiimetatud
lause ei saa olla ei tbene ega vaar.

Mistahes formaalse keele lausete tdesuse valjendamiskels t
appi votta nimetatud keelest valjendusrikkam formaalnel.ke

Aastatel 1915-1920 tbestasid Lowenheim ja Skolem
nn. Léwenheimi-Skolemi teoreemi, millele tlalpool saigukaud-
selt viidatud: semantikas kasutatava maailma osana pidaid
lintsalt taisarvude vaatlemisest. Teisisonu: Ukskdik kaerulise
ainevaldkonna kirjeldamiseks me mingit formaalset keelsuk
tame, objektide nummerdamise teel saab selle valdkonné ala
esitada taisarvudena. Teatavasti kasutatakse mateasagdikhul-
gateoorias taisarvude hulgast veel “suuremaid” |6pmatuitki;
selliste 16pmatute hulkade kdiki omadusi ei saagi Uheglikéip
keele vahenditega kirjeldada, s.t. nende struktuur void sbna
otseses mottes kirjeldamatult keeruline.

Taielikkus, mittetaielikkus ja Kurt Godel

Nagu Albert Einstein fllsikas nii on Austria-USA loogik Kur
Godel (1906—-1978) Uks vaheseid, keda vbib Ulepakkumisirieda
geeniuseks nimetada.

1930. aastal tbestas Godel, et kaasaegse loogika baaskeel,
Fregest lahtuv ja Russelli, Whiteheadi, Hilberti, Tardkientzeni
toodes kaasaegse kuju saanud esimest jarku predikaataront
taielik: iga tegelikult Gige vaide, mida saab predikaatarvutuses
kirja panna, on predikaatarvutuse formaalsete reeglitégsta-
tav. Siinkohal toetub bigsuse moiste Tarski rajatud seikearja
mudelite teoorial.

Esmapilgul tundub teoreem téielikkusest olevat vastugtg
mises 18igus vaadeldava teoreemiga formaalse aritmeatikiz-
taielikkusest, kuid see vastuolu on ainult nailine: prediarvutuse
keeles ei saa otseselt kirja panna matemaatilise indakiisjarint-
siipi, mis nd. loob ehk genereerib taisarvud koos ko&igi mend
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omadustega. Kdike, mida uldse kirja panna saab, saab telaa se
otseselt vOi kaudselt predikaatarvutuse vahenditegaartdide
kdigi omaduste hulka ei saa aga Uldse I6plikul viisil kirjanpa.

Godeli kdige kuulsam resultaat on varem mitmel korral mai-
nitud mittetaielikkuse teoreem, avaldatud 1931. aastalan®
aritmeetika postulaatide range aksiomatiseerimine aforaiaalse
teooria, millest ei saa tuletada koiki tegelikult tdeseitinaeetika-
vaiteid.

Toestuse alusidee on tuntud valetaja paradoks: kas vaige “M
praegu valetan” on tdene vOi mitte? Lihtne arutlus naitabses
ei saa olla kumbagi.

Koostame nlid sellise aritmeetilise vaie, mis utleb, et
seesamad ei ole tBestatav (see vaide ei Utle, &tei ole tdsi!).
Siis ei saa vaidel ise olla vale. Téepoolest, ki oleks vale, siis
A sisu kohaselt peakd olema tBestatav. Kuna me valesid vaiteid
tbestada ei saa, siis peabkiolema dige. KunaA on 08ige, peab
kehtima see, midai vaidab: A pole tGestatav. Tdepoolest, kdi
oleks tdestatav, siis olekd sisu (A ei ole tdestatav”) vale, see
on aga, nagu naidatud, vdimatu. Kokkuvottekspn Bige, aga ei
A egaA eitus pole tbestatavad.

Asjatoodud mitteformaalne arutlus muidugi veel aritrriegeti
mittetaielikkust ei tbesta. Godel kodeeris mittetdialikk tGesta-
miseks formaalse aksiomaatika aritmeetikasse. Nimeb &agu
nimetatud formaalse siUsteemi ja kbik vaited esitada aeitike
enda teoreemidena, s.t. teoreemidena taisarvude kolgga $m-
nestub kirja panna aritmeetikateoreedn mille sisuline tdhendus
formaalses slisteemis on, et seesama teorkanole aritmeetika
aksiomaatikast tdestatav.

Teoreem A on tegelikult tdene, aga kasutatud formaalsest
slisteemist endast teda tuletada ei saa, tarvis on lisad@oates
Nende lisamise korral ilmnevad uued tdesed, aga mittettzesid
teoreemid, mille tGestamiseks on tarvis jalle lisada uuksicm-
me jne. jne.

Sellest ndiliselt ainult aritmeetikasse puutuvast sifiditsst
teoreemist jareldub, et Ulhtegi piisavalt keerulist maistitist
slisteemi ei saa |6pliku hulga aksioomidega taielikult @iksi-
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tiseerida. Nii ei saa l6pliku aksiomaatika abil aksiomedisda
Uhtegi I6pmatust sisaldavat, piisavalt keerulist ststeeigu siis
tegemist matemaatilise voi matemaatikavélise siisteemiga

Mittetaielikkuse tdestamine andis sisuliselt surmahdditiderti
formalistlikule ja Russelli logitsistlikule kogu matentéa 16pliku
aksiomatiseerimise programmile ning kahandas |6ppkoédtes
matemaatikute huvi loogika vastu. Nii praktilisest kui kimgpofi-
lisest seisukohast tuleb mittetdielikkuse kasutamis$g¢uda siiski
ettevaatlikult. Esiteks on vaga suured ja huvipakkuvadnhldgad
matemaatikat ning matemaatikavéliseid slsteeme siigiikidt
aksiomatiseeritavad, s.t. loogika ja formaalne aksioikaakui
praktiline tddriist ei kaota sugugi oma tahtsust: lihtsalt saa
loota, et mingi 16plik hulk aksioome suudaks kirjeldada aibst-
selt kbike. Teiseks ei ole ndha fundamentaalset vahet g@nje
formaalse aksiomaatika teoreetiliste vdimaluste vahalinkmene
on piiratud, nii ruumis kui ajas 16plik ega suuda samuti kdik
kirjeldada ja lahendada. Inimese vdimaluste kohta Geklakdel,
et inimene suudab teha vigu ja saab just seepérast lahefitada
kéik milliseid probleeme; taringu lisamise teel saab karfaalse
slisteemi panna vigu tegema ning selline taringuga taieddat-
huslikke vigu tegev slsteem suudab samuti “lahendada’ahest
probleemi. Mis puutub inimese probleemilahendamise viigse
ja intuitsiooni, siis tuleb alati meeles pidada, et tegu Riupi
olla jumalikest sfaaridest lahtuva otsese abiga, vaid indnyust
paralleelprotsessorina to6tava inimaju tundmatute jdviestamata
protsessidega, mille nagu ka kivi kukkumise kohta ei saadgii
Oelda, et tegu on millegh priori loogikavalisega.

Godeli enda filosoofilised vaated kaldusid matemaatilidse p
tonismi: ta suhtus téisarvudesse kui objektidesse, misgalikult
olemas ning millel on kindlad omadused sbéltumata selless k
ja millises ulatuses me neid omadusi aksiomatiseeridagatata
suudame.

Predikaatarvutuse taielikkus ja aritmeetika ning kesemiate
susteemide mittetdielikkus on kull kdige kuulsamad, kuaddeltki
mitte ainsad 20. sajandi loogika fundamentaalsetest ¢etdest,
mille autoriks on Goédel. Oma elu jooksul jdudis Godel pdaé-
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rida aukartustaratava hulga artikleid ning kéasitleda pgaakdiki
loogikavaldkondi.

Automaadid, programmeerimine ning lahenduvus

Tuhandeid aastaid on lisaks sdrmedele kasutatud arvighatigs
arvutuspulki, arvelaudu jm. Selliseid abivahendeid ei saa
metadaarvutusmasinatekssest arvutamise meetodid pidid olema
ikkagi kasutaja peas. Esimesed mehhaanilised arvutusathigiu-
tati Euroopas 17. sajandil, tuntumad neist on Prantsuseofifo
Blaise Pascali litmise-lahutamise masin ning Leibnizisma mis
suutis ka korrutada, jagada ja ruutjuuri arvutada. 1822hitas
inglane Charles Babbage esimg@egrammeeritava arvutproto-
tilbi: Babbage'i masinale sai kasutaja anda vabalt ettéaueie,
mida mehhaaniliselt jargides jdudis masin soovitud tulsemil

Esimesi programmeeritavaid elektronarvuteid hakati agat
1930. aastate I6pus ja 1940. alguses nii Saksamaal, Iragism
kui ka USAs. Paar aastat varem oli loogikutel ja matematdlku
tekkinud aktiivne huvi arvutite programmeerimise ja algoide
ning nende uldise teooria vastu.

Teooria jaoks pole tegelikult té6tada suutvat arvutit vagee
sab abstraktselt kujutatavast arvutist, mis suudab tateamud
operatsioone. Sellised abstraktsed arvutid ja nende qmogee-
rimise teooria 16id teineteisest sbéltumatult ameeriklalienzo
Church (1903-1995) ja inglane Alan Turing (1912-1954)jéml
oli Turing ménda aega kull Churchi dpilane).

Aastatel 1935-1937 kirjutas Turing artikli, kus ta Kirjatd
vaga lihtsat abstraktset arvutit, nfiuringi masinat Arvuti koos-
nes I8putult pikast lindist (malu), kirjutavast-lugevasast ja seda
kirjutuspead juhtivat programmi sisaldavast tabelistrifigi veen-
dumuse kohaselt sai Turingi masinaga arvutada kdike sedasa
mida Ukskfik millise teistsuguse v&i suurema arvutiga: rkee
lisemat arvutit saab Turingi masin programmiliselt sineuida.
Tegu on niisiisuniversaalse arvutiganagu on universaalsed ka
tegelikult eksisteerivad arvutid.

Turingi eesmark oli uurida, mida Uldse p&himdtteliseltudada
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saab, ning mida ei saa ehk teisisdnu, missuguste lahencthest o
vate probleemide jaoks eksisteerib lahendanaigmritm. Selleks
piisas Turingi veendumust moédda Turingi masina kui unaaise
masina teoreetiliste vbimaluste uurimisest. Turing @gset tema
masinaga ei ole alati vbimalik otsustada, kas suvaline iaat
arvutuse keeles kirjutatud vaide on Gige ja seega predikadtise
reeglitest mehhaaniliselt tuletatav voi ei. Predikaatary ei ole
lahenduv Mittelahenduvus laieneb predikaatarvutuselt muidugi
kdigile susteemidele, mille kaudu saab predikaatarvusisiiada.
Predikaatarvutusest oluliselt lintsamad loogikasUstdern sageli
lahenduvad. Juba enne Turingit oli teada, et naiteks kialase
lausearvutus on lahenduv. On olemas algoritmid, mis swadiav
(kui neile piisavalt aega anda) iga lausearvutuse keelgstatiud
vaite kohta delda, kas see vaide on dige ja tuletatav voi egie
ole tuletatav.

Lahenduvuse takistuseks on vaited, migle tuletatavad ei
saa olla olemas algoritmi, mis suudaks mittetuletatavalikaat-
arvutuse vaite puhul alati Gigesti otsustada, et seda waitktada
ei saa ja otsingu vOib katki jatta. Tuletatavate vaideteupwya
suudab Turingi masin teoreetiliselt alati leida tuletub&uidugi
vOib mittetriviaalsete vaidete tuletuste leidmiseks kialusageli
rohkem aega kui universumil vanust.

1936. aastal esitas Alonzo Church minimaalsete vaherditeg
algoritmikirjutamis- ehk programmeerimiskeelambda-arvutuse
Lambda-arvutus erineb kardinaalselt Turingi masinastd kao-
reetiliselt on neil samasugused arvutamisvdimed: (ks dgede
algoritmiliselt simuleeritav. Churchi loodud lambda-aiws on
tanapaevafunktsionaalsete programmeerimiskeekellane, ning
tema teoreetiline tahtsus praegusaegses loogikas jaetitioss
arvutiteaduses on erinevalt Turingi masina omast vaga #na-
loogiliselt Turingiga téestas Church, et lambda-arvutabstraktse
masinaga ei ole vdimalik alati otsustada, kas suvaline daise
aritmeetika teoreem on formaalse aritmeetika reeglitekgtatav
vOi mitte.

Churchi nime mainitakse kdige sagedamini seo&#sirchi
teesiga Nimelt vaitis Church, et Uksk8ik millise algoritmi saab
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esitada lambda-arvutusega. Sellest teesist tuleneb,s&biltkmil-

lise algoritmi saab esitada ka Turingi masinaga voi iga ltege
kult kasutatava programmeerimiskeelega. Tuleb tahelengaat
Churchi tees ei ole teoreem ega ka kindlasti 6ige. Nimelt ei
ole vdimalik tapselt defineerida loomulikus keeles kaswmatstna
algoritm sisu, néiteks ei saa me kindlad olla, et Ghel hetkel ei leita
mingit uut ja hoopis eriskummalist, senitundmatut ja etjetama-

tut meetodit, mida siiski algoritmiliseks v8ib pidada. Sae kull
aarmiselt ebatdendone — siiamaani pole kellelgi tekkinbslst
soovi vdi voimalust Churchi teesi kuidagi kahtluse alladsea

Peale Churchi ja Turingi tegeles lahenduvuse problermegdik
veel paris palju loogikuid: probleemiklasside lahend@ usrimine
on 20. sajandi loogika klassikaline temaatika ning praejglis
tootatakse selle kallal aktiivselt. Ainult lahenduvuselpeemidega
tegelevat spetsiaalset uurimisvaldkonda nimetatakgeritmi- ehk
rekursiooniteooriaks

Uks suuremaid valdkondi loogikaga seotud lahenduvusenuuri
gutes on predikaatarvutuse lahenduvate ja mittelahetaktas-
side selgitamine. Nagu ©eldud, pole predikaatarvutusikiena
lahenduv. Kui aga predikaatarvutuse keelt sobivalt @iratbime
saada sellise piiratud vBimalustega slsteemi, mis on daken
Juba aastatel 1915-1919, s.t. enne Churchi teesi ja lahaeselu
tapse mdiste sissetoomist tdestasid Léwenheim ja Skoleduie
lubada predikaatarvutuses ainult objektide omadustete naiga
suhete kirjeldamist, s.0. kasutada ainult Uhekohalisidigeate,
siis selline loogikasiisteem on lahenduv.

Mis puutub loogika ja arvutiteaduse suhetesse, siis need on
marksa laiemad kui algoritmi- ja rekursiooniteooria peshhatika.
Viimane pakub peamist huvi loogikasiseselt ja filosooffliseaa-
tepunktist, praktilise arvutiteaduse seisukohalt on rdaeatuse
eri astmeid ja lahendamatuse struktuuri uurivad algor#oaria
sfaarid suhteliselt vdhem huvitavad. Iga probleemiklésséndata-
vuse/mittelahendatavuse probleem ise on arvutiteadwgs iski
vaga oluline, sest lahendatavuse tdestamine annab “kdoeaik-
tina” enamasti kaasa lahendusalgoritmi enda.
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Loogika ja analluutiline filosoofia

Analudtiline filosoofia tekkis sajandivahetuse Inglismeedktsioo-
nina seni domineerinud, Hegelilt parit idealismile. Alpaaijateks
peetakse filosoofe Bertrand Russelli ja George Edward Moore
(1873-1958). Russell nimetas oma vaatéibgiliseks atomis-
miksning need vaated kujunesid koosttds Wittgensteiniga wéma
varasemal tegevusperioodil.

Tanapéeva analltilise filosoofia kdige radikaalsemaks ja
ehk kdige moéjukamaks suunaks kujunes Hume'ist ja Russelli-
Whiteheadi loogikast inspireeritud loogilise positivisehk loo-
gilise empirismi koolkond. Vormiliselt pandi loogilise gitivismi
koolkonnale alus 1926. aastal Moritz Schlicki seminaridéigi
ulikoolis ning koolkond pdsis Viini ringi nimetuse all kuni
1938. aastani. Viini ringi olulise likmena v6ib nimetadaugtria-
USA semantikut ja filosoofi Rudolf Carnapit (1891-1970).

Loogilise positivismi peamiseks tulemuseks on filosoofia ku
sellise rolli muutumine. Loogilised positivistid ndudsiét filo-
soofia peab olema teaduslik ja keeruliste maailmapiltidemas
tuleb produtseerida selget motlemist. Kuigi suurem osadibfiat
seeparast veel eriti teaduslikuks ei muutunud, hakkasigétigm
tekkima teaduslikkust oluliseks pidavad koolkonnad. $elafia
taustsiisteem nihkus.

Viini ringiga tihedalt seotud Austria-Inglise filosoof Lwily
Wittgenstein (1889-1951) kirjutas onkaogilis-filosoofilises trak-
taadis (selle traktaadi uurimine oli Viini ringi algusaastate Uks
pdhitegevusi): “Filosoofia eesméark on mdotlemise loogilisel-
gitamine. Filosoofia on tegevus, mitte teooria. Filosoodiliteos
koosneb peamiselt selguse toomisest. Filosoofia tulemigsnpitte
hulk filosoofilisi vaiteid, vaid véidete selgus.”

Loogiliste positivistide olulisemad teesid kannavad enda
Russelli-Whiteheadi logitsistliku programmi vaimu (pgaeajal
on muidugi kerge nimetada seda programmi naiivoptimiskig)
ja Uldistavad selle universaalseks eesmargiks mujaldie pmate-
maatika:
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1. Motestatud tekst koosneb kas (a) loogika ja matemaatika ohvitserina rindel teenides kirjutas Wittgenstein markinamil-
formaalsetest vaidetest vbi (b) konkreetsete teaduskarud lest sai kokku 1921. aastal avaldatud liihike (75 lehekiilggn
fakte esitavatest lausetest. aarmiselt méjukas.oogilis-filosoofiline traktaat(Tractatus Logico-

Philosophicus Tractatuse ja kogu Wittgensteini loomingu pd-

2. Igasugusel fakti esitaval vaitel on sisu ainult siis, lun hiteema on keele ja véljendatavuse piirid: kuidas on védkmal

vOimalik 6elda, kuidas selle vaite kehtivust kontrollida. keele olemasolu; kuidas on véimalik teistele midagida miks
o . ) i nad 6eldustaru saava@ Wittgenstein rdhutaliractatuses keele

3. Metafuu5|llsed vaited, mis ei lange punktide 1 ja 2 alla, o piratust (“On asju, millest ei saa raakida”), kuid suhtumas

sisutud. tlemaara optimistlikult loogika keele vBimalustesse. ltéepaljus,

vaitis Wittgenstein, viib eksiteele; tarvis on otsida fantentaalset,
tapset, Uhist nimetajat. Keel ja 6eldavus piirfigactatuses enam-
vahem sellega, mida saab deldagika formaalses keeleMaailm

on analoogiliselt logitsistide arusaamagapriori korrastatud.

4. Kdik moraali, esteetikat ja religiooni kasitlevad vditen
mittekontrollitavad ja mottetud.

Niisiis oli loogiliste positivistide votmekisimuseks déte kont-

rollitavus ehk verifitseerimine Ajapikku selgus, et usaldusvaarne Tractatuse kirjutamise jarel IGpetas Wittgenstein ajutiselt fi-
verifitseerimine pole Uldjuhul vgimalik ei loodusteadistega losoofiaga tegelemise, t06tas aastaid kolkakula kookjmed,
sageli ka mitte matemaatikas (Godeli resultaadid mitsékiiu- seejarel aedniku ja arhitektina. 1929. aastal poordusgevititein
sest), ning loogiline positivism kaotas oma aktuaalse (aitte tagasi Cambridge’i, seekord Gppejouna, ning alustas 6o
ajaloolise) tahenduse. uuringuid, nn. hilise Wittgensteini perioodi. Wittgerisie hilist

perioodi kokkuvéttev teo$hilosophische Unterschunggi®hilo-

Loogiliste positivistide kolm pdhihuvi olid loogika, kegh . T . -
g POSTHVISY poniuvi ot gl g sophical Investigationsilmus 1953. aastal, parast Wittgensteini

taju. Russell alustas loogikaga, jatkas tajuprobleensidagdpetas

semantikauurijana; Carnap alustas tajust, jatkas sekagatija surma.. N . . . N
lpetas loogikuna. Kesksel kohal neist kolmest probleiewist I_nvestlgatlonsvotab maailma korrastat_use ning keele ja m_ot-
seisis keel ja keelefilosoofia. lemise tépsuse suhté@actatusega vastupidise hoiaku. Keele ja

motlemise mitmekesisuse taga ei ole universaalset Uhisttajat.
Keel on praktiline tooriist, mis tekib ja kannab tdhendusuh te-
gelikus kommunikatsiooniprotsessis. Wittgensteini lekméide on
sBnamang Ta veenab lugejat, et manguks nimetatavatel tegevustel
pole GUhist tuuma, pole mingit loogilist p&hjust, miks neidiki
just mangudeks nimetatakse, teisisdnu, loomuliku keelau séi
saa defineerida. Sdnade kasutus ongi sénade tahendus.eidfine
ei saa ka selliseid filosoofia jaoks fundamentaalseid sGrgu na
teadmine vaide reege] pobhjus jne. Mingi sdnaga tahistatavate
objektide Uhise essentsi asemel tuleb réékida nende peligiost
sarnasusest. “Mitterdagitavaid” asju pole.

Wittgensteini varase perioodi ideoloogia Uhtib oma pdailo
mult selleaegse loogika ideestiku ja Uhe universaalse dtgmi

Protsessi sajandivahetuse logitsistlikust optimismgjakiim-
nendate aastate nd. kiipsema suhtumiseni illustreerib Lhithig
Wittgensteini vaadete areng. Wittgensteini vaated ja iograotu-
vad selgelt kaheks perioodiks, kus pohikisimused jadvathlss,
kuid neile lahenemise teed, metoodika ja lootused muutuvad
kardinaalselt.

Mitmekilgselt andekas Wittgenstein alustas teadlasidar]
1908. aastal Manchesteri ulikoolis aeronautika Ulidpies hak-
kas aga varsti huvi tundma matemaatika aluste vastu. Russel
1903. aastal ilmunud raamadWlatemaatika pdhimébttedavaldas
talle siigavat moju ja 1911. aastal laks Wittgenstein Caighii,
kus tal Onnestus hakata Oppima Russelli juures. Hillem era-
kuna Norras todtades ja Esimese maailmasdja ajal suugiikiv
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ning aksiomaatika ootustega, mille abil saaks kdike ldgeh
ning aksiomatiseerida. Wittgensteini hiline periood hdaaksddeli
negatiivsete tulemuste jarel saabunud murranguga losigikeaa-
ilma lihtsa loogilise aluse lootus oli kadunud. Varane Wétistein
sobis logitsistide ning loogiliste positivistide progranip hiline
enam mitte: Bertrand Russell hindas korgdltactatust, kuid
suhtus negatiivselinvestigationgsse.

Logitsistika ja loogilise positivismi allakaigu jarel fatsid
loogika ja filosoofia vastasm@jud, kuid ilma seniste eksisesa.
Palju fundamentaalseid loogikaprobleeme ja teoreeme p&e+
seisvat filosoofilist huvi. Otsesed kokkupuutepunktid cogi&al ja
analldtilisel filosoofial endiselt keelefilosoofia pinnaliskoogika
oma kaugelearendatud teooriaga semantikast ja mudedgaxiab
matemaatiliselt tapset aarmust, andes filosoofiale seegdlaki
punkti, millele vajaduse korral toetuda. Uhist huvi pakdivaitte-
klassikalised loogikadlisaks intuitsionistlikule on neist olulisemad
modaalne, relevantne, lineaarne, episteemiline ja mdt@toonne
loogika), mis formaliseerivad spetsiaalset tllpi arutlus

Naiteks formaliseerib modaalloogika arutlusi, kus kasktse
voimalikkuse ja paratamatusemdisteid. Paratamatu on néiteks
vaide “2+ 2 = 4", vBimalik aga vaide “Prantsusmaa on vabariik”.
Voime ette kujutada maailma, kus viimane vaide ei kehti dnei
on ajaloos juba olnud), kuid ei suuda ette kujutada maailma,
kus esimene vaide ei kehti. 1950. aastate 16pul ehitas nemiaa
loogikale rangevdimalike maailmade semantikemeerika seman-
tik Saul Kripke. Richard Montague kasutas modaalset laaigik
loomuliku keele semantika analtiusiks (Montague gramradjik
katoliiklik loogik Bochenski aga religiooniprobleemidealitsiks.

Analudtilise tdesuse (s.o. loogiline tbesus laiemas mptte
kiisimused on ks olulisemaid filosoofilisi kiisimusi, raillurimise
juures on loogikal tahtis koht. Siinkohal tuleb mainida Mfid
Van Orman Quine’i (s. 1908) ja nrunktsionalistliku koolkonna
rajanud ja sellest hiljem lahti Gtelnud Hilary Putnami (€2)
nime, kes tegelevad nii puhta loogika kui ka filosoofiaga.

Quine’i ja Putnami seisukohalt ei ole analldtilistel ja em-
piirilistel vaidetel mingit fundamentaalset vahet. And#ilisteks
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nimetatakse vditeid, mille tdesus vdi mittetdesus tuletmimi-
liselt definitsioonidest, nagu véide “Onupoeg on meesso@st
matemaatikateoreemid. Empiiriliste vaidete t6evaartisils Umb-
ritsevast maailmast, tlupiliseks naiteks on siin fllsjkamuude
loodusteaduste vaited. Quine piliab seejuures naidatmaetd
saab pdhimotteliselt hakkama puhtalt loogikal baseerwsglega
ning intensionaalseid maaratlusinagu tdhendusja paratamatu
digsuspole teaduskeeles vaja kasutada.

Loogikaga on seotud ka Ameerika lingvisti Avram Noam
Chomsky (s. 1928) t66d ning kaudselt kogu strukturaalngvis:
tika.

Mahukaima koostoopinnase loogikale ja filosoofiale on vii-
maste kimnendite jooksul andnud tehisintellektiteaduskqgg-
nitiivsusteadus qognitive science Neis valdkondades uuritakse
informatsiooni esitamise ja vaimse tegevuse viise parktjisel
eesmargil, ehitamaks arvutiprogramme, mis suudaksidntdua
keerulisi, intellekti nGudvaid Ulesandeid. Selle uurithis kdigus
areneb samas ettekujutus inimese enda vaimsetest pioestss
Loogika jaoks on siin fundamentaalseks probleemiks igagsie,
tavaliselt ebakindlate ja umbmaaraste teadmiste esieaming
arutlemise juures kasutamine, introspektsioon, komnaigi&o-
niprobleemid ja eksitustest ning vaarinformatsiooniskkireud
segadustest llesaamine.
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2. Loogika pohim0oisted

Armastus ja loogika on kaks asja, mis hoiavad maa-
ilma koos.

— Linnar Priimégi, “Ars et vita”, Eesti Televisioon,
1995

2.1. Pohilised loogikaseadused

Iga loogilise teooria aluseks on pdhitded. Niisuguseidstiaesid
nimetatakse loogikaseadusteks.
Samasusseadusn Uks tdhtsamaid formaalloogilisi seadusi:

e Mitte Uhegi lause sisu ei muutu arutluse kaigus.
pop.

S.t. lause on alati ja igal pool iseendaga identne.

llIma samasusseaduseta ei ole arutluste digsust prdktilenalik
kontrollida.
Vasturadkivusseadusaidab, et

e Ukski lause ei saa olla iseendaga vastuolus.

—(p & —p).
S.t. lause ei saa olla korraga tbene ja vaar.
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Me ei saa lubada, et arutlus sisaldab vaiteid, mis on omévahe
vastuolus.

Kui soovitakse mingit mottekaiku kritiseerida, siis vitdkse
tavaliselt selles méttekaigus esinevatele vaidetele,omigastuolus
Uldtuntud tddedega vb6i mdttekaigu osadega.

Vasturaakivusi sisaldav arutlus ei saa olla korrektne t\/aa-
kivusseadus ei luba néiteks sellist olukorda, kus samaleggab
vihma ega saja vihma.

Moned vanakreeka filosoofid vaitsid, et tdeseid ja vaaraid
lauseid ei ole lldse olemas. Aristoteles sGnastas neitekamluks
valistatud kolmanda seaduse

e lga lause on kas tdene voi vaar, kolmandat vBimalust ei ole.

pV —p.
S.t. Ei saa olla olukorda, kus ei lause ega selle eitus pole
tbene.

Neid vaartusi, mida laused vdivad omandada, nimetatdése
vaartusteks Valistatud kolmanda seadus véaidab, et lausetel on
ainult kaks tdevaartustdenevdi vaar. Sellisel juhul on tegemist
klassikalise kahevalentse loogikaga.

Valistatud kolmanda seadus vdimaldab vaatluse alt vatja ja
sellised arutluste osad, mis ei ole ei tdesed ega vaaradekdai
voib tuua hadd- ja kusilaused:

Milline ilm on tana?
Tore!

Valistatud kolmanda seadust kasutatakse sageli vasiigéit
tbestamisel: me eeldame, et kehtib vaadeldava véite edus |
tuletame sellest vastuolu; jarelikult peab vaide olemaebe

Killaldase aluse seadustrmuleeris saksa filosoof Gottfried
Wilhelm Leibniz:

e Uhtki lauset ei saa pidada tdeseks ega vaaraks ilma kiillal-
dase aluseta.
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Killaldase aluse seadust kasutatakse nditeks kohtugaaktMe
ei saa Oelda, et inimene on mingis kuritdds suudi, kui meilei
Uhtegi seda kinnitavat fakti. Inimese digeksmoistmiseksle aga
vaja mingeid téendeid. Selles mottes ei kasutata kullalddase
seadust kohtutes simmeetriliselt.

Klllaldase aluse seadus nduab oma vaidete pohjendamist. Na
teks matemaatikud peavad pdhjendatuks ainult tbestatitdidia
Kullaldase aluse seadus on mingil maaral vastuolus vélistiol-
manda seadusega, kuna vastuvaiteline (kaudne) tbestasvitsd
vaidet klllaldaselt pdhjendada.

2.2. Vasturdakivus ja mittevasturadkivus

Loogika uurib lauseid (vaiteid) ja nendevahelisi seoseialsete
hulga korral huvitab meid kisimus, kas vaited on omavahel
kooskdlas voi mitte.

Definitsioon 2.1. Lausete hulk ommittevasturaakivehk kooskdla-
line < selle hulga kdik laused saavad olla korraga tdésed.

Vastasel juhul nimetatakse lausete hulkasturddkivaksehk
vastuoluliseks.

Vaatame jargmist lausete hulka:

Igauliks, kellele Mari naeratab, on Marist sisse
vOetud.

Mari ei naerata.
Juri on Marisse armunud.

Need laused saavad olla samaaegselt tdesed. Kujutameksnaite
ette, et Juri on Marisse kdrvuni armunud. Mari on aga tGséest
tal on ka teine kavaler ja ta ei tea veel, kumma kasuks otdasta

1Stmbolit < loetakse “siis ja ainult siis, kui” vdi “parajasti siis, Kui
Selle simboli kasutamine muudab uute mdistete defineerimisgavamaks.
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Kui aga Mari [6puks Jirile naeratab, siis on selge, et Jurvesl
rohkem Marist sisse voetud.
Kui me aga lisame vaadeldavale lausete hulgale lause

Mari naeratab Jurile,

siis on tulemuseks vasturaédkiv lausete hulk. See ei ole ijnalik,
et Mari on samaaegselt tbsine ja naeratab Jurile. Ka laused

Eesti ja Venemaa piiriks on Tartu rahuga
maaratud piir;

Eesti ja Venemaa piiriks on riikidevaheline
ajutine kontrolljoon

on vasturaakivad, kuna nad on vastuolus samasusseadusega.

2.3. Arutlus ja jareldus
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Vaatleme tekstildiku

Kui Maril on hea tuju, siis on Jiri 6nnelik.
Maril on tana hea tuju. Jarelikult on Jiri tana
oma Onne tipus.

See on tuupiline tdestus, kus kaks esimest lauset p&hjaddais
mast lauset. Jarelduse aratundmist lihtsustdtmesona jarelikult
kasutamine.

Jarelduse kindlakstegemine ei tarvitse alati olla nii néht
Ent kui jareldus on leitud, siis saab arutluse esitadadardkujul
milleks on tabel, kus joone kohal on eeldused ja joone adiigéus.
Meie naitearutluse ks vdimalikest standardkujudest dimse

Maril on téana hea tuju.
Kui Maril on hea tuju, siis on Juri dnnelik.

Jari on tdna oma 6nne tipus.

Ulesanded

Suulises ja kirjalikus tekstis on tihti 16igud, kus midagbhjen-
datakse. Meil on vaja selgitada oma pdhimdtteid teistelie kad
lihtsalt iseendale. Selline selgitus sisaldab peale tsgdyia print-

1. Leidke raamatutest ja ajalehtedest arutlusi ning markige neis &ara
eeldused ja jareldus. Puudke hinnata, kas tegemist on deduktiivsete
vOi induktiivsete jareldustega. Kas argumenteerivat mdtlemisvormi

siibi ka eeldusi, millele me selgituses otse voi kaudsedinieme.
Naiteks saab jaatise séomist pdhjendada vaitega

Ma pean jaatist sbbéma, sest jaatise s6omine
mdjub héasti minu ndonahale.

Eraldades selgitusest kojlreldusepdhjendamiseks vajalikud lau-
sed, saame abstraktse konstruktsiooni, mida nimetataksieiseks
e. mottekaiguks.

Definitsioon 2.2. Arutlus (vdi argumentvdi tbestuy on lausete
hulk, milles Uks lause on valitud kyéreldus ja Ulejgénud laused
on selle lauseeeldusteks

kasutatakse sageli?

2.4. Arutluste kehtivus ja korrektsus

Kuidas otsustada, kas arutluse eeldused p&hjendavadygreldi
mitte?

Definitsioon 2.3. Arutlus kehtib < ei ole v@imalik, et tema
eeldused on tbesed ja jareldus on vaar.

Tahistades arutluse eelduste loetelu tdhéyga jarelduse
tdhegap, paneme arutluse kehtivuse lthidalt kirja kujul

F'Ep
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ning Utleme, et eelduste hulgdstjareldub loogiliseltlause p.

Eelmises punktis toodud arutlus kehtib. Selles veendksise
oletame, et vaadeldava arutluse eeldused on tdesed. SNsaph
tdna hea tuju. Teisest eeldusest jareldub, et Juri on ténaliBn
See aga tahendab, et jareldus ei saa olla vaar.

Vasturaakivate eeldustega arutlus on alati kehtiv, se$ po
voimalik, et tema eeldused on korraga tBesed. Vasturédikiva
naiteks arutluse

Tallinn on Eesti Vabariigi pealinn.
Tallinn ei ole Eesti Vabariigi pealinn.

Tartu asub Soome lahe pdhjakaldal.
eeldused. Jarelikult see arutlus kehtib.

Ulesanded

1. *** Selgitage, miks me ei sdnastanud arutluse kehtivuse definit-
siooni kujul

e Arutlus kehtib< kui arutluse eeldused on téesed, siis on ka
tema jareldus tdene.

Arutluse kehtivus valjendab eelduste ja jarelduse losiili
seost. Arutluse tegeliku paikapidavuse hindamiseks ktskde
korrektsuse madistet.

Definitsioon 2.4. Arutlus on korrektne < ta on kehtiv ja koik
tema eeldused on tdesed.

Korrektse arutluse jareldus on tdene. Naiteks arutlus

Tallinn on Eesti Vabariigi pealinn.
Eesti Vabariigi pealinn asub Eesti péhjaosas.

Tallinn asub Eesti p6hjaosas.

on korrektne, sest tema moélemad eelduslaused on tdesgohidér
arutlus ei ole aga korrektne, kuigi kdik tema vaited on tdese
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Tallinn on Eesti Vabariigi pealinn.
Eesti Vabariigi pealinn asub Eesti p6hjaosas.
Tartu ei ole Eesti pealinn.

Tallinn asub Tartust pdhja pool.

See, et Tartu ei ole Eesti pealinn, ei péhjenda piisavala,set
Tallinn asub Tartust p&hja pool.

2.5. Lausete loogiline tbesus ja vaarus

Uksikuid lauseid voib jagada tdesteks, vaaradeks ja kgetitse-
teks.

Definitsioon 2.5.

e Lause onloogiliselt tdene(e. samaselt tdeney ei ole
vBimalik, et lause on vaar.

e Lause onloogiliselt vaar (e. samaselt vaarxs> ei ole
vBimalik, et lause on tdene.

e KOoiki Ulejadanud lauseid nimetataks®ntingentseteks

Loogikuid huvitavad kdige rohkem loogiliselt téesed ladlise
sest need on vankumatud tbed. On selge, et loogiliselt tdese
lause eitus on alati loogiliselt vaar. Kehtib ka vastupédivéide:
loogiliselt vaara lause eitus on loogiliselt tdene. Enatauseid on
siiski kontingentsed ja nende tdesus sOltub kontekstigatl¥me
lauseid

Elu on elu.
Toopaev kestab reedel kella poole viieni.

Juri on ja ei ole mees.

Esimene lause on samasusseaduse pdhjal loogiliselt t@&ema (
ta ei saa olla vaar). Teine lause on kontingentne, sest ta voi
olla mingis kontekstis tdene, mingis teises kontekstis wadar.
Viimane lause on aga vasturdaékivusseaduse pohjal loslgitigar.
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2.6. Lausete ekvivalentsus

Kahe lause korral saab raakida nende samavaarsusest.

Definitsioon 2.6. Kaks lauset onloogiliselt ekvivalentseds ei
ole vBimalik, et Uks lausetest on tdene ja teine vaar.

Loogiliselt ekvivalentsed on néaiteks laused:

Paike paistab ja linnud laulavad.
Linnud laulavad ja paike paistab.
Jargmiste lausete korral vdib ette kujutada olukorda, kks U
lausetest on tBene ja teine vaar:
Karu magab talveund.
Karule meeldib magada.

Naiteks vdib karu magada vastu tahtmist. Jarelikult ei seia n
lauseid lugeda loogiliselt ekvivalentseteks.

Teiselt poolt on aga kdik loogiliselt tbesed laused omavahe
ekvivalentsed.

2.7. Matemaatilised seosed

Naitame, et lausetevahelised tahtsamad loogilised sesaat)
avaldada vasturaakivuse omaduse kaudu.

Tahistagu
F'Ep

lause p loogilist jareldumist lausete hulgast,

PEq
lauseq loogilist jareldumist lausesp,

= p,
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lause p loogilist tdesust,
P=4q
lausetep ja g loogilist ekvivalentsust ja siimbol

&
valjendit “parajasti siis, kui".

Lause 2.7.Lausete hulgast jareldub loogiliselt lausep < hulk
' U {—=p} on vasturdakiv.

Toestus. =. I' = p tdhendab, et kul’ laused on tdesed, siis ei
saap olla vaar. Jarelikult ei saa kdik hulgau {—p} laused olla
tbesed, sest kui' laused on tbesed, siis oap vaar.

«. Oletame, et hulkl' U {—p} on vasturaakiv. Kui koikI"
laused on tdesed, siis ei sa@ olla tbene, s.tp ei saa olla vaar.
Seega kehtill” = p. O

Lause 2.8.

a) Lausedp ja ¢ on loogiliselt ekvivalentseds p = ¢ ja
q = p.

b) Laused p ja ¢ on loogiliselt ekvivalentseds hulgad
{p,—q)} ja {—p, ¢} on vasturdakivad.

Tdestus. Punkt b jareldub eelmise lause p&hjal punktist a. Tdes-
tame punkti a.

=. Olgu lausedp ja ¢ loogiliselt ekvivalentsedp = ¢. See
tahendab, et nende lausete tdevaartused ei saa olla erinéua
Uks lausetesip ja ¢ on tbene, siis ei saa teine lause olla vaar.
Jarelikult p =g¢g jag E p.

<. Olgu p E ¢ ja g = p. See tdhendab, et kyi on tBene,
siis ei saag olla vaar ja vastupidi. Jarelikult ei saa lausetga ¢
tbevaartused olla erinevad ning kehpb= g. O

Lause 2.9.Lause p on loogiliselt tdenes hulk {—p} on vastu-
radkiv. Lausep on loogiliselt vdar < hulk {p} on vasturdakiv.
Lause p on kontingentnes mitte kumbki hulkadestp} ja {—p}
ei ole vasturdakiv.
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Toestus. Tdestame esimese lause. Ulejaanud tbestused jatame
lugejale (Ulesanded 2.7.1 ja 2.7.2).

=. Olgu = p. Seega ei sa@ olla vdar ning—p ei saa olla
tdene. Jarelikult on hulk—p} vasturaakiv.

<. Olgu hulk {—p} vasturaakiv. Siis ei saap olla tdene
ning p ei saa olla vaar. Jarelikult kehtie p. O

Analoogiliselt saab ndaidata, et lausete vahelised pédilis
loogilised seosed saab taandada teatavate keerukamatetelau
loogilisele tBesusele. Selleks on aga vaja eelnevalt sigsa
lausearvutuse tehted.

Ulesanded
1. Tdestage lauses 2.9 vaide loogilise vaaruse kohta.
2. TOestage lauses 2.9 véaide kontingentsuse kohta.

3. Thestage, et vasturdakivast lausete hulgast saab moodustada kehtiva
arutluse, valides jarelduseks suvalise selles esineva lause eituse.

2.8. Ulesanded

1. Viige tekstildigud arutluse standardkujule:

(a) Ei saa olla tihjust; sest see, mis on tiuhi, pole midagi, ja
mis pole midagi, see ei saa oll@Melissus)

(b) Esimese inimese sinnitasid mingid teised olendid; sest tei-
sed olendid hakkavad ennast varsti ise hooldama ning ai-
nult inimene vajab pikaajalist hooldamist. Seega poleks
esimene inimene ellu jd&nud, kui see oleks olnud tema
esialgne eluvorm(Anaximenes)

3. Lausearvutus

Milli laused on notked, toelised stintaksiimed, nad
on plastilised, neisse nidib mahtuvat kogu inimkoge-
mus, kuid ka sellel osal, mis ei mahu, pole viljas-
pool sénaringi halb olla.

— Toomas Raudam

Arutlusi on vbimalik mitmeti analitsida. Kdige lihtsamaksoo-
duseks on arutluskaigu jaotamine propositsioonidekkueseteks
Propositsioonidest saab omakorda eraldada osalausegilighsel
analuusil péhinebkiausearvutus mida nimetatakse vahel ka lau-
seloogikaks vdi Boole'i loogikaks. Inglise loogik Georgendte
(1815-1864) kirjeldas eelmisel sajandil lausearvutubé @oole’i
algebra) matemaatilisi omadusi. Sellega viis ta arutlastellsi
kvalitatiivselt uuele tasemele.

Koigi inimarutluste anallldsimiseks ei piisa tavaliseladdika-
lisest lausearvutusest ning appi tuleb votta kas predikaatus
vOi mitteklassikaline loogika. Lausearvutuse tehted oa laginud
laialdast kasutamist arvutite konstrueerimisel ja tar&kvaomisel.

3.1. Lausete analuis

Me kasitlemelauset e. propositsiooni kui otsustuse (vaite, motte)
valjendusvormi. Iga lause on kas tdene voi vaar.

Tavaliselt saab arutlust jaotada lihtsamateks lauseteiliite
omavahelised seosed maaravad arutluse kehtivuse. Naitettss
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Jiri dpib téana vdi ta kukub homme eksamil Iabi.
Jiri ei Opi tana.

Juri kukub homme eksamil labi.
koosneb lausetest

1. Juri dpib tana.

2. Juri kukub homme eksamil labi.

3. Juri ei Opi tana.

4. Juri Opib tdna voi ta kukub homme eksamil [&bi.

Nende lausete vdrdlemisel selgub, et kolmas lause on esimes
lause eitus. Neljas lause on aga saadud kahe esimese lause
Uhendamisel sidesdnagai. Nii moodustuvad lausete vahelised
loogilised seosed

Neist lausetest saab analoogiliselt moodustada ka teisesk

Juri kukub labi,sestta ei 0pi.

Juri ei Opi, kuid ta ei kuku labi.

Kui Jari 6pib, siis ta ei kuku labi.
Juri kukub [&bi,kui ta ei dpi.

Juri Opib ja ta kukub I&bi.

Juri kukub labiisegi siis, kuita &pib.

Niisugused seosed on uldjuhul loogilised. Lausearvutessts
korral maaravad osalausete tBevaartugagblikult kogu lause
tbevaartuse, osalausete konkreetne sisu ei ole aga tSkefisel
juhul Gtlevad matemaatikud, et lause tdevaartus on tenaussde
tbevaartustdunktsioon

Definitsioon 3.1. Lausearvutuse tehtekémetatakse niisugust lau-
setes kasutatavat seost, mille tdevaartus on tema osalaidse
vaartuste funktsioon (ehBoole’i funktsiooi.
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Vaatleme naiteks lauseid

Juri 6pib voi Juri vaatab televiisorit.
Juri 6pib ja JUri vaatab televiisorit.
Jiri ei opi.
Tahistades t6evaartus@enetahegar ja tdevaartusevaar tahegav

saame nendes lausetes kasutatavate seoste vaartusedatelrine
osalausete tdevaartustel esitada tabelitena:

ja, ) =t voi(1,1) =t ei()=v
ja@v)y=v voi(t,v) =t ei(v)=t
aw,t)y=v voi (v, )=t
ja(,v)=v voi (v, v)=v

Matemaatilises mottes on seoste tabelid Boole'i funkiside
graafikud. Seos¢a pdhjal moodustatud lause on tbene ainult siis,
kui tema mdlemad osalaused on tdesed, s.t. Juri 6pib jalvaata
televiisorit korraga. Seogdi on aga tdene, kui vahemalt Uks tema
osalausetest on tdene. Sees muudab tBese lause vaaraks ja
vastupidi.

Lausetes esinevad tihti ka seosed, mida ei saa kirjeldada
Boole'i funktsioonidega. Selliste seoste korral ei ole malik
selgitada, kuidas osalausete tdevaartused maaravad leagpe |
tbevaartuse. Me ei oska naiteks maarata lause

Neljapdeval oli maavarinsestKuu ja Paike
olid Uhel joonel

tbevaartust, kuna on raske otsustada, kas lause teine pPbel p
jendab piisavalt tema esimest poolt vdi mitte.
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3.2. Lausearvutuse tehted

3.2.1. Konjunktsioon

Seostja nimetatakse lauseloogilisel kasutamig&ehjunktsiooniks
Konjunktsioonil on osalausete samadel tdevaartustel sdata toe-
vaartus. Soltuvalt kontekstist tdhistatakse konjunkisicerinevate
siimbolitega. Levinumad tahistused on
p & g (ampersand)
P NG,
p - q (punkt),
p and g,
kus p ja ¢ on suvalised (osa)laused.
Konjunktsiooni sisaldavad néiteks laused
Juari 6pib ja Mari dpib.
Juri dpib. Mari 6pib.
Juri ja Mari dpivad.
Juri dpib, kuid ka Mari dpib.
Antud juhtudel nimetatakséonjunktsiooniksnii lauses esinevat

loogilist seost kui ka lauset ennast. Konjunktsiooni siaeh lause
saab alati Umber sGnastada, kasutades séiost. kui ka

Nii Jari 6pib kui ka Mari Opib.
Laused
Jiri ja Mari 6pivad koos.
1 ja 1 annavad kokku 2

ei sisalda aga konjunktsiooni, sest neid lauseid ei sadsedell
Umber sbnastada.

Lausearvutuse seoseid on mugav kirjeldabievaartustabelite
abil, mis meenutavad jalle funktsioonide graafikuid:
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Jiri dpib  Mari dpib | Juri 6pib & Mari dpib
t t t
t v v
v t v
v v v
3.2.2. Eitus

Sénad ei, pole ja mitte viitavad lauses harilikulteituseseosele
Eitus esineb naiteks lausetes

Juri ei Opi tana.
Jiri pole mitte midagi dppinud.
Ma ei saa mitte midagi aru.
Eitust tahistatakse tavaliselt siimbolitega
—p,
~p (tilde),
P (Ulakriips),
not p

ja tema tBevaartustabel naeb vélja niimoodi:

p|p
t v
v t

3.2.3. Disjunktsioon

Disjunktsiooni tunneb lausetes ara sidestnadd@ ja ehk jargi.
Disjunktsioon esineb naiteks lauses
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Jari dpib voi Juri
Disjunktsiooni sisaldava lause

vaatab televiisorit.
saab Umber sGnastadanadkigul

Kas Juri dpib v&i Juri vaatab televiisorit voi
ta teeb mdlemat tegevust korraga.

Disjunktsiooni tahistatakse stimbolitega

pVvgq,
porgq
ning ta on on vaar ainult siis, kui tema mdlemad osalaused on

vaarad:

vt

v v

pVvVyq
t

t
t

v

Sonavoi kasutatakse tekstis ka valistavas tahenduses. Naiteks

lauses

Sa s606d kodik ara

vOi sa saad karistada

peetakse silmas ainult iihe mainitud tegevuse vdimalikkust
Valistav disjunktsioor(ehk mitteekvivalents) on vaar ka juhul,

kui tema moélemad osalaused

P 9
t t

t v
vt

v v

on toesed:

pVq
v

t
t

v

ja seda tahistatakse arvutiprogrammides

p Xor g. (exclusive oy
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Valistava disjunktsiooni tehet kasutatakse nditeks agraafikas
esemete liikkumise kujutamiseks.

Vélistava disjunktsiooni tdevaartustabeli saab konstrida ka
hariliku disjunktsiooni, konjunktsiooni ja eituse tehethil:

S K|SVK S&K —(S&K) (SVK)&—-(S&K)
t ot t t v v
) t v t t
v ot t v t t
v v v v t v

Jérelikult on laused
S xor K
ja
(SVK)&—(S& K)
lausearvutuse seisukohast sama tahendusega ning nentisi Boo
funktsioonid langevad kokku:
Sxor K=(SVK)&—(S&K).

Tdlkides need valemid tagasi eesti keelde, saame aga laused

Tdsi onnii see, et sa s66d kbik aradi sa

saad karistadakui ka see, etpole dige, et sa

s66d kdik araja sind karistatakse.

On kaks vOimalust: s&as so60d koik aravoi
sa saad karistada.

3.2.4. Implikatsioon

Implikatsioon vaidab, et Uks tema osalausetest on tema teis
osalause eeltingimusek#mplikatsioonitehtetunneb lausetest ara
valjendi kui ... siisvdi sellega samavaarse seose jargi. Implikat-
sioon esineb naiteks lauses
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Kui praegu on kevad, siis vahetult enne seda
oli talv.

Selle lause saab eesti keeles kirjutada ka lihntsamal kujul:

Kevadele eelneb talv.
Implikatsiooni tahistatakse harilikult simbolitega

p O g (hobuseraud)
p — q (nool),

p = ¢ (jareldumine)
if p theng.

Implikatsioon on vaar ainult siis, kui temeelduson tdene ja
jareldus on vaar:

P 9|pP>O4q
t ot t
r v v
v ot t
v v t

Implikatsiooni korral tuleb tédhele panna, et ta on tdene Waul

kui tema eeldus on vaar. Vaadeldes meie naitelauset paneme

téhele, et see on tbene ka siis, kui parasjagu ei ole kevad. En
asendades selles “talve” “sligisega”, saame lause

Kui praegu on kevad, siis vahetult enne seda
oli sugis,
mis vaara eelduse korral on vaar.

Eesti keeles kasutatakse sonapaii... siissageli ka teistes
tdhendustes. Naiteks lauses

Kui Toomas teeb hoolsalt trenni, siis Peeter
tegeleb rohkem ajaviitmisega

on tegemist pigem konjunktsiooniga. Me ei ole vahel mingisse
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implikatiivse tblgendamisega ndus ka sellepérast, ek ssllose
eeldus on vaar. Méned inimesed loevad naiteks lauset

Juhul kui Pariis on Inglismaa pealinn, olen

mina Eesti president
vaaraks, kuna nad ei saa kunagi Eesti presidendiks. Nigugu
tingimuslik seos ei tarvitse aga olla lausearvutugiiendatay s.t.
sellisele seosele ei tarvitse vastata mitte tikski Boolaikisioon.

Implikatsiooni saab avaldada eelmiste lausearvutuseteehe
kaudu kas kujul

pogqg="pVg
Yol
p2qg=—(p&—q).
Viimane valem vaidab, et ei ole vdimalik situatsioon, kusplim
katsiooni eeldus on tdene ja jareldus on vaar.

3.2.5. Ekvivalents

Ekvivalentsiseoskasutatakse loomulikus keeles vahe, matemaati-
kas aga laialdaselt. Ekvivalentsiseosele viitavad teksiljendid

e siis ja ainult siis, kui
e parajasti siis, kui

vOi lihtsalt mdlemapoolset jareldumist tahistav stimksl Ekvi-
valentsi saab kasutada mdistete defineerimiseks. Tigigksiva-
lentsiga on tegemist naiteks definitsioonis

Ristkulik on ruut< tema kiljed on vérdsed.

Definitsioonidesei kasutata tavaliselt ekvivalentsiseose kee-
lelisi vasteid, vaid lugeja peab ise taipama, millal on teipt
definitsiooniga, millal mitte. Naiteks lauset

Ruut on ristkulik, mille kiljed on vérdsed

vOib vaadelda kui ruudu definitsiooni. Matemaatikud daliad
kasutadadefinitsioonideskokkulepitud keelekonstruktsioone:
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Me (tleme et ristkilik on ruut, kui tema Ulesanded

kiljed on vdrdsed. 1. Tahistagu

Ruuduksnimetatakseristkilikut, mille kiljed A — Sajab vihma E — On suvi

on vordsed. B — Sajab lund F — On talv
Tahtis on see, et me ei defineeriks mdistet liiga laialt digm | C — Sajab rahet G — On kilm
kitsalt. Naiteks ei sobi antud juhul sénastus D — Sajab H — On soe

. ) . Kirjutada valemite abil:
Ruut on nelinurk, mille kiljed on v&rdsed,

sest selle jargi oleks ka romb ruut.
Ekvivalentsi téhistatakse stimbolitega

(a) Sajab vihma ja kilmetab.
(b) Sajab vihma v&i lund ja on kilm.
(c) Sajab vihma, kuid ei saja lund.

p = q (ekvivalents) (d) Kui kilmetab, siis sajab lund.

p ~ q (sarnasus) (e) Ei saja vihma ega lund.
P <4q, (f) Kui sajab lund, siis on talv.
p < g (vastastikune jarelduming) (9) lga sadu on vihmasadu, lumesadu v&i rahesadu.
p iff g (if and only if) (h) Kui sajab vihma, siis ei saja lund ja on suvi.
ning ta on tdene ainult siis, kui tema osalausetel on samad (i) Kui on kulm Vi sajab lund, siis ei saja vihma.
tbevaartused: (i) Suvel ei saja korraga vihma ja rahet.
P q9|P=q (k) Suvel sajab vihma voi rahet, talvel lund.
t t t 2. Lugeda, kasutades eelmise tlesande tahistusi:
) v (&) EV F D> D;
v ot v (b)) DODB&FVA&E;
v v t (c) E&G&DDC,
, . . . . C , (d) E& B D G;
Ekvivalentsi saab avaldada nii implikatsiooni kui ka kot
siooni, disjunktsiooni ja eituse kaudu: (€) F& H& DD A.
3. Naidake, et implikatsiooni saab avaldada eituse ja konjunktsiooni
p=q=((p>q &> p), kaudu:
p=q=pP&q)V(=p&—q), @ pog=-pvg:
s.t. laused on ekvivalentsed, kui nad jarelduvad vastastilei- (b) pOg=—(p&—9q).

neteisest, véi nad on samaaegselt tdesed vdi samaaegsdrdtva
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4. Naidake, et ekvivalentsi saab avaldada kujul
@ p=qg=pP>D9&(4Dp);
b) p=g=((p&q) Vv (—=p&—q).

5. **Matemaatikud nimetavad véitep < ¢ tdestamisel tdestuse
p = q osatarvilikkuseksja tdestusep < ¢ o0sa piisavuseks Sel-
gitage, miks on tBestuse osadel sellised nimed.

3.3. Lausearvutuse suntaks ja semantika

Loogikud on omavahel kokku leppinud, kuidas loogikaval&me
kirjutada. Selleks maaratakse valemites kasutatavad d@itnja
valemite digekirjareeglid. Sellist kirjeldust nimetasakkeelesin-
taksiks Tapselt samuti toimitakse loomulike keelte korral. Eesti
keele jaoks on naiteks “OigekeelsussBnaraamatus” fiksdeti-
hestik, sbnavara ja grammatika. Lausearvutidgestikumoodus-
tavad kolme tllpi simbolid:

e lausemuutujate suimbolid:
A, B,C,..., A1, Ay, ... (suured tédhed)

e loogiliste tehete simbolid-=& v D=
e kirjavahemargid:()

Anname jargnevalt lausearvutuse valemitelaisete induktiivse
definitsiooni. Selles defineeritakse kdigepealt atomadataased,
mis koosnevad ainult Ghest lausemuutujast ja seejarel edefin
takse atomaarsete lausete baasil liitlaused, milles onbaidid
rohkem kui UKks.

Definitsioon 3.2 (lausearvutuse suntaks)Defineerime lausear-
vutuse valemice. lausedinduktiivselt:

1. Atomaarne valene. aatomkoosneb ainult tGhest lausemuu-
tujast. Iga atomaarne valem on lausearvutuse valem.

4.

5.
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. Kui p on lausearvutuse valem, siisp on lausearvutuse
valem.

Kui p ja g on lausearvutuse valemid, siip & ¢), (p Vv q),
(p D ¢g) ja (p = g) on lausearvutuse valemid.

Lausearvutuse valemi valimised sulud v@ib ara jatta.

Muid lausearvutuse valemeid ei ole.

Sageli lisatakse lausearvutuse tahestikkuldagilised konstandid
t (tbene) jav (vaar) ning tunnistatakse neid kui atomaarseid

vale
vaid

meid. Koiki vaadeldava valemi konstrueerimise kaitglski-
valemeid nimetatakse aga selle valeammvalemiteks(e.

osavalemiteRs Viimasena valemisse paigutatud tehet nimetatakse

vale

Naid

mi peatehteks

e 3.3. Jargmine formaalne lause on lausearvutuse valem:

(AV B)& —(A & B).

Selles veendumiseks naitame definitsiooni punktide kaupa, kuidas see
valem on konstrueeritud.

1
2

S

. A on atomaarne valem (definitsiooni 1. punkti p&hjal).
. B on atomaarne valem (1).

(A v B) on valem (3), sest on valem jaB on valem.
(A & B) on valem (3), ses ja B on valemid.

—(A & B) on valem (2), sestA & B) on valem.

((AVv B) & =(A & B)) on valem (3), sestA v B) on valem ja
—(A & B) on valem.

(AV B) & =(A & B) on valem (4), sest valemi vélimised sulud
vOib &ra jatta.
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Selle valemi peatehteks on (sulgudevéline) konjunktsioon ja tema

alamvalemid on
A, B,AVvB, A& B, =(A& B),
(AVv B)& —(A & B).
Valemi ehitust kirjeldab héasti slintaksipuu:
&
/N
Vv -

/N
A B &
/N
Ulesanded A B
1. *Kirjeldage mdnda eesti keele sintaksireeglit.

Loogiliste teheteprioriteedid v8imaldavad vahendada vale-
mites kasutatavate sulgude arvu. Kdige kdrgema prioieed
on eitusetehe ja kbige madalama prioriteediga ekvivatehts.
Teiste tehete prioriteet fikseeritakse tavaliselt nii, @ &ahaneb
jargmises tehete loetelus vasakult paremale:

-&VDO=

Tehete prioriteetide abil saab taastada valemi puuduviad.s8el-
leks vaadatakse iga loogilise tehte korral valem vasaladempale
labi ja taastatakse vajaduse korral selle tehte sulud.uBaltpasta-
mist alustatakse kdige kBrgema prioriteediga tehtest jaatakse
seda protsessi iga jargneva tehtega uuesti. Lause

A&—-BDO>AVC

korral saadakse naiteks tulemuseks sintaktiliselt koreekause-
arvutuse valem
(A& —=B)D AV ().

Valemit
A& BVA&C

tblgendatakse aga valemina
(A& B)V (A& O).
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Assotsiatiivsusreegaltleb, et konjunktsiooni korral annavad sul-
gude erinevad paigutused samavaarse tulemuse:

(A& B)&C)=(A& (B& 0)).
Sellepérast vbib Uksteisele jargnevate konjunktsioorioleal su-

lud ara jatta:
A& B&C.

Puuduvate sulgude taastamiseks kasutatakse kas komjumikts
vasakpoolse assotsiatiivsuse reeglit vbi parempoolsetsiativ-
suse reeglit.Vasakpoolse assotsiatiivsuse reeghsutamisel on
kdige kbérgema prioriteediga vasakpoolseim konjunktsioon

(A& B) & C,
parempoolse assotsiatiivsuse reegahab aga tulemuseks lause
A& (B&C).
Assotsiatiivsusreegel kehtib kill konjunktsiooni ja digktsiooni
korral, kuid ta ei kehti implikatsiooni korral:
(ADB)DC)#(AD(BDCO)).
Seeparast on avaldise
ADBDC

kasutamisel tarvis eelnevalt kokku leppida, kumba assiitsius-
reeglit me kasutame.

Lausearvutuse sintaks andis lausearvutuse valemiteifégek
reeglid. Semantikareegliditlevad aga, kuidas alamvalemite tbe-
vaartuste pohjal maarata kogu valemi tdevaartust. Antudilju
tdhendab semantika sisuliselt lausearvutuse tehete éifiestabe-
lite sBnalist selgitamist.

Definitsioon 3.4 (lausearvutuse semantika)Olgu p ja ¢ lause-
arvutuse valemid.

1. Iga lausemuutuja vaartuseks on kas téevaatease(r) voi
tbevaartusvaar (v).
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2. Valem—p on téene< p on vaar.

3. p& g on tbenes p ja ¢ on mblemad tbesed.
p V q on tbenes vahemalt ks valemitegi ja g on tbene.
p D g on tdenes p on vaar vdig on tbene.
p = q on tdenes p ja g tbevaartused on samad.

Suntaksit ja semantikat ei tohi omavahel segi ajada. Vaatam
naiteks vordust
A = _|—|A‘

Semantiliselt see vordus kehtib: kui on tdene, siis—A on
vaar ja——A on tbene;A vaaruse korral saame analoogiliselt, et
——A on vaar. Jarelikult on need valemid loogiliselt ekvivateat.
Suntaktiliselt kehtib aga mittevérdus

A # ——A,

sest need valemid koosnevad erinevatest siimbolitest.

Ulesanded
2. Leidke valemi peatehe ja loetlege kdik alamvalemid:

(a) ~A & H,;
(b) —(A & H);
() K D (=K D K).

3. Tdestage assotsiatiivsusreeglid:
(@ (A& B)& C=A& (B& C);
(b) (AvB)vC=Av (BVC();
() *(ADB)DC#A>(B>DO).

3.4. Lausevormid ja arutlusvormid

Loogikas eristataksebjektkeeltja metakeelt Selles peatiikis sel-
gitatakse néaiteks eesti keeles, mis on lausearvutus. Ajotoal
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on objektkeeleks lausearvutuse keel, metakeeleks agn keest
Kui me rdagime eesti keeles eesti keelest, siis langevaekibj
keel ja metakeel kokku. Kdige lihtsam moodus mdlema keele
lausete eristamiseks on erineva tahestiku kasutaminea kKause-
arvutuse valemites puuduvad vaiketéhed, siis viitab igamies
esinev vaiketadht sellele, et me selgitame parasjagu eeslek
lausearvutuse Uldiseid omadusi.

Loogikas kasutatakse tihti véljendeid

e lga valem kujulp v =(p & ¢) on loogiliselt tdene.

Valem p v =(p & ¢) sisaldab vaiketéahtp ja ¢, mis ei kuulu lau-
searvutuse tahestikku. Sarnaselt lausemuutujatega &6ib # ja
g nimetadametamuutujateksVaiketahti sisaldavaid metakeelseid
lauseid nimetataksdausevormideks Lausevormidest saab asen-
duste abil genereerida lausearvutuse valemeid, mida aiakse
vaadeldava lausevorngrikujudeks(ehk erijuhtudek$. Me lubame
ainult selliseid asendusi, kus asendatakse korraga mietamuu-
tuja kdik esinemised. Matemaatikud nimetavad selliseighdssi
substitutsioonideks

Lausevormidest saab asenduste teel moodustada |dpmatult
palju erikujusid. Naiteks lausevormigty—(p&q) saab genereerida
jargmised erikujud:

Erikuju Substitutsioon
AVv—(A&C) {r/A,q/C}
BV —=(B&A) {p/B,q/A}

(B& C) Vv —=((B& C) & A) {p/B& C,q/A)
(BV—=C)V—(BvV—C)&C) {p/BV—C,q/C}

(p/A tahistab niisugust substitutsiooni, kus kdik metamuutuja
p esinemised asendatakse lausemuutujaga Lausevormi ja
tema erikujude vahel ei ole Uksuhest vastavust. Naitekenval
AV —(A & C) on erikuju jArgmistest lausevormidest:
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p {p/AV—=(A&C)}
PVq {p/A,q/—(A& C)}
PV —q {p/A,q/A& C}

pVv—(q&r) {p/A,q/A,r/C}
pV—(p&r) {p/A,r/C}

Analoogiliselt lausevormidega saab raakida aatlusvormi-
dest Naiteks arutlusvormist

pVvq
N4
q

saab substitueerides genereerida erisuguseid kehtivaitiusa.
Substitutsioon{p/A, ¢/ B} teisendab selle arutlusvormi lausearvu-
tuse arutluseks

AV B
—A
B

Toodud arutlusvorm on klassikaline disjunktiivse sulBrgi tule-
tusreegel

Ulesanded
1. Me eristame keemilisi elemente ja neid tdhistavaid sdnu. Millised
jargmistest lausetest on tdesed?

(a) Vask on vask.
(b) “Vask” on vase nimetus.
(c) Keemiline siimbol “Cu” tahistab “vaske”.
(d) “Vask” on metall.

2. Millised valemid on lausevormi-p > ¢ erikujud?
(&) A D B;
(b) —A D —B;
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(c) =(A D B);
(d) =—(A > B) D (C > D).

3.5. Lausearvutuses mittevaljendatavad seosed

Keeles on tihti ka seoseid, mis ei ole lausearvutuse tehted.

Definitsioon 3.5. Seosekasutus ontdevaartusfunktsioonilinekui
teda sisaldava lause tbevaartuse maaravad taielikult esalausete
tdevaartused.

Seossest ei ole tavaliselt lausetes tdevaartusfunktsiooniline.
Votame néaiteks kolm tbest lauset:

o Konstantin Pats oli president 1940. a.
e Pats sai presidendiks 1938. a.
e Péts oli Ajutise Valitsuse peaminister 1918. a.

Nendest tdestest lausetest saab seosegemoodustada nii tdese
litlause

Pats oli president 1940. a., sest ta sai presi-
dendiks 1938. a.

kui ka vaara liitlause

Pats oli Ajutise Valitsuse peaminister 1918. a.,
sest ta sai presidendiks 1938. a.

Viimane lause on vaar, sest tema teine osalause ei p&hjenda

esimest osalauset.
Seoseenne kui tdevaartusfunktsioonilisuse liukkavad Umber
laused
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Mart Laar sai peaministriks enne, kui Edgar
Savisaar sai peaministriks.

Mart Laar sai peaministriks enne, kui Mart
Siimann sai peaministriks.

Esimene nendest lausetest on vaar, teine on aga tdene nkuidée
lausete osalaused on t6esed. Analoogiliselt saab naiegjérg-
mised keeles kasutatavad seosed ei ole tdevaartusfuoitsed:

e On hasti teada, et ...
e Andres usub, et ...
e On tbenaone, et ...

On paratamatu, et ...

e On voimalik, et ...

Nende seoste tahistamiseks tuuakse lausearvutuse amtaabi
setes laiendités (modaalloogikas, uskumiste loogikas jne.) sisse
erisimbolid. Kahjuks selgub ka, et seksi ... siis ei ole tihti
lausetes tdevaartusfunktsiooniline. Naiteks valjeKdi oleks ...
siis olekskasutamisel on raske kindlaks teha, kas lause on téene
vOi vaar:

Kui Mart Laar oleks suutnud rublaskandaali
vdltida, siis oleks ta edasi peaminister.

Ulesanded
1. Naidake, et jargmised seosed ei ole lausearvutuse tehted:

(a) Andres usub, et ;
(b) On paratamatu, et ;
(c) On vdimalik, et .

lintensionaalseteksiimetatakse loogikaid, milles ei kehti Leibnizi vérduse
printsiip. Loogikaid, kus see printsiip kehtib, nimetatalekstensionaalseteks
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3.6. Toevaartustabelid

Toevaartustabevdimaldab siistemaatiliselt 1abi vaadata lausearvu-
tuse valemi alamvalemite kdikvdimalikud vaartustusedatsme
naiteks arutlust

Juri loeb ajalehte vai Juri vaatab televiisorit.

Juri ei loe ajalehte.

Juri vaatab televiisorit.

Selle arutluskdigu saab lausearvutuses kirja panna kujul

AvT
—A
T

mis on jargmise arutlusvormi erikuju:
pVvq
4
q

Arutluse kehtivuse kindlakstegemiseks tuleb kontrollitas
selle lausemuutujatele saab anda sellised tdevaartusad,tiuse
eeldused on tdesed ning jareldus vaar. Kodigi vdimaluste l&b
vaatamisekssaartustamearutiusvormis esinevad metamuutujad
ja g koéikvéimalikel erinevatel viisidel tbevaartustegaene ()
ja vaar (v). Muutujate sustemaatilisel vaartustamisel on madist-
lik valida tbevaartuste komplekte tahestikulises jarjeke. Kahe
muutuja korral saame jargmise t6evaartuskomplektidegéuge:

tt, tv, vt, vv.

Kanname need tdevaartuste komplektid tabeli ridadessevija a
tame seejarel igas reas arutlusvormi valemite tdevadtuse
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p pv -p
1 1 1 43 2 1
tot t vt
A B C|A&—(BD(AV())
t v t v v
t ot ot vy ot ot
v ot t t t <« arutlus kehtib f ot v vy t &
v v v r v t v ot vu t t
Arutlusvormi eelduslaused on tbesed ainult tabeli kolnaagnckas. v vv ot ot
Kuna ka jareldusq on kolmandas reas tdene, siis vaadeldav vt ot vt ot
arutlusvorm kehtib. Esialgne arutlus kehtib samuti, sasirt selle o 1 b vr b v
kehtiva arutlusvormi erikuju. Saab naidata (Ulesanne43.@t iga
kehtiv arutlus on mingi kehtiva arutlusvormi erikuju. Jéaeit v v ot vy ¢
ei olegi vaja defineerida arutluste kehtivust variantideividata- v v v vy ot v

mise kaudu, piisab vaid arutlusvormide kehtivuse defingiegst
ning arutluse nimetamisedtehtivaks kui ta on mingi kehtiva
arutlusvormi erikuju.

Kui tabeli taitmise kaigus selgub, et me oleme probleemajub

Joonis 3.1. Toevaartustabeli naide.

lahendanud, siis v&ib tdevaartustabeli taitmise pookttaj Sellisel leitakse implikatsiooni ja eituse vaartused. Alles siiatsarvutada
juhul saameosalise tBevaartustabeliKuna eeldus—p on tabeli konjunktsiooni vaartuse.
esimestes ridades vaar, siis oleks piisanud tGevaarelistbhe Toevaartustabeli taitmisel on vbimalikud ka variatsiabriva-
viimase rea tiitmisest: hel kirjutatakse tBevaartustabelisse valemi alla ka lausgujate
tbevaartused. Samuti vBib varieerida tabeli taitmise daurho-
p qa\pVva TP 4 risontaalsel taitmisel taidetakse tabel ridade kaupatikeadsel
t ot v taitmisel veergude kaupa.
Y v Ulesanded
1. Arvutage valemi tdevaartustabel:
v ot t ot
v v ¢ v A& DV —-CvVD.

o . .. . . 2. Naidake tbevaartustabeli abil, et valem on loogiliselt tdene:
Toodud tdevaartustabelis on neli rida. Kui valemis on 9

lausemuutujat, siis on tbevaartustabelisrizla. Naiteks valemi A D (B D A).

A& —=(BD (AvV () 3. Kontrollige toevaartustabeli abil jargmise arutluse kehtivust.

Kui Einsteini mehhaanika on dige, siis Newtoni mehhaanika ei saa
olla 6ige. Einsteini mehhaanika on 8ige parajasti siis, kui ruam
mitteeukleidiline. Ruum on mitteeukleidiline v6i Newtoni mehhaa-
nika on Bige.

korral saame joonisel 3.1 toodud tdevaartustabeli. Sellmelit
kohale on eelnevalt margitud tehete sooritamise jarjekandle
maaravad lausearvutuse sintaksi- ja semantikareeglinalEse-
hakse kdige sisemistes sulgudes asuv disjunktsioonitebejarel
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Tautoloogiad | Kontingentsed Kontradikt-
sioonid

Kehtestatavad

Joonis 3.2. Lausearvutuse lausete liigitus.

4. *TBestage, et iga kehtiv arutlus on mingi kehtiva arutlusvormi eri-
kuju.

3.7. Tautoloogia, kontradiktsioon ja
kontingentne lause

Lausearvutuse valemeid liigitatakse jargmiselt:

e Loogiliselt tdenevalem e.tautoloogia on kdigil lausemuu-
tujate vaartustustel tdene.

e Loogiliselt vaar valem e. kontradiktsioonon kdigil lause-
muutujate vaartustustel vaar.

e Ulejaanud valemeid nimetatak&entingentseteks

Lausearvutuse valemite liigituse skeem on antud joonis&l 3
Valemit, mis on mingil lausemuutujate vaartustusel toermeta-
taksekehtestatavaksEnamus lausearvutuse valemeid ei ole loogi-
liselt tbesed ega loogiliselt vaarad, vaid kontingentsed, vdivad
olla nii tdesed kui ka vaarad. Kontingentsed on naiteksmile

AV B,
A& (=B = D).
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—(A& —~(BD(AV()))

Joonis 3.3. Kiirkontrolli meetodi rakendamise néaide.

Jooniselt 3.1 on ndha, et valem
A& —=(BD(AVv ()
on kontradiktsioon, mistdttu tema eitus
(A& =(B D (AVC(C)))

on tautoloogia. Tihti saab valemi loogilist tdesust ja wirka
lihtsamini kontrollida. Selleks kasutatakdairkontrolli meetodit
mille rakendamise néide on toodud joonisel 3.3. Me eeldame,
et see tautoloogia on mingil lausemuutujate vaartustuaét,ja
saame sellest semantikareeglite abil vastuolu. Kuna vdeos
eitusega on vaar, siis on sulgudes olev konjunktivne dvald
tbene. Seega on konjunktsiooni moélemad alamvalemid tdesed
Siis on aga implikatsioon vaar, millest saame, et implikaisi
esimene pool on tdene, teiseks pooleks olev disjunktsiganvaar.
Disjunktsioon on véaar ainult siis, kui tema mdlemad alarewat
on vaarad. Nuud on kdigil atomaarsetel valemitel tdevaacu
Nende Ulevaatamisel selgub, at on samaaegselt tdene ja vaar,
mis on vastuolus samasusseadusega. Jarelikult ei saaldaade
valem olla vaar, mistbttu ta on koigil lausemuutujate wastristel
téene, s.t. ta on tautoloogia.

Kiirkontrolli meetodit saab kasutada ka loogilise vaaruse-
tamiseks. Kontingentse lause korral annab see meetodouastu
asemel vaadeldava lause kaks lubatavat vaartustust kilaigdemi
A v B korral saame kiirkontrolli meetodi abil vaartustused
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AVB AV B
ja

ttt vuvv
Kiirkontrolli meetod vB8imaldab leidakontranaiteid s.t. selliseid
lausemuutujate vaartustusi, mis likkavad mingi hlpotéesber.
Naiteks lause tautoloogilisuse naitamiseks kontroltitgkkas lei-
dub selline vaartustus, millel lause on vaar. Valetniy B korral
saime kontranaite nii vaitele, et see valem on kontradiktsi kui
ka véitele, et valem on tautoloogia.

Tautoloogiad on loogikas vaga olulised, sest nad véljesuiav

vankumatuid tddesid, mis peavad paika igas olukorras.ol@at
giad on naiteks valemid

AV —A,
AD A,

~(A& —A),
AD (BDA).

Esimene nendest tautoloogiatest vastab valistatud kalenaea-
dusele, teine samasusseadusele ja kolmas vasturddkigusete.
Tautoloogilised lausevormid kujutavad endagetusreegleid Kir-
jutades neljanda tautoloogia lausevormina

p> (gD p)
saame sobiva asenduse teel tautoloogia

C D (ADC),
mille abil saab loogiliselfareldada

CE=ADC,
sest implikatsiooni vasaku poole tdesusest jareldub teamanma
poole tBesus. Seega voib loogikas kasutada reeglit, méblubtta
tbese jareldusega implikatsiooni eelduseks suvalisaniale

p

qop
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Me mainisime loogikamdistetevaheliste matemaatilisestgeo
kirieldamise juures (punktis 2.7), et lauseloogika tefp@tesaab
lausetevahelised pdhilised loogilised seosed taandadaldagili-
suse kontrollimisele. Kuna jargmised vaited kehtivad kedjkaat-
loogikas, siis kasutame nendesitoloogiamadiste asemdbogilise
tdesusemdistet.

Lause 3.6. Lausete hulK p1, po, ..., p,} on vasturaakive valem
—(p1& p2& ... & p,) on loogiliselt tdene.

Lause 3.7.{p1, p2, ..., pu} E q & valem(p1& p2&...&p,) D¢
on loogiliselt tdene.

Lause 3.8.Lausedp ja ¢ on loogiliselt ekvivalentseds p = g
on loogiliselt tdene.

Lause 3.9. p on loogiliselt vaar< —p on loogiliselt tdenep on
kontingentnes mitte kumbki lausetest ja —p ei ole loogiliselt
tdene.

Ulesanded
1. Tdestage, et tautoloogiast (kui tautoloogilisest vormist) asendus
teel saadud lause on samuti tautoloogia.

2. Tdestage laused:
(a) 3.6;
(b) 3.7;
(c) 3.8;
(d) 3.9.
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3.8. Ulesanded

1. Tahistagu

A — Uligpilane Rebane on kodus
B — Ulidpilane Rebane on loengul
C - Uligpilane Rebane konspekteerib
D — Ulidpilane Rebane magab
E; — On esimene loeng
E, — On teine loeng
E3; — On kolmas loeng
F — Rebane métleb I16unas6ogist
G — Rebasel on raske

Lugeda:

(a) E1 D D;

(b) E2;D A& DV B& D;

(c) EsD B&F;

(d B>DVC&G;

(e) =B D —G;

(ff CvF>oD.

. Kirjutada valemina, kasutades eelmise Ulesande t&histusi:

(a) Rebane magab auditooriumis ainult teise loengu ajal.

(b) *Kui Rebasel on loengul alati raske, siis on tal raske ai-
nult loengul.

(c) *Kui Rebane on iga loengu ajal kohal ja konspekteerib,
siis ta magab ainult kodus.

. Formaliseerige arutlus ja kontrollige selle kehtivust:

Kui ma lahen sisseoste tegema, siis ma ostan kas riideid voi
toitu. Ma kulutan raha ainult siis, kui ma ostan riideid vdi
toitu. Ma ei ole raha kulutanudSeepéarast ma ei kainud sis-
seoste tegemas.
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4. Formaliseerige tekstildik lausearvutuse arutlusena:

Kui ese on kullast, siis on selle keemiline number 79. Mart
usub, et ese on kullast. Jarelikult usub Mart, et eseme metalli
keemiline number on 79.

5. TBestage samasused:
(@) AVB=BVA;
(b) —p& =g =—(pVq);
€ (p&qg)&r=p&(g&r).
6. Kontrollige tdevaartustabeli abil, kas lausevorm on tautoloogi-
line, kontradiktoorne vdi kontingentne:
(@ (pVvq)& (—=p&—q);
(b) (pDr)D (g Dr);
©) (p&g)D(pVvr).
7. Néidake jargmiste argumentide kehtivust v8i mittekehtivust, ka-
sutades tBevaartustabeleid vbi tuues kontranaiteid:
(& B=-A
A
B
(b) —(A& B)
A

-B
(¢ (AvB)vC)D>DD

—-B
D

8. Kontrollige, kas lausevormid on ekvivalentsed:
(@ p&q ja =(=pV—q);
(b) pvg ja (=pD—g);
(©) p&—g ja =(p>q.



4. Predikaatarvutus

Elu on suur miisteerium. Andku taevas, et seda iial
narmasteks ei harutata, elu saladust ei avastata.
— Linda Rummo

Ma olen loonud mitte millestki veidra uue univer-

sumi.
— Janos Bolyai (1802-1860)

Mis on inimene looduses? Ldépmatusega vorreldes
mitte midagi, kuid koik vérreldes mitte millegagi, ta
on midagi, mis on mitte millegi ja koige vahel.

— Blaise Pascal (1623-1662enséesl1670

Predikaatarvutuse loojaks peetakse saksa matemaatiktitoliso
Freget (1848-1925). Lausearvutuses piirdub lausete i@malénde
lihtosalausete eraldamisegBredikaatarvutuse. predikaatloogika
vOimaldab lauseid detailsemalt analiilisida, pdhinedetadlitete
traditsioonilisel jaotamisel lauseliikmeteks. Naitekside

Priit s66b praanikut
koosneb alusest, Geldisest ja sihitisest.
Predikaatarvutus on lausearvutusest Uldisem, sest éautset

tailsem analltiis vOimaldab kehtivaks kuulutada ka safliaaitlusi,
mis lausearvutuse seisukohast seda ei ole. Naiteks arutlus

4.1. Predikaadid ja konstandid 95

Ko&ik linnud lendavad.
Part on lind.
Part lendab

kehtib predikaatarvutuses. Lausearvutuses ta aga ei, kedt
tema lausetel puuduvad osalaused.

Predikaatloogika on vélja kasvanud Aristotelese loodjkas
kelle sullogistika pdhineb ka sellisel lauseanaltusil. Kuid
Aristoteles (384-322 e.m.a.) ja tema jareltulijad kasdtasi-
napéevasest erinevat lausete Uleskirjutusviisi. Aldedaraileskir-
jutusviisi kasutuselevott eelmise sajandi 16pus voimaldeendada
sustemaatiliselt predikaatloogikat, mistéttu see ontatidese siil-
logistika kui uurimistehnika teadusest praktiliselt @&lidrjiunud.
Alles on jaanud vaid tdhtsamad sullogismi moodused ja tause
analldsimise metoodika.

4.1. Predikaadid ja konstandid

Vaatame standardset lauset

Juri armastab Matrit.

See lause koosneb kahest nimis@nast ja Uhest tegusonsisires
tegusdnaarmastab seostab omavahel nimisdnadgiri ja Mari

poolt tahistatavad objektid. Me vdime kasitleda s@manastab
kui kahe objekti vahelist seost. Sellisel juhul me jatamasésse
nimisénade asemele augud vdi asendameimdigiidmuutujatega

° armastab..... .

e x armastaby.

Indiviidmuutuja t&histab suvalist objekti meie fikseeditabjektide
hulgast ehkuniversumist Indiviidmuutujaid téhistatakse vaiketah-
tedega tahestiku I6pust;, y, z, ...

Niisugust auklikku lauset, mis sisaldab ainult objektialeslist
seost, mitte objekte endid, nimetatakpeedikaadiks Predikaadi
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seotavaid objekte nimetatakse teargumentideksMeie ndite kor-
ral on tegemist 2-kohalise (ehkinaarsg predikaadigaarmastab
Tavaliselt nimetatakse kdik kasutatavad predikaadid dnniie et
nende nimed koosnevad ainult Uhest tédhest. Selleks on mugav
votta predikaati maarava tegusdnafraasi esimene tahtdAohul
sobib selleks simbol sdnastarmastab Kui tédhestiku tahtedest
tuleb puudus, siis vbetakse predikaatide tahistamisekstksele
ka alaindeksitega tahed. Ulaindeksit kasutatakse haltiligredi-
kaadi argumentide arvu (ehkarsuség naitamiseks: kas predikaat
maarab 1-, 2- vdi enamakohalise seose. Loomulikult on visima
kud ka 0-kohalised seosed, mis on tavalised lausearvuawsed.
Naiteks vBib simboligad©@ tahistada kogu vaadeldava lause

Juri armastab Matrit.

Seda lauset saab kasitleda ka kui 1-kohalist (elmaarse}
predikaatiJ, mis seostab Juri tema armastatava objektiga:

e JUri armastab .. ... .
e Jlri armastaby.

Objekte tahistataks&onstantsiimbolitegaKonstantsimboliks
valitakse tavaliselt vaadeldava objekti nime esimene. takhis-
tame néaitekslUri simboliga; ja Mari simboligam. Sellisel moel
saame predikaatloogika keeles lauseid lihemalt kirja @aRredi-
kaatarvutuse lause esimeseks stimboliks on selle lausggkldd
tava seose predikaatsimbol, millele jargnevad (kas salgudi
iima) tema argumentide konstantsiimbolid. Predikaatsliteba
kasutatakse tavaliselt téhestiku suurtdhti ja konstamslitena
vaiketahti. (Ent tihti on hoopis vastupidi: predikaate istditakse
vaiketahtedega ja konstantsiimboleid suurtega. Viimanadoson
vastavuses ka parisnimede kirjutamise reeglitega, mitibakelt
alustatakse parisnimesid suurtahega.)

Naiteks saab eespool toodud lause kirjutada predikaakiasg
kujul

Ajm.
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Soltuvalt predikaadi argumentide arvust saab sama lausst U
kirjutada ka teistel kujudel:

Jm,
AO,

Isegi juhul, kui predikaatide argumentide arvud on fikgedr
saab antud lauset erinevatel viisidel formaliseerida utcaes
erisuguseid Uleskirjutamisreegleid):

A(j, m),

a(Juri, Mari),

armastab(juri, mari).

Kui predikaatsimbol eelneb oma argumentide téhistustsils,
Oeldakse, et lause omprefikskujul Kahekohaliste predikaatide
korral kasutatakse tihti kinfikskuju milles predikaatsimbol asub
oma argumentide vahel:

Juri armastab Marit
jAm.

Keeleliselt on vBéimalik konstrueerida ka 3-kohalisi pietdite.
Naiteks, tahistadefeetri suve talve Kanaari saaredja Otepaa
vastavalt sumbolitegap, s, 7, k ja o ning puhkamise seose
simboligaP, saame laused

Peeter puhkab suvel Kanaari saartel.
Peeter puhkab talvel Otepaal
esitada predikaatloogikas kujul

Ppsk,
Ppto.

Ainult Uhte predikaati sisaldavaid predikaatarvutuse sésd
nimetatakseatomaarseteks lauseteks aatomiteks Atomaarsetest
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lausetest saab lausearvutuse tehete abil moodusiildaseid.
Naiteks saab lause

Juri armastab ennast ja Marit
Umber sdnastada liitlausena

Juri armastab ennast ja Juri armastab Marit,
millele vastab predikaatloogika lause

Ajj& Ajm.

Tahistadestervisespordiga tegelemisg haigeks jaamisepredi-
kaadid sumbolitegal’ ja H ning Andresesumboligaa, saame

lause

Kui Andres tegeleb tervisespordiga, siis ta ei
jaa haigeks
formaliseerida kujul
Ta D> —Ha.

4.2. Kvantorid

Predikaatloogika laused ei tohi Uldjuhul sisaldada indimiuutu-
jaid. Kui me soovime vaita midadifigi objektide kohta vaadel-
davast universumist, siis me toome sigBdisuskvantori Naiteks

lause

Juri armastab koiki

formaliseeritakse valemina, kus armastamise predikagide tar-
gumendi kohale kirjutatakse individmuutuja ja seotakee &ldi-

suskvantorigavx:
Vx Ajx.

Sumbol vV on tagurpiditdhtA (ingliskeelsest sfnastll). Saadud
lauset loetakse: 1§a objekt x on selline, et objektj on temaga

seosesA” voi “lga x korral kehtib Ajx”.
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Eksistentsikvantor{ehk olemasolukvantori) abil vaidetakse, et
mingi objekt vaadeldavast universumist rahuldab antud tingimus
Naiteks predikaatloogika lause

dx Ajx.
utleb meile, et
Juri armastab kedagi (voi midagi).

Eksistentsikvantorisix esinev siimboB on Gmberp6ératud tatE
(ingliskeelsest sGnagixis) ja me loeme eespool toodud formaalset
lauset: ‘Leidub objekt x, millega objekt j on seosesA” Voi
“Leidub x, nii et kehtib Ajx”. Eksistentsikvantorit sisaldav lause
on tdene nii juhul, kui antud tingimust rahuldab ainult Uhksgedt,
kui ka juhul, kui selliseid objekte on palju. Selleparast seda
lauset Oigem lugeda: “Leidub vahemalt Uks mis rahuldab
tingimust Ajx”.

Ulesanded
1. Formaliseerige laused:
(a) *Kdik on valge vbi must.
(b) K&ik on valge vdi kdik on must.
(c) Fido on koer.
(d) *Igaiks armastab kedagi.
(e) On olemas keegi, keda kbik armastavad.
() Kui keegi armastab kedagi, siis John armastab ennast.
(g) *Mitte keegi peale Johni ei armasta iseennast.
(h) lgaliks armastab kas ennast v6i ménda naist.
(i) Kui keegi ei suudle Johni, siis Mary teeb seda.
() New Yorki elanikud armastavad oma kodulinna.
(k) Kui John ei armasta New Yorki, siis ta ei ela seal.
(I) Kdik on hea, mis hasti 16peb.

2. Formuleerige eelmises ulesandes toodud lausete eitused.
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4.3. Predikaatarvutuse suntaks

Predikaatarvutuse suntaksi kirjelduse saame lauseae/utihes-
tiku ja stintaksireeglite tdiendamise tdetedikaatarvutuse téhestik
koosneb jargmistest markidest ja simbolitest:

e predikaatsiimbolid:
A, B,C,..., A1, Ay, ... (suurtédhed)

e individmuutujad: x, vy, z, ..., x1, ¥1, 21, . . .
(tdhestiku viimased téhed)

e indiviidkonstantide simbolid:
a,b,c,...,v,a1,a, ...
(tAhestiku esimesed tahed)

e loogiliste tehete simbolid= & v D=3V
e kirjavahemargid:()

Me eeldame, et iga predikaatsimboli argumentide arv ondikse
ritud. Indiviidtermid on indiviidkonstantide simbolid ja indiviid-
muutujad.

Defineerime koigepealt kdige lihtsamawledikaatarvutuse va-
lemid — atomaarsed valemid — ja laiendame seejarel valemite
klassi loogiliste tehete abil.

Definitsioon 4.1 (predikaatarvutuse stntaks).Atomaarne valem
e. aatomon kas kujul L, kus L on 0-kohaline predikaatsimbol
(lausemuutuja), voi kujulPty...t, (vOi P(f1,...,1t,)), kus P on
n-kohaline predikaatsiimbol ja, ..., f, on indiviidtermid.

1. Atomaarne valem owalem
2. Kui p on valem, siis—=p on valem.

3. Kui p ja ¢ on valemid, siis(p & ¢q), (p VvV ¢q), (p D ¢q) ja
(p = ¢g) on valemid.
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4. Kui p on valem jav on individmuutuja, siis onvv p ja
Jv p on valemid.

5. Valemi véalimised sulud vGib ara jatta.

Néaide 4.2. Avaldis
Ajx & Vx Axx

on predikaatarvutuse valem, sest

1. Ajx on atomaarne valem (definitsiooni 1. punkti pdhjal).

2. Axx on atomaarne valem (1).

3. Vx Axx on valem (4), sestAixx on valem jax on individmuu-
tuja.

4. (Ajx & Vx Axx) on valem (3), sestijx ja Vx Axx on valemid.

5. Ajx & Vx Axx on valem (5).

Muutuja esinemine on valemieotud kui ta esineb kvantoris
vOi kvantorile alluvas avaldises. Kui muutuja esinemine otg
valemis seotud, siis see muutuja esineminevaba

Muutuja on valemisseotud kui kdik tema esinemised on
valemis seotud. Vastasel juhul on muutuja valendba

Valem onkinning kui kbik tema muutujad on seotud. Vastasel
juhul nimetatakse valemilahtiseks Naiteks muutujax esimene
esinemine valemis

Ajx & Vx Axx

on vaba, kuid Ulejadnud kolm muutuja esinemist on seotud.
Jarelikult on muutujar vaadeldavas valemis vaba ja see valem on
lahtine.

Vabu muutujaid sisaldavate lausete tGevaartuste kinidgks
mine vOib tekitada raskusi. Selleparast jatame vabu maidtuj
sisaldavad valemid vaatluse alt valjeauseksnimetatakse predi-
kaatarvutuse valemit, milles ei ole vabu muutujaid. N&takaldis

dx (Ajx & Vx Axx)

on predikaatarvutuse lause, sest kdik temas esinevad jadutn
seotud.
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Ulesanded
1. Leidke valemitest seotud ja vabad muutujad:

() Vx Px Vv Qxy;
(b) Yy (Qx D Vz Pyz);
(c) Vx —(Px D IyVYz Qxyz).

4.4. Tarski semantika

Predikaatarvutuse lause t6esuse kontrollimiseks tulebvidadata
selle lause k8ikvbimalikud tdhendused. Lausearvutuseakpiisab
tbevaartustabeli arvutamisest, sest selle iga rida vasiaigile
vOimalikule olukorrale. Predikaatarvutuse korral ei olsi aii
lihtne, kuna predikaadi tGevaartus soltub tema argumesitid

Tahistame Jiri tdhega ja naiseks olemise predikaadi ta-
hegaN. Siis on lause

Nj

vaar, sest Juri ei ole naissoost. Kuid me vBime ette kujutdda
korda, kus; tahistab hoopis Marit, ning sellises interpretatsioonis
on vaadeldav lause tdene. Jarelikult on see lause kontimgen

Erinevate interpretatsioonide konstrueerimise holbuisteks
tuuakse predikaatarvutusse signatuuri mdiste. Predikadtise
signatuur sisaldab koiki kasutatava tahestiku predikaat- ja kons-
tantsiimboleid. Signatuuri siimboleid nimetatakse vahelnia
teloogilisteks sumbolitekssest nende téahendus ei ole loogikas
fikseeritud ning seda on vaja eraldi tdpsustada. Kdiki &tajé ta-
hestiku stimboleid nimetatak$sogilisteks simbolitekd oogilised
siimbolid on néiteks loogiliste tehete siimbolid ja indimisutu-
jad. Tavaliselt kasitletakse loogilise simbolina ka obfvahelise
vOrduse seost.

Olgu meil fikseeritud mingi predikaatarvutuse tahestilgnst
on koigi selle indiviidkonstantide siimbolite loetelu fared kdigi

4.4. Tarski semantika 103

kasutatavate predikaatsiimbolite loetelu. Sellise peaddcvutuse
signatuurio saab defineerida kui nende kahe loetelu tGhendi:

o = (Const; Pred).

Eespool toodud ndite korral vBib signatuuriks votta airsgtles
nimetatud objektide ja predikaatide tahistused:

o =(j,m;N),
kus Mari on tahistatud tédhega.

Vaadeldava predikaatarvutusgerpretatsiooniks/ nimetatakse
loetelu, mis koosneb mittetlihjast hulga8i, mida nimetatakse
universumikse. interpretatsiooni kandjaks, ja selle predikaatarvu-
tuse signatuuri koéigi elementide interpretatsioonidesiversu-
mis Uy :

I = (Uy; Consty; Predy),

kus Const; on saadud loetelusConst iga konstantsimbolic
asendamisel universundy; mingi elemendigac; ja Pred; on
saadud predikaatsimbolite loeteluted iga predikaatsimboliP
asendamisel temekstensioonk. tdehulgagaP; universumisU;.

Meie naite korral on mdistlik valida universumiks kahest
inimesest koosnev hulk

H = {Juri, Mari}
ja interpretatsiooniks loetelu
I =(H; ji,myp; Nyp),
kus signatuuri simboleid interpreteeritakse “loomulikwilsil:
Jjr = Juri,
m; = Mari,
N; = {Mari} C H.

Predikaadi Nx ekstensioon koosneb antud juhul ainult Uhest
elemendist, sest hulgag ei ole rohkem naisi.

Kuna predikaatarvutuse lausetes ei ole vabu muutujaid, sii
on iga lause tema tahestikku sisaldava interpretatsioonmiakkas
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tdene voi vaar. Kui valenp on interpretatsioonid tdene, siis me
kirjutame

I'E=p,
aga vastasel juhul kirjutame

I ¥ p.
Valemite hulgal mudeliksnimetatakse interpretatsioorii milles
kdik L laused on tBesed:

I'Ep (pel).
Naiteks meie kirjeldatud interpretatsiodnon lause

Nm

mudel, sest Mari on naissoost.

Binaarse predikaadi ekstensiooniks on universumi eleighent
paaride hulk, mis m&arab, milliste argumendipaaride koo
predikaat tdene. Naiteks kahest valemist koosneva hulga

L ={VxAjx, Amj}
mudeliks sobib interpretatsioon

I = ({Juri, Mari}; j;,my; Ap),

j] = Jurl,

m; = Mari,

A; = {(Mari, Jari), (Jari, Mari), (Jari, Jari},

milles JUri armastab nii ennast kui ka Marit ja Mari armastab
ainult Jurit, sest kbikL laused on selles interpretatsioonis tdesed.
Me vdime eeldada, et interpretatsioonis on piisavalt iidiv
dide konstantsimboleid, nii et nendega saab &ara tahistada k
universumi elemendid. Konstantsimboliteks sobivad kéiteni-
versumi elementide nimede esitdhed. Olg{x/c} valem, mis on
saadud valemistp muutuja x koigi vabade esinemistasenda-
misel siimboligac. Kui x on valemi p ainus vaba muutuja ja
on universumi mingile elemendile vastav konstantsimbie, an

p {x/c} predikaatarvutuse kinnine valem ehk lause. Naiteks, tehes
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asendusdx/m} valemis

Ajx,
saame lause
Ajm.
Asenduse{y/j} puhul valem ei muutu, sest ta ei sisalda muutujat

y vabalt.

Uldisuskvantor vaidab, et tema kvantifitseeritav valem on
universumi koigi elementide korral tdene, s.t. see valem on
tdene iga asenduse korral, milles me asendame kvantorievasi
muutuja universumi mingit objekti téhistava konstantsoliga.
Eksistentsikvantori tdesuseks piisab, et valem olekse@gmemalt
Uihe asenduse korral.

Anname nlud predikaatarvutuse valemite semantika fosmaal
definitsiooni.

Definitsioon 4.3 (predikaatarvutuse semantika).Olgu antud in-
terpretatsioon/, mille universum orv;.

1. Kinnine atomaarne valen®z; ..., on interpretatsioonisl
tbene siis ja ainult siis, kui konstantidey,...,r, inter-
pretatsioonide Kkorteedry,...,t,;) kuulub predikaadi P
ekstensiooni:

I =Pt...t, & (t1y, ..., 1) € Py.
2.1 =E—-p&1Ep.

3.I|=p&q<:>1|=pja_1|=q.
I=Epvge lEpVOIEqg.
IEpDgqs IEpVviilEg.
IEp=q& (UEpjalEq VoidEpjalEqg).

4. ] =EVxp < igace Uy korral I = p{x/c}.
I =3xp & leidubc € Uy, nii et I = p{x/c}.

Néide 4.4. Lehekuljel 104 kirjeldatud interpretatsioonikorral kehtib
I =EVxAjx & Amj,

sest
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. I = Ajj (definitsiooni 1. punkti pdhjal), sestj,, j;) € A,.
. I = Ajm (1), sest(j;,my) € A;.

.1 =VxAjx (4), sestl = Ajjjal = Ajm.

. I = Amj (1), sest(my, j;) € Ay.

I EVxAjx & Amj (3), sestl =Vx Ajx jal &= Amj.

ga b~ WO NP

Vaadeldes valemi v@imalike tdhendustena koéiki tema signa-
tuuri interpretatsioone, saame niud defineerida predikagtise
valemite loogilise tesuse. Me Utleme, et valgnon (predikaat-
arvutuses)oogiliselt tdene kui ta on tdene igas (tema tahestiku)
interpretatsioonis, ja kirjutame

F p.

Valem p on (predikaatarvutusedpogiliselt vaar, kui ta on igas
interpretatsioonis véar, s.t.

=—p.
Kdiki Ulejaanud valemeid nimetatakgentingentsetekd oogiliselt
tbeseid ja kontingentseid valemeid nimetatakebtestatavateks
Predikaatarvutuse valemite loogilise tbesuse defirutsicaab
Umber sbnastada matemaatilise vaitena.

Lause 4.5. = p < iga interpretatsioonil korral kehtib 7 = p.

Defineerime interpretatsioonide abil ka loogilise jareldse
mdiste. Me Utleme, et valemite hulgdstjareldub (predikaatarvu-
tuses) loogiliseltvalem p, kui iga I mudel on kap mudel, ning
kirjutame

I' =p.
Kui eelduste hulk on tihiI{ = @), langevad loogilise jarelduvuse
ja loogilise tdesuse mdisted kokku:

Fps 9FEDp.

Naitame niud, et kdik tautoloogiatest asenduste teel gadda
predikaatarvutuse valemid on loogiliselt tdesed.
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Lause 4.6. Kdik lausearvutuse tautoloogiate erikujud on (predi-
kaatarvutuses) loogiliselt tdesed.

Tdestus. Olgu meile antud mingi tautoloogia. Moodustame selle
tautoloogia erikuju, asendades lausemuutujad predikadtese
valemitega. Lausemuutujaid asendavad valemid on igaspiate
tatsioonis kas tbesed vo&i vaarad. Kuna tautoloogia on tauge
tujate suvaliste vaartuste korral tdene, siis on ka temaijerigas
interpretatsioonis téene. O

Naiteks on valem
Vx Px VvV —Vx Px

loogiliselt tdene, sest ta on saadud tautoloogiast —A asenduse
{A/Vx Px} teel.

Predikaatarvutuses saab moodustada ka selliseid |agilis
teseid valemeid, mis ei ole tautoloogiate erikujud. Valem

Vx (Px D 3dx Px)

ei ole tautoloogia erikuju, sest seda ei saa esitada landasae
tehteid sisaldava liitlausena. Samas on see valem loelyit@ene.
Selles vdib veenduda, valides valemi suvalise interpsietaii / ja
asendades kvantorialuses avaldises muutujaterpretatsiooni/
universumi mingit elementi tdhistava konstantsiimboligaOn
kaks vOimalust. Kuil [~ Pc, siis definitsiooni 4.3 kolmanda
punkti p&hjal
I = Pc D 3dx Px.
Vaadeldav implikatsioon on interpretatsioonistdene ka juhul,
kui I = Pc, sest siisl = dx Px. Jarelikult kehtib iga interpretat-
siooni I korral
I =Vx (Px D 3x Px),

mis téestabki valemi loogilise tdesuse.
Ulesanded

1. Véljendage predikaatarvutuses kvargee
See tudruk, kes meile lehvitab, on tuttava ndoga.
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2. Tdestage kvantorite duaalsusreeglid:
() =Vx p =3Ix —p;
(b) —=3x p = Vx —p;
(¢) Vx p = —3x —p;
(d) 3x p = =Vx —p.

4.5. Loogiline ruut

Vaatleme lauseid, mis sisaldavad ainult iihte kvantduidjaa-
tav lause vaidab mingi omaduse olemasolu koigil antud liiki
objektidel. Uldjaatav on néaiteks lause

e Koik inimesed naeratavad.
Me saame lause Umber sOnastada:

Iga inimene on sellise omadusega, et ta nae-
ratab.

Iga objekt on selline, et kui ta on inimene, siis
ta naeratab.

Tahistades naeratamist véljendava predikaadi tahéga inime-
seks olemise predikaadi tAhefjasaab vaadeldava Uldjaatava lause
formaliseerida predikaatarvutuse valemina

Vx (Ix D Nx).

Tuleb tdhele panna, et implikatsiooni kasutamine ei ole Siigugi
juhuslik. Naiteks konjunktsiooni kasutamise korral onslalu

Vx (Ix & Nx).
esialgsest hoopis erinev méte:
Iga objekt on selline, et ta on inimene ja ta
naeratab.

Me saame aga ette kujutada olukorda, kus objektide unirersu
koosneb nii inimestest kui ka loomadest. Sellise néite dtoon
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esialgne lause juhul, kui kdik inimesed tBepoolest naeaata
tdene. Konjunktsiooni sisaldav lause on aga kindlasti ,vaéast
loomad vdivad kull naeratada, kuid nad ei ole inimesed.

Uldjaatavast lausest on lintne moodustadleitav lause
Selleks eitatakse ko&igi antud liiki objektide korral valdea
omaduse kehtivust. Sellisel teel saame lause

Iga inimene on sellise omadusega, et ta ei
naerata,

mis on samavaarne lausega
e Ukski inimene ei naerata

ning see formaliseeritakse kujul
Vx (Ix D —Nx).

Raakides mitte koigist antud liiki objektidest, vaid ainul
osast objektidest, saab sdnastada vaadeldava tm#aatavalja
osaeitavalkujul:

e MOni inimene naeratab.
e MONIi inimene ei naerata.

Sellised laused teisendatatakse predikaatarvutuse iteksmkasu-
tades eksistentsikvantorit ja konjunktsiooni:

dx (Ix & Nx),
dx (Ix & —=Nx).

Viimast lauset vB8ib samuti vaadelda kui lldjaatava lausesei
=Vx (Ix D Nx).

Predikaatarvutuse semantikareeglite abil saab aga gaidztt
need formaliseeritud valemid on ekvivalentsed. Analoseiil vOib
Uldeitavat lauset kasitleda kui osajaatava lause eitust:

—3x (Ix & Nx).
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Lause liik Liigi this Naidislause Lause formalisatsioon

Uldjaatav A K6ik inimesed  Vx (Ix D Nx)
naeratavad.

Uldeitav E Ukski inimene ei Vx (Ix D =Nx)
naerata.

Osajaatav | Mdni inimene dx (Ix & Nx)
naeratab.

Osaeitav 0] Moni inimene ei dx (Ix & —=Nx)
naerata.

Tabel 4.1. Kvantifitseeritud lausete liigitus.

‘ Jaatav lause Eitav lause
Uldine lause | A: lgal on N E: Ukski I pole N
[: MBGni I on N O: Moni I pole N

Osaline laus

Tabel 4.2. Kvantifitseeritud lausete omadused.

Tabel 4.1 kirjeldab tahtsamad kvantifitseeritud lausetgdlija
annab nende levinumad tahistused. Tabelis 4.2 esitataks#ifk-
seeritud lausete p6hilised omadused.

Olgu antud kaks suvalist lauset. Kui need laused ei saa olla
korraga tBesed, siis me (tleme, et nad on teineteasandid
Vastandlikkuse erijuhuks on sellised laused, mille toevééd
on alati erinevad, nii et Uks lause on teise lause eitus.i-Sell
seid lauseid nimetatakseasturadkivatekse. kontradiktsioonideks
Vasturadkivad on naiteks valemid

A&B ja —(A& B).

Valemid
A& B ja —A&-B

on vastandid, sest nad ei saa olla samaaegselt tdesed. I€mi va
A & B on tdene, siis oM ja B mblemad t6esed, mistbttu valem
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lgal on N Vastandid Ukski I pole N
A E
Vasturaékiva
= =
I 0]

M&ni I on N M®éni I pole N

Joonis 4.1. Loogiline ruut.

—A & =B on vaar. Valem—A & —B on tdene, KkuiA ja B on
molemad vaarad. Kuid siis oA & B vaar.

Me saame anda ka vastandlikkuse ja vasturaakivuse matemaa-
tilised kirjeldused.

Lause 4.7.Valemid p ja ¢ on vastandids p = —g ja g = —p.
Valemid p ja ¢ on vasturaédkivads p = —g.

Joonisel 4.1 toodudoogilise ruuduabil kirjeldatakse kvanti-
fitseeritud lausete liikide vahelised pohilised loogitiseeosed.

Ruudu langeva diagonaali lausete vasturaakivus annale meil
seosed

A=-0
ja 0 =-A

ehk
Vx(Ix D Nx)=—-3x (Ix & =Nx)

ja Ix (Ix & =Nx) =—=Vx (Ix D Nx).

Ruudu tBusva diagonaali otspunktide vasturaakivus anfedused
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ehk lahtikirjutatult
dx (Ix & Nx) = —Vx (Ix D —Nx)
ja Vx (Ix D —=Nx)=-3x (Ix & Nx).

Jattes korvale objektide filtreerimise (predikaadibg, saame

siit tuletatada kvantoritéluaalsusreeglidilesanne 4.4.2, k. 108).

Loogilise ruudu korral tuleb veel markida, et A- ja E-liilkau-
sed on teineteise vastandid, kuid nad pole omavahel vékivadl,
sest nad voivad olla korraga vaarad. I- ja O-liiki laused lei aga
vastandid, sest nad ei vélista teineteist. Ruudu kilgedeVeal
laused on seotud loogilise jareldumise seose kaudu:

AEl

EEO.
Ulesanded
1. T6estage A- ja E-liiki lausete vastandlikkus.
2. Toestage, €lx (Ix & =Nx) = =Vx (Ix D Nx).

3. Toestage, €¥x (/x D Nx) &= Ix (Ix&Nx) (kui Ix kehtib vAhemalt
Uhe objektix korral).

4.6. Sullogismid

Sullogismid on kahe eeldusega kehtivad arutlused. Sghaigeel-

dustes on kolm madistet, kusjuures Uks mdistetest esinelemad

eelduses. Soltuvalt mdistete omavahelisest paikneméssdtistes

eristatakse nelja tuupsillogismifiguure Naitame, kuidas predi-

kaatarvutuse vahenditega saab hinnata sullogismidevkshti
Vaatleme arutlust

Koik kassid on hallid.
Moni koduloom on kass.

Moni koduloom on hall.
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Tahistame modistedkass hall ja koduloomvastavalt siimbolitega
K, H ja L. Me saame kirjutada selle arutluse predikaatarvutuse
keeles kujul

Vx (Kx D Hx)
dx (Lx & Kx)
dx (Lx & Hx)

See arutlus on kehtiv, sest teise eelduse pdhjal leidub tema
interpretatsiooni universumis niisugune objekt, mis malugredi-
kaadid Lx ja Kx on tdeseks. Arutluse esimene eeldus vaidab aga,
et antud objekti korral on ka& x tbene.

Toome niid naite mittekehtivast sillogismist. Tahistame-a
luses

Ko6ik pardid lendavad.
Kdik haned lendavad.

Kdik haned on pardid
madisted part, lendamaja hani vastavalt simbolitega®, L ja H.
Tulemuseks on predikaatarvutuse arutlus
Vx (Px D Lx)
Vx (Hx D Lx)
Vx (Hx D Px)

See arutlus ei kehti, sest leidub niisugune interpretamsi@

(nn. kontranaid@, mis lukkab tema kehtivuse Umber. Interpretatsi-
ooni I universum koosneb kahest objektist: hanest Hans ja pardist
Piilu. Sellisel juhul on arutluse eeldused t6esed, sestemétl
linnud lendavad, aga jareldus on vaar, sest Hans ei ole part.
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4.7. Korduv kvantifitseerimine

Lausetes kasutatakse tihti mitut kvantorit. Naiteks lause

Keegi armastab kedagi

formaliseeritud kujus on kaks eksistensikvantorit: Ukarker selle
inimese kohta, kes armastab, ja teine kvantor inimese kéktia
ta armastab:

dx3dy Axy.

Kui saadav valem on esialgsega ekvivalentne, vdib valersi ee
olevad kvantorid omavahel ara vahetada. Toodud lauses sis- ek
tentsikvantorite vahetus lubatud:

dydx Axy.

Selles veendumiseks kujutame endale ette, et esialgne kawis
interpretatsioonid téene. Siis kehtib mingite konstantide ja d;
korral

(cr,dp) € A

Ent siis on ka vahetatud kvantoritega lause interpretasso/
tdene. Kui esialgne lause on interpretatsioohigddr, siis on seda
ka teine lause. Jarelikult on esialgne lause loogiliseltiveltentne
lausega

Kedagi armastatakse

ning me véime lause ees olevad kaks eksistentsikvantoritvahel
ara vahetada.

Sama kehtib ka Uldisuskvantori korral, sest kahe Uldisaiskv
toriga algavad laused on kas samaaegselt tdesed vdi sesaliaeg
vaarad:

VxVy p = VyVx p.

Selgub aga, et kahte eri tldpi kvantorit ei tohi omavahel ara
vahetada:
Vx3y Exy #% AyVx Exy.

Selleks vaatleme interpretatsiooni, mille universumikskéigi ini-
meste hulk ja predikaakxy tdhendab ¥ ema ony”. Vasakpoolne
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lause on selles interpretatsioonis tbene, sest igal imhms ema,
parempoolne lause on aga vaar, sest Ukski inimene pole kdigi
inimeste ema. Erinevat tuupi kvantorite korral kehtib Itiog
jareldumine:

dyVx p = Vx3y p.
Seega voib Uldisuskvantori t@sta eksistentsikvantos. ett

Ulesanded
1. Naidake, et uldisuskvantori vBib tdsta eksistentsikvantori ette:

dyVx Axy = Vx3Iy Axy.
2. Tolkige predikaatarvutuse keelde:
(a) *Kdik vastasid kdigile kisimustele.
(b) Mitte keegi ei vastanud kdigile kiisimustele.
(c) Vastati igale kisimusele.
(d) lgatiks vastas vahemalt tihele kisimusele.
(e) *Mdned ei vastanud Uhelegi kiisimusele.
(f) Kdik peale Fredi vastasid vahemalt tihele kiisimusele.

4.8. Signatuur ja interpretatsioon. Struktuuri
ja struktuuride klassi teooria

Kui analliisida matemaatiliste teooriate kirjapanemiseltkesiis
naeme, et lihtsamal juhul piisab meie vajadusteks paraigrah4
esitatudsignatuuri mdiste tdiendamisest veel Ghe simbolite kate-
gooria vorra. Predikaat- ja konstantsimbolitele tulekada sim-
bolid antud teoorias uuritavate funktsioonide tahistaikdgs— nn.
funktsionaalsiimbolidEsimest jarku keelsignatuurongi kolmest
suimbolite hulgast koosnev kolmilC, F, P). Naiteks aritmeetika
esimest jarku teooria nn. formaalne aritmeetika kasutafalita
selt signatuuric = (0;’, +, -; =), kus siimbol' tahistab jargmise
arvu leidmise funktsioonif (x) = x + 1. Muidugi eeldatakse, et
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signatuuri defineerimisel fikseeritakse iga funktsionaalsoli ja
predikaatsiimboli jaoks ka argumentide arv. Aritmeetilgnaiuu-
ris on funktsionaalsiimbol Ghekohaline, teised funktsionaalsiim-
bolid ja predikaatsimbo& kahekohalised. Kdik kolm stimbolite
hulka vbivad dldiselt olla nii 16plikud kui I6pmatud. Korastt-
ja funktsionaalsiimbolite hulgad vbivad monikord olla kdj#dl.
Predikaatsiimbolite hulk peab sisaldama véhemalt Ghe aliime
et oleks vdimalik moodustada valemeid.

Valemi maoiste defineerimisel skeem eriti ei muutu. Ainult
predikaatide argumentide kohale lubatakse lisaks kotided@a ja
muutujatele nidd kirjutada ka terme: muutujatest ja korstan-
bolitest funktsionaalsimbolite abil moodustatud avalditi saab
formaalses aritmeetikas naiteks moodustada valemi

Vxdydz[x + 0" =y & x +y =z].

Tavaliselt konstrueeritakse esimest jarku keele sigmartoin-
gist vaatluse all olevast matemaatilisest struktuuristudes nii,
et ta sisaldaks teoorias formuleeritavate vaidete jaokalikie
tahiseid. Sealjuures vobidakse ka signatuur defineeridadalselt
kitsamana ja toetuda sellele, et mdnda predikaati saalenvalj
dada signatuuri simbolite kaudu. Naiteks kui universumiks
naturaalarvude hulkl = {0, 1, ...}, siis saame predikaadi < y
valjendada valemiga

“x=y)&Az(y=x+72)

Ulaltoodud signatuuris, predikaadi — y = z aga valemiga
x =y+z. Nii vBime valtida suure hulga simbolite lisamist
ja saavutada, et signatuur ja valemite hulk antud keeleksole
teoreetilise uurimistdd jaoks piisavalt kompaktne.

Edasi on selge, et Uhe ja sama keele abil on véimalik raékida
erinevatest struktuuridest. Naiteks sellesama aritikeeesignatuuri
valemitega vdime véljendada ka fakte tdisarvude, ratsianaude
vOi reaalarvude universumi kohta. Algebras on ka kombekslae
Uhele ja samale tehtemérgile vastavusse erinevaid (isEgials
hulgal defineeritud) operatsioone. Muidugi v8ib universuri
signatuuri siimbolite tdhenduse varieerimine kaasa tuda, set
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mingi valem on Uhes interpreteeringus tbene ja teises Waiu-
raalarvudel vaar valerdx3y [x = y’] on taisarvudel ilmselt tbene.
Kokku jareldame aga siit, et vdib osutuda otstarbekaksoaijal
sele vastupidine liikumissuund, kus fikseeritakse keeddetdakse
selle keele valemeid eri struktuuridel ja saadakse vastest@mite
tbesusele voi vaarusele nende struktuuride teooriad.

Definitsioon 4.8. Olgu o = (C, F,P) signatuur. Signatuurin-
terpretatsiooniksnimetatakse paariM, I,), kus M on suvaline
mittetihi hulk {nterpretatsiooni kandjp mida mdistetakse indi-
viidide piirkonnana, jal/, on interpreteeriv kujutus, mis seab

1) igale konstantsiimbolile € C vastavusse elemendie M;

2) igale n-kohalisele funktsionaalsuimbolilg™ e F vasta-
vusse hulgalM defineeritudn muutuja funktsioonif: M" — M;

3) igale n-kohalisele predikaatsimbolile® € P vastavusse
hulgal M defineeritud n-kohalise predikaadiP: M* — {t, v},
kusjuures vordusmargile seatakse vastavusse vorduspaedi

Néide 4.9.0lgu 0 = (0,1,2,...; +,-; =, <). Anname sellele signa-
tuurile kolm interpretatsiooni:

a) Olgu M = N ja signatuuri siimbolid interpreteeritud standardsel
viisil;

b) Olgu M = R ja signatuuri simbolid interpreteeritud standardsel
viisil;

c) Vaatleme Boole’i interpretatsiooni. OlgM = {0, 1}. Interpretee-
rime signatuuri simboleid jargmiselt:
_ 0, Kkui ¢ on paarisarv,
€= {1, kui ¢ on paaritu arv,
korrutamismérki mdistame tavalisel viisil, marki aga kui liitmist
arvu 2 jaagiklassiringis, s.t.

+/0 1
0|0 1
1(1 0

(tavalist liitmist ei saa siin kasutada, kund ei ole liitmise suhtes
kinnine hulk); predikaatsimboleig¢ ja < mdistame tavalisel viisil.
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Ulesanded
1. Leida jargmiste valemite tdevaartused igalhes kolmest eelmises
naites vaadeldud interpretatsioonist:

(@ 0=2;
(b) 1+2=3;
(c) 1+5=2;

(d) Vx(x <x +1);

(e) Vx3y (x < y);

() Vady (v < x);

Q) VaVy[x <y DIz(x <z& z < Y)];
(h) VxVyVz(x +y=x+2zDy=2);
(i) VxVyIz(x +z=y).

Olgu M struktuur signatuurisr. Struktuuri M esimest jarku
teooriaks (1 elementaarteooriaks) nimetatakse kdigi sellel struk-
tuuril tbesteo valemite hulka:

Th(M)={A|Aono valemjaM = A}.

Naiteks Ulaltoodud valenvx3y3z[x + 0" = y & x + y = 7]
kuulub naturaalarvude esimest jarku teooriasse, aga valem
Vx3dy[x = y’] ei kuulu, sestx = 0 jaoks sellisty vaartust ei
leidu.

Struktuure M1 ja M2 nimetatakseelementaarselt ekvivalent-
seteks kui nende elementaarteooriad Uhtivad. On killalt iimrte, e
isomorfism on selleks piisav tingimus. Tarvilik ta aga ei.ole

Ka esimest jarku keelte jaoks on tahtsal kohal samaseledbes
valemid ja valemite samavaarsuSamaselt tdesteksimetatakse
valemeid, mis on tdesed oma signatuuri kdigis interprietabédes
(vabade muutujate kdigil vaartustel, kui valem pole kimirvale-
meid A ja B signatuurisoc nimetataksdoogiliselt samavaarseteks
kui kBigis signatuurio interpretatsioonides oA tbevaartus vordne
B tdevaartusega.

On selge, et mingit otse definitsioonil pdhinevat samaselt
tbesuse vdi loogilise samavaarsuse kontrolli algoritnag(n lau-
searvutuses) siin olla ei saa, sest tuleks kontrollida Hipnpalju
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interpretatsioone. Osal lihtsatel juhtudel saab kull atid et pii-
sab [8pliku hulga interpretatsioonide vaatlemisest. Aga sn nii
ainult mdne véaga piiratud signatuuri puhul, naiteks aimdltdus-
margist koosnev signatuur ja signatuurid, mis koosnevaulltai
unaarsetest predikaatsimbolitest.

Matemaatikas on oluline ka Uks vahepealse Uldisuse astmega
tbesuse mdiste. Tihti uuritakse mitte Ghte struktuuridvaiingit
struktuuride klassi ja eesmargiks on tdestada vaiteid, keligivad
igas sellesse klassi kuuluvas struktuuris. Nii tehakseteksii
algebras ja funktsionaalanallisis, vaadeldes poolrihitimi,
ringe, korpusi, vektorruume, meetrilisi vdi topoloogilisiume jne.

Olgu fikseeritud mingi signatuus ja olgu K mingi struktuu-
ride hulk, mis koosneb struktuuridest signatuusis Struktuuride
klassi K elementaarteooriakgimetame signatuui k8igi selliste
valemite hulka, mis on tdesed igal klagsi kuuluval struktuuril.

Naiteks rUhmateooria jaoks on tihti kasutusel signatuur
(e;-; =), kus sumbol ¢ téhistab rlhma Uhikelementi ja
- (korrutamis-) tehet. RUhmateooriasse kuuluvad valemids m
on tdesed igal rithmal. Naiteks valem

VaxVy[Vul[x -u =u]l & Vulu-y=u] D x =y]

(vasak- ja parempoolse Uhikelemendi Ghtimine) kuulub riesse,
sest ta kehtib igas rihmas, aga kommutatiivsuse aksioom

VxVy[x -y =y x]

ei kuulu, sest on nii kommutatiivseid (Abeli rihmi) kui ka
mittekommutatiivseid rihmi.

Palju matemaatikas uuritavaid struktuuride klasse on ogiid
ise esimest jarku keele vahenditega (aksiomaatilisefipeeritud,
aga see pole elementaarteooria moiste jaoks oluline. kgdite
voib klass K koosneda ka koigist 16pliku kandjaga struktuuridest
signatuuriso .

Matemaatikuid huvitab, milliste meetoditega saab kinslak
teha, kas mingi valem on antud struktuuril voi struktuuridas-
sil tdene voi vaar. Sellele probleemile vdib leiduda kahogtis
positivhe lahendus. Lihtsamal juhul vdib struktuuri (stiuu-
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ride klassi) teooridahendudaalgoritmiliselt, s.t. leidub algoritm,
millega saab kontrollida suvalise valemi tdesust sellelikstiu-

ril (struktuuride klassis). Lahenduvad naiteks iga Bdolgebra
(sealhulgas ka suvalise hulga alamhulkade algebra) teokdigi

Boole’i algebrate, Abeli rithmade jpm. teooriad. Mitu tetisboriat
aga ei lahendu, kusjuures algebralises méttes ei tarviiseves
“lahimast” lahenduvast juhust olla suur: rihmateooriatributiiv-

sete vorede teooria.

Teiseks v@imalikuks positiivseks lahenduseks on teooka a
siomatiseeritavus (taieliku ja korrektse aksiomaatikagas on
tuletatavad parajasti teooriasse kuuluvad valemid). kagotia
on aksiomatiseeritav, siis saab Uhelt poolt iga teoori&saguva
valemi jaoks konstrueerida nendest aksioomidest |ahtumeh®
haaniliselt kontrollitava” tdestuse. Teiselt poolt on ag@Emalik
ka algoritm, mis genereerib kdikvdimalikud tdestusedeselis-
teemis, s.t. teoreemide leidmine on automatiseeritav efwviit
pdhimdtteliselt, s.t. arvutusaja kulu arvestamata).

Kui tegemist on Uhe struktuuri teooriaga, siis need kaksujuh
Uhtivad. Iga kinnine valem on vaadeldaval struktuuril kasne
voi vaar. Viimasel juhul on muidugi tema eitus tdene. Valemi
tbevaartuse leidmiseks vbime siis kéivitada tdestustesrgaori
ja oodata, kas saame uuritava valemi vbi tema eituse t@estus
Kui aga on aksiomatiseeritud mingi struktuuride klassioten
siis generaator annab meile otsuse ainult nende valemitalko
mis on koigil vaadeldavatel struktuuridel tbesed voi kidigidrad.
Aga tavaliselt pole uuritavasse klassi kuuluvad struktlkdik
elementaarselt ekvivalentsed ja leidub valemeid, mis inginek-
tuuril on tdesed ja mdnel vaarad (hagu kommutatiivsuse usead
rihmadel). Sellise valemi kohta me nii vastust ei saa.

Ulesanded
2. Olgu interpretatsiooni kandjaM = N ja signatuur o =
(0, 1; +, -; =). Valjendada predikaadid:
@ x=2

(©) z=x/y;
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(d) x <y

(e) x on paarisarv;
(f) x jagub arvugay;
(g) x on taisruut;
(h) z on x/y taisosa.

4.9. Loplikud struktuurid

Uurime kdigepealt pisut 10plikke struktuure. Selgub, etlati
loomulikel eeldustel on siin elementaarteooria lahenduv.

Teoreem 4.10.0Igu o 16plik signatuur ja M 16pliku kandjaga
struktuur signatuuriso. Siis struktuuri M elementaarteooria on
lahenduv.

Tdestus. Olguo = (C, F, P), kus

C ={c1,...,c},

F={f..., fi},

P={Py,..., P,}.
Olgu interpretatsiooni kandjaks hulkl = {m4, ..., m,} ja signa-
tuuri stimbolid interpreteeritud hulgsf elementidega, ..., ¢,

hulgal M defineeritud funktsioonidega, ..., f; ja predikaati-
dega Py, ..., P,. Funktsioonid f; ja predikaadidP; on I6pliku
maaramispiirkonnaga ja neid saab esitada |16plike tabelite

Olgu A kinnine valem signatuurisr. Tema tdevaartuse leid-
miseks asendamd kvantoriteta valemiga laiendatud keeles, kus
o sUimbolitele on lisatud tahised hulgd elementidemy, ..., m,
tahistamiseks. Selleks kirjutame seestpoolt alates igevatemi
Vx B(x) asemele konjunktsiooniB(mi) & ... & B(m,) ja iga
osavalemidx B(x) asemele disjunktsioonB(mi) Vv ...V B(m,).
Saadud valemis pole enam ka muutujaid, s.t. termid on kukta
ainult M elementide tahistest. Edasi arvutame funktsioonide tabe-
lite jargi koigi termide vaartused, predikaatide tabejdegi kdigi
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atomaarsete valemite tdevaartused ja 16puks saame lausessy
tehete tulemusena kogu valemi tdevaartuse. O

Ulesanded

1. Kui signatuur on Idpmatu (sisaldades naiteks iga 1 jaoks Uhe
n muutuja predikaadi), siis vdib struktuuri esimest jarku teooria
universumi I6plikkusest hoolimata olla mittelahenduv. Konstruee-
rida selline signatuur ja tema mittelahenduva teooriaga interpretat-
sioon.

Teoreem 4.11.Kui signatuur sisaldab vérdusmarki, siis iga> 1
jaoks leidub

1) valem, mis on tBene parajasti nendes interpretatsices)id
mille kandjas on vahemalt elementi;

2) valem, mis on tdene parajasti nendes interpretatsices)id
mille kandjas pole rohkem kui elementi;

3) valem, mis on tdene parajasti nendes interpretatsices)id
mille kandjas on tapselt elementi.

Tdestus. Esimest tingimust rahuldab valem
Ixq .. 3 [& —xi = xj],
teist tingimust valem
Axp ... AgVy[y=x1V...Vy=1x],
kolmandat nende konjunktsioon. a
Loplike struktuuride esimest jarku teooriate lahenduv@b v
meid viia mottele kasutada valemite samaselt tGesuse dtentr

limiseks kontrollimist I8plikel struktuuridel. Jargminéeoreem
naitab, et sellest ei piisa.

Teoreem 4.12.Leidub kehtestatav valem, mis on igal 16plikul
struktuuril vaar.
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Toestus. Vaatleme valemit
A =Vx=P(x,x) &VxVyVz[P(x,y) & P(y,z) D P(x,2)]
& Vx3y P(x,y).

See valem on kehtestatav, sest ta on tbene, kui votta intatpi
ooni kandjaks naturaalarvude hulk ja moigedx, y) kui x < y.
Oletame vastuvditeliselt, eA on tdene [6plikul hulgalM, mis
sisaldabn elementi. Olgun; € M. Kasutades konjunktsiooni kol-
manda liikme tbesust, saame konstrueerida jagans, ..., m, 1,
nii et kehtib P(my, my), P(ma, m3), ..., P(m,, m,,1). Konjunkt-
siooni teise liikme (transitiivsuse) tottu kehtib

i<j= P(mi,mj)
ja jarelikult konjunktsiooni esimese lilkkme t6ttu

I < j=m#mj,
s.t. elemendidny, . .., m,1 peavad kdik olema erinevad, mis pole
M elementide arvu t6ttu voimalik. O

4.10. Reaalarvude jarjestuse
elementaarteooria

Toome siin Uhe pisut tdsisema ndite elementaarteooriandiveise
kohta. Eelmise paragrahvi esimese teoreemi tdestasimavast
valemist kvantorite elimineerimise teel. PBhiidee on sdaasiin,
aga elimineerimise mehhanism oluliselt keerulisem.

Vaatleme signatuuri, mis koosneb kahest kahekohalisesti-pr
kaatsimbolist= ja <. Kui votta interpretatsiooni kandjaks reaalar-
vude hulk ja interpreteerida siimbokt tavalisel viisil, moodustab
tbeste valemite hulk reaalarvude jarjestuse elementamaite

Teoreem 4.13.Reaalarvude jarjestuse elementaarteooria on la-
henduv.

Tdestus. Margime kbigepealt, et vaadeldavas interpretatsioonis
on tdesed jargmised valemid:
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(1) Vx—(x < x) — range jarjestuse aksioomid,

Q) VxVyVz(x < y& y <zDx < 2),

B)VxVy(x < yvx =yVy<x)— jarjestuse lineaarsus,

@) VxVy (x <y D3Iz(x < z& z < y) — tihedus,

(5) Vx3y3az (y < x & x < z) — pole esimest ega viimast elementi.
Konstrueerime nuitd algoritmi kinniste valemite tdesusetiad-
liks.

1. etapil elimineerime tehtemargid ja =, avaldades need
eituse, disjunktsiooni ja konjunktsiooni kaudu.

2. etapil elimineerime Uldisuskvantorid, avaldades netuse
ja olemasolukvantori kaudu.

3. etapil elimineerime saadud valemist olemasolukvaghtori
Seda vodimaldab jargmine lemma.

Lemma 4.14. Iga osavalemidxg B, kus B on kvantoriteta valem,
vOime asendada sama tOevaartusega kvantoriteta valemiga.

Naitame, kuidas saada selline kvantoriteta valem.

3a. Viime valemisB eitused vahetult atomaarsete valemite ette
(Iabi konjunktsioonide ja disjunktsioonide).

3b. Atomaarsete valemite eitused asendame (3) po&hjal dis-
junktsioonidega, kirjutades

—x =7y asemele x <yVvy<azx,
—x <y asemele x=yvy<ux.

3c. Jarelejaénud kvantorialune valem sisaldab ainult & ja
Disjunktsioone labi korrutades saame atomaarsete vaekoin-
junktsioonide disjunktsiooni, s.t.

k
B=t& Vv B
i=1
3d. Disjunktsiooni saame olemasolukvantori alt valja tuua

k k
dxg _Vl B;(xg) = 'Vl dxg B; (x0).
1= 1=
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3e. Elimineerime kvantori igast valemisixg B;(xg) eraldi.
Kdigepealt saame kvantori alt vélja tuua need konjunktsiaBy
likmed, mis ei sisalda muutujaty:

dxo Bi (x0) = C; & Jxg D;(xo).

3f. Vaatleme 3xg D;(xg). Siin D;(xg) on konjunktsioon ato-
maarsetest valemitest kujuh < x;, xo = x; ja x; < xo.

3fl. Tdesed liikkmedxy = xo vOoime vdlja jatta. Kui leidub
lige xp < xo, Siis on konjunktsioon kohe vaar.

3f2. Kui konjunktsioonis leidub liige kujukg = x;, kus j # O,
siis 3xg D;(x0) = D;(x;) ja kvantor on elimineeritud.

3f3. Kui konjunktsioonis on ainult Ghesuunalisi vorratusio.
D; (xg) on kujul

& (xj <xo) VOI kujul & (xo < x;),
J j

siis on3dxg D;(xg) valemi (5) pdhjal tdene.

3f4. Kui konjunktsioonis leidub nii likmeid kujuk; < xo Kui
ka kujul xg < x, siis vaidabdxg D; (xg), et xg saab paigutada koi-
gist elementidesk; paremale ja koigist elementidest vasakule.
Tiheduse (4) tdttu on see v@imalik parajasti siis, kui onnte
valem

o - (xj < X%,
{ j.k|leidub liige x; < xo ja leidub liige xo < x¢ }

s.t. vBime3dxg D; (xg) asendada selle valemiga, kus pole kvantorit
egaxo.

Sellega on lemma tdestatud ja saame seestpoolt valjapoole
elimineerida kdik kvantorid. O

Jareldus 4.15. (teoreemist ja tbestusest). Ratsionaalarvude jarjes-
tuse teooria on elementaarselt ekvivalentne reaalarvidegtuse
teooriaga ja samuti lahenduv.

Toestuses me ei kasutanud mingeid muid reaalarvude j#sgest
struktuuri omadusi kui ainult valemite (1)-(5) t6esust.aAgeed
valemid kehtivad ka ratsionaalarvude jarjestuse kohta gags
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arvutab konstrueeritud algoritm samuti valemi tdeva@rtuat-
sionaalarvudel. Muuhulgas oleme saanud néite mitteisisetest
elementaarstruktuuridest. Uksiihest vastavust nendétigtrnide
vahel ei saa olla sel pbhjusel, et ratsionaalarvude hulkoenduv,
aga reaalarvude hulk kontiinumi v8imsusega.

Jareldus 4.16. Valemid (1)—(5) kujutavad endast taielikku aksio-

maatikat, sest nende kehtimisest jareldub antud signatiga
valemi tdevaartus.

4.11. Ulesanded

1. Naidake arutluste kehtivust:
@ Vx—(Fx& Gx)
Fa
—Ga
(b) —3x (Px & QOx)
dx (Px & Rx)
dx (Rx & —Qx)
(c) Vx(Px D QOx)
Pa
Ra
dx (Rx & Ox)

2. (C. H. Papadimitriou) Olgu meil kasutada binaarne predikaat
canfool(p,t) (p-d saab narritada ajal). Abraham Lincoln on

utelnud

You can fool some people all of the time,
and all of the people some of the time, but
you cannot fool all of the people all of the
time.

(Te saate alati narritada ménda inimest ja mdnikord k&iki ini-

mesi, kuid te ei saa alati narritada k&iki inimesi.)
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(a) Formaliseerige Lincolni dtluse pessimistlik variant (leidub
inimene, keda saab alati narritada) ja optimistlik variant
(sellist inimest ei leidu, kuid alati on olemas inimene,
keda saab narritada).

(b) Tdestage, et ks nendest variantidest jareldub teisest.

3. Formaliseerige koolimatemaatika vaited. (Allikad: 1, IV ja V
klassi 6pikud, 1987-1990.)

(a) *Summa ei muutu, kui muudame liidetavate jarjekorda.

(b) *Kui summast lahutame uhe liidetava, siis saame teise lii-
detava.

(c) Korrutis ei muutu, kui muudame tegurite jarjekorda.

(d) *Kui Uks tegur on vordne 1-ga, siis korrutis on vdrdne
teise teguriga.

(e) Kui Uks tegur on vdérdne nulliga, siis korrutis on vdrdne
nulliga.

(f) Paarisarvule jargneb ja eelneb paaritu arv.

(g) Summa korrutamiseks arvuga vOime korrutada liidetavad
eraldi ja korrutised liita.

(h) Selle asemel, et lahutada arvust summa, vdin enne lahu-
tada Uhe liidetava ja siis teise liidetava.

(i) Kui arvu ristsumma jagub 3-ga, siis arv jagub 3-ga, vasta-
sel juhul mitte.

4. Formaliseerige koolimatemaatika vaited. (Allikas: V klassi 6pik.
Nurk, Telgmaa, 1990.)

(a) Labi iga kahe punkti v8ib tdmmata sirge ja sealjuures ai-
nult tks kord.

(b) Labi antud punkti saab antud sirgele joonistada ainult he
ristsirge.

(c) Kui kaks sirget tasandil on risti Glhe ja sama sirgega, siis
need kaks sirget on paralleelsed.
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(d) (Paralleelide aksioom.) Véljaspool sirget asetsevat punkti
l&bib ainult Uks sirge, mis on paralleelne antud sirgega.

5. Véljendada predikaadid signatuudés= (0, 1; +, -; =) eeldusel,
et universumiks on reaalarvude hukk
(@ x >0;
(b) x <y;
€ x <y
(d) x e N.

6. Valjendada predikaadid signatuurs = (;; =, C) eeldusel, et
universumiks on naturaalarvude hulga k&igi osahulkade hulk
P(N).

(@) X =0
(b) X =N;

(c) XUY = Z;

d xXny =2

(e) Xux¥nz)y=Vv,
H XNy =g;

9 X=Y;

(h)y X\Y =2,

0 1X1=1

0 1xI=2.

7. Vdaljendada predikaadid signatuuris = (;U,N; =) eeldusel,
et universumiks on naturaalarvude hulga ko&igi osahulkade hulk

P(N).

(@ X =0
(b) X =N;
(c) Xcv,

d) X=v;

4.11. Ulesanded 129

(e) X\Y =Z.

8. Olgu fikseeritud hulkM ja olgu A,B,C € M, D C M x M.
TahistaguA (x), B(x) ja C(x) vastavaltx € A, x € B jax € C,
D(x,y) aga (x,y) € D. Signatuur koosnegu predikaatsimboli-
test A, B, C, D ja vOrdusmargist. Valjendada:

(@ A=B;
(b) A C B;
(c) A C B;
(d) AUB =C;
(e) ANB =C;
(H A\B=C;
(9) A= B;
(h) A=0;
(i) A=M;
() AnNB=4¢;
(K) 1Al =1;
0 1Al =2;
(m) Ax BC D;
(n) D C A x B;
(0) Ax B=D.

9. Selgitage, kuidas saab predikaatarvutusse tuua kvanvéitia
palju ja enamus



5. Klassikalised
tuletusreeqglid

Siin on selge, et kuri on karjas, kui pildis oleva
ebareeglipirasuse leidmine pohineb automatiseerunud
seosteahela veatul kéivitumisel.

— Andreas Walden

Bentham oskas asju koost lahti votta, ta ei usku-
nud iildistusi, igal juhul mitte enne, kui nad tema
meetodi abil toestust polnud leidnud. Tema eesmdrk,
konstrueerida selline keel, mis oleks oma lihtsuses ja
ldbipaistvuses arusaadav koigile, jai kiill saavutamata,
kuid selle poole piitidmine tundub tinapaeval lausa
kangelaslik.
— Toomas Raudam

Arutluste kehtivuse kontrollimiseks on palju v8imalusiel&e-
valt nagime, kuidas seda saab teha kdigi variantide |atzimsiae
teel. Lausearvutuse korral on selleks silstemaatiline odeet
tdevaartustabelid. Nende koostamine on aga vaga t6omshuka
Kui arutlus sisaldab 3 lausemuutujat, siis tuleb tdev&tethe-
lis tdita 8 rida. n muutuja korral on aga vaja taita” 2rida.
Mdnikord aitab héadast vélja kiirkontrolli meetod, kuid Huoste
kehtivuse kontrollimine on halvimal juhul ikka eksponéatdse
ajakeerukusega. Me Utleme sellisel juhul, et “lauseasautlau-
sete loogilise tbesuse kontrollimise probledaendub raskesti
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Alonzo Church (1903-1995) tbBestas, et predikaatarvutuse k
ral on analoogiline probleem mitte raskesti lahenduv, vibke
mittelahenduv. Sellepérast kasutatakse arutluste kedativkont-
rollimiseks meetodeid, mille abil on lootust lahendadabpgem
reaalse ajaga. Kasutatakse mitmesuguseid formaalseitlgsilis-
teeme, millest efektivsemaks peetakse tdesuspuude dilegho
resolutsioonimeetodit. Paljud eelistavad aga nende dserdre
loomuliku tuletuse stisteemi kasutamist.

5.1. Tuletusreeglid

Suur osa tuletusreeglitest on parit Aristotelese loogik&sepa-
rast kasutatakse nende reeglite téhistamiseks sageiialeiseid
nimetusi.

Vaatleme naiteks lausearvutuses arutlust

Kui Anul on hea tuju, siis on Peeter dnnelik.

Kui Peeter on &nnelik, siis Anu ja Peeter
mangivad kabet v&i joovad teed.

Anul on hea tuju, kuid Anu ja Peeter ei mangi
kabet.

Anu ja Peeter joovad koos teed.

Selle arutluse saab formaalselt kirja panna kujul

1. ADP

2. PO(KVT)
3. A& —K
T

kus lausearvutuse valemid on nummerdatud ja lausemuutsad
tahistatud vastavate sfnade esitédhtedega. Selle arditusd on
lihtne ndha, miks ta kehtib:
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4. A (3. lause pdhjal) Anul on hea tuju.

5 P (1. ja 4. pBhjal) Peeter on &nnelik.

6. KvT (25 Anu ja Peeter man-
givad kabet vdi joo-
vad teed.

7. =K 3) Anu ja Peeter ei
mangi kabet.

8. T (6,7) Anu ja Peeter joovad
koos teed.

Arutluse kehtivuse kontrollimiseks oleks tulnud taita ré@dine
tbevaartustabel. Praegu piisas aga 8-realisest tulétudeskasu-
tasime selles naites mitutiletusreeglit Neljanda ja seitsmenda
lause saamiseks kasutasifitesustamisreeglit

p&q Vo r&q (Simp.
p q

Viienda ja kuuenda lause saamiseks kasutasime reegitius
ponens

Kaheksanda valemi saime adsjunktiivse sillogismi reeghbil:

Vg, . Vg,
pvqg,—p VB pVvdq,—q (D9).

q P

Siit selguvad tuletustele iseloomulikud jooneduletus on
lausete jada, kus iga lause on kas eeldus v6i saadud terdale ja
eelnevatest lausetest mingi tuletusreegli abil. Kui esleluhulgast
I' saab tuletada jareldugg siis pannakse see lihidalt kirja kujul

' p.
Nimetame ka tuletusreeglite tdhtsamad omadused:

e Korrektsus Iga tuletusreegel on kehtiv arutlusvorm, s.t. ta
sdilitab oma argumentide tdesust.
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o Kompaktsus Reegleid ei tohi olla liiga palju. Neid peab
olema lihtne meelde jatta.

e Tuletussisteemi taielikkusReeglite abil peab saama tu-
letada kd&ik kehtivad (lausearvutuse vdi predikaatana)tus
arutlused.

Tuletusslisteemi nimetatakse vahel fkamaalseks aksiomaa-
tiliseks siusteemikw6i lihtsalt arvutuseks Me oleme siiamaani
nimetanud lauseloogikat ja predikaatloogikat samuti @steks,
silmas pidades nende stlisteemide algebralisi omadusi, dimsalk
davad tunnistada teatavad laused omavahel ekvivalekéseiag
sooritada lausete samasusteisendusi ja asendusi.

Esimene teadaolev tuletussiisteem on parit Eukleideselt
(u. 365—-300 e.m.a.), kes esitas aksiomaatilise ststeemiegltaar-
geomeetria jaoks. Saksa matemaatik David Hilbert (18623)19
plidis aga sajandivahetusel formaliseerida kogu kaastegs-
temaatikat alates hulgateooriast ja algebrast ning |dpstanate-
maatilise analtdsiga. Kurt Godel (1906—-1978) naitas 18astal,
et naturaalarvulist aritmeetikat ei saa esitada formaakstomaa-
tilise slisteemina. Ta tBestas, et iga piisavalt vdimas mmeiline
teooria onmittetaielik s.t. selles teoorias leidub tdene valem, mis
ei ole formaalses slsteemis tuletatav.

Ka Aristotelesesullogismid sobivad sellesse skeemi. Nad on
lintsalt kahe eeldusega kehtivad tuletus&lillogismi moodused
on meie maistes tuletusreeglid. Tuntumad neistmordus ponens
ja disjunktiivse sullogismi reegel

Tabelites 5.1 ja 5.2 on loetletud kasutatavamad lauseseut
tuletus- ja asendusreeglid.

Asendusreeglejdmis esitatakse vorduste kujul, vib samuti
vaadelda kui teatud tllpi tuletusreegleid. Erinevalt listest tule-
tusreeglitest, mis toimivad ainult Uhes suunas: Ulemigakmist
saab tuletada alumise valemi, saab asendusreegleid ealaemi
vasakpoolsest valemist parempoolse valemi tuletamiselsk&
vastupidi. Asendusreeglite korral on vorduse kahel poelvai
valemid loogiliselt ekvivalentsed. Seeparast vdib neiggheid
kasutada ka valemite osade asendamiseks.
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Reegel Lihend Reegli nimi
p&q , p&q Simp  Lihtsustamisreegel
p q
p,q . . . .
—— Con Konjunktsioonireegel
P& J J g
qu# MP Modus ponens
[’D# MT Modus tollens
pY Z P P Y Z 4 DS Disjunktiivne sillogism
P29, 92" HS Hipoteetiline sullogism
pOr
P 4 Add Lisamisreegel
pVq pVq
P24, "8 PVr CD Konstruktiivne dilemma

qVs

Tabel 5.1. Levinumad lausearvutuse tuletusreeglid.

Teoreem 5.1 (asendusteoreemKui valemid p ja ¢ on loogiliselt
ekvivalentsed ja valem on saadud valemist mdnede valemp
esinemiste asendamise teel valemigasiis on valemidr ja s

loogiliselt ekvivalentsed.
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Reegel Lihend Reegli nimi
p&g=q&p Comm  Kommutatiivsus
pvVg=qVp Comm

p& (q&r)=(p&q)&r Assoc  Assotsiatiivsus
pv@vr)=(pVvgVvr Assoc

p& (gVvr)=(p&qg)Vv(p&r) Dist Distributiivsus
pV(g&r)y=(pVvq & (pvr)  Dist

p=p&p Red Liiasusreeglid
p=pVvp Red

p=——p DN Kahekordse eituse reegel
—(p&q)=—-pV—q DeM  De Morgani seadused
—~(pVvqg)=—p&—q DeM

pDgq=—pVg CE Implikatsioonireegel
pDg=—qgD—p Contra Umberpodramisreegel
(p&g)Dr=p>D@D>Dr) Exp Valjaviimisreegel
pr=g=(P>q) &g Dp) Bic Ekvivalentsireeglid
p=q=p&qVv-p&—q Bic

Tabel 5.2. Tuntumad lausearvutuse asendusreeglid.

Tdestus. Valemite p ja ¢ loogiline ekvivalentsus tdhendab, et

nendel valemitel on kdigis vBimalikes situatsioonides saibe-

vaartus. Jarelikult ei saa ka valemidja s loogiliselt erineda.

O
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Esitame niidd moned tuletuste naited. Vaatleme arutlust

Kui ma teen tervisejooksu, siis ma ei jaa
haigeks.

Ma hakkan haigeks jaama.

Ma ei tee tervisejooksu.
Selle jarelduse tuletamiseks toome sisse kahekordseeejtus
rakendame seejarel reegfitodus tollens

1. T>—-H eeldus Kui ma teen tervisejooksu,
siis ma ei jaa haigeks.

H eeldus Ma hakkan haigeks jaama.
—-—H 2 DN Pole dige, et ma ei jaa hai-
geks.
4. =T 1,3 MT Ma ei tee tervisejooksu.

Toome naite asendusreeglite erisugusest kasutamisdis Se
tuletuses kasutatakse kommutatiivsust kui tuletusreegli

1. (AvB)DC

2. BVA
3. AVB 2 Comm
4, C 1,3 MP

Jargmise tuletuse kolmandas reas rakendatakse aga asendus
reemi:

1. (AvB)DC

2. BVA

3. (BVvA)DC 1Comm
4. C 2,3 MP

Assotsiatiivsusreeglid vdimaldavad konjunktsioonide dis-
junktsioonide alamvalemeid suvaliselt grupeerida ja Umjéges-
tada. Seeparast vdib paljudel juhtudel sulud Uldse &ra. jatt
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Teoreem 5.2 (Umbertdstmisteoreem)Kehtivad jargmised sama-
vaarsused:

P1& ... & pp=pm & ... & pp,,
PV N Du=DPmy VooV D

kusmai, ..., m, on indeksite jaddl, ..., n suvaline Umberjarjestus
(ehk permutatsioon) ja vorduse md&lemale poole jaavatesnvisbs
voib kasutada suvalist (lubatud) sulgude paigutust.

Naiteks jargmises tuletuses on kdik esimesest valemistatul
tud valemid esialgse valemiga ekvivalentsed:
1. (AvB)v((CvVvD)
AV (Bv (Cv D)) 1Assoc
(Bv((CvD)vA 2Comm
(BvC)yvD)yvA 3Assoc
(BvC)v(Dv A) 4 Assoc
6. (CvB)v(DvA) 5Comm

Asendusreeglitega saab viia kdik lausearvutuse valenedelh
maaratud standardkujule: kas téielikule disjunktiivsetemaalku-
jule voi taielikule konjunktiivsele normaalkujule.

o > wDn

Definitsioon 5.3. Literaalideksnimetatakse atomaarseid valemeid
ja nende eitusiElementaardisjunktsiooniksimetatakse literaalide
disjunktsiooni ning elementaarkonjunktsioonikditeraalide kon-
junktsiooni. Valem ondisjunktiivsel normaalkuju(DNK), kui ta
on elementaarkonjunktsioonide disjunktsioon:
m
Vih&...&l,,
i=1
ning valem on konjunktiivsel normaalkujul(KNK), kui ta on
elementaardisjunktsioonide konjunktsioon:

m
& lilv---\/lim.-
i=1 !
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Lausemuutujaid X1, ..., X,, sisaldav valem ontaielikul dis-
junktiivsel normaalkujyl kui ta on disjunktiivsel normaalkujul,
mille iga elementaarkonjunktsioon sisaldab kd&iki lausetujaid

X1,..., X,, s.t. iga elementaarkonjunktsioon on kujul
X' & ... & Xy,
kusasi,...,a, € {t,v} ja
def def

X=X ja X'= -X,

ning valem ontaielikul konjunktiivsel normaalkujulkui ta on
konjunktiivsel normaalkujul, mille iga elementaardidfigsioon on
kujul

X{PVooov Xy

Naiteks valem—A & (B v C) on konjunktiivsel normaalkujul,
ent ta ei ole taielikul konjunktiivsel normaalkujul ega jdisk-
tivsel normaalkujul. Valem—A & B on aga nii konjunktiivsel
normaalkujul kui ka taielikul disjunktiivsel normaalkuju

Teoreem 5.4.1ga lausearvutuse valemi saab viia disjunktiivsele
(konjunktiivsele) normaalkujule, s.t. valemi saab tedkzeta te-
maga ekvivalentseks disjunktiivsel (konjunktiivsel) nmaalkujul
olevaks valemiks.

Tdestus. Valemite normaalkujule viimiseks sobib algoritm

1. Kaotame implikatsiooni- ja ekvivalentsireeglite aldllemist
implikatsioonid ja ekvivalentsid.

2. Viime eitused De Morgani seaduste ja kahekordse eituse

reegli abil vahetult lausemuutujate ette.

3. Rakendame distributiivsusreegleid, kuni kdik konjusidb-
nid on disjunktsioonide all (disjunktsioonid on konjunkt-

sioonide all).
O
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Naiteks valem (X = Y) D Z teisendatakse disjunktiivsele

normaalkujule jargmiselt:
X=Y)DZ = (X&YV-X&-Y)DZ
= (X&YV-X&-Y)VvZ

~X&Y)&—-(—=X&-Y)VvZ
(X VY)& (—XV—-Y)VZ
(mXVY)&(XVY)VvZ
(mXVY)& XV
(=XVv-aY)&Y)VvZ
= " X&XV-Y&XV-X&YV

-Y&YvVZ.

Disjunktiivsest (konjunktiivsest) normaalkujust on nibks vélja
jatta loogiliselt vaarad elementaarkonjunktsioonid gitiselt tGe-
sed elementaardisjunktsioonid), mis sisaldavad mingiorai ja
selle eitust:

= Y&XV-=-X&YVZ.

Samuti kustutatakse korduvad elementaarkonjunktsioal@men-
taardisjunktsioonid).

Kui eesmargiks on taieliku DNK leidmine, siis tuleb mitte-
taielikke elementaarkonjunktsioone tdiendada neis peatdulau-
semuutujatega. Selleks korrutame igat elementaarkotsjiarmaki
iga temas puuduva muutuj@ korral loogiliselt tdese valemiga
T v =T ja kasutame distributiivsusreeglit. Taielike normaalklg
elementaarkonjunktsioonid ja -disjunktsioonid jarjtsiae tihti ka
tahestikuliselt:

= Y&X&(ZV—-Z)V-X&Y&(ZV-Z)V
Z&(XV-X)& (Y VYY)

= Y&X&ZV-Y&X&ZV-X&Y&ZYV
—X&Y&—-ZVZE&X&YVZ&X&-YV
Z& -X&YVZ&—-X&-Y

= X&Y&ZVX&-Y&ZVX&-Y&—-ZV
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“X&Y&ZV-X&Y&—-ZV—-X&-Y & Z.

Valemite taielikud normaalkujud on liikmete jarjekorrgpsa-
sega Uheselt maaratud.

Ulesanded
1. *Teisendage valem(X = Y) DO Z taielikule konjunktiivsele nor-
maalkujule.

2. Tdestage arutluste kehtivus:
@ CoA
ADS
SDO>-D
D
-C

(b) D> ((RVC)
—R
~C
-D

5.2. Konditsionaalne tdestus

Kui meil on vaja tuletada implikatsiooni sisaldav lauseis si
on Uheks vdimaluseks kasutadtanditsionaalse tGestuseeglit.
Vétame implikatsiooni vasakul pool oleva valemi hipotkesi
ja putame sellest lahtudes tdestada implikatsiooni pdreoal
olevat valemit. Konditsionaalse &ngimuslikutdestuse reegli (ka
implikatsiooni sissetoomisreeplCP saab kirja panna kujul

I,pkgq
'-p>g

(CP),

kus I" tahistab tuletuse eelduste hulka.
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n. |p hipotees

m. |q
m+l. p>g n-mCP

Joonis 5.1. Konditsionaalse tdestuse skeem.

Konditsionaalse tdestuse skeem on antud joonisel 5.1. Tu-
letuse osa alateg-ndast valemist kunim-nda valemini soltub
hipoteesistp ja on seeparast margitud vasakul pistjoonega. Seda
osa tuletusest nimetataksdamtuletuseksAlamtuletuse 6ppedes
kaotavad tema valemid kehtivuse ning neid ei tohi enam usiet
kasutada. Alamtuletuse hipotees kaob samuti tuletuseusteld
hulgast &ara. Alamtuletuses endas v6ib aga kasutada kokki se
lest valjapoole jaavaid tuletuse valemeid. Kasutades talainse
valemeid véljastpoolt saab naiteks tuletada vastuolydiselduse:

1. A eeldus
2. |-A hUpotees
3. A&—-A 1,2 Conj

Konditsionaalse tdestuse reegli kasutamist Oigustab, fakt
valemid

h&lh&...&1,) D (pDgq)
ja (l1&1&...&1,& p) Dg

on loogiliselt ekvivalentsed.
Toome naite konditsionaalse tbestuse reegli rakendaroisek
Vaatleme arutlust
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Kui ostan laserplaadimangija, siis pean oma
kulutusi kérpima vai jaan volgadesse.

Kui ostan laserplaate, siis ma ei karbi oma
kulutusi.

Kui ostan CD-mangija, siis ostan plaate.

Kui ostan laserplaadiméngija, siis jaan volga-
desse.

See arutlus tdestatakse konditsionaalse tdestuse r=eg@iligniselt:

1. L>(KvVvV) eeldus
2. PO—-K eeldus
3. LOP eeldus
4. |L hlpotees
5 |[KvV 1,4 MP
6. |P 3,4 MP
7. |=K 2,6 MP
8. |V 5,7 DS
9. LDV 4-8 CP

Konditsionaalse tuletuse saab tihti asendada tuletudags,
seda reeglit ei kasutata. Naiteks saab vaadeldava aruflastada
ka ilma konditsionaalse tdestuse reeglita:

1. L>(KvYV) eeldus
2. P>-K eeldus
3. LOP eeldus
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L>-K 2,3 HS
L>(—==KvV) 1DN
L>(-K>V) b5CE
(L& —-K)DV 6 Exp
—K&L)YDV 7 Comm
—KD>(LD>V) 8Exp
10. LD>(LDV) 4,9 HS
11. (L& L)DV 10 Exp
12. LDV 11 Red

© © N o g A

Konditsionaalse tdestuse reeglit on vaja tuletussiistaéiet
likkuse jaoks, kuna muidu ei saaks monesid loogiliselt ks
valemeid formaalselt tuletada. llma konditsionaalse tt&s reeg-
lita ei saa naidata, et

FADA.

Toepoolest, peale konditsionaalse tdestuse reegli ei obe m
tuletussiisteemis Uhtegi teist reeglit, mille abil sedawél saaks
tuletada. Reegli CP abil on aga asi lihtne:

1. |A hipotees
2. ADA 1CP

Selliseid valemeid, mida saab tuletada ilma Uhtegi eeldast
sutamata, nimetatakseoreemideksJarelikult on valemA > A
(lausearvutuse ja predikaatarvutuse) teoreem.

Pikemate arutluskaikude korral vOib alamtdestusi ollaumit
Siis vOib Uks alamtuletus olla teise alamtuletuse sees:
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1. |A hipotees
2. ||B hipotees
3. ||A 1 DN
4. ||A 3 DN
5. |IBDA 2-4 CP

6. AD(BDA) 1-5CP

Kahekordse eituse sissetoomine ja véljaviimine on selleguses
vajalikud, sest meil puudub reegel, mis v8imaldab valenit
dubleerida.

Ulesanded
1. Tdestage, et

@ p>9g=pD((p&q);
(b)) pDg#pVvag.

5.3. Kaudne tdestus

Kaudse tBestamiskorral eeldatakse, et arutluse eeldused on tée-
sed ja jareldus on vaar (s.t. jarelduse eitus on tdene) @iadakse
sellest vastuolu. Seega peab jareldus olema tbene. Sé#istus-
meetodit nimetatakse keastuvaiteliseks tbestamisefteductio ad
absurdun. Kaudne tBestus on matemaatikas levinud, sest seda
on sageli lintsam teha kui otsest tdestust. VOtame naitélie v
“Tuhihulk sisaldub igas hulga#l”: ¢ C H. Selle véite vastuvai-
telisel tdestamisel eeldatakse, et tuhihulgakidub element, mis

ei kuulu hulkaH. See on aga vastuolus tihihulga definitsiooniga,
mis Qtleb, et temas ei ole Uhtegi elementi. Jarelikult ondeai

¢ C H tbene.

Kaudse tbestuse skeem on toodud joonisel 5.2. Tdestuse
n-indas reas tuuakse sisse hlpotegs ning alustatakse alam-
tbestust. Kuim-ndas reas saadakse vastugl& —g, siis voib
(m + 1)-s reas tuletad&audse tdestuse reeglig® hipoteesi—p
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n. |—-p hipotees
m. |qg& —g
m+l. p n—-m IP

Joonis 5.2. Kaudse tbestuse skeem.

iima eituseta Vastuolukssobib suvalise valemi ja selle eituse kon-
junktsioon. Mdnes tuletussiisteemis tuuakse vastuolsttihiseks
sisse erisimbol (naiteks).

Kaudse tBestuse reegli saab Ulejaanud reeglitega asendada
Naiteks joonisel 5.2 toodud kaudsest tuletusest saab teladise
tuletuse:

n. |—p hipotees
m. |g& —gq
m+1l. |g Simp

—g Simp
qVvp Add
p DS
-pD>p CP
—-—pvp CE
pVvp DN
p Red

Jarelikult ei ole kaudse tdestuse reeglit tuletussistdaimiikkuse
jaoks tarvis.

Toome nlld naite kaudse tBestuse reeglit sisaldavastigakdt
Arutlus
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Kui riigikogu ratifitseerib seaduseelndu ja pre-
sident selle kinnitab, siis see muutub seadu-
seks.

Riigikogu ratifitseeris seaduseelndu.
See ei muutunud seaduseks.

President ei kinnitanud seaduseelndud
tbestatakse kaudse tBestuse reegli abil jargmiselt:

1. (R&P)DS

2. R

3. =S

4, |—-=P hlpotees
5. |P 4 DN

6. |[R&P 2,5 Conj
7. |S 1,6 MP
8. |S&—S 3,7 Conj
9. =P 4-8 IP

5.4. Predikaatarvutuse tuletusreeglid

Predikaatarvutuses kehtivad kdik lausearvutuse tukedgdid, kuid
siin on ka omad spetsiifilised reeglid. Kvantorite sissetiseks
ja eemaldamiseks tuleb valemid viia kujule, kus kvantors-a
vad valemi vasakus servas. Me U(tleme, et sellised valemid on
prefikskujule. preeneks-normaalkujul

Kvantorite ettetoomisreeglid on koondatud tabelisse &van-
torite eitamisreeglidvdimaldavad viia eitusestimbolid kvantorialus-
tesse avaldistess&vantorite distributiivsusreeglitegaaab kvan-
torite alla viia konjunktsioonid ja disjunktsioonid. Kalesimest
kvantorite distributiivsusreeglit on asendusreeglicst seende abil
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saab teha moélemasuunalisi tuletusi, kaks viimast on agdaugsl
reeglid, sest nendega saab tuletada ainult vasakpoolatshist
parempoolse valemi, vastupidine tuletus ei kehti. Naiteksaa
kvantorite distributiivsusreeglit

Ix (p(x) & q(x))
Ax p(x) & x g(x)

(QD)

kasutada teistpidi: eksistentsikvantori valemi ette tseks. VO-
tame naiteks interpretatsiooni, kygx) tahendab, et inimene on
naissoost jag(x), et inimene on meessoost. Siis on tuletusreegli
alumine lause tdene, sest leidub nii naisi kui ka mehi, kuid
tlemine lause on vaar, sest Ukski inimene ei ole korraga feais
meessoost.

Kvantorite jarjekorra muutmiseks kasutatakeeantorite jar-
jestusreegleid Kvantorite liigutamisreegliteseeldatakse, et ei
esine valemite®p ja ¢ vabalt (¢ vdib aga esineda vabalt valemites
p(x) ja g(x)).

Kui kvantoreid ei saa Uhegi reegliga valemi ette tuua, siistt
moni kvantifitseeritud muutuja asendada selles valemiseasi-
neva muutujaga. Kvantifitseerituduutuja asendaminen lubatud,
kui me asendame muutuja korraga nii kvantoris kui ka kvantor
aluses avaldises. Muutujate asendamisega saab viia prgfiles
ka eespool toodud distributiivsusreegli alumise valemi:

Ix p(x) & Ixg(x) = Fx p(x) & Iyq(y)
= Ixy (p(x) & q(y)).

Muutujate asendamisel on oluline, et asendav muutuja ei
esineks valemis, sest muidu saaksime mittekehtiva tidetdgiteks
valemist

dx3dy Sxy

ei tohi asenduse teel moodustada valemit
dx3x Sxx (= 3x Sxx),

sest esialgse valemi tdesusest ei jareldu sugugi, et valemon
téenex ja y vOrdsetel vaartustel. See véimaldab meil konstrueerida
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Reegel

Luhend Reegli nimi

=Vx p(x) = Ix —p(x)
Vx p(x) = =3x =p(x)
—Vx —=p(x) = 3x p(x)
Vx —=p(x) = —3Ix p(x)
Vx (p(x) & q(x)) =

Vx p(x) & Vx g(x)
Ix (p(x) Vgqx)) =

dx p(x) VIxg(x)
Vx p(x) VVxg(x) =

Vx (p(x) V q(x))
I (p(x) & q(x)) =

dx p(x) & Ix g(x)
VxVy p(x, y) = VyVx p(x, y)
xdy p(x, y) = dydx p(x, y)
IxVy p(x,y) = Vy3ax p(x, y)
PO Vxq(x)=Vx(pDqx))
p DO 3Ixgx) =3x(p Dqx))
Yx p(x) Dg=3x(p(x) Dq)
x p(x) D g =Vx(p(x) Dq)
p&Vxq(x) =Vx(p&q(x))
p&3Ixg(x) =3x (p & q(x))
pVVxq(x)=Vx(pVvqx))
pViIxgx)=3x(pVqx))

ON
ON
ON
ON
QD

QD

QD

QD

Ql

Ql

Ql

QM
QM
QM
QM
QM
QM
QM
QM

Kvantorite
eitamisreeglid

Kvantorite
distributiivsusreeglid

Kvantorite
jarjestusreeglid

Kvantorite
ligutamisreeglid p ja
g ei sisalda muutujat
vabalt)

Tabel 5.3. Kvantorite ettetoomisreeglid.
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interpretatsiooni, kus esimene valem on t6ene, aga teifemva
vaar. Naiteks interpreteerides predika&tiy kui seostx # y.

Teoreem 5.5.1ga predikaatarvutuse valemi saab viia prefiksku-
jule, s.t. valemi saab teisendada temaga ekvivalentsakikgkujul
olevaks valemiks.

Toestus. Teeme induktsiooni predikaatarvutuse valemi definit-
siooni jargi:
1. Atomaarsed valemid ongi prefikskujul, sest nad ei s&ald
Uhtegi kvantorit.

2. Valemi —p saab viia prefikskujule, sest me saame indukt-
siooni pBhjal tuua kvantorid valenp algusesse ja tGstame
nad seejarel kvantorite eitamisreeglite abil eituse ette.

3. Valemid (p & q), (p Vv q), (p D q) ja (p = ¢q) saab viia
prefikskujule, sest induktsiooni pdhjal saab tdsta kvaditor
valemite p ja g algusesse. Seejarel asendame ekvivalentsid
ning kasutame kvantorite distributiivsus- ja liigutaneisg-
leid ning kvantifitseeritud muutujate asendamist.

4. Valemid Yv p ja Jv p saab induktsiooni pdhjal viia pre-
fikskujule, sest kvantorid saab tdsta valemalgusesse.

Toome niiid valemite prefikskujule viimise kohta paar néide
Valem3x Fx D Yy Gy viiakse prefikskujule jargmiselt:

dx Fx DVyGy = Vy(3x Fx D Gy)
= VyVx (Fx D Gy).

Lause “Kellegile meeldivad kdik raamatud”, mille vdib foam
liseerida valemina

Jx (Ix & Yy (Ry D Mxy)),
Uheks voimalikuks prefikskujuks on

xVy (Ix & (Ry D Mxy)).
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Prefikskujul valemid saab edasi teisende@leolemi normaal-
kujule Selleks eemaldatakse valemist kdik eksistentsikvahtjari
asendatakse nendes esinevad muut@adlemi funktsioonidega
mille argumentideks vOetakse kdik eksistentsikvantoeddnevates
Uldisuskvantorites esinevad muutujad. Kui eksistentsikarile ei
eelne Uhtegi Uldisuskvantorit, siis nimetatakse Skolamkfsiooni
Skolemi konstandiksEelmise ndite lause saab viia Skolemi nor-
maalkujule, asendades inimese, kellele meeldivad k&iknatad,
Skolemi konstandiga:

Vy(Uc& (Ry D Mcy)).
Lause “lgal inimesel on ema” formalisatsiooni
Vxdy E(x, y)

saab aga teisendada Skolemi normaalkujule, asendadesjauut
Skolemi funktsioonigae(x). Funktsioone(x) seab igale inimesele
vastavusse tema ema:

Vx E(x, e(x)).

Skolemi funktsioone kasutatakse teoreemide automadisst t
tamisel.

Me oleme nuud valmis selleks, et tutvustada kvantorite
sissetoomis- ja eemaldamisreegleid. Eeldame, et valemigre-
fikskujul. Idee on selles, et me eemaldame kdigepealt kvahto
teeme valemiga sobivad teisendused ja asetame seejargbtisia
valemi ette tagasi.

Kvantorite sissetoomis- ja eemaldamisreeglid on koortlatu
tabelisse 5.4 Uldisuskvantori eemaldamisreegebimaldab (ildi-
suskvantoris esineva muutuja asendada suvalise konstantsiim-
boliga ¢. Seejuures tuleb valemip asendada korraga koik
vabad esinemised. Sellise asenduse tulemus margitaksekuijld
p {x/c} ja Geldakse, et see on valemix /c-erijuht. Uldisuskvan-
tori sissetoomisreegli

p{x/v}
Vx p

(UG)
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Reegel Lihend Reegli nimi Tingimus
Vx p T . .
_— ul Uldisuskvantori ¢ on suvaline
pix/c} eemaldamine konstant
pix/v} - . .
_— uG Uldisuskvantori v on spetsiaalne
Vx p sissetoomine “konstantmuutuja”
dx p . . .
_— El Eksistentsikvantori w on uus konstant-
p{x/w} eemaldamine simbol (mis ei tohi
esineda jarelduses)
_plxje} EG Eksistentsikvantori
3x p sissetoomine

Tabel 5.4. Kvantorite sissetoomis- ja eemaldamisreeglid.

korral on tahtis, et konstant oleks suvaline. Teda on kasulik
vaadelda kui konstantmuutujat. Uldisuskvantori kaotanisen-
datakse sellised konstandid, mida me soovime hiliem @dast
spetsiaals&konstantmuutujagay, mis tahistab suvalist vaadeldava
universumi objekti. Kunav on asendamise hetkest peale suva-
line konstant, siis tohib teda hiljem uuesti Uldistada. Kneil
on tuletuses tarvis rohkem kui Uhte sellist konstantmuaiitugiis
kirjutame sumboliv koos alaindeksigav1, vy, . . .

Kasutame kirjeldatud kvantorite eemaldamise ja sisseimm
meetodit jArgmise arutluse kehtivuse tbestamiseks:

Kdik esmakursuslased on tudengid
K&igil tudengitel on dpinguraamat

Kdigil esmakursuslastel on dpinguraamat

Toome tuletuses sisse konstantmuutwjgja seome selle 18pus
uuesti Uldisuskvantoriga:



152 5. Klassikalised tuletusreeglid 5.4. Predikaatarvutuse tuletusreeglid 153

1. Vx(Ex D> Tx) eeldus 1. Ix(Kx & Nx) eeldus

2. Vx(Tx D Ox) eeldus 2. Kw&Nw 1 El

3. EvD>Tv 1 Ul 3. Nuw 2 Simp

4. Tv> Ov 2 Ul 4. 3x Nx 3 EG

5. Ev>D Ov 3,4 HS Jargmises ndites demonstreeritakse, et juhul, kui me eitkas
6. Vx(Ex> Ox) 5UG eksistentsikvantori eemaldamisel unikaalset konstesdab teha

_ . _ _ _ , vigase jarelduse:
Eksistentsikvantori eemaldamisreegiisendatakse muutuja tu-

letuses varem mitte esineva konstantsimboligd&ksistentsikvan- 1. Ax(Kx & Sx) Moni kass on sbébralik
tori sissetoomisreegel 2. dx (Rx & Sx) Moni koer on sdbralik
X/C
pix/c} (EG) 3. Kwé& Sw 1 El
dx p 4., Rw & Sw 2 El
lubab asendada valemis esineva konstandinuutujagax ning 5. Kw 3 Simp
S|duda”selle eksistentsikvantoriga. Naiteks lause “Jaamastab 6. Ruw 4 Simp
ennast” ehk
Ajj 7. Kwé& Rw 5,6 Conj
korral saab eksistentsikvantori sisse tuua kolmel viisil: 8. Ix(Kx& Rx) T7EG M&ni kass on koer
dx Ajx, Toestame [Bpuks keerulisema arutluse, kus kasutatakse nii
Ix Axj uldisus- kui ka eksistentsikvantoreid:
vOi Ix Axx, Keegi armastab Katit
sest Igaiks, kes kedagi armastab, on dnnelik
Ajj=Ajx{x/j} = Axj{x/j} = Axx {x/j}. Kati on inimene
Toome niitid mdned néited eksistentsikvantori eemaldaraise | Keegi on 6nnelik

sissetoomise kohta. Arutluse . _
Arutluse tdestus on selline:

Moni kass 166b nurru

Leidub nurruldgja 1. 3Ax (Ux & Axk) eeldus

tbestamiseks toome nurruva kassi tahistamiseks sissetakons 2. Vx((Ux&3Iyy& Axy)) D Ox) eeldus
simboli w ja eemaldame selle tuletuse I6pus eksistentsikvantori 3 Ik celdus
sissetoomise reegliga: :
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4. Jw & Awk 1 El

5. Awk 4 Simp

6. Ik& Awk 3,5 Conj

7. dyy & Awy) 6 EG

8. (Iw&3y(ly& Awy)) D Ow 2 Ul

9. Iw 4 Simp
10, Tw &Iy Iy & Awy) 7,9 Conj
11. Ow 8,10 MP
12. Iw& Ow 9,11 Conj
13. 3x(Ix & Ox) 12 EG

Ulesanded

1. Tooge ndide uldisuskvantori sissetoomisreegli tingimusalikkjise
kohta.

2. Konstrueerige tlesande 4.11.1 arutluste tuletused.

5.5. Formaalne ja mitteformaalne tdestus

Matemaatika on teiste teaduste hulgas erilisel kohal, sede-
maatikud pltavad oma vaiteid pohjalikult tdestada. T&tstfor-
maalsuse tase varieerub olenevalt tGestajast ja eeldataggejast
alates formaalsest predikaatarvutuse tbestusest kumis@aalise
selgituseni.

Tdestame nditeks hulkade vérduse omaduse

X=Y & XCY ja YCX.

Selleks tuleb eelnevalt defineerida omaduses kasutatssased.
Kaks hulka on vordsed, kui nad koosnevad Uhtedest ja sainades
elementidest:

X=Y&Vx(xeX&xeY).
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Hulk X on hulgaY osahulksiis ja ainult siis, kui igaX element
kuulub hulkaY:

XCYoeVx(xeX=xeY).
Nende seoste definitsioonid saab predikaatarvutusesdasiujul
VXVY (X =Y =Vx(xeX=xeY)),
VXVYI (X CY=Vx(xe XDxeY)).
Meil on vaja tBestada, et

VXVY (X =Y=(XCY&Y CX)).
Toestus. Esitame vaadeldava omaduse formaalse tdestuse:

VXVY (X =Y =Vx(xeX=xeVY)) = def

Vi=Vo=Vx(xeVi=x e V) 1 Ul

Vi=Vo=Vx((x e V1 Dx e V)& 2 Bic
(xeVoaDxeVy)

4, Vi=Vo=WVx(xeViDxe V)& 3 QD

Vx(x € Vo D x e Vy))

Vi=Vo= (V1 C Vo2& Vo C V) 4 C def.

VXVY (X =Y=(XCY&YCX) 5UG

Tdestame veel, et osahulga seos on transitiivne:
XCY ja YCZ = XCZ,
millele vastab predikaatarvutuse valem
VXVYVZ(XCY&Y CZ)DXC2Z).

Tdestus. Formaalne predikaatarvutuse téestus koosheb Uheteist-
kimnest tdestussammust:
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1. Vi C V& Vo C Vs hipotees
2. Vx(xeViDxeV)&Vx(xeVoDxeVz 1C def
3. Vx((xeViDxeV)&(xeVoDxeVy) 2QD
4, (weVidveV)& weVoDdve Vs 3 Ul
5 veVioveV, 4 Simp
6. veVodveVs 4 Simp
7. lveViDdDveVs 5,6 HS
8. |[Vx(xeViDxeVy) 7 UG
9. [ViC Vg 8 C def.
100 (V1S V& Vo CV3) DV C V3 1-9 CP
11. VXVYVZ(XCY&YCZ)DXCZ) 1OUGD

Matemaatikud ei esita tavaliselt tdestusi formaalselt.d Na
eeldavad, et kuulajad on loogikareeglitega piisavalt ikuraing
esitavad tdestuse skemaatiliselt ehkitteformaalselt Toestuse
skeemi kehtivust saab igatiks ise kontrollida.

Toestus(mitteformaalne). OlgwX, Y ja Z suvalised hulgad, nii et
XCYjaY cZ Olgux € X suvaline element. Siis € Y, sest
XCVY,jax e Z, sestY C Z. Seegax € X = x € Z ja kehtib
XCZ. O

Toestus(lihem mitteformaalne). Oletame, ete X. Siisx € Y ja

xe”Z. O
Toestus(veel lGhem). See on ilmne. a
Ulesanded

1. Tdestage hulgateoorias formaalselt ja mitteformaalselt:

X=Y=Y=X.
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5.6. Aksioom ja mudel
Mitmed matemaatika distsipliinid on Ules ehitatud aksiatilizelt:

e RlUhma-, ringi-, vore-, vektorruumide ja muude algebralist
stisteemide teooriad algebras.

Meetriliste, topoloogiliste, Hilberti, Banachi jms. ruide
teooriad funktsionaalanallusis.

e Geomeetria alused.

Zermelo-Fraenkeli hulgateooria jne.

Tavaliselt esitatakse aine aksiomaatilise kasitluse Ipjdrg-
mise skeemi kohaselt:

1. Fikseeritakse mingi hulk teoorias uuritavaid objektendel
defineeritud funktsioone ja seoseid ning nende tahisemis
stimboolika.

2. Teatud hulk véaiteid peetakse tbestekspriori (ilma tdes-
tuseta). Neid vaiteid nimetatakse selle teo@isioomideks

3. Teooria arendamine seisn@oreemide tdestamisefeoree-
mid on vaited, mida saab tbestada ainult aksioome kasutades.
Vaidete mugavamaks sdnastamiseks vdidakse olemasolevate
moistete baasil defineerida uusi.

Filosoofilises méttes vbib suhtumine aksioomidesse ofinail
mitmesugune. Eukleides mdtles geomeetriast néhtavastiek
dusest, mis uurib tegelikult eksisteeriva ruumi omadusma
geomeetria aksioomid pidid kujutama piisavalt lihtsaidteid,
mille tdesus reaalses ruumis on ilmne. Jargmiste, enankasti
keerulisema struktuuriga vaidete tdesus vajas aga julstardest.

Aksiomaatiliselt esitatud tanapédeva loodusteadusteteksii
elektrodiinaamika ja kvantmehhaanika korral, on suhtunake
sioomidesse relatiivne. Aksioomid on siin vaited, mis oes&d
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sedavord, kuivord nad on vaatluse vdi eksperimendiga &bntr
litud. Teooria aksiomaatiline korrastamine vdimaldabgiatia
mingi vaidete hulga, mida tuleb kontrollida. Aksioomideées-
tamise teel tuletatud seadused on aga siis juba garanteerit
tbesed.

Tanapaeva matemaatika aksiomaatilised teooriad deifrader
aksioomidega oma uurimisobjekti. Naiteks algebras nitakss

rihmadeks neid struktuure, mis rahuldavad rihma aksioome.

Sellises teoorias tbestatud teoreemide kohta teame atmaltih
seda, et nad on tdesed seal, kus kehtivad aksioomid (néiGeadss
rihmadel).

Loogikat huvitab toodud skeemis pohiliselt kolmas punkt:
teoreemide tBestamine. Matemaatikaga tegelejal tuleb kitikku
puutuda kisimusega, kas antud telston vdite V tdestus voi
mitte.

Iga tbestus koosneb sammudest. Igal sammul esitatakse jarj
kordne véide ja seletus, millistest eespool olevatestetéad see
jareldub (ajutiselt vbidakse esitada ka oletusi, mida sésdest
omakorda jareldusi tehes kontrollitakse). Selle, kas uéglev
tdepoolest on viidatud vaidete jareldus, otsustame onkdikigil
tbestussammu intuitsiooni kasutades. lga samm tOestusak p
meie jaoks olema ilmne, silmnahtav.

Matemaatika areng on naidanud, et sellisest kasitlusqstsei
Vaikimisi eeldatakse siin, et jareldumise intuitsioon ddigd ini-
mestel Uhesugune ja vastab objektiivsele tegelikkusekistNa-
hest eeldusest viimase paikapidavuse kohta vaevalt moplikku
otsust teha saab. Aga tegelikult ei kehti ka esimene. Valema
kogu matemaatilise anallilisi ajalugu naitab, et juba maajlmti-
vate matemaatikute vahel on olnud vaidlusi. TOéestusmaktoais
on vastuvdetavad Uhtedele matemaatikutele, pole seda jagks.
Matemaatilises loogikas on selle probleemi uurimisekiteld
formaliseeritud aksiomaatilise teoof@maliseeritud aksiomaati-
line teooria maiste.

Formaliseeritud aksiomaatilises teooriaBikseeritakse peale
aksioomide ilmutatud kujul kauletusreeglid I6plik hulk tdestus-
sammu tegemiseks lubatud viise, s.t. vBimalusi jarelddidetest

5.6. Aksioom ja mudel 159

pi, p2, ..., pp Vaide g. Selleks tuleb kdigepealt fikseerida keel,
milles vaiteid kirjutatakse. Jarelikult saame formalitted aksio-
maatiliste teooriate jaoks jargmise utldskeemi.

1. Fikseeritakse teooria tahestik ja valemite keel vaidiés-
kirjutamiseks.

2. Valemite hulga teatud alamhulga elemente nimetatakse
sioomideksja arvatakse antud teoorias priori tdesteks.
Enamasti ndutakse, et aksioomide hulk olekdhenduy
s.t. peab leiduma algoritm, mis teeb kindlaks, kas mingi
valem on aksioom vdi ei. Tihti on aksioomide hulk lihtsalt
1Bplik.

3. Fikseeritakse 16plik hulk tuletusreegleid kujul

Pl,Pz,---,Pn’
q

mille pdhjal arvatakse valeng vahetult tuletatavaksva-
lemitest p1, po, ..., p,. Iga reegel peab olemiahenduy
s.t. tema jaoks peab leiduma algoritm, mis teeb suvaliste
valemite p1, po2, ..., p, ja g Korral kindlaks, kas valeny
jareldub antud reegliga valemitegt, po, ..., p, vOi mitte.

Néaide 5.6.

1. Koosnegu teooria\l tahestik siimbolitest | ja * ning olgu vale-
miteks need sdnad, mis sisaldavad parajasti Gihte simbolit *.

2. Ainsaks aksioomiks olgu valem *.

3. Olgu teoorial Uks tuletusreegel
L.
Ipl

On kerge naha, et teooria8! on tuletatavad parajasti need vale-
mid, kus vasakul ja paremal on Gthesugune arv siimboleid I.
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Tuletamine igas formaalses teoorias on mang sumbolitega.

Selle mangu reegleid nimetatakseooria stintaksiksPeale selle
vOib teooria valemitele olla antud mingisugursesy s.t. voib
olla defineeritud, mida iga valem tdhendab. Valemite tdhen
nimetatakse vastava keetemantikaks

Naiteks esimest jarku keele korral defineerib iga interpre-
tatsioon Uhe semantika selle keele valemitele. Semanti&ii
defineerida ka mingi interpretatsioonide klassi kaududegdgale
valemile vastavusse vaite, et see valem on tdene kdigisdantu
klassi kuuluvates interpretatsioonides (naiteks koéigiimadel voi
kdigil [6pmatutel mudelitel). Lausearvutusvalemiteleimé seada
vastavusse vaite, et see valem on samaselt tbene.

Definitsioon 5.7. Teooriat7 nimetataksekorrektsekssemantikaS
suhtes, kui iga teooria% tuletatav valem on semantika® tdene.

Definitsioon 5.8. Teooriat 7 nimetataksetaielikuks semantikaS
suhtes, kui iga semantika$ tdene valem on tuletatav teoorids

Jatkame naidet teooriag&!. Tahistagun «n valemit, kus siimbolit
| on vasakulm korda ja paremak korda (n,n > 0). Defineerime
teooria valemitele kolm semantikat:

e S1: mxn tdhendabn = n.
e Sy mxn tdhendabn < n.
e S3: m xn tdhendabn < n.

Eespool toodud tuletatavuse kirjeldusest jareldub, et teobtian kor-
rektne ja taielik semantik&; suhtes. Semantik&, suhtes on ta kor-
rektne, aga mitte téielik, sest < n korral ei saa valemiin x n tule-
tada. Taielikkuse saavutamiseks vBiksime lisada teise tuletusreegli

P
pl
SemantikaSs suhtes ei ole teooria\ ei korrektne ega taielik. Reegli

lisamisel saadud teooria on kill taielik, aga ei ole korrektne, sest tule-
tatavad on ka valemid: x n, kusm = n.
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Ulesanded
1. Konstrueerige korrektne teooria semantikajaoks.

Paljudel juhtudel on alguses olemas teooria sisuline pool,
s.t. uuritavad objektid, mille kohta mingi hulk fakte on ab
teada. Teooria arendamiseks vdi korrastamiseks valitakde-
mite keel, mis vBimaldab tahistada valdkonnas esinevatulipid
konstante ja funktsioone ning véljendada teoorias keebrait
pohilisi predikaate. Selle keele semantika on juba alduseale
olemas. Aksioomid ja reeglid proovitakse valida nii, etnfiaalne
aksiomaatiline teooria tuleks korrektne ja taielik, suietatavaks
osutuksid parajasti need valemid, mis on semantikas toddad
temaatilise loogika uurimused on naidanud, et paljudetstial
juhtudel ei ole see voimalik (naiteks naturaalarvude arittika
korral). On selge, et mittekorrektne formalisatsioon, lagaks
tbestada ka vaari valemeid, ei ole Uldse vastuvdetav. Siigdma
Ule rahulduda paratamatusega, et monda tdest valemit ei saa
formaalses teoorias tuletada, ja pllda jatta mittetaledat toed
teooria ddremaadele.

Formaalsete aksiomaatiliste teooriate aluseks vOetedisadi-t
selt kas lausearvutuse vOi predikaatarvutuse aksiorimgateéooria,
millele lisatakse vaadeldava teooria aksioomid. Seepamador-
maalsetel aksiomaatilistel teooriatel Uldjuhul samaettdreeglid
ning nad erinevad Uksteisest ainult aksioomide poolest.

Olgu o mingi signatuur jaT suvaline valemite hulk signa-
tuuris 0. Me vBime vaadelda hulkd kuuluvaid valemeid Kui
aksioome.

Signatuuri o interpretatsiooni M nimetame aksioomide
hulga T mudeliks kui iga valem hulgasf on interpretatsioonis
M tbene.

Naiteks kuioc = {(e; -; =) ja hulk T koosneb viiest rihmateoo-
ria aksioomist
GL VxVyVz[(x - y)-z=x-(y-2)],

G2.Vx[x-e=x],
G3.Vx[e-x =x],
G4.VxJu[x -u = e,
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G5.Vx3u[u - x = ¢,

siis hulgaT mudeliteks on parajasti kdik rihmad. Kui lisada veel

kuues aksioom

G6.VxVy[x-y=1y-x],

siis on mudeliteks parajasti k6ik kommutatiivsed (Abelihmad.
Mudeli definitsiooni jargi vdib aksioomide hulgaks olla su-

valine valemite hulk. Vaga paljudel juhtudel tegeldakselil@

aksioomide hulkadega. Naiteks kdik klassikalised aldetma sts-

teemid defineeritakse 10pliku aksioomiststeemi abil. Agi#teks

peatiikis 10 vaadeldav naturaalarvude Peano aksiomaatikdpe

matu. Kui me tahame tuletatavust aksioomidest vaadelda kui

kontrollitavat tdestusviisi, peab aksioomide hulk olengo&gtmi-
liselt lahenduv, s.t. meil peab olema algoritm t6estuséseeste
viidete “See on tdene, sest ta on aksioom” kontrollimisekexn-
reetilistes konstruktsioonides vaatleme aga mdnikord &seima
struktuuriga aksioomide hulki.

Esimest jarku teoorian aksiomaatiline teooria, mille valemite
keele moodustavad mingi signatuuri valemid, aksioomideks
predikaatloogika aksioomid ja selle teooria omaaksioomiidg
tuletusreegliteks predikaatloogika tuletusreeglid. Kiginatuur si-
saldab vordusmarki, arvatakse aksioomide hulka kuulsate
vorduse aksioomid.

On selge, et esimest jarku teooria maaratakse tema signgtuu
omaaksioomidega. Teooria mudeliks nimetame iga struktkus
kehtivad teooria k8ik omaaksioomid. Siinkohal me ei pe&iraa
predikaatloogika ja vorduse aksioomidest, sest needJeshigal
struktuuril.

Oeldakse, et kinnine valem signatuurisc jareldub loogi-
liselt aksioomidestT’, kui A on téeneT igas mudelis. Millises
vahekorras on aksioomidest sellises semantilises méttekljivad
valemid ja teooriad tuletatavad valemid?

Teoreem 5.9 (korrektsuseteoreem)Kui mingi valem on teoo-
rias T tuletatav, siis on ta tdene teoori@ omaaksioomide igas
mudelis.
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Sellel on lihtne pdhjendus predikaatloogika korrektsuseidki.
Fikseerime mudeliM. Olgu valem B tuletatav. Tema tuletus
on I6plik objekt ja seal saab olla kasutatud ainult 6plikv ar
teooria T aksioome. Olgu neediy, ..., A,. Kasutades: korda
deduktsiooniteoreemi, saame, et predikaatloogikas (jiba T
aksioomideta) saab tuletada implikatsioafi & ... & A, D B.

Jarelikult peab see valem olema samaselt tdene. Siis on ta mu

delis M tbene, samuti kui aksioomid, ..., A,. Implikatsiooni
definitsioonist saame, et tdene on Ba

Teoreem néitab, et struktuuride Kklassi defineerimine (nai-
teks algebras, funktsionaalanalisis jne.) voimaldalemaatikas
tbestada Uhekorraga teoreeme, mis kehtivad paljudeltstiiéel.
Kehtib ka teoreem 5.10.

Teoreem 5.10 (taielikkuseteoreem)iga valemit, mis on tdene
teooria T omaaksioomide igas mudelis, saab tuletada teoofias

Kisime nuid, millistel valemite hulkadd! leidub mudel. On
selge, et vasturaakival hulgal, millest saab tuletada mialgmi ja
ka selle valemi eituse, mudelit olla ei saa, sest mudelikgidasiis
teoreemi 5.9 pohjal olema tBesed kaks teineteist eitaviamia
Seega saab mudeli olemasoluga t6estada aksiomaatikaasitte
raakivust. Naiteks algebradpikutes kontrollitakse tiaedtl parast
rihmateooria aksioomide tutvustamist, et ainult Uhik&edist e
koosnev struktuur rahuldab rihmaaksioome. Sellega oratuiid
et rihmateooria uurimisobjekt on olemas.

Osutub, et mittevasturadkivus on ka piisav mudeli olemss;!
s.t. kehtib teoreem 5.11.

Teoreem 5.11 (mudeliteoreem)lgal mittevasturaakival esimest
jarku teoorial leidub mudel.

Mudel konstrueeritakse vaadeldava signatuuri Kkinnistest

(s.t. vabade muutujateta) termidest ja valemitest.

Paljud aksioomide susteemid on matemaatikas tegelikult de
finitsiooni rollis ja matemaatikud on aksioome fikseeridad- k
lalt vabad. Naiteks on avastatud, et tehetel arvude aritkase
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maatriksitel jm. objektidel on mingid omadused: kommuiatis,
assotsiatiivsus jne. Jargmise sammuna vdetakse sighailsy
kaks vbi enam tehtemérki ja aksioomideks nende tehete dingi
olulised omadused. K&iki saadud aksioome rahuldavaicktsine
nimetatakse rihmadeks, ringideks vms. Rihma-, ringi- \awo-
ria spetsialistid arendavad nulud teooriat, tBestadesoa@idilest
jarelduvaid teoreeme. Tihti avastatakse, et sellise skgérgi
postuleeritud omadused on veel muudel praktilist voi tetilist
huvi pakkuvatel struktuuridel ja saadud teoreeme saalndakia.

5.7. Aksiomatiseerimisteooria

Vaatleme niid olukorda, kus on fikseeritud mingi strukideiri
klass vOi Uksik struktuur mingis signatuuris ja matemaatik
soovivad omada selle klassi/struktuuri teooria aksioikagt et
tbestada teoreeme mingil kindlal baasil. Kas elementaaritt
(s.t. klassil/struktuuril tdeste valemite hulka) saabtiaddksioma-
tiseerida? Paéris triviaalses mdttes muidugi, sest voinita vék-
sioomideks kdik tdesed valemid. Aga sellise aksiomatisesega
me ei vdida midagi, kui aksioomiks olemise kontroll on sama
keeruline kui tdesuse kontroll. Milliste omadustega aksatika
on Uldse kasutamiseks kolblik?

Kdigepealt on selge, et aksiomaatika peab oldmaekine
s.t. aksioomidest peab saama tuletada ainult tdeseid ga@lem
Kui tuletatav on ka moni vaar valem, siis ei anna aksioontides
tuletamine mingit tdesuse garantiid. Nagu juba négimesapii
korrektsuseks iga aksioomi tbesusest kdigil vaadeldagataktuu-
ridel. Vastupidine omadus —tdielikkus s.t. kdigi tbeste valemite
tuletatavus — on kull samuti soovitav, kuid mitte absolelitya-
jalik. Matemaatikas on kasutusel ka mittetéielikke aksatikaid.
Sellise puudusega on isegi Uldtuntud Peano aksiomaatikaaad:
arvude jaoks. Kill aga peab aksioomide hulk olema algdigeti
lahenduy et tdestuse lugeja saaks kontrollida, kas tdestusse ilma
pdhjendamata sisse toodud vaited ikka on aksioomid.

Miks ollakse sunnitud kasutama mittetéielikke aksioonsde-
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teeme? Algoritmiteooria terminites valjendades toob @kside
hulga lahenduvus kaasa tuletatavate valemite hutgairsiivse
loetletavuse s.t. leidub algoritm, mis genereerib kdik tuletatavad
valemid. Algoritmiteoorias toestatakse ka, et naturaalde hulgal
tbeste signatuur{0; +, -; =) valemite hulk pole loenduv ja jareli-
kult pole olemas naturaalarvude aritmeetika korrektsegiglikku
aksiomaatikat. Sellegipoolest saab Peano aksioomidéstada
naiteks kdik standardsete Ulikooli matemaatikakursustsehita-
miseks vajalikud aritmeetikateoreemid. Kuni seitsmekéntate
aastateni kirjutati loogikadpikutes koguni, et tuletavon uldse
kdik “tegeliku matemaatika” teoreemid ning loogikuteleadeole-
vad mittetuletatavad tdesed valemid on kunstlikult karestritud.
Praeguseks on vdlja selgitatud, et juba moéned eelmise dsajan
arvuteooria tulemused asuvad véljaspool Peano aritnatetik

5.8. Ulesanded

1. On teada, et
A B.

(a) Mida me vdime deldad kehtestatavuse, samaselt tesuse,
samaselt vaaruse ja temastjareldumise kohta?

(b) Mida me vGime 6eldaB kehtestatavuse, samaselt tdesuse,
samaselt vaaruse ja temastjareldumise kohta?

2. Andke jargmistele argumentide otsesed tbestused. (Allikas: Pla-
ton, Phaedo)

(a) Kui Sokrates ei usuks, et kui ta sureb, laheb ta jumalate
juurde, toimiks ta valesti mitte surma vastu olles. Kui ta
seda usub, ei toimiks ta valesti mitte surma vastu olles.
Seega, ta kas usub seda ja ei toimi valesti, mitte surma
vastu olles, vdi ta ei usu seda ja toimib valesti mitte
surma vastu olles.



166

(b)

(c)
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Kui keha on hingele takistuseks, siis on hingel parem ke-
hast vaba olla. Kui see on t8si, siis ei tule surma karta.
Aga, kui kdrgeimate asjade teadmisel saab hing keha poolt
petetud, siis on keha hingele takistuseks. Kuid hing on
keha poolt sel viisil petetud. Seega, surma ei tule karta.

Kui me tunnistame, et méned asjad on v@rdsed ja mdned
ebavdrdsed, siis me peame teadma, mis v@rdsus ise on.
Aga, kui mitte midagi meie meeltes ei ole vdrdsus ise,
siis me kas ei tea, mis vBrdsus ise on vdi ei omanda me
seda teadmist meelte kaudu. Kui me ei omanda seda tead-
mist meelte kaudu, siis me siinnime koos mingi teadmi-
sega. Kuna me tunnistame, et méned asjad on vérdsed ja
teised ebavdrdsed, ja kuna miski meie meeltes pole vord-
sus ise, siis jarelikult me stinnime koos mingi teadmisega.

3. (C. H. Papadimitriou) Olgu meil kasutada konstantsimbelid

ja mybaby ning binaarne predikaatsimbdves. Kirjutage va-
lem p, mis vastab k&nekaanule

Everybody loves my baby,
my baby loves nobody but me ...

(K6ik armastavad minu beebit, minu beebi armastab ainult
mind ...)

(a) Naidake, etp = mybaby = me;

(b)
()

Tdestage, ep - mybaby = me;

Pilddke kirjutada valenp hoolikamalt, nii et ei tekiks sel-
liseid vastuolusid.

4. Kurjuse probleem. Tdestage, et jargmised vaited on vasturaa-

kivad:

Kui kurjus on olemas, siis kas jumal ei taha seda éara
hoida voi ei saa seda &ra hoida.

Kui jumal on kdikvdimas, siis ta saab kurjust ara hoida.
Kui jumal on hea, siis ta tahab kurjust &ra hoida.

5.8. Ulesanded 167

e Kui jumal eksisteerib, siis on ta kdikvdimas ja hea.
e Kurjus on olemas.
e Jumal on olemas.

Mis sellest jareldub?

5. V8tame kasutusele naiste loogika aksioomi (A. Kolmogorov):

A D B B on meeldiv
A

Tdestage, et naiste loogika on vasturddkiv. Mida on selleks vaja
minimaalselt eeldada?



6. Tuletussisteemid

Mis tina téestatakse, oli millalgi vaid unistuseks.
— William Blake (1757-1827),Taeva ja pOrgu abi-
elu

Kirjeldame selles peatikis luhidalt formaalseid tuletiséseme,
nagu Hilberti thupi tuletused, loomulikud ja sekventsieal tu-
letused ning tdesuspuud. Resolutsiooni kui programmészsn
ja tehisintellektis enim kasutatava tuletussiisteemi kialsghlise
kirjelduse toome raamatu viimases osas.

6.1. Hilberti thdpi tuletus

Ajalooliselt hakati esimesena kasutama Hilberti tllpetussus-
teeme, milles on suhteliselt palju aksioome ja vahe tutetgieid.

Vaatleme lihtsat tuletussusteeniy, milles on ainult kaks
lausearvutuse tehet: eitus ja implikatsioon. Ulejaanundete defi-
neeritakse nende kaudu:

def
p&q = —(pD—q),
def
pvqg = —pDg,
def
pr=q = (p>Dq)& (gD p).

Tuletussisteemis on kolm aksioomiskeemi:
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(H1) p > (¢ D p);

H2) (p2>(@D>r)D>WpDg)D(pDr))

(H3) (=p D> —=¢) D ((=pDq) D p).
Ainsaks tuletusreegliks omodus ponens

P P29 yp.

q

Sellisel tuletussiisteemil on rohkem teoreetiline tdhendest
tema kohta on lihtne tdestada matemaatilisi omadusi; tamag
tuletamine on aga kiillalt tilikas, kuna me ei saa kasutafjasjh
tuttavaid tuletusreegleid.

Naitame, et sisteemid on tuletatav teoreenp O p.

Lause 6.1.-5 p D p.

Toestus.

1. o>Wp2>p2p)DW(pD(DpPHD(PDp) H2

2. p>{(pDpP)Dp) H1

3. (p2>(>D>pHD(PDp) 1,2 MP
4. p>(pDp) H1

5. pDp 3,4 I\éP

Tuletamise muudab keerukaks see, et aksioomiskeemidesse
on vaga raske leida vajalikke substitutsioone. Naiteksda@.1
tbestuses on madrava tahtsusega aksioomiskeemi (HZ2)asobiv
erikuju leidmine.

Kuidas aga tdestada konjunktsiooni kommutatiivsusreegli

p&qg>Oq&p,

St.kg —=(p D—q) D—(g D—p)?

Hilberti tllpi tuletussiisteemides tuletatakse tdestakamitest
uusi tbeseid valemeid. Jargnevalt tbestame deduktsameizmi,
mille abil saab sisse tuua ka hipoteese.
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Teoreem 6.2 (deduktsiooniteoreem (Herbrand, 1930)).Kehtib

I,ptug = Tk p Dy,

kus I' on suvaline valemite loetelu ning ja g on suvalised
valemid.

Tdestus. Olgu q1,...,q, = g tuletus, mis kasutab eeldustena
ainult ' elemente ja valemitp. Naitame induktsiooniga, et
'k p>Dg (L<i<n). Valemg; on kasT" element, aksioom voi
valem p. Esimesel kahel juhul saame aksioomiskeemi (H1) erikuju
q1 O (p D q1), millest tuletamemodus poneriga I' = p D q;.

Kui g1 = p, kasutame lauset 6.1.

Eeldame nidd, efl" - p D ¢« (kK < i), ja naitame, et
'+ p D g;. Valemg; on kasT" element, aksioom, valerp voi
jareldub modus poneriga valemitestg; ja g,, kus j,m < i ja
gm = q; O q;.- Esimesed kolm juhtu tGestame samamoodi, kui
i = 1 korral. Viimasel juhul on meil juba tdestatud, let- p O g;
jaT'F p D (g D gi). Aksioomiskeemi (H2) pdhjal kehtib

F(p D@ D>qg))DUp>Dgj)D(pDag)).

Rakendades sellele valemile kaks korda reegilibdus ponens
saamel” - p D ¢;. VOttesi = n saamegi soovitud tulemuse. O

Naiteks piisabp D g, ¢ D r F p D r tGestamiseks tuletusest

1. p>gq hipotees

2. g D>r hipotees
3. p hipotees
4. ¢ 1,3 MP
5 r 2,4 MP
Kleene kasutab Iauseara/u;[use jaoks jargmist Hilberti itGup
e

tuletussisteemK, kusp=q = (p D q) & (g D p):
(K1) p > (g D p);
K2) (p2>g9)D((pD(@Dr)D(pDr));
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(K3) p& q > p;

(K4) p& q D q;

(K5) pD (gD p&q);

(K6) pD> pVvyg;

K7)g>pvy;

(K8) (pD>r)D>gDdr)D(pVgDr),;

(K9) (p > 9) D ((p D —q) D —p);

(K10) =—p D p.
Susteemi ainsaks tuletusreegliks on jallegbdus ponensSelles
slsteemis on juba vdimalik tbestada deduktsiooniteomgemet
Fk p&q D qé& p:

p&q hipotees

2. p&qgDp K3

3. p 1,2 MP

4. p&qgDg K4

5 ¢ 1,4 MP

6. ¢D(pD(g&p) K5

7. pD(q&p) 5,6 MP

8. gq&p 3,7 MP

9. p&gDqg&p 1-8 deduktsiooniteoreem

Predikaatarvutuse korral lisanduvad Hilberti ststeemife
aksioomiskeemid

(H4) Vx p(x) D p{x/t};

(H5) Vx (p D q) D (p D Vxq).

Term ¢ peab olema aksioomiskeemis (H4) muutwjasenda-
miseks vabas.t. terms ei tohi sisaldada muutujaid, mis osutuvad
substitutsiooni tagajarjel valemis {x/¢} seotuks. Aksioomiskee-
mis (H5) ei sisalda valenp muutujatx vabalt.

Modus poneride lisandub uldistamisreegel

_p_
Vx p (Gen)
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ning eksistentsikvantor defineeritakse valemiga
dx p d:ef —Vx—p.

Ulesanded
1. Tdestage deduktsiooniteoreemiga:

pDO>(@>Dr), qgkgpDOr.
2. Tbestagé-x p D p.

3. Thestage, et silisteemks kehtib deduktsiooniteoreem.

4. Konstrueerige interpretatsioonid, mis naitavad, et aksioomiskeemi

des (H4) ja (H5) ei v@i kitsendavaid lisatingimusi ara jatta.

6.2. Loomulik tuletus

Gentzeni tldpiloomuliku tuletusestisteemides on iga loogilise
tehte jaoks sissetoomisreegel ja eemaldamisreegel. &enthipi
on naiteks tuletussitsteeMD, milles on kaks aksioomiskeemi

p F p (hipotees)
F pv—=p (Tertium non datuy

ja tabelis 6.1 toodud tuletusreeglid.

Loomulikes tuletustes kasitletakse hiipoteese reeglilers.
Siis on hupoteesid Umbritsetud nurksulgudega ning on iteggl
seotud punktiirjoonte abil. Stimboliga tahistatakse suvalist vas-
tuolulist olukorda, mille pdhjuseks on mingi lause ja sadiuse
samaaegne tdesus.

Uldisuskvantori sissetoomisreegli&’7) ja eksistentsikvantori
eemaldamisreeglig3E) peab olema tdidetud tingimuék), mis
nduab, et ternu peab olema muutuja asendamiseks valemjs
vaba.

Loomuliku tuletuse susteemide matemaatiliste omaduss- td
tamine on uldiselt keerulisem kui Hilberti tldpi susteeenkbrral,
kuid nad on praktiliseks tdestuseks tunduvalt mugavamad.
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Sissetoomisreegel

Eemaldamisreegel

1 Ex falso
P quodlibet

P 4
— (&I

q
— — (VI
pVgq qu( )

q
— 1
poq D

[P]

i
= (=]
- (=)

(pDq)& (gD p) (=

P=4q D

pix/a}
Vx p

vVh*

pix/t}
Ix p

@3n

)
P P24 g

p_—p
4L

(—E)

P=gq
(P>q9)&(@>Dp)

(=E)

Vx p
pi/n UF)

[p{x/a}]

dx p q .
— @E)

Tabel 6.1. Loomuliku tuletuse susteemi reeglid.
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Tihti kirjutatakse valemi téesust mdjutavate eelduste ja h
poteeside numbrid temast vasakule ja tuletusreegli raaiset
jarel kustutatakse selle reegli hiipoteeside numbrid shale-
mit mojutavate vaidete numbrite loendist. Selles motteid vgat
loomuliku tuletuse rida kasitleda kui kehtivat arutlust.

Lause 6.3.-yp p& g D g & p.

Toestus. 1 1. p&gq hiipotees

1 2. p 1&E
3. ¢ 1&E
q&p 2,3 &I

5. p&g>dg&p 14DI1

Hupotees p & ¢ sOltub ainult iseendast. Selleparast on temast
vasakule kirjutatud tema enda number. Ka valemite g ja

g & p tbesus sodltub ainult hlpoteesi& ¢ tbesusest. Kuna valemi

p & g D g & p tuletamisel kasutatakse hipotees& ¢ &ra, siis ei
soltu tema téesus enam Uhestki eeldusest ega hiupoteesistD

6.3. Gentzeni sekventsiaalne arvutus

Oma 1935. aasta artiklis tegi saksa matemaatik Gerhardz&ent
(1909-1945) loomuliku tuletuse slsteemide defineerimigel |
veel Uhe sammu edasi, muutes peale tuletuste kuju ka nende ob
jektide kuju, mille abil véiteid Ules kirjutatakse ja midaldtatakse.
Valemite asemel on vaatluse akkventsid— read kujul

A1, ..., A, = By, ..., B,

kus m,n > 0 ja A1,..., A, ning By,..., B, on valemid. Sek-
ventsi vasakpoolset os4q, ..., A, nimetatakseantetsedendik§a
parempoolset 0s&1, ..., B, suktsedendiks
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Sekventsile omistatakse sama tadhendus kui valemile
A1&...& A, ning By Vv...V B,, s.t. vaide “Valemitestdq, ...
ja A, jareldub, et kehtibB;, ... vbi B,”. Kui m = 0, siis
tdhendab see lihtsalt paremal oleva disjunktsiooni kestiniKui
n = 0, siis mdistetakse tihja disjunktsiooni vastuoluna. &t
paljusid matemaatikateoreeme, mis vaidavad, et kui onetden
eelduste konjunktsioon, siis kehtib ka teoreemi vaide, @ymlu-
lik kirja panna sekventsina, mille antetsedent koosnebmest
valemist, aga suktsedent ainult Uhest. Gentzen vottistnid
lemit sisaldava suktsedendiga sekventsid kasutusele s@étrim
saavutamiseks. Nende lubamine osutub samavaarseks élemgmn
intuitsionistlikult arvutuselt klassikalisele.

Kirjeldame naud Gentzeni arvutust.

o Keel. Tavaliselt formuleeritakse sekventsiaalarvutus sekvent
side jaoks, milles valemid sisaldavad loogilisi seoseidv&,
D, —, Vijai

e Aksioomidekdoetakse sekventse kujul = A.

e Tuletusreegleidon kahte liiki: loogilised (seoste sissetoo-
mise) ja struktuursed.

Reeglite tleskirjutuses tahistavad suured ladina tahkxnead,
taht x seotud muutujata vaba muutujat,s termi (mis muidugi
peab olema vaba vastavale kohale asendamiseks), kreekd tah
komadega eraldatud valemite jadasid. Reeglites/) ja (3=) ei
ole muutujaa vabaltT ja ® valemites.

Pdhilised tuletamisvahendid on koondatud loogiliste esgli-
tesse. Iga seose jaoks on Gentzeni sisteemis selle seetseant
denti ja suktsedenti sissetoomise reegel. See vdimaldeda ssek-
ventse, mis sisaldavad vastavat seost vasakul voi parédmegdtse-
denti sissetoomise reeglid naitavad, kuidas saab tdestadseme,
mille eeldus on konjunktsioon, disjunktsioon jne. Suk&sdd sis-
setoomise reeglid annavad vahendi juhuks, kui teoreendevén
konjunktsioon, disjunktsioon jne. Oma sisu poolest foisearib
iga reegel mingit tuntud tBestamisvotet. Naiteks disjsigkini
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A T=06 B, I'=0 r=0,A I'=06,B

A&BT=0 A&BTI=0 & r-e.i&p =Y
AT=0 BI=6 . T=6.4 r-e.s
AVB T'=0 =0, AVB’'I'=0,AVBHB
r=0.A BASA AT=0.8
ASB T, AS0O,A O r=0,A58 -
rse.a arse
-A,I'=>0 r=0,-A
Alx/t), =06 I'=0,Ax/a)
ViA®) . Toe ) r>o.vrax
A(x/a), =0 '=0,Ax/t)
T AQ). T O r50.aram 2

Tabel 6.2. Loogilised reeglid.

antetsedenti toomise reegeV=>) tdhendab, kui eeldustest ja
valemist A jareldub ® ning eeldustest” ja valemist B jareldub
0, siis jareldub® juba eeldustest ja disjunktsioonigty B.

Pealelbikereegli (Cut) on struktuursed reeglid oma sisult kil-
lalt triviaalsed. Sekventsiga esitatud lauses lubatakseld eeldusi
vOi vdite alternatiive, eemaldada eelduste ja véite altévide
ligseid eksemplare, muuta eelduste v@i alternatiividgekdrda.
Loikereegel formaliseerib matemaatikas tihti kasutatstvateegia,
kus tdestuse iUihes osas saadakse mingi ledifjaateises osas saa-
dakse lemmatC kasutades teoreem. Eespool naidetes vaadeldud
konjunktsiooni kommutatiivsuse teoreemi on sekventsamamiulik
kirja panna kujul P & Q > Q & P ja tema tdestus koosneb
Gentzeni sisteemis kolmest sammust:
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=0 =0
C,I'=>0 r=e,c
C,C,'=0 r=0,C,_C
C,I'=>0 r=e,c
AC,D, T =06 I'=A,C,D,0
A,D,C,I'=0 I'=A,D,C,0

A :>AA, C CI'=>0 (Cut)

,JTT=A0
Tabel 6.3. Struktuursed reeglid.

0= 0 P=P
Pe0=0 %) Peo=p
P& 0= Q&P

Olulisem kui sammude arv on aga asjaolu, et tuletus on leitav
ainult rutiinseid samme kasutades. Strateegia seisneb tidie-
tuspuu ehitamises alt Ules, s.t. sihtsekventsist aksi®mioole.
lgal sammul puitakse lahutada sekventsis mingi valem esava
lemiteks, kasutades selle valemi peatehte sissetoomisglitre
Lausearvutuse jaoks ongi see strateegia koos mittetagfitiie
sekventside valtimisega piisav. Naiteks Ulaltoodud tisest me ei
saanud sihtsekventsile rakendada kumbagi reeglif@st), sest
sekventsidP = Q& P ja Q = Q & P pole samaselt tdesed
ja neid pole lootust tuletada. Sellegipoolest saab tulistaaius-
tada antetsedendi kasitlemisega, tuues sinna vale&iQ teise
eksemplari ja kaotades seejarel kummastki konjunktsgboihe
likme. Predikaatloogikaga on olukord muidugi keerulisesest
kvantorreeglites pole tlespoole liikudes termi valik (desamuti
pole olemas algoritmi mittetuletatavate harude valtilkgése

Toome siin ka U(he predikaattuletuse naite, tuletades
= Vx P(x) v3Ix—P(x). Margime, et kvantorireeglite rakenda-
mise jarjekord on oluline, sest reegliV) saab rakendada ainult

(&=)
(=&)
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siis, kui teised valemid sekventsis ei sisalda vaba muutuja

P(a) = P(a)
= P(a),—P(a)
= P(a),Ix —=P(x)
= dx —=P(x), P(a)
S I —P). Va Pa) TV
= dx —P(x),VYx P(x) vIx—P(x)
= Vx P(x) v3dx —P(x),Ix =P(x)
= Vx P(x) vVdx—-P(x),Vx P(x) vadx —P(x)
= Vx P(x) v3dx—P(x)

(=)
(=3)

(=V)

(=V)

Gentzen tdestas kbige tahtsama tulemusena oma arvutuse
kohta, etldikereegli vbib slsteemist vélja jatta, sest tema raken-
dused saab igast tuletusesdtmineerida Saadud arvutuses kehtib
alamvalemi omadusigal tuletussammul on iga valem reegli Ule-
mises sekventsis (Ulemistes sekventsides) alumise dskvaimgi
valemi osavalem. Automaatse tbestamise jaoks tdhendgbetee
tuletuse otsimispuus on hargnemistegur tdkestatud. Uétesteoo-
rias saab aga véga lihtsalt tdestada I6ikevaba arvutugevastu-
raakivust: naiteks lihtsaim sekvents ei saa olla tuletatav, sest
Ukski aksioom ei koosne tema valemite osavalemitest. Kagml
konkreetsete valemite (s.0. kujeb A olevate sekventside) mitte-
tuletatavust on Gentzeni tldpi arvutuse korral lihtne at#d sest
on olemas ainult vaike arv reegleid, mille rakendamisentulsena
selline sekvents saab tekkida.

Puhtas predikaatloogikas kandub alamvalemi omadus ksahjuk
edasi ainult nendesse rakendustesse, kus aksioomid aa liht
ehitusega valemid. Tudpiline negatiivne naide on nataraatie
aritmeetika, kus induktsioonireeglil alamvalemi omadest ole
ja valemi Vx A(x) tdestamiseks tuleb tdestada valenid0) ja
Vx[A(x) D A(x + 1)], millest viimane on oluliselt keerulisema
ehitusega kui esialgne. See teeb tuletuse automaatseguotsin
aritmeetikas vaga raskeks.
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6.4. TOesuspuu

Tdesuspuu on vdlja kasvanuBethi tabelimeetodistkus téesed
ja vaarad valemid koondatakse omaette tabelitesse, mibighd
omakorda olla alamtabelid. Kuna véara valemi eitus on tfene
siis me vBime vaarade valemite tabelid ara kaotada, tosiés v
rade valemite eitused tOeste valemite tabelitesse. Teksuon
hargnemistega puu, mis pidab kehtestatava valemi korithda
mingis harus tema tdesust.

Tdesuspuude tuletusmeetod pbhineb vastuvaiteliselaidés|,
sest sellega kontrollitakse, kas on vdimalik olukord, kuogtlase
eeldused on tbesed ja jareldus on vaar (voi kas lause saalmoil
giliselt vaar). Eesmargiks on esialgsete valengigkompositsioon
voimalikult lihtsateks valemiteks — literaalideks, s.tomaarse-
teks valemiteks ja nende eitusteks. Dekompositsioonieki®n
semantikareeglid. Naiteks konjunktsiooni semantika

p&qg=t&p=t ja g=t

pdhjal on konjunktsiooni dekompositsiooni tulemuseks aemd-
lemad liikkmed: p ja ¢. De Morgani seaduste p&hjal kehtib

-(p&q)=—-pV—q,

s.t. konjunktsiooni eitus on samavaarne eituste disjumdéga.
Disjunktsioonile vastab puus hargnemine, sest tema téksus
piisab ainult tema Uhe alamvalemi tdesusest. Selliselmeaa
tdesuspuude tuletusreeglid, mis on koondatud tabeligge Bldi-
suskvantori dekompositsioonireegli¢§) on a suvaline vaadelda-
vas puuharus esinev konstant (vdi mingi fikseeritud korsign
kui harus pole veel thtegi konstanti). Eksistentsikvardekompo-
sitsioonireeglis D) valitakse konstandiks puuharus mitteesinev
(uus) konstant. Tavaliselt piisab valemite (hekordsekbagosit-
sioonist ning kasutatud valemid méargistatakse sumbalig&uid
Uldisuskvantori dekompositsioonireeglivp) on vdimalik kasu-

lvahel nimetatakse disjunktsiooni dekompositsiooniresginaseid hargne-
mistega reegleidg-reegliteks ja konjunktsiooni dekompositsioonireegliipil
jarjestikuseid reegleid--reegliteks.
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S
N

Vxp (VD)
pix/a}

dxp (3D)
pix/c}
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—~(p&q) (—&D)

-p -q

=(pVvgq) (=VvD)
-p
—q

=(pDgq) (—=DD)
P
—q

-(p=q) (—=D)

p -p
-q q

—Vxp (VD)
dx —p

—3dx p (—3ID)
Vx —p

Tabel 6.4. T6esuspuude tuletusreeglid.
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tada jargemodda koigi vaadeldavas puuharus esinevatéaktide
korral, mistottu selle reegli rakendamisel jaetakse ga@lvalem
margistamata.

Puuharu, milles on mingi aatom koos iseenda eitusega, nime-
tataksesuletud haruksning tahistatakse sumboliga. Puuharu,
mis pole suletud, kuid mis on I8petatud, s.t. kdik temas easid
valemid on lahutatud dekompositsioonireeglite abil #isdideks,
nimetatakseavatud |dpetatud haruksPuud nimetatakssuletuks
kui tema kdik harud on suletud, javatuks kui temas leidub
avatud I6petatud haru.

Tahistagu~77 p valemi —p tbesuspuu suletust.

Lause 6.4.F77 p& g D g & p.

Tdestus. Kontrollime vastuvaiteliselt, kas valemi& ¢ D g & p
eitus vdib olla tdene:

1. =(p&g>Dq&p) eeldus

2 p&q 1-5D

3. -(g&p) 1-5D

4 p 2 &D

5 q 2&D
/\

6. -~g —p 3 —-&D
X X

Saadud suletud tBesuspuu néitab, et valerdi ¢ D ¢ & p eitus
annab vastuolu. Jarelikult on see valem tBene. O

Kuna tbesuspuude meetod on kergesti programmeeritawy sobi
see hasti nii teoreemide tdestamiseks kui ka valemite Halka
mudelite konstrueerimiseks. Naiteks saab tdesuspuudemia |
kontrandite mittekehtivale arutlusejev ¢g,q = —p:
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pvag
q

-——p
p (=—D)
N

p q (vD)

Selles puus on kaks avatud I8petatud haru, mille literaaidavad
mdlemal juhul vaartustusép, g} (p =t ja g = t). See lukkab
vaadeldava arutluse kehtivuse Umber.

Lausearvutusvalemite korral on tdéesuspuud alati 16plilaett
dekompositsioonireeglit rakendatakse igale valemile sim&alselt
Uks kord. Kuna uldisuskvantori dekompositsioonireegditits kor-
duvalt rakendada, vdivad predikaatarvutuse valemiteutmsid
osutuda I6pmatuks. Naiteks valemidy Pxy tdesuspuu

1. Vx3y Pxy eeldus
2. 3y Pay ./ 1vD
3. Pab 23D
4. 3JyPby ./ 1vD
5. Pbc 43D
6. 3JyPcy 1vD
7. Pcd 63D

ainus haru on Idpmatu, sest eksistentsikvantori dekortgioshi-
reegel lisab pidevalt uue konstandi ning uldisuskvantakamn-
positsioonireegliga genereeritakse selle konstandi abd eksis-
tentsikvantoriga valem. Tulemuseks on tdesuspuu, millesdpb
avatud I6petatud haru.

Toesuspuude tuletusmeetodit saab taiustada, vottestesitsis
sikvantori dekompositsioonireegidD) asemel kasutusele reegli

dx p (3AD2)

pix/a} ... plx/a} pix/c}
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mis pldab muutujat asendada koigi puuharus olevate konstanti-
degaay, ..., a, ning toob seejarel sisse harus puuduva konstandi
Selle reegliga saame valerwix3y Pxy jaoks I6pmatu hargneva
puu

1. Vx3y Pxy eeldus
2. Jy Pay ./ 1vD
3. Paa Pab 23D2

milles esinevad ka avatud I6petatud harud. Naiteks valerigu
IB6ppev haru genereerib valeikdy Pxy mudeli, milles on ainult
Uks elementa ning Paa on tbene. Ent valemite korral, millel
on ainult I6pmatud mudelid, ei ole ka taiustatud reegliterdio
voBimalik piirduda tdesuspuu I6pliku fragmendi labivaaisega.

Ulesanded
1. **Konstrueerige valemite hulk, millel on ainult 16pmatud mu-
delid.

Kuna tBesuspuus on vdimalik dekompositsioonireegleid ra-
kendada erinevas jarjekorras, siis antakse tihti ka soseit,
milliseid reegleid rakendada esimesena. ToOesuspuude bt
aitab vahendadatrateegia mille korral sooritatakse alguses koik
jarjestikused tuletusreeglid ning seejarel kdik hargdeveeglid.
Kvantorireeglitest tuleks viimaseks jatta ree@fiD) rakendamine.

Saab tdestada, et tdesuspuude meetothiefik, s.t. kdik, mis
on predikaatarvutuses loogiliselt jarelduv, on ka tdesudpga
tuletatav ja vastupidi:

I'ep<&eTTlrrp.

Puuharusid vdib sulgeda ka mitte ainult vasturaakivatsda-
lide A ja —A esinemisel, vaid ka vasturaédkivate valemitga —p
korral. Mdlemad tuletusmeetodid on ekvivalentsed, sestnvial
p ja —p ei saa olla samaaegselt t6esed. Kahjuks ei anna sel-
line tuletusmeetodi taiustus meile avatud I6petatud puupéhjal
automaatselt atomaarsete valemite kehtestavat vaétustu
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7. Matemaatiline
Induktsioon

Matemaatika on méing, mida méingitakse lihtsate
reeglite jargi, kirjutades paberile mottetuid siimbo-
leid.

— David Hilbert (1862-1943)

7.1. Induktiivhe tdestus

Matemaatiline induktsiooron vdimas matemaatiline meetod, mis
vOimaldab opereerida I6pmatute hulkadega. Ta aitab meistkola
[6pmatuid objektide klasse ning seejarel saab temagaatimset
sellistel klassidel on kindlad abstraktsed omadused.

Naide 7.1. Naturaalarvude hulk
N=1{012..}
defineeritakse induktiivselt kahe punktiga:
1. 0 on naturaalarv.
2. Kui n on naturaalarv, siis on + 1 naturaalarv.

Esimese lausega defineeritakiseluktsiooni baaga teisega maaratakse
induktsiooni samm
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Naide 7.2. Lausearvutuse suntaksi definitsioonis Ik. 76 on induktsiooni
baasiks k6ik atomaarsed valemid, mis koosnevad ainult lausemuutujast,
ja induktsiooni sammuga kirjeldatakse jarkjargult lausearvututauh

sed.

Induktsiooniga on mugav tdestada lausearvutuse (kui lGpma
valemite hulga) matemaatilisi omadusi. Téestame naitelises
“lihtsa” teoreemi.

Teoreem 7.3.lgas lausearvutuse valemis on vasakpoolsete sul-
gude arv vordne parempoolsete sulgude arvuga.

Tbestus. TOestame teoreemi induktsiooniga ule kdigi lausearvu-
tusvalemite. Teoreem kehtib atomaarsete valemite kasest, neis
sulud puuduvad. Teoreem kehtib ka valemite korral, mis aulsa
atomaarsetest valemitest Uhe lausearvutuse tehte |lsdesk sest
olemasolevatest valemitest uue valemi konstrueerimiselakse
Uhed paarissulud vdi ei lisata Uhtegi sulgu. Sellised oriekéi
valemid
—A, (ADB), (A& B).

Kasutades lausearvutuse silintaksi definitsiooni teisidkosaame
tbestada, et teoreem kehtib ko&igi lausearvutusvalemiterako
milles on kaks loogilist tehet:

——A, =(AVB), (Av—-B), (A=B)DC(C),...

Suurendades niimoodi pidevalt valemites esinevate lstgitehete
arvu, tbestame (Iopmatu tdestuse) tulemusena, et teorediib k
kdigi lausearvutusvalemite korral.

Kuna I6pmatut tdestust ei ole motet kirjutada, siis toekis
kahes etapis. Kdigepealt tdestataksauktsiooni baas

e Atomaarsetes lausearvutusvalemites on vasakpoolsete sul
gude arv vordne parempoolsete sulgude arvuga,

ning seejarel tbestataksaduktsiooni samm

e Kui igas lausearvutusvalemis, kus on kunloogilist tehet,
on vasakpoolsete sulgude arv vdrdne parempoolsete sulgude
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arvuga, siis on ka kdigig+ 1 loogilise tehtega lausearvutus-
valemites vasakpoolsete sulgude arv vordne parempoolsete
sulgude arvuga.

Induktsiooni baas ja samm tbestatakse lausearvutuse ksiinta
definitsiooni pdhjal. Teoreemi vdite tbestus saadaksé aja
matemaatilise induktsiooni printsiibibest teoreemi vaide jareldub
loogiliselt induktsiooni baasi ja induktsiooni sammu \&iiest. O

Matemaatilise induktsiooni meetod to6tab ainult sellibtd-
kade korral, mida saab grupeerida jarjestatud rihmadekgada
Esimesel induktsiooni sammul tdestatakse, et esimesear ik
likmed on antud omadusega. Igal jargmisel induktsioomisel
tOestatakse, et ka eelmistele vahetult jargneva rihma eelim
del on vaadeldav omadus. Naiteks eelmise teoreemi korial ol
rihmitamise aluseks valemis esinevate loogiliste tehate a

Ulesanded

1. TOestage, et induktsiooni baas, induktsiooni samm ja teoreemi
vaide moodustavad teoreemis 7.3 kehtiva arutluse. Millise loogika
arutlus see on?

2. Tdestage matemaatilise induktsiooniga, et kdik inimesed on kas
mees- vdi naissoost.

7.2. Duaalsus

Lausearvutusvalemites kasutatakse tavaliselt eitusijuk&tsioo-

ni-, disjunktsiooni-, implikatsiooni- ja ekvivalentshiteid. Sellisel
juhul o©eldakse, et valemid on (tehetbpasis {—, &, Vv, D, =}.

Kui kasutatakse ainult kolme tehet: eitust, konjunktsioga
disjunktsiooni, on valemid baasis-, &, v}. Niisugustel valemitel

on olemas ka duaalsed valemid. Valemi duaalne valemp’
saadakse, kui kbik konjunktsioonid asendatakse disjigtdiglega

ja kdik disjunktsioonid konjunktsioonidega ning k&ik ataansed
valemid nende eitustega. Tabelis 7.1 on toodud moéned naited
valemitest ja nende duaalsetest valemitest.
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Valem p Duaalne valemy’
A —A
((AV F)& G) ((—A & =F) v =G)

—~((AV =B)V (=A & =B)) —((—A& ——B)& (——AV ——B))

Tabel 7.1. Naiteid valemitest ja nende duaalsetest valemitest.

Jargmine teoreem vaidab, et valem ja tema duaalne valem on
Uksteisele vasturaakivad.

Teoreem 7.4 (duaalsus)Olgu p valem baasis{—, &, v} ja p’
tema duaalne valem. Siis kehtib
p=-—p.
Tdestus. Induktsiooni baas. Olgw atomaarne valem. Siis saame
kahekordse eituse reegli ja duaalsuse definitsiooni pdhja
p = —|—|p = —|p/‘
Induktsiooni samm.
1. Olgu p = —¢q. Induktsiooni eelduse pdhjal kehtip= —¢'.
Siit saame aga
p = —|q = —|—|q/ g —|p/’
sest duaalsuse definitsiooni pdhjal kehtib= —¢g’.
2. Olgu p = ¢ & r. Induktsiooni pdhjal kehtib

q = —|q/’ r = —|r/

ning duaalsuse definitsioonist saame
p=q Vvr.
De Morgani seadused annavad nuud
p=q&r =-(-qV-r)=-(=—q"v--r)
==(q'vr)=-p.
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3. p =¢q v r. Selle punkti jatame tdestada llesandes 7.2.2.
O

Jareldus 7.5. Kui valemid p ja ¢ on loogiliselt ekvivalentsed, siis
on ka nende duaalsed valemid ja ¢’ loogiliselt ekvivalentsed:

p=q=>p =q.

Palju asendusreegleid saab duaalsusteoreemi ja aserdhiiste
omavahel teisendada. Konjunktsiooni kommutatiivsusésb wel-
lisel teel saada naiteks disjunktsiooni kommutatiivsuse:

p&q=q& p=>pVvVg=qVp.

Ulesanded

1. *Néaidake, et iga valem baasi#&, v} on tdene, kui kbik tema lau-
semuutujad on tBesed. Jarelikult ei saa eitust selles baasis véljen-
dada.

2. Tdestage disjunktsiooni osa duaalsusteoreemis.



8. Lausearvutuse taielikkus

Formaalse aksiomaatilise slsteemi taielikkus tdhenddbniéist,
et selles siisteemis langevad tdesuse ja tuletatavuseenkoisdtu.
Ideaalis peaks iga loogilise siusteemi korral leiduma katavas
taielik tuletusststeem. Praktikas tekitab loogilistetesiside se-
mantika ja suntaktiliste tuletusreeglite vastavusse ragaa killalt
suuri probleeme: kas ei ole konstrueeritud tuletusresgtitlget
tdhendust voi ei osata kirjeldatud semantikat esitaddutsieeglite
abil. Naiteks tekivad tehisintellektististeemides kaswate prak-
tiliste tuletusstisteemide taielikkuse tagamisel Uletachgroblee-
mid. Klassikaliste lause- ja predikaatarvutuse taielklan aga
valjaspool kahtlust. Jargnevalt tdestame Hilberti thipetussis-
teemi H taielikkust klassikalise lausearvutuse jaoks. Tdestaabs
laiendada traditsiooniliste vahenditega ka predikaatasele.
Taielikkuseteoreemi tBestus koosneb kahest osast:

e Korrektsuse osas naidatakse, et iga tuletatav valem on
loogiliselt tdene.

e Téaielikkuse osas naidatakse, et kehtib ka vastupidine: iga
loogiliselt tdest valemit saab tuletada.

Me tdestame, et Hilberti tilpi tuletusststeémon lausearvutuse
jaoks korrektne ja taielik:

Fu p < FEp.
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8.1. Lausearvutuse korrektsus ja
mittevasturaakivus

Teoreem 8.1 (korrektsus).Iga lausearvutusvalenp € L4 korral
Fwp=Ep.

Tdestus. Olgu g1, ..., g, = p valemi p tuletus formaalses sis-
teemis H. Naitame induktsiooniga, et iga valem (1 <i < n)
on tautoloogia.

Kui ¢g; on aksioom, on lihtne kontrollida, et ta on tautoloo-
gia. Oletame, et valerg; on saadud valemitest; ja g, modus
ponendga, kus j,m < i ja g, = q; D g;. Induktsiooni eelduse
pdhjal on valemidg; ja g, tautoloogiad. Oletame vastuvaiteliselt,
et g; ei ole tautoloogia. Siis leidub nende valemite selline vaar
tustuse, eta(q;) =1t, alg; O q;) =1t ja a(g;) = v. Siit jareldub
aga, eta(q; D ¢;) = v, mis annab vastuolu. Vdttes= n saame,
et valemp on tautoloogia. O

Definitsioon 8.2. Aksiomaatilist teooriat/” nimetataksevasturaa-
kivaks kui leidub selline valeny, nii et teoorias7 saab tuletada

pija-p.
Teoreem 8.3.Lausearvutusd on mittevasturaakiv.

Toestus. Oletame, et mingi valemp korral saab silsteemisl
tuletada nii p kui ka —p. Korrektsuseteoreemi pdhjal on nad
mdlemad siis tautoloogiad, mis ei ole vBimalik. O

8.2. Lausearvutuse taielikkus

Tahistagup’ valemit p ja pV valemit —p. Vahetult saab kontrol-
lida, et igaa € {z, v} korral
pf=t<& p=a.
SusteemiH taielikkuse tdestuses kasutame jargmist lemmat.
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Lemma 8.4. Olgu X4, ..., X,, valemisp esinevad lausemuutujad
ja olgu o suvaline p vaartustus. Siis kehtib

X4, ... X% by pc.

Et lemma vaitest aru saada, vaatleme kb&igepealt jargmist

naidet. Olgup = X D —Y. Vaatleme vaartustusit, ¢) ja (¢, v).
Nendele vaartustustele vastavad lemmas hiipoteesidéuthefeY
ja X,—Y. Esimesel vaartustusel op vaar ja jarelikult vaidab
lemma, etX,Y Fy —~(X D —Y). Teisel juhul onp téene ja siis
peab olema tuletataX, =Y 5 X D =Y. Lemmat v8ime mdista
ka nii, et valemi tdevaartus on silsteemsarvutatav, kui kasutada
andmetena vaartustele vastavaid hipoteese.

Tbestus. TOestame lemma induktsiooniga valemiehituse jargi.
Olgu sellesm loogilist seost.

Juhul kuim = 0, on p atomaarne valem. On selge, et kui
a(p) =t, siis p by p, ja kui a(p) =v, siis—p kg —p.

Eeldame, et lemma vaide kehtib iga< m korral. Naitame, et
see kehtib ka valemite korral, milles em loogilist seost. Selleks
vaatame labi kdikvdimalikud variandid.

1. Olgu valem p kujul ¢ > r ja olgu Xi,..., X; temas
esinevad lausemuutujad. Kuna valemitgsja r on loogiliste
seoste arv vaiksem ku#, siis saame induktsiooni eelduse pdhjal
XY, X g ja Xy, .., XYyl

la. Kui a(q) = a(r) = t, sis ¢* = q ja r* = r.
Kuna a(q Dr)=t, siis p* =g Dr. Eelduse pdhjal kehtib
X§,..., X{ by r ja aksioomiskeen{H 1) annabty r O (g D r).
Siit saame modus ponenga X§,...,X{FpgDr, st
X%,...,X,‘: }_H p(x_

1b. Kui a(q) =t ja a(r) = v, Siis ¢ = q ja r* = —r.
NUld ona(g D r) = v ja p* = —(¢ D r). Eelduse pohjal
kehtivad X{, ..., XY by g ja X§, ..., X{ g —r. Saab testada,
ety g O (—r D —(¢ D r)). Rakendades sellele valemile kaks
korda modus poneni$, saame X{,..., Xy Fyg —(g D r), S.t.
X%,...,X% I—H pa.
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lc. Kui a(g) = v, siis ¢g* = —¢g ja suvaliser vaartustuse
korral (g D r) = t, mistbttu p* = ¢ O r. Eelduse pdhjal keh-
tib X¥,...,Xy Fy —q. Saab tdestada, ety —g D (g Dr).
Siit saame modus ponenga X{,...,Xy Fy g D r, St
X%,...,XI? I_H pa.

2. Olgu valem p kujul —g. Kuna valemisq on loogiliste
seoste arv vaiksem Kkui, siis saame induktsiooni eelduse poéhjal
X(i‘,...,X,‘z‘ l_H qot.

2a. Kui a(q) =t, siis ¢* = g, a(p) = v ja p* = —=p. Kuna
Fu g D ——q, siis saamenodus ponenga X¢, ..., X} Fy ——q.
Kuid =—¢g = p®, mis annabkiX{, ..., X} k5 p“.

2b. Kui a(g) = v, siis ¢* = —q, a(p) =t ja p* = p.
Eelduse podhjal kehtib X§,..., Xy Fy —g, mis annabki
X(i‘,...,X,‘z‘ l_H pot.

Sellega on kdik variandid 1&bi vaadatud ja lemma tdestatud.

Teoreem 8.5 (taielikkus). Ilga lausearvutusvalemp € Ly korral

Fp=tunp.
Tdestus. Olgu p tautoloogia ja olgu Xi,...,X, temas
esinevad lausemuutujad. Iga vaartustuse korral kehtib
p® = p. Lemmast 8.4 saame, eX{,..., X7 Fy p. Jarelikult
X¢, ... XY X, FgpjaXy, ..., X% [, =X, Fup.
Deduktsiooni teoreemi jargi saam¥f,...,X> ;-5 X, D p

ja X{,....X%; Fx =X, D p. On vdimalik tdestada, et

Fu (X, O p) D (=X, D p) D p), kust saamenodus poneriga
X{,.... X 1 Fu p. Korrates seda protsessi— 1 korda, saamegi
tulemuseks-g p. O

Ulesanded
1. Tdestage, et
(@ Fu gD (=r>=(g>Dr));
() Fy =g D (g Dr);
() Fu q D —q;
(d) Fu (@ > p) D (=g Dp)Dp).



9. Mittelahenduvad
probleemid

Matemaatikast ei ole voéimalik aru saada. Temaga
saab vaid kohaneda.
— John von Neumann (1903-1957)

Matemaatikas on olnud alati palju lahendamata probleeme,
s.t. Ulesandeid, mida mitte keegi ei ole suutnud lahenddéd#eks
vOib tuua Fermat’ suure teoreemi:

e Vorrandil x* + y" = 7" ei ole n > 2 korral positiivseid
taisarvulisi lahendeid.

Prantsuse matemaatik Pierre de Fermat (1601-1665) kirputeal
ajal raamatu servale, et ta teab, kuidas seda vaidet t@estads-
tuse kirjapanekuks kulus matemaatikutel mitusada aaéfaiks
voeti ka arvutid, kuid pingsast otsimisest hoolimata eigsatanud
leida Uhtegi arvude kombinatsiooni, mis oleks Fermat’ deari
Umber lukanud. Alles 1994. a. esitas Ameerika matemaatiét- An
rew Wiles Fermat’ teoreemi piisavalt Uksikasjalise tosstu

Selliste mitteolemasolu teoreemide tdestused on alatsme-
tikat kaunistanud. “Negatiivsete” tulemuste téestamindavaliselt
tunduvalt keerulisem kui tmberliikkamine, sest tdestdkaisaleb
védlja mbelda Uha uusi keerukamaid meetodeid.

Matemaatika ajaloost on teada ka teisi analoogilisi “riegat
seid” tulemusi. Tuntumad neist on
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e ringi kvadratuuri probleef
e arvu +/2 irratsionaalsus.

Samamoodi on v@imalik uurida ka inimvdimete piire. Vottes
kasutusele inimtegevuse abstraktsed mudelid, saab déestt on
Ulesandeid, mida ei suuda lahendada isegi kdige targenmem@m
Jarelikult pole ka inimene taiuslik.

9.1. Turingi masin

Arvutatavuse mdistet on v8imalik mitmeti tdpsustada. Méane
naiteks sooritada arvutusi kitsal paberlindil v6i ruudali paberil.
Paberlindi korral peab otsustama, kas lindil on algus jap|6p
vOi saab seda tarviduse korral I6pmatult jatkata ning kasdlili
lahtritel on aadressid (nagu majadel) vdi peame ise ardznma,
kus me parasjagu asume. Selgub, et arvutatavuse mdiste sisu
jadb ikka samaks, Ukskdik kuidas me neile kisimustele nasta
Kui me valime mingi uue arvutatavuse formalisatsiooni,s sii
saab alati hoolika kontrollimise teel tdestada, et see dmiste
formalisatsioonidegaekvivalentnge s.t. neile vastab tépselt sama
arvutatavate funktsioonide klass.

Seda ameerika matemaatiku Alonzo Churchi (1903-1995) ning
inglise matemaatiku ja loogiku Alan Mathison Turingi (1912
1954) sonastatud véidet ei saa tbestada, vaid see forriakser
Churchi teesinale. Turingi teesin

e Mingi formalisatsiooniga arvutatavate funktsioonide dda
langeb kokku funktsioonide klassiga, mis on uletldse ini-
meste vOi arvutite poolt suvaliste efektiivsete meetggite
arvutatavad, s.t. iga intuitiivselt arvutatav funktsioon ka
meie formalisatsiooni mattes arvutatav.

IKonstrueerida sirkli ja joonlaua abil antud ringiga pindide ruut.
Saksa matemaatik Carl Louis Ferdinand von Lindemann (1BE29) tdestas
1882. a., et see llesanne on lahendamatu.
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Churchi teesi kehtivust kinnitab tdsiasi, et kellelgi eie obeda
onnestunud Umber likata ning erinevad arvutatavuse mfiste
malisatsioonid on osutunud téepoolest ekvivalentseteks.

Turing vottis arvutuste tegemiseks kasutusele fnringi
masina mis sooritab arvutusi mdlemas suunas I6pmatul lahtriteks
jaotatud lindil. Selle lindi kéik lahtrid, valja arvatud pik arv
lahtreid, on arvutuste alguses tiihjad, s.t. nad on taidgtetsiaalse
tihikusimboligasg. Igasse lindi lahtrisse on kirjutatud ks stimbol
I6plikust linditéahestikust sq, s1, ...,s, ning igal arvutussammul
vaatleb inimene v8i mehhaaniline arvuti mingit kindlat din
lahtrit. Ta oskab lugeda selles lahtris olevat stumbolifhnai
kirjutada ja liikuda vasakule vbi paremale. Masin on igahajtkel
Uhes I6plikust arvusseisunditesyy, ..., g,.

Linti voib endale ette kujutada kui Idpmatut raudteed, mis o
jaotatud liipritega lahtriteks. Raudteerttbastel liigedgun, mida
ligutab selle sees asuv mees, kes loeb liiprite vahelt silmith
kustutab neid ja kirjutab sinna uusi simboleid vastavaitatdaes
olevatele lehtedele, kuhu on kantud instruktsioonid, migas
seisundis teha.

Instruktsioon soéltub nii arvutuste seisundist kui ka védaeast
stimbolist. Arvutaja sooritab Uh@ + 4)-st voimalikusttegevusest

e peatab arvutamise;

e liigub Uhe lahtri vbrra paremale (R);

e liigub Uhe lahtri vbrra vasakule (L);

e kirjutab vaadeldavasse lahtrisse siimbgli
o ...

e kirjutab vaadeldavasse lahtrisse sumbyli

Peale nahtava tegevuse sooritab mees ka varjatud tegetause:
madarab jargmise instruktsiooni (seisundi).

Niisuguseid instruktsioonide kogumeid nimetataks&gringi
masinateks Turingi masinaid v8ib esitada kas tabelitena, graafi-
dena vdi kasunelikute hulkadena.
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q15051491
S0 S1
qis1Lq>
q1 | 5191 Lgz
42505142
q2 | s192 Lgs
q251Lq3
q3 | s193
43505143

Joonis 9.1. Turingi masina kaks esitust.

Joonis 9.2. Turingi masina graaf.

Néide 9.1. Kirjeldame Turingi masinat, mis kirjutab tihjale lindile
kolm Uhte: sys1s1.

See masin on esitatud joonisel 9.1 tabelina ja késunelikute hulgana
ning joonisel 9.2 graafina. Késks;sig; Utleb jargmist:

e Kui Turingi masinat interpreteeriv seade on seisungisning
vaatleb sumbolits;, siis ta kirjutab lahtrisse sumbafj ja laheb
Ule seisundisse;,

Toodud Turingi masin kirjutab vaadeldavasse ruutu simbgliligub
vasakule, kirjutabsi, liigub veelkord vasakule, kirjutal; ja peatub,

sest puudub taidetav instruktsioon. Me eeldame, et masin alustab t66d
vahima indeksiga seisundis, milleks on antud juhul seisgnd

Turingi masina t66d on madistlik kirjeldada kui arvutusprot
sessi konfiguratsioonide jadarvutuse konfiguratsioonisaida-
takse lindi hetkeseis, seadme seisund ja vaadeldav |ghtestiel.
Olgu Turingi masinat interpreteeriv seade arvutusprstsalguses
seisundisg1 ja olgu kdigisse lindi lahtritesse kirjutatud siimbgl
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Joonis 9.3. Kahekordistav Turingi masin.

Samastades seisundid ja stmbolid nende indeksitgga=(1,
g2 =2, g3 =3, 50 =0, s1 = 1), saame ndites 9.1 kirjeldatud
Turingi masina korral jargmise konfiguratsioonide jada:
0000000 0000100 0000100 0001100 0001100 0011100

A A A A A A
1 1 2 2 3 3

kus Uleval on naidatud lindi seis ja vaadeldava lahtri alla o
kirjutatud Turingi masinat interpreteeriva seadme salsmumber
selles konfiguratsioonis.

Naide 9.2. Joonisel 9.3 on Turingi masin, mis kahekordistab Uhtede
arvu lindil.

Naide 9.3. Eelmises kahes naites toodud Turingi masinate Uhendamise
teel saame konstrueerida masina, mis kirjutab kdigepealt tihjale lindile
n Uhte ja kahekordistab siis Uhtede arvu. Jarelikult kirjutab see gurin
masin tuhjale lindile 2 Uhte.

Edaspidi huvitavad meid Turingi masinad, millega saab -arvu
tada taisarvulisi funktsioone. Vétame linditahestikukdga {0, 1}
ning kujutame arve Uhendsisteemis.

Definitsioon 9.4. Turingi masin onstandardkonfiguratsioonis:,
kui lindil on n jarjestikust Uhte ja tlejaanud lint on tihi (s.t. koos-
neb nullidest), kusjuures lugemis-kirjutamispea vaatlabakpool-
seimat uhte.
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Tahistame simboligR positiivsete taisarvude huldd, 2, .. .}.

Definitsioon 9.5. Me (tleme, et Turingi masiarvutab funktsiooni
f:P — P, kui ta, alustades t66d vahima numbriga seisundis
standardkonfiguratsioonia (n € P), |0petab t66 standardkonfi-
guratsioonis f(n). Kui Turingi masin ei |dpeta t6d6d vdi peatub
mittestandardses konfiguratsioonis, fig:) = L (mittemaaratud).

Naitest 9.2 selgub, et funktsioonf(n) = 2n saab Turingi
masinatega arvutada.

Ulesanded

1. Konstrueerige Turingi masin, mis modelleerib teie igapaevaseid te-
gemisi.

2. Leidke funktsioonif(n) = 2n arvutamiseks Turingi masin, mille
seisundite arv on vaiksem kui 12 (naites 9.2).
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Definitsioon 9.6. Olgu T Turingi masin ja f tema arvutatav
funktsioon. Turingi masind’ produktiivsuson tema poolt tiihjale
lindile kirjutatud arv, s.t.

f(0), kui £(0) on maaratud;
0, muidu.

Defineerime funktsiooni

p(n) dﬁfkéige produktiivseman-seisundise

Turingi masina produktiivsus,
millega saab sdnastaddrga kopra probleemi

o Konstrueerida Turingi masin tahestiky6, 1}, mis arvutab
funktsiooni p(n).

Naitame, et virga kopra probleemi ei saa Turingi masinatega
lahendada, s.t. ei leidu Turingi masinat, mis arvutaks yktiy-
susfunktsioonip(n). Téestame alustuseks paar abitulemust.
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Lemma 9.7. p(1) = 1.

Tdestus. Lemma tbestatakse koOigi variantide labivaatamisega,
vottes aluseks Turingi masinate esituse graafide kujul séisan-
dise Turingi masina graafis voib olla maksimaalselt kaksltnoo

0 noolega Turingi masina graafe on ainult tiks. Kuna see masin
peatub kohe algseisundis, siis on tema produktiivsus O.

Mitmesuguseid 2 noolega Turingi masina graafe on kokku 16.
Need Turingi masinad ei peatu kunagi, sest nad saavad aitati t
mingit tegevust.

1 noolega Turingi masina graafe on kokku 8. Need Turingi
masinad, mille noole siimboliks on 1, peatuvad kohe. Masinad
mille noolel on margend ®, O:L vo6i 0.0, ei peatu, sest nad
tootavad I6pmatus tsuklis. Viimase 1 noolega Turingi masimille
noolel on margend 0:1, produktiivsus on 1. Jarelikwil) = 1. O

Lemma 9.8. p(47) > 100

Toestus. Uhendame kolm Turingi masinat (samastades nende alg-
ja l6pptipud):

1. Masin, mis kirjutab tuhjale lindile 25 Uhte (selleks pls
25 seisundist).

2. Masin, mis kahekordistab Uhtede arvu (milleks vGtame
12-seisundise Turingi masina néaitest 9.2).

3. Masin, mis kahekordistab thtede arvu (12 seisundit).

Tulemuseks on 47-seisundine Turingi masin, mis kirjutatjatie
lindile 100 dhte. O

Lemma 9.9. p(n + 1) > p(n).

Tdestus. Ulesanne 9.2.1. O
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Lemma 9.10. p(n + 11) > 2n.

Toestus. Uhendame omavahel kaks Turingi masinat:
1. Masin, mis kirjutab tihjale lindile thte ¢ seisundit).
2. Masin, mis kahekordistab Uhtede arvu (12 seisundit).

Saadud(n + 11)-seisundise Turingi masina produktiivsus on. 2
O

Teoreem 9.11.Virga kopra probleem on mittelahenduv.

ToOestus. Tdestame teoreemi vastuvaiteliselt. Oletame, et leidub
Turingi masin VK, mis arvutab funktsioonip(n). Olgu sellel
masinal k seisundit. Teoreemi tbestamiseks Uhendame omavahel
kolm Turingi masinat:

1) masin, mis kirjutab tihjale lindile Ghte ¢ seisundit);
2) VK (k seisundit);
3) VK (k seisundit).

Tulemuseks orin + 2k)-seisundine Turingi masin produktiivsusega
p(p(n)). Seega kehtib iga arva korral

p(n+2k) = p(p(n)).
Lemma 9.9 pdhjal orp(n) kasvav funktsioon, mistottu
n+ 2k > p(n).
Tehes asenduse {n/n+11}, saame
n+11+2k > p(n+11),

mis annab lemma 9.10 pdhjal vBrratuse

n+ 11+ 2k > 2n.
Asendus {n/12+2k} annab nuid vastuolu, sest vOrratus

11+ 2k > 12+ 2k



204 9. Mittelahenduvad probleemid

on samavaarne vdrratusega
0> 1

Jarelikult ei ole Turingi masinaV/K olemas, mist6ttu funktsioon
p(n) ei ole Turingi méttes arvutatav. Churchi teesi pdhjal vdime
vaita, et produktiivsusfunktsioorp(n) on mitte ainult Turingi

mottes mittearvutatav, vaid seda ei saa arvutada mitte i Uheg

mehhaanilise arvutusvahendiga. O

Ulesanded
1. Tdestage lemma 9.9.

2. **Toestage, etp(2) = 4.

Peatumisprobleem on algoritmiliselt mittelahenduva diele
teine klassikaline naide. Selle tBestamiseks kasutatdirgali-
selt nn. diagonaliseerimismeetoditaiendame kdigepealt Turingi
masinatel arvutatavate funktsioonide madiste mitme mautunkt-
sioonidele.

Definitsioon 9.12. Me Utleme, et Turingi masii arvutab funkt-
siooni fy:P" — P, kui ta, alustades t66d vahima numbriga
seisundis standardkonfiguratsioonigOn,0...0n,, (n; € P), 16-
petab t66 standardkonfiguratsioonfs,(ni, no, ..., n,). Kui M

ei Id6peta t66d vbi peatub mittestandardses konfiguratspaiis
fu(n, ..., n,) = L (mittemaaratud).

Definitsioon 9.13. Funktsioon f(x1, ..., x,) on Turingi mottes
arvutatay kui leidub seda arvutav Turingi masin.

Naiteks joonisel 9.3 toodud Turingi masin arvutab funkasio
f(n) = 2n, mistdttu funktsioon f(n) = 2n on Turingi mottes
arvutatav.

K&ik Turingi masinad saab esitada I6pmatu loetefuna

Ml’ M27 M3,“‘ ’

2Sellist Turingi masinate efektiivset loetelu nimetatakBeringi masinate
Godeli numeratsiooniks
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mis annab meile omakorda k&igi Turingi mottes arvutatavate
1 muutuja funktsioonide loetelu

S, f2 f3, -0,

kus Turingi masinM,, arvutab funktsioonif,.
Sdnastame naud Turingi masingieatumisprobleemi

e Leida efektiivne protseduur Turingi masinate peatumise
kontrollimiseks.

Ulesanded
3. *Pakkuge vélja Turingi masinate efektiivse loetlemise moodus.

4. **Naidake, et virga kopra probleemi mittelahenduvusest jareldub
Turingi masinate peatumisprobleemi mittelahenduvus.

5. Peatumisprobleemi korral on v8imalik vaadelda kahte erijuhtu:

e Endal peatumise probleem,(n)]? (Kas Turingi masinM,
peatub sisendik?)

¢ Uldine peatumisprobleem\s,, (n)?

Naidake, et endal peatumise probleemi mittelahenduvusest jareldub
Uldise peatumisprobleemi mittelahenduvus.

Kuigi peatumisprobleemi mittelahenduvus jareldub virggra
probleemi mittelahenduvusest, pakub peatumisprobledmstiis
ka iseseisvat huvi.

Teoreem 9.14 (peatumisprobleemi mittelahenduvus)Ei leidu
Turingi masinat, mis lahendaks Turingi masinate peaturolsp
leemi.

Tdestus. Oletame, et leidub Turingi masin, mis arvutab Uldise
peatumisprobleemkarakteristliku funktsioofi

SKarakteristlikes funktsioonides tahistab tavaliselt ksidst ja 0 vaAarust.
Kuna me kasutasime Turingi masinates naturaalarvude Hhlgasemel posi-
tiivsete taisarvude hulk&® = {1, 2, ...}, siis asendasime siin vaartused 1 ja O
arvudega 2 ja 1.
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2, kui M (p)!;
hx, y) "{ 1, kui M, (1.
Seda funktsiooni arvutava Turingi masina pdhjal saab koest
rida uue Turingi masina, mis arvutab funktsiooni
)L kui A(x,x) =2;
§x) = { 1 kui h(rx) =1
ehk noolte keeles
s kui M (x);
g“)_{¢,|mngm¢.
Funktsioon g(x) puudub konstruktsiooni t6ttuTuringi mottes
arvutatavate 1 muutuja funktsioonide loetelust

J1s f2, fao oo s
sest oletus, et mingi arvie korral ¢ = f,,, annab vastuolu
Jm(m)| & fu(m)?1.
Jarelikult ei ole peatumisprobleemi karakteristlik fusikbn
h(x, y) Turingi mottes arvutatav. O

Diagonaliseerimist ideed selgitab jargmine tabel, kws-nda
rean-ndas veerus on funktsiooni, vaartus kohah.

A0 AQ) 18 ... falm)
Q) 22 ) ... fam)
RO 32 f:3 ... fam)

4Saksa matemaatik Georg Cantor (1845-1918) tGestas dispmvanis-
meetodiga, et I8igus [A] on reaalarve rohkem kui naturaalarve hulgsls

Ta tdestas samuti, et iga hulga korral on tema kdigi osabelkaulgas roh-

kem elemente kui hulgas endas. K&igi hulkade hulga korraimgasiit Cantori
paradoksi.
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Funktsioong erineb igast arvutatavast funktsioonigt diagonaal-
elemendilm:

gm) # fin(m).

Me tBestasime, et mitte Ukski Turingi masin ei suuda lahéada
peatumisprobleemi kogu Turingi masinate I6pmatu loetelok$
korraga. Churchi teesiga saab selle tulemuse lle kandalekoig
efektiivsetele algoritmidele, s.t. mitte Gkski algoritm suuda la-
hendada peatumisprobleemi kdigi Turingi masinate ja kbajide
sisendandmete jaoks korraga. Kill vib peatumisprobleginen-
duda iga konkreetse Turingi masina korral. Naiteks jodn&8
toodud kahekordistav Turingi masin peatub igal sisemd: P
korral.

Turingi masinate efektiivsetel loeteludel on peale pedum
probleemi mittelahenduvuse veel teisigi huvitavaid onsaduheks
neist on loetelude universaalsete funktsioonide arwitgta

Definitsioon 9.15. Funktsioonide loetelufy, f», ... universaalne
funktsioonon funktsioon

fim,n) = fu(n)  (m,neP).

Teoreem 9.16 (loetlemisteoreem)Kdigi Turingi mdttes arvuta-
tavate 1 muutuja funktsioonide loeteluf, f>, ... universaalne
funktsioon on arvutatav.

Ka seda teoreemi on vOimalik tdestada nii formaalselt, kons
rueerides antud Turingi masinate loetelu jaoks konkreatseer-
saalse Turingi masina, kui ka mitteformaalselt, selgiadeis-
moodi selle masina t66 peaks pdhimdtteliselt toimuma niigpy
tes seejarel Churchi teesile.

Ulesanded
6. Andke loetlemisteoreemi mitteformaalne tdestus.

7. **Naidake, et universaalne funktsioofi(m,n) ei ole laiendatav
kdikjal méaratud arvutatavaks funktsiooniks.
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9.3. Predikaatarvutuse mittelahenduvus

Alonzo Church tdestas, et predikaatarvutus ei ole lahenduv
s.t. pole voimalik kontrollida, kas suvaliselt valitud gieaat-
arvutuse valem on loogiliselt tdene vdi mitte.

Teoreem 9.17 (Church). Esimest jarku loogika on mittelahenduv.

Tdestus. Teoreemi tbestamiseks taandame Uldise peatumisprob-
leemi esimest jarku loogik@desuse probleemiles.t. nditame, et
kui esimest jarku loogikas on tbesuse probleem lahendis/,oni
ka peatumisprobleem lahenduv.

Olgu meil Turingi masinT’, mille sisendiks on arwv:. Konst-
rueerime Turingi masinal’ kirjelduse pdhjal predikaatarvutuse
valemite hulgaA ja valemih, nii et

AEhs Th).

Me interpreteerime neid valemeid loomulikul viisil, nii etad
kirjeldavad Turingi masind’ t66d sisendiln:

e Valem i véidab, et Turingi masinT peatub sisendiln:
T(n)!.

e Valemite hulk A (tleb, et masina sisendiks on arm ja
masin to6tab vastavalt oma kirjeldusele.

Eeldame, et masiT alustab t66d ajahetkel 0, vaadeldes pa-
rasjagu O-ndat lahtrit. Eeldame, et Turingi masina lint asakule
ja paremale I6pmatu ning linditdhestik vdib peale numbé€it¢a
1 sisaldada ka teisi simboleid. Lepime veel kokku, et eniée to
asumist ja parast peatumist ei ole masina seisund, vaadidia
positsioon ning loetav stimbol maaratud.

Toome predikaatarvutusse uued predikaatsimbolid

Oi (A1=<i=<r),
S; (0<j<m)),
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mis vastavad Turingi masinal’ seisundite hulgale 9 =
{91, 92, - .., ¢} ja linditdhestikuleX = {so, s1, ..., s;u}. Nii saame
esimest jarku loogika signatuuri®; ’; {Q;}, {S;}, =, <), kus{Q;}
ja {S;} tahistavad vastavaid predikaatstimbolite loetelusidkisitie
i jaj jargi.
Selle signatuuri loomulikuks interpretatsiooniks on ktaur
I =(Z;0; +1;{0;}, {S;}. =, <),

mis koosneb tdisarvude hulgagt tema loomulikus jarjestuses,
taisarvust null ja Uhe liitmise tehtest ning predikaatsdlid Q;
ja S; interpretatsioonidest, mis vastavad masihirjeldusele:

e [ = 0;(,x) < masinT on ajahetkels seisundisg;
ning vaatlebx-ndat lahtrit;

e [ |=S;(t,x) < ajahetkel + on x-ndas lahtris sim-
bol S

Kirjeldame nitd valemite hulka. Iga kirjutamiskasuy; s jskq;
kohta leidub temas valem

VivxVy {[Q;i(t, x) & S;(t, x)] D
[0/, x) & S(t',x) & (y #x D
(Sot,y) D So(t',y) & ... &
(Sm(t, ¥) D Su (', NI},

s.t. k&su tulemusel muutub ainult vaadeldava lahtri sisg hidik
Ulejaanud lahtrid jgdvad samaks.
Iga paremale likumise kasgs; Rg; kohta on hulgasA valem
VivxVy {[Qi(t, x) & S;(t, x)] D
[Qi(', x") & (So(t, y) D So(t',y) & ... &
(Sm(t, y) D Su(', y)I}

ning iga vasakule likumise kasgs;Lg; kohta valem
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VivxVy {[Qi(t, x') & S;(t,x")] D
[01(F', %) & (So(t, y) D So(t', y) & ... &
(St y) D S, YD}
Hulgas A on ka valem, mis Utleb, et ajahetkel 0 on masin
algseisus:
01(0,0) & $1(0,0) & $1(0,0) & ... & S1(0,0" V)&
Vy[(y #0& y #0 & ... & y # 0"D) 5 55(0, y)],

s.t. algseisus on lindik Ghte ja Ulejaanud lahtrites on nullid. Kui
n = 0, siis on viimane valem kujul

01(0,0) & Vy So(0, y).
Hulgas A on veel seosté ja < definitsioonid:

Vzax (z =x) & VzVaVy (z =x' & z=y D x =),
VaVyVz(x <y&y<zDx <2)&
VaVy (X =y Dx < y) & VaVy (x <y D x #y).

On selge, et interpretatsioonis on kdik A valemid tdesed,
s.t. interpretatsiood on valemite hulgaA mudeliks.

Valem h vaidab, et Turingi masitY’ peatub sisendik. Kuna
Turingi masin peatub ainult juhul, kui mingi seisundi ja dioh
paari korral on masina tegevus maaramata, siis v8ib vakemik
votta disjunktsiooni Ule kdigi selliste seisundi-simbpdiaride:

Vo 33qx (Qi(t, x) & S;(t, x)).
puudub tegevug;s; . ..
Mittepeatuvate Turingi masinate korral (mille tegevugdkitatud
kéigi seisundi-simboli paaride korral) vdib valemilds votta
loogiliselt vaéara valemi
-0=0.

Naitame, et
AEhs Th).
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Oletame, etA = k. Kuna interpretatsioord on valemite hulgaA
mudeliks, siis kehtibl = A ja seegal = h. Valemi h tdesus on
aga samavaarne Turingi masiffapeatumisega sisendil.

Oletame nilid, ef'(n)| ja lIdpetamise momendid on masin
seisundisg;, vaadeldesp-ndas lahtris sumbolits;. Kirjeldame
arvutuse konfiguratsiooni ajahetkelvalemiga

my = Q;(09),0P) & §;, (09, 0P)) & ... &
S;(09),01) & ...& S; (09, 0P)&
Vy[y#0P & .. & y#0P & ... &
y # 0P 5 5509, y),

kus p1,..., p,..., py on lindi jarjestikuste lahtrite numbrite jada
ja sj,....s;,...,s;, nendes lahtrites asuvate simbolite jada.
Naiteks algseisu kasitlev valem hulgast kirjeldab arvutuste
alghetke konfiguratsiooning. Kuna arvutuste kaigus saab liikuda
ka O-ndast lahtrist vasakule, siis tuleb kokku leppidad&ai me
viitame negatiivse numbriga lahtritele. Lahtrile numbrig = —¢

(¢ > 0) vbib naiteks viidata valemitega kujul

Q;(x,07)) =3z (Q;(x,2) & 7'V = 0).
Matemaatilise induktsiooniga saab tdestada (Ulesanng)9ed
A = my,
kus m; on suvaline arvutuse konfiguratsioon ajahetket O.

See valem kehtib igal arvutussammul. Jarelikult kehtib da k
juhul, kui g on konfiguratsioon, milles Turingi masifi peatub:

AEg.
Kuna Turingi masinT on I6petamise momendi seisundisg; ja
vaatleb p-ndas lahtris stimbolit;, siis
g E 0;(09 0y & S; (0%, 0Py,
Seega
g FE3r3x (Qi(r, x) & S;(1, x)),
millest jareldubg =4 ja A | h. O
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Ulesanded
1. *THestage, et
A |= is

kus m, on suvaline arvutuse konfiguratsioon ajahetkgls > 0).

2. **Konstrueerige valemite hulkh ja valemh Turingi masina

{q11Rq1, q10Lg2, 4210}

jaoks, kuin =0 jan = 2. Naidake, etA = A, kuin = 0.

10. Aritmeetika
mittetaielikkus

Inimsoo saatuslik kalduvus loobuda métlemast asjade
iile, mille suhtes ei valitse enam kahtlusi, on pohjus-

tanud poole tema vigadest.
— John Stuart Mill (1806-1873)

Inimene ei saa aru ei olematusest, millest ta esile
kerkib, ega l6pmatusest, mis teda alla neelab.
— Blaise Pascal (1623-1662)

Kuna geomeetria ja algebra on intuitiivselt k8ige paremidiste-
tavad matemaatikaharud, siis on neid plitud korduvalt dtisme-
rida. Tuntud on geomeetria aksiomaatiline Ulesehitus ¢id&ke
(u. 365-300 e.m.a.) poolt ja naturaalarvude kirjeldus Ridi
(1831-1916) poolt, mis sai tuntukBeano aksiomaatikanaArit-
meetika all mdistetakse Uldiselt abstraktset struktuaig koosneb
kdigi naturaalarvude hulgast ja selle elementaartehetest: liitmi-
sest, korrutamisest jms.

10.1. Formaalne aritmeetika

Olgu aritmeetika keelely signatuurXy = (0;’, +,-; =). Kir-
jeldameformaalse aritmeetik&ui esimest jarku teoori&vn Peano
aksioomidega
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(P1) Va¥y (x' =y Dx = y).
(P2) Vx (x' # 0).

(P3) Vx (x 20> 3y (x = y)).
(P4) Vx (x + 0= x).

(P5) VxVy (x + ¥ = (x +y)).
(P6) Vx (x - 0 = 0).

(P7) VxVy (x - y' = (x - y) +x).

(P8) P(0)&Vx(P(x) D P(x)) D Vx P(x) — induktsiooniaksioom
(P on suvaline predikaat)

Aksioom (P1) utleb, et jargmise elemendi leidmise t€he
on Uhene e. injektiivne. Aksioomid (P2) ja (P3) vaidavad, et
leidub ainult Uks esimene element, nimelt 0. Aksioomid {P4)
(P7) defineerivad induktiivselt liitmis- ja korrutamisteh Indukt-
siooniaksioom (P8) formaliseerib aga matemaatilise itela&ni
printsiibi: alustades elemendist 0 on tehtégebimalik jduda iga
naturaalarvuni.

Formaalsel aritmeetikal ostandardinterpretatsioon

N = <D\I’ 07 +17 +7 ')a

mis koosneb naturaalarvude hulgastja selle harilikest tehetest.
K&iki teisi teooriaN mudeleid, mis ei ole mudeligh” isomorfsed,
nimetatakse aritmeetikaittestandardseteks mudeliteks

Selgub, et formaalne aritmeetika on mittetdielik ja métel
henduv. Pdhjuseks on Uhelt poolt esimest jarku predikaatizse
piiratus ja teiselt poolt formaalse aritmeetika suur \idjes-
voimsus. Norra matemaatik Thoralf Skolem (1887-1963) t&¥es
1934. a., et aritmeetikal leidub loenduv mittestandardnaedeh
mis sisaldab lisaks tavalistele arvudele ka Idpmatult isaove.
Godel formaliseeris aga 1931. a. aritmeetikadetaja paradoksi
naidates aritmeetika sisemist vastuolulisust.
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Tahistame formaalsed naturaalarvsidmbolarvudega

— — L
0=0, 1=0, ... , m=0-."

Formaalses aritmeetikas saab tBestada paljud naturadéarv
hulga omadused. Téestame naiteks simbolarvude hulga tégma

Lause 10.1.Teooria N kdik mudelid on Idpmatud.

Tdestus. Naitame, etm #n = +Fy m #n (m,n € N). Olgu
m # n. Siis kehtib kasn < n vdi n <m. Olgum < n.

1. m=n hipotees

2. (Y’FJ\/ = (Y’FJ\/ stimbolarvude definitsioon

3. |0= 07’-/\’ 2 m korda (P1), Ul ja MP

4. ' =0 3t=n—m— 1, = simmeetria
5 |t/ #0 aksioom (P2)

6. /=0&¢+#£0 4,5 Conj

7. m#n 1-6 IP

Analoogilise tdestuse saab konstrueeridanka m korral. Jareli-
kult on erinevatele arvudele vastavad objektid erinevade/on
aga loenduv hulk. O

TeooriasN saab kirjeldada jarjestusseosed:
X <yd=ef3w(w7é0&x+w=y),
def
X<y =x<yVvVx=y.

Definitsioon 10.2. Naturaalarvuline predikaat R(x1, ..., x,) on
aritmeetikas véljendataye. aritmeetiline predikagt kui leidub
valem A(xy, ..., x,) € Ly, nii etigaky,...,k, € N korral

Rki, ....kp) =1t & N = Ake, ..., k).
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Naiteks seostk; = x» véljendab valemx; = x», sest vordust
interpreteeritakse alati objektide samasusena:

ki=ky = N ki = ko,
ki # ko = N = k1 # ko.

Seostx; < xp valjendab aga valemdw (w # 0 & x1 + w = xp),
kuna

ki<ko=NEIww#0&k +w=ky),
ki £ko=NE-Jww #£0&ki +w = ky).

Defineerime kvantorieidub tapselt Uksalemiga

J1x p(x) d=ef3x p(x) & VxVy (p(x) & p(y) D x =y).

Sarnaselt aritmeetikas véljendatavate predikaatidegh dafi-
neerida ka aritmeetikas valjendatavad funktsioonid.

Definitsioon 10.3. Naturaalarvulinefunktsioon f(x1, ..., x,) on
aritmeetikas valjendatavkui leidub valemA(xy, ..., x,, x,11) €
Ly, nii et igaksy, ..., k,.1 € N korral

1) kui f(ky, ..., ky) =kpy1, SisN = Akq, ... kn, kns1):
2) N |: Ellxn+l A(k_la LR aE? xn+l)-

Naiteks nullfunktsioon
z(x) =0
on aritmeetikas véljendatav valemiga

A(x) dzefxl =x1&x,=0.

Olgu z(k1) = ko, s.t. kp, = 0. Siis saame vdrduse omaduste poéhjal

NEk=k&0=0,
N = Jxo(x = x1 & x2 = 0),
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sest vordustesk, = 0 ja y = 0 jareldubx, = y. Ka successor-
funktsioon

s(x)y=x+1

on aritmeetikas véljendatav. Selleks sobib naiteks valem
A(x) d:efo = XJ.

Kurt Godel (1906-1978) naitas, et kdik arvutatavad naturaa
arvulised funktsioonid ja predikaadid on aritmeetikasjeridata-
vad. Ta tdi selleks sissg-funktsiooni, mis vBimaldab aritmeetikas
valjendada vaiteid naturaalarvude I6plike jadade kohta.

Teoreem 10.4 (Godel).lga kdikjal maaratud arvutatav funktsioon
on aritmeetikas véljendatav.

Jareldus 10.5.Iga arvutatav predikaat on aritmeetikas valjenda-
tav.

Ulesanded
1. TOestage, et aritmeetikas on véljendasaecessefunktsioon.

2. Naidake, et funktsioonf(xy,...,x,) on aritmeetikas valjendatav
& tema graafikf (x1, ..., x,) = y on aritmeetikas valjendatav.

3. Pdhjendage, miks on aritmeetikas valjendatav mitte kuskil maara-
tud funktsioonL(x).

10.2. Godeli teoreemid aritmeetika
mittetaielikkusest

Matemaatika ajaloost on teada mitmeid naiteid “intuiti¥ssel-
getest” teooriatest, milles hiljem avastatakse ebatép&iis/astu-
olusid. Eukleidese geomeetriat peeti kuni 19. sajandimingdima-
likuks geomeetriaks. Arvati, et selle aksioomide kehtivuns val-
jaspool kahtlust. Siis aga segtaralleelide aksioorkahtluse alla
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ning saksa matemaatik Georg Friedrich Bernhard Rieman26(1.8
1866), vene matemaatik Nikolai LobatSevski (1793—-185&nigari
matemaatik Janos Bolyai (1802—-1860) konstrueerisid paelie
kdrvalejatmist mitumitteeukleidilist geomeetriat

Samasugune olukord tekkis eelmisel sajandivahetusel ka
Cantori hulgateoorias. Selles intuitiivselt lihtsas jdges teoo-
rias avastati mitu vastuolu, millest kuulsamad on Russglli
Cantori paradoksid.

Mitme sajandi valtel arvati, et Newtoni mehhaanika Kkirjel-
dab ideaalselt kehade liikumist ja vastastikuseid mojusidid
Einsteini relatiivsusteooria naitas, et kehade massi ijadti saab
késitleda ka Newtonist erinevalt: keha aeglasel liikuinse selle
mass konstantne, kuid valguse Kkiirusele lahedastel kérussha
mass vaheneb. Seda kinnitavad ka flidsikute poolt mikrdmaai
tehtud katsed.

Aritmeetika taielikkuse probleem kasvas vallberti prog-
rammist Saksa matemaatik David Hilbert (1862-1943) puudis
selle sajandi alguses matemaatilistes tGestustes “kanga’.l Ta
tahtis esitada kogu olemasoleva matemaatika thtse fosenadd-
siomaatilise susteemina, millmiitseid tdestusiunnustaksid kdik
matemaatikud. See susteem pidi loomulikult sisaldama ka-ta
list naturaalarvulist aritmeetikat. Hilbert pidas taiklks tdestada
rangelt nii selle siisteemi mittevasturaékivus kui ka itéiels.

Definitsioon 10.6. Me Utleme, et teooriaV on mittetaielik kui
leidub lausep € Ly, nii et

v p ja Fn-p.

Saksa loogik Kurt Goédel (1906-1978) tbestas 1931. aastal,
et Hilberti programm on sisemiselt vastuoluline, mistdtaeda
ei saagi p6himdtteliselt ellu viia. Ta naitas, et kui arittikat
sisaldav formaalne teooria ei ole vasturaakiv, siis ta eitalelik.
Seega saab selle teooria tulemusi erinevalt interpreeening
ei ole olemas uUhtset kogu olemasolevat matemaatikat haimav
formaalset teooriat.
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Oletame, et vaadeldaval teoorial leidub mudel. Suvalise Kki
nise valemip korral on selles mudelis tdene kas valgirise voi
tema eitus—p. Kuna see teooria kasitleb kogu olemasolevat ma-
temaatikat, siis tema mittetéielikkus tdhendab, et leidikugune
matemaatiline vaide, mida ei saa rangelt tdestada ega karimb
lUkata.

Me vbGime vétta konstrueeritava teooria aksioomideks a@m
tika koigi tdeste valemite hulga

T={peln|NEp)
Saadud teooriat nimetatakse standardinterpretatsidorelemen-
taarteooriaks e(N). See teooria on kull taielik, kuid tema ak-
sioomide hulk ei ole enam lahenduv. Aksioomide hulga labend
vus ja tuletusreeglite hulga I6plikkus on aga praktikasutatsvate
teooriate iseenesestmdistetavad omadused.

Teoreem 10.7 (Godeli esimene teoreem aritmeetika mitteg
likkusest). Iga lahenduv mittevasturaakiv aksiomaatiline teoo-
ria N, mis sisaldab Peano aksioome, on mittetaielik, s.t.

P={peln|tnp} T

Tdestus. Olgu {M;} Turingi masinate Godeli numeratsioon. Defi-
neerime predikaadi

T(e,x,y) OIffTuringi masinM, peatub sisen-
dil x tapselty sammu jooksul.
PredikaatT (e, x, y) on Churchi teesi pdhjal arvutatav. Jarelikult on
ta aritmeetikas valjendatav. Kuna teooNaon Peano aksiomaatika
Uldistus, siis onT (e, x, y) véljendatav ka teooriasv ja leidub
seda valjendav valend(e, x,y) € Ly. NUUd saab teooriasv
valemiga

Be, x) d:ef dy A(e, x, y)

valjendada predikaadM,(x)] (Turingi masin M, peatub sisen-
dil x). Oletame, et teoori&v on taielik. Siis kas

Fny B(m,n) vOi by —=B@m,n).
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Kuna lahenduva teooria teoreemide hulk rekursiivselt loetletay
siis lahendab loetlemisalgoritm ka uldise peatumispierie

Fy Bm,n) = M, (n){,
Fy —B(@m,n) = M, (n)1 (ei peatu).

Uldine peatumisprobleem on aga mittelahenduv, mistottorte
N ei saa olla taielik. O

Godeli teine teoreem aritmeetika mittetdielikkuseatdab, et
kui aritmeetika on mittevasturadkiv, siis ei saa temastddi
valemit, mis véaljendab tema enda mittevasturdékivustg&eeab
aritmeetika mittevasturaékivuse tdestamiseks votmatlssie te-
mast Uldisema teooria. Naiteks vdib proovida tGestada datse
aritmeetika mittevasturadkivust formaalses hulgatesorKuid siis
oleks vaja tbestada ka formaalse hulgateooria mitte\aétivus,
milleks tuleb konstrueerida veel lldisem formaalne temori

Ulesanded

1. Naidake, et formaalse aritmeetika kdigi teoreemide hulk on rekur-

siivselt (s.t. algoritmiliselt) loetletav.

11. Kérgemat jarku
loogika

11.1. Aritmeetika kui teist jarku teooria

Esimest jarku loogikas tohib kvantifitseerida ainult inidisnuutu-
jaid. Matemaatiliste teooriate esitamisel kvantifitsiedase sageli
ka funktsioone ja predikaate. Vétame naiteks pidevusaksio

Igal Ulalt tdkestatud reaalarvude hulgal on
olemas ulemine raja.

Reaalarvude hulgad kujutavad endast reaalarvudel definge
predikaate. Jarelikult vaidab pidevusaksioom, et igahleaulisel
predikaadil leidub minimaalne tlemine tdke.

Ka induktsiooniaksioomis

PO&Vx (Px D Px') D Vx Px

on P suvaline predikaat ning tema sidumine Uldisuskvanto¥iga
annab meile teist jarku predikaatloogika aksioomi. Kui néesit¢
leme formaalset aritmeetikat kui esimest jarku teoorids, annab
induktsiooniaksioom iga predikaadix korral uue aksioomi, mis-
tottu aksioomide hulk on I6pmatu. Naturaalarvude hulgadtasn
vBimalik konstrueerida kontinuaalne arv erinevaid praeiie Px.

1G. Kangro.Matemaatiline analiiiis. ITallinn, 1982, Ik. 17.
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Esimest jarku formaalsel aritmeetikal on lisaks naturaalde hul-
gale ka mittestandardsed mudelid. Formaalne aritmeetikaga
teist jarku teooriana 16plikult aksiomatiseeritav ningnte ainsaks
mudeliks on aritmeetika standardinterpretatsioon.

11.2. Teist jarku loogika

Lubades esimest jarku loogika keeles kasutada lisaks iiididiv
muutujatele ka lause-, predikaat- ja funktsionaalmuidyjanida
vOib siduda dldisus- ja eksistentsikvantoritega, on Ehihe minna
esimest jarku loogikasteist jarku loogikasseTeist jarku loogika
semantika ei erine oluliselt esimest jarku loogika omasgtohalist
predikaatmuutujat plltakse asendada kdikvdimalikkohaliste
seostega. mis on defineeritavad vaadeldava interpreiaisimi-
versumil, ning vabu muutujaid k&sitletakse selliselt, nagad
oleksid seotud uldisuskvantoriga.

Kdrgemat jarku loogika®n paljusid mdisteid tunduvalt lihtsam
defineerida kui esimest jarku loogikas. Naiteks sdadibnizi
vorduse printsiibi mis vaidab, et kui kahel objektil on Uhed
ja samad omadused, siis vBib need objektid samastadadasita

definitsioonina

x =y % vp Py = Py,

Definitsiooni aluseks on tddemus, et erinevaid objekte @imealik
alati semantiliselt eristada, sest me saame defineeridaakise
omaduse, mis on Uhel objektil taidetud, teisel aga ei ole. Te
gelikult on Leibnizi vBrduse printsiip esitatav ka esiméggtku
loogikas. Selleks vbétame kasutusele binaarse predikaadi mis
rakendab oma esimest argumenti teisele argumendile, jdekés
predikaatsiimboleid kui individmuutujaid sobivas esimggku
teoorias:

VP (app(P, x) = app(P, y)).

Ent kBrgemat jarku loogika vBimaldab esitada sellisededijtalju
lihtsamal ja loomulikumal kujul.
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11.3. Kompaktsusteoreem

Esimest jarku predikaatarvutuse taielikkuse teoreermiseldub
vahetult mitu olulist tulemust, nagu Skolemi-Léwenheimoteem
ja kompaktsusteoreem. Me nimetame teooriaks suvalisimitde
hulka. Teooria mudel on interpretatsioon, milles on tdekéik

selle teooria valemid. Interpretatsioon on 16plik, kui gemniver-
sum on |8plik.

Teoreem 11.1 (Skolemi-LOwenheimi teoreem, 1915Kui  esi-
mest jarku teoorial leidub I8pmatu mudel, siis leidub tal ka
[6plik vdi loenduv mudel.

Seda teoreemi nimetatakse vahel ka Skolemi-Lowenheimi las
kumisteoreemiks vastandina Skolemi-Léwenheimi tdusrniste-
mile.

Teoreem 11.2 (Skolemi-Lowenheimi tdusmisteoreemXui esi-
mest jarku teoorial leidub I6pmatu mudel, siis leidub taldauka
iga vdimsuse korral, mis on selle mudeli véimsusest suurem.

Nimetatud teoreemidest jareldub, et esimest jarku loggikia
saa l6pmatuid vBimsusi eristada. Kuna esimest jarku paethk
arvutuses langevad tuletatavuse ja loogilise jarelduvugisted
kokku, siis kehtib veel jargmine teoreem.

Teoreem 11.3 (kompaktsusteoreem)Kui I = p, siis leidub 16p-
lik hulk A C T, nii et A = p.

Vahel nimetatakse kompaktsusteoreemiks tema jareldust.

Jareldus 11.4.Kui teooria T’ igal I6plikul alamteoorial leidub
mudel, siis leidub mudel ka teoorial.

Ulesanded
1. Tdestage kompaktsusteoreem ja selle jareldus.
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11.4. Valjendatavus teist jarku loogikas

Jargnevalt nditame kompaktsusteoreemiga esimest jarbgikko
piiratust.

Teoreem 11.5 (Henkin, 1949)Kui teoorial T leidub kuitahes
suur 16plik mudel, siis leidub tal ka I6pmatu mudel, s.t.neest
jarku loogikas ei saa l6plikkust ja [Bpmatust eristada.

Toestus. Olgu I esimest jarku teooria, millel leidub kuitahes
suur [6plik mudel. Teoorial’ saamiseks lisame teoorial€
kdikvoimalikud valemid o>, (n = 1,2,...), mis vaidavad, et
leidub véhemali erinevat elemerti Kuna teoorial™ igal I6plikul
alamteoorial leidub mudel, on kompaktsusteoreemi péhjatieh
ka tal endal. Valemiter>, tbesuse tdttu on see mudel I6pmatu.
KunaT C I, siis on saadud mudel ka esialgse teodrianudel.

O

Teist jarku loogikas saab eristada |6plikke ja I6pmatuidkihu
Selleks sobib naiteks valem

o-x0 BNV £ anjcr) > suricr)).

s.t. iga injektiivne funktsioon on samal ajal ka surjekigy kus

nj(f) LMvavy (£ = £0) 5 x = y).

suricf) ®vaay (£() = 0.

Ulesanded

1. P6hjendage, miks valem_.y, on koigis I8plikes interpretatsiooni-
des tBene ja kdigis IBpmatutes interpretatsioonides vaar.

Jargnevalt naitame, et esimest jarku aritmeetikal leiduva
loenduvadmittestandardsed mudelid

2Naiteks o, d:ef Ay T (o X2 & X1 FAx3& . & X1 F Xp).
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Teoreem 11.6(Skolemi teoreem aritmeetika mittestandardsetest
mudelitest, 1934)OIgu I' esimest jarku teooria, mille signatuuris
on simbolid0 ja ' (successor-funktsioon) ning mille mudeliks
on aritmeetika standardinterpretatsiook’. Siis leidub teooriall’
loenduv mudelM, mis pole mudeligaV isomorfne.

Teooriaks I vBib votta naiteks kbik formaalse aritmeetika
(teooriaN) teoreemid voi kdik aritmeetika standardinterpretatsioo
nis A/ tdesed valemid (s.t. mudeN elementaarteoorin

eN)={pINEDp}

Tdestus. Olgu I' loetletud omadustega teooria. Teoofia saa-
miseks lisamel’ signatuuri uue konstandi ja aksioomidc # n

(n =0,1,2...), kus n tahistabn-ndat simbolarvu. Teoori&’
igal 18plikul alamteoorial on olemas mudel, milleks voib tid
standardinterpretatsioon¥, kasitledes konstanti esimese arvuna,
mille kohta vaadeldavas I6plikus alamteoorias puudub caksi

¢ # n. Kompaktsusteoreemi ja Skolemi-Lowenheimi teoreemi
pdhjal leidub teooriall”’ loenduv mudelM. Et konstantsiimbolit

¢ ei saa interpreteerida Uhegi naturaalarvuna, siis poleetitldA
ja N omavahel isomorfsed. O

Ulesanded
2. Toestage, et formaalse aritmeetika mudglidia M ei ole omava-
hel isomorfsed.

Erinevalt esimest jarku loogikast on teist jarku formaalse
aritmeetika mudel Gheselt maaratud. Selleks vbib kasutditaks
valemit

def

PN = Psuc & Vx Nx,

kus
fone BNvx (¢ £ 0 & Vavy (v =y S x = ),

Nx €T p (PO & VU (Pu > Pu) > Px),
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s.t. simbolarvudz (n =0, 1, 2, ...) tahistavad erinevaid arve ning
puuduvad simbolitega tahistamata arvud.

Toome etteruttavalt veel Uhe esimest ja teist jarku predika
arvutuse erinevuse: kui esimest jarku intuitsionistlidkosgikas
ei saa kvantoreid ja lausearvutustehteid Uksteise kaudldana,
siis teist jarku intuitsionistlikus loogikas saab defindar need
Uldisuskvantori ja implikatsiooni kaudu:

l(=v) = VXX,

—p = pDl,
p&qg = V¥X((pD(g>DX)DX),
pvqg = Y¥X({(pDX)D(¢g>DX)DX),
dxp = VXVx((p D X)DX),

IPp = VXVP((pDX)DX),

kus suured tahed téhistavad lause- ja predikaatmuutujaigl h
vastuolu.

11.5. Tuubiteooria

Kui me lubame kasutada predikaate ka predikaatide ja figukts
nide argumentidena, saame tulemustkigpidega predikaatarvu-
tuse Defineerime nditeks predikaadi

Pred(P) € p(p).

mis Utleb, et predikaaP on iseendale rakendatav.

Ulesanded
1. *Kirjeldage predikaadidP ja Q, nii et Pred(P) on tdene ja
Pred(Q) on véaar.

Klsime niuid, kas predikaati Pred saab iseendale rakendada
vOi mitte? Kui —Pred(—Pred) on tdene, on predikaadPred
definitsiooni téttu tdene ka lausBred (—Pred). Saime vastuolu.
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Oletame, et=Pred(—Pred) on vaar. Siis on definitsiooni téttu
vaar ka lausePred(—Pred), mis annab jalle vastuolu.

See Russelli avastatud paradoks néitab, et predikaatditenbo
kasutamisel predikaatide argumentavaldistes ilma Uhigsgridus-
eta vdivad tekkida vastuolud. Paradokside valtimiseksglitasse
predikaatide, funktsioonide ja indiviidide tttbid:

e Boole'i konstandids ja v on tldpi o.
o Indiviidmuutujad ja indiviidkonstandid on tidpi

e Kui o ja t on tuubid, siisc — t on funktsioonitutp mis
seabo -tlilipi objektidele vastavussetllpi objektid.

Naiteks tlup: — @ tahistab indiviididel maaratud funktsioone
ning tltp: — o indiviididel mééaratud Uhekohalisi predikaate.

Niisugust tldbiteooriat kasutatakse néiteks funktsitagagro-
grammeerimise sisteemides, kus igal predikaadil, fumbisi ja
indiviidil on fikseeritud tlUp. Tlupide pdhjal defineerisak ka
objektide tasemed:

e Individmuutujad, indiviidkonstandid ja Boole’i konstdial
on tasemegél.

e Funktsiooni tase on Uhe vdrra suurem tema argumentide
maksimaalsest tasemest.

Naiteks esimest ja teist jarku predikaatarvutus on tasanieg
Predikaatidele ja funktsioonidele tllpide ja tasemetestamise
kaudu saame raakida ka kolmandat, neljandat jne. jarkuikdasiy
(s.t.16plikku jarku loogikategt On selge, et tilbiteooria kdrvaldab
loogikast Russelli paradoksi sarnased vastuolud. Pratililed ole
sellisel juhul véimalik iseendale rakendada, sest siiskpeselle
predikaadi aste olema samaaegselt iseendast Uhe v&rransuur
Loogikat, kus iseendale viitamine ei ole definitsioonidedbal
tud, nimetatakseredikatiivseks Huvi pakub kamittepredikatiivne
loogika. Eriti seoses rakendustega andmebaaside teoninas
rekursiivsete programmide ja induktiivsete struktuurigealttsi-
misel.
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Tldbiteooria kaudu on loomulik sisse tuua ka indiviidide
ligid e. sordid. Selleks vBtame kasutusele mitu erisugust univer
sumit, téhistades nende elemendid erinevate O-tasemedegap
11, 12, ... Tulemuseks omitmeliigiline e. mitmesordiline predi-
kaatarvutus. Naiteks programmeerimiskeeltes vdivadspoaturide
ja funktsioonide argumendid olla kas mdnda slsteemseltranaa
tud — taisarvud, reaalarvud, simbolid — v&i kasutaja defitek
tilpi — hulgad, kirjed vms.

11.6. Matemaatiline teooria

Esimest jarku loogikal on rida omadusi, mis teist jarku likag
puuduvad:

1. Esimest jarku loogika tdeste valemite hulka saab relkursi
selt loetleda. Ent teist jarku loogika tbeste valemite hutk
saa rekursiivselt loetleda, sest see hulk ei ole mitte iihesk
kdrgemat jarku aritmeetikas kirjeldatav.

2. Esimest jarku loogika okompaktneaga teist jarku loogika
ei ole kompaktne. Selle pdhjuseks on aritmeetika standard-
interpretatsiooni Uhene kirjeldatavus teist jarku loagik

3. Esimest jarku loogikas kehtivaskolemi-Lowenheimi lasku-
misteoreemnja tdusmisteoreemTeist jarku loogikas nad aga
ei kehti, sest seal saab eristada loenduvaid ja kontiinumi
vOimsusega hulki.

Sellepéarast tekib Gigustatud kusimus:
e Kas teist jarku loogikat voib Uldse pidada loogikaks?

Voib-olla on teist jarku loogika vaid matemaatiline abktsioon.
Uhelt poolt on tal olemas loogikale iseloomulikud tunnused
slintaks, semantika ja tuletusteooria. Filosoofilises tesdtvdib
aga loogikat kasitleda kui teaduat priori tédedest, mis ei sdltu
praktikast ega meie subjektiivsusest. Seeparast peabeQaist
jarku loogikat pigem matemaatiliseks teooriaks.
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Samas on selge, et teist jarku loogikal on matemaatilistes
arutlustes tahtis koht. Pdhjalikumalt on uuritud kdrgerarku
hulgateooriat ja analllsi. Sajandi alguses kaivituridiberti
programmisisuks oli mittepredikatiivsete tdestusmeetodite pdhjen
damine predikatiivsete vahenditega. Godeli teoreemidnéaise
aritmeetika mittetdielikkusest naitasid aga, et Hilbettevétmine
oli liiga optimistlik. Sellegipoolest dnnestus muuta mitéiliselt
mittepredikatiivset meetodit oluliselt konstruktiivsaks.

11.7. Rakendused arvutiteaduses ja
programmeerimises

Universaalsete programmeerimiskeelte aluseks on pratsiedl
mis on kdrgemat jarku funktsioonid. Juba Algol ja Ada kasu-
tasid taiel maaral kérgemat jarku loogikate tUubistrukitugriti
arenenud on objektorienteeritud keelte tlubiststeem. bi@iidn
Uheaegselt nii andmete kirjeldused, mida saab kasutadg- pro
rammide vigade avastamiseks, kui ka iseseisvad andmed.

Konstruktiivse loogika ja funktsionaalse programmeesgrnva-
hel avastatud seosed programmide automaatse siinteakiseks,
kus programmid genereeritakse nende formaalsetest $bestu
kdrgemat jarku loogikas.

Kuna juba esimest jarku loogika on algoritmiliselt mitteda-
duv, on mittelahenduv ka teist jarku loogika. Sellepéarasitakse
arvutiteaduses intensiivselt tema alamloogikaid naganaadi-
list teist jarku loogikat milles vdib kasutada k&rgemat jarku
muutujatena ainult Uhekohalisi predikaate (s.t. hulkima funkt-
sionaalsiimboliteta monaadiline teist jarku loogika lahdn nagu
ka monaadiline esimest jarku loogika.
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11.8. Ulesanded () Rida nimetame koonduvaks kui selle rea osasummade
jada koondub, jehajuvaks kui osasummade jada hajub.
1. (G. Forbes) Formaliseerige laused, kasutades teist jarku kvanto-
reid:

(a) Platonit ja Sokratest ei ole vdimalik eristada.
(b) Igal kahel inimesel on midagi Uhist.
(c) Mdnel inimesel ei ole teiste inimestega midagi Uhist.

(d) Kui miski on omane igale kahele inimesele, siis on igal
kahel inimesel mingi Ghine omadus.

2. *Formaliseerige vaited. Puudke hinnata kasutatava loogika
jarku. (Allikas: G. Kangro.Matemaatiline analtis .| Tallinn,
1982)

(8) Kui igale reaalarvulex hulgast X on Uheselt vastavusse
seatud reaalary, siis 6eldakse, et hulgaX on defineeri-
tud funktsioon

(b) Arv A on funktsiooni f piirvaartus kohala parajasti siis,
kui funktsiooni f maaramispiirkonnas iga-le laheneva
jada{x,} puhul, kusx, # a, kehtib seos limf(x,) = A.

(c) Kui Uksteisesse sisestatud I8ikude jadas I6ikude pikkused
lahenevad nullile, siis neil 18ikudel on parajasti ks tUhine

punkt, mis kujutab nende I6ikude otspunktide jada piir-
vaartust.

(d) Igast tdkestatud jadast saab eraldada koonduva osajada.

(e) Kui funktsioonid f ja g on pidevad kohala, siis
ka funktsioonid f(x) + g(x), f(x) — gx), f(x)gx),
f(x)/g(x) on pidevad kohalaz, kusjuures jagatise korral
eeldame, eg(a) # 0.

(f) Ldigus pidev funktsioon on selles Idigus tdkestatud.

(g) Ldigus pideval funktsioonil on selles 16igus ekstremaalsed
vaartused.

(h) Joony = f(x) on kumer (ndgus) piirkonnaxX para-
jasti siis, kui f'(x) kahaneb (kasvab) monotoonselt piir-
konnasX.
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12. Modaalloogika

Loogikat ei saa rakendada tegelikule maailmale.
— Marvin Lee Minsky (s. 1927)

Modaalloogikat tunti juba Aristotelese ajal, tdnapaevadaad-
loogika rajas ameerika loogik ja filosoof Clarence Irvingwlie
(1883-1964). Ta kirjeldas alates 1912. a. modaalloogi@ksjanitu
aksiomaatilist stisteemi. Modaalloogika on tihedalt sgatitme
tehisintellektis, arvutiteaduses ja filosoofias kasutatbogikaga
nagutemporaalne deontiline ja episteemilindoogika. Temporaal-
loogikaga saab naiteks tbestada programmide korrekt@agtmisi
ja uskumisi kasitleva episteemilise loogikaga saab agadatselt
kirjeldada erisuguseid inimm®otlemise tllpe.

12.1. Modaalsed operaatorid

Modaalloogika on klassikalise loogika Uldistus: temas tikel
kdik klassikalise loogika seadused, lisaks tuuakse wdégina-
likkuse ja paratamatusemodaalsed operaatorig> ja O, mida
kasutatakse sarnaselt eitusega. Erinevalt eitusest emoldaal-
sed operaatorid tdevaartusfunktsioonilised, s.t. vaidep ja Op
tbevaartused ei ole vaitg tdevaartusega taielikult maaratud.
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Vaatleme lauset

On vdimalik, et ma olen Eestimaa kuningas.

See lause orepisteemiliseltdlgendamisel vaar, sest maan et
ma ei ole kuningas. Ent seda saab t6lgendada ka lausena

On vdimalik ette kujutada olukorda, kus ma
olen Eestimaa kuningas,

mis on tdene, sest asjad oleksid vB8inud areneda niimoodigesti
on kuningriik ning mina olen selle riigi kuningas.

Modaalloogikas nimetatakse vdimalikke olukordi, millise
asjad oleksid voinud arenededimalikeks maailmadeksSee ter-
minoloogia on périt saksa filosoofilt ja matemaatikult Gt
Wilhelm Leibnizilt (1646—-1716).

Mida tédhendab mingi olukorra vdimalikkus? V&imalik on
loomulikult kdik see, mis kehtib tegelikult. Kuid mis on vdatu?
Selle asemel, et raakida mingi olukorra eetilisest, jiigest,
tehnilisest vms. v@imatusest, kasutame neist Uldiseloagilise
mittevdimalikkusemdistet. Kdik, mis on loogiliselt mittevdimalik,
on mittevdimalik ka teistes tdhendustes.

Mingi olukorra loogilist mittevdimalikkust saab pohjerdia
ainult loogikareeglitega, kusjuurdsogikat tuleb kasitleda vdima-
likult Gldiselt. Naiteks loogiliselt ei ole voimalik ette uutada
Ummargust nelinurka ega ka naissoost venda. Tavaliselaket,
et loogiliselt mittevdimalik on see, millest jareldub vasiu.
Niisiis on iga véide, mille vaarus on téestatud, loogiliselitte-
vBimalik ning iga tdestatud vaide oparatamatult tdenesest ta
ei saa kuidagi olla vadr Paratamatult tdene on naiteks lause

Kolmnurgal on kolm nurka.

Kui lause pole paratamatult vaar, on ta loogiliseldimalik
Voimalik on naiteks lause

1Sellise mittevGimalikkuse definitsiooniga tuleb ollaesthatlik, sestGodeli
teoreem aritmeetika mittetaielikkusdshnitab vaarade lausete olemasolu, mille
vaarus ei tarvitse olla formaalselt tdestatav.
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Lennart Meri oli Eesti president 1996. aastal.

See lause pole aga paratamatult tdene, sest Riigikogu wiiked
valida presidendiks ka alternatiivse kandidaadi.

Filosoofilises anallusis kasutatakse modaalseid ozt
kullalt sageli. Naitekssaba tahte probleeniorral kerkib kiisimus:

e Kas inimene oleks voinud konkreetses situatsioonis kaitud
teisiti?

Kui inimene poleks saanud teisiti kdituda, on meie tunneitssgy
mise vabadusest vaid illusoorne.

12.2. Modaalloogika seadused

Niisiis me laiendasime klassikalist loogikat vBimaliklkeuga para-
tamatuse seostega. Selgus, et lause on mittevBimalikas#énjult
siis, kui ta on paratamatult vaar:

—=Op = 0O=p.
Jarelikult saab modaalsed tehted avaldada teineteiseukaud
Op ==0-p,
Op =—=0—p.
On selge, et iga tdene lause on vdimalik, ning et iga paratama
lause peab olema tdene:
pE<p,
Op Ep.

Neid seadusi ei saa aga Umber poodrata, sest siis langeksid
voimalikkuse ja paratamatuse moisted kokku.

Oletame, et mingi vaide jareldub loogiliselt mingist parag-
tult tbesest vaitest. Siis on ka jareldus paratamatulted&elles
veendumiseks eeldame, gtareldub loogiliselt vaitesp, vaide p
on paratamatult tdene, egt ei ole paratamatult tdene. Kuna
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ei ole paratamatult tbene, on ta mingis olukorras vaar. liseg
jareldumise tbttu on ka tema eeldpsselles olukorras vaar. See
on aga vastuolusp paratamatu tdesusega. Pannes taheleg et
loogilist jareldumistvaitest p vBib véljendada lausega(p O ¢q),
saab tdestatud seaduse esitada kujul

O( > ¢) EUp D Lg.

Ulesanded
1. *Naidake, et selle seaduse pddrdseadus ei kehti.

Kuna kdik, mis on loogiliselt tdene, on ka paratamatult #en
siis kehtib paratamatuse sissetoomiseegel:

Kui = p, siis &= Op.
Toodud seadused ja reeglid on aluseks tuletussistedmileis
on modaalloogika susteemidest tks ndrgemaid.
Pdhjus, miks Lewis t6i loogikassparatamatusemdiste, oli
tema rahulolematus tavalismplikatsiooniga Naiteks lause

Kui kolmnurgal on neli nurka, siis varvid sina
endal huuli

on implikatsiooni eelduse vaéaruse tbttu tdene, kuid tenaaas
sete vahel puudub tajutav loogiline seos. Lewis defineenge
implikatsioonj mis on tdene ainult siis, kui ei ole vdimalik, et
tema eeldus on tdene ning jareldus on vaar:

O(p 2 q) =—=C(p& —q).
Kahjuks tekivad range implikatsiooni korral samasugusedap
doksid nagu tavalise implikatsiooni korfal

2Tautoloogiaid kujul
P> (gD p),
—“pD(pDg),
(P2>q9)V(g>Dp)

nimetataksamplikatsiooni paradoksidek@MacColl, 1906). Nende valemite pa-
radoksaalsus seisneb selles, et nad on tBesed suvalisei valeorral.
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Op D 0O D p),
O-=-p > 0(p D q),

s.t. range implikatsiooniga saab suvalisest lausestdigdel parata-
matu lause ning mittevBimalikust lausest jareldub rangk#kdik
milline lause.

12.3. Voimalike maailmade semantika

Modaalsete operaatorite tdhenduse kirjeldamiseks Va4 loo-
gik ja filosoof Saul Aaron Kripke (s. 1940) 1963. a. kasutesel
vOimalike maailmade semantik&us kdikvdimalikke ettetulevaid
olukordi kasitletakse kui terviklikke maailmade sisteeniga
maailm on vaadeldava signatuuri simbolite (lausemutujate-
dikaatsimbolite jne.) Uks v@imalik interpretatsioon. Kumo-
daalloogikas vdib kasutada ka tavalisi modaliseerimateseli,
siis kuulutatakse Uks maailmaddsgelikuks maailmaksaing lau-
sed, mis on selles maailmas tdesed, arvatakse tdesteksgka ko
maailmade susteemis.

Me Utleme, etOp on tbene, kuip kehtib kdigis voimalikes
maailmades, j& p on tdene, kuip kehtib mdnes vdimalikus maa-
iimas. Idee on selles, etdimalik maailmon taielik alternatiivhe
viis, kuidas asjad oleksid véinud olla.

Definitsioon 12.1. Modaalse lauseloogika valemite hulgater-
pretatsioonon v@imalike maailmade hulkV, mille iga maailm
w omistab igale selles hulgas esinevale lausemuutujaleirtdrg
vaartuse ja mille iks maailm on tahistatud kui tegelik nmaail*.

Sellist modaalloogilist slisteemi nimetatakse standardseks
modaalloogikaksehk siisteemiksS5. Me kasitleme Lewise teisi
modaalloogilisi stisteeme naguja S0-S4 pdgusalt natuke hiljem.

Tahistades valjenditega[p] ja W[p] valemi p tdevaartused
maailmasw ja intepretatsioonis/vV ning véljendigaw: p +— ¢
tbevaartuse, mille maailmw omistab valemilep, saame anda
modaalse lauseloogika semantikareeglid:
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w[p] =t & w: p—t (p on lausemuutuja).
w[Op]l =t & Yu e W) u[p] =1.

w[Op]l=1t4 QueW)u[p] =t.

A w0 NP

Wlp] =t & wj,[p] =1,

kus w € W on suvaline véimalik maailm,w;';v on interpretat-
siooni W tegelik maailm ning lausearvutustehete semantika on
sama, mis lauseloogikas.

Me Utleme nagu tavaliselt, et valem doogiliselt tdene kui
ta on tdene kdigis interpretatsioonides, ning aruktektihh kui ei
leidu interpretatsiooni, milles tema eeldused on t6esddridus
vaar.

Voimalike maailmade siisteeme saab kasutaHsijarelduste
Umberlikkamiseks.

Naide 12.2. CA & OB g5 O(A & B).
Valime interpretatsioonWV = {w*, u} selliselt, etA ja B on vastu-
raakivad laused, mis ei saa olla samaaegselt tdesed:

[ ] [ ]
w* u
A v At
Bt Br—wv

Selles interpretatsioonis on eeld®sA & B tbene, sest
1. u[A] =t (definitsiooni 1. punkti pdhjal).
w*[CA] =1t (3), sestu[A] =t.
w*[B] =1t (1).
w*[OB] =t (3), sestw*[B] =t.
w*[CA & OB] =t (konjunktsiooni semantika pdhjal).
WI[CA& OBl =1 (4), sestw*[OA& OB] =1.

o g~ w D
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Jareldus®(A & B) on aga vaar:
1. w*[A] = v (definitsiooni 1. punkti pdhjal).
. w*[A & B] = v (konjunktsiooni semantika pdhjal).

. u[B] =v ().

2

3

4. u[A & B] = v (konjunktsiooni semantika pdhjal).

5 w*[C(A& B)] =v (3), sestw*[A& B] =v ja u[A & B] =v.
6

. WI[C(A& B)] =v (4), sestw*[C(A& B)] =v.

Ulesanded
1. Tdestage vaited:

(@) O—A frss —OA;
(b) O(A v B) g5 OA v OB;
(c) OO(A D B) fss O(CA D B).
2. *Naidake, et=gs O(p vV —p), kuid g Op v O=p.

12.4. Tuletused modaalloogikasS5

Kirjeldame modaalloogika tuletusreeglid. Selleks lisalaasear-
vutuse loomuliku tuletuse sitsteemiD modaalsete operaatorite
sissetoomis- ja eemaldamisreeglid.

Paratamatuse sissetoomisreedlis/) ja vbimalikkuse eemal-
damisreeglis(CE) peab olema taidetud tingimus), mis nduab,
et valemeidp, Op ja ¢ mdjutavad eeldused ja hipoteesid (valja
arvatud hipoteep vdimalikkuseoperaatori eemaldamisel) peavad
olema tdielikult modaliseeritud s.t. nende koéik lausemuutujad
peavad olema seotud kas vdimalikkuse- v8i paratamatusssppe
toriga.

Toome nutd moned tuletuste néaited.
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Sissetoomisreegel Eemaldamisreegel
p O
—— (an* P
a2y O -2 op)
[P]
p Sp o
= (D P 9 %
Op —q (CE)

Tabel 12.1. Loomuliku tuletussiisteemi modaalsed reeglid.

Naide 12.3. Tdestame, efi(A & B) g5 OB:

1 1. O(A& B) eeldus
1 2. A&B 10F
1 3. B 2 &E
1 4. OB 301

Tdestamiseks kasutame loomuliku tuletuse sisteemi, milles iga valemi
ees on tema eelduste ja hipoteeside numbrite loend. Antud juhul sol-
tub valemite tdesus ainult eeldus&A & B) tBesusest.

Naide 12.4. Téestamed(p D ¢q) tss Op D Og:

1 1. O(p Dgq) eeldus
2 2. Op hipotees
1 3. pDyg 10E
2 4. p 2 0OFE
1,2 5 ¢ 34DE
1,2 6. Og 507 (sestO(p D ¢) ja Op on

taielikult modaliseeritud)
1 7. Op>0Oqg 2,6>21

Naide 12.5. Jargmiseks tdestame seadus®p = O—p. Selleks tule-
tame koigepealt vasakpoolsest valemist parempoolse valemi:
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1 1. =Op eeldus
2 2. p hipotees
3. Op 201
1,2 4. 1 13—-FE
5. —p 2,4
6. O-p 507 (sest 1. valem on

taielikult modaliseeritud)
Seejarel tuletame parempoolsest valerpistp valemi =< p:

1 1. O-p eeldus
2 2. <p hipotees
3 3. p hipotees
1 4. —p 10FE
1,3 5 1 3,4—-E
1,2 6. L 2,35CF (sest 1. ja 5. valem on

taielikult modaliseeritud)
1 7. =Op 2,6-1

Seaduse~-<Cp = O—p saamiseks tuleb niilid kasutada implikatsiooni ja
ekvivalentsi sissetoomisreegleid.

Paratamatuse sissetoomis- ja voimalikkuse eemaldamitese
esinevad kitsendused vbivad mdnel juhul muuta otsesetlsaie
vOimatuks.

Néide 12.6. A 45 OO A ei saa tuletada kujul

1 1. A eeldus
1 2. OA 101
1 3. O00A 201

sest lauseA ei ole taielikult modaliseeritud, mistdttu 3. reas ei tohi
paratamatuse sissetoomisreeglit rakendada. V6imalik on aga tuletus
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1 1. A eeldus
1 2. CA 131
3 3. CA hipotees
3 4., OCA 3 07 (sest 3. valem on

taielikult modaliseeritud)
CADOCA 3,4D1

1 6. OCA 25DE

o

kus kasutatakse kdigepealt implikatsiooni sissetoomisreeglit ségga-
rel implikatsiooni eemaldamisreeglit.

Ulesanded
1. Konstrueerige tuletused:

(a) A > OB tgs OA D OB;
(b) OB kg5 O(A D B);

(€) C(A& OB) g5 CA & OB;
(d) CAV OB O(AV B);
(e) OOA b5 A;

(f) Fss ©OA D OCA.

12.5. Kanooniline tdlge predikaatloogika
keelde

Modaalse lauseloogika laused saab tdlkidanaadilise predikaat-
arvutuse keelde, milles kasutatakse mitteloogilistest simbudlites
ainult Uhekohalisi predikaatsimboleid. Selleks vaatlepagata-
matust kui Uldisuskvantorit ja vbimalikkust kui eksistsikvan-
torit Ule vOimalike maailmade universumi. Me vajame ainult
Uhte individmuutujat, milleks vdtame muutujaw. Tdlkimise
kdigus asendame lausemuutujatd B, ... atomaarsete valemi-
tegaAw, Bw, .... Naiteks modaalloogika laused
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OADA,
0O(A D B) D (DA D OB),
CADOOA

tblgitakse predikaatarvutuse valemiteks

YwAw D Aw,
Yw (Aw D Bw) D (Yw Aw D Yw Bw),
Jw Aw D Yw Iw Aw.

Seega tdlgitakse taielikult modaliseeritud laused kiiekis predi-
kaatarvutuse valemiteks, kusjuures korduvale modalisésrle
vastab korduv kvantifitseerimine. Téaielikult modalisesata lau-
sete tdlkimisel saadakse aga vabade muutujatega preatikaiaise
valemid.

Selgub, et esialgsed modaalse lauseloogika laused onutblgi
valemitega semantiliselt samavaarsed (lUlesanne 12.Sdmuti
jareldub monaadilise predikaatarvutuse lahenduvusesiaaige
lauseloogika lahenduvus.

Ulesanded

1. *»** Olgu p modaalse lauseloogika lause ja tema kanooniline
tblge monaadilise predikaatloogika keelde. Naidake, et valemid
ja p’ on semantiliselt samavaarsed, s.t. leiduvad interpretatsioonid
Iljal',nietl=Epsl'E=p.

2. **T@estage, et monaadiline predikaatarvutus on lahenduv.

12.6. Erinevad tuletussusteemid

Lewis tdi modaalloogika jaoks sisse mitu aksiomaatilistetu
tussiisteemi. Sisteeni” aksioomideks on kdik lausearvutuse
tautoloogiad, millele lisatakse aksioomiskeemid
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(T) Op 2> p;

(K) O(p D ¢9) > (Bp D Dg),
s.t. iga paratamatu lause on t6ene ning juhul, kui vajejsireldub
paratamatult vaide;, jareldub p paratamatusesy paratamatus.
Tuletusreegliteks omodus ponenfa paratamatuse sissetoomine

P
) (N).

Jattes aksioomiskeemi (T) vdlja, saame tuletussisteEmi
mida kasutatakseéeontilises loogikasSiusteemisK tdlgendatakse
siimbolit O mitte kui paratamatust, vaid kukohustuslikkust
Sellisel juhul ei tarvitse aksioomiskeem (T) kehtida, sewile
vlivad olla kohustuslikud asjad, mis ei ole t6esed. Naitedib
olla kohustuslik, et ma teeksin kdik eksamid viitele, kuigge
tegelikult nii ei ole. Teadmiste loogikasdhistab siimbolD seda,
mis on teada. Kuna tavaliselt on meie teadmiste sisuks ddese
vaited, jaetakse teadmiste loogikas aksioomiskeem (E€p.alhga
uskumiste loogikawisatakse (T) jalle vélja, sest tahistab seal
seda, millesse usutakse.

Lewise tuletussisteemid4 ja S5 on siUsteemil’ laiendused.
Susteemiss4 lisatakse aksioomiskeem

(4) Op > 0O0p,
mis Utleb, et kdik, mis on paratamatu, on seda paratamatult.
Samuti on koik, mille vdimalikkus on vdimalik, ka ise vdinial

(40) ©Op D Op.

Tuletussisteemb5 saamiseks lisatakse stisteentie aksioo-
miskeem

(5) ©p > OOp.

Vdimalike maailmade semantika abil saab selgitada ka nende
stisteemide vahelisi erinevusi. Selleks toome lisaks maalié
stisteemile sisse ka maailmadevaheliggpadsetavuseseose R
ning defineerime paratamatuseoperaatori semantika jgegm

e wOp]=rt<VuueW&wRuDu[p] =1),

s.t. mingi vaite paratamatult tbesuseks maailmaspeab see
vadide olema tdene kdigis maailmades, kuhu sellest madiloras
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voimalik ligi paaseda. Analoogiliselt defineeritakse kanvalik-
kuseoperaatori semantika.

Soltuvalt seoseR algebralistest omadustest saame erinevate
modaalloogika tuletussiisteemide interpretatsioonidste®inis K
ei seata seosel® mingeid tingimusi. Sisteemi¥ ndutakse, et
seosR oleks refleksiivné. S4-s peabR olema lisaks refleksiivsu-
sele katransitiivne ja stisteemisS5 on R ekvivalentsisegss.t. ta
on Uheaegselt nii refleksiivne, simmeetriline kui ka trdinee.
SusteemidK, T, S4 ja S5 on nimetatud interpretatsioonide suh-
tes taielikud, s.t. tdeste ja tuletatavate valemite hulgadjevad
nendes kokku.

Ulesanded
1. Naidake, et aksioomiskeemid (4) jadf#on ekvivalentsed.

2. Toestage, et aksioomiskeemidest (5) ja (T) jareldub (4).

Kuna susteemideK, T, S4 ja S5 on olemasdpliku mudeli
omadus(kui valemite hulgal leidub mudel, siis sellel hulgal leiidu
ka 16plik mudel), on kdik need siisteemid lahenduvad.

SisteemiS4 interpretatsioone kasutatakse samuti intuitsionist-
likus loogikas, sest me kujutame intuitsionistlikku lokafi ette kui
ajas monotoonselt kasvavat tdestatud vaidete hulka. Agekise
seos on aga refleksiivne ja transitiivne.

12.7. Modaalne predikaatloogika

Modaalsest lausearvutusest on lihtne Ule minna modaealgess
dikaatarvutusse. Selleks lisatakse predikaatarvutusestiiku mo-
daalsete operaatorite sumboli¢¢ ja O. Lihtne on dldistada
ka vdimalike maailmade interpretatsioone, lisades maalkase
indiviidid ning kujutades iga maailma kui Uhte vdimalikkuep
dikaatloogika interpretatsiooni. Edasi tekivad aga fitddised
probleemid, sest pole selge, mida sellised maailmad endpselt
kujutavad.

3Binaarne seosk on refleksiivne kui kehtib Vx xRx, simmeetriling kui
VxVy (xRy D yRx), ja transitivne kui VxVyVz (xRy & yRz D xRz).
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Naiteks ei tarvitse modaalses predikaatloogikas enamideeht
vordusaksioomid. Quine toob nditekSrdsete elementide asenda-
mise seaduse

a=>b> (Aa D Ab),

mille kehtimine on modaalses predikaatloogikas kusitaiiteks

on paikesesusteemis kokku 9 planeeti. On selge, et arv 9 on
paratamatult suurem kui 7. Ent pole t8si, et planeetide arv o
paratamatult suurem kui 7.

Ulesanded
1. Naidake, et vordsete elementide asendamise seadus ei kehti tead-
miste ja uskumiste loogikates.

Modaalses predikaatloogikas pakuvad huviBarcani valem
ja selle pddrdvalem, mis vaidavad, et Uldisuskvantor jaatear
matuseoperaator (vdi vbimalikkuseoperaator ja ekskitarsntor)
kommuteeruvad omavahel:

VxOp = 0OVx p.

Voétame valemiks p lause Mx, mis (tleb, et “objektx on
materiaalne”. Vasakpoolne valem vétab nuid koldantingentse
materialisti seisukoha: kdik tegelikus maailmas eksisteerivad asjad
on igas maailmas materiaalsed. Parempoolne valem taheyigb

et mittemateriaalseid asju ei saagi olla. Kontingentneenelist ei
tarvitse sellega ndustuda, sest teistes maailmades véismada

ka mittemateriaalsed asjad: need on objektid, mis olek8idud
eksisteerida, kuid tegelikult ei eksisteeri.

13. Intuitsionistlik loogika

On kahte tiiipi méistusi ... matemaatiline ja nn.
intuitiivne. Esimene jouab oma vaadeteni aeglaselt,
kuid need on kindlad ja ranged; teist on Onnista-
tud suurema paindlikkusega ning ta tegeleb samaaeg-
selt armastatud asjade erinevate armastusviirsete osa-
dega.

— Blaise Pascal (1623-1662Qiscours sur les pas-
sions de I'amour

13.1. Sissejuhatus

Intuitsionistliku loogika tekkimine ja aksiomatiseerimei on selle
sajandi loogikas omamoodi paradoks. Intuitsionism tekkiste-
maatika aluste uurimisel ja on teiste mitteklassikalistegika-
harudega vorreldes rohkem seotud keeruliste matemasdlixap
leemidega, eriti aga matemaatiliste objektide olemasaltdgsuse
madistmisega. Rohkem kui teised mitteklassikalised loagjikn in-
tuitsionistlik loogika matemaatiline selles mottes, etitakse just
matemaatika konstruktsioonides ja arvutustes kasutskatmivat
loogikat. Intuitsionism on ka ainus mitteklassikaline teésn, mida
kasutades on labi uuritud suured valdkonnad matemaatliedselt
poolt on tdestamise ja arvutamise/konstrueerimise sensimisel
leitud, et intuitsionistlik loogika kirjeldab arvutatastiméarksa pa-
remini kui klassikaline, mis on esile kutsunud arvutitesslthuvi
intuitsionismi vastu.
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Intuitsionistliku matemaatikafilosoofia tekkimise alusebli
klassikalisega vorreldes erinev vastus kisimusele, miotd una-
temaatika. Ajalooliselt on domineerinud platonistlik ealistlik
seisukoht, mida valjendatakse sfnadega, et matemaatikb uu
matemaatilisi objekte: arve, funktsioone, hulki jne. Mabatik
kujutab endale ette, et nende objektide maailm eksisteeribes
samuti kui fuusiliste objektide maailm. Selles maailmas iga
vaide kas tbene vdi vaar, sdltumata sellest, kas me sedaé&bev
tust teame vOi mitte. Naiteks Goldbachi hiipoteesil (igaripaau,
mis on suurem kui 2, saab esitada kahe algarvu summana) on
matemaatiku arvates kindel tdevaartus, kuigi keegi sedagor ei
tea. Matemaatikute tegevus seisneb realistide arvateeteatbe-
suse tBestamises vOi vaaruse kindlakstegemises — matkuthat
uurivad objektiivselt eksisteerivat maailma.

Tegelikult me teame, et matemaatiliste objektide maailm on
inimeste vélja mdeldud ja arve ega hulki ei eksisteeri kilsag
véaljaspool matemaatikat iseseisvana. Matemaatikute lmaabn
olemas just niipalju, kui seda seni on vélja moéeldud. Sdgisu
on ka néaiteks naturaalarvude hulgal ainult niipalju omadiasi
on fikseerinud (aksioomidena, traditsiooniliste arusadamp et-
tekujutustena v8i mingil muul teel) senine matemaatikae e
tdhenda muidugi, et tdesed on ainult need vaited, mida Kabgi
on tdestanud. Naiteks on kindlasti selliseid naturaalarve ja z,
mille kohta keegi pole arvutanud, kas vaidet+ y = z on tdene
vOi vaar. Matemaatikas on aga meetodid, millega saab steali
x, y ja z jaoks kindlaks teha, kas + y = z kehtib vdi mitte ja
seeparast on sellisel vaitel kindel tdevaartus. Aga me deah
saab formuleerida vaiteid, mille tdesus ega vaarus eidérseni
matemaatikas paikapandud t6dedest, ja matemaatika vadpiei
areneda Uhes vOi teises suunas, tehes mdne sellise vésteksde
vOi vaaraks. Kurt Godel ja Paul Joseph Cohen (s. 1934) tdesta
sid, et meil pole alust pidada kontiinumhipoteesi ei tossefa
vaaraks. Me vBime arendada matemaatikat, mille hulkadeetni
sumis kontinumhipotees on tdene, vdi matemaatikat, kasose
vaar. Teades juba kolmkimmend aastat selle vaite soltsinatu
pole matemaatikud kiirustanud talle tGevaartust fiksesrikuigi
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Hilbert nimetas aastal 1900 tema kehtimise kiisimust madtkaa
lahtistest probleemidest esimesena. See kdik aga taheedateil
pole pBhjust eeldada, et tdna ja praegu on naiteks Goldbéigia-
teesil vdi kontiinumhipoteesil tevaartus. Seega polsugiisest
vaatepunktist alust ka v —A arvamisel Uldkehtivaks.

Intuitsionismi loojaks peetakse hollandi loogikut
L. E. J. Brouwerit (1881-1966), kes vastukaaluna D. Hilbert
alustatud formalistlikule, aksiomatiseerimisel baseal® suunale
matemaatika aluste pdhjendamisel propageeris materaaatik
ehitamist intuitsiooni abil. Brouweri jargi seisneb matatika
intuitiivsetes konstruktsioonides ja intuitiivsetes tarstes selliseid
konstruktsioone ké&sitlevate vaidete kohta, aga mitte &alses
deduktsioonis formaalselt kehtestatud aksioomidest.uBen oli
ammu enne mittetdielikkuseteoreemi tdestamist Godeliltpoo
(1931) veendunud, et matemaatiliste konstruktsioonideguko
mitmekesisus ei saa olla hélmatud mingisuguse fikseeritud
formaalse sisteemiga. Mis puutub loogikasse, siis Brouwer
tahtis luua intuitsionistlikku matemaatikat ega seadnuitgeid
loogikaprintsiipe véljapoole matemaatikat ega sellestgé&male.
Loomulikult ei eeldanud tema ideed ka intuitsionistlikuodika
aksiomatiseerimist.

Loogikud olid aga huvitatud intuitsionistlikus mateméas
kasutatavate printsiipide ekstraheerimisest, mis saigkd in-
tuitsionistliku predikaatarvutuse aksiomatiseerimésey Heytingi
poolt 1930. aastal. Jargnenud arengu tulemusena mostetak
napaeval intuitsionismi all enamasti intuitsionistlikkoogikat ja
intuitsionistliku loogika all pdhiliselt Heytingi preddatarvutust.
Sellele uurimistédle on stimuleerivalt mdjunud intuitsistliku
tuletatavuse ja arvutatavuse vaheliste seoste avastanmgedes-
tustest algoritmide eraldamise vdimalus.

Intuitsionistliku matemaatika tdestustes kasutavad atze-e
vad matemaatikud peale intuitsionistlikus predikaatarses for-
maliseeritud reeglite veel suhteliselt universaalseidid kkohati
omavahel vastuolus olevaid printsiipe (Churchi tees, Mark
printsiip jm.). Nii ei saa me raakida Uhtsest intuitsioliksist
matemaatikast ega rangelt vottes ka loogikast. Kill agadustab
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Heytingi arvutus Uhisosa kdigist “maoistlikest” intuitsismidest,
s.t. ainult vordlemisi radikaalsete vaadetega intuitsiioh ei tun-
nista selles arvutuses tuletatavate valemite Uldkehtivus

13.2. Kaks tdestuse naidet

Paljudele on teada, et intuitsionistlik matemaatika eisefteeri
nn. puhta olemasolu tdestusi ega tunnista lldise primsiilélis-
tatud kolmanda seadust. Toome kdigepealt Uhe lihtsa rditdas
valistatud kolmanda seadust kasutades saab tbestadat&iotha-
dustega objekti olemasolu ilma objekti ennast esitamata.

Teoreem 13.1.Leiduvad sellised irratsionaalsed arvudja b, et
a® on ratsionaalarv.

Toestus. Vaatleme arvu\/?ﬁ. Kui \/Q\/E on ratsionaalarv, siis
on teoreemi vaide tdene, sest sobivad= +/2 ja b1 = +/2. Kui

\/Q\/E on irratsionaalarv, siis on teoreemi vaide tdene, seswadbi
ap = Nk ja by = +/2, kunaab? = (\/iﬁ)*/E —V2 =2 O

Oleme teoreemi klassikaliselt mdtleva matemaatiku jadlkes-t
tanud, aga tdestusest ei saa teada, milligega b vaartused
rahuldavad teoreemi tingimusi. Tdestuses kasutasimestatild
kolmanda seadust, pidades t6eseks disjunktsiooni

V2 . e =2 . )
/2" on ratsionaalne v6i/2" “ on irratsionaalne.

Intuitsionistlikus tdlgenduses ndutakse vaite A(x) tGestamisel
ka sobiva x vaartuse esitamist (ja tema sobivuse tdestamist),
disjunktsiooni A v B tdestamisel aga tbese liikme naitamist koos
tema kehtivuse tBestamisega. See tdhendab, et valemeidl kuj
A Vv —A ei saa suvalise valend jaoks iseenesest tdeseks arvata,
vaid seda saab teha alles iga valerijaoks eraldi, tdestades
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disjunktsiooni sobiva liikme. Naiteks on tegelikult tea(m\/?/§

on irratsionaalne ja seega on teoreem tdene arwdga b,

sobivuse t6ttu. Niisugune tbestus on muidugi oluliseltridbsem

kui paarile reale mahtuv klassikaline puhta olemasolutt@esga
ta annab ka probleemi kohta rohkem informatsiooni.

Toome siin ka Uhe intuitsionistliku tdestuse naite. Nagam
et kuigi A v —A pole intuitsionisti jaoks Uldkehtiv, saab tdestada
selle valemi kahekordse eituse. Margime, et valdngituse tbesta-
miseks peavad intuitsionistid piisavaks, et valenssjareldatakse
vastuolu.

Teoreem 13.2.Valem——(A v —A) on tbene.

Tdestus. Meil tuleb naidata, et—(A v —A) annab vastuolu.
Selleks oletame, et-(A v —A) kehtib. Naitame k&igepealt, et
siis kehtib —A. Toepoolest. Kui kehtiks4, siis kehtiks esimese
likme tbesuse tottu kad v —A ja see oleks vastuolus(A v —A)
kehtimisega. Et kehtib-A, siis vdime teise likme tbesuse pohjal
vdita, et kehtibA v —A ja oleme saanud vastuolu. Jarelikult on
—(A v —A) VAar ja kehtib——(A v —A). O

Juhime tahelepanu sellele, et siin me ei kasutanud valdstat
kolmanda seadust v —A, vaid jareldasime oletusest(A v —A)
kdigepealt—A ja siis naditasime, et oletus ise ei saa kehtida.

Naeme ka, et intuitsionistlikus loogikas pole p6hjust lime
valemit ——A O A Uldkehtivaks. Valemi-—A tdestamiseks piisab
—A UmberlikkamisestA tBestamine vdib aga nduda keeruliste
objektide konstrueerimist. Kokkuvéttes on intuitsiohlistlt seisu-
kohalt loomulik eristada kolme liiki valemeid:

1) tbesed (s.t. tbestatud),

2) vaarad (sellised, mille eitus on téestatud),

3) praegu teadmata ja isegi olematu tGevaartusega valemid.
Viimaste suhtes pole p6hjust lugeda, et .kas —A kehtib.

Intuitsionistlik lahenemine teeb olukorra keerulisemalksi
klassikaline. Sellegipoolest on konstrueeritud vasttes@@d in-
tuitsionistlikke teooriaid. Kull aga loobub tdsine insinist kdigi
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tbeste valemite hulga vaatlemisest. Mittetriviaalsetditudel on
see hulk tsna piirittemata. Samuti on Uhe ja sama keele jaoks
tinti erisugused intuitsionistlikud semantikad, s.t. Keelja sama
valdkonna erinevad intuitsionistlikud teooriad.

13.3. Intuitsionistlik loogikaseoste madistmine

Intuitsionisti seisukohalt pole aritmeetika, mateméasilanaltitsi,
hulgateooria jt. matemaatiliste distsipliinide vaidetemantika
I6puni selge, sest pole tapselt selged nende teooriatenétiul)
objektid. Ei saa olla ka protseduuri, mis kontrolliks nemeleoriate
valemite tdesust. Seetbttu tuleb piirduda ainult semiargilkok-
kulepetega, mida valemite tdlgendus peaks kindlasti damé.
Nende kokkulepete pdhjal on ka vdimalik formuleerida aksio
maatilisi teooriaid, mis formaliseerivad teatud aspekilisest
matemaatilisest teooriast (teatud pdhjusi valemite &edes), mitte
aga kogu semantikat.

Iga kinnine valem valjendab mingit (Uldiselt mittetaiddik
teadet matemaatilisest konstruktsioonist. Valemi tdesaab nai-
data seda t6endava konstruktsiooni esitamisega. Seeadkisgion
peab vastama teatavatele valemi kujust tulenevatelentingjele —
semantilistele kokkulepetele.

e Kui valem A on kujul A; & A, siis k tbendabA parajasti
siis, kui temast vBib saada konstruktsioorkd ja k, mis
tbendavad vastavalt; ja A,. (VOib arvata, etA tdenduseks
on paar, mis koosneld; ja A, tdendustest).

e Kui valem A on kujul A1 Vv Ay, siis k tdendabA parajasti
siis, kui temast vdib saada informatsiooni selle kohta, fkum
A; on tdene, ja selled; tdenduse.

e Kui valem A on kujul A; D A, siis k tdendabA parajasti
siis, kui k annab Uldise meetodi, mis teisendah suvalise
tdendused, tdenduseks.
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e Kui valem A on kujul =B, siis k tdendabA parajasti siis,

kui £ tbendabA D> 1, kus L tahistab standardset vaara
lauset.

e Kui valem A on kujul 3x B(x), siis k tbendabA parajasti

siis, kui k esitabx muutumispiirkonna mingi elemendi ja
valemi B(c) tbenduse.

e Kui valem A on kujul Vx A(x), siis k tdendab A pa-

rajasti siis, kuik annab Uldise meetodi, millega saab
muutumispiirkonna iga elemendi jaoks leida valemiA(d)
tdenduse.

Kommenteerime veel pisut neid kokkuleppeid.

1. Koigepealt, antud tingimusi tuleb tdepoolest vaadelda k

tingimusi, s.t. nad ei ole tehete ja kvantorite matemaatili
definitsioonid. Esiteks pole neis fikseeritud, mis laadi ob-
jektid vdivad olla valemite tdendused: tdestused, algodf
nende mingid formaalsed esitused vms. Intuitsionistidkei fi
seeri ka, mida mdistetakse Uldise meetodina. Siin oleks kil
lalt loomulik mdista meetoditena algoritme mingis formali
satsioonis. Formaalsete detailide fikseerimine vdib aobta j
mingi konkreetse intuitsionistliku semantika (naiteke&te
defineeritud rekursiivse realiseeritavuse). Samuti e¢rida
semantilised kokkulepped keerulisemate mdistete taaistiam
lihtsamatele. Esitatakse ju tingimused udldisuskvant@i |
implikatsiooni jaoks omakorda uldisuskvantorit kasutade

2. Millises vahekorras on kokkulepped klassikalise arusaa

misega tdestamisest? Kui mdista tdendavate objektidena
tbestusi, siis on tingimused koigil juhtudel klassiku jaok
kindlasti piisavad, ilmselt aga mitte tarvilikud.

3. Vdlja arvatud eituse juht, esitatakse valemi t6enduséle

ded antud valemi osavalemite kaudu, mis viitab tdestuse
otsimiseks soodsa osavalemi omaduse kehtimisele.
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4. Intuitsionistliku semantika jargi on erinevalt klasalikest
loogikast kdik loogikatehted peale eituse iseseisvad jd ne
ei saa avaldada teiste kaudu. Naiteks ei kehti samavadrsuse
uhe kvantori avaldamiseks teise kvantori ja eituse kaudu.

13.4. Intuitsionistlik predikaatarvutus

Ajalooliselt tekkis intuitsionistlik predikaatarvutuslassikalisest
arvutusest. Me vdime uurida klassikalise arvutuse reggjai
aksioome ning kontrollida, millised neist on kooskflas enei
semantiliste kokkulepetega ja millised tuleb asendadegautnor-
gematega). Kui vBtame seejuures aluseks paragrahvis 6-1 to
dud Hilberti tGUpi lausearvutuseK, siis avastame, et ainsana
ei vasta intuitsionistlikele semantilistele kokkulepeteaksioom
(K10): =—p D p. Klassikalised aksioomid ja reeglid kvantorite
kohta on aga kdik aktsepteeritavad. Asendades aksioon@)(ii
tuitsionistlikele kokkulepetele vastava aksioomigad (—p D q),
saame intuitsionistliku predikaatarvutuse, kus aksiabom

(K1)—(K9)

(110) p> (=p D q)

(H4)—(H5)
ja tuletusreeglid

modus ponens

(Gen)

Et lisatud aksioom (110) on klassikaliselt tuletatav (sagelt
tbene), siis on iga intuitsionistlikus stisteemis tuletatalem seda
samuti.

Gentzen naitas, et Ulaltooduga samavaarse sekventsiaalse
tuitsionistliku predikaatarvutuse saame, kui lubame gratavis 6.3
formuleeritud silsteemis kasutada vaid selliseid sekeentille
suktsedent on tihi voi sisaldab ainult Uhte valemit. Jadtddse-
dentidest liigsed liikmed valja, vbime loogilised reegfimrmulee-
rida tabelis 13.1 toodud viisil, ku® on kdikjal tihi vbi koosneb
Uhest valemist ning muutuja ei esine reegliteg=V) ja (3=)
vabaltT ja ® valemites.
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TS0 TeEToe @ Taigs O
Y (Z, FB:7>F@:> =) g SV TS avE O
FA:;’Z, F?’AA:AA (O=) FA’:;%DBB (=D)

Tabel 13.1. Intuitsionistlik tuletussiisteem.

Struktuursetest reeglitest kaotavad kahe valemiga sidttie
sisaldavad reeglid oma motte. Et ka intuitsionistliku eésti jaoks
saab tdestada |Gikereegli elimineeritavuse, jaavad kiika reeglit
antetsedendi jaoks ja Uks suktsedendi jaoks:

I'se  ACDI=0
C,I'=0 A,D,C, T =06
C,.C,T=0 I =
C,I'=0 '=s=<~C

Paragrahvis 13.2 toodud valemi—(A v —A) tbestuse saame
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formaliseerida jargmise tuletusena:

A=A
A=AV -A
—(AVv —-A),A=>
A,—(AV-A) =
—(AV—-A)=-A
—(AV—-A)= AV —-A
—(AvV —A),—~(AV -A) =
—(AV—-A) =
= == (AV —A)

(=V)
(—=)

(==)
=V)
(==)

(=)

Paragrahvis 6.3 toodud konjunktsiooni kommutatiivsusa- se
duse tuletuses on suktsedentides ainult Uks valem. Jdtelik
kuulub see tuletus ka intuitsionistlikku arvutusse. Sekve
= Vx P(x) v 3x = P(x) tuletatakse seal aga disjunktsiooni teise
eksemplari sissetoomisega suktsedenti. Seega on seest&kssi-
kaline. Veelgi enam. Ainsad reeglid, mille rakendamisenulsena
vOiks selle sekventsi saada, ¢a>Vv) ja valemi lisamine suktse-
denti. Aga siis peaks olema tuletatav Uks sekventsigeste P(x),
= Jdx = P(x) vBi =. Need sekventsid aga pole ilmselt isegi klas-
sikaliselt tuletatavad (nad pole samaselt tbesed). Naditie pt
sekventsionaalse arvutuse jaoks on monikord lihtne tdasta
mittetuletatavust.

13.5. Kripke mudelid

Intuitsionistlikku tBesust on pudtud formaliseerida kapke mu-
delitega, mis kirjeldavad teadmiste vdimalikku arengutlust&ks
vOetakse modaalloogik&4, mille mudelites saab maailmad anti-
stimmeetrilisuse lisatingimuse abil osaliselt jarjestadatuitsio-
nistliku loogika Kripke mudelites ndutakse, et see osajirgstus

1Binaarne seosk on antisimmeetrilingkui VxVy (xRy & yRx D x = y).
Osaline jarjestuson refleksiivne, antisimmeetriline ja transitivne binear
Seos.
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oleks puukujuling, mille juureks (minimaalseks elemendiks) on
tegelik maailm. Puuharud kirjeldavad vaidete t6endamisat-p
sessi voimalikke arenguid, kusjuures juba tdendatud dgéévad
tbeseks ka edaspidi.

Definitsioon 13.3. Intuitsionistliku predikaatloogikaripke mudel
mingi signatuurio jaoks on

K=W,=<,w* dom,1I),

kus W on v@imalike maailmade hulky* on tegelik maailm< on
maailmadevahelise (puukujulise) jarjestuse sehsp annab iga
maailma universumi jd maarab iga maailma interpretatsiooni.

Me eeldame, et maailmade universumid kasvavad tdendatud

vaidete hulga kasvamisel monotoonselt:
w<w = dom(w) C dom(w').

Loogiliste tehete semantika anname jargmiselt:
1. wE p< I(w) E p (p on atomaarne valem).

2 wEp&ge wkEpjawkEg.
wkEpVgse wEpVviiwkEg.
wkEpDgeigaw > wkorralw' = p = w' =q.
wkE—p & igaw > w korral w’ £ p.

. wEVYxp & iga w > w jaiga ¢ € dom(w’) korral
w' = pfx/c}.
w | Jx p < leidub ¢ € dom(w), nii et w = p {x/c}.

4 KEpesw Ep,

kusw € W on suvaline v8imalik maailm ja* on tegelik maailm.
Tahistame intuitsionistliku jareldumist simboliga;.

2S.t. tsukliteta sidus orienteeritud juurega graaf.



260 13. Intuitsionistlik loogika

Néaide 13.4. Naitame, et
—(A& B) 5 ~AV —B.

Valime kolmest maailmast koosneva Kripke mudel

A B
u v

w*

K= ({w*,u, v}, <, w*, dom, I),
kus vaideA tdendatakse Uhes puuharusHateises puuharus.

<= {(w*, u), (w*, v)},

dom(w*) = dom(u) = dom(v) =0,

I(w*) =9, 1(u) = {A}, I(v) = {B}.
Selles mudelis kehtibw* = —(A & B), sest Ukski tema maailm ei
tbenda valemitA & B: A & I(w*), I(v) ja B & I(u). Kuid w* [ —A,

sestw* < u jau = A; samutiw* £ —B, sestw* < v ja v E B.
Jarelikult w* = —=A v —=B.

Naide 13.5. TGestame, et
Vx (FxV A) ErVx Fx Vv A.
Tdestamiseks valime Kripke mudeli
K = ({w*, u}, <, w*, dom, I),
kus
<= {(w*, w)},
dom(w*) = {a} € dom(u) = {a, b},
I(w*) ={Fa} < I(u) ={Fa, A}.

w* = FaVv A, sestw* = Fa,ul=FavAijauk FbVvA, sestu = A.
Seegaw* = Vx (Fx Vv A).

Kuid w* & A, sestA & I(w*), ja w* & Vx Fx, sestu > w*,
b € dom(u) ja Fb ¢ I(u). Seegaw* [~ Vx Fx V A.
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Saab ndidata, et Kripke semantika on intuitsionistlikesttug-
susteemide suhtes korrektne ja taielik.

Teoreem 13.6 (taielikkus).T' +; p & T &= p.

Klassikaliselt tbesed laused saab kergesti teisendadat-int
sionistlikult tdesteks lauseteks: kirjutame iga valemie ekaks
eituseseost.

Teoreem 13.7.T = p & —=I 7 —=—p.

Jarelikult vdib intuitsionistlikku loogikat vaadata kuidssikalise
loogika Uldistust, millest saab valemite klassi piirargseraldada
klassikalise fragmendi.

13.6. Rekursiivne realiseeritavus. Nelsoni
teoreem

Kripke mudeleid vdib konstrueerida suvalise sighatuumkg
Vaatleme veel Uhte konkreetset aritmeetikavalemiteledhimtuit-
sionistlikku semantikat, mis seob ka intuitsionistlikuetatavuse ja
algoritmilise arvutatavuse. Rekursiivse realiseerisavidefineeris
1945. aastal Stephen Cole Kleene kui Gihe vdimaliku intuiist-
liku semantika.

Defineerime relatsioonie r A, kus e € N ja A on Kkin-
nine valem signatuurig0;’, +, -; =): “Naturaalarv e realiseerib
valemi A”. Tahis ¢, tdhendab definitsioonis funktsiooni, mida
arvutab Turingi masinM,, s.t. e on seda funktsiooni arvutava
algoritmi kood.

1. Kui A on atomaarne aritmeetikavalem= ¢, kuss ja ¢ on
(kinnised, s.t. muutujateta) termid, sig s =1 < e =0 ja
s =t on tbene.

2.¢erA& B e=23 kusar Ajabr B.
3.¢erAVB & e=203 kusar A, vdi e = 213%, kush r B.
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4. erADB&Vn[nr A= [¢.(n)r B].
S,er-Aser(AD>0=1).

6. erIxA(x) & e =293, kusar Ab).
7. er Vx A(x) < Vn[p.(n) r A(n)].

See definitsioon vastab intuitsionistliku semantika ideis
skeemile paragrahvis 13.3, kusjuures téendavateks kbtsitvoni-
deks on valitud naturaalarvud (vaadelduna teatud algokitradi-
dena), uldiseks meetodiks rekursiivsed funktsioonid gadardseks
vaaraks valemiks on v@etud 8 1. Oluline on siin, et indukt-
siooni baas — muutujateta termide vordus — on intuitsionist
jaoks piisavalt Gheselt moistetav: selliste termide vt saab
arvutada ja vorduse kehtimist kontrollida. Teiselt poodtibv re-
kursiivset realiseeritavust mdista kui klassikule ardsaat “tapse
definitsiooniga” antud intuitsionistlikku semantikat.

Definitsioon 13.8. Vabade muutujatega valemite jaoks defineeri-
takse:

er A(xy, ..., x,) & VYki...Vk, [(pe(k]_, o k) r Ak, .., kn)],
s.t. tingimus on sama nagur Vxj...x, A(xy, ..., x,) jaoks.

Definitsioon 13.9. Valemit A nimetamerealiseeritavaksja Kirju-
tamer A, kui leidub selline arw, eter A.

Millist tdendavat informatsiooni sisaldab realiseerivaiNagu
naha, kodeerivad realisatsioonid huvitavamatel juhtutisitud
algoritme. Uurime, mis (milliste algoritmide olemasolu) wajalik
nii- voi teistsuguse ehitusega valemi realiseeritavudeks

1. Vaatleme valemeid kujut-A. Definitsiooni jargi tingimust
lahti kirjutades saame:

er A&
er(A>0=1 &
Va[nr A= [g.(n)r 0=1]].
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Et 0= 1 kui vaar atomaarne valem ei ole definitsiooni jargi
realiseeritav, siis saab~A olla realiseeritav ainult juhul,
kui UOkski arvn ei realiseeriA. A mitterealiseeritavus on
aga ka piisav selleks, et suvaline arvealiseeriks—A, sest
implikatsioon on siis vasaku poole vaaruse tottu tdenestrvu
@.(n) sOltumata. Seega-A on realiseeritav parajasti siis,
kui A pole realiseeritav, ja sellisel juhul realiseerib eitust
iga naturaalarv. Arvutuslikust kiljest thendab see, teisei
realisatsioon ei sisalda mingit informatsiooni.

Samuti kehtib:

r ——A parajasti siis, kui poler —A,
s.t. parajasti siis, kur A.

Oleme sellega tbestanud, et realiseeritavusloogikasibkeht
valimise kahekordse eituse arajatmise seadus (see eidtihen
aga veel-—A D A realiseeritavust!). Eespool veendusime,
et alati niisugune seadus intuitsionistlikus loogikas eltk

. Vaatleme valemeid kuju¥x [A(x) V —=A(x)]. Definitsiooni

lahti kirjutades saame:

er Vx[A(x) v -AX)] &
Vnlg.(n)r [A(n) v =An)]] &

Vi [ge(n) = 2°3%, kus a r A(n), VOi
e =213 kusbr —=A®n)].

Niisiis vdime suvalisen korral pérastg.(n) arvutamist
leida, kas see on paaritu vbi paarisarv ja nii teada saada,
kas kehtibA(n) vbi —A(n). Seega kodeerib realiseeriv arv
muuhulgas omadusti(x) lahendavat algoritmi ja jarelikult

on sellisel kujul oleva valemi realiseeritavuseks takvili
omaduseA(x) algoritmiline lahenduvus. Klassikaliselt on
aga iga valem kujuvx [A(x) v —=A(x)] tuletatav. Jarelikult
leidub klassikaliselt tuletatav mitterealiseeritav vale
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3. Valemid kujulvx3y A(x, y). Saame:

er vxdy A(x,y) &
Vi [ge(n) r 3y A(n, y)] &
v [@.(n) = 23, kusa r A(n, b)].

Seega saab realiseeriva algoritmi abil iggaoks arvutada
sellise y, et A(x, y) on realiseeritav, ja ka selle valemi
realisatsiooni.

Matemaatikas tBestatakse tihti viimati toodud kujul oldva
teoreeme, mis véidavad, et parameetkitsuvaliste vaartuste kor-
ral leidub vaadeldaval vorrandil vbi vOrrandististeemihdad y.
Teoreemi praktiliseks kasutamiseks on vaja ka algoritnig wdr-
randi parameetrite jargi leiab lahendi. Jargmine teoreéitaln, et
kui teoreem on tdestatud intuitsionistlikus sitisteemis,téestusest
saab eraldada ka algoritmi.

Teoreem 13.10 (Nelson, 1947)ga intuitsionistlikus aritmeetikas
tuletatav valem on rekursiivselt realiseeritav. Leidulgaitm, mis
valemi tuletuse jargi leiab realisatsiooni.

Teoreem tBestatakse induktsiooniga tuletuse ehituse &g
dates et

1) intuitsionistliku loogika ja aritmeetika aksioomid opati-
seeritavad,;

2) tuletusreeglite kohta kehtib: leidub algoritm, mis Uisen
valemi suvalise realisatsiooni jargi leiab alumise valegalisat-
siooni.

13.7. Ulesanded

13.7. Ulesanded

1. Naidake, et

(@) ——A ¥ A
(b) ¥r AV —=4;
(c) =Vx Fx &y 3x —Fx.

2. Toestage, etA; A D B.

265



14. Hagusloogika

Et midagi saavutada ning selles kindel olla,
peab sihikule v6tma suure.
— John Stuart Mill (1806-1873)

Vale, aga jadgitu.
Arg, aga vapper.
Vale, aga tode.

— Linnar Priimagi

14.1. Soriitide paradoksid

Vaatleme dunte rivi paradoksi Oletame, et me korjasime aiast
sada Ouna. Jaotame Ounad punasteks, kollasteks ja rekelist
Jéarjestame igat liiki dunad varvi intensiivsuse jargi, ati tule-
museks on pikk dunte rivi, mis algab péris roheliste duntega
edasi tulevad kollakasrohelised toonid, mis l&hevad §gkjlt Ule
kollasteks toonideks; kollastele duntele jargnevad kagpunased
dunad ning rivi I18peb taiesti punaste duntega.
Tahistame selle rivi 6unad

01,02, ..., 0100

Me saame sdnastada dunte rivi kohta kolm vaidet:
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1. Esimene 6urmd; on roheline.
2. Kui 0; on roheline, siiso;;1 on roheline(1 <i < 100.
3. Viimane dunoigg ei ole roheline.

Vaited 1 ja 3 on ilmselt tbesed. Vaide 2 tundub kill kahtlane,
kuid ta on pigem tdene kui vaar. Tema vaaraks tunnistamiseks
peaks rivis leiduma selline jarjestikuste dunte paar, kelsnme

oun on roheline, jargmine Gun ei ole aga roheline. Niisuguesari
leidmine on aga kusitav, sest jarjestikused Gunad on (isamhti
sama varvi.

Need kolm véidet moodustavad vasturdékiva lausete hulga.
Selles veendumiseks piisab ainult lausearvutuse kassgamiKir-
jutades teise vdite iga Gunte paari jaoks eraldi valja, sagdidete
jada:

e 01 on roheline,

e 01 on roheline= o, on roheline,

e 07 on roheline= o3 on roheline,

e ...

e 0gg 0N roheline= 0190 0on roheline,

millest jareldubmodus poneriskorduva rakendamise teel véide

0100 ON roheline,

mis on vastuolus 3. vitega.
Sellist tlupi arutlusi nimetatakssoriitide (aheljareldustepa-
radoksideks Loetleme veel mdnda soriitide paradoksi.

e Kuhjaparadoks 100 000 liivatera moodustavad kuhja. Uhe
livatera kuhjast eemaldamine ei likvideeri kuhja. Ja&uali
moodustab ka Uks liivatera kuhja.
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e Inimeksistentsi paradokdga imik on inimene. Kui miski
on inimene ajahetket, siis on ta seda ka ajahetkel- §,
kus § on vabalt valitav ajavahemik. Seega on viljastunud
munarakk ka inimene.

Kdik need arutlused p&hinevad samal nahtusel, kus obgektid
omadused muutuvad suuremas vahemikus, kui predikaatidega
voimalik kirjeldada. Vaikse muutuse korral jaab prediksainaks,
kuid suure muutuse korral predikaat muutub. Paradoksideata
vaikeste muutuste jada kokkuvottes suure muutuse. Antudl jei
ole viga mitte eeldustes, vaid loogilises aparatuuris. {ksnalik
lahendus on Uleminek kahevalentsest loogikaétmevalentsesse
loogikasse

Ulesanded
1. Kiilaspea paradoks. Tdestage, et mitte keegi ei ole kiilaspea.

2. Haaletamisea paradoks. Tdestage, et Ukski inimene pole haaledi-
guse omamiseks kunagi piisavalt kips.

14.2. Hagusloogika semantika

Eelmises punktis toodud Gunte rivi naite korral muutus et
roheline rakendatavusaste pidevalt vaiksemaks. Samas suurenes
pidevalt predikaatiddollaneja punanerakendatavus. Klassikalises
loogikas on iga vaide kas tbene vdi vaar. Seega kehtib iga
predikaadip(x) korral

px) € {z,v}.
Hagusloogikas vdetakse predikaadi rakendatavusastmistatih
miseks kasutusele predikaadfiesusaste

p(x) €[0,1],
kus tBevaartuste hulk on asendatud reaalarvulise 16igQgH, [nii
et 0 onvaar ja 1 ontdene See tdhendab, et me loeme laugét)
tdeseks niivord, kuivord predikaat on objektile x rakendatav.
Eesti keeles ei kasutata mitte ainult kahte tdesusasetet{a
vaar, vaid tbesus varieerub sageli kindlas vahemikus. Mme&d
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naiteks mingi lause kohta 6elda, et seetaresti tdene osaliselt
tbene peaaegu vaavms.

Héagusloogika semantika kirjeldamiseks laiendame klafisi
interpretatsiooni mdistetiagusinterpretatsiooron loetelu

F = (Ur; Const r; Predr),

kus Ur on interpretatsiooni universumConstr seab signa-
tuuri igale konstantsimbolile vastavusse universuniiz mingi
elemendicr ja Predr maarab kasutatavate predikaatide tGesus-
astmed koigil universumi elementidel.

Klassikalist interpretatsiooni saab sellisel juhul vdddekui
hagusinterpretatsiooni erijuhtu, kus kasutatakse aitigdsusast-
meid O ja 1. Samas peab hagusloogika semantika olema vaestavu
loogikareeglitega ja meie intuitsiooniga ning lahendaroditgle
paradoksid.

Me asendasime tOevaartuséiene ja vaar vastavalt reaalar-
vudega 1 ja 0. Sellisel juhul on mdistlik vaadelda tGesuseast
eitust kui tdesusastet -1 x. Tdesusastmete ja y konjunktsiooni
vaartuseks vbib vodtta neist arvudest vaiksema. Nende ndisju
siooni vaartuseks sobib aga suurem arvudefd y. Nii annavad
klassikalised loogikatehted ja hagustehted tOesusasitrieja O
sama tulemuse. Miinimum- ja maksimumfunktsioonide kasuta
mine on antud juhul loomulik, sest nendel funktsioonidel on
konjunktsiooniga ja disjunktsiooniga palju sarnaseid dusa Nad
on naiteks kommutatiivsed ja assotsiatiivsed. Samuti ah oraa
argumentide suhtes monotoonselt mittekahanevad.

Nii saame hagusloogika semantikareeglid:

1. Atomaarse valemp tdesusastmeF[p] maarab tema hagu-
sinterpretatsioorp r:

Flp]l = pr.
2. Fl-p] =1- Flpl

3. Flp & q] = min{F[p], Flql},
Flp Vv q] = max{F[p], Flql}.
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Vottes naiteksF[A] = 0,75, saame
F[—A] =1- F[A] =0,25.
Seega onpeaaegu tdesdause eitus praktiliselt vaar Lihtne
on veenduda, et hagusloogikas ei kehti vasturddkivusseada
vdlistatud kolmanda seadus. Meie ndite korral on tGeseisast
F[A & —=A] = min{F[A], F[-A]}
= min{0,75, 0,25}
=0,25,
mis on tunduvalt suurem kudielik vaarusO ja
F[A vV —=A] = max{F[A], F[-A]}
= max{0,75, 0,25}
=0,75
pole ka taiesti tbene Votame taieliku vaaruse tahistamiseks
tarvitusele simboliL ning defineerime
FlLl] =0.

Klassikalises loogikas arvatakse implikatsioon vaaraksi,
tema eeldus on tdene ja jareldus on vaar. Hagusloogikasdahe
see situatsiooni, kus eelduse tdesusaste on jareldusesaSamest
suurem. Sellepéarast on loomulik implikatsiooni tdesusa&s pi-
dada t6esuse kadu Uleminekul tema eelduse tbesusastrakltife
tbesusastmele:

1— (Flpl = FlgD. kui Flp] > Flql;
Flp >4l = {1, muidu.

Iga hagusinterpretatsioodt korral kehtivad siis néiteks vordused
F1>50=1-(1-0=0,
F[0,75> 0,5] = 0,25,
F[0,520,75] =1

Uldisus- ja eksistentsikvantoreid v6ib klassikalisel jukasit-
leda vastavalt kui konjunktsiooni ja disjunktsiooni Uleivamsumi
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kdigi elementide. Hagusloogikas saame selliselt kvatetaéman-
tikareeglid

Flvx p)] = min{F[p(cp)] | cx € Ur},
Fl3x p(0)] = max{ F[p(cr)] | cr € Ur}.

Hagusloogikas saab loogilist jareldumist defineerida mmit
viisil. Klassikalises mdttes ei tohi tuletada tbestestiesiest vaara
jareldust:

I' =r p < eileidu hagusinterpretatsiootf,
nii et [I' = 1 ja F[p] =0,
kus T on I6plik lausete hulk, mille tbesusastmeks on tema kompo-
nentlausete konjunktsiooni tdesusaste. Kui me ei luba tébste
eelduste pdhjal mittetbest jareldust, siis saamdega jareldumise
definitsiooni
' =r2p < eileidu hagusinterpretatsioott,
nii et F[I'l = 1 ja F[p] < L
Kui me aga keelame jareldamisel tGesusastme véhenemise, si
saametugeva jareldumisealefinitsiooni
' =r3 p < eileidu hagusinterpretatsioott,
nii et F[p] < FIT].

Saab naidata, et tugev jareldumine implitseerib nérgddéneise:

I'eErpsp=T Er2p.

Vastupidine vaide aga ei kehti (Ulesanne 14.2.3).
Nudd on vdimalik veenduda, et soriitide paradoksid ei kehti
hagusloogikas. Naiteks dunte rivi paradoksi korral ei a&lesed

Kui o; on roheline, siiso; 1 on roheline,

enam taiesti tdesed, sest implikatsiooni jarelduse t@sseison
eelduse tbesusastmest vaiksem. Mittetdestest eeldwsibsklas-
sikalisel ja norgal jareldamisel teha suvalise jarelduSeriitide
paradoksid ei kehti ka tugevas méttes, sasdus ponerisreegel
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ei ole tugeva jareldumise suhtes korrektne, s.t. temadjasel
tbesusaste vOib olla eelduste tdesusastmetest vaiksdie.nSita-
miseks valime laused ja B, nii et 7[A] = 0,5 ja F[B] = 0,4.
Siis kehtib

A, AD B Fp3 B,

sest F/[A > B] = 0,9, min{F[A], F[A D B]} = 0,5 ja
F[B] < F[A & (A D B)]. Norga jareldumise suhtes on agedus
ponenskorrektne:

A,AD B =52 B.

Klassikaliste tuletusreeglite mittekorrektsus ongi pisaks
pohjuseks, miks seniajani on kirjeldamata hagusloogikaektne
ja téaielik tuletusreeglite stisteem.

Ulesanded
1. Naidake, et
ADB I?I:FZ,FS —-AV B.

2. *TBestage, etmodus ponerisreegel on ndrga jareldumise suhtes

korrektne.
3. Néidake, el =2 p A T ErF3 p.
4. Naidake, el" =2 p=> T Er p, kuid T = p A T EF2 p.

15. Mittemonotoonne
loogika

Téde toéuseb, vale vajub.
— Eesti vanastna

Mittemonotoonne loogika tekkis 1980. aastatel. Siis halkaelle
valdkonna vastu huvi tundma tehisintellekti esindajady k@tasid
vélja mitu selliste loogikate kirjeldamise meetodit.

15.1. McCarthy naide

Vaatleme lauseid:
e Koogist saab kilma vett.
e Homme tduseb paike.
e Virge Naeris ei vdida olimpiamangudel kuldmedalit.
e Selles kursuses ei raagita ollejoomise kultuurist.
Nende lausete téeparasus on killalt suur. Kuid voib ettet&dp

olukordi, kus majas on kilm vesi kinni keeratud voi Virge Nae
saab kolmikhtppes olumpiakulla.
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Me ei vaatle lauseid kui vankumatuid tddesid, vaid nad \diva

osutuda vaaradeks, kui me saame konkreetse olukorra kohta

tapsustatud informatsiooni.

Vaatleme mittemonotoonse loogika standardnaidet lawsete
tustamise kohta mittemonotoonsetes arutlustes. Oletahana
Utlen:

e Linnud lendavad.
e Tweety on lind.

Kas sellest saab jareldada, et Tweety lendab? Sellinadjéredn
antud juhul eeldatav. Kuid Tweety vOib ka mitte lennata — ta
vOib olla néiteks jaanalind vdi pingviin. Ta vib olla ka tdalt
lennuvdimetu. Me peame koigil nendel juhtudel oma esialgse
jarelduse tagasi vétma.

Jarelikult ei ole vaadeldav reegel mitte

lind(x) D lendab(x),
vaid naiteks

lind(x) & normaalne(x) D lendab(x),

s.t. kdik normaalsed linnud lendavad. See vaide pannakatstit
kirja vaikimisireegli abil:

lind(x) & —eban(x) D lendab(x),

s.t. kui lind ei ole ebanormaalne, siis ta lendab. C)ige eilkae
vaide, et kbik ebanormaalsed linnud ei lenda, sest jaahaliib
naiteks lennata lennukiga. Siis on tegengsindi erandiga

Kuidas saab teha otsustusecban(Tweety)? Loomulikult ei
saa me seda tuletada, vaid saame eeldada, et Tweety on m@maa
lind, kuna puuduvad seda Umber likkavad vaited. Aga kuiliimu
vélja vastupidine informatsioon, siis me tuhistame sedlielgse.

Me teame néiteks, et jaanalinnud ei lenda:

jaanalind (x) D lind(x) & —lendab(x).
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lendajad

Fred Tweety

Joonis 15.1. Lendavate objektide skeem.

Sellest saab aga tuletada, et jaanalinnud on ebanormagilesd
anne 15.1.1, k. 276):

jaanalind (x) D eban(x).

Seega, kui Fred on jaanalind, siis me ei saa eeldadan (Fred).
Tahistades vaikimisireegleid Uhekordsete nooltega jayeian
reegleid topeltnooltega, saame joonisel 15.1 toodud skeem

lind(x) & —eban(x) D lendab(x),
jaanalind (x) & —eban j(x) D —lendab(x),
jaanalind (x) D lind(x),

Tweety(x) D lind(x),

Fred(x) D jaanalind (x).

Me kasutame siin erisuguseid ebanormaalsuse predikaast, s
ebanormaalsed linnud (kes ei lenda) erinevad ebanornestise
jaanalindudest (kes lendavad). See, et objekt on Uhes snélite-

normaalne, ei tdhenda sugugi, et ta on igas méttes ebanloemaa
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Ulesanded
1. Naidake, et kehtib arutlus.

lind(x) & —eban(x) D lendab(x)
jaanalind (x) D lind(x) & —lendab(x)

jaanalind (x) D eban(x)

15.2. Naite formaalne kasitlus

Miks nimetatakse niisugust arutluse tlUpi mittemonote&s3
Klassikaline loogika on monotoonne, sest temas kehtib

AEp, ACT =T Ep,

s.t. loogiliste jarelduste hulk ei kahane eelduste hulgavdaisel.
Mittemonotoonsete arutluste korral see ei kehti. Kui delgu
et Tweety on jaanalind, tuleb tlhistada eelnev otsustusefijwe
lendamise kohta, mistdttu jarelduste hulk ei kasva uutdidak
teadasaamisel monotoonselt.

Ent kuidas me otsustasime, et Tweety on normaalne lind ning
oskab lennata? Vastus on selline. et meil on hulk eeldusdami
me soovime kasutada, ning me usume neist eeldustest niisjuhlj
kui véimalik.

Olgu T koigi lausete hulk, mille kohta me teame, et nad on
tbesed, jaA eelduste hulk, mida me soovime arutlustes vaiki-
misi kasutada (naiteks normaalsuse eeldused kdigi vamaw
objektide kohta). Me utleme sellisel juhul, et paéf, A) on
mittemonotoonne teoorim 7 on baasteooria(s.t. teooria see 0sa,
mida me teame kindlalt).

Definitsioon 15.1. Mittemonotoonse teooridT, A) laiend on A
suvaline maksimaalne osahulE € A, mis ei anna lausete
hulgaga T vastuolu. S.t. teooria laiend on Uks v&imalik viis,
kuidas asjad vOiksid olla, eeldusel, et me olerfie faktide
digsuses veendunud.

Joonisel 15.2 on toodud lendavate objektide lintsustateénm,
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lendab

jaanalind ——= lind

Fred Tweety

Joonis 15.2. Lendavate objektide lihtsustatud skeem.

kust on valja jaetud jaanalindude mittelendamist valjendaiki-
misireegel:
lind(x) & —eban(x) D lendab(x)
jaanalind (x) D lind(x) & —lendab(x)
lind(Tweety)
jaanalind (Fred)

Me soovime eeldada, et Fred ja Tweety on normaalsed linnud:

—eban (Tweety)
—eban (Fred)

Kuid Fred on jaanalind ja on seepdrast ebanormaalne. Seega
kehtib T = eban(Fred) ning lause—eban(Fred) ei saa esineda
mitte GheskiT mittevasturaadkivas laiendis. Jarelikult on mittemo-
notoonse teooridT, A) laiend Uheselt maaratud:
E = {—eban(Tweety)}.
Kuna
T U E = lendab(Tweety),

siis onlendab(Tweety) antud teooria mittemonotoonne jareldus.
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pacifists

2N\

Republicans Quakers

N

Nixon

Joonis 15.3. Nixoni romb.

Ulesanded
1. Naidake, et

(@) hulk E on vaadeldava mittemonotoonse teooria ainuke
laiend;

(b) T UE & lendab( Tweety).

Kuid laiend ei tarvitse olla Uhene. Joonisel 15.3 on toodud
Nixoni romb

Quaker(x) & —ab,(x) D pacifist(x)
Republican(x) & —ab,(x) D —pacifist(x)
Quaker(Nizon)
Republican (Nizon) ,
kus predikaat b, margib religioosset ebanormaalsust i,
poliitilist ebanormaalsust.
Me soovime eeldada, et Nixon on nii poliitiliselt kui ka
religioosselt normaalne:
A = {—=ab,(Nizon), —ab,(Nizon)}.

Ent
T k= ab,(Nizon) V ab,(Nizon),
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lendab

2N

jaanalind ——= lind

N

Fred

Joonis 15.4. Fredi romb.

s.t. Nixon peab olema Uhes modttes ebanormaalne. Seega on
teoorial (T, A) kaks mittemonotoonset laiendit:

Ey = {—ab,(Nizon)},
Eo> = {—ab,(Nizon)},

kuid me ei saa kumbagi laiendit teisele eelistada, sest neaei
kas Nixon on patsifist v0i ei ole.

Ka lindude ja jaanalindude ndite korral saab konstrueerida
Nixoni rombi sarnase figuuri. Jatame Tweety vaatluse digvja
uurime, millise otsustuse saab teha Fredi kohta, eeldadda, on
igati normaalne:

A = {—eban(Fred), —eban ;(Fred)}.
Fredi rombi korral annab lause
eban (Fred) v eban j(Fred).

kehtivus (nagu Nixoni rombi korral) vastuolu. Antud juhui aga
voimalik eelistada Uhte teooria laiendit teisele: kunangianud
moodustavad lindude alamklassi, siis tuleb eelistadaajasiude
reeglit

jaanalind (x) & —eban ;(x) D —lendab(x).

Uldjuhul ei ole kasutatava reegli valik nii lintne. Seesiran
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mitme vdimaliku laiendi hulgast Uhe valimise probleem prae
tahtis uurimisvaldkond.

15.3. Suletud maailm

Kogu negatiivset informatsioonpole mdtet taielikult kirjeldada,
sest selle hulk kasvab universumi Uhtlasel suurenemisainget-
riliselt.

Naiteks, kui me teame, et Fred on jaanalind, siis me peaksime
ka toonitama, mida Fred ei ole:

—lendab(Fred),

—pingviin(Fred),
—kass(Fred),

Kui me aga teame, et Jaan on Tartus, siis ta ei saa olla Tadlinn

Eeldades, et kogu positivne informatsioon on antud, saab
suletud maailma eeldugdeiter, 1978) abil teadmiste baasiEB
negatiivsed faktid lihtsalt tuletada:

TBY p= TB+ —p,

s.t. kui p pole tBestatav, siis jareldamep.

Kuna reeglid on harilikult implikatiivsed, siis ei saa piigt
setest faktidest negatiivset informatsiooni otse tuketdde ei saa
naiteks tuletada vaidetest

lind (Tweety),
pingviin(x) D lind(x)

lauset —pingviin( Tweety), sest selle vaidete hulg&lerbrandi
baas (mis koosneb antud signatuuri k8igist kinnistest elememta
valemitest)

B = {lind(Tweety), pingviin( Tweety)},

15.3. Suletud maailm 281

on ka tema mudeliks. Lause
—pingviin( Tweety),

tuletamiseks peame kasutant@ielikkuse eeldusiClark, 1978),
mis muudavad implikatsioonid ekvivalentsideks.

Moodustame iga predikaadi jaok&ielikkuseaksioomi mis
vaidab, et predikaat on téeranult teadmiste baasis kirjeldatud
juhtudel. Téaieliku teadmiste baasi saamiseks tuleb lisadel
vorduse aksioomid.

Lindude naite korral koosneb téielik teadmiste baas resegli

x = Tweety D lind (x)
T — pingviin(x) D lind (x)
lind(x) D x = Tweety V pingviin(x)
—pingviin(x) ,
mille kaks viimast reeglit on taielikkuseaksioomid Uhe#l$te
predikaatidelind ja pingviin jaoks. Neist predikaatidest viimane

on alati vaar, sespingviin ei ole esialgses teadmiste baasis mitte
Uihegi reegli paremas pooles. Niid saab juba lihtsalt tldeta

TB + —pingviin( Tweety).

Clark lisab kanimede unikaalsuse aksioomidhis tagavad,
et erinevad indiviidkonstandid viitavad erinevatele @&hgele.
Lisades teadmiste baasi vaite

pingviin(Opus),

tuleb taieliku teadmiste baasi saamiseks asendada paedika
pingviin Kirjeldus vaitega

pingviin(x) = x = Opus
ning lisada unikaalsuse aksioom
Opus # Tweety.
Toome teadmiste baadiB ka lendamise predikaadi

lind(x) & —pingviin(x) D lendab(x)



282 15. Mittemonotoonne loogika

koos taielikkuseaksioomiga
lendab(x) D lind(x) & —pingviin(x).
Nidd saab tuletada vaited

TB t lendab(Tweety),

TB + =lendab(Opus).
Kuid ilma nimede unikaalsuse aksioomita ei oleks saanudemit
kumbagi neist lausetest tuletada.

Téaielik teadmiste baas pole aga lUheselt maaratud, sest-lend
mise predikaadi taielikkuseaksioomi saab vaadelda ka keidlip
kaadi pingviin taielikku kirjeldust:

lind(x) & —lendab(x) D pingviin(x),
pingviin(x) D lind(x) & —lendab(x).
Saadud taielikkuseaksioom ei ole aga eelmisega samavi@ilese

anne 15.3.1). Taielikkuseaksioom voib olla ka vasturadkaiteks
valemi

Pa = Pa Vv Pa
= —=Pa D Pa
taielikkuseaksioom
Px=x=a& —Pa

annab asendusgx/a} korral vastuoluPa = —Pa. Kahjuks pole
tapselt teada, millal vdib taielikustamist kasutada jalahimitte.

Ulesanded
1. Naidake, et jargmised laused ei ole loogiliselt samavaarsed:

lendab(x) D lind(x) & —pingviin(x),
pingviin(x) D lind(x) & —lendab(x).
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15.4. Piiramine

McCarthy on esitanud suletud maailma eelduse rakendasisek
terve hulga reegleid. Need reeglid on stntaktilised (naiglikus-
tamine), lisades uusi aksioome, mille eesméargiks on miaisete
suletud maailma mudelite forsseerimine mittetéielikuotéojaoks.
Piiramistest on levinum predikaadi piiramine ja universuypiira-
mine.

Predikaadi piiramisenditena vaatleme maailma, kus kehtib
valem

block(A) Vv block(B).
Aksioom
Vx (block(x) D x = A) vV Vx (block(x) D x = B)

suleb plokkide maailma, kasutades valistavat disjun@tgianing
minimeerides predikaadilock ekstensiooni.

Universumi piiramisekorral kinnitatakse, et eksisteerivad ainult
antud kontekstis mainitavad indiviidid. Vaatleme naitdk#sat
andmebaasi

Opetaja Opilane Juhendab
Kask Kuusk Kask  Mind
Tamm Mind Tamm  Kuusk
Platon Aristoteles  Platon  Aristoteles

Lopliku indiviidide arvu korral saaluniversumi suletuse eel-
dusesobnastada indiviidide loeteluga kujul

Vx (x = Kask vV x = Tamm V ...V x = Aristoteles).

Nildd saab vastata kisimusele “Kas kdigil Opilastel on Gaeta
jaatavalt. Muidu oleksime pidanud vastama “Pole teada”.

Kui indiviidide arv pole fikseeritud, saab universumi pinise
aksioomi esitada ka vditena

Vx (Opetaja(x) Vv opilane(x)).
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15.5. Vaikimisi-loogika mis (tleb, et iga lind, kelle kohta ei ole teada, et ta ei lenda
oskab lennata. Poolnormaalne vaikimisireegel on aga

Vaikimisi-loogikas (Reiter, 1978) pultakse minimaalsetadelite
asemel méaarata meid huvitavad mudelid. Selleks lisatatiseest
jarku loogikale uued tuletusreeglid — vaikimisireeglidririevalt lendab(x)
tavalistest tuletusreeglitest vdivad vaikimisireegéldused viidata
nii tuntud faktidele kui ka kaheldavatele vaidetele, and@maluse
kasutada puuduvat negatiivset informatsiooni.

lind(x) : lendab(x) & —pingviin(x)

’

mis vaidab, et vaikimisi mittepingviinid lendavad.
Vaikimisi-loogikas saab naiteks esitadaletud maailma reegli

Definitsioon 15.2. Vaikimisiteooriaon paarA = (D, W), kus D P ,
on vaikimisireeglite hulk jaW on suvaline esimest jarku loogika -p
valemite hulk. _ sest kui meil pole midagi-p vastu (naiteks/ p), siis vdib —p
Vaikimisireeglidon kujul tuletada.
. Vaatame jalle traditsioonilist vaikimisiteooriat
o B, ..., Bm
y ’ pingvitn(x) D lind(x)
kus o« on eeldus,8; (i = 1,...,m) on pbhjendused jg’ on pingviin(x) > —lendab(x)
jareldus. W = 1 jaanalind (x) D lind(x)

Vaikimisireegel (tleb, et kui me teame tema eeldust ja meil jaanalind (x) > —lendab(x)

pole midagi toodud pdhjenduste vastu (s.t. nende eitusealeei lind (Tweety) ,
tuletatavad), siis vdib tuletada tema jarelduse.
Kui pdhjendusi on Uks ¢ = 1), vaadeldakse eraldi kahte

mille vaikimisireeglite hulk on

juhtumit; D lind(x) : lendab(x)
e Kui pShjendus on kujulg = y, siis on tegemishormaalse lendab(x)
vaikimisireegliga. Selles teoorias saab tuletada vaite
e Kui pbhjendus on kujul = y & w (kus o on suvaline lendab(Tweety).
valem), on tegemispoolnormaalsevaikimisireegliga. Hillem vdib see lause osutuda mittetuletatavaks. Naiteks k
Kirjanduses vaadeldaksegi pohiliselt normaalseid ja mohaal- Selgl_J't_), et Tweety on pingviin. Me saame selles teooriagaitlde
i i ka vaite
seid reegleid. S
Normaalne vaikimisireegel on naiteks pingviin(Opus) = —lendab(Opus).

lind(x) * lendab Kahjuks ei ole vaikimisi-loogika ko&ikide jarelduste hulk&kur-
ind (x) : lendab(x) , siivselt loetletav, s.t. ei leidu algoritmi, mis loetleksik antud
lendab(x) vaikimisiteooriast jarelduvad vaited.




286 15. Mittemonotoonne loogika

15.6. Autoepisteemiline loogika

Autoepisteemiline loogika (Moore, 1983) kasutab maailmia k
jeldamiseks teadmise modaalset predikaati, mille ta @istma
uskumiste Ule arutleval@eaalselt mdtlevale agendile

Moore interpreteerib mittemonotoonses loogikas aksioomi

Vx (lind (x) & M(lendab(x)) > lendab(x)) 16. LI neaarIOog Ika

mitte kui “Tuupiline lind lendab”, vaid kui “Ainsad linnudkes
ei lenda, on linnud, kelle kohta omeada et nad ei lenda”.

Nii muutub arutluse all olev aksioom vaiteks agendi (mittga a . _ o _ _ o
tiiipilise indiviidi) teadmiste kohta. Lineaarloogika on klassikalise loogika laiendus, millésitakse

formaliseeridaressurssideliikumisega seotud probleeme. Tema

Moore margib, et vaikimisi-loogika ja autoepisteemilingod i ' ;
autoriks on prantsuse loogik Jean-Yves Girard.

gika on erinevatel pdhjustel mittemonotoonsed. Vaikirfisigika

on katseline ja on seeparast Umberliikatav. Autoepist@eniibo- ~ Lineaarloogika lahutab hariliku disjunktsiooni ja konktn
gika teeb ainultkehtivaid jéreldusija tema mittemonotoonsus siooni né. algosadeks, kummagi kaheks eri komponendiks. Li
tuleneb kontekstist, sest vaidete tahendused s8ltuvaddagead- neaarloogika on seega “eriti peeneteraline” loogika, msad
mistest: kui agent &pib midagi juurde, siis muutub ka vadet tapsemad kirjeldusvéimalused kui harilik loogika.

toesus.

. 16.1. Tegevuste ja situatsioonide kordumatus
15.7. Ulesanded J J
Kuna klassikalise ja intuitsionistliku loogika aluseks samasus-
seadussiis tegeldakse nendes teooriates plsivate tddededakblai
kehtib neis arutlus

1. *On teada, et kdik teed viivad Rooma. Téestage, et Ulikooli
tanav ei vii Rooma.

A, ADB
B

kus lauseteA ja A O B tbesusest saadakse lauBdbesus. Samal
ajal séilib ka laused tdesus.

Niisugune stabiilsus on hea matemaatikas, kuid ei kehtl+rea
setes situatsioonides. Vaitel, atst jareldub B, vdib loomulikus
keeles ja tegelikus elus olla mitu tdhendust. Kdige avartihan-
duse formaliseerib klassikaline loogika:

ADB=—-AVB.
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Intuitsionistlik loogika formaliseerib jareldust pisuitdamalt, nGu-
des, etA tdestusest saak®nstrueeridaB tbestuse. Veel rangemalt
kasitleb jareldustrelevantsusloogikamis formaliseerib jarelduse
kausaalsetiseloomu: A D B v@ib 6elda ainult sel juhul, kuiB
tdestamise juures laheb tingimata vajad«l. Naiteks ei ole vaide

Kuul on lehmi, jarelikult olen kolm meetrit

pikk
relevantselt tBsi isegi siis, kui Kuul lehmi pol&ineaarloogika
laheb relevantsusloogikast teatud mottes sammu kaugemate
B jareldaminetarvitab A ara, nii et parast jareldusreegli rakenda-
mist enam A-d alles pole. Flilsikas ja keemias nimetatakfist se
protsessireaktsiooniks Samas annab lineaarloogika véimaluse ké&-
sitleda jareldust soovi korral klassikaliselt: lineaadika annab
vahendid jarelduse tahendust soovi kohaselt maarata.

Kujutame naiteks ette olukorda, kus me saame sooritada kaht

tegevust:

A: kulutame 5 krooni.
B: saame paki sigarette.

Tahistame tegevuse, kus me ostame 5 krooni eest paki segaret
valemiga
A —o B.

Kuna me saame suitsude ostmisel oma kroonidest lahti, siis e
saa seda operatsiooni enam korrata. Loomulikult on tihfukgu-
meid, kus reaktsiooni ei toimu vdi seda saab ignoreeridatekk
matemaatiliste abitulemuste tdesus sdilib ka parastusedbppu.
Samuti on inimesi, kellel on piiramatul hulgal raha. Lottt
juhtudel on tegemist stabiilsete olukordadega, mille tigmsiisel
kasutatakse spetsiaalseid seoseid ! ja ?, mida nimetatdsgmo-
nentideks

Eksponendid véljendavad tegevuse korratavust, s.t.gieaki
puudumist. Valem A (tleb, et me vbime kulutada nii palju
kroone, kui tahame. Sumbelo tahistablineaarset implikatsiooni
s.t. implikatsiooni, mis oma eelduse &ra tarvitab. Linkaayikas
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saab tavalise implikatsiooni avaldada kujul
ADB=(A) - B,

s.t. lausestA jareldub B parajasti siis, kui itereeritudt pdhjus-
tab B.

Kdik klassikalise ja intuitsionistliku loogika laused salkida
lineaarloogika keelde. Jarelikult ei kaota me lineaarlkasse
Uleminekuga mitte midagi. Milline on aga saadud kasu?

16.2. Kaks konjunktsiooni ja disjunktsiooni

Lineaarloogikas kasutatakse kahte konjunktsioagi:(korda) ja
& (koog, mis esindavad sdnja erinevaid keelelisi kasutusi:

e ® korral sooritatakse mdlemad vaadeldavad tegevused.
e & korral sooritatakse ainult Uks (meie valitud) tegevus.
Olgu voéimalikud tegevused:

A: kulutame 5 krooni;
B: saame paki “Rumbat”;
C: saame paki “Marlborot”.

TegevusA —o B tahendab, et me kulutame viis krooni ja saame
vastu Uhe paki “Rumbat”. Me ei saa aga sooritada tegevust

A—-oB®C,

sest viie krooni eest ei saa osta kahte pakki sigarette, misavad
kokku kiimme krooni. Me saame kiill sooritada tegevuse

AR A —oBQC,

s.t. ostame kiimne krooni eest kaks pakki sigarette. Vokradi
sooritada ka tegevus
A-—-oB&C.

Selleks valime tegevustB ja C hulgast iihe ning sooritame selle.
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Kuigi seos & sarnaneb disjunktsiooniga, ei ole seda dige
disjunktsioonina kasitleda. Naiteks valemid

A&B-—oA ja A&B-—oB

on lineaarloogikas tbesed (llesanne 16.6.2), klassikalisjunkt-
siooni korral need aga ei kehti.
Lineaarloogikas on samuti kaks disjunktsiooni:

e ® (plusg on duaalne seosega &, valjendades vdimalust
sooritada Uks v@imalikest tegevustest.

e 7% (vOrdsu3 on duaalne seosega ning valjendab tegevus-
tevahelist sdltuvust.

Meie ndite korral tdhendab tegevds— B & C vBimalust saada
viie krooni eest pakk “Rumbat” v8i pakk “Marlborot”; me ei&a
aga otsustada, kumma paki me saame.

SeoseA % B saab avaldada lineaarse eituse kaudu, kui

ALt o B vOi BL — A.

16.3. Lineaarne eitus
Lineaarne eitusL (null, mitte midagi) on téhtsaim lineaarne seos.
Tema kaudu saab avaldada lineaarse implikatsiooni
A—oB=A'%B
ning tal on ka transponeeriv toime:
A — B=Bt —o At

Lineaarloogikas (nagu klassikalises loogikas) kehtibussit
eitamise seadus:
A=At

Kuid erinevalt klassikalisest loogikast on lineaarloaikka vaga
lintne konstruktiivne tédhendus. Lineaarse eituse keerugaloom
tagab De Morgani seaduste kehtivuse kdigi seoste ja kvttor
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korral:

(A® B)* = A+ ¥ B+ (A Byt = At @ B
(A& B)t = At @ B+ (A® B)t = AL & B+
(1AL =24+ (?A)* =14+

(Vx A)t =3x AL (Ax At =Vvx AL

16.4. Sekventsiaalne tuletus

Toome naitena ka lineaarse lauseloogika sekventsiadksteidsilis-
teemi (Girard, 1987):

Aksioomid:

Fa,a

(Piisab, kui vaadelda ainult atomaarseid valemeijd

Korrutamisreeglid:

T
F 1 (1-aksioom) E LT
AT EBA A BT
FA®B,T, A FARB.T

Liitmisreeglid:
FT,T (aksioom,I” on suvaline)

FAT BT AT =B, T

2
FA&B,T FA®B,T EBI—AGSB,F69

11 on ® neutraalne element ja 0 oB neutraalne element.
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Eksponentsiaalsed (modaalsed) reeglid:

mA T (mahajatmine)
F24, T J
HA,?T
ndrgendamine ———— (I-salvi

F?A, T (norg ) HA, 2T (-salvestus)
F?A,7A, T )
—————— (koondamine)

F?A, T

(?I" tahistab sekventsi, mille iga elemendi ette on kirjutatyd ?

Selles slisteemis vdib suvaliselt muuta sekventsi eledejirjes-
tust. Tuleb tahele panna ka seda, et siin puudub reegeldcatish
jaoks.

Implikatsiooni defineerime seosega

A—-oB=A'%®B

ja eituse asendusreeglitega

1"=1, 1+t=1 T+=0 0'=T,

a*t = a (a on atomaarne valem)

(?A)T =14+, (1At =241,

(AQ By = A+ ® B+, (A% Bt =A'® B,
(A®B)r =At& B!, (A& B)' = At @ B-.

Ja |16puks tuletusnaide:

A, At + B, Bt
- (A® B), A*, B+
H((A® B) ¥ BY), A+
F(((A® B) % BY) ® AY)
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16.5. Lineaarloogika véljendusvdimsus

Lineaarloogikat v8ib vaadelda kui mingi stusteemi seiswuaéilge-
minekute kirjeldamise vahendit. Naiteks malemangus oBuksi
maleseis ja Uleminekuks malekaik. Keemiliste reaktsiderkor-
ral on seisuks molekulide loetelu ja Gleminekuks on keemaili
reaktsioon, mis annab esialgse molekulide loetelu p&hjz u
molekulide hulga. Me saame tahistada keemilistes reakigles
esinevaid seise molekulide konjunktsioonidena ja seimludisi
Uleminekuid implikatsioonidena. Vaatleme nditeks kestivale-
mit
2H> + O — 2H50,

mis Utleb, et molekulidH>, H> ja O, annavad keemilise reakt-
siooni tulemusena molekulid/,O ja H>O. Lineaarloogikas saab
selle valemi Ules kirjutada kujul

Hy,® H>® O, —o HO ® H»0,

sest keemilistes reaktsioonides tuleb kdik komponendidiarga
samas ei tohi Uhtegi komponenti korduvalt kasutada.

Eksponendid muudavad lineaarloogika sama vdimsaks Kkui

klassikalise ja intuitsionistliku loogika. Lineaarlo&gi on neist
tegelikult vdimsam. Me peame olema selliste vaidetegavasité-
kud, sest kdike, mida saab Ulelildse véljendada, saab @afjen
ka klassikalises loogikas. Ka intuitsionistliku loogikarkal saab
naidata, et ta on klassikalisest loogikast vBimsam. Me pgeam
silmas seda, et lineaarloogikas saab mugavamalt kirjelddeimi-
nekuid, mille kasitlemine klassikalises loogikas on vagarkline.
Lineaarloogika on praegu populaarne just selleparast, adjti p
abstraktseid masinaid ja slisteeme saab temas Ullataktdalti
esitada.

Ent erinevalt klassikalisest ja intuitsionistlikust laasvutusest
on eksponente sisaldav lineaarne lausearvutus mittedaken
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16.6. Ulesanded

1. Kirjeldage lineaarloogikat kasutades, kuidas saab s6ita Tartust
Tallinnasse.

2. Naidake, et valemidi & B —o A ja A & B —o B on lineaarloo-
gikas tbesed.

3. *Naidake, et klassikalised lihtsustamis- ja idempotentsusreeglid

A& BDA,
ADA&A

ei kehti seosten ja —o korral.

IV

Loogika rakendusi
programmeerimises ja
tehisintellektis



17. Automaatne
teoreemitoestamine

Nagu nimigi Utleb, tegeldakse nimetatud valdkonnas méetad-
simisega loogikateoreemide automaatseks tdestamisels abil.
Kuivord arvuti kasutamine on seejuures véaga olulisel koloal
automaatne teoreemitdestamine tihedalt setdadeetilise arvuti-
teadusegaKuivord loogikateoreemidena saab formaliseerida suurt
hulka métlemisiilesandeid, on automaatne teoreemitbastaka
tehisintellektiteaduséiks osa.

Utlesime, et eesmargiks ofoogikateoreemidetdestamine.
Nagu varasematest peatiikkidest naha, saab iga konkreetse m
temaatikateoreemi ja mitmesugused kombineerimist naligvak-
tilised probleemid esitada loogika keeles, s.0. loogikagemidena.
Loogika kasutamine universaalse baaskeelena ei kitserataet
mitbestajate rakendussfaari, vaid muudab selle, vastupidaiaks
kui vahegi voimalik.

Teatavasti on mitmesuguseid, eri eesmarkideks sobivaid lo
gikasiisteeme. Automaatse teoreemitdestamise jaoks guhlnad
kdik huvi. Enamik pingutusi on siiamaani suunatud kladska
predikaatarvutuse teoreemide lahendamisele — viimagtdind
loogikasiisteem on kasutatavaim ja uldiselt peetakse séipe k
olulisemaks slisteemiks olemasolevatest.
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17.1. Eesmargid

Automaatse teoreemitbestamise otsene eesmark on luusedell
arvutiprogrammid ja arvutid, mis suudaksid keerulisi,S&tpmot-
lemist ndudvaid probleeme mdistliku aja jooksul automets
lahendada. Inimesest kasutaja annab arvutile tapseltafiseeri-
tud probleemi (néiteks uue matemaatikateoreemi, progesamm
mistlesande, elektroonikastisteemi korrektsuse kontinfeneri-
Ulesande v6i andmebaasi, millest jareldusi/lahendusdajtsing
soovib, et arvuti selle probleemi mdistliku aja jooksul dalaks.

Kriitilise tahtsuse omandab fraambistliku aja jooksul kui
mingil loogika keeles kirjeldatud probleemil on uldse Iatas,
siis teoreetiliselt suudab ka Upris lihtne arvutiprogranseilise
probleemi alati lahendada. Paraku kulub taolisel lihtsagpammil
peaaegu iga probleemi lahendamiseks lootusetult kaua aage
jouab paike kustuda ja maailma I6pp katte jouda, kui arvuti
vastuse leiab.

Praktiliselt kasutuskdlblik automaatse teoreemitdestansis-
teem peaks suutma lahendada huvipakkuvaid probleadistliku
aja, s.0. paari sekundi, tunni vOi isegi paeva ja kuu jooksul,
olenevalt probleemi tahtsusest.

Paraku suudavad olemasolevad automaatse tdestamise sis-
teemid lahendada mdistliku aja jooksul ainult Uksikuid litt
keerulisi ja praktiliselt olulisi probleeme; r6huva enamiraskete
probleemide puhul pole neist sisteemidest Uksi suurems. ka
Kill aga saab neid kasutada interaktiivselt: kasutaja laneize
suunised ning leiab ise tdestuse kdige keerulisemad o&#ds j
lihtsamad, kuid t66mahukad alamulesanded arvutile.

Sestap on automaatse teoreemitGestamise ala pdhiedssnargi
suurendada automaatsete teoreemitbestajate kiirusstajéie Kii-
ruse suurendamise nimel tehakse t66d kolmes peasuunas:

e Otsingumeetodite valjatbotamine, mis garanteeriksicadan
meetoditega vorreldes suurema otsingukiiruse iga vokumali
Ulesande jaoks.

Siia kuulub paremate insenerilahenduste leidmine niigior
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mitbestajate tarkvara kirjutamisel kui ka riistvara, saovu-
tite rakendamisel. Riistvara rakendamisel on aktuaalkema
probleemiks tdestuseotsingu efektiivhe jaotamine paljeidt
nevate, kuid samaaegselt tootavate protsessorite vétitervu
vahel.

e Otsingustrateegiate vdljatb6tamine, mis annavad suurema
kiiruse kas enamikul praktilist huvi pakkuvatel juhtudediv
siis spetsiaalsete Ulesannete puhul.

Peale tBestajate kiiruse suurendamise on teine oluline ees
mark hdlbustada automaatse tdestaja ja inimesest kamatagdist
suhtlemist. Soovitatavalt peaks tOestaja kasutajal olefiana-
lik anda tdestajale napunditeid ehk soovitusi, kuidas Ipeshi
tbestust kergemini leida. Kasutaja peaks saama soovilkosaa
tbestuse sammudest ise leida, suunates automaatsed®esia|a-
hendamata jaanud alamprobleemide juurde. Samas peakisjkasu
saama informatsiooni I6petamata jaanud tdestuseotsisiglguut-
maks hinnata, kuidas tdestuseotsingu strateegiat jaefjrkitsel
muuta.

Mitmed olemasolevad siisteemid vdimaldavadki taolist kam
sutaja ja automaatse tdestaja koostddd, kuid mugavuiestsest
ja koostdo sujuvusest on asi veel kullalt kaugel.

17.2. Sissejuhatus resolutsioonimeetodisse

Automaatse teoreemitdestamise jaoks on valja tootatukl tnprdis
erinevaid meetodeid. Nende hulgast on ks efektiivsensakind-
lasti kdige levinumresolutsioonimeetgdmille 1965. aastal esitas
J. Robinson. Samaaegselt, kuid Robinsonist soltumatulttake
sarnaste pohiprintsiipidegpddrdmeetodiS. Maslov. 1965. aastal
oli resolutsioonimeetod tdeline murrang automaatseeézoitdes-
tamises, vBimaldades suhteliselt vaikese ajakuluga a@aspalju
teoreeme, mis olid varasemate meetodite, naiteks Dautsialni
meetod (lUks viimase leiutajatest, H. Putnam, sai hiljemI-kuu
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saks funktsionalistliku filosoofiasuuna rajajana), jaokstusetult
valjaspool haardeulatust.

Uldise resolutsioonimeetodi jaoks on vilja tootatud suulk h
Uksteisest oluliselt erinevaid otsingustrateegiaid. nitiksteisest
erineva modifikatsiooni tdttu on tegu vaga paindliku meigad
enamikku praktikas kasutatavaid, nailiselt resolutsio@etodist
erinevaid tbestuseotsingu-algoritme on vdimalik esitkdareso-
lutsioonimeetodi spetsiaalseid strateegiaid. Tuniomhilise pro-

grammeerimise kedProlog baseerub Uhel niisugusel resolutsioo-

nimeetodi strateegial, mis sobib kill hasti loogilise peogmeeri-
mise, kuid halvasti automaatse teoreemitdestamise jaoks.

Resolutsioonimeetod on iseenesest vaga lihtne tdestiminee
meetodi elementaarseima variandi juures kasutataksdt &imlote
tuletusreeqglit, resolutsioonireeglit ja faktoriseerimisreeglit Enne
tbestuse alustamist teisendatakse tdestatav teoreemalikditn
lihtsale kujule, disjunktide hulgak®isjunktiks nimetatakse sellist
disjunktsiooni, mis koosneb ainult positiivsetest ja nigsetest
elementaarvalemitest. Taolisi eitusega vo6i ilma selleliemen-
taarvalemeid nimetatakskteraalideks Koik disjunktis esinevad
muutujad on vaikimisi seotud Uldisuskvantorigfa Jargnevas ka-
sutame muutujatena téhk,y,z,u,v,w — Ulejgdnud sumbolid
on kas konstandid, funktsionaal- vbi predikaatsiimboliddnisd
disjunktide naited:

e Uhestainsast literaalist koosnev disjunkt, mis véljendeib
Jaan on Martini isaisa(Jaan,Martin).

e Uhestainsast literaalist koosnev disjunkt, mis véljendeib
Riivo ei ole Veiko isa: — isa(Riivo,Veiko).

e Kahest literaalist koosnev disjunkt, mis valjendab, etkgei
isa on kas Martin vOi Riivo:isa(Martin,Veiko) Vv
isa(Riivo,Veiko).

e Teatavasti on jareldust esitav lauge = B ekvivalentne

lausega—A v B. Jargnev kahest literaalist koosnev dis-

junkt véljendab, et juhul kui Martin on Veiko isa, siis
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on Jaan Veiko vanaisa> isa(Martin,Veiko) Vv vana-
isa(Jaan,Veiko).

e Jargnev muutujaick ja y sisaldav disjunkt Utleb, et emad
on alati naissoost- ema(x,y) V naissoost(x).

Muutujaid sisaldavat disjunkti on kohane mdista jargmi-
selt: disjunkt kehtib, Ukskdik mis objektid ka muutujate
asemele panna. Viimasest disjunktist saame muutijans-
tandigaJaan ja muutujay konstandigaMartin asendades
jargmise kehtiva disjunkti= ema(Jaan,Martin) VvV nais-
soost(Jaan).

e Jargnev muutujaidx, y ja z sisaldav disjunkt Gtleb, et
kui x on y isa jay on z isa, siis x on z vana-
isa: — isa(x,y) Vv —isa(y,z) Vv vanaisa(x,z). Toe-
poolest, lause(A & B) = C on ekvivalentne lausega
—AvVv-BvVvC.

e Eelmine disjunkt ei olnud vanaisa-suhte defineerimiseks
siiski piisav. Puudujadnud emapoolset liini pidi vanasak
olemise maarab disjunkt isa(x,y) v — ema(y,z) V
vanaisa(x,z). Reeglid, mis harilikus predikaatarvutuses

on esitatavad Uheainsa valemiga, ei pruugi olla esitatavad

Uheainsa disjunktiga: sageli laheb tarvis mitut disjunkti

Resolutsioonimeetodi pohiprintsiip on fakte ja reegles- e
tavate etteantud disjunktide hulgast uute disjunktidestéwhine.
Disjunktide hulka kéasitletakse kui disjunktide konjurigtsi. Re-
solutsioonimeetod ortaielik meetod: kui etteantud disjunktide
hulgast jareldub loogiliselt mingi disjunkiD, siis resolutsioo-
nimeetod tuletab alati kas sellesama disjunkti voi Uldisema
disjunkti D’, nii et D on D’-i erijuht. Erijuhu tédpse definitsiooni
anname hiljem.

17.2.1. Lihtsaim juht: muutujateta disjunktid

Kui disjunktides muutujaid ei ole, s.t. tegu on sisuliseltidear-
vutusega, siis omesolutsioonireeglittipris lihtne esitada. Kahest
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disjunktist Ay vV Ao v ...V A, ja =A1V Bo Vv ...V B,, millest
esimene sisaldab positiivset literadi ja teine selle eitusega va-
rianti —A,, saame tuletada uue disjunkti, pannes mdlemad kokku
ja lbigates vdlja literaalidd; ning —Aq:
Ai1VAV...VA, —Ai1VByV...VB,

AoV ...VA,VByVv...VB,
Seejuures eeldame, et literaalide jarjekord disjunktisleioluline
ning seda voib vabalt muuta. Araldigatavad literaalid eiugi
seega olla disjunktides esimesel positsioonil.

Resolutsioonireeglit voib mdista kui klassikaligeodus po-
nens

A A= B
B

Uldistust. Toepoolestmodus ponerissaab esitada disjunktidena
kui
A —-AVB
B

ning resolutsioonireegel lisaimodus poneris kahele eeldusele
no. ballastina literaale, mis lahevad muutumatuna edastus
ponen§ jareldusse.

Muutujateta disjunktide korral Gtleb resolutsioonimetetteine
reegel, faktoriseerimisreegelet kui disjunktis on kaks Uhesugust
literaali, siis v8ib Uhe neist kdrvaldada:

A1VALV AV ...VA,
AiVAV...VA,

Erinevalt resolutsioonireeglist, mis tuletab uusi digjen jattes
eelduseks olnud alles, kasutame faktoriseerimisreegtiisus-
tava reeglina: kui faktoriseerimisreegli rakendamisel digjile
C saame uue disjunkii’, siis kustutame eeldusg, s.t. ei kasuta
teda enam kunagi uute disjunktide tuletamise juures.

Toome siinkohal kaks resolutsioonimeetodi rakendamide na
det. Olgu meil antud jargmised muutujateta disjunktid 1-4:
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(1) isa(Jaan,Martin),

(2) — isa(Riivo,Veiko),

(3) isa(Martin,Veiko) Vv isa(Riivo,Veiko),

(4) — isa(Martin,Veiko) Vv vanaisa(Jaan,Veiko).

Resolutsioonimeetod vbimaldab disjunktidest 1-4 tuketadis-
junkti vanaisa(Jaan,Veiko), seejuures ei kasuta me Uldse
disjunkti 1:

(2 ja 3 annavad disjunkti 5 sa(Martin,Veiko),
(4 ja 5 annavad disjunkti 6yanaisa(Jaan,Veiko).

Nagu 6eldud, on resolutsioonimeetodi sisuks algsetesilja j
tuletatud disjunktidest Gha uute disjunktide tuletamitke@suta-
des seejuures resolutsiooni- ja faktoriseerimisreegl@igdetatud
disjunktid saab seega jaotada tasemete vahel. Esimesmetase
moodustavad algselt antud disjunktid. Teise taseme matmdds
algselt antud disjunktidest tuletatud disjunktid. Kolrdantaseme
moodustavad esimese ja teise taseme disjunktidest tidetdis-
junktid jne.

Definitsioon 17.1.0lgu S  disjunktide  hulk.  Tahistagu

Res_Fakt(S) koigi disjunktide hulka, mida saab tuletada
hulgast S resolutsioonireegli ja faktoriseerimisreegli Uhekordse
rakendamisega. Defineerime nidd:

T(S) =S,
THL(S) = T'(S) U Res_Fakt(T'(S)),

T*(S) = UTi(S).
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Olgu meil antud jargmised disjunktid 1—4:
1) A,
(2) = AV B,
(3) =BV,
4) - C.

Vaatame, milliseid disjunkte viimastest resolutsioorstoeiga
Uldse tuletada saab. Selleks esitame resolutsiooninmieetun
sammhaaval. Iga tuletussamm koosneb Uhest resolutsegiiir
ja kui voéimalik, siis ka faktoriseerimisreegli rakendapss

Teine tase:

(1 ja 2 annavad disjunkti 5B,

(2 ja 3 annavad disjunkti 6y~ A v C,

(3 ja 4 annavad disjunkti 7y B.

Kolmas tase:

(5 ja 3 annavad disjunkti 8%,

(5 ja 7 annavad disjunkti 9) tuhi disjunkt ehk vastuolu,

(6 ja 1 annavad disjunkti 8 koopi&],

(6 ja 4 annavad disjunkti 103 A,

(7 ja 2 annavad disjunkti 10 koopia} A,

(7 ja 5 annavad disjunkti 9 koopia) tuhi disjunkt ehk vastuol
Neljas tase:

(8 ja 4 annavad disjunkti 9 koopia) tuhi disjunkt ehk vastuol
(10 ja 1 annavad disjunkti 9 koopia) tihi disjunkt ehk vakiuo
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Kuna viimasel, neljandal tasemel on k&ik disjunktid varaate
disjunktide koopiad, siis ei ole resolutsioonimeetodig@malik
enam Uhtegi disjunkti lisaks tuletada.

Vaadeldud néide on resolutsioonimeetodi kasutamise guure
tuupiline: enamasti rakendatakse resolutsioonimeettidjtinktide
hulga vastuolulisusetbestamiseks. Kui vastuolu on leitud, siis
peatatakse t60 kohe, kuna mingit lisainformatsiooni esagi-
letamine ei anna. Meie ndites tuleks t66 peatada kohe péarast
disjunkti 9 tuletamist.

Vastuolu otsimise motiiviks on asjaolu, et mistahes valdmi
tuletatavus on ekvivalentne tema eituseF vastuolulisusega.
Uurime nditeks, kas mingist disjunktide hulgastjareldub mingi
disjunkt D. Valem A = D kehtib parajasti siis, kuA & —D on
vastuoluline, s.t. disjunktide\ & —D hulgast saab tuletada tihja
disjunkti. Meenutame, et disjunktide hulk&',, C», ..., C,} vOib
vaadelda disjunktide konjunktsiooninéd, & Co& ... & C,,.

Uhes &sjatoodud naites tuletasime disjunktidest 1—4 rkisiju
vanaisa(Jaan,Veiko). Oletame, et meid huvitas algul nimelt
kiisimus, kasvanaisa(Jaan,Veiko) on nimetatud disjunktidest
1-4 tuletatav. Seda kisimust saab formuleerida jargmikel
disjunktide hulk 1-4 pluss- vanaisa(Jaan,Veiko) on vastu-
oluline, s.t. kas neist saab tuletada tuhja disjunkti? do&gst:

(1) isa(Jaan,Martin),

(2) — isa(Riivo,Veiko),

(3) isa(Martin,Veiko) Vv isa(Riivo,Veiko),

(4) — isa(Martin,Veiko) Vv vanaisa(Jaan,Veiko),
(5) — vanaisa(Jaan,Veiko).

Tuletus:

(2 ja 3 annavad disjunkti 6 sa(Martin,Veiko),

(4 ja 6 annavad disjunkti 7¥anaisa(Jaan,Veiko),
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(7 ja 5 annavad tlhja disjunkti) vastuolu.

Tlhja disjunkti saab samadest disjunktidest 1-5 tuletaalaek
sel viisil, alustades otsitava disjunkti eitusest (5) niligudes
nd. tagasisuunas:

(5 ja 4 annavad disjunkti 6 isa(Martin,Veiko),
(6 ja 3 annavad disjunkti 7jsa(Riivo,Veiko),
(7 ja 2 annavad tuhja disjunkti) vastuolu.

Vaatame, milliseid disjunkte viimasest hulgast 1-5 resaboni-
meetodiga Uldse tuletada saab. Lisaks néites toodud Higjete
saab tuletada veel ainult Uhe:

(3 ja 4 annavad 8)isa(Riivo,Veiko) Vv
vanaisa(Jaan,Veiko)

Tdestame niid muutujateta resolutsioonimeetodi komuskts
ja taielikkuse, ning naitame seejarel, et muutujatetaudigjde
jaoks on resolutsioonimeetddhendav algoritm

Definitsioon 17.2. Kui D € T*(S), siis Utleme, etD on disjunk-
tide S hulgast resolutsioonimeetodidgaletatav

Teoreem 17.3 (muutujateta resolutsioonimeetodi korrektss).
Kui disjunkt D on disjunktide hulgastS resolutsioonimeetodiga
tuletatav, siis kehtib valer§ = D.

Tdestus. Lihtne induktsioon tuletuse sligavuse jargi.

Induktsiooni baasjuht on olukord, ku3 € S. Sel juhul kehtib
S=D.

Induktsiooni sammu jaoks veendume esiteks, et kui mingi
disjunkt C on tuletatud Uhe resolutsioonireegli rakendusega dis-
junktidele C1 ja C,, siis kehtib lause(C1 & C) = C. Teiseks
veendume, et kui disjunkt’ on tuletatud Uhe faktoriseerimisreegli
rakendusega disjunktil€’;, siis kehtib lauseC; = C. O
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Taielikkuse tbestame tiihja disjunkti ehk vastuolu jaoksves-
tame seejuures, et disjunktide hulk on interpreteeritajudktide
konjunktsioonina.

On mitu resolutsioonimeetodi téielikkuse tdestust. J. iRsxmi
esimene tdestus [Robinson 65] kasutas semantilisi puith Si
esitame R. Boyeri tdestuse [Boyer 71], mis kasutab indodtsi
moodul k.

Definitsioon 17.4. Olgu S disjunktide hulk. Defineerimé(S) kui
kdigi hulgas S esinevate literaalide arvu ja disjunktide arvu vahe,
kusjuures Uhe literaali mitmesugused esinemised hufdastakse
eri literaalideks.

Naide:k{ Av —-B, =A,Av((})=5-3=2.

Teoreem 17.5 (muutujateta resolutsioonimeetodi taielikis).
Kui muutujateta disjunktide hulga¥’ ei ole Uhtegi mudelit (s.tS
on vastuoluline ehk loogiliselt vaar), siis on tuhi disjuriulgast
S resolutsioonimeetodiga tuletatav.

Tdestus. Induktsioonk(S) jargi.

Baasjuht: k(§) = 0. Sel juhul v&rdub literaalide esinemiste
arv hulgassS disjunktide esinemiste arvuga hulgds mistfttu S
koosneb Uheelemendilistest disjunktidest. Sellisel &lukyei ole
mudelit ainult sel juhul, kui mingi literaaliA jaoks kehtib nii
A € S kui —A € S. Sel juhul saab tuletada tihja disjunkti hulgast
S Uhekordse resolutsioonireegli rakendamisega.

Induktsiooni samm: eeldame, et @ k(S) ja teoreem
kehtib kdigi selliste disjunktihulkadeR korral, mille jaoks
k(R) < k(S). Eelduse O< k(S) tbttu peab hulgasS olema va-
hemalt ks mitte-Uheelemendiline disjunkt. Olgu selleksudkt
D:LvAiv...VA, kus O< n. Olgu A saadud disjunktistD
literaali L eemaldamise teeld; v ... Vv A,. Olgu S disjunktide
hulk (§ — D)U{A} ja S, disjunktide hulk(S — D) U{L}. Iga hulga
S1 vBi S mudel on ka hulgaS mudel. Jarelikult, kuna teoreemi
eelduse kohaselt hulgdl mudelit ei ole, pole mudelit ka hulkadel
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S1 ja S2. On lihtne naha, etk(S1) < k(S) ja k(S2) < k(S).
Seega saab induktsiooni eelduse kohaselt tihja disjunktiada
nii hulgast S1 kui S,. Olgu 7> tuhja disjunkti tuletus hulgass,.
Vaatleme kahte juhtu.

Esimene juht: kui tuletuse®, ei ole disjunkti L, siis on 7>
samas ka tuhja disjunkti tuletuseks hulgast mida oligi vaja
tbestada.

Teine juht: kui tuletuses> on disjunkt L, teisendame tule-
tuse T» uueks tuletusekd’,, asendades disjunkii iga esinemise
disjunktiga D, s.0.L Vv A, ja teostades kdik muudetud resolutsioo-
nisammud uuestiT, on korrektne tuletus hulgast, mis 16peb
tihja disjunkti asemel kas disjunktiga voi A; Vv ...V A,.
Viimasel juhul annabn-kordne faktoriseerimisreegli rakendamine
tulemuseks A. Seega saab disjunktide hulgaSt tuletada dis-
junkti A. Kuivord hulgastS;, s.0. (S — D) U {A}, saab eelduse
kohaselt tuletada tiihja disjunkti ning kehti§ — D) C S, siis on
tihi disjunkt tuletatav ka hulgast, mida oligi vaja tbestada. O

Teoreem 17.6.Muutujateta disjunktihulkade jaoks on resolutsioo-
nimeetodlahendav algoritms.t. iga uuritava disjunktihulga jaoks
peatub mingil hetkel meetodi t66, kusjuures vastuolu kegasiis
ja ainult siis, kui disjunktihulgal ei ole thtegi mudelit.

Tdestus. Muutujateta resolutsioonimeetodi taielikkuse teoreemi
jargi tuletab resolutsioonimeetod tihja disjunkti igaisjuhktihul-
gast, millel pole mudelit. Jd&ab Ule vaadata olukorda, kustaw
disjunktihulk S ei ole vastuoluline, s.t. mudel on olemas. Reso-
lutsioonimeetodi korrektsuse teoreemist jareldub, etuahs sel
juhul ei tuletata. HulkS sisaldabN literaali. On lihtne veenduda,
et tuletatud disjunktid koosnevad ainult hulgds sisalduvatest
literaalidest. N erinevast literaalist on véimalik konstrueeridd 2
erinevat disjunkti, seega on tuletatavate disjunktidek hdplik. O

Ulesanded

1. *(R. Kowalski) Esitage laused disjunktidena, kasutades ainult-kons
tante kassja mina
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e Lindudele meeldivad ussikesed.

e Kassidele meeldivad kalad.

e Sdbrad meeldivad teineteisele.

e Minu kass on minu sdber.

e Minu kass s66b kdike, mis talle meeldib.

Mida me saame nendest lausetest jareldada selle kohta, mida minu
kass s60b?

2. *(R. Kowalski) Oletame, et ma usun jargmisi fakte:
e Leidub draakon.
e Draakon kas magab oma koopas voi kitib metsas.
e Kui draakon on néljane, siis ta ei saa magada.
e Kui draakon on vasinud, siis ta ei saa kittida.

Leidke resolutsiooni abil vastused jargmistele kisimustele. Mida
teeb draakon siis, kui ta on néljane? Mida teeb draakon siis, kui
ta on vasinud? Mida teeb draakon siis, kui ta on néljane ja vasi-
nud? Kisimustele vastamiseks kasutage eeldust

e Kui x ei saa teha toiminguy, siis x ei teey.

17.2.2. Uldjuht: muutujaid sisaldavad disjunktid

Jargnevalt vaatame resolutsioonimeetodi rakendamisil,jukui
disjunktid sisaldavad muutujaid. Olgu meil antud andmebaia
megaD:

(1) isa(Jaan,Peeter),

(2) isa(Jaan,Martin),

(3) isa(Martin,Veiko),

(4) isa(Riivo,Leo),

(5) ema(Leena,Leo) Vv isa(Leena,Leo),

(6) — isa(Leena,Leo),
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(7) — isa(x,y) v —isa(y,z) V vanaisa(x,z),
(8) — isa(x,y) v — ema(y,z) V vanaisa(x,z).

Pllame koigepealt tbestada, et andmebaasist jareldube vaid
A: vanaisa(Jaan,Veiko). Nagu varem margitud, kehtib

D = A parajasti siis, kuiD & —A on vastuoluline. Moodus-
tame uue disjunktide hulg®’, lisades andmebaasilp vaite A
eituse

(9) — vanaisa(Jaan,Veiko)

ja pulame saadud)’-st tuletada vastuolu ehk tiihja disjunkti.

Kuidas kasutada muutujaid sisaldavaid vanaisa-reeghdatiu
varem Oeldud, ei tdhista suvaline muutujaid sisaldav vdide
midagi muud, kuiV koigi konkretiseeritud vaidete hulk&us me
konkretiseerimisaall mdistameV ko&igi muutujate asendamist kas
konstantide vOi keerukamate muutujaid mittesisaldavdigekdi-
dega. Selline koéigi konkretiseeritud vaidete hulk on kedmhta
[Bpmatu. Vaite

= isa(x,y) v —isa(y,z) V vanaisa(x,z)

konkretisatsioonide hulka kuuluvad naiteks

— isa(Leo,Leo) Vv — isa(lLeo,Leo) Vv
vanaisa(Leo,Leo),

= isa(Jaan,Martin) Vv — isa(Martin,Leo) Vv
vanaisa(Jaan,Leo),

— isa(Martin,Jaan) Vv — isa(Jaan,Leo) V
vanaisa(Martin,Leo)

jne. jne., millest enamik ei aita meid kuidagi vaiteana-
isa(Jaan,Veiko) tuletamisel. Kuidas leida sobiv konkretisee-
ring? Lihtsaim, kuid vaga ebaefektivne meetod on kdigi kten
tiseeringute jarjestikune proovimine, lootuses kunadgjivso peale
sattuda. Resolutsioonimeetodi peamine idee ongi sell@igi k
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konkretiseeringute proovimise asendamine efektiivsemeetm
diga.
Meenutame varem esitatud muutujateta resolutsiooniteeg|
A1V AV ...VA, —Ai1VByVvV...VB,
AV ...VA,VByVv...VB,

Jargnevas eeldame, et reegli eelduses esinevad disjuriitied
sisaldada muutujaid. Modifitseerime resolutsioonirgegimoodi,

et literaal A1 vasakpoolses eelduses ja ja literaal parempoolses
eelduses ei ole enam tapselt Uhesugused: olgu parempoolses
eeldusesA; asemel literaald].

Et resolutsioonireegel oleks korrektne, peame nuid ndudma
et (muutujaid sisaldavaid) literaal¢; ja A} saab samasugusteks
konkretiseerida ehkinifitseerida S.t. asendades reegli vasakpool-
ses disjunktis osa muutujaid uute objektidega, saameadiieA |
konkretiseeritud variandi, mille tahistame kui;o. Oluline on,
et saaksime ka parempoolse disjunkti muutujaid uute odbjekt
dega asendades algseli-st erineva literaaliA} konkretiseerida
selliseks literaaliksA}7, et Aj7 ja Ajo on tapselt hesugused.

Muutujateta resolutsioonireegli modifitseerimise idee jéngy-
mine: ei proovita |abi mitte k&iki vdimalikke konkretiséeguid,
vaid ainult neid, mis v@imaldavad rakendada resolutsieeg-
lit. Viimases ndites ei ole mingit motet katsetada disjunkt
konkretisatsiooni = isa(Leo,Leo) Vv — isa(lLeo,Leo) V
vanaisa(Leo,Leo), kuna mingeid uusi resolutsioonireegli ra-
kendamisvBimalusi see ei anna.

Jatkame naite uurimist. Tahame rakendada resolutsiooni-
reeglit disjunktidele 2 ja 7, s.o0.isa(Jaan,Martin) ja
= isa(x,y) v —isa(y,z) Vv vanaisa(x,z). Selleks tuleb
nende esimesed literaalid unifitseerida. Esimest disjuakbm
kuidagi konkretiseerida ei saa, teise disjunkti saame aga
konkretiseerida vajalikule kujule:= 1isa(Jaan,Martin) Vv
—= isa(Martin,z) Vv vanaisa(Jaan,z). Selleks asendasime
muutujax konstandigalaan ning muutujay konstandigaMartin.

Taolisi muutujate asendusi nimetatakseibstitutsioonideks
ning neid pannakse kirja jargmisel viisi{x1/t1, ..., x,/t,}, kus
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iga x; on muutuja ning iga; on nimetatudy; asemele substituee-
ritav objekt.
Oma ndites rakendasime disjunktile substitutsiobxiJaan,

y/Martin}. Pdarast substitutsiooni rakendamist saame kasu-

tada muutujateta resolutsioonireeglit, mis annab uueurnks
— jisa(Martin,z) Vv vanaisa(Jaan,z). Unifitseerivat substi-
tutsiooni (meie naite{x/Jaan, y/Martin}) nimetatakseunifit-
seerijaks

Sooviksime jargnevalt rakendada resolutsioonireeglifit- v
tes Uheks eelduseks viimati tuletatud disjunkti ja teiseled-
duseks disjunkti 3:isa(Martin,Veiko). Selleks, et lite-
raalid — isa(Martin,z) ja isa(Martin,Veiko) unifitsee-
rida, rakendame esimesele eeldusele substitutsigaypiVeiko},
mis annab disjunkti = disa(Martin,Veiko) Vv vana-
isa(Jaan,Veiko). Resolutsioonireegliga tuletame nidd disjunkti
vanaisa(Jaan,Veiko), millest leiame disjunkti 9 abil jargmisel
sammul vastuolu. Tuletuskaik oli kokkuvétlikult jargmine

(2 ja 7 annavad disjunkti 10 isa(Martin,z) V
vanaisa(Jaan,z),

(10 ja 3 annavad disjunkti 11yanaisa(Jaan,Veiko),
(11 ja 9 annavad tihja disjunkti) vastuolu.

Siiani jai lahtiseks kusimus, kuidas leida vajalikku unrifit
seerivat substitutsiooni ja milline see peaks tapselt aleBriti
keeruliseks muutub olukord siis, kuindlemad unifitseeritavad
literaalid sisaldavad muutujaid. Olgu meil tegu kahe mjiste
disjunktiga, kusx, y, u ja v on muutujad:

P(a,x,y) vV S(x,y) ja —=P(u,v,b) v R(u,v).

Esimest kaht aatomiP(a,x,y) ja P(u,v,b) saab unifitseerida
mitmel viisil, naiteks konkretiseerides molemad kas &tdiks
P(a,a,b) voi literaaliksP(a,b,b). Resolutsioonimeetodi idee on
rakendadaminimaalseidsubstitutsioone, jattes alles k&ik muutujad,
millesse otseselt substitueerida vaja pole. Resolutsiteetod
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rakendab seega substitutsiodni/a, y/b, x/v}, kus komponent
{x/v} lihtsalt nimetab muutuja Umber. Mainitud substitutsiooni
{u/a, y/b, x/v} rakendamine annab disjunktid

P(a,v,b) v S(v,b) ja —P(a,v,b) v R(a,v),

millest resolutsioonireegel tuletab uue disjunkfi(v,b) Vv
R(a,v).

Minimaalset unifitseerivat substitutsiooni nimetatakk@ige
Uldisemaks unifitseerijakdNimi on pdhjendatud, kuna selline uni-
fitseerija konkretiseerib literaale nii vahe kui vdimaliBaab tbes-
tada, et mistahes kahel unifitseeritaval literaalil on iiksa kbige
Uldisem unifitseerija (muutujate Umbernimetamist arvesta).

Minimaalse unifitseerija leidmise juures tekitab lisake@ist
asjaolu, et literaalis vdivad peale muutujate ja konstientlla ka
keerukamad objektidfunktsionaalsed termjdmis on funktsiooni
rakendused argumentidele. Naiteks vdime arvwutu votmise te-
het valjendada funktsionaalse termigaut(x), kahe arvux ja y
korrutamise tehet termiga(x,y). Arvu x korrutist omaenda ruu-
duga saab siis véljendada funktsionaalse terriga, ruut(x))
ning literaali, mis Utleb, etx % x = ruut(x), saame kirjutada
vordub (* (x,x), ruut(x)).

Defineerime mdoistéerm

Definitsioon 17.7.
1. Iga muutuja ning konstant aierm

2. lga konstruktsioonf (z1, ..., t,), kus 0< n, f on funktsio-
naalsiimbol ja iga; on term konkreetsemaltfunktsionaal-
term

3. Termi saab konstrueerida ainult Ulaltoodud reeglite 1 ja 2
abil.

Mainitud lisakeerukuseks on asjaolu, et ei saa olla substi-
tutsiooni, mis muudaks samaseks mingi muutyjga sedasama
muutujat x sisaldava funktsionaaltermi. Pldame nditeks unifit-
seerida literaale®(x,x) ja P(y,f(y)). Esimeste argumentide
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ja y unifitseerimise jarel saadud substitutsiodlyi/x} rakendades
muutub termf(y) termiks f(x) ning meil tuleb jargmisena uni-
fitseerida muutuja funktsionaalse termig&(x). Viimane on aga
vOimatu!

Defineerimeunifitseeritavusga kdige uldisema unifitseerija

Definitsioon 17.8. Utleme, et termid; ja z» on unifitseeritavagl
kui leidub substitutsioonr, nii et

1o = 1r0.

Termide 71 ja » kdige Uldisem unifitseerijeon substitutsioonp,
mis rahuldab tingimusi:

1. p on termider; ja > unifitseerija.

2. 11 ja tp iga unifitseerijac korral leidub substitutsioon, nii
et
o=Top,

s.t. iga termir korral o (1) = t(p(2)).

Literaalide unifitseeritavus ja kdige Uldisem unifitsesergefi-
neeritakse samamoodi.

Joonisel 17.1 toodud algoritrmgu arvutab literaalide voi
termide x ja y kbige uldisema unifitseerija. Edaspidi kasutamegi
kahe literaali vbi termix ja y kb&ige uldisema unifitseerija ta-
histamiseks kirjaviisimgu(x, y). Luhendmgutuleb ingliskeelsest
véljendistmost general unifieja on resolutsioonialases kirjanduses
standardne. Algoritmi lahtikirjutamata osad t&hendavadymist.
term ja substitution tahistavad termi ja substitutsiooni tlupi.
Konstant EMPTYSUBST téhistab tlihja substitutsioor{i}, konstant
NOSUBST tahistab, et antud termidel ei saagi olla unifitseerivat
substitutsiooni. Funktsioonidvariable ja constant kontrol-
livad, kas argument on muutuja vdi konstant. Funktsidength
votab argumendiks funktsionaalse termi ja annab sellenaegu
tide arvu. Naiteks on termruut(x) argumentide arv Uks, termi
*(x,x) argumentide arv kaks, termii(x, ruut(x)) argumentide
arv samuti kaks.part(x,i) annab termix i-nda argumendi,
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substitution mgu(x,y)
term x,y;

{

int 1;

substitution g;

if x==y return EMPTYSUBST;
else if variable(x) return mguvar(x,y);
else if variable(y) return mguvar(y,x);
else if (constant(x) || constant(y)) return NOSUBST;
else if (Tength(x) != Tength(y)) return NOSUBST;
i=0;
g=EMPTYSUBST;
while (i<=length(x)) {
s=mgu(part(x,i),part(y,i));
if s==NOSUBST return s;
g=compose(g,s);
x=substitute(x,qg);
y=substitute(y,qg);
i=i+l;
3
return g;

}

substitution mguvar(x,y)
term x,y;

{
if occurs_in(x,y) return NOSUBST;
else return makesubstitution(x,y);

}

Joonis 17.1. Unifitseerimisalgoritm.

315

kusjuures argumendiks O loetakse funktsionaalsumboléiteKs
on termi *(x, ruut(x)) argumendiks 0 funktsionaalsiimbdl,

argumendiks 1 muutujax ja argumendiks 2 funktsionaalterm
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ruut (x). Funktsiooncompose annab kahe substitutsiooni Uhen-
damise resultaatsubstitutsioonsiybstitute(x,g) rakendabx-le
substitutsioonig ja annab tulemuseks saadud resultaattemalke -
substitution(x,y) konstrueerib substitutsioonix/y}. Funkt-
sioonoccurs_in kontrollib, kas esimene argument esineb kusagil
teise argumendi sees.

Moned unifitseerimisnaited (meenutame, et muutujaid téhis
vad meil simbolidx, y, z, u, v, w):

e mgu(P(a,x), P(y,b)) = {y/a,x/b}.

o mgu(P(x,T(x)), P(f(y),w)) = {x/Fly),u/F(f(y))}.
e mgu(L(g(x,x)), L(g(f(a),f(a)))) = {x/f(a)}.

e mgu(R(a,b), R(a,b)) = {}.

e mgu(P(a,x,x), P(y,b,y)) ei eksisteeri.

e mgu(P(f(x),f(x)), P(f(y),y)) ei eksisteeri.
mgu(P(f(x),g(x)), P(f(y),f(y))) ei eksisteeri.

Esitame nuud resolutsioonireegli Gldkuju. Viimane erimetu-
tujateta erijuhust selle poolest, et araldigatavad litkdaei pea
olema identsed, vaid unifitseeritavad, ning allesjaantedaalidele
rakendatakse &aralBigatud literaalide unifitseerijat.

Ai1VAV...VA, —-BiVvBvVv...vB,
(AoVv...VA,VByVv...VB,)o
Enne resolutsioonireegli rakendamist tuleb alati kotitta] kas
disjunktid A1 v Ao v ...V A, ja—=B1V By V...V B, sisaldavad
Uhiseid muutujaid. Kui jah, siis tuleb thes disjunktis mujadl
Umber nimetada, nii et Uhiseid muutujaid ei jaaks. Rakemdam
naiteks resolutsioonireeglit jargmistele disjunktidele

P(g(x),x,f(y)) v R(x,y) ja— P(x,a,z) Vv S(x,2).

Kuna mélemad sisaldavad muutujat, nimetame teises dis-
junktis x Umber u-ks: = P(u,a,z) Vv S(u,z). Kom-
mentaariks: kui muutujat Umber ei nimetata, pole mainitud

o = mgu(Az, By).
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kahe disjunkti esimesed literaalid unifitseeritavad. Niéda
mgu(P(g(x),x,f(y)), P(u,a,z)) ={u/g(a),x/a,z/f(y)}
ja tuletame disjunktR(a,y) v S(a,f(y)).
Jargnevalt meenutame muutujateta disjunktide faktaiisée
reeglit, mis kbrvaldas disjunktist Ulearused literaalidmpiad:
A1VALIV AV ...V A,
Ai1VAV...VA,

Uldisel, muutujatega juhul sisaldab ka faktoriseeringged unifit-
seerimist:

A1V AV A3V...VA,

(Ao VA3V ...VA)o
Faktoriseerimisreegli rakendamise néiteid:

o = mgu(Az, A2).

e Disjunktist P(x,y,y) Vv P(a,y,z) Vv S(x,y,z) tuletame
disjunkti P(a,y,y) Vv S(a,y,y).

e Disjunktist R(x,y) Vv R(y,x) Vv R(a,a) tuletame kolm
disjunkti, faktoriseerides vastavalt literaale 1, 2 v6i3ly0i
2, 3: R(x,x) Vv R(a,a) jaR(a,a) Vv R(a,a) jaR(a,a)
VvV R(a,a). lgalhele saadud disjunktidest saab omakorda
rakendada faktoriseerimisreeglit, mis annab kdikidetydbl
samasuguse Uhest literaalist koosneva disjuidi, a) .

Resolutsioonimeetodi taielikkuse Uks alus Herbrandi teo-
reem mille esitame siin tdestuseta. Viimane on suhteliselinéh
jatame tdestuse leidmise harjutuseks lugejale.

Definitsioon 17.9. Disjunktide hulgaS Herbrandi universumiks
nimetatakse kdigi selliste muutujaid mittesisaldavatenide hulka,
mida saab moodustada hulgas sisalduvatest konstantidest ja
funktsionaalsiimbolitest. Kui hulga$ konstante pole, lubatakse
kasutada suvalist konstanti

Teoreem 17.10 (Herbrandi teoreem).Disjunktide hulkS on vas-
tuoluline parajasti siis, kui eksisteerib I6plik vastuldhe muu-
tujaid mittesisaldavate disjunktide hulko; U ... U So,, kus iga
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substitutsioons; asendab kdik hulga$ esinevad muutujad termi-
dega hulgaS Herbrandi universumist.

Tdestame nlidd resolutsioonimeetodi taielikkuse uldjuhul
Tdestus kasutab muutujateta resolutsioonimeetodi kkiede tdes-
tust koos jargnevadstmislemmagaViimane Utleb sisuliselt, et
kbige Uldisemat unifitseerijat kasutav resolutsioonietejatab
kdikvBimalikud muutujaid mittesisaldavate konkretisadsidega
tehtavad resolutsioonisammud.

Lemma 17.11 (tdstmislemma).Olgu D1 ja D, kaks ilma Uhiste
muutujateta disjunkti. Olgu,0 ja Doo antud disjunktide konk-
retisatsioonid, mis ei sisalda muutujaid. Olgu disjurikttuletatud
disjunktidest D10 ja D»o resolutsioonireegli Uhekordse raken-
damisega. Siis saab disjunktided); ja D, resolutsioonireegli
Uhekordse rakendamisega tuletada sellise disjuti et mingi
substitutsioonip jaoks kehtibR = R'p.

Tdestus. Kuna R on saadud disjunktideleDio ja Do reso-
lutsioonireeglit rakendades, siis sisaldab disjurlbic literaali
Lo ja disjunkt Dyo literaali —L'o, nii et Lo = L'o ja
R = (Dio — Lo) vV (Do — —=L'0), kus (D;oc — Lo) tahistab
literaali Lo eemaldamist disjunktisD;o. Olgu L literaalile Lo
vastav literaal disjunktisD, ja —L’ literaalile —=L’c vastav literaal
disjunktis D,. Kuna literaalidel L ja —L’ on lemma eelduse
kohaselt unifitseerijar, siis on neil ka kdige Uldisem unifitseerija
w = mgu(L, L"). Jarelikult saab disjunktidel®, ja D, rakendada
resolutsioonireeglit, 1digates ara literaalid ja —L’ ning andes
tulemuseks disjunktiR’: (Dip — L) vV (Do — —L'p). Kuna
kdige Uldisema unifitseerija definitsiooni jargi eksistieesubsti-
tutsioon p, nii et o = p o u, siis kehtib R = R’p, mida oligi vaja
tbestada. O

Tostmislemmat saab lihtsalt laiendada, vottes lisaksofadde-
rimisreegli. Jargnevas tdestuses eeldataksegi, et gistegiel on
faktoriseerimisele laiendatud.
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Teoreem 17.12 (resolutsioonimeetodi taielikkus)Kui  disjunk-
tide hulgal S ei ole Uhtegi mudelit (s.tS on vastuoluline ehk
loogiliselt vaar), siis on tuhi disjunkt hulgast resolutsioonimee-
todiga tuletatav.

Tdestus. Olgu disjunktide hulk S vastuoluline. Herbrandi teo-
reemi jargi eksisteerib siis 16plik vastuoluline muutdjainittesi-
saldavate disjunktide hulk’: So1U...USo,, kus iga substitutsioon
o; asendab koik hulgas esinevad muutujad termidega hulga
Herbrandi universumist. Muutujateta resolutsioonimeietéielik-
kuse teoreemist jareldub, et resolutsioonimeetodiga $addpst
S’ tuletada tUhja disjunkti. Olgu” nimetatud tuletus. Asendame
tuletusesT iga algdisjunkti Do; vastava disjunktigaD hulgasts.
Tdstmislemma jargi saab siis Uhe muutujateta resolutaomu
resultaadid asendada unifitseerimist sisaldava resotutisiammu
resultaatidega jne., kuni terv& on teisendatud tuhja disjunkii
tuletuseks hulgass. O

Teatavasti tdestasid Turing ja Church 1930. aastatel predi
kaatarvutuse mittelahenduvuse. Resolutsioonimeetotulpaval-
dub mittelahenduvus asjaolus, et erinevalt muutujatetpumktide
juhust ei peatu suvalisele mittevastuolulisele disjunkgale ra-
kendatud resolutsioonimeetod alati, vaid v6ib jdada |Gpsemni
tuletama uusi disjunkte. Selliselt kaitub resolutsioosétod nai-
teks disjunktihulgale

{=P(X) VP(F(X)), Py Vv = P(f(y))}
rakendatuna.

Ulesanded

3. Kontrollige termide unifitseeritavust ning leidke nende koidei-
semad unifitseerijad:

@ p(f(y),w, g) ja pu,u,v);
d) p(f(»,w,g) ja p,u,v);
(€) pla,x, f(g(y) Jja p(z h(z,w), f(w)).
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4. *Leidke unifitseerimisprobleemi

mgu(f(-x27 X3, ..., .Xn), .f(g(-xlv -xl)a g(-x27 xz)a MR g(-xnfla -xn*l)))

lahend. Naidake, et see kasvab amvusuurenedes eksponentsiaal-
selt.

17.2.3. Lahenduste otsimine

Siiani oleme resolutsioonimeetodit rakendanud ainelifja-
kisimustele vastamiseks: teoreemi saab kas tdestada.vdi ei
Resolutsioonimeetodit saab aga rakendada ka sellistele ki
simustele vastamiseks: “Leia niisugune et teoreem kehtiks
objekti ¢ jaoks”.
Toome naiteks jargmise andmebaasi:

(1) isa(Jaan,Peeter),

(2) isa(Jaan,Martin),

(3) isa(Martin,Veiko),

(4) isa(Riivo,Leo),

(5) — isa(x,y) v —isa(y,z) V vanaisa(x,z).

Kisime niid: “Kes on Veiko vanaisa?”. Lahenduse leidmiseks
lisame andmebaasile Veiko vanaisaks olemise vdite eitjdse,
tes vanaisa positsioonile muutuja ning lisades vaiteldstgmse
lahendusliteraati

(6) — vanaisa(x,Veiko) Vv lahendus(x).

Modifitseerime resolutsioonimeetodit pisut: laseme tpéhtuda,
kui on tuletatud kas tuhi disjunkt v&i ainult lahendusktale
sisaldav disjunkt. Viimasel juhul on tuletatud lahendesiali
argument otsitav lahendus.

(2 ja 5 annavad disjunkti 7 isa(Martin,z) Vv
vanaisa(Jaan,z),
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(7 ja 3 annavad disjunkti 8yanaisa(Jaan,Veiko),
(8 ja 6 annavad disjunktilahendus(Jaan).

Kisimustel vdivad olla kamitteihesed lahendusedellisel
juhul tuletab meetod disjunkti, mis sisaldab mitu erinevattte-
unifitseeritavat lahendusliteraali. Lihtne naide: diditide

(1) pCa) v p(b),
(2) = p(x) Vv lahendus(x)

hulgast saab tuletada disjunkt(b) v Tahendus(a) ning viima-
sest omakordd ahendus(b) Vv lahendus(a). Uhest lahendust
ei ole antud juhul vdimalik tuletada.

17.2.4. Vorduspredikaat

Uks olulisemaid nii loogikas kui rakendustes ettetulevaick-
dikaate onv@rdus Voérdusega on pdhimdtteliselt v&imalik for-
maliseerida kdike, mida loogikavahenditega formaliskersaab.
Vorduse kasulikkus matemaatikateoreemide, elektroskéemide
ja arvutiprogrammide formaliseerimisel motiveerib sjztksete
meetodite valjatéotamist vBrduse kasutamisel tuletustes

Kasutame vorduspredikaadiks edaspidi harilikku vordumssu
bolit =. Literaal = (71, t») tahistab siis termide; ja r, vordsust.

Kuna sumbolil =" puuduvad maagilised omadused, mis ta
iseenesest vordust valjendama panevad, tuleb vérdukpegdie-
fineeridajargmiste disjunktidega:

Drefleksiivsus =(X,X),
Dsiimmeetria = =0, y) VvV =(y,x),
Diransitiivsus — =(X,y) vV = =(y,2) Vv =(x,2),

asendus literaali—= =(x;, ;) V =Py, ..., X, ..., uy) V
P(uy, ..., v, ..., uy),
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asendus termi= =(x;,y;) vV f(u1, ..., Xi, ..., uy) =
f(uJ.’""yi"“’un)!

kus viimased kaks disjunkti, asendus literaali ja asendusif on
vordsete termide asendatavust formaliseerivad disjskdeimid.
Vorduse defineerimisel mingi konkreetse disjunktide hujgoks
tuleb iga predikaatsiimboli ja funktsionaalsiimboli jaoksgutada
eraldi valjan konkreetset asendust formaliseerivat disjunkti, kus
on antud simboli argumentide arv.

Naide: koosnegws kolmest theliteraalilisest disjunktist:

(1) = p(fF)),
(2) p(b),
(3) =(f(a@,b).

Tlhja disjunkti tuletamiseks hulgast on tarvis defineerida vor-
Dyransitivsusi@ jargmised kaks asendust defineerivat disjunkti:

(4) = =0,y) V= pG) VvV py),

(6) = =0, y) v =(f0,f(y)).

Vastuolu tuletus:

(3 ja Dsiimmeetriggdnnavad disjunkti 6)=(b,f(a)),
(6 ja 4 annavad disjunkti 7> p(b) Vv p(f(a)),
(2 ja 7 annavad disjunkti 8p(f(a)),

(1 ja 8 annavad tuhja disjunkti) vastuolu.

Varduspredikaati defineerivate disjunktide kasutamineeso-
lutsioonimeetodi jaoks kohmakas ja ebaefektivne medtdteks
vlimaldab Dyransitivsus UKSi tuletada |6pmatu arvu uusi dis-
junkte, mida tegelikult vastuolu leidmiseks kunagi tareislahe.
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Vorduspredikaadi aksiomatiseerimise asemel kasutatedsaut-
sioonimeetodi juures enamasti spetsiaalset lisare@glitparamo-
dulatsioonireeglit
Alt]VAiv...VA, =(t,t2))VB1V...VB,
(A[tsJVAL...VA,VB1V...VB,)o
kus A[r] tahistab positiivset v3i negatiivset literaali, mis $isb
termi 7, mis ei ole muutuja, ningA[#,] tahistab sedasama literaali,
kus term: on asendatud termiga. Lisaks reegli dsjatoodud kujule
kasutame vorduspredikaadi siUmmeetria tdttu veel teist, Kkijis
literaal = (11, t;) on asendatud literaaliga (2, 11).
Paramodulatsioonireegli abil saab sooritada termide dasen
otse, s.t. asendada Uhe literaalis leiduva termémaga vordse
termiga rp, sOltumatult termis asukohast literaalis. Ndue, et
ei oleks muutuja, on kasutusel ainult efektiivsuse huvides
paramodulatsioonireegel on korrektne ka ilma selliseapguta.
Paramodulatsiooni kasutades saame eelmisest naitest tule
tada vastuolu, kasutamata vorduspredikaati aksiomatia&k dis-
junkte:

o = mgu(t, 1)

(3 ja 1 annavad paramodulatsiooni abil disjunkti 4)p(b),
(2 ja 4 annavad tihja disjunkti) vastuolu.

Esitame jargmise teoreemi ilma tdestuseta.

Teoreem 17.13 (paramodulatsiooni taielikkus). Tahistagu
Sasendus@sendust defineerivate disjunktide hulka disjunktihulga
S jaoks. Kui disjunktide hulk

S U {Drefleksiivsus Psiimmeetria Dtransitiivsug Y Sasendus

on vastuoluline, siis on tihi disjunkt hulgastu { Dyefieksiivsus
paramodulatsioonireegliga taiendatud resolutsioonitodeabil tu-
letatav.

17.2.5. Loogikavalemi teisendamine disjunktide hulgaks

Kasutamaks resolutsioonimeetodit esimest jarku pretikaatuse
valemi tdestamisel, on tarvis uuritav valem kdigepealjudistide
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ole elementaarne. Meetodi nimi tuleb leiutaja, Norra l&agi
Thoralf Skolemi (1887-1963) nimest.

hulgaks teisendada. Selle teisenduse jaoks eksisteetimeidi
algoritme, kusjuures moned algoritmid annavad teatudugledt
vaiksemaid ja resolutsioonimeetodi jaoks sobivamaidudigjde
hulki kui teised. On olemas ka selliseid algoritme, kus h&so
sioonimeetod kombineeritakse disjunktideks teisendusdignaa-
miliselt, s.t. resolutsioonimeetodit hakatakse rakeralguba enne,
kui kogu valem on disjunktide hulgaks teisendatud.

o Kui olemasolukvantori abil ehitatud alamvalemA ei
ole Uhegi uldisuskvantory mdjupiirkonnas, siis asen-
dame alamvalemilxA valemigaA’, kus A’ on saadud
valemist A, asendades seal muutuja uue konstan-

Esitame siinkohal Uhe suhteliselt lihtsa disjunktidekiseeda- diga a. Uue konstandiall mdtleme suvalist konstanti,
mise algoritmi. Olgu meil antud esimest jarku predikaatéuse mida ei ole teisendatavas valemis. Toome naite. Va-
valem F. lemisVxP(x,a) & IyQ(y, y) ei asudyQ(y, y) Uhegi

Uldisuskvantori mdjupiirkonnas, seega kaotame ole-

masolukvantori ja asendame muutyj&konstandigab:

VxP(x,a)& Q(b, b). NB! konstantia ei vBi asenduseks

kasutada, kuna ta juba on teisendatavas valemis.

1. Teisendame valenfi ekvivalentseks valemik&;, asendades
valemis F kOik seostega= ja < konstrueeritud alamva-
lemid ekvivalentsete alamvalemitega, mis sisaldavad ltainu
seoseid—, V ja &:

e Asugu nuud alamvalerixA mingi hulga uldisuskvan-

e A= B asendame valemigaA v B, torite Vyi1, Vys, ...,Vy, mdjupiirkonnas. Asendame

e A & B asendame valemigé~A v B) & (=B V A).

. Teisendame valem#; ekvivalentseks valemikd, nihuta-
des eitusseosed sissepoole, elementaarvalemite etteksSel
kasutame jargmisi asendusi:

e ——A asendame valemiga,

e —(A & B) asendame valemigaA v —B,
e —(A Vv B) asendame valemigaA & —B,
e —VxA asendame valemigax—A,

e —3IxA asendame valemigéx—A.

. Teisendame valemi, ekvivalentseks valemikg3s, nime-
tades k8ik muutujad selliselt umber, et kahel eri muutujal
oleksid alati erinevad nimed, s.t. Ukski muutuja valemis ei
oleks seotud rohkem kui Uhe kvantoriga. Néide: teisendame
valemiVx P(x, x) & IxQ(x) valemiksVx P (x, x) & IyQ(y).

. Teisendame valemiF; valemiks F4;, kaotades kdik ole-
masolukvantoridd. See sammskolemiseerimineon teisen-
dusalgoritmi juures kdige keerulisem ja selle korrektsus e

alamvalemi 3xA valemiga A’, kus A’ on saadud

valemist A, asendades muutuja uue funktsionaal-

termiga f(y1, y2, ..., y»), Kusjuures funktsionaalsiim-
bol f on uus, s.t. f el esine teisendatavas va-
lemis. Naide: valemisvxVy3zP(f(z),x,y,z) asen-

dame muutujaz termiga g(x, y), mis annab valemi

VxVyP(f(g(x, ), x,y, g(x, y)).

5. Teisendame valenti, ekvivalentseks valemikss, eemalda-

des koik Uldisuskvantorid. Muutujad valemisFs on niid
nn. vabad muutujad

. Teisendame valem#s ekvivalentsekskonjunktiivsel nor-

maalkujul olevaks valemiksFs. Selleks teisendame k&ik
alamvalemid kujul A v (B & C) ekvivalentsele kujule
(AVB)& (AV(O).

. Valem Fg on nild kujul C;1 & C2 & ... & C,, kus iga

C; on disjunkt. Teisendame valenfiz disjunktide hulgaks
{C1,C>, ..., Cu}.
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Naitena toome valemi

Vx((VyP(x,y)) = =Vy(Q(x,y) = R(x, y)))
sammsammulise teisenduse disjunktide hulgaks:

L Vx(=(VyP(x,y) V=VYy(=Q(x,y) V R(x, y)))

2. Vx(@y=P(x,y)) vV @yQ(x,y) & =R(x, y)))

3. Vx(@y—P(x, y)) vV (F20(x, 2) & ~R(x, 2)))

4. Vx(=P(x, f(x)) v (Q(x, g(x)) & =R(x, g(x))))

5. =P (x, f(x) vV (Q(x, g(x)) & =R(x, g(x)))

6. (=P(x, f(x)V Ox, g(x)) & (=P(x, f(x))V—R(x, g(x)))
7. {=P(x, f(x)) vV Qx,8(x)), —P(x, f(x))V ~R(x,g(x))}

Enamik Ulaltoodud teisendussammudest annab tulemudeks la
tevalemiga ekvivalentse valemi. Ainsa erandina ei annteVake-
miga ekvivalentset tulemustkolemiseeriminaning seetbttu ei ole
ka kogu teisenduse |Bpptulemus lahtevalemiga loogiliskitiva-
lentne. Automaatse teoreemitdestamise tarvis piisabagejsest
Skolemi tdestatud teoreemist.

Teoreem 17.14.0lgu F esimest jarku predikaatarvutuse valem ja
Sk(F) selle valemi skolemiseeritud kujd. on vastuoluline siis ja
ainult siis, kui Sk(F) on vastuoluline.

Peamisi ebameeldivusi disjunktideks teisendamisel &lmi
tab eelvimane samm, mis asendab k&ik alamvalemid Kkujul
AV (B & C) ekvivalentse, kuid suurema kujugadv B)& (AvV C).
Viimase asenduse t6ttu vdib alguses suhteliselt vaikeikaoglem
teiseneda vaga suureks disjunktihulgaks.
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17.3. Resolutsioonimeetodi strateegiad ja
rakendused

Resolutsioonimeetodi ks ebameeldivamaid kiilgi on suwdgah
mittevajalike disjunktide (naiteks korduvate disjunididtuleta-
mine. Meetodi efektiivsuse suurendamise peamine vahend on
selliste variantide ehk strateegiate valjatbétamine, tuistaksid
voimalikult vahe disjunkte, kaotamata samas taielikkust.

Esitame siin resolutsioonimeetodi mdne kasutatavamaestra

gia.

17.3.1. Neelamisstrateegia ja tautoloogia kdrvaldamine

Neelamisstrateegia on pea kbige universaalsem resaloisiee-
todi strateegiatest, seda saab kombineerida enamikie tetsh-
teegiatega ning ta on realiseeritud praktiliselt kdigitomaatse
teoreemitdestamise programmides.

Definitsioon 17.15. Disjunkt D’ neelab disjunkti D, kui mingi
substitutsioonio ja disjunkti I" jaoks kehtibD = (D’ v IN)o.

Sisuliselt tdhendab disjunkid neelamine disjunktiD’ poolt,
et D’ on lldisem v6i sama dUldine (vimasel juhud’ = D)
kui D: kdik, mis tuleneb loogiliseltD-st, tuleneb kaD’-st. Kui
D’ neelabD, siis kehtib alatiD’ = D.

Naide: disjunktp(x) Vv r(y) neelab disjunktip(a) v r(v)
Vv s(2).

Neelamisstrateegiaeisneb jargmises kahes piirangus:

1. Kui viimati tuletatud disjunkti D neelab kas moni va-
remtuletatud v&8i lahtedisjunkt, siis kdrvaldatakge kohe,
s.t. edasises tuletamises teda ei kasutata.

2. Kui viimati tuletatud disjunktD ise neelab kas mdne varem
tuletatud voi lahtedisjunktir, siis kdrvaldatakser kohe.
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Teoreem 17.16.Neelamisstrateegia sdilitab resolutsioonimeetodi
taielikkuse.

Tdestus. Induktsioon sammude arvu jargi vastuolu tuletuses. In-
duktsiooni baas on triviaalne. Induktsiooni samm: olgyudikt D
tuletatud resolutsioonireegli rakendamisega disjuektid; ja D>.

Kui asendada disjunkb; teda neelava disjunktig®;, siis kehtib
Uks kahest: muudetud tuletussammu result@dt neelab dis-
junkti D vdi D; neelab ise disjunktD. Analoogiline vaide kehtib
faktoriseerimisreegli kohta. O

Tautoloogia korvaldamise strateegia on sarnane neelaaiiss
teegiaga.

Definitsioon 17.17. Tautoloogiliseks nimetame disjunkte
Lv—=LvT, kusT' on mingi disjunkt.

Antud strateegia seisneb tautoloogiliste disjunktide deats
kdrvaldamises. Strateegia sailitab resolutsioonimedtodlikkuse:
tdestuseks piisab, kui margata, et disjunktiddsty =L ja D
resolutsioonireegliga saadud disjunk’ neelab eelduseks oleva
disjunkti L v —=L.

17.3.2. Toetushulga strateegia

Tbestuse otsimisel on tihti tegu olukorraga, kus on etteucant
suur hulk suhteid ja omadusi defineerivaid valemeid, mingten
maatikavaldkonna formalisatsioon vdi faktide/reeglitedmebaas.
Sellise definitsioonide kogu vdi andmebaasi puhul on enamas
teada, et antud valemite hulk ei ole vastuoluline.

Taolisest valemite hulgask mingi jarelduse J tegemine
tahendab valemK = J tdestamist, s.tK & —J vastuolulisuse
naitamist. Teisendame valemii disjunktide hulgaksK’ ja valemi
—J disjunktide hulgaks/’. Eesmargiks on hulgagt’ U J’ tuletada
vastuolu.

Kui K’ sisaldab palju disjunkte, siis tekib sageli olukord, kus
resolutsioonimeetod juba esimestel tasemetel tuletakiiksn K'-s
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leiduvatest disjunktidest tohutu hulga uusi disjunkte|lesi ena-
mikku vastuolu tuletamiseks kasutada ei saa. Kill aga sidiju
nende disjunktide tuletamine ajakulu ja muudab vastudtimese
aarmiselt raskeks. Resolutsioonimeetod nd. ei hooli Asjgoet
on tarvis ndidata nimelt valemi jareldatavust.

Toetushulga strateegia eesmargiks on suunata resohitsioo
meetodit vastuolu otsimisel alustama nimelt valemistliikudes
otsitavast jareldusest tagasisuunas faktide poole.

Olukorras, kus otsitaksek’ U J’ vastuolu, ning on teada,
et K’ ei ole vastuoluline, nimetatakse hulk# hulga K’ U J’
toetushulgaks

Toetushulga strateegipiirab resolutsioonireegli rakendamist,
ndudes, et vahemalt Uks reegli kahest eeldusest peab khsriauu
toetushulka v@i olema toetushulga strateegiaga tulet&tokk raske
tbestada, et toetushulga strateegia séilitab resoluisia@etodi
taielikkuse.

Vaatame naitena jargmist disjunktide hulka, vottes didjud
toetushulga ainsaks elemendiks ja kasutades toetushtrigtees
giat.

(1) pGO Vv q(x);

(2) = p(@ Vv r(;

(3) =~ alx) Vv r;

4) — r(a.

Esimesel tasemel saab tuletada kaks disjunkti:

(4 ja 2 annavad disjunkti 5% p(a), mis neelab disjunkti 2;
(4 ja 3 annavad disjunkti 6} q(x), mis neelab disjunkti 3.
Teisel tasemel saab tuletada kaks disjunkti:

(5 ja 1 annavad disjunkti 7} (a);

(6 ja 1 annavad disjunkti 8p(x), mis neelab disjunkti 1.

Kolmandal tasemel annavad disjunktid 7 ja 6 vastuolu.
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17.3.3. Jéarjestatud resolutsioon

Jarjestatud resolutsioown ks sellistest tdestuse otsimise stratee-
giatest, mille juures keelatakse osa resolutsioonireddjlinalikke
rakendusi. Jarjestatud resolutsioon ei ole Uks konkrestha¢eegia,
vaid pigem terve strateegiate perekond, mille iga liigdisearib
Uht kindlat literaalide jarjestamise viisi disjunktis.

Jarjestatud resolutsiooni strateegia on jargmine:

o Defineeritaksditeraalide jarjestus> disjunktis, s.t. meetod,
mille alusel saab iga kahe literaali ja B jaoks kontrollida,
kas A > B.

e Resolutsioonireeglil keelatakse disjunktis sellisterégalide
araldikamine, millest suuremaid (jarjestuse mottes) lite-
raale disjunkt sisaldab. Niisiis, reeglit

AiVAV...VA, -BiVByVv...VB,
(AoVv...VA,VByV...VB,)o

o = mgu(Ay, B1)

vOib rakendada ainult juhul, kui Uhegi literaali; korral
ei kehti A; > A; ning Uhegi literaali B; korral ei kehti
Bi > —Bj.

Naide. Defineerime jarjestuse-1, kasutades jarjestamiseks
literaalis esinevaid predikaatsiimboleid:

P>149>17qg>17p>17r>1> T

Vaatame, milliseid disjunkte jargmisest; abil jarjestatud dis-
junktihulgast tuletada saab. Paneme taheleygetlubab nendest
disjunktidest ara Idigata ainult kdige esimesi disjunkte:

(1) pGO VvV a(x);
(2) = p@ Vv r(x;
(3) = a0 v r();
(4) — r(.
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Esimesel tasemel saab tuletada theainsa disjunkti:
(1 ja 2 annavad disjunkti 5y(a) Vv r(x).

Teisel tasemel saab tuletada kaks disjunkti:

(5 ja 3 annavad disjunkti 6)y(a) Vv r(x);

(6 annab faktoriseerimisel disjunkti #(a).

Disjunkt 7 neelab disjunktid 3 ja 6 ning annab kolmandal rizsle
koos disjunktiga 4 vastuolu.

Vordluseks: piiranguteta resolutsioonimeetodiga saasjesést
disjunktihulgast tuletada enam kui kakskiimmend uut digjun

Jarjestatud resolutsiooni taielikkuse tdestamiseks peited
universaalset meetodit ning tdestus sOltub sageli jdgestde-
finitsioonist. Uldjuhul ei saa jarjestusstrateegiaid kamekrida
toetusstrateegiaga ning mitut eriti tugevat jarjestassagiat ei
saa kombineerida ka neelamisstrateegiaga. Kisimusetekdik
sellised jarjestused, mis on sdéltumatud muutujate Umivestiai-
misest, sdilitavad resolutsioonimeetodi taielikkusele paamatu
kirjutamise hetkeks vastust veel leitud.

Uks lihtsamaid, samas aga vaga praktiline jarjestamismdeet
on jarjestada literaale polaarsuse jargi, naiteks lugedgatiivseid
literaale suuremaks kui positiivseid.

Olgu meil jallegi tegemist reeglite/faktide andmebaasikja
millest pudame tuletada disjunkii. Teatavasti saab iga disjunkti
esitada implikatsioonina: kehtib valem

(=N1Vv...v=N,VPiV...VP,) & (N1&...&N, = P1V...VP,).

Jargmises néaites kuuluvad disjunktid 1-2 andmeb&asinil-
lest plltakse tuletada disjunkti 3 eitus. lllustratiivesuluvides
esitame disjunktid k&rvuti oma implikatsioonikujuga.

(1) = M) Vv PX) M(x) = P(x)
(2) M(a) M(a)
3) —-P@ P(z) =
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Kasutame koOigepealt jarjestust, kus negatiivsed litetatilevad
enne positiivseid. Sel juhul saab esimesel tasemel taeteadd
Uhe disjunkti: disjunktid 1 ja 2 annavaki(a), ning viimane an-
nab teisel tasemel vastuolu disjunktiga 3. TGestuse aisiralgas
seegafaktidestandmebaasi¥k’, jdudes I8puks soovitud jarelduse
tuletamiseni.

Jargmisena kasutame vastupidist jarjestust: positiiecha-

lid tulevad enne negatiivseid. Esimesel tasemel annavatd niu

disjunktid 3 ja 1 disjunkti—= M(x), millest teisel tasemel tule-
tame koos disjunktiga 2 vastuolu. Tdestuse otsimine algagas
soovitud jareldusest ning joudis 16puks faktideni andnasizak .

Vaga keeruline on vastata kisimusele, milline jarjestusisali
juhul paremini sobib, s.t. pdhjustab vaiksema arvu didjdiek
tuletamise. Vaatame kahte naidet, kus esimeses on eslistatind
faktidest jarelduseni teises agajareldusest faktideni Esitame
andmebaasis olevad disjunktid implikatsioonidena.

Esimene naide. Olgu meil jargmine andmebaas:

putukas(x) = elusolend(x)
imetaja(x) = elusolend(x)
sipelgas(x) = putukas(x)
mesilane(x) = putukas(x)
amb1ik(x) = putukas(x)
Tovi(x) = imetaja(x)
tiiger(x) = imetaja(x)
sebra(x) = imetaja(x)

Oletame, etZeke on sebra. Kisime: kageke on elusolend?
Kasutame jarjestatud resolutsiooni, kus negatiivsedakiéd tule-
vad enne positiivseid, s.t. otsingu suund on faktidestldaseni.
Kirjutame valja kdik tuletatavad disjunktid, eraldadessesmed
horisontaaljoonega. Disjunktid 1 ja 2 on meie kisimuseseig
vastavad lahtedisjunktid.
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(1) sebra(Zeke)
(2) — elusolend(Zeke)

(3) imetaja(Zeke)

(4) elusolend(Zeke)

(5) vastuoTu.

Jargmisena kasutame vastupidiselt jarjestatud resodutisi po-
sitiivsed literaalid tulevad enne negatiivseid, s.t. mgsi suund
on jareldusest faktideniKirjutame jallegi valja koik tuletatavad
disjunktid.

(1) sebra(Zeke)
(2) — elusolend(Zeke)

(3) — putukas(Zeke)
(4) — imetaja(Zeke)
(5) — sipelgas(Zeke)
(6) — mesilane(Zeke)
(7) — amblik(Zeke)
(8) — 10ovi(Zeke)

(9) — tiiger(Zeke)
(10) — sebra(Zeke)
(11) vastuolu.

Nagu naha, tuletatakse viimase jarjestuse kasutamiseal koeatju
rohkem disjunkte kui esimese jarjestuse korral.
Teine naide. Olgu meil jargmine sebrade andmebaas:

sebra(x) = imetaja(x)
sebra(x) = triibuline(x)
sebra(x) = keskmiselt_suur(x)

imetaja(x) = elusolend(x)
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elusolend(x) = soe(x)

triibuline(x) = mittelhevarviline(x)

triibuline(x) = mittetdpiline(x)

keskmiselt_suur(x) = mittevaike(x)

keskmiselt_suur(x) = mittesuur(x)

Uurime, kas asjaolust, eZeke on sebra, jareldub, eZeke

on mittesuur. Kasutame kdigepealt otsingut suunaga fedttid

jarelduseni. Disjunktid 1 ja 2 on meie kiisimuse eituseldavasl
l&htedisjunktid.

€D
(2)

sebra(Zeke)

— mittesuur(Zeke)

3)
(4)
©))

imetaja(Zeke)
triibuline(Zeke)

keskmiselt_suur(Zeke)

)
>
(®
(€©))

elusolend(Zeke)
mittelhevarviline(Zeke)
mittetdpiline(Zeke)
mittevadike(Zeke)

(10) mittesuur(Zeke)

(11) vastuolu.

Jargmiseks kasutame otsingut suung@@eldusest faktideni mis
vastupidi esimesele naitele on praeguse andmebaasi jauksvalt
efektiivsem.

D)
(2)

sebra(Zeke)
— mittesuur(Zeke)

(€))

— keskmiselt_suur(Zeke)

(4)

— sebra(Zeke)

€))

vastuolu.
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17.4. Naiteid ja rakendusi

Niddisaegsed resolutsioonimeetodil pdhinevad automdatsee-
mitbestamise programmid tuletavad sekundis mitu tuhgtirgks.
Seejuures tehakse iga tuletatud disjunktiga tavalise#l vaulk
mitmesuguseid operatsioone, nagu neelamiskontrollyrisj liht-
sustamine jne., mis vdivad kulutada tunduvalt rohkem aeagja k
disjunkti tuletamine ise.

Kuitahes Kiiresti tbestajad ka disjunkte ei tuletaks, edgsé
keegi mddda asjaolust, et tuletatavate disjunktide hubvida ta-
semete I6ikes kiiremini kui eksponentsiaalselt. Sugave#djusid
samme sisaldavate tdestuste tdisautomaatne leidmine neistbin
kaugeltki alati — pigem vastupidi. Keeruliste tbestustéomaatse
leidmise nimel to6tatakse pidevalt valja uusi strateegjaiheuris-
tikaid — viimaste efekt on palju suurem kui arvutikiirustagpi-
vOi kiimnekordsel kasvamisel.

Vaatame niidd mdningaid mittetriviaalseid, samas aga tdtte
tlemaara keerulisi naiteid mitmest sfaarist.

17.4.1. Algebra

Esimene naide on suhteliselt lintne teoreem riihmatedoi@gu
meil kahekohaline assotsiatiivhe tetiekoos pddrdelemendi vot-
mise funktsioonigai. Tdestame, et kui sellisel tehtel on pa-
rempoolne Uhikelemene, siis on seesama ka vasakpoolne
tihikelement.

Disjunktid 1-3 formaliseerivad pdord- ja Uhikelemendi gin
tehte * assotsiatiivsuse. Disjunkt 4 on teoreeki(x(e, x) = x)
skolemiseeritud eitus.

(1) =C*(x,i0)),e)

(2) =(*(x,e),x)

(3) =C(x,*(y,2)),*(*(x,¥),2))
(4) = =(*(e,0),0)

(B5) =(x,x)
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Toestuse otsimisel kasutame paramodulatsiooni. Autamaat
teoreemitBestaja leiab vastuolu sekundi murdosa valéebsp ligi
poolteise tuhande disjunkti tuletamist. Jargnevas t8estwn kdik
sammud peale viimase paramodulatsioonireegli rakendused

(2 ja 3 annavad 8x(*(x,*(e,y)),*(x,y))

(1 ja 3 annavad 10k(*(x,e),*(*(x,y),i(y)))
(8 ja 1 annavad 46} (* (x,*(e,i(x))),e)

(2 ja 10 annavad 145%(x,*(*(x,y),1(y)))

(1 ja 145 annavad 175¢(x,*(e,1(i(x))))
(175 ja 46 annavad 2063 (* (i (x),x),e)

(206 ja 145 annavad 2333(i (x),*(e,1(x)))
(233 ja 175 annavad 5603 (x,i(i(x)))

(560 ja 175 annavad 569 (x, *(e,x))

(569 ja 4 annavad 1421} =(c,c)

(5 ja 1421 annavad tihja disjunktiastuoTu.

17.4.2. Metaloogika

Teise naite vOtame loogika vallast. Uurime selliseid kikass
lise lausearvutuse valemeid, mis sisaldavad ainult lausaujaid
ja implikatsiooni. tukasiewicz tdestas, et taoliselt aqiird klas-
sikalise lausearvutuse aksiomatiseerimiseks piisatkdisaodus
ponen§ reeglile Uhestainsast aksioomiskeemist:

(x=2y)=20=>(z=x)= (U= x)).

Taielikkuse tBestamiseks tuleb nimetatud aksioomigtdus po-
nensiga tuletada ko&ik harilikud implikatsiooni formaliseead
aksioomiskeemid. Siinses naites tuletame neist ainult Beece’i
reegli:

(x=y)=x)=x).
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Implikatsiooni x = y esitame termi kujul:i (x,y). Literaal
p(z) Utleb, etz on tuletatav lausearvutusvalem. Disjunkt 1 forma-
liseerib modus ponerisreeglit, disjunkt 3 tukasiewiczi aksioomi
ja disjunkt 2 Peirce’i reegli Uldkehtivuse eitust.

(1) =p0) v = pGx,y)) v ply)
(2) = pGiCiCica,b),a),a))
@) pEEEM,Y),2),1((Z,x),1,x))))

Tuletusreeglina kasutambuperresolutsioonireeglit mis teeb
korraga mitu harilikku resolutsioonisammu. Antud néaitesstab
Uiks huperresolutsioonisamm téapselt Uheledus ponerisreegli
rakendusele ja koosheb seega kahest jarjestikusestkharii-
solutsiooni sammust. Toestuse leidmiseks kulub mitu sdikun
mille jooksul tBestaja tuletalta 20 000 disjunkti, millest 90%
neelatakse.

(3, 1, 3 annavad 4)
pGGAEGMX,Y),1(z,y)),iCy,u)),ilv,ily,u))))

(4, 1, 4 annavad 5p(i(x,i(i(y,2),i(z,1(y,2)))))

(4, 1, 3 annavad 6p(i (i (i (x,i(y,2)),1C(u,y),ilv,y))),
i(w,1CGCu,y),1(v,¥)))))

(5, 1, 5 annavad 7p(i G (x,y),iCy,10x,y))))

(7, 1, 3 annavad 12p(i (i (i (x,1Cy,x)),y),i(z,¥)))

(6, 1, 12 annavad 15p(i(x,iCGi(y,2),i(z,2))))

(15, 1, 15 annavad 20p(i (i (x,y),iCy,y)))

(20, 1, 12 annavad 23p(i (i (x,y),i(x,y)))

(23, 1, 3 annavad 26p(i (i (i (x,y),x),1(z,x)))

(26, 1, 3 annavad 50p(i (i (i (x,y),i(y,2)),iCu,iCy,z))))

(50, 1, 3 annavad 94)
PG GG ,1C¢y,2)),1(u,y)),i(v,i(u,y))))

(94, 1, 3 annavad 490p (i (x,i (i GCy,2),u),2),i(y,2))))
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(490, 1, 490 annavad 498G GG A GY),2),Y),1(x,¥)))

(498, 1, 3 annavad 507)
PG GGOG,Y),1G(X,y),2)),i(u, G (X,y),2))))

(507, 1, 26 annavad 1143 (x,i GG Y,2),y),¥)))
(1143, 1, 1143 annavad 116)Xi (i (i (x,y),x),x))

(1162, 2 annavad tihja disjunktyastuolu.

17.4.3. Programmide verifitseerimine

Kolmanda nditena vaatame arvutiprogrammi korrektsusestaée
mist.

Kirjutame funktsionaalse programnihter, mis arvutab kahe
loendi Uhisosa.

Definitsioon 17.18. Loend on andmestruktuur, mis ehitatakse in-
duktiivselt tlhjast loendishil ja suvalistest termidest — loendi
elementidest — paarikonstruktod abil. Loendile x elemendih
lisamisel saadud uus loend ath,x).

Naiteid: arvuloend 1, 2, 5, 15 kirjutatakse(1,c(2,c(5,
c(15,ni1)))), konstantide loend e,e,d kui c(e,c(e,
c(d,niT))).

Defineerime kdigepealt funktsionaalse programmym, mil-
lega saab kontrollida, kas loend sisaldab teatud elementi:

mem(x,nil) = FALSE
mem(x,c(y,z)) = if x =y then TRUE
else mem(x, z)
Avaldis mem(x,y) annab tdese resultaadTRUE siis ja

ainult siis, kui loendy sisaldab elementi; vastasel korral on
resultaadiksFALSE.
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Nudd saame kirjutada kahe loendi Ghisosa arvutava programm
inter, mis kasutab funktsiooninem:

inter(nil, y) = mnil
inter(c(x, v),z) = if mem(x,z) then c(x,inter(y,z))
else inter(y, z)

Jargnevas eeldame, et programmem korrektsus on juba
tBestatud fakt.

Meie eesmargiks on tbestada,ieter on korrektne, s.tinter
arvutab alati Gige resultaadi. Enne kui saame hakata otsima
tbestust, peab olema tépselt defineeritud, milline on dgas
arvutamisedige resultaat peame defineerima ehdpetsifitseerima
thisosa mdiste. On lihtne veenduda, et jargmine valem sobib
Ulhisosa olemasolu spetsifikatsiooniks:

VxVy3zVu((mem(u, x) & mem(u, y)) <& mem(u, z)).

Valem (tleb, et suvalise kahe objekti ja y jaoks on selline
objekt z, et mingi objektu on korraga niix kui y element
parajasti siis, kui ta o element.

Uhisosa olemasolu valemit modifitseerides saame kergesti
valemi, mis vaidab, etinter(x,y) annab alati loenditex ja y
korrektse Uhisosa:

VxVyVu((mem(u, x) & mem(u, y)) < mem(u, inter(x, y))).

Viimati toodud valemi testamine ongi meie eesmark.

Jargmise sammuna teisendame funktsionaalsed programmid
mem ja inter neile ekvivalentseteks loogikavalemiteks. Parema
loetavuse méttes kirjutame edaspidi literaalizy, o) kujul 11 = 15.
Programmmem annab:

Vx(—mem(x, nil))) & (Vx, y, z(mem(x, c(y, 2)) <
(x =y Vv mem(x, 2))).
Programmiinter teisendame valemiteks
Vy(inter(nil, y) = nil),
Vx,y, z(mem(x,y) = inter(c(x, z),y) = c(x, inter(z, y)))
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ja

Vx, y, z(—mmem(x, y) = inter(c(x, z), ¥y) = inter(z, y)).

Arve, loendeid ja muid potentsiaalselt |dpmatuid objekte k
sitlevate teoreemide tdestamiseks ei piisa enamasti gtlubsamest
jarku predikaatarvutusest. P8hjuseks asjaolu, et I6prsimtiktuur
defineeritaksénduktsiooniprintsiibiganing tdestuste juures on see-
tottu samuti vaja rakendada induktsiooni. Harilikuks ikidiooni
kasutamise valdkonnaks on aritmeetika ning analoodilis@ét
masega kasutatakse induktsiooni teoreemide tbestanuisatite
kohta.

Voéimalikke induktsiooniskeeme on Idpmatu arv, ning kui in-
duktsiooni testamise juures tarvis laheb, siis laheblstgeis ka
mitmesuguseid eraldi tbestatavaid lisalemmasid. Metamaatika
positsioonilt vdib selle asjaolu kohta Oelda lihtsalt, atnaeetika
ja loendite teoorigpole normaliseeritavadPraktikas tahendab see
puhta esimest jarku predikaatarvutusega vorreldes sisarab-
kusi tbestuse otsimisel: tarvis on leida sobiv induktsiskeem
ning vajalikud lisalemmad. On mitu automaatset teoreessit
jat, mis putavad vajalikke induktsiooniskeeme ja lisalexnith
leida, kuid keerukamatel juhtudel on see taisautomaatsiist
jaoks véaga raske, s.t. otsimine votab lootusetult kaua.aSgh
puhul kasutatakse interaktiivseid slsteeme, kus kassiajmab
slisteemi sobiva induktsiooniskeemi ning lisalemmade digivja
laseb susteemil alles seejarel automaatselt tegutseda.

Kaesoleva teoreemi tdestamiseks piisab siiski kdige dihtst
tutpi induktsiooniskeemi,struktuurse induktsioonkasutamisest,
samuti ei l&Ahe vaja lisalemmasid, mida peaksime eraldi-t6es
tama hakkama. Seesuguse juhuga saavad automaatsed igwhikts
kasutavad susteemid kergesti hakkama.

Jargmine reegliskeem on selline struktuurse induktsio@ni
riant loendite jaoks, mis kasutab induktsiooni jaoks mjattu;.

Vx((Vxz...x,.A{x1/x}) =
Vxo...x,. . A{x1/nil} Yhxa...x,.A{x1/c(h, x)}))
Vx1...x,.A
A kohale tuleb paigutada tbestatav valem. Eeldatakse, etujauu
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x1 asemele vOib substitueerida ainult loendeid, st.on loendi
tuupi. Esimene eeldus reegliskeemis on induktsiooni badem A
kehtib, kui muutujax; asendada tihja loendigal. Teine eeldus
reegliskeemis on induktsiooni samm: eeldamed éehtib suvalise
loendi x jaoks ning jareldame sellest, dt kehtib, kui loendilex
lisada suvaline elemerit.

17.4.4. Induktsiooni baas

Induktsiooni baasjuht on valem
YyVu((mem(u, nil) & mem(u, y)) < mem(u, inter(nil, y))),

mis tuleb tbestada, kasutades programmiden ja inter teisen-
dust loogikavalemiteks.
Esitame probleemi teisenduse disjunktihulgaks:

Q) x=x

(2) Ginter(nil,y) = nil)

(3) — mem(u,y) Vv (inter(c(u,x),y) = c(u,inter(x,y)))
(4) mem(u,y) Vv (inter(c(u,x),y) = inter(x,y))

(5) — mem(x,nil)

(6) — mem(x,c(y,z)) Vv (x =y) VvV mem(x,z)

(1) = (x = y) v mem(x,c(y,2))

(8) — mem(x,z) Vv mem(x,c(y,z))

(9) — mem(su,nil) v — mem(su,sy) Vv
— mem(su,inter(nil,sy))

(10) mem(su,nil) v mem(su,inter(nil,sy))
(11) mem(su,sy) Vv mem(su,inter(nil,sy))

Disjunktid 2, 3 ja 4 saame programmhter teisendusest,
disjunktid 5, 6, 7 ja 8 programmhem teisendusest ning disjunktid
9, 10 ja 11 baasjuhu valemi teisendusest. Konstandida sy

saame muutujate ja y skolemiseerimisel.
Vastuolu tuletame vaga lihtsalt:
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(2 ja 5, paramodulatsioon: 14y mem(x,inter(nil,y))
(10 ja 5, resolutsioon: 46hem(su,inter(nil,sy))

(46 ja 14 annavad tihja disjunktjastuolu.

17.4.5. Induktsiooni samm

Induktsiooni sammuks on valem

Vx((VyVu((mem(u, x) & mem(u, y)) <& mem(u, inter(x, y)))) =
(YhVy1Yui1((mem(uy, c(h, x)) & mem(uy, y1)) <
mem (uy, inter(c(h, x), y1))))),

mis tuleb tbestada, kasutades programmiden ja inter teisen-
dust loogikavalemiteks.
Probleemi teisendus disjunktihulgaks:

(11) (x = x)

(10) Ginter(nil,y) = nil)

(1) — mem(u,y) Vv (inter(c(u,x),y) = c(u,inter(x,y)))
(14) mem(u,y) Vv (inter(c(u,x),y) = inter(x,y))

(2) = mem(x,nil)

(3) = mem(x,c(y,z)) v (x =y) VvV mem(x,z)

4) = (x =y) Vv mem(x,c(y,z))

(5) — mem(x,z) VvV mem(x,c(y,z))

(6) — mem(u,sx) v — mem(u,y) VvV mem(u,inter(sx,y))
(7) mem(u,sx) v — mem(u,inter(sx,y))

(8) mem(u,y) v — mem(u,inter(sx,y))

(15) mem(sul,c(sh,sx)) Vv mem(sul,inter(c(sh,sx),syl))
(16) mem(sul,syl) v mem(sul,inter(c(sh,sx),syl))

(9) — mem(sul,c(sh,sx)) v — mem(sul,syl) Vv
— mem(sul,inter(c(sh,sx),syl))
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Esimesed disjunktid saame jallegi programmidéer ja mem
teisendusest. Viimased kuus disjunkti saame sammuvalss@n-
dusest. Konstandidx, sh, syl ja sul saame muutujate, #,
y1 ja uy skolemiseerimisel.

Saadud disjunktihulgast vastuolu tuletamine on juba Kdlla

raske Ulesanne. Sobiva otsimisstrateegia kasutamisslatkinti-
disaegsed tdestajad vastuolu paari minuti jooksul, tdéstatle
kimne tuhande disjunkti. Meie kasutatud tbestaja leitudtus
sisaldab Ule kolmekimne hiper- ja paramodulatsioonisaniies-
tuse siigavus on 20 taset. Sellise stigavusega tdestustéskdid ei
ole enam praktiliselt vbimalik kasutada strateegiat, koiseejarg-
mise tasemeni liikumist tuletatakse ko&ik disjunktid antademel.
Selle asemel kasutatakse heuristikaid, mis kontsentezkriule-
tuse susteemile perspektiivsemana néivate disjunktideasu Mitu
jargneva tuletuse sammu sisaldab mitme reegli jarjestnddmist.
Jatame reeglite leidmise lugeja hooleks.

(11, 4 annavad: 17pmem(x,c(x,y))

(14, 9 annavad: 50ymem(sul,c(sh,sx)) v —mem(sul,syl) Vv
—mem(sul,inter(sx,syl)) Vv mem(sh,syl)

(16, 14 annavad: 67phem(sul,syl) Vv mem(sul,inter(sx,syl))
v mem(sh,syl)

(16, 1 annavad: 69pmem(sul,syl) v
mem(sul,c(sh,inter(sx,syl))) v —mem(sh,syl)

(15, 3 annavad: 118pem(sul,inter(c(sh,sx),syl)) Vv sul=sh
v mem(sul,sx)

(15, 14 annavad 139%em(sul,c(sh,sx)) Vv
mem(sul,inter(sx,syl)) Vv mem(sh,syl)

(67, 8 annavad: 160phem(sul,syl) Vv mem(sh,syl)

(160, 3 annavad: 175pem(sul,syl) v mem(x,syl) Vv
—mem(sh,c(x,y)) VvV mem(sh,y)

(175 annab: 181mem(sul,syl) v —mem(sh,c(sul,x)) Vv
mem(sh, x)
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(69, 160 annavad: 500yem(sul,syl) Vv (4876, 5 annavad: 489%em(sul,c(x,sx))
mem(sul,cCsh,inter(sx,sy1))) (4891, 5 annavad: 492%em(sul,c(x,inter(sx,sy1)))

(500, n:?ezlggjxa?;seorsglsexm(Ss;ll),)syl) v sul=sh v (4922, 4751, 4899 annavad tuhja disjunktidstuoTu.

(508, 8 annavad: 534yem(sul,syl) Vv sul=sh
(534, 181, 17 annavad: 56@em(sul,syl) v mem(sh,x)
(560, 2 annavad: 568pem(sul,syl)

(568, 3 annavad: 576ymem(x,syl) v —mem(sul,c(x,y)) V
mem(sul,y)

(139, 576 annavad: 798)em(sul,inter(sx,syl)) Vv
mem(sh,syl) v mem(sul,sx)

(798, 7 annavad: 835ypem(sh,syl) v mem(sul,sx)

(798, 6, 568 annavad: 84@G)em(sul,inter(sx,syl)) Vv
mem(sh,syl)

(835, 5 annavad: 864yem(sh,syl) v mem(sul,c(x,sx))
(450, 864, 568, 846 annavad: 73figm(sh,syl)

(4736, 1 annavad: 4740, 4739nter(c(sh,x),syl)=
c(sh,inter(x,syl))

(118, 4740 annavad: 4748)em(sul,c(sh,inter(sx,syl))) Vv
sul=sh v mem(sul,sx)

(9, 4740, 568 annavad: 475BHmem(sul,c(sh,sx)) Vv
—mem(sul,c(sh,inter(sx,syl)))

(4748, 3 annavad: 478%ul=sh v mem(sul,sx) Vv
mem(sul,inter(sx,syl))

(4789, 7 annavad: 47933ul=sh v mem(sul,sx)

(4793, 4751, 17 annavad: 4813jmem(sul,c(sh,sx)) Vv
mem(sul, sx)

(4813, 4793, 17 annavad: 487@Gepm(sul,sx)
(4876, 6, 568 annavad: 489Mem(sul,inter(sx,syl))



18. Loogiline
programmeerimine ja
Horni disjunktid

Programmeerimiskeeli ja -meetodeid saab klassifitseamimel
moel. Meie raamatu kontekstis sobib jaotada programméerim
keeled kdigepealt kahte gruppi.

Imperatiivsed keeled sobivad samm-sammult, kindlas jarjekorras
téidetavate algoritmide esitamiseks. Programmid kuadav
endast arvutile antavate kdskude jada. Tuntumad imperatii
sed keeled on C, Basic, Pascal, Java, objektorienteeritud
keeled ja assemblerkeeled. Teoorias kasut@taingi masin
sobib puhtalt imperatiivse keele néiteks.

Imperatiivsete keelte peamiseks eeliseks on arvuti tege-
vuse tapse kontrollimise ja suunamise v@imaldamine, mis
enamasti tagab maksimaalse tdokiiruse.

Miinusteks on programmeerimise suur t6é6mahukus — la-
henduskaigu kdik detailid tuleb sisteemile esitada — ning
suured raskused programmide anallidsimisel, naiteks opti-
meerimise, verifitseerimise voi paralleliseerimise tsurvi

Deklaratiivsed keeled sobivad algoritmi esitamiseks kaskude ja-
dast abstraktsemal viisil. Programmeerija ei pruugi alati
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koiki algoritmi detaile kirja panna, vaid vdib esitada ot-
sitava lahendusekirjelduse ning juba programmi taitmise
kdigus otsustab silsteem automaatselt, mis viisil tapselt
lahendust otsida. Deklaratiivseteks keelteks vbib arl@a
gilise programmeerimise keeled (naiteks Prolog) ja mitu
funktsionaalset keelt (naiteks Haskell). Teoorias kdauta
lambda-arvutuson puhtalt funktsionaalse deklaratiivse keele
naide.

Deklaratiivsed keeled v6imaldavad kirjutada enamikkugpro
ramme kiiremini ja mugavamalt kui imperatiivsed keeled —
programmeerija ei pea koéigi detailide eest hoolt kandma.
Tunduvalt lihntsam on ka programmide analllds, naiteks
programmi automaatsel kohandamisel paralleelarvutiles k
programmi téitmise juures tootab samaaegselt hulk protses
soreid.

Peamiseks miinuseks on programmide vaiksem téokiirus —
deklaratiivne programm ei pruugi kill alati aeglasem olla
kui imperatiivne, kuid on seda harilikult siiski. Pdhjusek
on siin keele automaattranslaatori véaiksem intelligentsu
kogenud programmeerijaga vorreldes.

Mitte iga Ulesannet ei ole deklaratiivselt mugavam esitada
kui imperatiivselt — moni Ulesanne sobib oma iseloomu pstole
imperatiivse paradigmaga, moni deklaratiivsega.

Reaalsed programmeerimiskeeled ei ole peaaegu kunagilpuht
imperatiivsed vOi deklaratiivsed. Imperatiivset ja de#tavset
programmeerimisviisi tuleb kasitleda kui programmeesenpara-
digmasid. Konkreetsed programmeerimiskeeled kalduvduterm
kas Uhte vdi teise paradigmasse, kuid puhtpragmaatilictelut-
lustel plitakse konkreetsete keelte sisse ehitada v@imaitmest
paradigmast.

Nuuldisaegsed imperatiivsed keeled, naiteks C, sisaldpatuad
deklaratiivse keele elemente, ning vastupidi: deklanagii keel
Prolog vBimaldab soovi korral Upris imperatiivse prograeemi-
misstiili kasutamist. Traditsiooniliseflinktsionaalsed keeletisp,
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Scheme ja ML sisaldavad nii imperatiivseid kui deklaratgid
konstruktsioone.

Imperatiivsed keeled jaotatakse edawsotseduraalsetekqC,
Pascal jms.) jabjektorienteeritudkeelteks (SmallTalk, Java jms.).
Pikemalt me imperatiivsetel keeltel ei peatu.

Deklaratiivsed keeled jaotatakdeogilise programmeerimise
keelteks(néide: Prolog), kus otsitavat lahendust kirjeldatakse lo
gika keeles, jafunktsionaalse programmeerimise keeltgkgide:
Haskell), kus lahendust kirjeldatakse funktsioonide lgayu— ka
viimast saab tegelikult kasitleda kui teatud tldpi loogiksteemi.

Peatiki Ulejaanud osas tutvustame pogusalt 1970. aafdate a
ses leiutatud loogilise programmeerimise keelt Prolodlenmimi
on luhend ingliskeelsest valjendist “Programming in légiero-
logi aluseks on inglise arvutiteadlase Robert Kowalsketépanek,
et Horni reeglit

P <q1,...,4n
saab lugeda niprotseduraalselt

e Programmi p arvutamiseks tuleb arvutada tema alamprog-
rammid gz, ..., ga,

kui ka deklaratiivselt
e Kui g1, ..., g, on tdesed, siis on ka tbene.

Siiski tuleb markida, et ei ole métet samastada loogilistgpam-
meerimist ja Prologi. Resolutsiooni asemel vdib programenings-
keele aluseks olla ka mdni teine loogika tuletusstisteensinlis
on ainult programmide kirjutamise mugavuses ning taitneifek-
tiivsuses.

Jargneva materjali esituse juures eeldatakse varasemvat tu
mist automaatse teoreemitdestamise peatikiga.

18.1. Prolog

Prolog on esimene ja kasutatavaim loogilise programmeéssim
keel. Prologile lisaks on vélja tootatud mitu uuemat losgil
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programmeerimise keelt ja slsteemi, ning nende arendaorine
ulatuslik ja levinud uurimisteema. Siin piirdume ainulastlardse
Prologi p6himdtete esitamisega. Tuleb arvestada, et §isolaro-
grammeerimise dppimiseks kaesoleva peatiki mahust &i. piis

Prologi pdhiidee on nduda otsitava lahenduse kirjeldaesst
mest jarku predikaatarvutuse keeles, kusjuures Prologiesin
sisaldab teatud tllpi automaatset teoreemitdestajatpmisime-
line automaatselt otsima ja tuletama lahendust.

Sellegipoolest ei ole Prolog siiski automaatse teoreersith
mise silsteem: viimast realiseeriv mehhanism on Prologga va
piiratud, spetsiifiline ja loogiliselt mittetdielik, s.toogika mottes
eksisteerivad lahendused vdivad vahel leidmata jaada.

Prolog on esmajoones programmeerimisstisteem ning sobib
eriti hasti ekspertsiisteemide programmeerimiseks. Bnogeeri-
jale antakse v@imalus suunata Prologi automaatset tedfsesm
tajat — nimetame seda edaspidi Prologi otsingumootoriks —
nii, nagu programmist soovib. Prologi mootor otsib lahestdu
lintsa ning kindlalt maaratud otsimismeetodiga — mingisitg
programmeerijale ennustamatut omaloomingut Prologi ordet
ei lubata.

Konkreetsemalt on Prologi mootori aluseks resolutsio@eim
todi teatud mittetdielik strateegia.

18.1.1. Horni disjunktid ja otsingumootor

Prologi programm orHorni disjunktide kogu. Horni disjunkt on
selline disjunkt, mis ei sisalda rohkem kui Uhte posititvisieraali.

Prologi kirjaviisi jargi on k&ik suure algustdhega sfnadg-di
junktidesmuutujadning vaikese algustahega sonad kaastandid
predikaadidvdi funktsioonisimbolidProlog sisaldab konstantidena
ka numbreid ja sdnesid.

Prologi kontekstis jaotatakse k&ik programmi moodustavad
disjunktid ehklausedjargmiselt.

Faktid on Uhestainsast positiivsest literaalist koosnevad rksid.
Naiteks:isa(jaan,peeter).
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Reeglid on Uhest positiivsest literaalist ja UOhest vdi mitmest
negatiivsest literaalist koosnevad disjunktid.

Traditsiooniliselt kirjutatakse positiivne literaal fligkti al-
gusesse, seejarel tuleb eraldussimbel ning 16puks ko-
madega eraldatud negatiivsed literaalid, mille eest eitus
simbol on &ra jaetud. Nagu fakti nii ka reegli l6petab
alati punkt. Eraldussumbolit - v8ib lugeda kui vasakule
suunatud implikatsioonix=. Naitena toome isapoolse vana-
isareeqli:

vanaisa(X,Z) :- isa(X,Y), isa(Y,Z2).

Paringud on Uhest v8i mitmest negatiivsest literaalist koosnevad
disjunktid.

Péaring ei ole niivdrd Prologi programmi osa kui otsingu
kaivitamise kask. Prologi susteemi t60 sisuks on esitatud
paringule vastuse leidmine, kasutades varem antud fajeide
reeglite andmebaasi. Korraga vdib esitada vaid he paringu

Kuna Prologis kirjutatud andmebaas ise puhtalt negativse
disjunkte ei sisalda, siis ei saa Prologi keeles esitada ots
negatiivset informatsiooni, naiteks, et keegi Mihll ole
Peetri isa. Prologis programmeerimisel kasitletaksite-
tuletatavustkui eitust, kuigi loogika seisukohalt on need
kaks asjaolu taiesti erinevad. Prologi eituse-kontseptsi
nimetataksesuletud maailma eelduseks.t. tbene on ainult
see, mida antud Prologi programmist (kui suletud maailnast
tuletada saab.

Vaatleme esimese néitena jallegi sugulussidemete andsicba
konkreetselt niisugust Prologi programmi:

isa(jaan,peeter).
isa(jaan,martin).
isa(martin,veiko).
isa(riivo,leo).
ema(leena,leo).
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vanaisa(X,Z) :- isa(X,Y), isa(Y,Z2).
vanaisa(X,Z) :- isa(X,Y), ema(Y,Z).

Paringule, kasisa(riivo,martin) on antud andmebaasist
tuletatav, vastab otsingumootor eitavalz-( alustab paringuid,
jargmisel real trikitu on Prologi vastus):

?- isa(riivo,martin).
no

Lahendust otsib Prologi mootor jargmiselt: kdik andmelsaas
olevad laused vaadatakse jarjest labi (esimesega alastgde
viimasega l0petades) ning iga lause esimest literaali ghidet
paringuliteraaliga unifitseerida. Kui see ei 0nnestu, tatakse
paringule eitavalt.

Paringule, kasisa(riivo,leo) on antud andmebaasist tule-
tatav, vastab otsingumootor jaatavalt:

?- isa(riivo,leo).
yes

Saime jaatava vastuse, kuna otsingumootor unifitseerisiquéir
teraali andmebaasis oleva faktigaa(riivo,1eo).

Paringud vbivad sisaldada muutujaid: sellisel juhul leRio-
logi mootorlahenduses.t. muutuja asemele substitueeritava termi:

?- isa(jaan,X).
X=peeter

Kui me ei ole rahul esimese leitud lahendusega, vdime iestida
otsingumootorit uusi lahendusi otsima, s.t. puldma waéitida
paringut jargmiste andmebaasis olevate lausetega. Sdtigkime
lahenduse jarele semikooloni, ning Prolog esitab kas jégm
lahenduse vdi — kui lahendusi enam pole — vastab eitavalt.

?- isa(jaan,X).
X=peeter;
X=martin;

no
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Madistagi pakub programmeerimise juures peamist megglite
rakendamine. Vaatame, kuidas reageerib otsingumootdnguée,
kas Jaan on kellegi vanaisa:

?- vanaisa(jaan,X).

Esimene andmebaasi lause, millega paringuliteraal uawfite,
on reegelvanaisa(X,Z) :- isa(X,Y), isa(Y,Z). Kuna enne
unifitseerimist on tarvis muutujad Umber nimetada, ninaddse
paringuliteraalis muutujaX Umber muutujaksX1l. Substitutsioo-
niks saame siis{X=jaan, Z=X1}. Reegel annab meile kaks
alamulesannethk alamparingut

isa(jaan,Y), isa(Y,X1),

mis tuleb rahuldada. Otsingumootor asub jarjekorras esdlae
alamparingule lahendusi otsima, vaadates selleks andisiebk
gusest 16puni labi — samamoodi, kui oleks reageeritud legesut
antud paringule.

Esimene alampéringugésa(jaan,Y) unifitseeritav lause on
fakt isa(jaan,peeter) ning substitutsiooniks saanve-peeter.
Kuna tegu oli faktiga, siis uusi alamparinguid ei teki jaljadle
lahendada saadud substitutsiooni rakendamise jarel &bsderi-
tud teine alamparingisa(peeter,X1). See alampéring aga ei
unifitseeru Uhegi lausega meie andmebaasis.

Niisuguses olukorragp66rdub otsingumootor tagasviimati
leitud lahenduse juurde, heidab selle kbrvale ja otsib afmdmasist
edasisi lahendusi. Viimase lahenduse saime esimese alagpa
isa(jaan,Y) unifitseerimisel faktigaisa(jaan,peeter): nii-
siis heidab otsingumootor selle lahenduse koérvale ningblei
jargmise lause, millega saab alampéaringut unifitseeridal- S
leks onisa(jaan,martin), mis annab uueks substitutsiooniks
Y=martin. Jallegi, uusi alamparinguid ei tekkinud ja jaab ule la-
hendada saadud substitutsiooni rakendamise jarel kisdeetud
teine alamparingisa(martin,X1). See paringuliteraal unifit-
seerub andmebaasis oleva faktigaa(martin,veiko), andes
substitutsiooniksX1=veiko. Kuna rohkem lahendamist vajavaid
alamparinguid ei ole, siis on esialgsele paringule vastitsd ja
Prolog triikib:
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X=veiko

Vaatame edasi, mis juhtub, kui vastame lahendusele semi-
kooloni trikkimisega, s.t. uue lahenduse ndudmisega. ogrol
reageerib viimase alamparingu viimati leitud lahenduse- kd
valeheitmisega. Kuna viimast péringuliteraalsa(martin,X1)
ei saa unifitseerida enam Uhegi fakti ega reegliga péaragt fak
isa(martin,veiko), heidab otsingumootor kdrvale ka eelmisele
alampéringuleisa(jaan,Y) leitud lahenduse ning hakkab ot-
sima jargmist. Kuna Ukski faktileisa(jaan,martin) jargnev
lause paringuliteraaliga ei unifitseeru, heidetakse taés/ale
jarjekorras viimane leitud lahendus, s.0. meie esialgsen{pa
guga vanaisa(jaan,X) unifitseeritud reegelvanaisa(X,Z)

- disa(X,Y), idsa(Y,Z). Jargmisena saab paringuliteraa-
liga vanaisa(jaan,X) unifitseerida emapoolse vanaisareeglit
vanaisa(X,Z) :- isa(X,Y), ema(Y,Z), mispeale saame kaks
alamparingutisa(jaan,Y), ema(Y,X1). Kumbki esimese alam-
paringu lahendus (s.&=peeter ja Y=martin) ei vdimalda leida
lahendusi teisele alamparingule. K8igi vBimaluste ammaearige
jarel trikib stisteem meile eitava vastuse:

18.1.2. Lahenduste Uhesus

Resolutsioonimeetodit kasitlevas peatikis vaatlesine¢sialsda-
hendusliteraaligalahenduste otsimise meetodit. Prologis kasutatav
meetod on sisuliselt lahendusliteraali kasutamisegavalentne,
erinevus on vaid tehnilises teostuses. Lahendusi kasitl¢ahti-
sime tahelepanu asjaolule, et klassikalise loogika kasst on
teatud paringutel ainulinittelihesed lahendusedlaiteks disjunk-
tide hulgast

(1) pCa) v p(b)
(2) = p(x) Vv Tahendus(x)

saab tuletada ainult mitteihese lahendukghendus(b) v la-
hendus(a).
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Erinevalt klassikalise loogika Uldjuhust on kdigil Proisg
esitatud péaringutel alatilhene lahendus, kuigi selliseid Uheseid
lahendusi voib paringul olla palju: pdhjuseks on Horni aiiitide
kasutamine. Prologis ei ole vdimalik esitada naiteks digju
p(a) Vv p(b), kuna see ei ole Horni disjunkt.

Suhteliselt lintsalt saab naidata, et Horni disjunktidggjedu-
mise korral langevad klassikaline ja intuitsionistlik ¢ika kokku.
Niisiis on iga Prologi otsingumootori leitud tuletus niiddsikali-
selt kui intuitsionistlikult korrektne.

Ulesanded
1. *Naidake, et lausearvutuse korral saab Horni disjunktide hulga
mittevasturadkivust kontrollida poliinomiaalse ajaga.

18.1.3. Loendid

Prolog lubab loendite ehitamiseks kasutada tihja loefditja
loendile elemendi lisamist ehk paarikonstruktorit, middistab
punkt. Loendile x elemendih lisamisel saadud uus loend on
term . (h,x). Uheelemendiline, konstanta sisaldav loend on
.(a,[1). Arvudest 1, 2 ja 3 koosnev loend esitatakse termina
-(1,.2,.G,[DN.

Mugavuse moéttes lubab Prolog kasutada loendite jaoks ka
teistsugust kirjaviisi, mis otsingumootori kaivitamisel ¢dlgitakse
programmeerija jaoks ndhtamatult sisemiseks, paarikgddsetit
kasutavaks kirjaviisiks.

Mugavamas Kirjaviisis kirjutatakse loendi elemendid rsutk
gude vahele:[a,b,c,c] on neljast konstandist koosnev loend.
[X|Y] tahistab loendit, mille esimene element ¥nja esimese
elemendi eemaldamise jarel allesjaav loesabaon Y.

Kirjutame niud programminember, mis kontrollib, kas esi-
mene argument kuulub teiseks argumendiks olevasse I@endis

member (X, [X|Z]).
member(X, [Y|Z]) :- member(X,Z).

Predikaatimember defineerivad Uks fakt ja Uks reegel. Fakt ltleb,
et kui X on loendi esimene element, siis ohloendi element.
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Reegel Utleb, et kuK on loendi saba element, siis on ta loendi
element.

Vaatame, kuidas kasitleb Prolog paringut
?- member(10,[20,30,10,40]).

Paringuliteraal antud faktiga ei unifitseeru, kill aga wsdéferub
ta antud reegliga, andes alamparimgmber (10, [30,10,40]).
Viimane unifitseerub jallegi ainult reegliga, andes alarimggu
member (10, [10,40]), mis unifitseerub faktiga. Rohkem alam-
paringuid ei olnud ja slisteem trikib positiivse vastuges.

Teise naitena kirjutame programmappend, mis liidab kaks
loendit kokku. Predikaadi esimene ja teine argument omtkicad
loendid ning kolmas argument on kokkuliitmise resultaaitdks
kehtib: append([a,b],[1,2,3],[a,b,1,2,3]).

append([],Z,2).
append([X|Y],Z, [X|R]) :- append(Y,Z,R).

Jargmine paring annab tapselt Ghe lahenduse:

7- append([ayb] ’ [C,d] 5|-) .
L=[a,b,c,d];
no

Predikaati append saab kasutada ka tagurpidisuunas: anname
ette juba kokkuliidetud loendi ja otsingumootor geneteekdik
vOimalikud l&hteloendid:

?- append(X,Y,[a,b,c,d]).
X=[1, Y=[a,b,c,d];

X=[a], Y=[b,c,d];
X=[a’b]1 Y=[C!d];
X=[a’bic]! Y=[d],
X=[a,b,c,d], Y=[1;

no

Predikaadi append tagurpidist funktsioneerimist saab kasutada
loendi koiki permutatsioone genereeriva predikaadi defineeri-
miseks:
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permutation(L, [H|T]) :-
append(V, [H|U],L),
append(V,U,W),
permutation(W,T).

permutation([],[1).

?- permutation([a,b,c],X).
X=[a,b,C];

X=[a,c,b];

X=[b,a,c];

X=[b,C,a];

X=[C5a5b];

X=[C5b5a];

no

Viimase nditena defineerime efektiivsetorteerimisalgoritmi
quicksorti realiseeriva predikaadi. Eeldame, et meil on antud
sorteerimisel kasutatavat jarjestust defineeriv predilsasrem-
vordne(X,Y).

gsort([H|T],S) :-
split(H,T,A,B),
gsort(A,Al),
gsort(B,B1),
append(Al, [H|B1],S).

gsort([],[1).

split(H, [A|X],[A|Y],2) :-
suuremvordne(A,H), split(H,X,Y,Z).

split(H, [AIX],Y,[AlZ]) :-
suuremvordne(H,A), split(H,X,Y,Z).

?- gsort([5,6,1,7,5,3,4,9,0],X).
X=[95756555554535150]
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Ulesanded

2. Defineerige predikaasTlowsort, mis genereerib loendi jarjesta-
miseks selle ko&ikvGimalikud permutatsioonid. Kuidas saab seda
programmi efektiivsemaks muuta?

3. Konstrueerige predikaateverse, mis pddrab loendi elementide
jarjestuse ringi:

?- reverse([1,3,2],[2,3,1]).

18.1.4. Aritmeetika

Harilik taisarvude ja ujupunktarvudega aritmeetika on I&gD
sisse ehitatud. Arvutuste tegemiseks kasutatakse spsttigore-
dikaati is, mis analoogiliselt harilike programmeerimiskeeltega
leiab aritmeetikaavaldise vaartuse ja omistab selle njaietu

?7- X1is 3+42.

X=5

?7- X 1is 4%2, Y is X+X.
X=8, Y=16

Predikaadili s ei ole paris selget loogilist tdhendust, tegu on pigem
programmeerimise hdlbustamiseks kasutatava spetsietidiga.
Kui parempoolne argument on arvutatav aritmeetikaavaldis
is loogika mottes siiski korrektneis realiseerib standardseid
aritmeetikareegleid, mis tookiiruse huvides ei ole Prid@yalikult
aksiomatiseeritud, vaid susteemi sisse ehitatud.
Aritmeetikatehteid kasutame néiteks faktoriaali arvissaks:

fact(0,1).
fact(N,R) :-
N> 1, N11is N-1, fact(N1,R1), R is N*R1.

Selline programmeerimisstiil sarnaneb traditsioonilisgeratiivse
programmeerimisega. Prologi aritmeetikaoperaatoritetssfilise
iseloomu t6ttu saab faktoriaalipredikaati kasutada #inilies
suunas: esimene argument peab olema arv.
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?- fact(4,X).
X=24.

Prolog ei luba kirjutada faktoriaaliprogrammi loogika mottes
loomulikumal viisil:

fact(0,1).
fact(N,N*R1) :- N> 1, fact(N-1,R1).

Viimane reegel on kiill stntaktiliselt korrektne, kuid Rrglei ar-
vuta automaatselt aritmeetikaavaldiste vaartust: tavmikasutada
spetsiaalpredikaatis.

Nagu naidetest paistab, lubab Prolog aritmeetikaavaldiai-
res kasutada harilikkuinfikskujy mis sisemiselt teisendatakse
standardsetekprefikskujul termideks ja predikaatideks2+3 on
sisemises esituses(2,3) ning X > 1 on seesama, mis(X, 1).

Prolog sisaldab predikaadilés sarnast predikaati=, mis
unifitseerib oma vasakpoolse argumendi parempoolsegalnpéita
seejuures arvutada parempoolse argumendi aritmeet#igttust.
Tuleb tahele panna, et Prologi ei ole tdeline vérduspredikaat.
Sisuliselt on ta aksiomatiseeritud ainult faktige=X ning ei
summeetria, transitivsus ega asendusreeglid pole seddikaadi
jaoks aksiomatiseeritud.

18.1.5. Sisend/véljund

Peale aritmeetikaoperaatorite sisaldab Prolog veel musglket-
siaalsete loogikavaliste omadustega operaatoreid jaikiaed.
Sisend/valjund-predikaadid vdimaldavad kasutada Protegsti
trikkimisel, arvutigraafika, méngude jms. tlupiliste peogmee-
rimisiilesannete juures. Naiteks trikib predikaati te vélja talle
argumendiks antud termi ja on seejarel kohe rahuldatugniée
mittepeatuv programm trikib vélja taisarvude I6putu rea:

arvurida(X) :-
write(X), X1 is X+1, arvurida(Xl).
?- arvurida(l).
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18.1.6. Prologi mittetaielikkus ja piiratud korrektsus

Nagu 6eldud, on Prologi otsimismootor Uks resolutsiooeioa

mittetdielik strateegia. Vaatame néaidet, kus Prologingismootor

tsiikeldub ja loogika mottes eksisteerivat lahendit ei. |&&fi-

neerime triviaalse predikaadiama, mis kontrollib, kas esimene
argument on seesama, mis teine. Lisame defineerivaleefaldi|

kommutatiivsusreegli:

sama(X,Y) :- sama(Y,X).
sama(X,X).

Kui nlldd esitada péring?- sama(a,a), siis unifitseerib ot-
singumootor paringu kdigepealt reegliga, tekitades akaimgu
sama(a,a), mille lahendamiseks kasutatakse jallegi reeglit, mis
tekitab taas sellesama alampéaringu jne. I6pmatuseni.egin
taielikest resolutsioonimeetodi strateegiatest ei jor@og kunagi
faktini sama(X,X), mis annaks kohese positiivse lahenduse.

Lisaks mittetdielikkusele ei ole hulk Prologi realisatsie
ka loogika mottes korrektsed. Pohjuseks on unifitseerigusa
ritmi lihtsustamine programmi tookiiruse huvides. Tealv ei
ole vdimalik unifitseerida muutujat sedasama muutujatidasa
funktsioonaaltermiga, naiteks ja f(y). Kuna muutuja sisaldu-
mise kontroll vBtab aega, jatab mitu Prologi realisatsioselle
lihtsalt ara ning kaitub jargmiselt:

seesama(X,X).

katse :- seesama(Y,f(Y)).
?- katse.

yes

Programmeerijalt eeldatakse, et ta niisuguste olukordekidmist
lihtsalt ei vdimalda. Sageli sisaldavad Prologi realisatsid Itlitit,
millega saab valida, kas sisteem kontrollib muutuja sisalst
voi ei.

Praktilise programmeerimise seisukohalt pole ei Proloigiem
taielikkus ega piiratud korrektsus oluliseks puuduseks.
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18.1.7. Otsingu blokeerimine: Idikepredikaat

Prolog sisaldab spetsiaalset loogikaval@ikepredikaatj millega
programmeerija saab otsingumootorit juhtida, blokeerideite
lahenduste otsimist. Ldikepredikaati (inglise keelms) téhistab
hGidumark! ning seda kasutatakse jargmistel juhtudel:

e Programmeerija teab, et paringul saab olla vaid tks latendu
ning uute lahenduste otsimine on mottetu: sel juhul suu-
rendab edasise otsingu blokeerimine programmi tookijirust
kuid ei muuda saadavat tulemust.

e Programmeerijale piisab Uhestainsast lahendusest.

e Ainult esimene lahendus on korrektne, teised tuleb eli-
mineerida: sellisel juhul muudab I6ikepredikaat programm
sisu.

Esimese juhu néiteks kasutame predikaapend.

append([],Z,2).
append([X|Y],Z, [X|R]) :- append(Y,Z,R).

Oletame, et soovimeappendi kasutada ainult sel juhul,
kui esimesed kaks kokkuliidetavat loendit on antud ja meid
huvitab nimelt kokkuliitmise resultaadi leidmine. P&nihg
append([],[a,b,c],[a,b,c]) vastamisel kasutab otsingumoo-
tor esialgu fakti. Kui aga hiljiem ndutakse uute lahendussarost,
pldab otsingumootor kasutada reeglit, kuigi see alati rfediub.
Lisame definitsiooni 16ikepredikaadi:

append([],Z2,Z2) :-!.
append([X|Y],Z, [X|R]) :- append(Y,Z,R).

Esimese lahenduse leidmise juures lahendatakse nilgiédie
kaat, mis keelab antud péaringule uute lahenduste otsintibe,
tades olukorra, nagu poleks jargmisi defineerivaid lauszidm
olemas.

Loikepredikaadiga modifitseeritudppend ei ole enam ka-
hesuunalise toimega. Paringudpend(X,Y,[a,b,c]) leitakse
ainult esimene lahendus, kdik edasised on blokeeritud:
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?- append(X,Y,[a,b,c]).
X=[1, Y=[a,b,c];
no

Jargmiseks vaatame programmi, mis arvutab kdigi arvude
summa, alates Uhest kuni etteantud esimese argumendini:

summa(l,1) :-!.
summa(X,R) :- X1 is X-1, summa(X1,R1), R is R1+X.

Siin takistab I6ikepredikaat definitsiooni teise lause -djuhu
reegli — ekslikku kasutamist baasjuhu jaoks. Tdepoolest, k
siin 16ikepredikaati poleks, siis uute lahendite otsirhig@ringule
summa(1,Y) kasutataks Uldreeglit ja programm tsikelduks!

Konkreetselt keelab Idikepredikaat uute lahenduste d@bsim
talle eelnenudlauseosa jaoks, esimene, s.0. defineeritav literaal
kaasa arvatud. Naide:

pl(X,Y) - p2(X), !, p3(Y).
pl(X,Y) :- p4(X).

p2(a).

p2(b).

p3(b).

p4(a).

p5(a).

p5(b).

?- pl(a,a).

no

?- p5CX), pl(X,X).
X=b;

no

?- p1l(U,V).

U=a, V=b;

no

Esimese péaringu puhul leitakse alamparip(X) jaoks lahendus
p2(a), kuid p3(a) jaoks lahendust pole. Ldikepredikaat keelab
uute lahenduste otsimise mi2 (X) kui ka pl(a,a) jaoks.
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Teise paringu juures blokeeritakse samamo@di(X) ja
pl(a,a) teise lahenduse otsimine, kuids5(X) teine lahendus
X=b annab uue alampéringpl(b,b), mille jaoks Gnnestub la-
hendada esimese reegli alamparpiyb).

Kolmanda péaringu juures blokeeritakse péarast esimeseidahe
duse leidmist edasiste lahenduste otsimine pi#i(X) kui ka
pl(U,V) jaoks.

Ldikepredikaadiga sarnane spetsiaaloperaatomen Paring
not(P) on rahuldatud siis ja ainult siis, kui otsingumootor ei
suuda rahuldada péring@t Vaatamata ndilisele sarnasusele loogi-
lise eitusega on siin tegu hoopis millegi muugaljetud maailma
eeldusekasutamisega. Harilikku loogilist eitust Prologi program
mid sisaldada ei saa. Operaatomibt saab Prologis defineerida
selliste loogikavaliste spetsiaalvahenditega:

not(P) :- call(P), !, fail.
not(P).

Esimeses lauses pbhjustab11(P) termi P esitamise paringuna,
ning fail on paring, mida rahuldada ei saa.

Kokkuvotteks. Ldikepredikaadi kasutamist saab soovi kor-
ral alati valtida, kuid enamasti muudab see programmesemi
tunduvalt tédmahukamaks — tuleb lisada palju erijuhtudatko
rolle — ja programmid vahem efektiivseks. Ldikereegli siisha-
tilise rakendamisega on aga vdimalik otsingumootor peglikait
blokeerida ning kasutada Prologi sisuliselt funktsiosegirogram-
meerimiskeelena, milles lisaks on olemas ka moned impesati
programmeerimise vahendid.

18.1.8. Sumbolaritmeetika

Pisut suurema naitena kirjutame programmi, mis leiab @&ald
tuletiseja seejarel lihtsustab resultaati. Seejuures ei tegeldabnu
riliste avaldistega, vaid simbolkujul antud matemaatikemitega.
Tuletise leidmiseks kasutame jargmisi tuntud reegleid:

e dc/dx — 0O
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e dx/dx — 1

o d(—U)/dx — —(dU/dx)

o d(U +V)/dx — dU/dx +dV |dx

o d(U —V)/dx — dU/dx —dV Jdx

e dcxU)/dx — cxdU/dx

e d{UxV)/dx - U *xdV/dx+V xdU/dx
o d(US/dx — cx U1 xdU/dx

e d(log,U)/dx — U™t %dU/dx

Defineerime predikaadd; esimesest argumendist vdetakse tuletis
teise argumendi jargi ning kolmas argument on resultaadies
avaldis.

doxX, X,1) - !.
d(C,X,0) :- atomic(O).
dCNCU)’XJNCA)) ‘- d(U,X,A)-
d(U+V,X,A+B) :- d(U,X,A), d(V,X,B).
d(U-V,X,A-B) :- d(U,X,A), d(V,X,B).
d(C*U,X,C*A) :-
atomic(C), not(C =X), d(U,X,A), !.
d(U*V,X,B*U+A*V) :- d(U,X,A), d(V,X,B).
d(U/V,X,A) - dU* AQV,-1),X,A).
d(A(U,V);X;V*W* A(U,V_l)) -
atomic(V), not(C=X), dlU,X,W).
d(log(U),X,A* A(U,-1)) :- d(U,X,A).

Kasutasime siin Prologi sisseehitatud spetsiaalpretlikaizomic,
mis on rahuldatud siis ja ainult siis, kui tema argumendiks o
konstant ehk atomaarne term, mitte aga funktsionaaltertiidN
naiteks:
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?7- d(x+1,x,X).
X=1+0

?- d(x*x-2,x,X).
X=x*1+1*x-0

Tuletise programmi resultaadid on lihtsustamata avaddid€r-

jutame predikaadisimp avaldiste lihtsustamiseks, mis kasutab

predikaadigas moodustatud lihtsustamisreeglite andmebaasi:

simp(E,E) :- atomic(E), !.
simp(E,F) :-

E=.. [Op,La,Ra],

simp(La,X), simp(Ra,Y), s(Op,X,Y,F), !.
simp(E,F) :-

E=.. [Op,La,Ra],

simp(La,X), simp(Ra,Y), F=.. [Op,X,Y], !.
simp(E,E).

s(+,X,0,X).

s(+,0,X,X).

s(+,X,Y,Z) :- integer(X), integer(Y), Z is X+Y.
s(+,X, Y, X+Y).

s(*,X,0,0).

s(*¥,0,X,0).

s(*,1,X,X).

s(*,X,1,X).

s(*,X,Y,Z) :- integer(X), integer(Y), Z is X*Y.
s(*,X,Y,X*Y).

Prologi sisseehitatud spetsiaalpredikaat. lammutab suvalise
termi koostisosadeks, alustades funktsionaalsimbdiisiitkates
argumentidega. Antud juhul lammutatakse ainult kahe aenaiga
terme. Spetsiaalpredikaahteger on rahuldatud ainult juhul, kui
argumendiks on arv. Defineerime lihtsustava tuletisalipeadi ja
esitame talle uuesti Ulalesitatud paringud:

dsimp(X,Y,Z) :- d(X,Y,Z1), simp(Z1,Z7).
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?- dsimp(x+1,x,X).
X=1

?- dsimp(x*x-2,x,X).
X=x+x-0

Lihtsustamispredikaadi taiustamiseks (naiteks lahugtahte jaoks)
tuleb lihtsalt lisada lauseid predikaatidefineerivasse andmebaasi.

Ulesanded

4. Kirjutage programm, mis koostab ja kontrollib jArgmise gramma-
tika lauseid:

<Sentence ::= <Subject<Verbphrase

<Subject- ::= John| Mary

<Verbphrase ::= <Verb><Object-

<Verb> ::= eatd drinks| likes

<Object> ::= wine| cheesésoup| chips| beer fruits | fish| juice

Naiteks lausele “Mary eats cheese” vastab siintaksipuu

Sentence

Verbphrase

Subject Verb Object

Mary eats cheese

5. Erinevad numbrid on asendatud erinevate tahtedega. Lahendage
Prologi abil vdrrand
SEND
+ MORE
MONEY



19. Funktsionaalne
programmeerimine ja
vordussusteemid

Funktsionaalses keeles kirjutatakse programme (matéisizt
funktsioonide defineerimise teel, maaramata seejuuEseli mis
strateegia jargi funktsiooni resultaati tuleb arvutadankEsioonile
vOib anda argumendiks teisi funktsioone ja funktsiooniuéamise
resultaadiks vdib samuti olla funktsioon.

Defineerime naiteks faktoriaali funktsioonfakt ja funkt-
siooni map, mis rakendab oma esimest, funktsionaalset argumenti
teiseks argumendiks oleva loendi igale elemendile. Logm{it]
esitatakse sisemiselt kui harilik esimest jarku te(m r).

fakt(x) = 1if x=0 then 1 else x*fakt(x-1).
map(f,[1) = I[].
map(f, [h|t]) = [fCh) | map(f,t)].

Avaldise map (fakt, [3,5,0]) vaartuseks orf6,120,1].
Funktsionaalne programmeerimine on ajalooliselt esintie
laratiivse programmeerimise viis ning enamik niudisaielggeo-
grammeerimiskeeli — C, Pascal, Ada jne. — on funktsionaalse
programmeerimise meetoditest mojustatud.
Funktsionaalseid keeli saab jamedalt jagada kahte liikitad
ja ebapuhtad. Puhtas keeles — Haskell, Hope, Miranda, FP —
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ei ole programmeerijal peale funktsioonide defineerimsesip-
seehitatud baasfunktsioonide (aritmeetika, loendid )jmsngeid
lisavahendeid — k&ik korvalefektid on keelatud. Erinevait-
peratiivsetest keeltest, nagu C, Basic ja Pascal, ei lubdaagu
funktsionaalne keel muutujatele vaartusi omistada. Aiefekt,
mida funktsiooni rakendamine argumentidele annab, onl-resu
taadi leidmine. Ebapuhtad funktsionaalsed keeled — MLpLis
Scheme — kombineerivad puhaste funktsionaalsete keeltdane
nisme imperatiivsete mehhanismidega.

Jargnevas ei tegele me konkreetsete funktsionaalsetde keel
ega neis programmeerimise meetoditega. Vaatleme hoopig-fu
sionaalse programmeerimise teooria vundamendiks oldoaigi-
kasusteeme, nende pdhiprintsiipe ja -omadusi.

19.1. Deduktsioon ja reduktsioon:
termiteisendusstisteemid

Funktsionaalseid programme saab kasitleda kui vaga uydiirat
loogikakeeles esitatud valemeid. Konkreetsemalt, fuoktsaline
programm on vaadeldav hulga Uksikute v8rdusliteraalicukt-
sioonina. Nimetame sellist valemiklassi edaspididussiisteemide
klassiks.

Uks tulpiline probleem, millest me oleme huvitatud, on
kusimus, kas mingist Uhikvdrduste hulgastjareldub kahe termi
t1 ja 1, vordsus. Uldjuhul saame niisuguse probleemi lahendada
ainult deduktsiooniteel, s.0. otsides termide vdrduse tuletust.

Vaatame uuesti teoreemitdestamise peatikis antud naitlet r
mateooriast. OlgwR_ riihma defineerivate vdrduste hulk:

Q) 1xx=x
(2) xtxx=1
B) (x*xy)*z=x%(y*2)

Paremaks loetavuseks esitame vordused harilikus matdisesat
kirjaviisis. Predikaatarvutuse standardses kirjaviiséeb naiteks
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vordusreegel (2) vélja kui literaak (x(inv(x), x), 1). Tdestame Q) 1xx > x
taas, etR- = (x x x_ 1 = 1). Selleks teisendamevasakpoolse 1
termi x % x~1 parempoolseks termiks 1. Teisenduse juures tuleb (2) x"xx—1

vOrdusreegleid 1-3 kasutada nii suunas vasakult paremale k
paremalt vasakule.

Kirjutame teisendussammude vahele, millist reeglit ja mis
suunas rakendasime:

(B) xxy)*xz— x*(y*2z)

Definitsioon 19.1. Termiteisendusstisteemik8hendatult TTS, ni-
metame vasakult paremale orienteeritud vdrdussisteansi,ida

cxpliE teisendusreegli jaoks kehtib: reegli vasakpoolne terraldad iga

« m jat reegli parempool rmis.
e (raxd)Z uutujat reegli parempoolses termis
(G H ex HxaxxhE SiisteemR_, on termiteisendussiisteem. Ka sel juhul saaksime
11 1 _1,, 3< termiteisendussiisteemi, kui reeglite 1 ja 3 vasakud pophre-
@) TR TR (k) = mate pooltega dra vahetada — ainsana ei saa vahetada reegli 2
G H e (e xx HE pooli (konstant 1 ei sisalda muutujaj.

Reegli I — r rakendamisekstermile ¢ unifitseerime reegli

(xfl)fl * (1>|<x71) = . S .
vasakpoolse termi teisendatava termi mingi alamtermigag,

G hHlex 1% tingimuse) et ¢ on termi / konkretisatsioon, s.t. unifikaator
1 jaoks g = lo. Seejarel asendame termisalamtermi g reegli
parempoolse termiga substitutsioaniall, s.0.ro. Reegli raken-
Kuna vordusreegleid tuleb rakendada mdlemas suunas jaithel damise samm on automaatse teoreemitbestamise peatukiel-vaa
hetkel polea priori selge, millist reeglit ja millisele alamtermile dud paramodulatsioonisammarijuht: lubatakse ainultihepoolset
just rakendada tuleb, on teisendusahela leidmine killattva- unifitseerimist.
ndudev Uritus. Kui teisendusahelat ei eksisteeri (s.tnitkrei Naide. Reegliga (2)x !+ x — 1 saab teisendada termi
ole vordsed) siis ahela otsing Uldjuhul ka ei peatu, s.t.| reei (17 1% 1) % u kujule 1xu, kuid termi (171 xu) % u teisendada ei saa:
ole algoritmi, millega saaks alathhendadakisimuse kahe termi ei leidu substitutsioont, nii et (x 1xx)o annaks termi{1-1xu).
vordsusest.
ldeaalis sooviksime vaevarikka deduktsiooni asemel siiste Definitsioon 19.2. TTS on peatuy kui ta ei luba Uhegi termi
R_ kasutada meetodit, mis oleks kiire, lihtne ja alati peatuks jaoks ehitada I6pmatut teisendusahelat.
s.0. lahendaks suvalise kahe termi vdrdsuse klsimusenedarg
vas hditame, et slsteenit_ jaoks taoline meetod tdepoolest On lihtne kontrollida, et slisteen®_, on peatuv. Reeglid 1
eksisteerib. Veel enam, analoogiline efektiivne laheatymitm ja 2 vadhendavad termi suurust, reegel 3 jatab suuruse samaks
eksisteerib mitte ainult ststeen_, vaid mitme teisegi (kuid kuid nihutab sulgusid alati paremale. Kontrandide: Uksegtit
mitte kdigi) vordussiisteemi jaoks. f(x) > f(f(x)) sisaldav TTS ei ole peatuv.
Modifitseerime prooviks susteenk_, lubades teha teisendusi
ainult vasakult paremale. Saame Uhesuunaliste teiseratjliisega Definitsioon 19.3. Term on normaalkuju) kui talle ei saa enam

stisteemiR_, : rakendada Uhtegi teisendust.
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Naiteid slisteemR_, jaoks: termidx «x~1 ja 1 on normaalku-
jul, term x % (y~1xy) aga mitte, kuna reegliga 2 saab ta teisendada
(normaal)kujulex = 1.

Intuitiivselt on selge, et otsitav termide ja r» vOrdsuse la-
hendusmeetod vobiks vélja ndha jargmine: teisendame temonid
maalkujule norm (1) ja norm(tz) ning kontrollime, kasnorm/(t;)
ja norm(t2) on suntaktiliselt samased. Kui jah, siis on termid
vOrdsed, kui ei, siis nad ei ole vbrdsed. Paraku ei vBimalda
susteemiR_, poolt defineeritud normaalkuju sellist algoritmi ka-
sutada. Nimelt voib sisteemiB_, Uhel termil olla mitu erinevat
normaalkuju: termi(y~1 % y) x x saab reeglitega 2 ja 1 teisen-
dada normaalkujule:, ning reegliga 3 teistsugusele normaalkujule
Y7k (v % x).

Jargnevas tahistabr ~» y asjaolu, et leidub teisendusahel
termist x termini y.

Definitsioon 19.4. TTS on kokkuvoolay kui iga termi u jaoks
kehtib: kui eksisteerivad kaks termija y, nii etu ~ x jau ~ vy,

siis eksisteerib term, nii et x ~ z ja y ~ z. Teisisonu, kui termi

u saab teisendada lahku mitmele eri kujule, siis saab kdikl nee
erikujud Uhekssamaks termiks kokku teisendada.

Definitsioon 19.5. Olgu E vdrdussiisteem ja olgsi TTS. Utleme,
et S on E suhteskorrektne kui iga stisteemiS jaoks vdimaliku
teisendussammu, — f, korral on vordusslisteemist tuletatav
vorduss, = 1.

Definitsioon 19.6. Olgu E vordussiisteem ja olgsi TTS. Utleme,
et § on E suhtestéielik, kui iga susteemisE tuletatava vorduse
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t = tp jaoks eksisteerib selline term et sisteemisS kehtivad
h~cijat~ c.

Jargmist kolme suhteliselt lintsat, aga olulist lemmattpea
ja kokkuvoolava TTS kohta soovitame lugejal harjutamisades
tbestada.

Lemma 19.7. Peatuva ja kokkuvoolava TTS jaoks on igal termil
a Uks ja ainult Uks normaalkujuporm (a).

Lemma 19.8. Termi ¢+ normaalkuju leidmiseks peatuva ja kok-
kuvoolava TTS jaoks vOib teisendusreegleid rakendadaahest
jarjekorras ja mistahes alamtermidele: 16puks jduame igdiul
sellesama normaalkujuni.

Lemma 19.9.Olgu E_, peatuv ja kokkuvoolav TTS. Olga_
vordusslisteem, mis on saadi#id, teisendusreeglite muutmisega
harilikeks vordusteks. Siis on TT&., vordussisteemE_ jaoks
taielik.

Taielik, peatuv ja kokkuvoolav TTSE_, annabki otsitava
lahendusalgoritmi vorduste jaoks:

1. Leiame siUsteemk_, abil norm(a) ja norm(b).

2. Kui norm(a) on sintaktiliselt samane termigarm (b), siis
sUsteemisE_ tuletuba = b, vastasel korral ei tuletu = b.

Sooviksime saada sellist stisteeR®i, modifikatsiooni R+_,,
mis oleks R_ jaoks korrektne ja oleks nii peatuv (seda on&a)
kui ka kokkuvoolav.

Esimene kisimus: kuidas tbestada, et mingi TRS on
kokkuvoolav? Ei ole ju véimalik kontrollida I6pmatu hulgarinide
kdigi teisendatud kujude kokkuvoolavufteatuvateTTS-de jaoks
annab vastuse jargmine Donald Knuthi ja Bendixi 1970. &asta
tbestatud fundamentaalne teoreem, mille esitame siinugets.

Enne teoreemi esitamist defineerirkiitilise paari mdiste.
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Definitsioon 19.10. Sisaldagu TTS R reegleid o1 — B1 ja

az — B». Olgu ay unifitseeritav termioe; mingi alamtermigag.

Olgu unifitseerimise tulemuseks substitutsioonTermi «1o0 saab

siis teise reegliga teisendada, olgu resultaadiks tefmSelge,

et termi ayo0 saab ka esimese reegliga teisendada, olgu resultaa-
diks term o. Konstrueerime vorduse = «;. Viimast vordust
nimetataksekriitiliseks paariks

Toome naite slUsteemist_,. Kolmanda reegli(x x y) x z —
x * (y % z) vasaku poole alamtermiix * y) saab unifitseerida teise
reegliv—! s v — 1 vasakpoolse termiga. Saadud unifikaatoon
{x/v™L, y/v} ning ((x % y) * z)o on (v™! % v) * z. Konstrueeritud
termile (v™1 % v) % z saab rakendada teist reeglit, mis annab termi
1xz. Term (v—1xv)xz on ka kolmanda reegliga teisendatav, nimelt
termiks v—1 % (v % z). Kriitiline paar on seega1x (vxz) = 1xz.

Kokkuvétteks: kriitilise paari saame juhul, kui Uhe reeqgli
vasak pool on unifitseeritav teise reegli vasakus poolsaldiiva
alamtermiga. Niimoodi saame termi, mida on voimalik tegzeta
kahe erineva reegliga, s.0. kahel viisil. Kui TTS on kokkohaw,
siis peab olema vdimalik neid kahte teisendustulemust tuues
Uheks termiks kokku teisendada. Selge, et igal I6pliku arvu
reeglitega TTS-l on I6plik arv kriitilisi paare. Knuthi-Béixi
teoreem Utleb, et peatuva TTS-i kokkuvoolavuse tdestdsipele
vaja kontrollida ko&iki vdimalikke terme, piisab vaid kiiiste
paaride kokkuvoolavuse kontrollimisest.

Teoreem 19.11 (Knuth-Bendix).Olgu S peatuv TTS. Kui sus-
teemi S iga kriitilise paari t” = ¢ jaoks eksisteerib terna, nii
et slsteemisS kehtib nii 7 ~» ¢ kui ¢/ ~ ¢, siis on slsteen$
kokkuvoolav.

Kuna iga peatuva TTS-i kdigi kriitiliste paaride kokkuvaaust
saab algoritmiliselt kontrollida, annab Knuthi-Bendix¢éoteem
efektiivse vahendi kokkuvoolavuse probleemi lahendaksise

Varasemas kontrollisime, et meie poolt nditena vaadeldav s
teem R_, ei ole kokkuvoolav, ning pustitasime Ulesande leida
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kokkuvoolavR+_,, mis oleks R_ jaoks korrektne, seega taielik.

Knuthi-Bendixi teoreem annaknuthi-Bendixi téielikustamisalgo-

ritmi, millega on esialgu mittetaielikku TTS-i sageli vOimalik

tdiendada uute reeglitega, nii et kokkuvottes saadakebktdiTS.
Knuthi-Bendixi algoritm:

1. Olgu S peatuv TTS. Olgus’ uus TTS, ning olgu ta esialgu
samane TTS-g4.

2. Genereerime jarjest koik susteendi kriitilised paarid
t" = t'. lga paari jaoks leiame normaalkujudorm (")
ja norm(t'). Kui susteemi S’ jaoks ei ole norm(t”) ja
norm(t’) slintaktiliselt samased, siis pole paar kokkuvoolav,
mispuhul teeme jargmist: kui’ — ¢’ on termiteisendusree-
gel ning S’ U {t” — '} on peatuv, siis lisame reeglf — ¢
susteemi S’ ja laheme tagasi sammu 2 algusse. Vastasel
korral kontrollime, kas’ — ¢” on termiteisendusreegel ning
kas S’ U {¢ — ¢’} on peatuv. Kui jah, siis lisame reegli
t" — t” susteemiS’ ja lAheme tagasi sammu 2 algusse. Kui
kumbki juhtum ei kehti, peatub algoritm ebadnnestumisega.

3. Kui koik kriitilised paarid uues susteemiS on kokku-
voolavad, siis onS’ téielik ja algoritm I6petab t66, andes
resultaadiks sisteensy.

Peamine raskus Knuthi-Bendixi taielikustamisalgoritmures
on uue reegli lisamisel saadava sisteemi peatuvuse Kontna.
Oluline on ka kriitilisest paarist saadava reegli sobivaisiv
orienteerimine (kui mdlemad suunad on lubatavad). On vidlina
et ebasobiva valiku korral peatub algoritm ebadnnestugaise
samas, kui sobiva valiku korral oleks vdimalik leida tdieli
susteem.

Taielikustamisalgoritmi saab mitmel moel optimeerida.i-N&
teks on lihtne veenduda, et iga teisendusrekgh r parempoolse
termi » saab asendada normaliseeritud termigam (r), kaota-
mata seejuures korrektsust voi taielikkust. Samuti voibukada
resolutsioonimeetodi juurest tuttavaéelamisstrateegiatkui TTS
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sisaldab reegleid — r ning I’ — r/, nii et mingi substitutsiooni
o jaoks reegel’ — r’ on samane reegligd — r)o, v8ib reegli
I’ — r’ midagi kaotamata k&rvaldada.
Vaatame kdigepealt triviaalset naidet, kahest reeglissikevat
TTSAi:
{g(f(x)) = x, f(a) —> b}

On lintne naha, et antud TTS on peatuv ning tal on Uksainus
kriitiline paar, g(b) = a, mis on saadud termj(f(a)) kahel viisil
teisendades. Leitud kriitilise paari mélemad pooled) ja a, on
normaalkujul ja Uksteisest erinevad, seega ei ole kndilipaar
kokkuvoolav. Lisame silsteemile reeglib) — a. Uus kolmest
reeglist koosnev slisteem on samuti peatuv. Kuna kolmaretgi re
lisamine uusi kriitilisi paare juurde ei andnud, algoritraatub ja
annab resultaadiks taieliku ststeemi

{g(f(x)) = x, f(a) > b, g(b) — a}.

Jargmiseks anname otsitud susteeRy-_,, mis on peatuv,
kokkuvoolav ja rihmateooria aksiomaatika. jaoks taielik. Esi-
mesed kolm reeglit parinevad sisteenst, Ulejaanud on lisatud
Knuthi-Bendixi taielikustamisalgoritmiga.

(1) 1sx — x

(2) xtxx—1

B) (xxy)*z—> x*(y*2)
(4) xTx(xxz) >z

() yxl—y

© (" H -y

7 1t-1

@) yxyt—1

9 y*x (7 lxx) > x
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(10) (x % y) ™t — yLsx1

Niisiis on rihmateooria aksiomaatikast tuletatavate wétel
jaoks deduktsioon asendatud reduktsiooniga ning kahe teird-
suse kiisimuse saab alati lahendada.

Taielikud TTS-d ei eksisteeri kaugeltki mitte kdigi vordus
susteemide jaoks. Piisab néiteks vorduse x = 1 lisamisest
rihmateooria aksiomaatikalB_ ning |6plikku ja taielikku TTS-i
enam ehitada ei saa. Ka Uhestainsast kommutatiivsest séstu
x %y = y xx koosneva susteemi jaoks ei leidu taielikku TTS-i (ei
leidu ka peatuvat TTS-i). Spetsiifilistel juhtudel, nagunkauta-
tiivsuse ja assotsiatiivsuse esinemisel aksiomaatikasyusatakse
TTS-i peatuvus erivahenditega: aksioomidena esitamisamels
saab kommutatiivsuse ja assotsiatiivsuse ehitada otdéseari-
misalgoritmi sisse.

Siiani uurisime peatuvatetermiteisendussisteemide omadusi.
Samas on mitu programmeerimises ja arvutamise teoorias kas
tatavat TTS-imittepeatuvad Ka mittepeatuv TTS vbib olla kok-
kuvoolav, néditena toome Uhest reeglist koosneva sisteenia
ning kahest reeglist sisteemi— a, a — f(a).

Mittepeatuva TTS-i jaoks Knuthi-Bendixi teoreem ei kehti.
Kontranaditeks toome konstante teisendava mittepeatusizesiii:

{fa—b, b—>a, a—c, b—d}.

Médlemad kriitilised paaridh = ¢ ja a = d on kokkuvoolavad, vas-
tavalt termideks ja d. Susteem tervikuna ei ole aga kokkuvoolav:
a~»cjaa~d, kuid ¢ ja d on mdlemad normaalkujul.

Ldpetuseks tasub meenutada loogilise programmeerimiae pe
tukki, kus mainisime, et Horni lausetena antud valemitekgao
langevad klassikaline ja intuitsionistlik loogika kokkuivord
harilik vorduse aksiomaatika koosneb Horni lausetest kin-
gevad ka vordussisteemide jaoks klassikaline ja intuitstiik
loogika kokku.
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19.2. Lambda-arvutus

Lambda-arvutuse keel on 1930. aastatel Alonzo Churchideiu
tud lihtne ja universaalne meetod funktsioonide Kkirjapaks.
Lambda-arvutuse teooria tegeleb arvutatavuse ja arvatata
funktsioonide uurimisega, kasutades selleks lambdataseukeelt
kui universaalset programmeerimiskee@thurchi teesvaidab, et
iga algoritmi saab lambda-arvutuse keeles kirja panna. &ma-
lik ndidata, et lambda-arvutus, nagu ka Prolog, C ja Basidiks
paljudest universaalsetest programmeerimiskeeltesnkigetselt
on lambda-arvutuse keel ja teoofiankisionaalsete programmee-
rimiskeeltealuseks.

Esitame koigepealt informaalse sissejuhatuse.

Uks harilikumaid praktikas kasutatavaid funktsioonideaga-
neku viise on selline:

fx)=x*xx+1

Funktsioon esitatakse, andes talle samamg konkreetses nai-
tes f. Lambda-arvutuses esitatakse funktsioone, vastupidi, ku
anoniiimseid, nimeta terme. Asjatoodud naide on lambdskirj
sis

Ax.x xx + 1.

Lambdastumbolir jarele kirjutatakse funktsiooni formaalseks pa-
rameetriks olev muutuja, seejarel punkt ja funktsiooni &eh
Parameetrit nimetataksseotud muutujaksanaloogiliselt muutuja
sidumisele kvantoriga. Mitme formaalse parameetriga tkiokne
esitatakse mitme Uksteise sees oleva Uheparameetriligesifoo-
nina: Ax.Ay.x «x +y * y.

Funktsiooni rakendamiseks kirjutatakse traditsiooailig(3)
asemel (Ax.x * x + 1)3 — viimase vaartuseks on 10. Analoo-
giliselt annab ((Ax.Ay.x x x + y * y)2)3 vaartuseks 13. Lamb-
datermi rakendamisel asendatakse seotud muutuja ternaskeh
termile antud argumendiga. Seotud muutujate asendamigé on
lambda-arvutuse pohiidee. Pisut keerukam termi rakerskami
ehk redutseerimise naidef((Af.f(f 2))(Ax.x * x + 1)) annab
Axxsx+D((Axxxx +1)2) annab(Ax.x xx +1)2%2+ 1)
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annab(Ax.x xx+1)5 annab 55+ 1 annab 26. Resultaat seejuures
asenduste tegemise jarjekorrast ei soltu.
Siirdume nlud lambda-arvutuse formaalse esituse juurde.

Definitsioon 19.12. Lambdatermon kas muutuja, konstant, raken-
dustermo(F, A) vOi abstraktsioonitermkx.M, kus F, A ja M on
lambdatermid.

Edaspidises kirjutame rakendusteragiF, A) lihtsamalt: FA.

Definitsioon 19.13. Lambda-arvutuseannab (ksainus fundamen-
taalne aksioomiskeeng-reduktsioonehk lihtsaltreduktsioon

(Ax.M)N = M[x := NJ,

kus M[x := N] tahistab termiM pé&rast muutujax asendamist
termigaN.

Muutuja x olemasolu termis\ ei ole kohustuslik. Muutuja voib
aksioomiskeemis asendada mistahes muutujaga. Mingisisterm
sisalduv lambdasimboliga seotud muutuja on vabalt Umberni
metatav. Muutuja Umbernimetamine formuleeritakse vahmalde
a-reduktsiooni reeglina.

Tuleb tahele panna, eB-reduktsioon ei ole otseselt esita-
tav esimest jarku vordusena: tegu on nimelt aksioomiskgami
Reduktsioonile lisaks kasutatakse standardset aksidtabator-
duspredikaadi aksiomatiseerimiseks (vaata naiteks atsm teo-
reemitbestamise peatikki). Kui orienteerida reduktdieaglis
vordus, saab lambda-arvutust vaadelda erilist tUUpi terseindus-
slisteemina.

Vahel lisatakse lambda-arvutusele teisigi reduktsiemagleid,
kuid nende olemasolu vdi puudumine ei muuda arvutuse pohi-
omadusi.

Reduktsiooni rakendamisel tuleb ptérata tahelepsentudja
vabadelemuutujatele: asendatakse ainult vabu muutujaid. Naiteks
yx(Ax.x)[x ;= N] = yN(\x.x), kuna alamtermis(ix.x) on
muutuja x seotud. Uldjuhul tuleb muutujanimede sassimineku
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valtimiseks seotud muutujad enne asendussammu tegemimtr im
nimetada.

Vaadeldes lambda-arvutust termiteisendussiisteemin&kamé
kdigepealt, et lambda-arvutus ei ole peatuv. Tahistamendks-
termi (Ax.xx)(Ax.xx) tdhegaw. Term o redutseerub Uhe sam-
muga uuesti iseendaks, vBimaldades seega ehitada |6pliktre
siooniahela. Vaatame nidd rakendustefifiix.Ay.x)(Ax.x))w ja
pldame seda redutseerida normaalkujule. Alustades esdtingst
argumentidest (seestpoolt véljapoole) nagu harilikegnarmmeeri-
miskeeltes tavaks, peame kbigepealt normaalkujule vienaitw,

kuid sel termil normaalkuju puudub, seega satume I[6pmatule

reduktsiooniahelale. Alustades redutseerimist, vadiupiervest
termist, s.0. valjastpoolt sissepoole ehk vasakult paensaame
termi ((Ay.(Ax.x))w ning jargmisena(ix.x), mis on normaal-
kujul. Meie naites ei viinud seestpoolt véljapoole redetsaine
normaalkujule, kill aga leidsime normaalkuju valjastposis-
sepoole redutseerides. Naide illustreeris jargmist HagRarry
tbestatud teoreemi.

Definitsioon 19.14. Redekson rakendusterm, mille vasakpoolne
argument on abstraktsiooniterm.

Redeks on nditeké(Ax.x)y), aga mitte(xx) voi ((Ax.x)y)y).

Teoreem 19.15 (normaliseerimine).Kui lambdatermilM on nor-
maalkuju, siis alati kdige vasakpoolsemat redeksit emlisedut-
seerimisstrateegia jduab normaalkujuni.

Esitame Uhe suhteliselt lihntsama teoreemi koos tdestusega

Teoreem 19.16 (pusipunktiteoreem).

1. Iga lambdatermiF jaoks eksisteerib lambdaterr®, nii et
FX =X.

2. Pusipunktifunktsioonil. f.(Ax. f (xx))(Ax. f (xx)) nimega Y
on jargmine omadus: iga lambdatermi jaoks kehtib
F(YF)=YF, st.Y arvutab termi pusipunkti.
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Toestus.

1. Olgu W term Ax.F(xx). Termiks X vBtameWW. Tdepoo-
lest, WW = (Ax.F(xx))W = F(WW).

2. Kasutame eelmist punkti, pannes tahele, Bf =

(Ax.F(xx))(Ax.F(xx)), mis on samane termigx.
O

Lambda-arvutuse kdige fundamentaalsem teoreem on Alonzo
Churchi ning Barkley Rosseri tdestatud kokkuvoolavuseetem:

Teoreem 19.17 (Church-Rosser)Lambda-arvutus on kokkuvoo-
lav TTS, s.t. iga lambdatermi/ jaoks kehtib: kui eksisteerivad
kaks termiA ja B, nii et M ~ A ja M ~ B, siis eksisteerib term
C,niietA~ CjaB~C.

Kokkuvoolavuse teoreemist jareldub muu hulgas, et igal nor
maalkujuga lambdatermil on tksainus normaalkuju. Kunablden
arvutus ei ole peatuyv, siis ei jareldu kokkuvoolavusesmige
vordsuse probleemi lahenduvus. Saab néidata, et ei eddbistd-
versaalset lahendavat algoritmi kiisimuse jaoks, kas miGiglus
t = t' on lambda-arvutuses tuletatav.

Jargmiseks naitame, kuidas esitada lambda-arvutuseg- mitt
triviaalseid programme. Kdigepealt tuleb réhutada,pahta li-
sanditeta lambda-arvutuse selline kasutamine ei ole ijisakt
programmeerimise seisukohalt ratsionaalne. Lambdatzsel ba-
seeruvad funktsionaalse programmeerimise keeled sisaldzeale
puhta lambda-arvutuse veel muid konstrukisioone ja vaidnd
naiteks arve, aritmeetikat, loendeid jms., mis muudavamnam-
mid efektiivseteks ja mugavalt kirjapandavateks. Meieneg&
on demonstreerida, et selliseid praktilisi lisakonstiddne on
teoreetiliselt voimalik esitada puhta lambda-arvutuskewvaitega.
Terviklikku formaalset taielikkuse tGestust me siinkolealesita.

Taisarvude esitamise skeem Churchi jargi:

0: Afix.x
1. Afax.fx
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2. Afdx.f(fx)
30 Afax. f(f(fx))
Uldiseltn: Afax.f"x

Rosseri esitatud peamised aritmeetikafunktsioonid, dufkl
Churchi jargi kodeeritud arvudele rakendamiseks:

+ AXAYAp.AG.(xp)((YP)q)

%

AX AY.AZ.x(Y7)
eTp. AX.AY.yXx

Toodud aritmeetikafunktsioonide esimesed kaks paraiheatr
sisulised: neid kasutatakse arvutamise juures redutsiseti Ule-
jdénud parameetrid jddvad resultaadi komponentideks.
Naiteks: (exp 2)2 = ((Ax.Ay.yx)2)2 = (Ay.y2)2 = 2 2
S Ax I (f'x)2 = x'.2(2 x1)) = (X’ ax.(2 x)((2 x")x))
Ax' Ax.x' (x'((2x)x)) = Ox’ dx.x' (x'(x'(x'x)))) = 4.
Loogilised tBevaartuseddsi ja vaar, harilik programmeeri-
miskonstruktsioon if B then P else Q" ning predikaat null
tahendusegax” vordub arvuga 0” on suhteliselt lihtsalt esitatavad:

tOsi. Ax.Ay.x

Vvaar. Ax.Ay.y

if B then P else Q. (BP)Q

null: Ax.((x (Ay.Az.vaan) (Ax.x)) tosi

Harilikes programmeerimiskeeltes kasutatakse rekisediés
funktsioonide defineerimise juurdanktsiooni nime Naiteks fak-
toriaali definitsiooni

fakt(x) = if x=0 then 1 else x*fakt(x-1)

kehas kasutatakse defineeritavat nifisdct. Lambda-arvutuses aga
funktsioonidel nime ei ole. Kuidas sellises olukorras mskuseid
funktsioone defineerida?
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Lahenduseks on pusipunktiteoreemi tdestuses toodud pusi-
punktifunktsiooniY kasutamine. Meenutame, et funktsiooHilon
jargmine omadus: iga termi’ jaoks kehtib F(Y F) = Y F. Pusi-
punktifunktsiooni kasutamise skeem on jargmine. Olgu rgkmne
funktsioon f defineeritud kuif(x) = M, kus M vdib sisaldada
nime f. Asendame definitsiooni lambdatermigd@ Af.Ax.M),
muutes funktsiooni nime seotud muutujaks ja rakendadesileer
pusipunktifunktsiooni.

Tahistame taheg# faktoriaali definitsioonist saadud termi

Afakt.Ax.if x = O then 1 else x * fakt(x — 1).

Faktoriaali funktsiooni defineerime kui rakendusterir’).

Saadud faktoriaalifunktsioon{Y F) néaiteks arvule 4 rakenda-
des saame seestpoolt véljapoole redutseerides ehitatig@aituva
teisendusahela

YF)A=(FYF)4d=(F(F(YF))4=...

Normaalkujuga termide jaoks garanteeritult peatuvat ag#]
sissepoole-, vasakult-paremale-reduktsioonistratediasutades
aga teisendusahel peatub, andes normaalkuju, mis ongb- fakt
riaali arvutamise resultaadiks:

(YF)4 =

F(YF)4 =

(Afakt.Ax.if x = 0 then 1 else x * fakt(x — 1))(Y F)4 =

(Ax.if x =0 then 1 else x x (Y F)(x — 1))4 =

if4=0then lelse 4x (YF)(4—-1) =

4% (YF)3=

4% F(YF)3=

4x3x(YF)2=

4x3x2x(YF)1=
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4%x3%x2%(YF)0=
4x3x2x1=
24.

19.3. Kombinatoorne loogika

Lambda-arvutuse reduktsioonimehhanismil on puudusi:
e S-reduktsiooni aksioom ei ole esimest jarku vordus.

e B-reduktsiooni sammu alustades peab seotud muutujad Um-
ber nimetama, valtimaks muutujate omavahel sassiminekut.

Mainitud puudustest on vaba lambda-arvutusega analoogi-
line, peamiselt teoorias kasutatav programmeerimiskemhbina-
toorne loogika mille 1920. ja 1930. aastatel leiutasid Curry ja
Schonfinkel.

Kombinatoorne loogika on kahe v&i kolme &armiselt lihtsa
vordusega esitatav esimest jarku aksiomaatika, mis sisatdns-
tante K, S ja I ning kahekohalist rakendusfunktsioon{F, M),
mida edaspidi kirjutame parema loetavuse huvides KkHjulM.

(1) ((Sox)oy)oz=(xo0z)o(yoz)
(2 (Kox)oy=x
(3 Iox=x

Konstant I on defineeritav kui term(S o K) o K ning kolmas
vordus on seepeale tuletatav kahest esimesest. Kombigattom-
gika esitamiseks piisab seega kahest esimesest vOrdusbsefs
voetakse aksiomaatikasse mugavuse mattes.

Kui orienteerida kombinatoorse loogika aksiomaatika uSedl
1-3 termiteisendusreegliteks, saame mittepeatuva, kakduvoo-
lava ja taieliku TTS-i. Analoogiliselt lambda-arvutusegiaeksis-
teeri universaalset lahendavat algoritmi kiisimuse jakés,vordus
t =t on kombinatoorse loogika aksioomidest tuletatav.
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Kombinatoorne loogika ei piirdu ainult &sja toodud kolme
konstandi defineerimisega. Sageli on kasulik tuua lisaksidi
kombinaatoreid.

Definitsioon 19.18. Kombinaatoriksnimetame konstante, mille
jaoks on antud termiteisendusreegel kujul

(...((coxpoxg)..)o0x, > M,

kus M on term, mis v0ib sisaldada ainult konstante, muutujaid
X1, ..., %, ja rakendusfunktsioons .

Iga lambda-arvutuse termi saab teisendada kombinatooose |
gika termiks. Esitame teisendusalgoritmi, defineeriddielse tei-
sendusfunktsioonidC ja A. Teisendusfunktsioonide argumendid
on antud nurksulgudese tahistab suvalist lambdatermiy ja
v tahistavad muutujaid ning tahistab konstanteA esitab nn.
abstraktsioonialgoritmi, mis on otseselt esitatud stiisiboni-
mehhanismiga analoog lambda-arvutyseeduktsioonile.

e C[(e1e2)] = Clea] o Cle]

e C[(Ax.e)] = A[x, C[e]]

e Clv]=v

e Clc]=c

o Alx, (e1e2)] = (S 0 A[x, e1]) 0 A[x, 2]

o Alx,x] =1

o Alx,v]=(Kov), kuix #v

e Alx,c] =(Koc)

Jargmise fundamentaalse teoreemi soovitame lugejal e td
tada:
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Teoreem 19.19 (substitutsioon) Kombinatoorse loogika TTS-i
jaoks kehtib
(A[x, M] o N) ~» M[x := N],

kus A[x, M] on abstraktsioonialgoritmi rakendamise resultaat
muutujale x ja termile M. N ja M on esimest jarku termid
ja M[x := N] tahistab termi M péarast muutujax asendamist
termiga N.

Seega saab pdarast lambdatermi teisendust kombinatomrsess
loogikasse kasutad@g-reduktsiooni asemel kombinatoorse loogika
esimest jarku termiteisendusreegleid. Viimaste rakefskaijuures
pole vaja pidevalt muutujaid Umber nimetada.

Naide. Teisendame lambdaterighx.(+ x)x) 3) kombinatoor-
sesse loogikasse:

C[((Ax.(+ x)x)3)] annab

C[(x.(+ x)x)] o C[3] annab

C[(x.(+ x)x)] o 3 annab

Alx, C[(+ x)x]] o 3 annab

Alx, C[(+ x)] o C[x]] o3 annab

Alx, (C[+] o C[x]) o C[x]] o3 annab kolme sammuga
Alx, (+o0x) ox] o3 annab

((So A[x, (+0x)]) o A[x, x]) o 3 annab
((SoA[x, (+0x)]) oI) o3 annab
((So((SoA[x,+]) o A[x,x])) o I) 0 3 annab
((So((SoAl[x,+])oI))ol)o3 annab
(So((So(Ko+4+))ol)ol)o3.

Saadud termi((S o ((So (K o+)) o I)) o I) o 3 teisendame
kombinatoorse loogika reeglitega normaalkujule:
((So((So(Ko+))ol))ol)o3 annab
((So(Ko+))ol)o3)o (I o3) annab
(((So(Ko+))oI)o3) o3 annab
((Ko+)o03)o(Io3) o3 annab
((Ko+)03)03) 03 annab
(+03)03.

LOpuks saime sama termi, mille oleksime saanud esialg-
set lambdatermi normaalkujule viies. Harjutuseks soowitatsida
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termi, millel normaalkuju puudub ning defineerida lambdaituse
pisipunktifunktsiooniy vaste kombinatoorses loogikas.

Kombinatoorse loogika jaoks kehtivad k&ik varem esitatud
teoreemid lambda-arvutuse kohta: plsipunktiteoreemmalisee-
rimisteoreem ja Churchi-Rosseri teoreem.

Pdnevatele teoreetilistele vbimalustele vaatamata voinbi-
natoorne loogika naida praktiliseks kasutamiseks liigankakas
ja ebaefektiivne. See ei ole pariselt nii; naiteks on pkaldi
kasutatava funktsionaalse programmeerimiskeele Mirajadds
realiseeritud optimeeriv kompilaator, mis teisendab paognid
laiendatud kombinatoorsesse loogikasse, s.o. Ulaltoddundtan-
did ja reeglid plussca kimme lisakombinaatorit — viimaste
ainus eesmark on arvutamiskiiruse suurendamine. Uuemiatzlpu
funktsionaalsete keelte — naiteks Haskell — kompilaatdgd
sendavad programnsuperkombinaatoritekss.o. mitte etteantud,
fikseeritud hulgaks kombinaatoriteks, vaid uute, antudygmmi
jaoks sobivate kombinaatorite hulgaks. Kompileeritudgpaonmi
taitmine tahendab termi normaalkujule teisendamist.



Ulesannete vastused

2.4.1. Teise kehtivuse definitsiooni tGesusest jareldub esimese definit-
siooni tdesus (sest téene jareldus ei saa olla vaar). Seeparast vdib pi-
dada esimest kehtivuse definitsiooni teisest Uldisemaks. (Kahjuks muu
dab vbimalikkuse modaalsuse kasutamine sellest arusaamise raskeks.)

3.2.5. Vaidet p & ¢ loetakse ‘p siis ja ainult siis, kuig”. Me
saame selle lause jagada kaheks osaks:siis, kui ¢” ja “p ainult
siis, kui¢”, ning avaldada nad implikatsiooni ja eituse kaudu:

g = p pSis, kuig qop
kui ¢, siis p
g on p jaoks piisav

p = q p ainult siis, kuig —=q D —p
g on p jaokstarvilik I
kui p kehtib, siis peab kehtima ka pDOgq

3.3.1. Eesti keele lause on kas lihtlause vai liitlause. Lihtlaused jagu-
nevad laiendamata lihtlauseteks ja laiendatud lihtlauseteks. Laiendamata
lihntlause koosneb alusest ja 6eldisest. Laiendatud lihtlause koostieb n
teks alusest, Oeldisest ja sihitisest. Liitlaused on p8imlaused ljaukii

sed jne. jne.

3.3.3. ¢) VaartustustelA = B=C=vjaA=C=v, B=1to0n
valemite (A D B) D C ja A D (B D C) tdevaartused erinevad.

3.6.4. Asendades kehtivas arutluses lausemuutujad metamuutujatega,
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saame kehtiva arutlusvormi, kusjuures esialgne arutlus on saadud arut-
lusvormi erikuju.

38.2. b)) (BD>DG)D(G>D>B);c) (EyVE;VE3) DB&C)D
(D D A).

4.2.1. a)Vx (Vx Vv Mx); d) Vx3y Axy; g) IxTy Axy D Ajj.
4.4.1. Vihje: kasutage vorduspredikaati.
4.7.2. a)VxVy (Ix & Ky D Vxy); €) 3x (Ix & =3y (Ky & Vxy)).

411.3. Q) VaVy (x+y=y+x); b) VaVyVz(x+y=2zD (z—x = y) &
(z—y=2x)); d) Va¥VyVz(xy =zD (x=1Dz=y)&(y=1Dz=x)).

511. X&Y&—-ZVv—-X& Y &—Z.
6.4.1. Valemite hulga

{Vx3dy Pxy, —3x Pxx,V¥xVy (Pxy D —Pyx)}

tdesuspuu on avatud, kuid selles ei ole 16plikku avatud I6petatud haru
Selle lausete hulga mudeliks on néiteks interpretatsiddn<).

7.2.1. Vaide kehtib atomaarsete valemite korral, sest nad on iseen-
daga identsed. Ta kehtib ka induktsiooni sammu korral, sest konjunk
sioon ja disjunktsioon on tdesed, kui nende argumendid on tdesed. Ja-
relikult kehtib véaide selle baasi k&igi valemite korral.

9.2.3. Vihje: kasutage siimbolite ASClII-tabelit.

11.3.1. Vihje: teooria, millel pole mudelit, on vasturdakiv; vasturaaki-
vas teoorias saab aga tuletada vastuolu.

d:ef “

11.5.1. Naiteks Px x on termin” ja Qx dzef“x on magus”.

12.2.1. Vihje: vbtke vaiteksp suvaline kontingentne lause.

12.3.2. =4 0O(p Vv —p), sestp peab olema paratamatult kas tbene voi
vaar; =5 Op Vv O-p aga ei kehti, sesp ei tarvitse olla kas paratama-
tult tdene vdi paratamatult vaar. Ta vdib naiteks olla kontingentne.

12.5.1. Vihje: defineerige interpretatsioonid ja I’ nii, et U, =
Wrp ={wq, ..., w,}, w;[A] =t & w; € [A] ja vabad muutujad asenda-
takse tegeliku maailmagaj € Wy.
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12.5.2. Vihje: jagage predikaatide ekstensioonid ekvivalentsiklassi-
desse.

14.2.2. Olgu F[A] = F[A D> B] = 1. Implikatsiooni semantika pdhjal
saame vorduse 4 (1 — F[B]) = 1. Jarelikult F[B] = 1.

15.7.1. Kirjeldame vaikimisiteooria

Tartu_tanav(x) D tee(x)
W = { Tartu_tanav(x) D —viib_Rooma(x)
Tartu_tinav(Ulikooli_tinav)

D tee(x) : viib_Rooma(x)

viib_Rooma(x)
Selles teoorias saamodus poneriga tuletada vaite
—viib_Rooma(Ulikooli_tinav).
16.6.3. Lihtsustamis- ja idempotentsusreeglid
A® B —o A,
A—-o0AR®A

ei kehti keemiliste reaktsioonide korral, sest aatomite hulgad peavad
enne ja péarast reaktsiooni olema samad.

17.2.1. Minu kass s66b mind.

17.2.2. Kui draakon on néljane, siis ta kutib. Kui draakon on vésinud,
siis ta magab. Draakon ei saa olla korraga néaljane ja vasinud.

17.2.4.
X2 = g(x1, X1),

x3 = g(g(x1, x1), g(x1, x1)),
xa = g(g(g(x1, x1), g(x1, x1)), g(g(x1, x1), g(x1, x1))),

X, =g(g(..g(x1,x1)...),8(..g(x1,x1)...).

18.1.1. Vihje: puudke igal jargneval hulga labimisel muuta tBeseks
vahemalt ks vaadeldava hulga disjunktidest.
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