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Liihikokkuvote

Kéesolevas bakalaureusetoos tutvustatakse Mobiuse funktsioone ning kirjel-
datakse valemit nende leidmiseks teatud tingimusi taitvas konvolutsioonial-
gebras. Valemi kasutust demonstreeritakse, leides Mobiuse funktsioonid lo-
kaalselt lopliku osaliselt jarjestatud hulga, kategooria ja monoidi intsident-
susalgebrates. Peale nende teemadega seotud néidete tuuakse vélja eliminee-
rimisprintsiip kui M6biuse inversioonivalemi erijuht.

CERCS teaduseriala: P120 Arvuteooria, véiljateooria, algebraline geomeet-
ria, algebra, riithmateooria.
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MOBIUS FUNCTIONS IN INCIDENCE ALGEBRAS
Bachelor thesis
Johanna Maria Kirss

Abstract

The present bachelor’s thesis introduces Mobius functions and describes a
formula for determining them in certain convolution algebras. The use of
the formula is shown by finding Mobius functions in the incidence algebras
of locally finite posets, categories and monoids. In addition, the inclusion-
exclusion principle is surveyed as a special case of the Mobius inversion for-
mula.

CERCS research specialisation: P120 Number theory, field theory, al-
gebraic geometry, algebra, group theory.
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Sissejuhatus

Mobiuse funktsioon, mida kirjeldas esimesena saksa matemaatik August Ferdinand
Mobius 1832. aastal, on laialt tuntud arvuteoreetiline funktsioon, mis kirjeldab
naturaalarvu n erinevate algarvuliste jagajate arvu paarsust. 1960ndatel aastatel
iildistas funktsiooni naturaalarvudelt lokaalselt 1oplikele osaliselt jérjestatud hulka-
dele ning lokaalselt 16plikele kategooriatele itaalia-ameerika matemaatik Gian-Carlo
Rota. Kuigi iildistus osaliselt jarjestatud hulkadele on koige laiemat kasutust leid-
nud, on Mobiuse funktsiooni veel abstraktsemalt késitletud mitmel viisil. Hiljutises
artiklis [4] annab J. Kock valemi Mdbiuse funktsiooni arvutamiseks iildises konvo-
lutsioonialgebras. Konvolutsioonialgebra Lin(C, A) element ja koalgebra C' peavad
selle jaoks rahuldama teatud tingimusi, mis aitavad rekursiivse valemi abil leida
poordelemendi.

Kaéesolevas bakalaureuset6os antakse kolme peatiiki jooksul iilevaade erinevatest
Mobiuse funktsioonidest, mida saab leida, kasutades rekursiivset valemit artiklist
[4]. Esimeses peatiikis tutvustatakse pohimoisteid ja vajalikku teooriat. Kirjelda-
takse Mobiuse funktsiooni ja sellega kaasnevaid moisteid nagu Mobiuse inversioo-
nivalem ja Dirichlet’ konvolutsioon ning kolme alapeatiikiga ehitatakse iiles vajalik
vektorruumide tensorkorrutiste teooria.

Teises peatiikis tuuakse sisse algebra, koalgebra ja konvolutsioonialgebraga seotud
moisted. Lisaks defineeritakse koalgebra rithmalaadsed elemendid ja filtratsiooni
ning toestatakse moned nende edasises olulised omadused. Lopetuseks toestatakse
teoreem poordelemendi leidmise kohta konvolutsioonialgebras, kui vastav koalgebra
on filtreeritud ja tédidab teatud tingimust rithmalaadsete elementide kohta.

Kolmas peatiikk kirjeldab teise peatiiki 16pus toodud tulemuse rakendusi. Alus-
tuseks tutvustatakse osaliselt jarjestatud hulga intsidentsusalgebrat ja selle vahen-
datud intsidentsusalgebrat. Seejérel kirjeldatakse Mobiuse funktsiooni arvutamist
soltuvalt intervalli struktuurist ning naidatakse, kuidas elimineerimisprintsiip on
erijuht Mdobiuse inversioonivalemist. Lopetuseks peatutakse kategooria intsident-
susalgebral, mis peale osaliselt jarjestatud hulga annab ka lokaalselt 16pliku monoidi
intsidentsusalgebra. Naidatakse, et teatud klassikalisematel erijuhtudel on monoidi
ja osaliselt jarjestatud hulga intsidentsusalgebrad isomorfsed.



1 Pohimoisted

Tutvustame selles peatiikis esmalt Mobiuse funktsiooni ja inversioonivalemit tema
arvuteoreetilises kontekstis; asjakohased definitsioonid voib leida ka &pikust [1]. Siis
defineerime vektorruumide tensorkorrutise ning téestame tema moned omadused.
Enamik tulemustest on moodulite kontekstis leitavad opikust [2], kui pole mérgitud
teisiti.

1.1 Mobiuse inversioonivalem

Definitsioon 1.1. Mdbiuse funktsioon p : N — Z on defineeritud vordusega

1, kui n =1,
u(n) =<0, kui leidub algarv p nii, et p? | n,
(—=1)*, kuin =p;...pg, kus p1,...,pr on paarikaupa erinevad algarvud.

Tihti esineb Mobiuse funktsioon Moébiuse inversioonivalemis, mis iitleb, et kui
suvaliste funktsioonide f,g: N — C korral kehtib

g(n) = f(d) iga n € N jaoks, (1)
d|n
f(n) = Zg(d)u (g) iga n € N jaoks. (2)
dln

Kui aga defineerime Dirichlet’ konvolutsiooni, saame seda valemit vaadata palju
lihtsamal kujul. Funktsioonide f,g : N — C Dirichlet’ konvolutsiooniks nime-

tatakse tehet n
(frg)m) =3 F@g (5) = D f(@glb).
dln ab=n

On lihtne veenduda, et jareldus (2) on samavéarne vordusega f = g * u. Kui aga
defineerime konstantse tseetafunktsiooni ((n) = 1, siis ndeme, et ka vordus (1) on
kirjeldatav konvolutsiooni abil — M&biuse inversioonivalem on siis kujul

g=f*C=[f=g*p

Teisisonu voib Mobiuse inversioonivalemi kirjutada ka tisna lithidalt kujul g+ = €,
kus € on Dirichlet’” konvolutsiooni iihik

1, kuin=1
a(n):{’ ui n ,

0  muul juhul.



1.2 Vektorruumide tensorkorrutis

Olgu K korpus. Koik edasises késitletavad vektorruumid on iile korpuse K.

Definitsioon 1.2. Vektorruumide V' ja W tensorkorrutis on vektorruum U koos
bilineaarse kujutusega ¢ : V. x W — U nii, et kehtib jargmine universaalomadus:
iga bilineaarse kujutuse f, : V x W — Z jaoks, kus Z on suvaline vektorruum,
leidub iiheselt médratud lineaarkujutus f : U — Z nii, et kommuteerub jargmine

diagramm:

VxW —2% U

.
////
fo o f

Z

Teisisonu, kujutus Lin(U, Z) — Bilin(V, W; Z), f +— f o ¢, on isomorfism.

Lause 1.1. Vektorruumide temnsorkorrutis on isomorfismi tdpsuseni theselt mdd-
ratud.

Toestus. Oletame, et peale U leidub ka vektorruumide V' ja W tensorkorrutis U’
bilineaarse kujutusega ¢’ : V. x W — U’. Siis U’ universaalomaduse jargi leidub
itheselt méédratud lineaarkujutus ¢ : U — U’ nii, et kommuteerub diagramm

VW — %

See tdhendab, et ¢ = éo ¢'. Samas U universaalomadust analoogselt rakendades
saame, et ¢’ = ¢’ o ¢ ja seega

lyop=¢=dod og.

Markame, et q@oq@’ : U — U on lineaarteisendus ja et U universaalomadust iseendale
rakendades peab ¢ tegurdus ¢ = 1y o ¢ olema iihene. Seega 1y = <ZA>o qg’ . Sama
arutlust analoogselt teisipidi korrates saame ka, et 1y = gzg’ o qAS, mis tdhendab, et
QAS, gﬁ’ on isomorfismid ehk U ja U’ on isomorfsed. O

Kui eelnevas on tensorkorrutist méargitud tildiselt tahistusega (U, ¢), siis toestatud
tulemus néitab, et vektorruumid V ja W médravad isomorfismi tépsuseni iihe-
selt dra nende tensorkorrutise. Seega on loomulik mérkida V' ja W tensorkorrutist
edaspidi kujul (V @ W, ¢).

Peale isomorfismi tédpsuseni iihesuse kehtib ka, et kui V' ja W on kaks vektorruumi,
siis neil eksisteerib tensorkorrutis VW Selles tekstis me tensorkorrutise olemasolu
el naita.



Edasises vaatleme elementide (v, w) € V x W kujutisi ¢ all — téhistame need kujul
d(u,v) = u®v. Ruum V ® W on moodustatud selliste elementide poolt, sest
vastasel juhul voiksime seada bilineaarsele kujutusele fp : V x W — Z vastavusse
rohkem kui iihe lineaarkujutuse f : VW — Z, mille korral fo¢ = f;. Kui ruumis
leiduks element x € V @ W, mis ei avaldu u® v lineaarkombinatsioonina, siis saame
iga voimaliku kujutise f(z) = z € Z jaoks anda lineaarfunktsiooni f, : VoW — Z
nii, et f, 0 = fp.

Kasutame ménikord ka kirjapilti f(u® v) = fp(u,v), kus kujutisele u ® v seatakse
vastavusse mingisuguse kahe muutuja funktsiooni f;, vddrtus kohal (u,v). Selline
tdhistus on korrektne parajasti siis, kui f; on bilineaarne funktsioon. Kujutus f
tahistab siis lineaarkujutust, mis on universaalomaduse abil defineeritud f;, kaudu.

1.3 Funktor — ® —

Mistahes korpuse K korral tdhistame koigi vektorruumide iile korpuse K kategooriat
stimboliga Vectk. Selles alapeatiikis néditame, et vektorruumide tensorkorrutamine
annab funktori — ® — : Vectg x Vectg — Vectk. Selle toestamiseks néitame aga
esmalt jargmise tulemuse.

Lause 1.2. Vektorruumide otsekorrutamine annab funktori
— X — : Vectg x Vectg — Vectg,

mis objekti (V,W) wviib ruumide V ja W otsekorrutiseks V- x W ning morfismi
(f,9): (VW) = (V/,W') kujutab morfismiks f x g : VxW — V' x W', eeskirjaga

(v, w) = (f(v), g(w)).

Toestus. Objektile (V,W) € (Vectg x Vectk)p seab otsekorrutamine vastavusse
vektorruumi V' x W € (Vectx)o. Kontrollime, et morfismide kujutus siilitab ihik-
morfisme ja komponeerimist.

Kategooriate otsekorrutise konstruktsiooni jargi on objekti (V, W) {ithikmorfismiks
(1y, 1y ). Kuna 1y x 1y on defineeritud eeskirjaga

(v, w) = (1v (v), Ty (w)) = (v, w),

siis on tegemist toesti objekti V' x W ithikmorfismiga.

Fikseerime objektid (V, W), (V/,W') ja (V"”,W") ning morfismid

(fyg): (VW) = (VI W), (h,k): (V,W') = (V" ,W") kategoorias

Vecty x Vectg. Siis nende morfismide kompositsioon on defineeritud kui (ho f, kog),
mis kujutatakse morfismiks (h o f) x (ko g). Tahame néidata, et

(hof)x (kog) = (hxk)o(fxg),jatoepoolest, fikseerides (v, w) € V x W, saame,



et

O]

Kuna elemendid kujul v ® w moodustavad vektorruumi V ® W, siis voime téhele
panna jargmist.

Lemma 1.3. Kui f,g: VW — U on lineaarsed kujutused, mille korral
0 w) = g(vew)
igav €V jaw €W jaoks, sits f = g.
Lause 1.4. Fikseerime kategoorias Vectg x Vectk iga objekti (V, W) jaoks ruumide

V' ja W mingi tensorkorrutise (V @ W, ¢oyw).

Stis vektorruumide tensorkorrutamine annab funktori
— ® — : Vectg x Vectg — Vectyg,

mis objekti (V, W) kugutab fikseeritud tensorkorrutise objektiks VW ning morfismi
(f,9): (V,W) = (VI,W') morfismiks f@g: VW — V' @ W. Morfism f ® g
on sealjuures defineeritud kui unikaalne lineaarkujutus, mis paneb kommuteeruma

diagrammsi

VxW — Iy ewr

J I

Veow — 1% L yrgw

ehk kui lineaarkujutus, mis on antud v € V ja w € W korral eeskirjaga
(f@g)(vew) = f(v)®g(w).

Toestus. Saame f ® g nii defineerida, sest talle vastab kompositsioon
¢ o(fxg). Kuna ¢’ ja fx g on molemad bilineaarsed, siis on ka nende kompositsioon
bilineaarne, ning seega saame kasutada ¢’ o (f X g) peal universaalomadust.

Néitame niiiid, et eespool toodud eeskiri annab funktori ehk séilitab tihikmorfisme
ning kompositsiooni.



Uhikmorfismi sdilimine kehtib definitsiooni jirgi: morfismile (1y, 1y) seatakse vas-
tavusse lineaarkujutus 1y ® 1y, mille puhul

(lv @ 1w)(v@w) = 1y (v) @ ly(w) = v @ w.

Siin kasutame eelpool toodud lemmat, mille jargi see tingimus on piisav, et 1y ® Ly
kiituks koigil V @ W elementidel iihikmorfismina.

Kontrollime niitid komponeerimise sailitamist. Fikseerime objektid (V, W),
(VW) ja (V”,W") ning morfismid (f,g) : (V,W) — (V/, W),
(h,k): (V!,W") — (V" W"). Definitsiooni jargi kommuteerub diagramm

VxW — X9y Xk oy

Jf o Jov

Vow — 1% L yrew ek yrgwr

Kuna (h x k)o (f x g) = (ho f) x (ko g), siis ka kujutus (ho f) ® (ko g) paneb
diagrammi valise ruudu kommuteeruma. Kuna vélist ruutu saab kommuteeruma
panna parajasti iiks lineaarne kujutus, siis

(hof)@(kog)=(hak)o(f®g),
mida oligi tarvis nédidata. O
Lemma 1.5. Kujutus
Lin(4, B) x Lin(A’,B") =+ Lin(A® A, B B'), (f,9)— f®g
on bilineaarne.

Toestus. Morfismi f ® ¢ definitsiooni, kujutuste punktiviisilise liitmise ning ¢ :
V xW — V ®W bilineaarsuse jargi nédeme, et

(it f2)@g)(vew)=(fi + f2)(v) @ g(w)
= (f1(v) + fa(v)) @ g(w)
= f1(v) ® g(w) + f2(v) ® g(w)
=(i®g+ f2@g9)(vew)



1.4 Vektorruumide tensorkorrutise omadusi

Lause 1.6. Vektorruumide tensorkorrutis on assotsiatiione ehk leidub isomorfism

a:URWVeW)=UaV)eW.

Toestus. Fikseerime u € U ja defineerime kujutuse 5, : VW — (U V)@ W,
kus
(v,w) = (LR V) ®w.

Kuna z ® y = ¢(x,y), siis (u ® v) @ w = ¢(Pp(u,v),w). Kujutus ¢ on bilineaarne
ja seega 3, on bilineaarne. Tensorkorrutise universaalomaduse jérgi vastab talle
jarelikult lineaarne kujutus g, : VoW — (U V)@ W.

Vaatleme niitid kujutust §: U x (VW) = (U® V)@ W, kus
(u,2) = Bu(z).

See kujutus on samuti bilineaarne, mistottu talle vastab lineaarne kujutus

a: U@ (VeW)—= (UV)® W, kus
alu® (vew)) = (uev)w.

Néitame, et « on isomorfism. Defineerime analoogselt eeltooduga teistpidise kuju-
tuse o : (U@V)QW =-U® (VeW),

d((u@v)@w)=u® (vew).

Hmselt {ihtib kompositsioon &/ o : U @ (V@ W) = U @ (V @ W) ruumi
U®(V@W) moodustavate elementide u® (v®w) peal iihikteisendusega 1yqvew)-
Seega o o a = lygvew). Analoogne arutelu kehtib, kui vaadelda kompositsiooni
a o o/, ning seega saame, et « ja o’ on isomorfismid.

Naitame veel, et « ja o/ on loomulikud isomorfismid komponentides U, V, W. Iso-
morfismi « jaoks tdhendab see, et kommuteerub diagramm

Ue(VeW) —22Y  (UeV)eW

f®(9®h)l l(f®9)®h -

UeoV'eW) w———F— U V)W
u’,\viw

Toepoolest, fikseerides u ® (v ® w), siis a: u® (v @ w) — (u®v) @ w ning
(f@g)@h)((uev)@w) = (f ©g)(uev)®h(w) = (f(u) @g(v)) @ h(w).

Teistpidi f®@ (g @ h) :u® (v@w) — f(u)® (g9(v) ® h(w)) ning
a: f(u)®@(g(v)@h(w)) = (f(u)®@g(v)) ®h(w). Isomorfismi o’ loomulikkust saame
kontrollida analoogselt. O



Tensorkorrutise assotsiatiivsus annab pohjuse edasises kasutada téhistust
U®V@W, mis kitkeb endas ruume U® (V@W) ja (U®V)®W ning nendevahelist

isomorfismi «.

Lause 1.7. Vektorruumide tensorkorrutis on siimmeetriline ehk leidub isomorfism
VeaW~weV.

Toestus. Vaatleme vektorruume V, W ning V @ W, W ® V vastavate bilineaarsete
kujutustega ¢ : VxW - V@Wijag¢d W xV ->WxV.

Vaatleme bilineaarseid kujutusi 8: VxW - W@V ja s :WxV - VW, kus
B:(v,w) = wevjaf : (w,v) = v@w. Antud universaalomaduse jérgi leiduvad
iitheselt maaratud llneaarkujutused B:VeaW WV j ja ﬁ’ WV > VW,

kus 8 = Bo¢ ja B = B o¢. Mirkame, et 8 = po~ ja B = ¢ oL, kus
v:VXW =W xVon (v,w) = (w,v).

Vaatleme niiiid bilineaarset kujutust ¢. Universaalomaduse jargi leidub tépselt iiks
linecaarkujutus f: V@ W — V @ W nii, et ¢ = f o ¢. llmselt sobib, et f = lygw.
Samas tlaltoodu jargi kehtib ka, et

p=pFoy=(fo¢)oy=Fo(goy)=poB=(F0p)o¢.

Jarelikult ﬁ’ o B = lygw. Analoogselt saame arutleda teistpidi ning néidata seega,
et Bo ,6”—1W®V Seegaonﬁ V®W—>W®VJ&5"W®V—>V®W
isomorfismid. O

Néitame veel ihe omaduse - et vektorruumide tensorkorrutis on distributiivne iile
vektorruumide otsesumma. Néitame selleks, et tensorkorrutamise funktor sailitab
koiki kopiire.

Lause 1.8. Fikseerime V € Vectg,. Siis funktoril — @ V : Vectg — Vectg leidub
parempoolne kaasfunktor Lin(V, —) : Vectx — Vectk.

Toestus. Tahame néaidata, et leidub bijektiivsete kujutuste
w= (‘P)U,WeVectKOa euw : Lin(U ® V, W) — Lin(U, Lin(V, W))

siisteem, mis on loomulik U ja W suhtes.

Olgu fikseeritud U ja W korral

uw : [ g, kus (g(u))(v) = flu®@w),

mille péordkujutuseks on lihtsalt ¢y 5 0 g+ f, kus f(u®v) == (g(u))(v).

10



Néitame, et ¢ on korrektselt defineeritud ehk et f, g on lineaarsed. Fikseerime
u, v € U. Siis pyw puhul f lineaarsuse tottu

g(u+u)(v) = f((u+u) @)
=fluv+d ®v)

= flu®v) + f(u' @)

= (9(u))(v) + (9(u"))(v).

Teistpidi o7, puhul tahame naidata, et kujutus f;(u, v) := (g(u))(v) on bilineaar-
ne, mispuhul f on lineaarne kujutus, kus f o ¢ = f. TGepoolest

folku+u',0) = (g(ku+ ') (v) = (kg(w))(v) + (9(u))(v) = fo(u,v) + fo(u',v)
ja
folu,v+v") = (g(u))(v + ) = (g9(u)(v) + (9(w) (V) = fo(u, v) + fo(u,v).

Naitame, et pere ¢ on loomulik U suhtes. Fikseerime W € Vecty,. Tahame naidata,
et suvaliste objektide U, U’ € Vectg, ja morfismi h : U’ — U korral kommuteerub
diagramm

Lin(U @ V,W) —2 s Lin(U, Lin(V, W))
7O(h®1v) —oh
Lin(U' ® V,W) ———— Lin(U", Lin(V, W)

Toepoolest, kui vaatleme lineaarkujutust f : U@V — W, kus u ® v — w(u,v),
siis kehtib jéargmine. Kujutus ¢y w(f) : U — Lin(V, W) on defineeritud eeskirjaga
u— (v = w(u,v)) ning pyw (f)oh : U — Lin(V, W) eeskirjaga

u' = (v = w(h(u'),v)). Teisalt saame, et fo(h®1y) : U'®@V — W on defineeritud
kui v/ ®v — w(h(u'),v) ning seega ¢y w(fo(h®1y)) : U — Lin(V, W) on antud
kui v’ — (v — w(h(u'),v)). Jarelikult diagramm kommuteerub.

Loomulikkuse W suhtes néitamiseks fikseerime objekti U € Vectk,, objektid

W, W' € Vectg, ja morfismi k : W — W'. Niitame, et kommuteerub diagramm

Lin(U @ V,W) —2Y Lin(U, Lin(V, W)

ko‘/ ‘/Lin(\/,)o .

Lin(U @ V,W') — 2™, Lin(U, Lin(V, W"))

Kujutuse f: U®V — W, kus u ® v — w(u,v), puhul on @ (f) kujutus

11



u — (v = w(u,v)) ning Lin(V, pw (f)) on kujutus u — (v — k(w(u,v))). Teisalt
on ko f kujutus u ® v — k(w(u,v)), millest oy annab kujutuse
u > (v k(w(u,v))). Seega diagramm kommuteerub. O

Definitsioon 1.3. Olgu C ja D kategooriad ja F : C — D funktor. Utleme, et
funktor F' sdilitab koiki kopiire, kui iga véikse kategooria Z ning diagrammi
D : T — C korral sellest, et (L, (u;);cr) on diagrammi D kopiir, jareldub, et
(F(L), (F(u;))ier) on diagrammi F o D : Z — D piir.

Toome édra tulemuse, mille toestus on antud tekstis [6].

Lemma 1.9. Kui funktoril F' : C — D leidub parempoolne kaasfunktor G : D — C,
siis F' sdilitab koiki kopiire, mis kategoorias C olemas on.

Olgu I vaike kategooria, D : I — C diagramm, colim(D) = (L, (¢;);er) diagrammi
D kopiir ja @ := (Q, (v;)ier) suvaline kokoonus funktoril D. Siis kopiiri universaal-
omaduse jargi leidub tépselt iiks morfism m : colim(D) — @ nii, et mot; = v;. See,
et funktor F' siilitab kopiire, on samavaérne sellega, et kopiiri definitsiooni jérgi
antud kanooniline kujutus m : colim(F o D) — F(colim D) on isomorfism.

Antud juhul on selleks kanooniliseks kujutuseks morfism

m:@PUeV) - (@U)@V

el i€l

Kuna siin I on diskreetne kategooria, annab D : I — C vektorruumid U;, 4 € I, mil-
le kokorrutis on (®ie[ Ui, (Li)ie[). Siis ¢; viib elemendi u; € U; I-korteeziks, mille i-
ndal kohal on u; ja mujal nullid. Samas F' (@ie[ U;, (Li)ie]) = ((@ie[ Ul-) @V, (4 ® 1V)Z-61).

Teisalt on F o D vektorruumide U; ® V' kogu, mille kopiir colim(F o D) on otsesum-
ma (@ieI(Ui RV, (Vi)ie[)), kus sisestused on u; @ v; — (0,...,0,u; ®v;,0,...,0).
Seega on m unikaalne morfism, mille korral m o v; = ¢; ® 1y. Sellest on néha,
et m peab saama argumendiks I-korteezi v;(u; ® v;) ja andma tensorkorrutise
(1i(u;)) ® v;. Lineaarselt saame funktsiooni m eeskirja siis laiendada koigile ot-
sesumma ), ; (U; ® V) elementidele.

Jareldus 1.10. Vektorruumide tensorkorrutisel on nullelement {0} ehk {0} @V =~
{0} ning ta on distributiivne ile otsesumma.

Toestus. Kategoorias Vectg on olemas kokorrutised, milleks on vektorruumide ot-
sesummad. Kuna funktor —®V : Vectg — Vectg omab parempoolset kaasfunktorit,
siis ta sdilitab koiki kopiire, sealhulgas kokorrutisi kategoorias Vectk. Seega funktor
— ® V siilitab otsesummasid ehk iga hulga I ning ruumide U;,¢ € I korral

Puiev) ~ (@U)@V

el

12



Nullelemendi leidumine jéreldub sellest, et objekt {0} € Vectgk, on vektorruumide
kategoorias null-aarne kokorrutis ning seega peab — ® V ka teda siilitama. Teisi-

sonu, siis kehtib {0} ® V' ~ {0}. O

Jareldus 1.11. Kui e;, © € I, moodustavad ruumi V baasi ning elemendid f;,
Jj € J moodustavad ruumi W baasi, sits elemendid e; @ f; moodustavad ruumsi

V @ W baasi.

Toestus. Fikseerime baasielemendid e; € V, f; € W ning elemendi
e; ® fj € V@ W. Naitame, et leidub isomorfism, mis kujutab parajasti need ele-
mendid I x J-maatriksiks E;;, kus kohal 75 on 1 ja mujal 0.

Kui U on vektorruum, siis temas baasi fikseerimine on samavéiirne isomorfismi
U — @, K fikseerimisega, kus baasielement b;,i € I kujutatakse I-korteeziks,
mille i-ndal indeksil on iihikelement 1 € K ja mujal 0.

Seega leidub vektorruumide V' ja W baaside fikseerimise korral isomorfism
VoW = (P, K)® (@jEJK), mis kujutab elemendid e; ® f; neile vastavate
I- ja J-korteezide tensorkorrutiseks.

Kuna vektorruumide tensorkorrutis on distributiivne iile vektorruumide otsesum-
ma, siis leidub isomorfism (), ; K)® <®jeJ K) — Dics jes KOK. See isomorfism
kujutab I- ja J-korteezi tensorkorrutise I x J-maatriksiks, kus ¢-ndal real j-ndas

veerus on element 1 ® 1, mujal 0 ® 0.

Isomorfismi K ® K — K abil saame konstrueerida isomorfismi

P kKek- H K

iel,jeJ iel,jelJ

See kujutab iilalkirjeldatud maatriksi selliseks I x .J-maatriksiks, mille i-ndal real
j-ndas veerus on 1 ning mujal 0.

Néeme, et tiapselt elemendid e; ® f; kujutatakse maatriksiteks F;;, kus kohal ¢j on
1 ja mujal 0. Seega elemendid e; ® f; annavad toepoolest ruumi V @ W baasi. [

Niiiid on lihtne néidata veel, et K on vektorruumide tensorkorrutise iihikelemen-

diks.

Lause 1.12. Vektorruumide tensorkorrutisel leidub thikelement K ehk leiduvad
isomorfismid p: VOK =V ja A KRV = V.

Toestus. Fikseerime lineaarkujutused p: V - VK, v—v®1 ja

p 1 VK=V, v®k kv. Niitame, et nad on iiksteise poordkujutused. Olgu
e vektorruumi V' baasielement. Siis (p~! o p)(e) = p~ (e ® 1) = el = e. Teistpidi,
kui fikseerime ruumi V @ K baasielemendi e ® 1, siis (pop~!)(e®1) = p(e) = e®1.
Seega on tegemist poérdkujutustega.
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Analoogselt saame valida A : V 2 K@V, v—=1®@vjadx KoV =V,
v®k— kv. O

Toome lisaks dra iihe vektorruumidega seotud definitsiooni, mis pole kiill seotud
tensorkorrutistega, kuid mida kasutame siiski peatiikis 3.

Definitsioon 1.4. Olgu X hulk. Vaatleme koigi selliste funktsioonide f : X — K
hulka, kus nullist erinevateks elementideks kujutuvate elementide arv on loplik.
Téhistame selle hulga kui

K(X):={f: X = K| f 4K\ {0}) on loplik}.

Kui vaadata sellel hulgal funktsioonide punktiviisilist liitmist ja skalaariga korru-
tamist, siis on hulgal vektorruumi struktuur. Teisisonu, olgu

(f+9)(@) = f(z) +9(z), (kf)(x) = k(f(2)),

kus f,g € K(X), k € K. Siis K(X) on téepoolest vektorruum.

2 Konvolutsioonialgebrad ning nendes poora-
tavad elemendid

Algebrate ja koalgebrate kohta kdivad definitsioonid ja tulemused on toodud ka
opikus [10]. Konvolutsioonialgebrate ja viimase kahe peatiiki tulemused péarinevad
peamiselt artiklist [4].

Vaatleme jargnevas tekstis vahel koalgebrate C ja C1, Cy C C korral ruumi Cy @Cs.
See on defineeritud kui ruum, mis on moodustatud selliste elementide v ® w poolt,
kus v € C7 jaw € Cs.

2.1 Algebra, koalgebra ja konvolutsioonialgebra

Definitsioon 2.1. Algebra on kolmik (A4, M, u), kus A on vektorruum iile K ning
M :A® A — A (korrutamine), u : K — A ({ihik) on lineaarkujutused, mille korral
kommuteeruvad assotsiatiivsust kirjeldav diagramm

AR (A0 A) 24 Ao A) oA MM L 454

1A®Ml lM :
A

AR A
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ja iihikuks olemise diagramm

AR A
Kg A M ARK -
e AA

Naiide 2.2. Olgu A := K, mille korrutamiseks M : K ® K — K on korpuse
elementide korrutamine k£ ® | — kil ning iihikuks vektorruumi samasusteisendus
u:K—=Kk— k.

Assotsiatiivsuse diagramm tdepoolest kommuteerub, sest iga k, I, m € K puhul
(M®1g)oM)(k®@l®@m) = (kl)m =k(lm) = ((lxk ® M) o M)(k®1®m).

Teisisonu on annab diagrammi kommuteerumine tehte M assotsiatiivsuse.
Koiihiku diagrammi juures markame, et pﬂgl = Ax! = M, sest nende koigi ceskirjaks
on k®I — kl. Ilmselt diagramm kommuteerub, sest M (k®!) = (Mo(1xg®1k))(k®1).
Tagatipuks on veel ndha, et M : K® K — K on isomorfism, sest pﬂgl ja /\HE1 on
isomorfismid.

Definitsioon 2.3. Koalgebraks nimetame kolmikut (C, A, ¢€), kus C' on vektor-
ruum ning A 1 C - C® C jae : C — K on lineaarkujutused, mille korral
kommuteeruvad jargmised diagrammid

CoCe0) 25 (Cel)el 22  cgC

cos] Ta

C®C < X C
ja
C®C
e(@l/ \c@ﬁ
KeC A C®K -
C

Naide 2.4. Niites 2.2 nidgime, M ja 1g on isomorfismid, mistottu saame korpusel
K naidata lihtsasti ka koalgebra struktuuri.

Olgu C := K, kus kokorrutamiseks on korrutamistehte M poéordkujutus
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M~ :K - K®K eeskirjaga
k—k®1=1Q%k,

ning kotihikuks on K-algebra K iihik 1g : K — K.

Kuna K kui algebra puhul definitsioonist 2.1 leitavad diagrammid kommuteerusid,
siis koigi morfismide poordkujutuste votmisel kommuteeruvad koalgebra diagram-
mid.

Definitsioon 2.5. Koalgebra C' alamruumi D nimetatakse C' alamkoalgebraks,
kui kehtib, et A(D) C D® D.

Definitsioon 2.6. Koalgebra C' alamruumi I nimetatakse C koideaaliks, kui
A(C)CTI®C+C®I and €(I) = {0}.

Definitsioon 2.7. Olgu (C,A¢c,ec) ja (D,Ap,ep) koalgebrad. Lineaarkujutus
f:C — D on koalgebrate homomorfism, kui kehtib, et Apo f = (f® f)oAc
jaepo f=¢ec.

Jargmise teoreemi toestus on leitav opikust [10].

Teoreem 2.1. Olgu (C, A, €) koalgebra, I tema koideaal ning 7 : C — C/I loomu-
lik stirjektsioon. Siis

1. faktorruumil C/I on theselt médratud koalgebra struktuur nii, et m on koal-
gebrate homomorfism,

2. kui f:C — D on koalgebrate homomorfism, siis Ker f on koideaal ja

3. kui I C Ker f, siis leidub diheselt mdadratud koalgebrate homomorfism f nii,
et kommuteerub diagramm

C / D
C/1

Definitsioon 2.8. Olgu (C, A, €) koalgebra ja (A, M, u) algebra. Konvolutsioo-
nialgebraks nimetame lineaarkujutuste C' — A vektorruumi Lin(C, A), kus kahe
elemendi ¢, € Lin(C, A) korrutiseks on kujutuste kompositsioon

CACcoc a4 A
ja lihikuks loeme kompositsiooni u o €.

Toestame, et konvolutsioonialgebra on toepoolest algebra. Selleks vajame iihte abi-
tulemust.
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Lause 2.2. Konvolutsioonialgebra on algebra.

Toestus. Kuna kahe vektorruumi C' ja A puhul lineaarkujutuste hulk Lin(C, A)
on samuti vektorruum, siis piisab néidata, et konvolutsioonitehe on korrektselt
defineeritud, assotsiatiivne, tihikuga, ja bilineaarne.

Kuna M, f® g ja A on koik lineaarkujutused, siis on ka nende kompositsioon f g
lineaarne. Seega on konvolutsioon korrektselt defineeritud.

Niitame, et konvolutsioon on assotsiatiivne ehk suvaliste lineaarkujutuste

f,9,h € Lin(C, A) puhul kehtib, et f % (g x h) = (f * g) * h Fikseerime need kuju-
tused f,g,h € Lin(C, A). Siis saame rakendadada avaldisele f * (g * h) kaks korda
konvolutsioonitehte * definitsiooni ning assotsiaatori « loomulikkust korteezidel
(U, V,W). Selle abil ndeme, et kommuteerub jargmine diagramm:

o fx(gxh) . A
\ /
coc L2 L A4
1 léA 1<§M 1

Lo®A v fe(g®h) ! 1AM
CRC — CR((CxC) " AR(ARA) — AR A

> N
E’ ac aa )
NN A

C®C — Ce(0)C — (A®A)®AmA®A
~ !

<

N

A®lc (feg)®h
1 A®1 M®1 1
[ v
Coc —I9% L 4g A
~ / \ M
C (f*g)*h > A

Néitame, et konvolutsioonitehte tihikuks on kujutus uoe : C — A. Selleks néditame,
et suvalise lineaarkujutuse ¢ € Lin(C, A) korral ¢ % (uo€) = ¢.

C ¢ A
\p i A
\ -
1lo®e 1AQu
~ ~
AR A
cec PR (uoe) ®
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Néitame veel, et konvolutsioon on bilineaarne. Kasutame selleks kahte tulemust.
Esiteks kasutame iilaltoodud lemmat 1.5 kujutuse

Lin(C,A) x Lin(C, A) - Lin(C® C,A® A), (f,9)— [f®yg

bilineaarsusest. Teiseks on lineaarsete kujutuste komponeerimine bilineaarne ehk
lineaarkujutuste a, b, ¢ ja skalaari k korral

(ka+b)oc=k(aob)+aoc.

Fikseerime kujutused f, f’,¢g € Lin(C, A) ja skalaari k& € K. Tahame niidata, et
(kf+f)xg=Fk(f*xg)+ [ *g. Siis

(kf+f)xg=Mo((kf+f)®g)oA
=Mo(k(feg)+f®g)oA
—MO(k(f®g))oA+MO(f®g)oA

= k(M (f®g)0A)+MO(f’®g)oA
=k(fxg)+(f *g).

Analoogselt saame néidata lineaarsust ka parempoolses muutujas ning seega on
konvolutsioon bilineaarne. O

Naiide 2.9. Triviaalselt saab eelneva kahe naite pohjal anda niitid konvolutsiooni-
algebra Lin(K, K), mille konvolutsiooniks on

(¢ ) (k) = ¢(k)Y(1) = ¢(1)ih(k) = kp(1)3(1)
ja ithikuks 1g : K — K.

Mairkus 2.10. Vaatleme lineaarkujutusi Lin(K, K) — K, mis on antud kui

¢ — ¢(1), ja K — Lin(K,K), kus 1 — 1k. Siis kui ¢(1) = k, saame nende
kujutuste komponeerimisel, et ¢ — k — k- 1g = ¢(1)1g. Kuna ¢ on lineaarne
ning ta ldhtehulk onk siis kehtib ¢ = ¢(1)1k. Seega on toodud kujutused iiksteise
poordelemendid ning konvolutsioonialgebra Lin(K,K) on isomorfne K-algebraga
K. Kujutuse Lin(K, A) — A, kus ¢ — ¢(1), tottu on isomorfsed ka iildiselt algebra
A ja konvolutsioonialgebra Lin(K, A).

2.2 Riihmalaadsed elemendid ja filtratsioon

Kirjeldame koalgebra rithmalaadseid elemente ning filtratsiooni. Kuigi tulemused
on parit artiklist [4], siis siin on vélja kirjutatud ka téielikud toestused.

Definitsioon 2.11. Koalgebra C' nullist erinevat elementi x € C nimetatakse
riithmalaadseks elemendiks, kui A(z) =2 ® x.
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Lemma 2.3. Koalgebra C' rihmalaadse elemendi x € C korral e(x) = 1.

Toestus. Kotihiku € : C' — K omaduseks on definitsiooni jargi, et (10 ® €) o A = p,
kus p: C — C ® K on isomorfism. Siin

(Ie®@e)oA)(z)=(1lc®@e)(z@x) =1c(z)®e(z) =2 @k,
kus k = e(z) € K. Teisalt p(x) = v ® 1. Seega

rk=2r®1leckzrl)=2x1
s k-1)(z®1)=0
Sk=1Vvz=0.

Kuna z on rithmalaadse elemendi definitsiooni jérgi nullist erinev, siis peab kehti-
ma, et k =1 ehk e(z) = 1. O

Definitsioon 2.12. Koalgebra C alamruumi D nimetatakse C' alamkoalgebraks,
kui kehtib, et A(D) C D® D.

Definitsioon 2.13. Koalgebra filtratsiooniks alamkoalgebrate jada
CocCicCycC...=0,

kus iga n € Ny korral
A(Cy) C Y Ci®Chi

i=0
Sealjuures tahistagu C; ® Cy,_; sellist C ® C' alamruumi, mis on moodustatud ele-
mentide z®y, x € C;,y € Cp,—; poolt. Koalgebrat, millel on defineeritud filtratsioon,
nimetame filtreeritud koalgebraks.

Definitsioon 2.14. Koalgebra C elemendi x € C filtratsioonijark on vihim
indeks r € Ny, mille korral x € C,.

Lemma 2.4. Rihmalaadse elemends filtratsioonijirk on null.

Toéestus. Fikseerime koalgebras C sellise baasi X, et iga i € Ny korral on {ihisosa
X N C; vektorruumi C; baasiks. Jarelduse 1.11 jargi on ruumi C ® C' baasiks siis
B :={a®b | a,b € X}. Markame, et ruumi C;®C} baas on {a®b | a € C;,b € C;} —
ilmselt on see hulk B alamhulgana lineaarselt soltumatu ning on lihtne kontrollida,
et sellised elemendid katavad ruumi. Toome sisse veel tahistuse

B, :={a®b]a,be Cy,} ehk alamruumi C,, ® C,, baasi.

Olgu riihmalaadse elemendi z filtratsioonijark n > 0. Siis x € C}, ja kui r < n, siis
x & Cy. Teame, et A(zx) =2 ® x € C,, ® C,,. Samas filtratsiooni definitsiooni jérgi
A(x) € Z?:O CZ ® Cn—i~
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Olgu z ruumi C,, baasivektor. Siis on A(z) =  ® z ruumi C),, ® C,, baasivektor.
Jarelikult ei saa teda avaldada teise C), ® C,, baasivektorite v ® w, kus v,w € Cj,
ja v # x vOl w # z, lineaarkombinatsioonina.

Teame, et A(z) =z @z € > " ,C; ® Cp_; ehk leiduvad mingid elemendid

z; € C; ® Cp—; nii, et @z = Y ;" x;. Samas koik elemendid z; on C; ® Cy—;
baasivektorite lineaarkombinatsioonid. Seega saame, et x ® x avaldub mingite

C, ® C,, baasivektorite lineaarkombinatsioonina. Selleks lineaarkombinatsiooniks
saab olla vaid x ® z, seega leidub mingi ruum C;, ¢ € {0,...,n}, kus z € C; ja
x € Cp—;. See aga on voimalik vaid siis, kui ¢ = n — ¢ = n ehk kui n = 0. ]

Kuna tahame jargnevas kirjeldada mitu korda kokorrutamist, siis tdhistame veel

AFC) = (1c®...®@1c®A)o...0(1lc @ A) o A)(C).
k—1 korda

Et kokorrutamine koassotsiatiivsuse tottu on see samavaarne mistahes muus tegu-
ris A rakendamisega, siis kasutame siin igal sammul koige parempoolsema teguri
kokorrutamist. Téestame selle kohta ka iihe lemma.

Lemma 2.5. Filtreeritud koalgebras C' kehtib sisalduvus

AMC)C Y Gy ®...8C,.
i1+ Fip=r

Toestus. Tahistame loetavuse huvides suvalise k € Ny korral
k
Spi=Y Ci®Chy.
=0

Paneme téhele, et siis filtratsiooni omadus on, et A(Cy) C Sk.

Seega

(le ® A)(Sr) = (le ® A) (ZC ® Cr— )

=0

=Y Ci®A(C—).
=0

Kuna A(C,.) C S, siis A%(C,) C (1¢®A)(S,). Kuna A(C,_;) C S,_;, siis jérelikult

ch & Sy FZZC ®C;®Crij.

=0 j=0
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Niimoodi saame C, kokorrutamist jatkata ning saamegi, et
AYCYC Y Gy ®...BC,.
i1+...tin=r

O

Defineerime analoogselt algebra (A, M, u) jaoks n korda korrutamise kahes parem-
poolses teguris; tahistame seda M™ : A" 5 A,

2.3 Poordelemendi leidmine kirjeldatud koalgebras

Teoreem 2.6. ([4], teoreem 4.3) Olgu C filtreeritud koalgebra, kus vektorruum
Co on moodustatud rihmalaadsete elementide poolt. Kui ¢ € Lin(C, A) kujutab
koik rihmalaadsed elemendid A iihikelemendiks, siis ta on konvolutsiooni suhtes
pooratav.

Vaatleme jada (Yr)ken, ruumis Lin(C, A), kus

Yo=e€, Yp=e—Pr_1*(p—e). (3)

Iga ¢ € C korral on jada (Yy(c))ken, statsionaarne. Seetottu on voimalik leida ¢
poérdelemendi 1 vddrtus kohal ¢, kui rakendada rekursiivselt valemit

b=e—wx(p—o) (4)

Teisisonu on iga ¢ € C' puhul ¢ kirjeldatav summaga

b= ()¢ -, ()

n>0

sest selle osasummade jada (Vy)ken, on punktiviisiliselt statsionaarne.

Toestus. Mérgime esmalt, et valemi (4) jargi

Yp=e—tx(p—e) v+ —dre=e
S Pk =e.
Seega on niisuguse valemiga antud kujutus ¢ on toepoolest kujutuse ¢ vasakpool-

ne poordelement. Néitame, et koalgebra iga elemendi ¢ € C' korral on voimalik
iilaltoodud valemit jarjest rakendades leida v vaartus kohal c.
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Kui 1 definitsiooni n korda iseendale rakendada, siis saame ), definitsiooni:

h=e—Px(p—e)
=e—(e—v*(p—e))x(d—e)
=e—ex(p—e)+vx(p—e)*(p—e)
=e—(p—e)+vx(p—e)*(p—e)
=e—(p—e)+(d—e)? —(p—e) +... 4+ (-1)"p* (¢ — )"
:wn,

kus tahistus xn tdhendab n korda konvolutsiooni votmist. Saame aga defineerida
1) ka nii, et 1 on ¢ parempoolne poordelement - valemiga

b=e—(p—e)=u.

Paneme téhele, et ka sel juhul saame n korda ¢ definitsiooni iseendale rakendades
tulemuseks 1,,. Seega saab iga ¢ € C' korral nii vasak- kui ka parempoolset valemit
iseendale rakendades sama tulemuse.

Tahame néidata, et jada (¢n(c))nen, on mingist indeksist alates statsionaarne ehk
leidub N € Ny nii, et iga & > N korral 1, (c) = 1x_1(c). Selleks fikseerime mingid
arvud 7, n € Ny, kus n on suurem kui r, ning néitame, et (¢ — e)*"*(C,) = {0}.

Kuna (¢ — e)*™ on konvolutsiooni definitsiooni jargi esitatav kompositsioonina

—e)®n
(¢—e)

c 25 oo Asn M0y g,

siis vaatleme esmalt kujutist D := A"(C,). Lemma 2.5 jérgi kehtib, et
M+...+Fin=r

Téhistame S:=3%", . . C;, ®@...0C,.

Kuna aga n > r, siis peab alati leiduma mingi indeks ¢, = 0 ehk igas liidetavas
Ci, ®...® C;, on iiheks teguriks Cp. Ilmselt kehtib, et kuna D C S, siis
(¢ —e)®"(D) C (¢ — e)®(S). Samas

(@—e)"(S)= Y (6-e)(Ci)®...® (¢ —e)(Ci,),

i+...tin=r
kus igas liidetavas on iiheks teguriks (¢ — e)(Cp).

Eelduse jéargi on Cy moodustatud riithmalaadsete elementide poolt, mille peal ¢ ja
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e vadrtused on vordsed. Jarelikult (¢ — e)(Cp) = {0} ja

Yo @0-C)@...8(@-e)(Ci,)= Y {0}={0}.

i14...+ip=r M+...+tin=r

Jarelikult (¢ — e)®™(D) = {0}.

Fikseerime elemendi ¢ € C filtratsioonijarguga r. Siis ¢ € C), ja jarelikult
((¢p — €)®™ o A™)(c) = 0. Et algebra A korrutamistehe M on lineaarne ja siilitab
seega nullelementi, siis M™(0) = 0. Jarelikult on (¢ — e)*(c) véértus null.

Seega kui elemendi ¢ € C filtratsioonijark on r, siis

n>r = P,(c) =1p_1(c).

Jarelikult on toepoolest voimalik leida ¢ poordelement v iga ¢ € C' korral. O
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3 Intsidentsusalgebrad

Osaliselt jarjestatud intsidentsusalgebrate pohjalik késitlus on leitav opikust [8] ja
artiklist [4].

3.1 Osaliselt jarjestatud hulga intsidentsusalgebra

Definitsioon 3.1. Olgu antud osaliselt jarjestatud hulk P ja tema kaks elementi
x,y € P. Kui z <y, siis hulka [z,y] C P, kus

zer,yer<z<y,

nimetatakse intervalliks.
Definitsioon 3.2. Utleme, et osaliselt jirjestatud hulk P on lokaalselt 16plik,
kui koik tema intervallid on loplikud.

Intervalli [z, y] pikkuseks nimetame temas leiduva maksimaalse ahela

r=20<2n1<...<zp 1<z, =Yy

pikkust. Sealjuures kui ahelas on n elementi, siis tema pikkuseks loetakse n — 1.

Uurime edasises osaliselt jarjestatud hulga P koigi intervallide hulka ja t&dhistame
seda int(P).

Naide 3.3. Lokaalselt 16plikeks osaliselt jarjestatud hulkadeks on néiteks (N, <),
(N, |) ja lopliku hulga X puhul (P(X), C).

Mairkus 3.4. Paneme tahele, et kahe lokaalselt 16pliku osaliselt jarjestatud hulga
(P,<p) ja (@, <g) puhul on ka nende otsekorrutis (P x @, <), kus

(zp,zq) < (yp,yQ) © zp <P yr ANxg <Q YQ,

lokaalselt 16plik.

Definitsioon 3.5. Olgu P lokaalselt 1oplik osaliselt jarjestatud hulk. Vaba vektor-
ruum Cp := K(int(P)) on koalgebra, mille kokorrutamiseks on tehe

Ay = 3 [0, @ [2,9]
z€[x,Y]

ja kotihikuks on tehe
1, kuix =y,

(ley)) = {0 muul juhul.

Ulaldefineeritud koalgebrat nimetatakse lokaalselt 16pliku osaliselt jérjestatud hul-
ga P intsidentsuskoalgebraks.

24



Definitsioon 3.6. Konvolutsioonialgebrat Lin(Cp,K) nimetatakse osaliselt jér-
jestatud hulga P intsidentsusalgebraks. Konvolutsioonialgebra definitsiooni 2.8
jargi on konvolutsioonitehe * siin

(¢ *)( = Y (=, 2)(@lz,y)).
z€[z,y]

Et K-algebra K iihikuks on samasusteisendus 1x : K — K, siis konvolutsiooni
ithikuks on intsidentsuskoalgebra koiihik € : C' — K.

Intsidentsuskoalgebras Cp saab leida nii riihmalaadsed elemendid kui ka filtrat-
siooni.

Naide 3.7. Moodustame intsidentsuskoalgebral C'p filtratsiooni jargmiselt. Olgu
alamruum C,, moodustatud tépselt nende intervallide poolt, mille pikkus ei iileta
n + 1 - néiteks ruum Cp on siis moodustatud itheelemendiliste intervallide [z, z]
poolt. Ilmselt saame siis sisalduvused Cy C C7 C ... = Cp. Veendume, et ruum
C,, on alamkoalgebra. Téesti, kui [z,y] € C,,

Az yl) = Y 6,2 ® 2,9

z€[z,y]
puhul intervalli [z, z] pikkus on i, siis intervalli [z, y] pikkus ei saa iiletada n — i.

Seega kehtib, et

A([z,y]) € Cn @ Cp ja A ZC@C,”

Sellise filtratsiooni jargi on intsidentsuskoalgebra Cp rithmalaadseteks elementideks
itheelemendilised intervallid [z, x], sest

Allz,2]) = Y [2,2]® [z,2] = [z,2] @ [x, 2],

z€|z,x)

3.2 Vahendatud intsidentsusalgebrad

Definitsioon 3.8. Olgu ~ ekvivalentsiseos hulgal int(P). Kui hulga

{lz,y] = "1 [ e, 9] ~ [2, 4]}

lineaarkate on koideaal koalgebras Cp, siis iitleme, et seos ~ on jirjestusega
kooskolas.

Tuletame meelde, et kaks osaliselt jarjestatud hulka (P, <p), (P’, <p/) on isomorf-
sed, kui leidub bijektsioon p : P — P’ nii, et x <p y parajasti siis, kui p(z) <ps
p(y).
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Definitsioon 3.9. Utleme, et kaks intervalli on isomorfsed ja tdhistame
[z,y] ~ [2, 4], kui nad on isomorfsed osaliselt jarjestatud hulkadena.

Edasises piisab vahel radkida intervallide asemel vaid nende isomorfismiklassidest.
Et seda kasitlust formaliseerida, néditame, et isomorfismiseose jargi saab intsident-
suskoalgebrat faktoriseerida.

Lause 3.1. Intervallide isomorfsusseos ~, kus ekvivalentseks loetakse isomorfsed
intervallid, on jarjestusega kooskolas.

Toestus. Vaatleme hulka I = span{[z,y] — [2/,¥'] | [z,y] ~ [2/,y']}. Tahame néii-
data, et A(I) € Cp ® I + I @ Cp - selleks néitame, et moodustavad elemen-
did [z,y] — [2/,¢/], [x,y] =~ [2/,y] kuuluvad ruumi Cp ® I + I ® Cp. Fikseerime
kaks isomorfset intervalli [z,y], [z, ], kusjuures olgu nendevaheline isomorfism

p:[z,y] = [, y]. Siis

Alz,y] — [ y) = Ale,y)) - Al y')
= Y kAdoki- Y W0

- gﬁyj[x,z]éé[z,y] Z[[:?[a]:,z]®[p(z),y’}

n f[m,z]@[p(z),y'z]e—fc’yz [/, 2] @ [/, 4]
=] ey

_ Ze%‘fy] [z,2] ® [2,y] — Ze%;y] [z,2] @ [p(2), /]

+ [z /] o, p ()] @ [, y] - [Z ,][9”/’ @y

= ;{: :[IwZ] ® ([2,9] — [p(2),4]) ,y

+ E{Zy: l]([:v,p‘l(Z’)] — [, ) @[ y]

= Ez[: :[/9372] ® ([2,9] = [p(2), p(¥)])

+ [i ]([p_l(x'),p_l(Z’)} — [, )@ 2,y
ey

Fikseerime mingid intervallide elemendid z € [z,y] ja 2/ € [2/,4/]. On ilmne, et
[x,2] € Cpja[Z,y'] € Cp, mis tihendab, et meil on vaja vaid naidata isomorfisme
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[z,9] ~ [p(2),p(y)] ning [2,2] ~ [p~1(2'),p~1(')]. See on aga lihtne — nende
intervallide vahelisteks isomorfismideks on vastavad p : [z,y] — [2/,y'] ahendid:
Plizy) 32 Plip-1(@)p-1(27))- Seega toepoolest kehtib, et

[z 9] = [p(2), p(W)), 2/, 2] = [p™ ' (2), p™ ()] € 1.

Jarelikult A([z,y] — [2/,y]) e CRT+T1RC. O

Niitame ka, et seos, mida kasutame hiljem elimineerimisprintsiibi illustreerimisel,
on jéarjestusega kooskolas. Tahistame seda ~ nagu iildist jarjestusega kooskolalist
seost; edasises on méargitud, kumba tolgendust on moéeldud.

Lause 3.2. Vaatleme osaliselt jarjestatud hulka (P(X), C) ning selle intsidentsus-
koalgebrat Cp(xy. Seos ~, kus

ST ~[$, T =T\S=T\5,

on jdrjestusega kooskolas. Sama kdib osaliselt jarjestatud hulkade (N, |) ja (Ng, <)
kohta, kus defineerime seose ~ kui

[m,n] ~ [m',n'] & n/m=n"/m
V01
[m,n] ~[m',n'len—-—m=n"—m

Toestus. Naitame esmalt, et seotud intervallide [S,T] ~ [S’,T"] jaoks leidub bi-
jektsioon p : [S,T] — [S’, T'] nii, et iga alamintervalli [R;, Ry] puhul
[R1, Ra] ~ [p(R1),p(R2)]. Olgu selleks kujutuseks

p(R) =S U(R\S).

Kujutus p on injektiivne, sest kui mingi kahe osahulga S C R;, Ry C T puhul
p(F1) = p(Ry), siis

S/U(Rl\S)ZS/U(RQ\S) & Rl\S:RQ\S < Ry = Rs.

Esimene samaviirsus tuleneb sellest, et S’ ja Ry \ S on iihisosata (nagu ka S’ ja
Ry \ S), ning teine sellest, et S C Ry, Ry.

Kujutus p on siirjektiivne, sest saame iga S’ C R’ C T’ korral vaadelda tema
originaali

R:=(R\S)US,
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mille puhul téepoolest

p(R) =S"U((R'\S)US)\S)
=S U(R\S)
- R.

Vaatleme niitid intervalli [R;, Ro] C [S,T] ja néitame, et see on ekvivalentne in-
tervalliga [p(R1),p(R2)]. Selle jaoks peame néitama, et p(R2) \ p(R1) = Ra2 \ Ri.
Viimaks kehtib toesti, et

(S"U R\ SN\ (S"U(Re\ S)) = (R1\ S)\ (R2\ )
=Ry \ By

ehk [R1, Ra] ~ [p(R1),p(R2)].

Fikseerime niiiid hulgast
I'=span ({[S,T] - [$", T | [S,T] ~ [, T"]})
clemendi [S, T] — [S', T"]. Siis
A([S,T] - [, T]) = A([S, T1) — A([S", T"))
= > [SR®RT - Y I[YReR,T

Re[S,T) R'e[S",T"]
= Y SR@RTI+ > [S.R@pR).p(D)
Re[S,T) Re[S,T)
- Y [SRe PR, - > [ R]eR,T]
Re[S,T) R[S’ T
= > [SR®(RT] - [p(R),p(T)])
Re[S,T]
+ Z (IS, R = [p(S), p(R)]) ® [R, T".
€[S, 1]

Seega toepoolest kehtib, et A([S,T] — [S",T']) e C® I +1 & C ehk
Al)CCI+IRC.
Toestus kaib analoogselt teiste osaliselt jarjestatud hulkade korral, kus votame

bijektsioonideks vastavalt p(m) = (n/m)m’ ja p(m) = (n —m) + m/. O

Paneme muuhulgas téhele, et selle lause seos ~ on tépsem kui seos ~, sest kaks
intervalli [S,T7, [S”,T"] voivad olla isomorfsed, kuid ei pruugi kehtida, et
T\S=T"\5".

Et need seosed on jarjestusega kooskolas ning kehtib teoreem 2.1, kehtib jargmine
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lemma.

Lemma 3.3. Olgu (Cp, A ¢) intsidentsuskoalgebra. Alamruumi I = span{|z,y] —
[, y'] | [x,y] = [2,y]} jirgi faktoriseeritud vektorruum, mida tihistame Cp/~,
on koalgebra. Kui m : Cp — Cp/~ on loomulik sirjektsioon, siis ruumi Cp/~
kokorrutis A~ ja kotihik e~ on antud loomulikul viisil:

Ax(m([z,9]) = (r @ m)(A([z,9]) ja ex(7([z,y])) = e([z,y]).

Analoogselt on kokorrutamine ja koihik defineeritud ka lauses 3.2 toodud seose ~
jérgi faktoriseeritud ruumi Cp/~ korral.

Definitsioon 3.10. Olgu ~ jarjestusega kooskolaline seos hulgal int(P). Lokaalselt
16pliku osaliselt jarjestatud hulga P vihendatud intsidentsuskoalgebraks seose
~ jargi nimetame koalgebrat Cp/~.

Definitsioon 3.11. Olgu ~ jérjestusega kooskolaline seos. Siis nimetatakse kon-
volutsioonialgebrat Lin(Cp/~, K) osaliselt jarjestatud hulga P vihendatud int-
sidentsusalgebraks seose ~ jargi.

Naide 3.12. Vihendatud intsidentsuskoalgebra Cp/~ saame filtreerida analoog-
selt intsidentsuskoalgebra Cp filtratsiooniga néites 3.7 — see tdhendab, saame in-
tervalli [z, y] isomorfismiklassi filtratsioonijarguks votta intervalli pikkuse.

On néha, et kui Cp on filtreeritud néite 3.7 jargi, siis siirjektsioon 7 : Cp — Cp/=~
sailitab intervallide filtratsioonijarke. See tdhendab, et kui mingi intervalli [z, y]
filtratsioonijark on r, siis sama kehtib ka selle intervalli isomorfismiklassi puhul.

Jareldub, et kuna koik {iheelemendilised intervallid on isomorfsed, siis rithmalaad-
seks elemendiks on koalgebras C'p/~ iiheelemendiliste intervallide [z, z] isomorfis-
miklass. Cp on moodustatud siis selle {ihe isomorfismiklassi poolt.

Naiide 3.13. Sama filtratsioon on defineeritav ka lauses 3.2 defineeritud seose ~
puhul.
3.3 Mbobiuse funktsioonid intsidentsusalgebrates

Definitsioon 3.14. Lokaalselt 1opliku osaliselt jarjestatud hulga P intsidentsusal-
gebra Lin(Cp, K) tseetafunktsiooniks nimetatakse funktsiooni ¢ : Cp — K, kus

[z, y]) = 1.

Lause 3.4. Tseetafunktsioonil leidub péordelement i : Cp — K, kus

L, kui x =y
o Zze[m,yL zy ,u([x, Z]) muul juhul.

u(fz,y]) = {
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Toestus. Olgu P lokaalselt 1oplik osaliselt jarjestatud hulk ja Cp tema intsident-
suskoalgebra, milles leidub filtratsioon, mis vastab teoreemi 2.6 eeldustele (vt néide
3.12). On ka ilmne, et tseetafunktsiooni vddrtus rithmalaadsetel elementidel [z, z]
on 1, mistottu on koik teoreemi 2.6 eeldused tédidetud. Seega valemi (4) jargi

p=e—px(C—e).

Et riihmalaadsed elemendid on siin iheelemendilised intervallid, siis

u([z,2]) = ez, a)) — p([,2)) (C(22]) — e, a])) =1 - 1-0= 1.

Kui [z, y] aga ei ole rithmalaadne element - kui z # y -, siis saame, et

wllz,y)) = efwyl) = Y wllz )¢ —lzy) =~ > wllz, 2]

z€[z,y] z€[z,y], 27y
Seega kehtib toepoolest valem (6). O

Lemma 3.5. Olgu ~ jarjestusega kooskolaline seos ja w : Cp — Cp/~ loomu-
lik strjektsioon. Siis Lin(Cp/~,K) on isomorfne Lin(Cp,K) alamalgebraga, kuhu
kuuluvad funktsioonid, mis kdituvad ekvivalentsetel intervallidel samamoodi.

Toestus. Kategoorias Vectg on siirjektiivsed lineaarkujutused epimorfismideks,
mille tottu 7 on epimorfism. See tdhendab, et lineaarkujutuste fi, fo : Cp/~ —V
korral fi om = foom = f; = fo. Vaatleme kujutust

Lin(w, A) : Lin(Cp/~,K) — Lin(Cp,K), ¢~ — ¢~ om.

Siis on 7 epimorfismiks olemise tottu kujutus Lin(m, A) injektiivne.

Kuna 7 on koalgebrate homomorfism, siis kehtib, et Ac, /. om = (r@m)oAc, ja
€Cp/n O T = €Cp-

(6 0p [~t) o = mo (6 @) 0 Acy. o
=mo(¢@yY)o(m@m)oAc,
mo ((¢pom)® (Yom))oAc,

= (pom)*cy (Vo)
ja€cp/nom = €cp. Seega on Lin(w, A) injektiivne algebrate homomorfism, mistottu

kehtib, et Lin(Cp/~,K) on isomorfne oma kujutisega, mis on omakorda algebra
Lin(Cp, K) alamalgebra. O

Seega on vahendatud intsidentsualgebrad isomorfsed intsidentsusalgebra teatud
alamalgebratega, kusjuures nendesse alamalgebratesse kuuluvad tapselt need funkt-
sioonid, mis kiituvad ekvivalentsetel intervallidel samamoodi.
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Sellest tuleb vilja, et kuna tseetafunktsioon kaitub koigil intervallidel samamoodi
ehk kuulub vdhendatud intsidentsusalgebra alamalgebrasse ning tal on seoste ~
ja ~ puhul vihendatud intsidentsusalgebras péordelement p., siis see poordele-
ment iihtib M&biuse funktsiooniga intsidentsusalgebras. Teisisonu peab kehtima,
et nende seoste puhul p = p. o m. Mobiuse funktsiooni saame siis igas vihendatud
intsidentsusalgebras defineerida kui

HCp = HCp /o O T

3.4 Mobiuse funktsiooni arvutamine

Selle teksti nédidetest on otse valemist (6) lihtne arvutada Mobiuse funktsiooni
osaliselt jarjestatud hulgal (N, <).

Naide 3.15. Naturaalarvudel loomuliku jérjestuse jargi (N, <) on

1, kuin=1,
p(n) = '
— > gen #(d)  muul juhul.

ehk
1, kui n =1,
un) =< -1, kuin =2,
0 muul juhul.

Mobiuse inversioonivalem iitleb siis siin, et

kui f(n) =Y g(n), siis g(n) = f(n) = f(n—1).

m<n

Keerulisema struktuuriga intervallide puhul ei ole aga pelgalt rekursiivse valemi
abil Mo6biuse funktsiooni viartuse arvutada enam nii lihtne.

Et uurida, kuidas see valem avaldub erinevates osaliselt jarjestatud hulkades, toome
ara moned voredega seotud tulemused.

Esmalt kirjeldame, kuidas intsidentsusalgebraid saab vaadata ka vaba vektorruumi
konstruktsiooni ja koalgebraid kasutamata.

Definitsioon 3.16. Lokaalselt 1opliku osaliselt jarjestatud hulga P intsident-
sualgebraks nimetatakse hulka

{f:PxP—=K]|f(r,y) =0, kui z £ y},
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millel on antud konvolutsioonitehe ning tihik kujul

(f *g)(x,y) = Z ')c(.%’,z)g(;;“y)7 6(x,y) _ {1, kui z = Y

<2<y 0 muul juhul.

See definitsioon on aga ekvivalentne meie kasutatava definitsiooniga.

Lause 3.6. Olgu P lokaalselt loplik osaliselt jirjestatud hulk. Definitsioonis 3.6 ja
definitsioonis 3.16 kirjeldatud intsidentsusalgebrad on isomorfsed.

Toestus. Tahistame meie tekstis tildiselt kasutatavat intsidentsusalgebrat 3.6 kui
I; ja asja defineeritud intsidentsusalgebrat 3.16 kui I5. Olgu nende konvolutsioo-
nitehted vastavalt *; ja %2 ning olgu nende konvolutsiooniiihikud vastavalt e; ja
€3.

Vaatleme funktsiooni

¢ Iy — I, (gb(f))([:r,y]) :f(x,y)

Néitame, et see funktsioon on bijektiivne lineaarkujutus ning et ta séilitab konvo-
lutsiooni ja selle iihikut.

Alustame bijektiivsusest. Kehtigu, et ¢(f) = ¢(g). Siis iga intervalli [z,y] peal

(N[ y]) = (o(9))([x,y]) ehk kui x < y, siis f(z,y) = g(z,y). Teame I
definitsiooni jargi aga, et kui x £ y, siis f(x,y) = g(z,y) = 0. Jarelikult f = g.

Fikseerime g € I;. Olgu siis

) = {g([w,y}% kui z <y.

0, muul juhul.

Siis ¢(f) = g.

Fikseerime kaks funktsiooni f,g € I,. Siis

(@(f+9)([z,9]) = (F+9)(@,y) = f(z,9)+9(x,y) = (6(f))([2,y]) + ((9)) ([, y]).

Olgu k € K. Siis

(@R[, y]) = (k) (@, y) = k(f(2,9))-

Viimaks néitame, et ¢ on algebrate isomorfism — et séilivad konvolutsioon ja selle
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ithik. Samade f, g € I> jaoks

(o(f #1 9)([z,9]) = (f *1 9)(z,y)
= Y f(x,2)9(2)

z<z<y

= > (@[, 2])(6(9))([29])

2€[z,y]

= (8(f)) *2 (¢(9)) ([, y))-

Konvolutsiooni tithiku puhul

1, kuiz=y

(p(e2))([z,y]) = ea(x,y) = {

0  muul juhul.

Seega toepoolest (¢(e2)) = e1. Algebrad I; ja I on isomorfsed. O

Lemma 3.7. Lokaalselt lopliku osaliselt jarjestatud hulga P intervall [x,y] on loplik
vore.

Toestus. Piisab néidata, et intervalli igal kahel elemendil on iilemine ja alumine
raja.

Olgu z,2" € [z,y]. Kui z < 2/, siis on nende alumiseks rajaks z ja iilemiseks rajaks
!/
Z.

Oletame, et z, 2’ ei ole vorreldavad. Siis leidub 1oplik arv elemente w € [z, 3] ja loplik
arv elemente w’ € [2/,y|. Valime neist vélja elemendid, mis on molemas intervallis
— siis saame mingid n € N elementi wy ..., w, nii, et 2,2’ <w; < wsy... <w, <.
Valime neist w; endale iilemiseks rajaks.

Analoogselt saab arutleda alumise raja kohta. O
Jéreldus 3.8. Intsidentsusalgebra Cp alamkoalgebra Ci, ) on isomorfne mingi
lopliku vore L intsidentsusalgebraga L x L — K.

Votame teadmiseks jargmise lemma.

Lemma 3.9. Olgu P lokaalselt loplik hulk, [z,y] € P ja olgu pp, pifz, Mdbiuse
Junktsioonid intsidentsusalgebrates Cp, Cyy ). Siis sisestuse v : C, ) — Cp puhul

Pizy) = WP O L

Kuna tekstides [3]| ja [8] on Mdobiuse funktsioon p : L x L — K mingi 16pliku
vore L korral, siis oli eelnenud tulemusi vaja. Nende abil saame rakendada jargmisi
tulemusi intsidentsusalgebras Lin(Cp, K) - illustreerida, kuidas intervalli struktuur
vorena mojutab Mobiuse funktsiooni viartusi.

Kohandame siia 6pikus [9] toodud tulemuse 3.8.5:
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Lause 3.10. Olgu antud intervall [z,y] ning olgu ¢; selliste alamhulkade
{zo,...,x;} Clz,y] arv, kusx =xo < ... < x; = y. Siis

p(lz,y]) =co—c1+ca—cz+....
Toestus. Olgu intervalli [z, y] pikkus mingi n € N. Valemist

p=e—px(C—e),
saame, et
u(lz,y)) = ez, y]) — (¢ = e)([a,y]) + (¢ — &) ([, y])
— (= (. y]) + ..+ ()"~ )" ([, )
)z, y)) + > (€= e[, 2)(¢ = ) ([z9])

=e([z,y]) - (C—e
2€[z,y]
— Y (C=e)lx D¢ —e)([zw)(C —e)([wy)) + ...
z,wE[z,y]

Kuna
0, kuiz=y

(c—e><[x,y1>={1’ e

siis on néha, et (¢ —e)**([z,y]) loendab tépselt lause sonastuses kirjeldatud [z, y]
alamhulki. O

Lemma 3.11. Olgu (P, <p) ja (Q, <) lokaalselt loplikud osaliselt jirjestatud hul-
gad ning vaatame nende otsekorrutisest saadud osaliselt jirjestatud hulka P X Q.
Siis

nrxQ([(zp, @), (yr,¥Q)]) = np(lzp,yrl)no([zq, yol)-
Toestus. Alustuseks on néha, et kui hulgad P ja @) on lokaalselt 16plikud, siis on
seda ka otsekorrutis P x (), mistottu saame vaadata tema intsidentsusalgebrat.

Defineerime tseetafunktsiooni (pxq, kus [(z,2'), (y,7’)] — 1. Néitame, et funkt-
sioon

f((zp,yp), (2@, ¥Q)) = pr(lzp, yr)uq([rq, yal)
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on tseetafunktsiooni péoérdelement:

(Cpxq * f)([(xp, 2q), (yr, ¥Q)])
=Y Crxall(@p,2q), (2, 2Q)) f (2P, 2Q); (P, ¥Q))

(zp,2Q)€El(xp,2qQ),(yP¥Q)]

=> ¢plzp, 2D ur(lzr, yp)Co([20: 20))ka [2q: ¥Q))
(zp,2Q)€l(zp,2Q),(yP,yqQ)]

= > ¢e(lwp, zp))ur((zp, ypl) Y. allzo: zaDra(lze, yol)

zp€lzp.,yp] 2Q€[zQ vq]
= (Cp * up)([zp, yr])(CQ * 1Q)([2q, YQl)
= ep([zp,ypr))eq([zqQ, yql)
= epxq([(zp,2q), (yr,yQ)))-

Kuna tseetafunktsiooni péordfunktsioon on Mobiuse funktsioon, siis kehtibki, et
f=npxq([(zp,q), (yr, yQ))- O

Illustreerime toestatavat tulemust jareldusega Mobiuse funktsiooni kohta hulgal
(P(X), <)

Jareldus 3.12. Olgu X loplik hulk. Siis
([0, P(X)]) = (=11,
Téestus. Olgu X = {z1,...,2,}. Siis
P(X) = P({x1}) x ... x P({za}),

mis tdhendab, et

HP(X) = HP({z1})x..xP{zn}) = HP{z1}) " -+ " HP({zn})-
Kuna tiheelemendilise hulga {*} korral p (P({*})) = —1, siis saamegi, et
p(P(X)) = (=1)". 0

Definitsioon 3.17. Oeldakse, et osaliselt jérjestatud hulga P element y katab
elementi x, kui intervallis [z,y] on tédpselt kaks elementi. Kui hulgas P on vidhim
element 0, siis seda katvat elementi nimetatakse aatomiks.

Toome &dra lause, mille toestus on leitav opikust [8], ning mis illustreerib, miks
Mébiuse funktsioon on 0, kui p? | n.

Lause 3.13. Olgu L loplik vore vihima elemendiga 0 ja suurima elemendiga 1.
Kui L aatomite tilemine raja ei ole 1, siis

1(0,1) = 0.

35



Jareldus 3.14. Kui intervalli [x,y] € Cp korral x aatomite tlemine raja ei ole y,
siis ([, ) = 0.

Mirkus 3.18. Osaliselt jarjestatud hulkadel (N, |), (Np, <) ja (P(X), <) leidub
vahim element 0. Hulgas Ny on selleks arv 0, hulgas N arv 1 ja hulgas P(X) tiihi
hulk. Iga intervall [z, y] on nendes osaliselt jarjestatud hulkades isomorfne mingi
intervalliga [0, z]. Edasises vaatleme nende osaliselt jérjestatud hulkade vihenda-
tud intsidentsuskoalgebraid. Soltuvalt kontekstist kasutame selleks kas seost ~ voi
~ ja samastame [0, z] ekvivalentsiklassi esindaja lihtsalt tema elemendiga z. Kuna
Mobiuse funktsioon toimib samasuguselt iga kahe isomorfse intervalli peal, siis ei
ole ekvivalentsiseose valik oluline 1 jaoks, vaid Mobiuse inversioonivalemis kasuta-

tavate teiste funktsioonide puhul.

Naide 3.19. Mobiuse klassikaline funktsioon on

L, kuin=1
p(n) = .
= 2 djn, dzn #(d)  muul juhul.

Néitame veel Mobiuse funktsiooni osaliselt jarjestatud hulgas (P(X), C) ning lope-
tame peatiiki, nédidates, kuidas Mobiuse inversioonivalem vastavas intsidentsusal-
gebras annab elimineerimisprintsiibi.

Naiide 3.20. Mobiuse funktsioon 16pliku hulga osahulkade hulgal (P(X), C) on

L, kui 7= 0)
w(T) = '
- ZSCﬂ S£T ©(S)  muul juhul.

3.5 Elimineerimisprintsiip

Lopetuseks illustreerime, kuidas sobivaid funktsioone intsidentsusalgebrast valides
on voimalik saada elimineerimisprintsiibi. Seda konstruktsiooni on voimalik leida
ka raamatust |7].

Naide 3.21. Vaatleme mingit n hulgast koosnevat stisteemi {A4;}? ;. Meenutame,
et elimineerimisprintsiip aitab leida nende hulkade ithendi vGimsust:

_ Zn:(_l)kﬂ Z 1A, N N A
k=1

= 1< <..<ig<n

U

Olgu siin lokaalselt 16plikuks osaliselt jarjestatud hulgaks P := (P([n]), <), kus
[n] = {1,...,n}. Faktoriseerime selle lauses 3.2 toodud seose jérgi. Siis on seose
ekvivalentsiklassid iiheselt maaratud intervalli [(), T'] elemendi T jérgi ning saame
edasises vaadata tehteid hulga [n] osahulkadel, kasutamata intervallide téhistust.
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Siis saame defineerida vastava intsidentsusalgebra Lin(Cp/~, K), kus

(@) (T) =D d(R)Y(T \ R).

RCT

Leiame kaks funktsiooni f, ¢ € Lin(Cp,K), mille korral ¢ = f % (. Siis f = g * p,
millest saame liidetavaid timber tostes elimineerimisprintsiibi.

Esiteks defineerime funktsiooni f : [n] — Z, kus

0, kui S = [n
f(9) = . [n]
‘ mje[n}\s Aj\ UieS Az’} muul juhul.

See funktsioon annab sellise iihisosa voimsuse, mis on moodustatud ainult nende
hulkade poolt, mille indeksid on hulgas [n] \ S. Naiteks kehtib, et kui n = 3 ja

§ = {1}, siis £(S) = (A2 N Az) \ Ai].

Defineerime niitid funktsiooni g summana g(S) = > pcg f(T). Siis

o(8) = |UZ-€SA kui S = [n]
| ﬂje[n]\s Aj‘ muul juhul.

Liithidalt mééarab osahulk S dra mingid indeksid i1, ...,i; € [n] \ S. Funktsioon f
annab siis hulga ﬂje[n]\S A; \ U;eg Ai voimsuse, kus elemendid kuuluvad tépselt
igasse hulka A;,...,4;, ja mitte {ihessegi teise hulka. Siis liidab g kokku koik
voimsused f(T), kus T' C S, ja saab kokku hulkade A;,, ..., A4;, iihisosa voimsuse.

Jatkuks eelmisele néitele kehtib siin g({1}) = f(0) + f({1}) = |A1 N Ay N A3| +
|(A2 N Ag) \Aﬂ = ‘AQ N A3’

Mobiuse inversioonivalemi jargi siis

F(8) =D g(Mu(S\T) =Y g(T)(-1)"*".

TCS TCS

See tédhendab, et

= 2 amEnT e 0= 3 gyt

TCln TCln)
& gln) =Y g@)(-nITH
TC[n]
‘ 1)k S AN N4y
k?—l 1<i1 <..<ix<n
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3.6 Kategooria ja monoidi intsidentsusalgebra

Moébiuse funktsiooni ja inversioonivalemit saab leida ka kategooriatel. Mobiuse
funktsiooni kategoorial saab aga defineerida ka teisiti, selle alapeatiiki tulemused
ja teised ldhenemised on leitavad artiklis [5].

Definitsioon 3.22. Olgu antud viike kategooria C, mille objektide hulgaks on Cg
ja morfismide hulgaks on C;. Utleme, et kategooria C on lokaalselt 16plik, kui
iga tema morfismi f : x — y jaoks leidub 16plik arv morfismipaare (fi, f2) nii, et

f=feof1.

Definitsioon 3.23. Lokaalselt lopliku kategooria C intsidentsuskoalgebraks ni-
metame vaba vektorruumi C¢ := K(C;), millel on defineeritud kokorrutamine

Af)= > hef
f=r2of1
ja kotihik
1, kui leidub A € Cy nii, et f =idy4,
e(f) =

0  muul juhul.

Definitsioon 3.24. Nimetame lokaalselt 1opliku kategooria C tseetafunktsioo-
niks lineaarkujutust ¢ : C¢ — K, kus iga morfismi f € C; korral kehtib, et {(f) = 1.

Selleks, et saaksime leida tseetafunktsioonile p&ordelemendi tulemust 2.6 kasuta-
des, nouame kategoorialt veel jargmist tingimust — see voimaldab meil defineerida
filtratsiooni nii, et Cy on toepoolest moodustatud rithmalaadsete elementide poolt.

Definitsioon 3.25. (vrd [5]) Lokaalselt 16plikku kategooriat nimetatakse Modbiu-
se kategooriaks, kui iga morfismi f € C; puhul leidub vaid loplik arv loplikke
jadasid (f1,..., fr) nii, et f = fro...o0 f1 ja likski tegur f; ei ole ithikmorfism.

Paneme téhele, et Mobiuse kategoorias ei saa olla iihikmorfismidest erinevaid iso-
morfisme ega idempotente (morfisme f, mille puhul f = fo f).

Naide 3.26. Defineerime Mobiuse kategoorial C filtratsiooni jargmiselt. Olgu ruum
C,, moodustatud tépselt nende morfismide poolt, mille pikimas ithikmorfismideta
tegurduses ei ole iile n morfismi.

Sellisel juhul on ruum Cy moodustatud ithikmorfismide poolt; naiteks ruum Cy
on aga moodustatud selliste morfismide poolt, mille pikim tegurdus on f = fj o

. o f1 mingite mitte-ithikmorfismide (fi,..., fx) jaoks. On néha, et siis saame
sisalduvused Cy C C; C ... = Cg.

Ruum C), on alamakoalgebra. Olgu f € (), ja olgu tema pikim tegurdus
f=gno...0g1. Kokorrutades f, saame, et

A(f)y= Y hef.
Jfeofi=f
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Fikseerime sellest summast mingi liidetava f; ® fo. Kui kehtiks, et f; & C,,, siis
peaks tal leiduma mingi pikem mittetriviaalne tegurdus f; = h,, 0...0hy, m > n.
Siis aga oleks ka morfismil f pikem tegurdus, mis on vastuolus eeldusega.
Analoogselt saame néidata, et kokorrutis A(f) kuulub ruumi ), C; ® Cp,—;. Kui
f = f1®fo ja fi filtratsioonijirk on i < n, siis ei saa kehtida, et fo filtratsioonijirk
on suurem kui n — i. Vastasel juhul oleks f pikim mittetriviaalne tegurdus pikem
kui n morfismi.

Siin ndeme, et rithmalaadseteks elementideks on tihikmorfismid 14, kus A € Cy.
Nende puhul A(14) =14 ® 14. Mérkame, et kuna ithikmorfismidel ei saa olla mit-
tetriviaalseid tegurdusi, siis on nende filtratsioonijark 0. Kui aga on antud iihik-
morfismist erinev morfism f, siis leidub tal vihemalt iiks tegurdus f = f. Seega on
Cy moodustatud rithmalaadsete elementide poolt.

Definitsioon 3.27. Intsidentsusalgebraks kategoorial C nimetame konvolut-
sioonialgebrat (Lin(Cg, K), *, €). Rakendades vastavat definitsiooni 2.8, saame siin,
et kujutuste ¢, € Lin(Ce¢, K) konvolutsiooniks on

Gx)(f)= D (f)U(f2)
f=f2of1

ning konvolutsiooni ithikuks on koalgebra C¢ iihik € : C¢ — K.

Jareldus 3.15. Mdbiuse funktsioon Mdobiuse kategooria C intsidentsusalgebral on

p(fy= Y wh) (7)

feofi=f
hH#f

Toestus. Olgu C Mobiuse kategooria, mille intsidentsuskoalgebral on antud néites
3.26 kirjeldatud filtratsioon. Siis kehtivad koik teoreemi 2.6 eeldused, mis tdhendab,
et saame arvutada Mo6biuse funktsiooni valemi

p=ce+p*(—e)

jargi. Kui f on ithikmorfism, siis (f) = €(f), mistottu pu(f) = e(f) = 1. Kui f ei
ole tthikmorfism, siis kehtib, et ¢(f) = 0, ja seega

p(f)=(pxC—)f)= D uf)C—elf)
faofi=f

Kui mingi liidetava korral f; = f, siis fo on ithikmorfism. Nendel puhkudel taas
(¢ —€)(f2) = 0 ja seega saamegi Mobiuse funktsioonile valemi (7). O

Valides sobiva kategooria C, saame seda definitsiooni kasutada niiteks osaliselt
jarjestatud hulga ja monoidi intsidentsusalgebra defineerimiseks.
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Naiide 3.28. Olgu P osaliselt jarjestatud hulk. Vaatleme kategooriat P, mille ob-
jektideks on P elemendid ning objektide x,y € Py vahel on morfism x — y parajasti
siis, kui x < y.

Olgu sellel kategoorial omadus 3.22. Siis leidub talle vastavas osaliselt jarjestatud
hulgas iga x,y € P korral 1oplik arv elemente z € P nii, et < z < y; teisisonu on
osaliselt jarjestatud hulk P lokaalselt loplik.

Miérkame, et igale kahele elemendile z,y € P vastab tapselt iiks intervall [z,y],
kui z <y, ja ei vasta lihtegi intervalli, kui z £ y. Samamoodi on iga kahe objekti
x,y € P vahel morfism x — y parajasti siis, kui < y. Seega on osaliselt jarjestatud
hulga P intervallid ja kategooria P morfismid iiksiiheses vastavuses.

Defineerime kategooria intsidentsuskoalgebra jargi koalgebra struktuuri P interval-
lide peal, mille jargi saame, et

Alz,y) = Y [2,2]® 2], 6([%3/]):{1, kui & = g,

0 muul juhul.
z€[z,y]

Néeme, et see on tépselt samasugune osaliselt jarjestatud hulga intsidentsuskoal-
gebra definitsiooniga 3.5 — jarelikult iihtivad osaliselt jarjestatud hulga ning osaliselt
jarjestatud hulga kui kategooria intsidentsuskoalgebrate definitsioonid.

Naiide 3.29. Olgu M monoid. Defineerime kategooria M, kus on iiks objekt {x}
ning selle morfismideks on monoidi elemendid m € M, kusjuures iihikmorfismiks
on monoidi iihikelement. Kahe morfismi m,n € M7 kompositsioon on defineeritud
kui nendele morfismidele vastavate elementide korrutise morfism (m on = mn).

Olgu sellel kategoorial omadus 3.22. Siis on talle vastav monoid M selline, kus iga
elemendi m € M jaoks on 16plik arv elemendipaare (a,b), a,b € M nii, et m = ab.
Kui defineerime monoidi M peal koalgebra C); tépselt vastavalt kategooria M
intsidentsuskoalgebrale, siis saame, et

1, kuim =1,
Agy (m)= Y a®b, ecM(m):{

o 0  muul juhul.

Monoidi intsidentsusalgebras on seega definitsiooni 2.8 jargi konvolutsioon
(=) (m) =D ¢la)i(b)
ab=m
mille ithik on monoidi intsidentsuskoalgebra iihik € : Cpy — K.
On néha, et monoidi (N, -) intsidentsusalgebra konvolutsioon vastab tépselt esime-

ses peatiikis antud Dirichlet” konvolutsioonile. Lihtne on lisaks kontrollida jargmist
tulemust, kus [z, y] tdhistab intervalli ekvivalentsiklassi konealuse seose jargi.

40



Lemma 3.16. Vaatleme osaliselt jarjestatud hulka P := (N,|). Seose 3.2 jirgi
vdhendatud intsidentsuskoalgebra Cp/~ on isomorfne monoidi M := (N,-) intsi-
dentsuskoalgebraga Chy, kusjuures isomorfismiks on [1,m] — m.

Tépselt analoogse tulemuse saab toestada ka (Ng, <) ja (Ng,+) jaoks.

Lemma 3.17. Vaatleme osaliselt jarjestatud hulka P := (Np,<). Seose 3.2 jir-
gi vihendatud intsidentsuskoalgebra Cp/~ on isomorfne monoidi M := (Ng,+)
intsidentsuskoalgebraga Cyy, kusjuures isomorfismiks on [0, m] — m.
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