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ПРОЕКТИВНЫЕ ПРЕДЕЛЫ ОТОЛОГИЧЕСКИХ АЛГЕБР 

М. Абель 

Лаборатория прикладной математики 

Хорошо известно (CM.LI2, 15, 189 28» 29J), что каждая 
полная отделимая локально пг-выпуклая алгебра является топо­

логически изоморфной проективному пределу банаховых алгебр. 

Этот результат дал возможность перенести многие результаты, 

известные для банаховых алгебр, на случай полных отделимых 

локально m-выпуклых алгебр. Оказалось (см. §уЗ), что полные 

отделимые локально т~(р -псевдовыпуклые) алгебры являются то­
пологически изоморфными проективным пределом р-баиажвых 

алгебр. Поэтому представляет интерес изучить свойства проек­

тивных пределов топологических алгебр более общих, чем бана­

ховы алгебры. В связи с этим, в §2 данной статьи и изучаются 
разного рода свойства проективных пределов1 топологических 

алгебр. В §4, при помощи результатов, доказанных в §2 и в §3, 
ояиеываютя некоторые свойства коммутативных полных отдели­

мых локально т,-(р-псевдовыпуклых) алгебр, перенеся таким об­

разом на этот класс топологических алгебр многие свойства, 

которыми обладают все коммутативные полные отделимые локаль­

но «.-выпуклые алгебры и все коммутативные р-банаховы алгеб­

ры. 

§1. Основные понятия и обозначения 

I. Пусть А - топологическая алгебра (т.е. линейное то­

пологическое пространство над R или С, которое является ас­

социативной алгеброй, и в которой умножение элементов (как 

билинейное отображение А *А в А) раздельно непрерывно); 1\(А) 

(М,(А) и М(А^) - множество всех максимальных регулярных ле­

вых (правых и двусторонних) идеалов алгебры А ; М,(А) - под­

множество тех идеалов в Щ(А), коразмерность которых равна 

единице; (А), "?г(А), п(А) и (А) - подмножества замкнутых 
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идеалов в Mf (Aj , A^fA) , М(А) и ^(4) соответственно и /п^(А)= 

= mL(A)nmtfA).Пусть далее £си* А (влМлА ? г»4 Д и ъос^д)-

перечение идеалов множества М(А) (соответственно, /Ч, fА-) , 
m (А) и /ц, /А)); QirrtA - множество всех квазирегулярных эле­

ментов алгебры А (т.е. тех элементов аеА,-для которых най­

дется такой элемент в@А . что a+fc-a-fc -- fc-t а~а&-©А, где 

нулевой элемент алгебры А); если алгебра А содержит единицу, 
то Ум/А - множество всех обратимых элементов алгебры Aj 

AozncA - множество всех непрерывных гомоморфизмов А на К. (где 
К- одно из полей IR или С) и АоьА - подмножество нетривиальных 

гомоморфизмов в Ко%А. Если bor»А непусто, то наделим его, 

как обычно, слабой топологией, т.е. топологией, в которой 

предбазу окрестностей нуля образуют множества 

а, fc) = { кот A: 

где а&А и б>0. В этой топологии оно отделимо и вполне регул­

ярно. 

2. Пусть А - топологическая С-алгебра и леА. Если А 

содержит единицу , то спектр 5р (а) элемента a (относи­

тельно алгебры А) определяется равенством 

% («О = ( Хе С i a - Хвд ф. 3iw А 1, 

а если А не содержит единицу, то равенством 

SpA(ftV*= IX« С: О.Д *f OMAjUtO). 

При этом, число 

?А (°) =• {IXI е X с $рА(о)1 

называется спектральным радиусом элемента а. Известно (см., 

например, £*]), что во многих топологических алгебрах 

спектр каждого элемента непуст, но существуют и такие 

топологические алгебры, в которых это не так (см.[ßll, с.141-

148, или [28], с.44). 

3. Элемент а топологической f-алгебры А называется ог­
раниченным. если найдется такое число \e<TY{0i, что множество 

{(a/X)11: nfciNl ограничено в алгебре А. 
Определим теперь те классы топологических алгебр, ко­

торые нужны в дальнейшем. 

Топологическая алгебра А называется 
а) Ф-алгеброй, если множество O.'nvA (а в случае, когда 

А содержит единицу, то множество %vА) открыто в алгебре А; 
б) алгеброй Валбрука. если она является SJ-алгеброй, в 

которой квазиобращение элементов (в случае алгебр с едини­

4 



цей обращение элементов) непрерывно; 

в) локально псевдовыпуклой алгеброй (локально выпуклой 

алгеброй); если ее топология определена системой (ftvw-e-Otj 

непрерывных неоднородных полунорм при 0< 1 для каждого 

о(€сЭг(соответственно, непрерывных полунорм); 
г) локально ̂-псевдовыпуклой алгеброй (локально /»-выпук­

лой алгеброй). если она локально псевдовыпукла (соответст­

венно локально выпукла), и каждая полунорма удовлетворя­

ет условию fk ) 4/^feJ/k/ÄJ для каждых а, ЬеА 5 
д) локально р-псевдовыпуклой алгеброй (локально 

fr-(р -псевдовыпуклой) алгеброй. если она локально псевдо­

выпукла, (соответственно локальнот-псевдовыпукла) и к^—р 

ДЛЯ каждого di е 01; 

е) поглощенно псевдовыпуклой алгеброй (поглощенно вы­

пуклой алгеброй), если она локально псевдовыпукла (соответ­

ственно локально выпукла) и для каждых я.еА,и ыв(Э1 найдутся 

такие положительные числа М (*А) и NU,а) , что р*(яЛ) 4 

< MkA)fu(ti) и М6*,«)|^<(к)ДЛя всех fee Aj 

ё) алгеброй Фреше. если она метриэуема и полна; 

ж) локально ограниченной алгеброй (нормированной алгеб­

рой) , если ее топология определена непрерывной р-одаородаой 

нормой при 0< ps i(соответственно, непрерывной; нормой); 

з) [э-банаховой алгеброй (банаховой алгеброй)* если она 

локально ограничена, отделима и полна (соответственно норми­

рована и полна). 

Оказывается , что локально псевдовыпуклыми является: кро­

ме локально выпуклых алгебр и локально ограниченных алгебр, 

еще многие топологические алгебры (см., налимев» £16] , с. 
157).Кроме того, топологическая (Г-алгебра А называется ал-

геброй ГелыЬанда-Мазура. если для каждого фактор-

алгебра А /М топологически изоморфна поло (Г. Известно (см. [£] 
теорема 3.3.), что алгебрами Гельфанда-Мазура являются ло­

кально псевдовыпуклые ^-алгебры, все элементы которых огра­

ничены; локально псевдовыпуклые С-алгебры Валбрука; локаль­

но псевдовыпуклые f-алгебры Фреше и поглощенно псевдовыпук­

лые <Г-алгебры. 

4. Пусть Ol - частично предупорядоченное множество (т.е. 

множество, в котором для некоторых пар его элементов 

определено соотношение такое, что ы. и, если ы ̂  р и 

, то 4 ̂ ) , а v. eüi] - семейство топологических 

алгебр. Если для каждой пар» ji) е W v »Г , для которой «iß, 
определены непрерывные гомоморфизмы АА от в и при­
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том так-^нто выполняется условия 

а) С является тождественным отображение* на Д*. для 
каждого «<. * et 
и ' • 

О для каждых , удовлетворяющих ус­

ловие ot. < р, 4^., 

то совокупность называется проективной системой 

над (К топологических алгебр A-i или обратным спектром над õt 

топологических алгебр AJ . а множество 

[(си.) € П Aj.: = а* всягай раз, когда е,\ 

называется проективным пределом атой системы или пределом об- -

ратного спектра атой системы и обозначается через ^'/n, 

или коротко через А . При этом, jt™.Ац. может оказаться 
пустым множеством. Но в случае, когда каждаявягебра А*, в 

системе (А*У^ имеет единицу и гомоморфизмы пре­

образуют единицу в единицу, то € = Поэтому всю­

ду в дальнейшем (если все алгебры А^_ имеют единицу) мы бу­

дем предполагать, дополнительно, что гомоморфизмы обла­

дают этим свойством. 

Пусть теперь 3^ - ,рроекция^ Л/Ц на и для 

каждогоoteOt. Тогда отображения fit (так называемые каноничес­

кие проекции проективного предела ф<ц AJ )отображают йлу Ал. в 

АЛ(не обязательно на AL).-Аналогично тому как в pi] , с. 

170 и в книге с Л 74, проективный предел системы 

будем называть СТРОГО плотным, если ̂ UFFGU/V) всю­

ду плотно в Аа для каждого otedf. 

Наделив &/КД, топологией Т. индуцированной из прямого 

произведения и определяя на алгебраические опера­

ции поточечно"юк и B^AL (т.е. определяя сложение и умно­

жение элементе! а»6и)и fee из равенствами а +С, -

« + и afe =f<^4c) , а умножение элемента а »fatW&jteAt на 
число Лек равенством ЛА = (Хо^, заметим, что ^j-Ak. является 

замкнутым относительно определенных на нем алгебраических опе­

раций и (в топологии Т)сложение элементов и умножение элемен­

тов на число непрерывны, а умножение элементов раздельно не­

прерывно (при этом умножение элементов в jfcüAj. является не­

прерывным отображением, если умножение элементов в алгебрах Ау 

непрерывно для каждого-*«^). Поэтому проективный предел 

проективной системы топологических алгебр является также то­

пологической алгеброй. 
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§2. Некоторые свойства проективных предел тополоотивких 
алгебр 

Свойства пределов топологических алгебр до сих пор до­

вольно мало изучены. Кроме результатов, приведенных выве,из­

вестны только некоторые свойства проективных пределов, в ос­

новном локально выпуклых алгебр и локально лг-выпуклых алгебр) 

(см. [4, II, 12, 15, 18-20 , 28 , 29]). Целью данного парагра­

фа является изложение свойств проективных пределов топологи­

ческих (более общих, чем локально выпуклых) алгебр. 

Теорема I. Пусть (Aõfu^) - проективная систем» над dt 
отделимых топологических алгебр А*, - проективный пре­

дел этой системы и jv - каноническая проекция А< в А* для 

каждого «AeOf. Если непуст, то элемент а« fl/nv jr/нА*, 

тогда и только тогда, когда дц(а)« для каждого =t€(X. 
Если, кроме того, предел строго плотен, то справед­

ливы следунцие утверждения: 

а) если алгебра <йгкА± содержит единицу е =-(е±) , то 

является единицей алгебры для каждого* е-<Х, а если каждая 

алгебра содержит единицу , то (.-(%,) является единицей 

алгебры ^лбД.; 

б) если ум Д. содержит единицу, то а в Äiw QntAj тог­

да и только тогда, когда ди.("Я)еЛм/\ДЛЯ каждого «с«. <9(-
в) если К=С, то спектр 

(II 

для каждого а, 6 ̂r/wAu • 

Доказательство. Пусть а *=• (<u.) е fi<w /L . Тогда в 

hm Ал. существует элемент 4 «/4H) такой, что п «6 = =• 
= © . Так как проекции уц*. являются гомоморфизмама, то 

= в*оси. = ̂ДЛЯ каждого «-t&OZ. Поэтому 
для каждого «А 6 <%„ 

Пусть теперь a /V - такой элемент, для которо­

го о^е ©invAj. при каждом «leot. Тогда для каждого w е et в А*, 
существует элемент , удовлетворяющий условию Q^oty. =6y_°<^_= 
= . Теперь 

е = -tx* свю ° (t^)= ^ срц ° <»|^) =• ̂ 2 (6^) -

если «Up . Поскольку квазиобратные элементы определены в ал­
гебрах единственным образом, то ПРИ * S Р. В силу 
этого. Ž =• C€J)€^WAlявляется левым квазиобратным для элемен­
та а . Аналогично имеет о> и правый квазиобратный. 
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а) Пусть г = (^) - единица алгебры • Тогда из аг = 
= 4о=а,д*я кащдого а (40«следует, что а^, 

для швдого ote<x. Поэтому является единицей подалгебр» А»* 

«= (^ow А».) для каждого осе# . Так как подалгебра А*, всюду 

плотна в для каждого *еОг и каждая алгебра отделима, то 

является единицей и в алгебре АЛ для каждого и.ъ&(. 

Пусть тетерь << - единица алгебры Аы для каждого «teOrn 
- любой элемент подалгебры при фиксированным ы eot.Тог­

да существует такой элемент ae , что fl*(<a)=<&. Посколь­

ку 

^ ( у )  = (СцО-р) = Pji, 

= А* .(op)j,£fip) = $ (cv^) = Q«l 
при сцр> , то является единицей подалгебры А^ при 

. По предположению всюду плотна в и отделима. 

Поэтому (ер) является также единицей алгебры АЛ и справед­

ливо (е^,) =<^. при oi^p. . Значит, с = f(^) 6 ̂rtyAyu и м = 

= ест. = et для каждого a elJnv А, . Таким образом, е, является 

единицей алгебры , 

б) Пусть содержит единицу е. = f^.). Тогда ^являет­

ся единицей алгебры А*, для каждого *€<?(. Если а е Олу ̂/м-А^> 
то /Ч^Гй) е. Зло для каждого * с <Х, 

Пусть теперь а » (аА^ gtmAj - такой элемент, что с^е 

е !W 4у_ для каждого «t feöt, . Тогда имеет в АЛ обратный 

для каждого ч е-et и справедливо 

при «Up. . Поэтому а~'= fc^')e ̂JrvvA^, является обратным к а. 

в) Пусть ÖL - (OTJLE QWIAJ. и X 6 SJ>. , (<Х). Если X>Q*. 
то <гЛ ̂  О/ni/ 4°^А*. . Поэтому ÖW <ötivA^ для 
некоторого , в силу чего Ае ̂>^(си)для этого «А. Пусть 

теперь «t -О. Если не содержит единицу, то и некоторая 

иэ алгебр А*. не содержит единицу. Поэтому для 

этого«t . Но если ^вА* содержит единицу, то единицу содержат 

все алгебры Ал • Поэтому из а 4 Уы А*, следует, что а* ̂  

^ S-wv^ для некоторого d- е <Э(. . Таким образом, Об ̂р^Соы.) 

для этого «с . Следовательно, X принадлежит объединению спек­

тров spjfb fa)) при «AfcOt . 
Пусть теперь CS принадлежит правой части равенства (I). 
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Тогда X esf^C(V) для некоторого о(е<% , скажем при *< = «i 
Если -Х-^О, то оу/Л ф. Qtnv А о̂ , в силу чего а. А <£ ©,w Я^чДг 

Поэтому X в sp. Д^а) . Пусть теперь А=0 . Если одна из ал­

гебр не содержит единицу, то и не содержит единицу и 

поэтому Ое so fa) . В случае, когда все алгебры содержат 

единицу, то и*§&& содержит единицу и из <ф ЗпиА*. сле­

дует, что а. $ У по g<vw4.L • Таким образом, и в этом случае Ое 
е (сл) . Следовательно, равенство (I) имеет место. 

По теореме I справедливо 

Следствие I. Пусть (A^t^Ol) - проективная система над 

GL отделимых топологических алгебр Аы , ̂zvvA*. - проективный 

предел этой системы и каноническая проекция Ad. в 

Ал для каждого «ieö(. Если непуст, то 

Qinv ffinAj.. уч̂ ' (fif/iv А«.), 

а если, кроме того, содержит единицу и является стро­

го плотным, то 

(УМ F£MA*. = ["*(&*AL). 

Хорошо известно, что элемент в коммутативной алгебре об­

ратим, тогда и только тогда, когда он не содержиться ни в од­

ном максимальном идеале этой алгебры. Но описать все макси­

мальные идеалы заданный алгебры часто оказывается очень слож­

ным. В то же время описание всех элементов множества А 

топологической алгебры А оказывается во многих случаях до­

вольно простой задачей. Поэтому в следующем дадим описание 

такого класса топологических алгебр А , в проективных преде­

лах которых обратимость и квазиобратимость (следовательно и 

спектр каждого элемента) можно определить при помощи элемен­

тов пространства Лет А. 

Теорема 2. Пусть (tu, Ol) - проективная система над 

ОС коммутативных отделимых б-алгебр Гельфанда-Мазура и 

- строго плотный проективный предел этой системы. Если Üm 4л 
непуст, то 

а) множество Аагп&пъ А*. непусто; 

б) a е <Q;<a< тогда и только тогда, когда (Й) ̂ 1 

для каждого ср е Яол? /Ь; 

в) если IftrAj содержит единицу, то a е ton А^ тог­

да и только тогда, когда ч>Са-У Ф С для каждого «-fe Ax»n fowAr. 
г) для каждого а.& справедливы 

9 
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%<ИЙ^ (д<> = «f 6- (2) 

и 

$^wAy.(a) "= 11^Сч)| •. (3) 

д) Rad žftn А_, •=- ii а ci^ fyrv\A^ — bacl^mA« — ъс>Л. &ы\\1 

е) радикалы /?ас£|гш4| и ^о^,, ̂foi/U замкнуты; 

ж) если содержит единицу, то 

U{M: Me МСе^Ау,)) = UiM: М«М^ 

= UtM' AJ 

= ЩМ 1 МетС^иА^, 

Доказательство; а) Тан как каждая кл является коммута­

тивной ф-алгеброй Гельфанда-Мазурато boaiA^ непусто для каж­

дого -Ae©/. Поэтому для каждого 

при фиксированном <*гввиду всюду плотности 

в \. Следовательно, множеетво tUmClnA^ непусто. 

б) Пусть а е 6?>tw Тогда о>-ь-&= а6 для некоторо­

го элемента бе . Поэтому у(а) — (А -^(а.)) cyfe,) для 

каждого ц»е Ао.-« /V- Отсюда ясно, что <ffa)для каждо­
го «fe How, &Wv»Aj.. 

Пусть теперь-сг «. (о*.) <s А*. - такой элемент, что 

<^(а) для каждого <ре Aom. t^rn. А,. Если a <T Q\M £ГЫ AJ* то 
по теореме Г 'справедливо А^ для некоторого 

Учитава$ ато- н коммутативность алгебры , множество 3 = 

е{«^*ж—ас.* АД образует в Ад регулярный идеал и «^является 

единицей в А^по идеалу2/ (см., например, [181, с. 66). Теперь 

найдется максимальный регулярный идеал М алгебры Аа, содер­

жащий 9 . Таккак А^ является Q-алгеброй Гельфанда-Мазура, то 

идеал М замкнут в А и существует tpe 1о-и^ такой, что М— 

= клл,<^. Поэтому1^ = l/fufiwuAiV |4k е tU,m 6>wAi и справедливо 

<<f{q)= (ибо является в А*_ единицей по идеалу И ). Но 

это невозможно. Значит, at е Qi«*> fewv Au -
в) Пусть а, е У/w ̂ П/Aju . Тогда cvfe-^ для некоторого 

элемента бе ймДс . Поэтому = 1 для каждого cffe 

е Яогн, fauAj. . Следовательно, -f(a) £ О для каждого ср s 

& tue-vvt A«L . 
Пусть теперь о. — fen*) •= ̂L5ifV — такой элемент, что «-рСч") 

^ о для каждого ^е 0a>n-t, £-ои, A,L. Если a ̂  3fW ^vvk.A.A) то 
ctA ^ У/W А^_ Для некоторого ot. <- ос (по теореме I а) каждая 
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алгебра ̂  имеет единицу). Поэтому 3 - ; зс<& i об­

разует в идеал. Теперь найдется максимальный идеал И ал­

гебры , содержащий У. Опять ввиду того, что является 

Ф-алгеброй Гельфанда-Мазура, существует fе ЯликА  ̂ такой, 

что Н = ütAif и ~ О , ибо . В силу этого, ^ =• 
= Ч7)ЕTU/M FRW AJ И справедливо <Ич)'~0^ что невоз­

можно. Следовательно, о <s О'» -

г) Пусть ас jpnА, и Хе Если Х=0, то ̂ (а)-Х при 

тривиальном гомоморфизме н а  .  А если X iO ,  то а / кф  
е Qlnj -Поэтому <f(«/»=! или Х=^)для некоторого ц>& 
<£ $v<?т Значит, X принадлежит правой части равенства (2). 

Пусть теперь X принадлежит правой части равенства (2). 

Тогда существует гомоморфизм «f е &огц. tywK такой, что X = 
Если Х^О , то q>(a /X) = 4. . Поэтому с*/Х<^ Qlno А-Ы. . 
Таким образом Л всегда принадлежит . Сл) и справед­

ливо равенство (2). Поэтому справедливой равенство (3). 

д) Достаточно показать, что гае^ Rad Qm Аы. 
Для этого пусть а <г га^ fam - любой элемент. Тогда с|>(а) = 

= О для каждого tp <ь . Поэтому а е <3,W А*. 

Значит, %ouLt Qm А* является идеалом алгебры Qni Au . все 

элементы которого квазиобратимы в tim-Aj.. Так как все такие 

идеалы алгебры 1^4. принадлежат gJmA. (см. £24^], с. 56), 

то и |ША*_ с ßoct 

е) Справедливо по утверждению д). 

ж) Достаточно показать только то, что 

= Ut М : М е И(^«vt А*.)\ £ М •- (И & AJМ 

Для любого элемента о. -(cgJeX, имеем а -3<w Õrn AJ . Поэтому 
(по теореме I б)) <v ф üjiuA^. для некоторого ы €? &£ . В 
силу этого7 принадлежит некоторому максимальному идеалу ^ 

алгебры А^ . По предположению является коммутативной 

б-алгеброй Гельфанда-Мазура. Поэтому М— ktnj> для некоторого 

^ Так как «Г« € fawwfcvwA». и 
f ( a )  =  0> ,  то cteXdL. -*— 

По теореме 2 представляет интерес описание пространства 

LOIK JtmA^. В силу этого докажем следующий результат: 

Теорема 3. Пусть (Аы проективная система над на­

правленным по возрастанию множеством (У1 топологических ал­

гебр с непрерывным умножением, А. - строго плотный 

проективный предел этой системы и - каноническая проекция 

II 
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OWAJ В для каждого *еО(. Если предел ф/nAi и множества 

bomнепусты, то"' 

Aörv—  J J L o r n  ̂ г цА^П  С/Ч>1 (fkotw A^J)**)!0 (4) 

и для каждого «.еОС существвует непрерывное взаимно однознач­

ное отображение Ал*)^ на КОТ ̂ »g./U П LF^СF LOTU.A^YSF • При 
этом, эти множества гомеоморфы для каждого de Of, если либо 

пространство когъри ffemAu) локально равностепенно непрерывно, 

либо пространство Asmi^ компактно для каждого <<&&(. 

Доказательство. Для каждого положим 

и 

X/. = Um-ĵ vv/vn̂ 0. 

Пусть далее «ре fuMv trrvyAj. (множество непусто 

по предположению теоремы), •=- |4i Г ~) для каждого «(.edf, 
69 = {XGrIK ". 1XU <5 и Г- такая окрестность нуля алгебры 

ЬпьАц , что <р«)с(Р, В силу направленности множества 

существуют v0e<9f и окрестность нуля алгебры Д^такие, что 

^(<lt)cV. Если Q <Е Nurv[4i,, то из па е. |\^ (il)" следует, 

что noieth для каждого п € IN . Поэтому |<^й)14 i/ъ для 
каждого hetki . Переходя к пределу при п—>«> получаем, что 
аситty. Следовательно, . Учитывая это, гомомор­

физм <f и проекция определяют < êe » который удов­
летворяет условию tßeo = uj> . (Так как |и,о отображает от­

крытые в Ац_ подмножества на открытие в , то непре­

рывен на А^). По предположению умножение Элементов в Aj _ не­

прерывно и подалгебра всюду плотна в Поэтому ц>ч 

имеет продолжение luow (см. С^}, С. 4). Таким обра­

зом из ае ̂  следует, что ц>(а}=.ццв (|v^ (А))С (Р, в силу 

чего <f е . Значит, каждый гомоморфизм ёр е kan\ (£гп Ау_ 
определяет индекс «<„ев<., такой, что сре . Итак, справед­

ливо равенство (4). 

Пусть теперь «(e<9f и - любой элемент пространства 

копру. Тогда 4<k = I&)является нетривиальным (ибо А^ 

всюду плотна в Д^) непрерывным гомоморфизмом ^f/кА^ на IK. 

Легко заметить, что X*.- Теперь для каждого через 

1 Здесь и в дальнейшем А обозначает сопряженное пространст­
во алгебры А, , 

Е° = {<fe А*•. 1Ф(<х)и 1 Vet e£i 
для каждого подмножества Е алгебры А и 

М *  =  {  а € Д  5 V -  < P f c M l  
для каждого подмножества М с. А* 
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§*. обозначим отображение, определяемое на равенством 

5у, (^«к) = • Тогда является взаимно однозначным на 

Ä-oiw ввиду всюду плотности Аы. в А^. Оказывается, что §и_ 

является сюрьекцией. Чтобы убедиться в этом, берем любой го­

моморфизм I^е)^. Тогда <ср« Korvу gonAi и для каждого 

о. € • Поскольку из q б мл следует ha е У<, для каждого 

nelN, то справедливо 4 4/и для каждого nc/ZV. Поэтому 

аеюуир. Значит, . Учитывая это, существует 

гомоморфизм такой, что =,i^. Следовательно, 

^ отображает h&m ̂  взаимно однозначно на X. для каждого 
^ е ОС, 

Чтобы показать непрерывность отображения 5^ , берем лю­

бой гомоморфизм <^е Low и любую окрестность С гомомор­
физма ) в ХА. Тогда существуют neN , Ь> О и такие, 

что 

> п 

° =£,<<м /и>ж^нА^-. Kt- ^))(«кМ< й п Х*_с <°-

Так как 

М = Ü J ***" ̂ 1 1 (С& ~ ̂  Х|»*(«0)1< 

является окрестностью гомоморфизма в Лом справед­

ливо 5^(11)с О , то отображение 5^ непрерывно. 

Если пространство LontA^ компактно, то непрерывно и об­

ратное отображение , ибо есть отделимое пространст­

во. А в случае, когда пространство ЯлпьА^. локально равно­

степенно непрерывно для каждого «ieO( , то отображение ^ , 

определяемое равенством С^-) = tp^l^ для каждого <^<г. 

€ когц /^, является гомеоморфизмом Кот А, на. 1юмА  ̂ для каж­
дого о< eOf (по предложению I из статьи OQ> ввиду непрерыв­

ности умножения элементов в А^и всюду плотности подалгебры 

в Д^). Легко заметить, что е^=Сл°^для каждого 

где есть взаимно однозначное отображение Rom на X*. • 
определяемое равенством (i^}~ цц о|Ч^ для каждого <рАс 

с ftv»w . Поэтому отображение ^ непрерывно, если непре­

рывно отображение . Чтобы показать непрерывность ото­

бражения » берем любой гомоморфизм Ф„ е и лвбУ® 

окрестность <tf"гомоморфизма (< 0̂) в Тогда най­

дутся числа me IN и £>0 и элементы gf}...} ам <& fonvAj такие 
что ^ 

~ П {«Ц».« &owi А^. > I 

Поскольку 
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<4. = П e «um - 4̂ )(a*M< S \ 
является окрестностью гомоморфизма <f-c в Ьопь t/ы, 4^ , то 

Л*!̂ = Ц#.П Хы. является окрестностью гомоморфизма tjs0 в X*.. 

Аналогично тому как и выше, каждый гомоморфизм ^определ­

яет гомоморфизм ifj, е Ад/и такой, что = (%_IА'^)° f-V = 

= Поэтому ^С^) (м*О**)) =• f Ca*) Для каждого *еО(. 
Учитывая это, ясно, что ̂ 'ци^сТ&'ДЛя каждого ые-01 .Следо­

вательно , является непрерывном отображением. 

Следствие 2. Пусть ГАы.) <£-,<%) - проективная система над 

направленным по возрастанию множеством 01 топологических ал­

гебр с непрерывным умножением, Qm AJ - строго плотный 

проективный предел этой системы и j-U. ~ каноническая проек­

ция &*т4, в для каждого . Если предел A«i4 и мно­
жества непусты, то 

*ЮЛА ^£ü firJL. /k' А* ) . (Б) 

Кроме того, если^ гас^ А^ ~ j для каждого <=<fcöt, то 

Доказательство. Пусть <х е Сг?кА^ > и -^6 

е . Поскольку ® k-e-m, CiVx.yL t 

то д^Гл) е -oodjA^. Следовательно, a a А^1 (%ctdi А*) 
для каждого с<& (% . 

Пусть теперь а е Д^'(ъл<^-г А».) Для каждого d е и 

пусть б Ло-m,toteAn..Тогда (аналогично тому, как и в дока­

зательстве теоремы 3) существуют ые-(>1 и е Aü-wzAy. такие, 
что мр - с Поэтому LP(C\) —C • Следовательно, 
Qew^CjraAi. и справедливо равенство (5). Теперь из f6AJ> 

следует каД ( i бЬцдА п0 равенству (5) .  
Следствие 3. Пусть ХАк ̂  ?ik >1Н)~счетная проективная сис­

тема топологических алгебр Äfc с единицей и с непрерывным ум­

ножением и ^im Aj- - строго плотный проективный предел этой 

системы. Если для каждого ktiW множества /1с<н А*. равностепен­

но непрерывны, то kom^mAt является »-компактным пространст­

вом, а если каждая Ак является алгеброй Фреше, то Лот ̂iw? At 

является хемикомпактным пространством. 

О 
Следует отметить, что обратное утверждение неверно, так 

как найдутся банаховы алгебры , для которых icut Ai ¥ -f 6Л 
но их проективный предел обладает свойствам VоЭ; (о«лй 
= *WJ> с.  62, [Ж], с. 147, L283, 
или ffyj; с. 99). 
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Доказательство. По теореме 3 справедливо 

AFE  = СКОТ^ГЦАК. П СFAT) )] . 

Поскольку множества коп>Ак замкнуты (см., например,£18], с. 
142), то они компактны по теореме Алаоглу-^грбаки (см., на­

пример, £в], с. 109). Поэтому компактны и подмножества 

õrn At, Л С((lomАцУ!}0 

пространства Кот т̂А  ̂ для каждого K&N по теореме 3. Сле­
довательно, пространство /о/и Qm.A* представим в виде счет­

ного объединения его компактных подмножеств, т;е. является 

ff-компактным пространством. 

Пусть теперь А, является алгеброй Фреше с единицей для 

каждого кеМ. Тогда, с одной стороны, t>t*n К. является алге­

брой Фреше (полной по лемме 2.1 из £183» с.84, и метризуемой 
по следствию 4.2.5 из книги £9]), следовательно (см. £18],с. 
143) и спектрально бочечной алгеброй. С другой стороны,прос­

транство кот Afc непусто (ввиду непустоты пространств 

AO/DAJ). ПОЭТОМУ AomfemA  ̂является хемикомпактным простран­
ством (по следствиям 6.1 и "I.I (на с. 170 и 183) в книге08^. 

Следующая теорема дает описание тех проективных преде­

лов pm^\j топологических алгебр Аа , пространство кот 

которых несвязно. 

Теорема 4. Пусть - проективная система над 

направленным по возрастанию множеством Ol коммутативных от­

делимых (5-алгебр Гельфанда-Мазура с единицей и с непре­

рывным умножением, удовлетворяющих условию 

(«О если пространство Лот U где и 

суть непустые непересекающиеся замкнутые подмножества, то в 

А^ найдется такой идемпотент , что 

j* при FV (6) 
lO при ^6 F<£. 

Кроме того, пусть 1^м.Ал- строго плотный проективный предел 

этой системы. Тогда следующие утверждения эквивалентны. 

а) пространство Аст Ом Ai несвязно: 

б) алгебра jtm Ал содержит нетривиальные (т.е. отлич­

ные от нуля и единицы) идемпотенты; 

в) алгебра является прямой суммой своих замкну­

тых идеалов. 

Доказательство, а) =т>б). Пусть выполнено условие а). 

Тогда существуют такие непустые непересекающиеся замкнутые 
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подмножества F* и FA пространства Acnt ffin. 4i , что 

* F4UF\ Поскольку отображение 5а с Jt 01, определяемое ра­

венством jv для каждого ср е AMI , яв-

•П X*) 

замкнутыми подмножествами пространства Аот^, что Аот^-

" FJ] U для каждого «£ еОг. При этом, одно из этих множеств 
^ или ̂  может оказаться пустым. Учитывая это, положим 

' у если множества F^1 и непусты, 

#&) = 6^, если множество пусто, 

• ^ , если множество пусто, 

где - элемент алгебры Аи , удовлетворяющий условию (6). 

Тогда для каждого «Ае,(Х справедливо 

I О j если & F5;. 

Теперь зафиксируем cle<X и положим c(h) = (pi) npi 

«Up . Поскольку к^ЦКсъАрУ] ̂ (ксмА^)' при р , то 

^_£f#uowAji)*J £ £ (4cw А^.)*] 

при et-s/š . Поэтому из 

С|^[(^^3)в€ Г( WAf,')'-])0 

при ы^ ̂ следует, что ^ ( F£) при где к=<1Д. 

Кроме того, для каждых' ̂  е hon, ̂ и а. е AL имеем 

§ip,0f ĉ )(«) = С((^°^)|А^) о^З(Л") = 

= ( [ у ,  О))] =(f °J4*.)(A) — 

= Kf lAl)«|4).](a) = сЦ<?)(а), 

в силу чего Sp, ("f0^ <$.(<£) для каждого <f<fc low А*_ , если 

<k$R . Таким образом, если <|>е F£, то ^ (<f аА£) = 5>^(V) <е 
6 г Л X*. ^ f k П Хд. при • Значит, если ср е то 

ПРИ и <='1,Л . Учитывая это, имеем 

Ч М = (Ч" = { g 1, если * i F^. 

Таким образом, ер (a U) - d(*)) = О по равенству (7) для каж­

дого (D € 4vo m . В силу этого, 

,y[o.U)(a(d^ - — Ц> Qfa(d-) - ({(d))ak)j = О 
для каждого tp a Loyn А*. . Значит, £>(*) — а(*)(о(*)-°fW) 
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и •= \_aU) -ct(a.XW*) принадлежат <ЗЫ V (см- Доказа­
тельство теоремы 26) ибо Au является коммутативной <?-алгеброй 

Гельфанда-Мазура) для каждого ,/.&©(. Нетрудно заметить, чторCl) 
и являются идемпотентами в А^. Поэтому pfu) = д-М = 

или к U) äaU) для каждого veOt. Таким образом а = (о GO)€ 
е ф»п . Поскольку л является идет о тентом в и из 

^6 Г" следует 5^ (-4.) е для некоторого õi (по 

теореме 3), то по равенству (7) имеем 

ч - м  -  « » K k . « » = -  f t  z:;  * „  £  
В силу этого, fy/к Ад содержит нетрившальный идемпоеент et. 

б)=>в). По теореме 1а) алгебра QM А» содержит единицу 

в. . Пусть с. - нетривиальный ндемпотант алгебре Цгл А,. Тогда 
и j= е-с является нетривиальным идемпотентом алгебры ifmA^. 

Поэтому t,j 4. I)RW ftm А.J (если с (или j ) было бы обратим в 

^УУЬ А-а. » т0 из равенства С с"1 = 6. следовало противоречие е = 
= с (сГ1) =. TE = О • Положив теперь 3„ =С^ГУЬ/\^ и \= 

заметим, что е ̂  % U ̂  , в силу чего, Ц и \ являются иде­

алами алгебры . Чтобы показать их замкнутость, берем 

е- e-U Зк при к - -1, а.. Тогда в алгебре А. существует сеть 

такая, что сеть ТЦЬ£)xfcA сходится к qf (здесь 

tt = £, и tA = j ). Поскольку t* (Cfcax ) » iKa% Д** каждого Ae 
б A , то справедливо tKo* = а.* е X • Значит, идеалы ^ и ^ 
замкнуты. е 

Если аеЗ.П%, то q •* где 

В силу этого, = с (ср,) - О}) 4 t, • Так как « = ̂=- Ci* | 

= $ +a.tj +i -1 + *£j. «> ч = 6^^. поэтому а - сг/Х-е^. 

Значит, Л \ = {6>fejM̂  3 • Учитывая вдобавок, что каждый 

элемент" <г е fym, А* "^представим в виде <г = са + / а., ясно, 

что ^иА. является прямой суммой идеалов и 5^. 

в) =Ы. Пусть AJL = У, е 3«, , где 3, и УА суть 

замкнутые идеалы алгебры . Поскольку {/т содержит 

единицу г- по теореме I, то г = где eY € С, и € Э^. 

Тогда из ^еа. 6 следует, что е, Поэтому 

fc, + ejL=e = e,*-/e*. в силу чего справедливы еД =I, и е£ = 
Если при этом один из элементов е, или еК , например, 

является единицей алгебры gfrn А. , то <*.= 0^. Поэтому 

в этом случае 0, = (gmA^ , что невозможно. Следовательно, <, 

и являются нетривиальными идемпотентами алгебры . 

Кроме того, для каждого if/e Яо^^п;имеют место равенства 

4 •+ 'i'(tx)-, <f rtr)"" — и (бо-У" = Ч"С х̂) • Поэтому 
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*К<Ц) и <^(<4,) принимают только значения 0 и 1 , причем <f (^=1, 

если 4-Ы = 0 , и Ц-(е^ =1, если = о. 

Пусть теперь 

F1 = &om ̂rnAj_ ; -|i (еч) =- <\]j 

и 

F, — •{ •; Lo »vi ̂ vy> A,j.' =^Jr. 

Тогда F4 П Рх=фи F, UFX= EuOrvi^viA^ Так как t-^e, = и 

t - &xL3.-^-i не принадлежат &w£fl>?A,j (ибо e, и суть не­

тривиальные идемпотенты в tin Ai ) и 

йас£ 6jvk/A-j = ̂ ae žj»i ̂  • e + ß«, e-^nv^nvA*. V- ^ 

(см. Q6] C.I95), то е,,гЛ̂  A><^ &Wb. Теперь глд^ gmv 4* = 

= ßa^efmA^ по теореме 2 д). Поэтому е. х̂<ф гя4/§Н».* Следова­

тельно , множества FJ и непусты. 

Чтобы показать замкнутость множеств и i ŝ берем лю­

бой гомоморфизм Чьеg4omCõ>,Aa- ̂  ПРИ k-tjl. Тогда найдется 

сеть if'i/'x Хе д элементов множества , сходящаяся к Ч>* 

в топологии пространства . Поскольку в этой то­

пологии отображения ^>к с к = 1,2. , определенные на кот А., 
равенством непрерывны, то из рк (ц.£)-1 при 

К=1,2. для каждого ХеЛ следует, что р^(Чо) - ty* (е*.) - ,j_ 

Поэтому ^>„е 1^ при к = 4,2. Таким образом множества F„ и 
замкнуты, в силу чего пространство несвязно. 

§3. Полные отделимые локально т-(р-псевдовыпуклые) алгебры 

В данном параграфе покажем, что каждая полная отделимая 

локально 'И-(р-псевдовыпуклая) алгебра является топологически 

изоморфной проективному пределу р-банаховых алгебр. Для это­

го пусть ре(о,П, Д- полная отделимая локально т.-(р -псевдо­

выпуклая) алгебра и % ={(U;dl- насыщенная система не­

прерывных ^-однородных полунорм, определяющая ее топологию. 

Для калздого «ifcCn пусть Ад= A/nu/i*^ и л^» естественный гомо­

морфизм А на Для каждых Oi и ae А положим ̂ .Сп^Са)^ 
= рЬч(о.) . Тогда отображение с <А &ÖC является р -однород­

ной субмультипликательной нормой на . Поэтому каждая фак-

торалгебра является ̂ -нормированной алгеброй с непрерыв­

ным умножением. В силу этого, каждая А„с имеет пополнение 

(известно (см., например, СЮ], с.461), что А*.может неявлят-

ся полной алгеброй), являющее ̂ -банаховой алгеброй (см. |JB], 

теорема 6.3). 
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Частичное п редупорядочение на Ol определим следующим 

образом: если <9t, то считаем, что тогда и только 

тогда, когда р* . Таким образом клд/^е, если 

Далее, если с<< р,, то гомоморфизмы из А^ в Д х определим 

равенством ^Ор(»)3 = 31^ 6а.) для каадого а еА. Тогда для 

каждых öl гомоморфизмы непрерывны, является тож­

дественным отображением на Для каадого *еО( и Ад = 

для каждых л,^бб( , если <44 Далее, для каждого afcÖr 

пусть обозначает топологический изоморфизм А, в Ä, , опре­

деленный пополнением алгебры Поскольку lg[ и Гр/ явля-

естя непрерывным гомоморфизмом (Ар) в для каждых <A,peOt 

cd,4p,, то (по предложению I из статьи [б]) для каждых та­

ких Аир, существует непрерывное продолжение гомоморфиз-

ма ^ о Тр , отображающее Ар гомоморфно в Ai, . При 

этом, является тождественным отображением на для каж­

дого ot €ÖZ и u Тр * для каждых ot, ре 0( , удовлетвор­

яющих условию oi 6 р $ у- . Следовательно, (7^, -fck ГУ) является 

проективной системой над Of алгебр А. . 

Пусть_теперь \)л=-т^оТ^ для каждого d. fc<X, ф - отобра­

жение А в А = П1Ад*.^еО<^ , определяемое равенством Ф(а) = 

Для каадого qeA, и - проекция А на А^ 

для каждого деа(. Тогда § является гомоморфизмом относитель­
но поточечных алгебраических операций на А . Кроме того, ес­

ли сцаЧА И 50А) = то (А. - А')= 0 для каждого «te<X. 

Поэтому a =a' (ввиду ̂отделимости алгебры А). Итак,# явля­

ется изоморфизмом А в А . Поскольку для каждого 

где отображения непрерывны, то изоморфизм § является не­

прерывным отображением. Чтобы показать непрерывность обрат­

ного отображения , берем любое замкнутое подмножество <Х, 

алгебры А и любой элемент ae A\U. Тогда существует ок­

рестность (РСа) элемента а такая, что множество &(*) Г) U 

пусто. Тогда Цл.(Ф(а)) является окрестностью элемента V^Co.) 
в ^(А) • Поэтому 4k(0(a)) =rV-n<fA) для некоторой ок­

рестности 4)~ элемента V^(a) в топологии алгебры . Предпо­

ложим теперь, что >k(ci)«efc. V^fU) для каадого ateOf. Тогда 
множество 

^(ФМ)П х>о/1л) « ЛТП 
непусто для каадого Поэтому непусто и множество 

Л для каадого «tedf. Последнее равносильно 

для каждого ̂  € о?. непустоте множества 

(С0(а) •+ uvbfa) П(гс + fuyvytu), 
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Следовательно, для каждого ые©£ существует элемент а^е А, 
который принадлежит этому пересечению. Таким образом, для 

каждого «к feöi справедливо = а'+ = а*~+&Х » гдео'е^ЗД 
а^е tt ^и e fci/u^ для каадого о^еСЦ . В силуэтого, 

fuW-a )=0 для каждого ые&С . Но это равносильно усло­

вию а1 =ü^( ввиду отделмиости алгебры А). Значит, се'е <Pf«) Л Ц , 

что невозможно^ Следовательно, jцля каждого замкнутого под­

множества 'tic А и элемента а. а А/4L найдется такой индекс 

что о̂С°) в силу чего § является тополо­

гическим изоморфиамбм ТА в А (см.: например, £}], с. 131). 
Так как 

Я® ( |>(Ф(еО>)) = = <(сх) — J4*(sK«0) 
при «еА для каждых е. Ot с ^ < р , то ф (А) с ̂  А*.. 

Чтобы показать справедливость обратного включения, <е-

рем любой элемент (8^.) в . Тогда для каждого 

d«0; и К^(с^)=5^ всякий раз, когда oU р> . Поскольку 

является равномерно непрерывным отображением на V^(A) для 

каждого eietfc , то для каждого«i*»£ существует непрерывное про-
должение с|^_ отображения на , которое удовлет­

воряет условию 

%.(̂ Со)) (8) 

для каадого ае А. Поэтом^с^ является р-однородной субмуль­

типликативной нормой на для каадого d-fc (X, 

Пусть теперь такие, что ыбр, . Тогда 

= fcfa) 4 Pp.(счЬ •= ̂ (Vp.(a)) 

для каждого aeA . В силу этого и всщу плотности ^р(А) 

в Кр_ , справедливо неравенств^ 

:а)У4%(&) " <9> 

для каадого ae Ад всякий раз, когда . Кроме того,для каж­

дых <j.eOl и r>eINI существуют элементы a(Vy^tA такие, что 

« (а (и,*))- а±)<4/п . (Ю) 

Определим теперь на W х 0( частичное предупорядочение сле-

дугацим образом: считаем 4 См^у^тогда и только тогда, 

когда r\ 4,rv\ и . Далее, пусть (D - любая окрестность 

нуля алгебра А . Тогда существуют &>0 и у-е<?? такие, что 

{««А; p^-Qa-) < £.i er 09 . Кроме того, пусть Ы> >А1 

и т а к и е ,  ч т о  и  .  Т о г д а  

^(а(л,ч) - аби,^)) = fy'OpfaCh,*)) - ̂ (afm̂ ))) 

 ̂'ff (V (â h,d-)) ~ *V)+ 
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(ац^-аг)^ 

* V (»* C«-Ch^-a^)+\ 

+• fr-BJ C^C^c^-Sjj 

по равенству (8) для таких <л и ̂  . Учитывая это, 

ff СаСл,А") -O(w,0 4 ̂ (xl*. (а(к,,^- а^)+-

+-^СирС«С«,^-^<' 

< *А\ -t- 1 /ИЛ с $ 

по неравенствам (9) и (10). Значит, для каждой окрестности 

нуля О алгебры А существует(Ы )̂еfVx Oi такой, что 

а(и,л.) — a  ̂<2̂  
если (N;y-),$ (npi) и (W,f) 4 (т| , Таким образом 

CaCh*))^^ (Kl * вт 

является сетью Коши в алгебре А и, вЬиду ее полноты, сходит­

ся в А, скажем ка. Тогда сеть (iU 0*(л, р) - 6 n v dr 
сходится к нулю для каждого фиксированного ueCt. Поэтому для 

каждого oteOl существуют и ^ t <?£. такие, что 

FXC^(ACH,P,) Б/*-, (И) 

если C'V*I§>)< (n,ß) • Фиксируем теперь eOt и такие пеМ и 

б0(, что nä< h и Кка и, кроме того, и ̂  ̂ (такое 

всегда существует ввиду насыщенности системы ). Тогда 

-2у_] 4 - Л(п1(г>^} + 

+ ̂ .[4k(ö4p>>-Q*.l 

И 

$  С о - - 5 ! j > , 3  

по неравенству (9). В силу этого, 

fyk [ ЧЦа)"У < £/2. •+ 4/л < S (12' 

по неравенствам (10) и (II). Таким образом< неравенст­

во (12) имеет место для каждого $>0 при каадом фиксируемом 

<ЛббС. Следовательно, V*(Q) = 5^, для каадого о< е <3:. Поэто-

21 



ну (£«) = ф(л). -
В итоге доказан следующий результат: 

Теорема Б. Пуе/гь ре СО, 1] , А - полная отделимая локаль­

но т-(в-лсевдовыпуирая) алгебра (топология которой определе­

на насыщенной системой р-однородных полунорм ̂  Ь) и 

^ - пополнение фактрралгебры A /Wuß^ для каждого ы Тог­

да для каждых ы,[ь€:0с , при^котором .^существуют такие 

непрерывные гомоморфизмы алгебры А=> в ̂  , что А являет­

ся топологически изоморфной проективному пределу системы 

СЛвк*, jp-банаяЬвых алгебр. 

§4. Полные отделимые локально т-(.р -псевдовыпуклые)алгебры 

Пусть р •£ (о, £3 и А - коммутативная полная отделимая 

локально т-(р -псевдовыпуклая) С-алгебра, топология которой 

определена насыщенной системой fc- { ft р-однородных по­

лунорм. Для каждого оСе5[ пусть Д." ,4). . »ft. и $ суть та­

кие же как в §3. Тогда алгебр являются коммутативными 

р-банаховыми С-алгебрами с р-однородной нормой fr. Поэтому 

каждая является коммутативной <р-алгеброй Гельфанда-Мазура 

с непрерывным умножением, для которой множество не­

пусто (см. [2], теорема 3.3., или [29J, с. 17 и 22). В силу 

этого,равностепенно непрерывно (см. [18] , с. 75). 

Кроме того, ф(а))=1^ для каждого eteot, алгебры 

обладают свойством (оО теоремы 4 (см. [29], с.72, или [27] , 

с.21) и множество (X направлено по возрастанию (та. 
для каждых ы,^'^ 01, ввиду насыщенности системы ̂  ). Следова­
тельно , для проективной системы ("А*. > Aü j 0С) все условия 

теорем 2 и 4 выполнены. Теперь, в силу теорем 2, 4 и 5 и след­

ствия 3, справедлива 

Теорема 6. Пусть ре (0,13,А - коммутативная полная от­

делимая локально гц-( р-псевдовыпуклая) С -алгебра, для которой 

множество КопА непусто3. Тогда 

а) элемент a eQ/VwA тогда и только тогда, когда <pfct)=*i 

для каадого <ре ккутА\ 

б) если алгебра А содержит единицу, то элемент at-ÜJ/wA 
тогда и только тогда, когда <р(о) ч*С> для каждого ^ekotrrA\ 

в) для каадого элемента асД справедливы. 

%(«) = iff") - yehon)0A] (13) 

3 В частности, когда А содержит единицу, то Ъх>ю(\ непусто, 
(см. [2J, теорема 4.2).  
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и 
f^(a) = Sû {|(|>Ga)l : CuOvviAVj 

г) &*4A = ßo^A = тлс^А » WA; 

д) рядикядн fiorfA и fiai^A алгебры А замкнуты; 
е) если алгебра А содержит единицу, то 

1ДМ ; Me И(А)} = UIM i Me М„(А)} = 

= U {И s М е ти (А>й *= 

= и {И ; Мс пг>(А))-

ж) если алгебра А содержит единицу, то следупцие утвер-
ждения равносильны; 

(а) пространство Äo/>А несвязно; 
(б) алгебра А содержит нетривиальные идемпотенты; 
( в )  а л г е б р а  А  я в л я е т с я  п р я м о й  с у м м о й  с в о и х  з а м к н у т ы х  

идеалов; 
з) если А является (не обязательно коммутативной) ал­

геброй Фреше с единицей, то Кот А хемикомпактное пространстг-
во. 

Следствие 4. Пусть р« Со, 1] и А - коммутативная полная 

отделимая локально т-(р-псевдовыпуклая) С-алгебра, для ко­

торой множество А°«А непусто. Алгебра А является Q-алгеброй 

тогда и только тогда, когда Яо/ьА равностепенно непрерывно. 

Доказательство. Если А является £?-алгеброй, то прост­
ранство Komfl, равностепенно непрерывно (см., например, £KQ, 
с. 75). Пусть теперь пространство homl\ равностепенно непре­

рывно. Тогда вляется окрестностью нуля алгеб­

ры А (см., например, £8], с. 107). В силу этого, # 1 для 

каждого (рейхзмА , если а с f. Следовательно, <V"c Qirvj А по 

теореме 6а). Учитывая это, А есть окрестность нуля 

алгебры А, в силу чего А является Q-алгеброй (см. [19], с.55 
или [18], с. 44). 

Следствие 5. Пусть р€ (о, 13 и А - полупростая полная 

отделимая локально щ-(р-псевдовыпуклая) С-алгебра, для ко­

торой множество Ал/иА непусто. Алгебра А коммутативна тогда 

и только тогда, когда равенство (13) имеет место для каздого 
ete А. 

Доказательство. Если алгебра А коммутативна, то по тео­

реме 6 в) имеет место равенство (13) для каждого а е А. 

Пусть теперь равенство (13) имеет место для каждого ае 

еА и пусть найдется а е AXßod'A . Поскольку 
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CEF»Л - {OE A : XA- +AJL& А V XEC, FCEAJ 

(см. [24], f c . 5 5 ) ,  т о  Л а  + t t f e £ « ? ! n v 4  д л я  н е к о т о р ы х  Х е С  и  

4еАГПоэто*|г Ы sa (Ха + оА) • Следовательно, в силу (13), 
найдется та!ой "tpeComA , что Xipfe) + ipfOif/fc) = 1. Но это 

невозможно, ибо tpfa) =0. Таким образом,-wmA,а = й»<#4 = {ЭД.Учи­

тывая это, алгебра А коммутативна, так как 4-feie Д 

для каждых aj t> е А . 

Примечание. Отметим, что теорема 6 известна в случае ко-

мутативных полных отделимых локально m-выпуклых (С-алгебр с 

единицей. Именно, часть а) теоремы 6 в этом частом случае 

приведете в [15] , с. 12; часть б) - [29], с.94, и в [зо], с. 

131, часть в) - в [15], с. 12, в [19), с. 20, ж £l2], с.230, 
в [29J, с.95, B*[23J, с.283; части г) и д) - в [19], с.19, В 
. с.237, в. £29] , с.98, и в [23], с.283^ (см. также [28], 

С.ЗЗ); часть е) - в [12], с.231, часть ж) в [19], с. 43, в 

случае, когда, кроме того,А является алгеброй с инвотоцией, 

и aefe (Di i-w А для каждого a6 А, и часть э) - в [15], с. 12, 

в [183, с. 170, и в [193, с.22. 

В случае, когда А является котцггативной р-банаховой 

С -алгеброй с единицей, теорема 6 известна только в частнос­

ти. В этом частном случае теорема 66) приведена в [27], с. 

344, и B^28j, с. 13; теорема 66) - в р4], с. 207, в* Щв], 

е. 16, в [7], с. 38/1, и в [29), с. 26^ теорема 6ж) - ej29}, 

с.71. Кроме того, следствия 4 и 5 приведены в [18], с.151, в 

ШЦс. 602, и в [17], с.5867в случае полной отделимой локаль­

но ftv-выпуклой алгебры. 

"Следует отметить, что свойствами а) - в) (следователь­

но и свойствами г) - е)) теоремы 6 обладают не все локально 

выпуклые алгебры фреше и не все алгебры Гельфанда-Мазура. В 

|29], с. 126-128, приведен пример локально выпуклой алгебры 

Фреше, которая не обладает свойством б) теоремы 6. Далее, в 

[22], с. 67, приведен пример коммутативной поглощенно выпук­

лой С-алгебры, которая не обладает свойством в) теоремы 6,а 

в [21] - пример коммутативной полнойпоглощенно выпуклой 

С-алгебры с единицей и в [26], с. 155, и в [29] , с. 144, 

пример коммутативной локально выпуклой алгебры Фреше, кото­

рые не обладают свойством д) теоремы 6. При этом, все комму­

тативные €5-алгебры Гельфанда-Мазура обладают свойствами а)-
в) теоремы 6. Доказательство этого утверждения приводится 

аналогично тому, как и доказательство свойств а) - в) теоре­

мы 2 (в частности, в случае коммутативных локально выпуклых 

С-алгебр Валбрука, свойство в) теоремы 2 доказано и в [10], 
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с. 76). Таким образом (по теореме 6) класс тех топологичес­
ких С-алгебрА . которые обладают: свойством (13) для каждо­

го ae/t, шире, чем класс коммутативных Q-алгебр Гельфанда-

Мазура (ибо не все коммутативные локально oi-выпуклые С-ал-

гебры являются ф-алгебрами (см., например, Qlb] , с. 59)), 

но не содержит все алгебры Гельфанда-Мазура. Учитывая это, 

теорема 2 г) является следствием более общего результата 

(см. £20^, предложение 4): если все алгебры в проектив­

ной системе -,1^,01) топологических алгебр обладают свой­

ством 

= 1<К*) ; f е Aow 

для каждого то проективный предел этой системы 

обладает свойством (2). 
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PROJECTIVE LIMITS OP TOPOLOGICAL ALGEBRAS 

M. Abel 

Summary 

Зове properties of the projective limit of topological 

algebras are consided in §2. In §3 it is proved that each 

complete locally m-(p-pseudoconvex) Hausdorff algebra is to-
pologloally isomorphic with the projective limit of p-Banach 

algebras. As an application of results from §2 and §3 some 

properties of commutative complete locally m-(p-pseudoconvex) 

Hausdorff C-algebras are given in §4. 
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ФОРМАЛЬНАЯ ГЕОМЕТРИЯ И BRST-ИНВАРИАНТНЫИ 

ЛАГРАНЖИАН. 

В. А. Абрамов 

Лаборатория прикладной математики 

В данной работе описывается геометрический подход к 

нахождению 6RST -инвариантных лагранжианов, возникающих в 

квантовой теории поля. Для этого используется понятие фор­

мальной геометрии, взятое из работы [4]. Впервые 6RST-ин­

вариантный лагранжиан был выписан при квантовании поля Ян-

га - Миллса с помощью континуального интегрирования ( [б]. 

[I]). При этом потребовалось! ввести дополнительные, ан-

тикоммутирующие поля, получившие название "духовых" полей 

или полей Фаддеева-Попова. Позже были найдены преобразова­

ния , так называемые 6RST -суперсимметрии, нетривиальным 

образом перемешивающие классические поля и "духи" Фаддеева 

- Попова, относительно которых эффективный лагранжиан был 

инвариантен. Замечательным свойством ßRST -суперсимметрий 
является их нильпотентность.Это позволило в целом ряде ра­

бот исследовать дифференциалыйо-геометрическуто структуру 

"духовых" полей и 6ÄST -суперсимметрий на языке внешних 

дифференциальных форм ( [?J, [8] ,[lll ). Недостатком этих 

построений, отмеченном в [Ю], явилось то обстоятельство, 

что они не отражали бесконечномерную структуру грассмано-

вой алгебры, образующими которой служат поля Фаддеева- По­

пова. Это выражалось в том, что в разложении произвольного 

функционала по "духовым" полям имелись лишь члены конечно­

го порядка. С целью устранить этот недостаток автором, в 

работах [il,[2), было введено, с помощью модифицированной 

грассмановой алгебры, бесконечномерное суперпространство, 

позволившее интерпретировать "духовые" поля, как нечётные 

координаты, эффективное действие, как чётный функционал ,. 

и BRST-суперсимметрии, как нечётное векторное поле на 

построенном суперпространстве. Однако, в данном подходе су­
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щественную роль играют вопросы локальности рассматриваемых 

объектов, так как элементы бесконечномерной грассмановой 

Жребры строятся по ядрам некоторого класса операторов ([3], 

Щ). В силу того, что квантовый аффективный лагранжиан 

^44 > соответствующий 5^ квантовому эффективному дейст­

вию, должен быть локальным, приходится ограничить класс 

рассматриваемых операторов при построении бесконечномерной 

грассмановой алгебры классом дифференциальных операторов 

на соответствующих расслоениях ([i]). Это приводит к тому, 

что в пространстве всех функционалов на суперпространстве 

выделяется подпространство функционалов , имеющих вид поли­

номов от калибровочных полей ^ , вспомогательных полей ß1, 
и полей Фаддеева-Попова с1", с*", где «Umб и 6 - калиб­

ровочная группа. Таким образом, естественно возникает су­

пералгебра формальных многочленов от соответствующих симво­

лов и геомАричеекие объекты на ней ( [ 4] ). Исследуемые 

объекты данной работы отличаются от построений в [4]тем,что 
кроме обычных полей добавляются антикоммутирующие и поэтому 

рассматриваемые величины принадлежат супергеометрии. В пун­

кте I вводится супералгебра формальных полиномов над неко­

торым полем и определяются дифференциально-геометрические 

объекты на ней. Кроме того, доказывается необходимое для 

дальнейшего предложение в инвариантности многочлена. В пун­

кте 2 даётся интерпретация физических величин , таких как 

аффективный лагранжиан, 6R5T -суперсимметрии в терминах пу­

нкта I и показывается как, используя доказанное предложе­

ние о инвариантности многочлена , находить 6RST- инвариан­

тные аффективные лагранжианы. Рассмотрен конкретный пример 

поля Янга-Миллса в некеторой калибровке. 

I. Рассмотрим три группы символов: 

(I) u- 'Ч.1 • чЧ-'Ч"" » Ui; • ' 
(II) Лс- { с, Ci, C{ t̂..mj C£<e, 

dH) ~̂ c~ f c' ct. üij<- • »r c-t,...;.*»••• У, 
где 4 $ W к и символы всех груп симметричны относительно 

произвольных перестановок индексов •( vf... , Таким обра -
зом, если общее обозначение для символов /?и, Я с. и Rt 
то • **"• гле а некоторая перестановка множест­
ва . г} . Цусть $<2> является ассоциативной алгеброй 

многочленов над полем С от некоммутирующих символов Ru ,ftc 

и f?c . Вводя обозначения, многочлены вода 

— ft f*4 Pi - Р»  Р<{г / т  т \  
С1М?) • • • С<М*) C(.L*) > (I,I) 

29 



где 1*к+у, мы сможем зависать каждый элемент fi» алгебры 
OI ii} s »вде линейной комбинации одночленов вида (I.I) cj 

коэффициентами из € . Отметим , что числа р в записи 

( I.I ) обозначают степень соответствующего элемента. По 

определению будем считать, что символы группы Ru. являются 

чётными,_то есть положим л 5 , и символы групп 

R.c и /?с нечетными, то есть TC(c£l...it)=X(ci) 4, где о и 

1 элементы группы i?2 . Чётность произвольного элемента 

Гш , разложенного в линейную комбинацию одночленов 

( I.I ), определяется естественным образом. Относительно 

введённой чётности алгебра всех многочленов имеет вид 

0l<2>= Ul<2> © <Щг> , 
где Ol Vi) подалгебра чётных многочленов и (^/»подпространс­
тво нечётных многочленов. Таким образом, (Я<г> является су­

пералгеброй. Кроме понятия чётности определим"гоЛовское" 

число gR(Füw) для произвольного многочлена Rye положив 

н а  о б р а з у ю щ и х  а л г е б р ы  t f l . ( о . : 0 , 9 Я  c c  t , . =  ±  ,  

Отметим, что для произвольного многочлена Fui б естест­

венным образом определён сопряжённый многочлен F&e Ol<г> . 

Цусть [0Г<2>] является коммутаторной супералгеброй Ли 

ассоциативной алгебр! 0Z<z> , то есть введём скобку Ли сле­

дующим образом: 

[Ftab, Fe2)7 = Год • F(i) -C-1) F'ay FW, 

% 

/ 

где FteX произвольные однородные многочлены алгебры 

Ct<» . В супералгебре Ли [01<2>] ввделим подалгебру &U> 
лиевых многочленов от символов Ru, и &с . Обозначим 

через супералгебру Ли всех дифференцирований алге­

бры •&<•?> , то есть <ft является эндоморфизмом про­

странства -6<г> со свойством „ 

[ -[ <f F<i>( Fai]+L-0 i F&J, cf 

где Д1<5) чётность данного дифференцирования. Дифференциро­

вание называется нильпотентным, если <Г-^[<£<Л=о. 

Выделим дифференцирование d"8 , соответствующее -су-

персимметриям, играющим важную роль в квантовой теории поля. 

Для этого определим <Г6 на образующих алгебры следующим об­

разом: 

с? 6 с. — =u. • 
br"vt 
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JL  ^  " i , -  >ч  "  0 ,  ^  

He IN . Из (1.2) следует, что cf начётов дифференцирова-

^ние и непосредственное вычисление показывает, что 

(d% f fr Ve3=o. А 

Предположим теперь, что ЧлТь« ГД® } базис 

некоторой конечномерной алгебры Л» 6 ,iirn§=h, причём 

Гт.,т»]=4тг, 

* 4 „ 
и получающиеся символы и | четные, то еств 

Ä(u*..^«X(iL*ir..y=õ и символы " нечётные 

•то есть Х(с4;и)жуис^-). £•; дотики Ш|*Ш 

?v . 1Г-В(-
Чч J-J-i 1  v-и» 

Очевидно, 4то эта градуировка согласован# со структурой су­

пералгебры С?<г> . Цусть Ollil есть алгебра всех многочле­
нов от символов ix • Очевидно« что супер*лгебра, 
то есть 

oirfj = o?XJ© c^rvi 

В силу востроения, имеем [ÖZ(Z>]= ÖZfiieG. Очевидно, что под­
алгебре =£<г>с [ <?>] соответствует некоторая подалгебра в 
ОГС?47 , которую мы обозначим . Тогда 

Цусть J« ((ЛU'j супералгебра всех дифференцирований ал­

гебры ÖZO*]. Выделим в ней подалгебру линейных джфферен -
циальных операторов вцда 

£'»>51-4. , (1.3) 

где (Ю=Сч ч) и fiž,) е 01[з 1. Среди всех операторов данного 
вцда ввделим следующий 

d. = £si,...tVi$i3 . 

Из определения этого оператора следует, что 

*< 2t-4 = <••>*t.« * .div-X ** 

Дифференциальные операторы вцда (1.3) называются векторнмш 

полями на супералгебре Чётность оператора или век­

торного поля вцда (1.9) естественным образом определяется 
по структуре супералгебры Ol f>'J. Относительно хомутатора 

I £,1 J пространство всех векторных полей становится су­

пералгеброй Ли , которую мы обозначим через (Ol [&*]).Век­
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торное поле д£ является очеввдно чётным. Векторные поля, 

коммутирующие с полем bi образуют подмодуль. Они характ^ 
ризуются свойством 

Г/ •, г*>= Га), 

Нечётное векторное поле называется нильпотентным, если Š = 
= О . Каждому дифференцированию <Г супералгебры 

;&<2> соответствует векторное поле на (ТГ{>7 или, точнее, на 

.Так, введённому выше , дифференцированию сГ6 соот­

ветствует нечётное векторное поле 

 ̂  ̂и';1г Ч  ̂ \..ч̂ .+ 

+ 1 Г(>" с" . J i 

причём непосредственные вычисления показывают, что 

V а 
то есть § нильпотентное векторное поле. 

Следующей дифференциально-геометрической структурой , 

которая, понадобится в дальнейшем, будут внешние дифференци­

альные формы на супералгебре <7?Ггч1. Конечные суммы вида 

CO=ÜJ ^(М г) > Ol[ i  ' l  
где cb = et?, новые символы чётность которое определим,по-

лохив 7Г(о(< i. 4, Wc;,.;,)» Х«с;...г1>» о .называют­
ся дифференциальными линейными формами на <71 [2*3 .Значение 

форт на векторном поле £ равно 

= £ ̂Мг.)Нм,) •  ̂
Пространство линейных дифференциальных форм на 0?[г 3 обоз­

начим 52. (01 йЬ). Пространство £2 (01[г1) дифференциальных 
форм р -го порядка определяется аналогичным образом . 

Внешний дифференциал имеет вид 

А=£ СИ*„ Г )ДЧ^ }  <L = О. 

Предложение I.I Если oxQ(О^г^О является замкнутой 1-фор -

мой на ОГГз4] и Jjw.LOlfe^) нильпотентное векторное поле , 

то icJC |) = 0. 

Доказательство сразу же следует из известной формулы диффе­

ренциальной геометрии, обобщенной на супергеометрию, 

с1ю(4',ц)- |'оО(>7)+ •? "(£')- из([̂ ,<{])> 

где £> I *1 - нечётные векторные поля на Olli ]. Дейст­

вительно, левая часть при подстановке вместо 4 и ^ поля ^ 
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равна О в силу замкнутости формы, а член со(Ц,£1) исчезает, 

в силу нильпотентности поля £ . 
2. В этом пункте, описанные выше объекты, используются 

для описания лагранжиана квантового калибровочного поля , а 

также его симметрий. Эффективный квантовый лагранжиан имеет 

ВИД ^*44- ^Fp ' 
где &JL - классический лагранжиан калибровочного поля, -

=£%+ член фиксирующий калибровку, где * вспомогатель­

ное поле и - калибровка,лр(>= с Л , где с - 4  , с* ду­

ховые поля и А - оператор 6RST -суперсимметрий. если мы 

положим I = к* , и,. примем аа классическое калибровочное по 

ле, то £^st очевидно примет вцц элемента супералгебры (Л (а"] 

( в действительности даже более того, элемента Со­

поставим & R.-ST -оператору нильпотентное векторное поле а. 

Тогда имеем , , , , , в £ ii<v <2Л) 

где ^e öt[24J.Таким образом, (Äfe*! Несложно убедится 

что § w£ju.)=0» то есть квантовая добавка лагранжиана 
является &R-ST -инвариантной. Отметим, что šüC-£J-0 в силу 

того, что коэффициент при является инфинитезималь-

ным калибровочным преобразованием. В статье Г?] была отме­

чена необходимость нахождения МЬТ -инвариантных добавок. 

В физической литературе используется следующий метод: для 

фиксированного нильпотентного поля и найденного (например в 

теории Янга-Миллса) из иных соображений ищется такой 

многочлен F , что F.Затем, при исследовании другой 

теории поля (например теории струн) выписывается многочлен , 

структура которого аналогична F , и действием на него опе­
ратором ЪЯ$>Т -суперсимметрий получают соответствующую до­

бавку ^LL , которая в силу нильпотентности 6/1£ГГ-суперсим-
метрий 6/ISТ -инвариантна.Геометрические построения, опи­

санные в пункте I дают возможность сделать такой подход бо­

лее общим.Перепишем <£[Ц=| Р в форме 4R|)=/fu, где сI -внеш­

ний дифференциал и Fe 0112*3. Эта запись указывает на то» 

что искать j'.ju межно в более общем веде, то есть <£ц.=с*>(|" л— 
где со дифференциальная линейная фоома на ( *J. При эт­
ом форма 0J должна таовлетворять условию ßR-SГ-инвариант­
ности, то есть |'\о(£>0. Так как нильпотентное поле,из 

предложения I.I следует , что форма сО должна быть замк­

нутой. Если она точная,метод нахождения сводится к 
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описанному выше. Таким образом показано, что каждая замкну­

тая линейная форма на Üb'] определяет 6RST -инвариантный 
лагранжиан. Отметим, что для лагранжиана (2.1) эта форма 

имеет вид . ; Л 

12 + £ U ) d-c. - С. d 

причём она становится замкнутой после добавления члена ви­

да ^с oli/, который не влияет на вид ^ , так как в £ а 

нет членов вида ф*; /с^а' ;. Полученная форма уже является 

точной, то есть 1 

О = оС [ % + j u)J . 
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FORMAL GEOMETRY AMD BRST-INVARIAHT LAGRANGIAN 

V. АЬгаЛот 

Summary 

The formal geometry introduced by Gel'fand and Dikij 

is used In this paper for the description of BRST-invari-

ant lagrangians.lt is shown that every closed even form 

on the superalgebra of polinomials defines a BR3T-

invariant lagrangian, The 1-for* which defines the Fadde-

ет-Рорет quantum lagrangian is obtained and it is shown 

that this 1-form is exact. 
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ФУНДАМЕНТАЛЬНЫЕ ОБЛАСТИ И НЕКОТОРЫЕ ЗАДАЧИ ЭКВИВАРИАНТНОЙ 

ТОПОЛОГИИ 

3. Баланов 

Рижский политехнический институт 

Введение 

Многие задачи эквивариантной топологии (вычисление 

степени и числа Лефшеца эквивариантного отображения, экви-

вариантная гомотопическая классификация и др.) сводятся к 

проблеме продолжения эквивариантных отображений. Цель нас­

тоящей статьи - описать один общий подход к указанной про­

блеме и проиллюстрировать его некоторыми новыми теоремами 

в эквивариантной топологии, усиливающими, в частности, со­

ответствующие результаты работ £1-5 , II—14 , 16-19,., 

21 , 25-29J. Заметим, что предлагаемый подход (его идея 

восходит к известной работе М.А. КрасносельскогоДб}), бо­

лее геометричен, чем традиционный метод продолжения сече­

ний подходящих расслоений (см., например, (gj). Кроме того, 

мы надеемся, что его приложения не ограничиваются вопроса­

ми, затронутыми в настоящей статье. 

Центральную роль в наших построениях играет следующее 

понятие. 

Определение. Пусть топологическая группа 6г свободно 

действует на метрическом пространстве X . Пусть, далее, 

<55 с X - замыкание своего открытого (в индуцированной 

топологии) подмножества Юо • Назовем фундаментальной 

областью, если: 

(а) = X; 

(б) Q (%>) П к(%) = ф  ,  $  t  * - , $ , £  &  C r ;  
(в) Х- Ст (£°) - Crft-Za). 

Если, к тому же, dim X - ̂  ̂ 00 » т0 Должно выполняться 

также условие 
(г) (JUfn /3 r cUm X/(J- j cL'mi /3 s$o) s j <мт 
Замечания. I) Всюду-далее имеется в виду размерность 

в смысле покрытий.• 
2) В том случае, когда (т действует вполне разрывно, 
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из приведенного определения следует, что в качестве мо­

жно взять внутренность £ . Таким образом, данное опреде­
ление хорошо согласуется с классическим определением фунда­

ментальной области. Кроме того, можно проверить, что (в) 

следует из (а) и (б). 

Статья состоит из пяти параграфов. В первом параграфе 

приводятся некоторые вспомогательные сведения. Второй пара­

граф посвящен исследованию существования фундаментальных 

областей и описанию упомянутого выше подхода к проблеме про­

должения эквивариантных отображений (теорема I и предложе­

ние I). Наиболее общая версия "эквивариантной теоремы Дугу-

нджи" (теорема 2) и вариант теоремы Борсука - Улама (следс­

твие 3.3) составляют содержание третьего параграфа; там же 

излагается одно усиление теоремы Яворовского [26] о Q 

пространствах (предложение 2). В четвертом параграфе мы при­

водим обобщение известного принципа сравнения Красносельс­

кого (теорема 3), из которого следуют соответствующие резу­

льтаты работ [l-5 , II—14 , 16 , 17 , 19 J . Наконец, в 

пятом параграфе доказывается "эквивариантная теорема Хопфа" 

(•теорема 4), которая усиливает соответствующие результаты 

БовчицарБ^и том Дика [21]. Особо подчеркнем, что наше дока­

зательство не использует трансфера (в отличие OTJ[2I] И ме­

тодов гладкой' топологии (в отличие от[9] , 

Работа выполнена под руководством А.Х. Кушкулея, которо­

му автор, пользуясь случаем, выражает признательность. 

§1. Вспомогательные сведения. 

I. Всюду далее X ~ метрическое Gr-пространство, C r -  ком­
пактная группа Ли, ДсХ~ замкнутое инвариантное подпростран­

ство (возможно, пустое). 

Для каждого X & X через Сгж обозначим стационарную 

подгруппу точки он . Действие Сгна X называется свободным, 

если тривиальна для любого е X. Совокупность всех 

стационарных подгрупп {0-х 5 хс- X обозначается через 1-)о(Х). 

Если „Н - подгруппа в Q- , то через X^ обозначим множес-. 
тво Н -неподвижных точек в X » а через )(ff - множество 

таких •зееX , что Сг* •= Н . Семейство подгрупп группы Cr, 

сопряженных с некоторой стационарной подгруппой 6гх > 

называется орбитным типом и обозначается (Сгк). На протя­

жении всей.статьи будем предполагать, что Ст действует на 
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X Х А с конечным числом орбитных типов (Ui),(Hj,..., (HJ. 
На множестве А) *{&*),. 1%,^0Рбитных типов на Xх А 
введем частичный порядок (см. [9]), определяемый условием: 
(Hj)< (Hi) влечёт I </ . Двойственным образом (по отноше­
нию к А)) определи« фильтрацию пространства X за­
мкнутыми инвариантными подпространствами: 

=  с . . .  с Х ,  = Х ,  ( i . l )  
полагая X: -Л(У/эс<=Х / )~ (Hj.) для некоторого / * * . 
Пусть У - другое Q -пространство и У- С- -эквива-
риантное отображение. С помощью множества <%/U аналогич­
но изложенному выше можно определить фильтрацию замкнутыми 
инвариантными множествами 

/Г4; = Х,с.^схг,с.„.с 4^=4 (1>2) 

множества \ . Ясно, что Cr -зквивариантное отображение 
Д- X -у Y индуцирует Q- -эквивариантные отображения 
; )f: Yv • Нас интересуют для заданного Q -эквиваринт-

ного 'отображения £•' его Q - эквивариантные про­
должения у: Xv Х- • Соответствующему утверждению пред­
пошлем одно определение. 

Пусть Г - некоторая группа, Н - ее подгруппа. 
Пусть, далее, NfИ) - ее нормализатор в Г . Фактор - груп­
па VJ(H)̂ NMiH называется группой Вейля. Н в Г. 

Легко видеть, что на множестве Xкорректно опреде­
л е но действие группы Вейля W^(Hf) , свободное на X^4 Х^' -X 
Аналогично, W (Нс[.действует и на ^ . Имеет место 

Лемма I.I (ß>Ü, предложение 8.1.5). Пусть <>'• X^'-*" Y^' 
-зквивариантное продолжение отображения <Г/х^ . То­

гда существует, и при том единственное, (3- -зквивариант­
ное продолжение ^f:X;->X" отображения S*Хд4-*>» что 

При некоторых дополнительных предположениях с помощью 
приведенной леммы общая задача продолйвния эквивариантного 
отображения сводится, к задаче эквивариантШйар продолжения 
на свободное подпространство (подробности см. [25). Пос­
ледняя задача оказывается проще, поскольку 

Лемма 1.2 (Глисон,[9] , с. 95). Если А - свободное 
(Зг -пространство, то орбитное отображение Р • X Х/<5- оп~ 
ределяет локально тривиальное расслоение со слоем . 

В дальнейшем нам понадобится 
Лемма 1.3. Пусть р:Т^ 5 " расслоение (локально 

тривиальное), причем, база допускает такое представление в 
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виде дизъюнктного объединения множеств , что над 

каждым Uu расслоение тривиально. Тогда р тривиально над ß 
Доказательство этой леммы легко следует из того, что 

прямое произведение коммутирует с дизъюнктным объединением. 

2. Ниже мы интересуемся ретракционными свойствами мно­

жеств, неподвижных относительно подгрупп компактной группы 

Ли, действующей на хорошем пространстве. Топологическое про­

странство называется пространством класса Eh/R (евклидо­

вым окрестностным ретрактом), если оно гомеоморфно окрест-

ностному ретракту в некотором конечномерном евклидовом про­

странстве. Если на X задано действие группы Q- , то X на­
зывается пространством класса Q -ENR .при условии, что оно 

Oi -эквивариантно гомеоморфно Q- -ретракту некоторой Cr -
окрестности в конечномерном евклидовом пространстве, причем 

соответствующая ретракция также Q -эквивариантна, В даль­

нейшем мы используем следующий простой факт (см. 

Лемма 1.4. Пусть конечная группа G- действует на прост­

ранстве класса Сг~Е/\/Я . Тогда для любой //6 IlO (Х) мно­
жество S" принадлежит классу £ NR . 

1Сак нетрудно убедиться, конечномерная сфера с заданным 

на ней действием конечной группы бг является пространством 

класса G - £NR , и, следовательно, в силу леммы 1.4, для 
всех Н 6 li о fX) множества S Н суть -пространства. С 

другой стороны, каждое £IVR -пространство локально стягива­
емо (см., хотя бы,[ö] , с. 97), откуда S^ локально стяги­
ваемы при всех Н € ho (X) - Далее, очевидно, что конус над 
пространством класса Е Л/Я есть пространство класса ENR , 

следовательно,K(S^) (конус над SH ) локально стягиваем. 

Но конус над любым пространством стягиваем, значит ( 8' ; тео­

рема 9.1, с. 108 и теорема 4.2(c), с. 98) справедлива 

Лемма 1.5. Для любого Н € Гоо Сх)множества K(SH) яв­
ляются A R -пространствами. 

Поскольку локальная стягиваемость влечет за собой ло­

кальную М -связность при всех <, ([Ю], с. 108), то 

Лемма 1.6. Множества SH и К(Stfлокально К -связны 

при всех Ii * о, i... . 

3,- Здесь мы соберем ряд фактов из теории размерности. 

Пусть - метрическое пространство. 

Лемма 1.7. Если di м. Kin, то для кадцого замкнутого 
F с К , и произвольного открытого множества Ус К > содержа­
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щего F , найдется открытое множество Uc ft таное что 

Fc с/ с VC V И с&т 5[7 6 п-*. 

Доказательство см. /24} , теорема 7.3.II. 

Лемма 1.8 (/24j, теорема 7.2.3). Пусть {- локаль­

но конечное покрытие А" такое, что при всех^е/ множе­

ства замкнуты и Тогда с&м. А < h,. 

Пусть X ~ конечномерное Q- -пространство. Тогда из те­

оремы Мориты ([в], с. 78 ), согласно которой 

dt'm-(К*[ 0,13) - Скуп К + i , легко следует 

Лемма 1.9. (^'m X/Q- = dim X -С&иг С , если Л свободно. 
Лемма I.10. В любую окрестность W инвариантного ко­

мпакта F С X можно вписать инвариантную окрестность С£-
такую, что Up э F и c&kn <9С£- < л--. 

Д о к а з а т е л ь с т в о .  П у с т ь  р  Л ^ Х / Q  "  о р б и т -

ное отображение. Рассмотрим сначала частный случай: F -
орбита одной точки, скажем, С£*0 , Впишем в V инвариантную 

окрестность \£- , содержащую (ее существование гаран­

тировано теоремой 5.4 из£э], с. 93). В силу непрерывности 

р , леммы 1.7 и леммы 1.9, существует такая окрестность 

17р(Хс) точки p(X'L.) в X/(f , что Upcxc] сp(fy)и dim (dUpetj)^-
«d. hz-cLmQ-///, где (H) - главный орбитный тип (си.[д], гл. 4, 
§ 3). Рассмотрим множество Р (Up(Xo} и убедимся, что это и 
есть искомая окрестность. Действительно, то, что /> (Up(xa)j 

содержится в IV и инвариантна, вытекает непосредственно 

из построения. Далее, в силу леммы 1.9 

ckyn(dp  1 (Up(xJ  -  cU>n(p  *(dUp(-K^)<( К - Л»« Сг)н+ cUvk Cr !Hi  6. h- l  

(здесь (И,) - старший тип на р'*(fll/pix*)) )• Теперь для до­
казательства леммы в полном объеме достаточно покрыть F 

конечным набором инвариантных окрестностей точек из F , 
имеющих хорошую границу, и воспользоваться леммой 1.8. 

В заключение этого пункта мы приведем два свойства ло-

кально конечных самейптв, существенно используемых ниже. 

Лемма I.II (["241, теорема 1.5.18). Пусть/С 4̂Х- лока­

льно конечное открытое покрытие метрического пространства. 

Тогда существует открытое покрытие такое, что^с[£ 

для каждого Л tl 

Лемма I.I2 (Г24~1. с. 56). Пустьлокально коне­

чное семейство подмножеств метрического пространства. То­

гда д(уг_^)С jJ dFj.. 
4. Этот параграф завершается стандартными свойствами 
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степени отображений многообразий с краем. Если не оговорено 
противное, то все группы гоыологий рассматриваются над . 

ПусФь М - ориентированное tl -мерное «многообразие с 

краем й/7, О:М^дН * ̂ некоторая ориентация 
на нем (см. [IQ], гл. 8, § 2) и И - компактное подмножество 
в М - ЭТУ. Тогда (см. (jOp, с. 324) в группе H h  

и м е" 
ется единственный элемент С?к , удовлетворяющий условию: для 

любой точки Р€ А индуцированный включением гомоморфизм 

•' Нь (М, М 4 К) ~^Ик (Н, Р) переводит его в (Jp . 
Этот элемент называется фундаментальным классом вблизи Af . 

В частности, если 14. - компактное многообразие без края, 

то имеется фундаментальный класс 1!>ц е Hh (J4> Jy \/у) - j-jK (/у), 

а, если К связно, то Hh (М,М^ К)=^и - образу­

ющая этой группы. 

Определение. Пусть (Hij dMt)~* (М2дМ^~ непрерывное 

собственное отображение двух tv -мерных многообразий с краем, 
переводящее край в край. Пусть, далее, К - связный компакт -

в М^дМх . Тогда (см. jio], с. 324) отображение 
4 Hi (-Mi, Мг- Г*(К))-*Нн, (MSj ) переводит Ori(ht) в 

класс (!?ц , умноженный на некоторое целое число. Это число 
называется степенью 4 над К и обозначается ckjK /. Таким 
образом, /-# (fy-'ac))- %{)• • Если Mi связно, то число 
cb$K / одно и то же для всех связных компактных непустых 
подмножеств К ([Щ, предложение 4.5, с. 326). Условимся 
его обозначать dej / 

Пусть и (Иг dMj) - пара компактных ориенти­
рованных П- - мерных многообразий с краями, причем, ориен­
тации краев индуцированы ориентацйями многообразий (|<2Õ|, сле­
дствие 10, с. 321). Если /:  , (Hi, Щ- непрерывное 
отображение, переводящее край в край, a Mz и дМг связны, то' 

определена степень сужения /ящ дМ* . Справедлива 

Лемма I.I3. äej / = //э/у, - (1.3) 

Д о к а з а т е л ь с т в о  л е г к о  п о л у ч а е т с я  и з  с л е д с ­

твия 10 книги [20j с. 391 й предложения 4.3 книги[1(2, с. 325 
при помощи стандартной техники петляния по диаграммам. 

Следующие три свойства степени хорошо известны (ffO]K 

Лемма 1.14. Щусть ~+(Мг,ЪН3) - как и выше, и 

/<, - связный компакт в Мг Мг. Пусть, далее, Hiх ЭМ, -

конечное объединение открытых множеств { f i*  j  ,  Ä -  ,  
причем, множества К* = {'1(\()П М? попарно не пересека-
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ются. Тогда ci 4 - 2_ //yv^ . 

Лемма I.I-5. Пусть li ± и 14% - как и вше, при­

чем, Д- fH i r  дЛ , )  dM z )  - гомеоморфизм. Тогда ä f j  f = ± i  
(в первом случае / называется сохраняющим ориентацию, а во 
втором - обращающим ориентацию). 

Лемма I.I6. ПУСТЬ (Н< дМА. (Н,. 2>!%), (М- г;д!Ч 3) _ с в я_ 
зные компактные ориентированные И- -мерные многообразия с 

краями. Пусть, далее, заданы два непрерывных отображения 

(Hi ,3/Yj — ) и I: (МХ1дИ>)СИ3,. Тогда 

сleg ((tof 1) = clegL • oieg /. 
Все неопределенные здесь понятия из теории бг -прост­

ранств и теории расслоений можно найти в и [9]; из об­

щей топологии и теории размерности - в[24]; из теории ре-

трактов - в [8J; из алгебраической топологии - в р8)и [Ю] ; 

из нелинейного функционального анализа в £loJ . 

§ 2. Существование фундаментальных областей и продолжение 
эквивариантных отображений 

I. Теорема I. Для свободного действия компактной гру-

япы Ли Q- на произвольном метрическом пространстве X фу­

ндаментальная область существует. 

Для доказательства этой теоремы нам понадобится 

Лемма 2.1. В каждое локально конечное открытое покры­

тие {U>,)Ä eiy а -мерного метрического пространства можно 

вписать (комбинаторно) такое открытое покрытие{У\}Â yi , 

что: I) VA С С/л для каждого л £ /1 ; 2) V> Л - 0 , 

если Л 1111 ; dCm д i h, - l 
Д о к а з а т е л ь с т в о .  В  с и л у  л е м м ы  I . I I ,  с у щ е с т ­

вует такое комбинаторно вписанное в { открытое пок­

рытие {1л/А ) , что v7a С СЛ, • Пусть для каждого Л <? Л 
~ ̂ у с , где %>, - открытое множество, причем 

сДт 7Л
Л (лемма 1.7). Вполне упорядочим множест­

во А. и положим Vt = 2^ . Пусть множества VS, уже опре­

делены при всех Л < >« и пусть • По предположе­
нию индукции семейство {V>j х < Ao локально конечно, и поэ­

тому (лемма 1.8) дСЪс UdJZ*. Если %ÄC С Ct , то перехо­
дим к , в противном случае полагаем = ?л, х ^ -

В силу канонической замкнутости множеств замечаем, 

что 9VA,С 9СЯ Uõl̂ C Ü Э2Л , и поскольку семейство 
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(YOA6/L локально конечно (по построению), то учитывая ле 

мму 1.8, имеем: cUtn Не менее очевидно, что условия 

1) и 2) также выполнены. 

2 .  Д о к а з а т е л ь с т в о  т е о р е м ы  I .  П о  л е м м е  1 . 2  

орбитное отображение р- X Х/& определяет локально триви 

альное расслоение ß-(X, р, X/GJ со слоем Q . Рассмот­
рим открытое покрытие базы е_д. такое, что р три­

виально над каждым £/> . Поскольку X/G- метризуемо, то 

открытое покрытие / С/л} можно считать локально конечным. 

Пусть ~ вписанное в /И> } ле W покрытие, удо­

влетворяющее заключению леммы 2.1. Пусть, далее, 

Cr* LZ\-^P (Щ - гомеоморфизм, определяющий карту рас­
слоения уэ над [7л , и,пусть = hlG-xV*. • Посколь­
ку семейство /Vkj дизъюнктно (условие 2)), то, в силу лем­

мы 1.3, гомеоморфизмы j индуцируют гомеоморфизм 

IvT * С/дИ G- y-Vb • Положим Я) о 

2)= = /tY/X UÂ y « JT'F-c X VJ И докажем, что так оп­

ределенные % и ©о определяют фундаментальную область. 

В силу замкнутости отображения р_ (см., хотя бы, Jgj] 

теорема 3.1, с. 47), имеем: Р(®) - Р(§>°) - = X/ß-, 
откуда следует условие (а). Обозначим множество Z (1*\\] 

через W> . Легко видеть, что семейство f лока­

льно конечно, следовательно, Я) = окт w* (лемма I.< 
Заметим, что W), гомеоморфно ^ (свойство I)). Поэто­

му Аиг 9> ~ dim Х/£. Кроме того, учитывая свойство 3) и лем­
му 1.9, получаем: = oUin p' i(U^d V*) £ 
^ oUmCrt cUmtUA 9VxJ ^ ciim G- + cU* t/fa-i = 
~ CÄht G- -t- CÄmX-ОЬМ С- - * - 1 - * 
Но X)4 ž)o <2 <VvN w>) (лемма I.I2), откуда 
ŠCÜYNX/£-/ И, тем самым, свойство (г) установлено. Свойс­

тва (б) и (в) усматриваются непосредственно. Теорема дока­

зана. 

3. Предположим, что А - такое Q -подпространство 

Q- -пространства X » что Q- действует на Xх <4 свободно. 

Положим х"'~ х » L"'- Х"\4- Так как Xf<x А " свободное 

Q -подпространство, то в силу теоремы I, существует фун­

даментальная область *Ю "" с Ц ' . Обозначим через ' от­

крытое подшожество SÕCo> , удовлетворяющее условиям (б) -
(г) определения фундаментальной области. Пусть 

£)'e,J' а Lf"= Х^А • Свойство в) позволя­
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ет построить фильтрацию замкнутыми инвариантными множествами 

X- Ха>Э ...3 А • Если Xх А конечномерно, то эта 

фильтрация, очевидно, конечна (свойство (г)); положим в этом 

случае А - X ̂  • Пусть У - другое (3- -пространство. 

Предложение I. Пусть Xх А конечномерно. Произвольное 

зквивариантное отображение А в Y тогда и только тогда эк-

вивариантно продолжается на все X > когда при всех с> / 

произвольное зквивариантное отображение У продолжа-

ется на Х^"1 Это же верно и для продолжения эквива-

риантных гомотопий. 

Д о к а з а т е л ь  с  т  в  о .  Н  е  о  б  х ' о  д  и  м  о  с  т  ь  

этого утверждения очевидна. 

Д о с  т а т о ч н о с  т ь .  И с к о м о е  о т о б р а ж е н и е  б у д е м  

строить по индукции. Пусть на множество Xf''отображение 

уже продолжено до отображения X"'—^ 
Лемма 2.2 (см. £9] , теорема 3.3, с. 48). Пусть компакт­

ная группа Г действует на пространствах X и У . Пусть НсХ 
- замкнутое множество и пусть отображение Ч'' таково, 

что если для некоторого ̂  & f обе точки х и g ос лежат 

в К , то У9 эс =£¥ос. . Тогда V можно продолжить, 
причем единственным образом, до эквивариантного отображения 

У': Г ( К) —* Y. 
Так как f 4 С X , то на этом мно- . 

жестве отображение уже задано. По условию £ продолжается до 
отображения j?; X"' Y. Далее, лемма 2.2 и свойства 

(а) и (б) фундаментальной области гарантируют существование 

единственного ^$вивариалтного продолжения /; на X ' • 

§ 3. Эквивариантная теорема Дугунджи и теорема Борсука-Улама 

I. Хорощо известна следуотая 

Теорема (см., например, £8) , теорема 9.1(1), с. 90). 
Если Y - локально /г-связнов метрическое пространство, ß -
замкнутое подпространство метрического пространства F и 

cUtn (F^B) й n+i , то для всякого непрерывного отображения 

ц>. g-»Y существует такая окрестность XJ множества В , 
что V имеет непрерывное продолжение . Если, к 

тому же, 1 - глобально п. -связно, то У продолжается на 

все Р . 
Эквивариантные аналоги этой теоремы рассматривались в 
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[27-5, £283 , С26J, [ 183. Оказывается, соответствующий результат 
верен в полной общности. 

Теорема 2. Пусть У - метрическое Cj--пространство и 

f: Ac X Y - зквивариантное отображение. Допустив, что 

множества ^к' локально h; -связны (п-  ̂о , ^г) 

Если при всех t С&м < П[ tl то £ продолжа­
ется до эквивариантного отображения некоторой инвариантной ок­

рестности множества А . Если, к тому же, Х"' являются гло­

бально ft; -связными ( t = . -., An ), то f эквивариантно про­

должается на X . 

В предположении, что все - Л/УХ -пространства (со­

ответственно, AR -пространства), а X - локально компактно и 
сепарабельно, теорема 2 была получена Яворовским ß7j. Лашоф 

[29j снял условие локальной компактности пространства , 

а Мадиримов ,[28jf устранил условие сепарабельности пространства 

X и ослабил требования на YИ;. Заметим, что все перечис­

ленные выше частные случаи теоремы 2 получены в рамках тради­

ционного метода-продолжения сечений соответствующих расслое­

ний. Кроме того, в £27], Г 28] , [26], необходимо исполь­
зованы (весьма .нетривиальные) теоремы вложения. 

2 .  Д о к а з а т е л ь с т в о .  П о к а ж е м ,  п р е ж д е  в с е г о ,  

как локальный вариант теоремы следует из глобального. Вгоняем 
деле, пусть доказан глобальный вариант теоремы. Обозначим че­

рез К(У) конус над Y , на котором задано коническое дейст­

вие группы Cr (см., например, Г&3 , с. 105). Очевидно, что 
(К (l)H' = К ГУНс) , следовательно локально и глобально 

fii -связны ( с = ±,... j иг). Значит, отображение fitl) 

может быть продожено до эквивариантного отображения ̂  ,'Х^МУ 

Пусть уо - вершина конуса К Ci) • Положим U - I 
Очевидно, что композиция сужения f на U с естественной 

эквивариантной ретракцией на Y является искомым 

отображением. 

Предположение о конечности числа орбитных типов позво­

ляет, используя фильтрации (I.I) и (1.2), построить интере­

сующее нас глобальное продожение по индукции. При этом 

лемма I.I сводит шаг индукции к доказательству следующего 

утверждения. У 
Лемма 3.1. Предположим, что Q- действует на сво­

бодно и f: A-*- Y - зквивариантное отображение в G -про­

странство Y I являющееся локально и глобально h- -связным. 
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Ебли (Y.(Hi)sA)/$±h+U то / эквивариантно продолжается 
на Л . 

Д о к а з а т е л ь с т в о. Цусть Я>=7, Л^и Z'"' 

как и в предложении I. Так как (свойство (р) определения 

фундаментальной области) CUM,  ̂̂ ditnL'̂ /Q. < DIBI ii0)/Q.= 
v*= ^m(^A)/Q£ h+i, то для любого с ž- tŽ по (неэквивариант-

ной) теоремё Дугундеи, существует (неэквивариантное) про­

должение f. .* " СУ Я) Y отображения / . Остается вое-

пользоватьсяПредложением I. Лемма (а вместе с ней и теоре-
!ма) доказана. 

3. Ниже приводятся некоторые следствия теоремы 2. 

Следствие 3.1. Если в условиях локального варианта те­

оремы 2скщ A)/Q ̂  П; » то ее заключение справедливо 
для продолжения гомотопий. 

Это следствие ( его доказательство очевидно) является 

эквиварианткым аналогом теоремы 9.1(4) из [8] , с. 90. 

Для формулировки следующего следствия напомним некоторые 

понятия. Пусть В-* Ч - произвольное отображение. Гомотопию 

: Д/у ю, i] Y 1 где Дх - некоторое подпространство прост­

ранства В , называют частичной гомотопией отображения / , 

если 4//v = & /л/xfoy • Гомотопия в : ß хГО,43 -> У называется 
распространением гомотопии £.• N%üo,il —» у , если 

^IN*to,4l ^ & 
Следствие 3.2. В условиях локального варианта теоремы I 

и следствия 3.1. любая частичная эквивариантная гомотопия 

4 *Гс О —f Y эквивариантного отображения У-'Х-*1* 

эквивариантно распространима на X . 

Д о к а з а т е л ь с т в о .  О п р е д е л и м  з к в и в а р и а н т н о е  

отображение Л у f о, -/ 3 U Xxfo)—> Y формулой: 

ксх,*)*/?™ ' x ' 6 X  .  t  = < ? ;  
L ОС е А , ieCo,i2-

По условию £ продолжается до эквивариантного отображения 

^ . у у некоторой инвариантной окрестности V мно­

жества А*Г<Ших*Мв В силу компактности отрезка 

СО,5Ü существует такая инвариантная окрестность Ь/ подпро­

странства И в JK » что W х [Q1] с V7 ; пусть 
и.»/ ., . Согласно лемме Урысона существует непрерыв­

ная фугация jr: что Jf (Х/£- W/CrhO» £(Щ)=1* ш 

определим ( ср. Г 22 J) искомое отображение £" ; 1 

положив r*e'$ - 0браз х при 0рбИТ™ 
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ном отображении р: X . Очевидны непрерывность и экви-

вариантность построенного отображения. Следствие доказано. 

Отметим, что следствие 3.2 является эквивариантным ана­

логом теоремы о распространении гомотопии ( [22"] , с. 47). 
Известная теорема Борсука-Улама, утверждающая нечетность 

степени нечетного отображения, обобщалась различными авторами 

С см- Обзор [30] ). В [14J для эквивариант^и,^отображений 
сфер с заданными на них свободными де^^яр! конёчнрй цикли­

ческой группы была доказана взаимная простота степени с по­

рядком группы. Ниже приводится обобщений этого факта" йа оду-

чай эквивариантного отображений" сферы в^гроизвольное метри­

ческое Cr-пространство. " ;. .*£ 4 % ЦН" 
Следствие 3.3. Пусть Cr свободно действуем на метри­

ческом пространстве X » oUbiXšnf * на $£ . Пусть, 
далее, У" S*2—»X " зквивариантное отображение. Тогда сущест­
вует такой ß € НЛ(Х; 4?), что: Kf*(p) взаимно просто 

с I Сг(, если Cr конечна, и i , если" Cr бесконеч­
на (в частности, // " f X ; 2?) ̂  О )• „ 

Д о к а з а т е л ь с т в о .  П у с т ь  V ' X  з к в и в а ­

риантное отображение, существующее в силу теоремы 2. Известно 

(см., например, [3] ), что cLeg  ̂i (mod IQ/), если 
Q- конечна. Случай бесконечной группы тривиально следует из 

того факта, что Q содержит тор. 

Другое обобщение теоремы Борсука-Улама (случай несвобод­

ных действий р -групп) будет приведено в следующем параграфе. 

Мы закончим этот параграф одним утверждением» усиливающим 

соответствующий результат Яворовского [26J . 

Предложение 2. Пусть 4СХ—Y - зквивариантное отобра­

жение в метрическое Cr -пространство I . Если для любого ор-

битного типа (И) в Xs А множество у" является А ̂ ^ -
пространством,(соответственно, ДR -пространством), то ^ 
продолжается на некоторую инвариантную окрестность множества 

/\ (соответственно на X )• 
Д о к а з а т е л ь с т в о  э т о г о  ф а к т а  в п о л н е  а н а л о ­

гично доказательству теоремы 2. 

§ 4. Принцип сравнения Красносельского для эквивариантных 

отображений многообразий. 

I. Пусть конечная группа Сг действует на топологичас-
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ком (связном, компактном, ориентированном) /г -мерном много­

образии М и на ориентированной /г- -мерной сфере S , 
и пусть каждый fyeQ-mõo одновременно сохраняет ориентации на 

М и S , либо одновременно их меняет. 
Теорема 3. -Пусть эквивариантные отображения Ф, Ц>: S 

эквивариантно гомотопны на замкнутом инвариантном подмножестве 

Л/С-Л/. Пусть, далее, <(Hi), (Нг),.(//*,)> - множество орбитных 
типов в . Предположим, что множества SML( ̂  УП ) 

)~l) -связны. Тогда существуют такие целые числа 
<4 а*, - - • , Q . что сйд ф -deq y - ̂  (Li-tdr/HcY 

Доказательство теоремы опирается на две леммы, формули­

ровкам которых предпошлем некоторые вспомогательные построе­

ния. Определим на цилиндре C=MxCOliJ действие группы Q- , 

полагая его тождественным на отрезке. Зададим, далее, коничес­

кое действие на шаре ß , ограниченном сферой S . Пусть О 
- центр шара. По условию теоремы задано зквивариантное отобра­

жение fa: N*£Ö,i2\J M*l«, i) —? 5 С В . Пусть /: С-э> ß 

- зквивариантное продолжение отображения /0 . Положим К-f (О). 

При надлежащем выборе-ориентация на М и S существуют фунда­
ментальные классы 0^6 Нк{/У, /Л К) и 00ёНц (&, 8^0), которые 

определяют степень отображения / по форануле j 

(см. § I). При этом справедлива 
Лемма 4.1. ciej <р - cleg •= ± cL-ej / 

Эта лемма является непосредственным следствием леммы I.I3 

Лемма 4.2. Существует такое эквивариантное продолжение 

F:C~-r ß отображения , что: («<) F~*(0) ЛТ?=^, 

если <5# Я ; (jj) ДЛЯ любого j = гДе /^-ком­

пакты, причем (у) = ; (<>) П ß HJ =0, если 
2 .  Д о к а з а т е л ь с т в о  л е м м ы  4 . 2 .  А н а л о г и ч н о  

тому, как это было сделано в § I (см. фильтрации (I.I) и 
(1.2)), можно определить "цилиндрическую" фильтрацию 

|С- -£i-xLO il)™ G~nP0CTPaHCTBa ^ и "коническую" филь­

трацию = (J -пространства H(S). Построение иско­
мого отображения'^ ~ будем проводить индукцией по орбитным ти­

пам. 
Для построения индукционного перехода необходимо решить 

следующую задачу. Пусть & Q ~*ß£ - Cr -зквивариантное ото­
бражение (1 = 0,1,..., m-i), множество нулей которого удовлетво­

ряет перечисленным ниже свойствам: (W) /•  )= ^ », где 

T
LnT=0 ' если^ Р ; для каждого j. 

6 р ' 46 



где {/у j - компакты, причем (') Hj(Kj) = /£ ; (§"') 

= 0, если %&~1 Hj. . (Здесь верхний индекс у 
множеств KJ и lj' означает номер шага индукции, а нижяай -
номер орбитного типа в . 

Определим отображение С; U ( B C f )  C>J ß • фор-

^ 3еёС-
п г- ' C/ofxJ, ХГ^СЭСОС;«;. 
Построить и- -зквивариантное продолжение ̂  . £». со 

свойствами (=/') - (/-') (при соответствующей замене t на С+4 ). 

Рассмотрим множество с С т. . Здесь опреде­
лено действие группы Вейля lv(Hc+J, причем это действие сво­

бодно на множестве ХГ/''". Возьмем сужение отображения 

на множество (дСЛСН:*)- Из (J -эквивариантности 
/i на С; и(о>СПС{4*) следует V(AiM) -эквивариантность ото~ 

бражения &/y.ti . Мы хотим продолжить :fyyUl до Vl(Hlu) -
эквивариантного отбражения 4^** ; ßh* так, чтобы это 
продолжение обладало хорошим множеством щ^лей. 

В силу предположений индукции и теоремы 5.4. из [9 J , 

с. 93, существует настолько малая 0 -инвариантная окрест­

н о с т ь  D i p '  м н о ж е с т в а  T J 1  ,  чт о :  I )  1 / ^ г U n j  , г д е  

- представители смежных классов , причем 

2) - Hj. -инвариантные окрестности множеств лд ; 

3)^ UM/ Л JpVkj - ̂  ,_если ;.4) UНе П 

если £ y t v .  . Положим (jlj1 = DrjflCHctt- По лемме 1.10 в Сф' 
которая, очевидно, lv^/^-инвариантна, можно вписать W(Hi+±) -
инвариантную окрестность множества 7^' П со свой­

ством ci! tn ( Э От.с) < ok т. с н'м . Введем в рассмотрение мно­

жество U(<*= Õ (%• . Тогда 
' и(Иш)(0"') = и<П(4.1). 

cUyn idUu,)< ditn СЫ+4 (4.2) 

Пересечем множество дХ7(йс множеством Vc-n. . В силу (4.1) 
и того, что на С HUt - (Г "'+I группа W(Hin) действует 

свободно, заключаем, что и на dUu'J^. (дУи'П Vcn) 
W(^действует свободно. Далее, множество {Е>Н:+* о̂} ло­

кально (лемма 1.6) и глобально ((4.2) и условие теоремы) 

(okт dU'C- i) - связно. Теперь по теореме 2 отображение 

можно продолжить до WWW -эквивариантного отображения 

* . у и ß без новых нулей. Множество 

U<(V<v,U^HBJI*eTCiI» в СИЛУ свободным W-

пространством. Поскольку множество ßH;« является А Я * 
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Пространством (лемма "1.5), то /с можно продолжить до 

-эквивариантного отображения J. V^UU^B^ с произ­

вольным множеством» новых нулей, лежащих во внутренности множе­

ства ихп 4 . Наконец, множество СHUi  ̂(Yi+t UU"') 

является свободным' W(Hu*) -пространством. Как объясня­

лось в § 2, существует фильтрация, замкнутыми W (Ни*) -инва­
р и а н т н ы м и  м н о ж е с т в а м и  = Л £ «  U  V е ' с  с £ 1  с  С - " с . .  с С ^ - С  
пространств»;*̂  И{** такая, что ч €{%) < сИм(С̂ й.С(с,)< 

6 dxvn (М(ц^ №)н - ( КчА - v ., £^1" ). Теперь, в силу локальной * 
(лемма 1.6) и: глобальной (по предположению) (сйы(МСН;)̂  A/j) 

связности множества "£В Нш^О} отображение 4 может быть 

продолжено до LV(/V^) -эквивариантного отображения 

//:' UOc"UCt/'ßH'4< без новых нулей. Далее, в силу 

того, что есть Л R -пространство (лемма 1.5) // про­

должается (неэквиварЩЕйяо) до некоторого отображения 

(V UU)UCufu&-£ -» ß здесь 2)/# - фундаменталь­

ная область для свободного W +.t) -пространства 

C'HN и Обозначим через компактное 

множество нулей отображения и продолжим егб в 

соответсвии с леммой 2.2. до W «) -эквивариантного отобра­

жения : С ß HUi . Ясно, что множество нулей на 

С"г«ч (с C7f") допускает представление в виде 

причем, для любых & t At 6W (Hiа) ̂ (2;«)/)$,(2;HM» если /их ̂  А. 
Наконец, -эквивариантное отображение^"1" продолжаем по 

лемме I.I до , £ -эквивариантного отображения ^+±: 

и полагаем К/Д* = %'+* ; Hj 0( 

(j--4Д...//-У). В силу- конечности группы (г 4ы(0) п0 по~ 

строению обладает свойствами (<*") - (у') (с соответствующей 

заменой t Hai ). Добравшись, таким образом, по индук­

ции до последнего шага, мы имеем (j -эквивариантное отобра­

жение : Cm=C-v Вт , являющееся О -эквива-

рйантным продолжением отображения fa , причем, полагая 

Kj-Kj1 » 7^ - r̂ '#>L » получаем, что F'i(0) есть объединение 

множеств •/7ibtn , обладающих свойствами (°0-(у). Лемма дока-
1 ' ' * -ж 

зана. г г о 
•••'• ?• -'з. Доказательство теоремы 3. Пусть г." С-^е 

-эквивариантное продолжение отображения , удовлетво-

ццщее заключению леммы 4.2. Йо лемме 4.1 F- -

\* '± Cdeüty-dmcp) • Но, в силу леммы 1.14 и условия ( с / ) ,  

dej F = j? dey Fj. , где F; - сужение ^ на достаточно 
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малую окрестность множества 7J . В силу условий (ß ) - ( S ' )  

каждое lj можно представить в виде непересекающихся множеств 

/ Kj) ('S = ̂ 2,.. JG/HJI ), каждое из которых есть соответствующий 

сдвиг множества /</ . В силу леммы I.I4 dy Fj «'ФФ1 rJ<y f.4 , 
гДе Fj - сужение на достаточно малую окрестность , 

Теперь, учитывая (V -зквивариантность р , леммы I.I5 и ! 

I« 16 и то, что каздый Q G Cr либо одновременно сохраняет 

ориентации на М и S , либо одновременно их меняет, заклю­
чаем, что все DE# FF ( d , IQ/HJ ) равны одному и тому 

же числу Of . Таким образом, CLEY FJ. = OJ• ICT/HJ.J » откуда 
и следует заключение теоремы. 

4. В этом пункте мы укажем ряд частных случаев и след­

ствий теоремы 3. 

Следствие 4.1. В условиях теоремы 3 справедлива формула 

cleg ф 5 deep Ц (Мое/ MD%){IQ/fy$)(j = i,..., н) 
В частном случае, когда ti вложено в !Rh+i , где за­

дано одно действие группы Сг , относительно которого Ii ин­

вариантно, причем, fO - О при всех и N э 11 & , из 
следствия 4.1 вытекает ^ 

Следствие 4.2. Для всякого эквивариантного /•' Н-Ojrt 
экзивариантно гомотопного на N тождественному отображению, 

справедлива формула cLeg f si ( Ynod HO%){IG-/tyß) 
Частный случай этого следствия ( Q- действует ' линейно, 

причем ф ) был получен в [29J ; ср. также £'31] . 
Предположим теперь, что W и 5 - как в теореме 3, а 

Cr - р -группа и N э N <3" 

Следствие 4.3. По модулю Р степень эквивариантного ото­

бражения ß : М-* S определяется эквивариантным гомотопи­

ческим типом его сужения на Л/ 

Приведем, далее, обещанное обобщение теоремы Борсука-

Улама. 
Следствие 4.4. Пусть Сг - конечна®" . р -группа, дей­

ствующая без Cr -неподйижных точек на метрическом простран­

стве X , Лт )((к I и на сфере . Пусть (Hi) , . . . ,  (Нщ) 
- орбитные типы в X » причем, для любого i-*>*••, tn мно­

жества s К' (сЬ>Хк'- i )-связны. Пусть V; Sh->X - эквивариант­

ное отображение. Тогда существует такой / 6 /УУХ j ~2?) » 
что f*( J) Ф О ( Уп od р). . 

Д о к а з а т е л ь с т в о  а н а л о г и ч н о  доказательству 

следствия 3.3. 
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Следствие 4.5. Пусть в условиях теоремы 3 bi~i . Тогда 
dtycpscLeg у С hnod / &///м/) . В частности, если М ̂ Л/ 

- свободное О- -пространство, то 

de<j<t>'5.deg<f с b-iocf / G-/J. 

Пусть (Н (Hvn.) - орбитше типы на ; 

положим M-hfo-i . Тогда из следствия 4.3 и формулы (4.3) 
вытекает 

Следствие 4.6. Степень эвивариантного отображения 

по модулю р определяется эквивариантным гомотопическим 

типом сужения <р на N ("полугомотопическим" типом). 

Случай М* S , & - циклическая группа, = ̂  рас­

сматривался впервые М.А. Красносельским в [161 , с чем и свя­

зано название этого параграфа. Впоследствии результат М.А. Кра­

сносельского был получен в рамках теории Смита Я.А. Израиле-

вичем и Э.М. Мухамадиевым в £ 14J-t Понятие "полугомотопичес­
кого" типа (для действия циклической группы на сфере) было 

введено в работе П.П.. Забрейко С 1<0 , где для отображений 

сфер следствие 4.6 установлено при одном дополнительном усло­

вии на Mw-i . Это дополнительное условие было устранено 

Т.Н. Фоменко (Щелоковой) £23Зс помощью гомологической тех­
ники; впоследствии П.П. Забрейко j6h8o жреддожено соответству­

ющее геометрическое рассуждение EI7) . Случай действий про­

извольной (вообще говоря, нециклической) конечной группы на 

сферах оассматривался в совместной работе автопа и С.Д. Брод­

ского [3] и, -независимо, С.И. Костадиновым [33 3 . Получен­

ный в [ з] и результат был обобщен, с одной стороны, 

автором в Г 51 на случай эквивариантных отображений много­

образий, вложенных в ; а, с другой стороны, охвачен 

формулой для степени эквивариантного отображения когомологи­

ческих сфер, полученной ТЛ. Зюменко [ 7 J . 

В заключение этого пунма рассмотрим следующую ситуацию: 

М - гладкое многообразие, на М и S задано гладкое дей­
ствие конечной группы Cr , причем, для любого Hl £ l'io f/Y) 
gH' = g ( t = i,..., irv ). В силу теоремы о существовании глав­

ного орбитного типа ( [9 J » теорема 3.1, с. 199), множество 
открыто и плотно в м , следовательно, множество 

[Мы-i нигде не плотно в М , а значит ( [24], теорема 

7.4.18 ) для любого L (04 i <•**• ) cUvn И; < cL» М . 
Отсюда и из предложения 2.1 легко следует, что любые два 

эквивариантных отображения S эквивариантно 
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гомотопны на М<п-> Полагая получаем (следствие 4.6), 

что d-eg ф з dea у (food I Cr/t/ml) i в частности, еШи 

Н^Мы - свободно, то ф sdeg Ч> (Mod /&/) . Послед­

нее утвервдение было получено Бовчицем в J 9 J » где существен­
но использовались методы гладкой-топологии. Однако, все ре­

зультаты работы |_ 9] , относящиеся к принципу сравнения, спра­

ведливы без предположений о гладкости. Приведем, к примеру, 

один из них. 

Следствие 4.7. Дусть Г? и S - как в следствии 4.6, при­
чем, 5W' = S для любого Не eho(h) , Пусть, далее, Q-6lso(S). 
Т о г д а  д л я  в с я к о г о  э к в и в а р и а н т н о г о  о т о б р а ж е н и я  ;  < р М - ^  S  

ciecf ф зо ( Yvoct IQ-tX 

5. С помощью техники "почти периодических" и "почти эк­

вивариантных" отображений, развитой в [2] и [I], могут быть 

получены бесконешомерные аналои®» теоремы 3. 

Следствие 4.8. Пусть £ - гильбертово пространство, при­

чем tSlCB - открытое подмножество и пересечение дМ с доста­
точно большими конечномерными пространствами есть связные мно­

гообразия. Пусть, далее, Cfv- пара линейных действий ко­

нечной группы Q- на £ и && инвариантно относительно Q'". 

Пусть, наконец, NcdSi- замкнутое Cr -пространство и сво­

бодно. Тогда для любых эквивариантных вполне непрерывных век­

торных/полей У: , эквивариантно гомотопных на 

/V , справедлива формула ft <• <Р,  š ( f o o d  t Q j )  
(здесь ff(<P,&fy- вращение поля ф ). 

Предположив, что группа <! (J150* конечна, можно ослабить 

условие гильбертовости Е до банаховости. Частный случай 

приведенного следствия для циклических групп был получен в 

,[23, где, между прочим, усиливался соответствующий резуль­

тат Э.М. Мухамадиева р9}(устранение условия перестановоч­

ности образущих действий); ср. также [б] . 

Следствие 4.9. Пусть Е - банахово пространство, 

- открытое подмножество, причем dSL -то же, что и в след­

ствии 4.8. Пусть G - конечная группа, линейно действующая 
на В , причем, д£Ь инвариантно относительно Сг . Пусть, 

далее, NcdiQi - замкнутое (л- -подпространство, 

( H L ) , , . .  , (Нм.) - орбитные типы на9J2.^ /V . Пусть, нако­

нец, 4, I: Э iQj / Е х о ̂ - пара многозначных уплотняющих ото­

бражений с выпуклыми образами, коммутирующих с Q- , причем ве­
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кторные пола 1~ / и I Я эквивариантно гомотопны на /V . 
Тогда сущесфуют такие целые числа dt что 

deä(i-{) -otega-Я) = Xac-lCr/kl 
Случай: РЛЗ- банахова сфера, Cr действует на <9/Л 4 Л/ 

свободно,- рассматривался в , где, между прочим, усилива­

лся соответствующий результат работы [13] , 

§ 5. Эквивариантная теорема Хопфа 

I. Хорошо известна следующая 

Теорема (Хопф. Г2Ol теорема 15, с. 554). Пусть (К, N) 
-  о т н о с и т е л ь н ы й  C W  - к о м п л е к с ,  d i  t n  ( К  \  М )  ̂  h  ( d ) .  
Пусть, далее, Y - (Р--1)-связно к%(Ч.)-Ж„ Пусть, наконец, 

О - образующая группы //*Ш vT. Тогда равенство 

f-itflh 1*(0) определяет изоморфизм между группой относитель­
ных гомотопических класеов/Т^ U] Y, уа] и группой относительных 

когемологий Ц к ( К, 

Ниже приводится зквивариантный аналог этой теоремы. 

Рассмотрим следующую ситуацию (см. также 21 , с. 156). 
Пусть )( г Сг'СУ -комплекс конечного орбитного типа. Для 

произвольной стационарной подгруппы Н С Сг обозначим че­

рез н(Н), 14 К(Н)с<>° , размерность W(Н)-подкомплекса 

Если Я € W(H) меняет ориентацию какой-нибудь клетки из X » 
то будем предполагать, что он меняет ориентации и всех оста­

льных клеток, лежащих в Х'7' • Тогда действие W(H) на X ^ 
индуцирует гомоморфизм "поведения ориентации" 6 ĵX: 

Обозначим через 0%_элемент групповой 

алгебры 2?W(H). Положим  ̂ • Пусть Y -
другое (З* -пространство, такое,"что Y ("• ("^-связно для 
любой НСЬО (X) , и пусть %м(1и)~2. Тогда ^"'(Y 
и определен гомоморфизм поведения ориентации :W(H)~*~£*Ч 

Предположим, что ^ н,у. = £«, V * Фиксируем образующие 

О н  6 Н ы т  

Теорема 4. При сделанных предположениях: (I) множество 

эквивариантных гомотопических классов/^"/',Yjg. непусто; (2) 

класс Г£?€£Х;11е определяется элементами 

(£№\* (tDu)G Я CXW; 20, Нб Ьо(Х) с конечными W(H/ ; при 
этом Си ̂ Шхи)*(Сн) ПО модулю UJ'H • Н ын> ( X"; /'„(Y0IJ" 
ределяется элементами Ск ~ *(&*)•> K>W, 
)Vv'(H)j<;oo и (4) при фиксированных {*/< возможные значения (*ц 
заполняют весь класс вычетов. 
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umxH-vMukz-
Замечание. Предположим, что " 1 ' 

Тогда и мы получаем экви-

вариантную теорему Хопфа иа 121] . Кроме того, в отличие от 

[Я] , мы не предполагаем, что Н)} У\/М(Н)'Л1Н)^г^ 

2 .  Д о к а з а т е л ь с т в о .  З а н у м е р у е м  о р б и т н ы е  т и п ы  

(Mi),(Нг),(Нж) в X стандартным образом. Тогда 

утверждение (I) есть переформулировка теоремы 2. Цусть (н)={н() 

и предположим, что уже определено Сг-эквивариантное отобра­

жение F: U. СГХ^~ ~ —» У . По лемме I.I G -эквива-
риантные относительные гомотопические классы продолжений £ 
на Хг взаимно однозначно соответствуют W(H) -эквивари-
антным относительным гомотопическим классам продолжений ото­

бражения -f/y« на ' Пусть ^: X ̂ f - два 

WW-эквивариантных продолжения отображения //-у#, класс ко­

торого определяется набором элементов » где К?Н > 

Ы(К)1<т- Если W(H) бесконечна, то GLIV. ty(Hfyi и, по следст­
вию 3.1, ̂  и -kY/f-эквивариантно гомотопны. Поэтому, пре­

дполагая, что IW(H)I<°° , и используя (неэквивариантную) тео­
рему Хопфа для £ X^ , получаем (2). 

Пусть А" / " ; X Y" - два V (У)-эквивариантных 

продолжения отображения i: ХН • Для доказательства (3) 
вычислим препятствие к существованию W(H) -эквивариантной 

гомотопии между и 4" • Обозначим через WitfSjl-ин-

вариантный остов размерности Ь.(Н)-1 комплекса По след­

ствию 3.1 на множествеXVxсуществует Wity -эквивариант-

ная гомотопия между f" и , тождественная на j?" ; эта 

гомотопия вместе с отображениями {* и IJ* определяет W(H}~ЭК-

виариантное отображение /„: (У"и Х^).^ *С0, ij и 
Вычислим препятствие к продолжению до IV (Н) -эквивариант­

ного отображения ХНх Г<?,"У" ._3 силу условий на X 

и свободноети IVWj -пространства ХНсуществует (теорема_1) 

"клеточная" фундаментальная область для действия W(H)на Х"ЧХ" 

которую^обозначим 5) . Соберём все (n(H)tl) -мерные клетки из 

(XW^XHj *£.0,11 такие, что 6 (X H(j х К№,_ Jxro,<jC/ 

Cfx^x и обозначим через /Лг} соответствующие коцепи. 

Тогда V - "препятствующая" коцепь. Полагая V, = 5Z «е-

убедимся, что^/^.'3^.^ . Действительно, если (ье ЭхГо,*з "и® 

<Г= £. <%, , /х.6 Wi'/iJ, то, в силу W ) -эквивариантности отобра­

жения , имеем: ^ (je^ayudSc)) = ̂ХЛ?Н<'/<<;•„). 
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^ +^ен̂ (МЮ'Сг>^лГ а«'^(5Л) 
Очевидней, изШдрфиз* "опускания" (и(н)н) -мерных коце­

пей цилиндра на К(Н) -мерные коцепи основания (см., например, 

[22]» с. 263) сохраняет вид (5.1). Этот же вид наследуется 
цри переходе у когомологиям. Таким образом, искомое препятс­

твие имеет вид UT^ • cL , где с( е Xм• ~2) . 
Но ( [22 J , предложение 13.2, с. 263) Оц)-Йн) *( @Л -

-  Uj ,  - e t  ~  UWVe  Ы н  ZJ ,  
где j*' Н* (Xм, Хн2) HhW(r,Ž) -
- соответствующий гомоморфизм из последовательности пары. Тем 
самым (3) доказано. Доказательство (4) аналогично доказатель­

ству (3), и мы его ощекаем. 

В заключение автор пользуется случаем выразить благодар­

ность П.П. Забрейко, М.А. Красносельскому, А.И. Поволоцкому, 

U.M. Постникову, Ю.М. Смирнову и участникам рижского топологи­

ческого семинара за полезные обсуждения затронутых в статье 

вопросов. 
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FUNDAMENTAL DOMAINS AMD SOME PROBLEMS 07 EQÜIVAEIANT TOPOLOGY 

Z.. Balanov 

Summary 

Definition. Let a topological group G act freely on a 

metric space X. Let DcX also be a claeure of Its open sub­

set Dq. Call D tke fundamental domain lfi (a) G(D) = X; (b) 

h(DQ) = ф if g i h and g,heG; (с) ХЧ G(D0)=G(D\DQ). 

If In addition dimX - a < ao then tbe following condition 

must bold: dlmD = dlaX G} dlm(DNDe) « dial) - 1» dlmG(D4De)$ 

5 n - 1« 
Theorem. The fundamental domain exists for any action 

of compact Lie group on an arbitrary metric apace. 
This theorem provides a general method of an extension 

of equivariant maps which Is mere conveniens for various 

purposes than the usual method of extension of sections« The 

following results can be obtained as an application of this 

method. 
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1. "Equivariant Dugundji theorem", which for some par­

ticular cases was considered by Jaworowski- (19%, 1931), 

Lashof (1981) and Madirimov (1986), 

2. A generalization of the comparieon. principle of 

Krasnoselskii to the case of non- £r4ß actions (less gene­

ral results were established by Zabreiko (1973, 1980), Kos-

tadinov (1984), Balanov and Brodsky (1984), Bowszyc (1983), 

Marzantowicz (1981)). 

3« A generalization of the equivariant Hopf theorem, 

considered by torn Dick (1979) and Bowszyc (1983) to arbi­

trary G-CW-complexes. 

8* 
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Tartu Ülik. Toimetised. Уч. зап. 
Тарт. ун-та, 1989, 836, 60-78. 

КАТЕГОРИЯ ДИНАМИК 

Д. Ботнару 

Кишиневский политехнический институт им. С. Лазо 

Разработка новых вычислительных архитектур и языков про­

граммирования для них требует рассмотрения отношений совмес -

тимости и согласованности программных и аппаратных структур. 

Унификацию описаний свойств этих структур удается осуществить 

с помощью графов, изображающие функциональные устройства и 

операции точками, а стрелками - зависимости между операциями 

и каналы передачи информации [_б]. Кроме "препарирования" вну­

треннего содержания указанных структур существует способ вне­

шнего описания с помощью теории категорий и функторов [_2, I, 

9, 19] . Основным моментом при категорном описании является 

задание объектов категории и морфизмов между ними. Моделиро­

вание аппаратных и программных структур на языке категорий 

целесообразно проводить используя в качестве объектов разло -

жимые системы-автоматы, представимые множествами входных и 

выходных сигналов и множеством состояний. Разложимые системы 

категорными методами изучались в работах [2, lj , в которых 

рассматривались системные динамики (объекты) над объектами 

произвольной категории. 

Декомпозицию структур, целенаправленный синтез систем, 

состоящих из аппаратных и программных структур, а также изу­

чение отношений совместимости•и согласованности между ними 
возможно при наличии информации об основных свойствах катего­

рии динамик: существование проективных и индуктивных пределов, 

существование свободных объектов. 

Изучению этих свойств посвящена настоящая статья. Отме­

тим, что в статьях [2, i] вопросы существования проективных 

и индуктивных пределов не рассматривались, а вопрос сущест­

вования свободных динамик решен для тривиального случая -

когда процесс в категории совпадает с тождественным функто -

60 



ром категории. 

Предложенное определение категории динамик довольно об­

щее и включает случаи категории динамик, предложенное в рабо­

тах [2, 3 » категории универсальных алгебр, моделей, тополо­
гических, полутопологических универсальных алгебр [3, 4, 6, 

11-14, 16 - 18, 20, 2l] и др. В каждом из этих случаев уде­

лено много внимания существованию проективных и индуктивных 

пределов и свободных объектов, т.е. существований левого со­

пряженного функтора к функтору стирающего дополнительную 

структуру. Категорное решение указанных вопросов является 

обобщением всех этих случаев. Следует отметить однако, что 

при таком подходе не подаются формулировке и решению многие 

хорошо известные вопросы. Например, вопрос о вложении объек­

та в своем свободном объекте (см. [20, 21, 18, б]). 

Основными результатами работы являются теорема 2.1, ут­

верждающая, что если категория Dt полна слева, то таким же 

является и категория динамик % (S) , построенная на объ­

ектах категории X ; теорема 3.3, указывающая необходимые 

и достаточные условия для существования свободных объектов; 

теорема 4.2, где приведено достаточные условия для полноты 

справа категории динамик. 

§ I. Категория динамик 

1. Пусть Ж - произвольная категория, а Ж - некото­

рый класс процессов категории X , т.е. Jt - некоторый 

класс функторов вида —>-JC (см. [l]). Предположим,что 
для каждого объекта X категории % и каждого процесса 

Н£ % заданы морфизмы >^х: Н(Х) >- X .Объект X 

вместе с морфизмами |^х: Н (X) X называется дина­

микой и обозначается (X, (4xiHe%}) ' или просто etX . Мор-

физм JJ • X категории называется динаморфизмом, 

если etil -• -tv Н{l) для любого процесса Не Ж (см. диаграм­
му (I)). 

•с. Примеры. I) Пусть - категория множеств, % 

некоторое кардинальное число, а „IL^ - множество мощности 
<Z • Определяем функтора £а$ у- £«.£ следующим обра­

зом. Положим Pt(X)=n{X-lU.U^X. =Х}, т.е. Щ = Хг . Если 

- некоторое^отображение множества X в множес­

тве Y , то -нь4/1- тот единственный морфизм, 

для которого имеем для любого I е Л^ , где 
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jV'X *- X и p|_:\ +- Y - канонические проекции 
;диаграмма (2)). В таком случае -динамика не что иное 

как множество с одной Т-арной операцией. Если Ж - неко­

торый класс функторов вида \ , то категория %,(%•) - это 
категория JE -универсальных алгебр, а Ж -динаморфизмы -

гомоморфизмы 38-универсальных алгебр. 

2) Если X - категория с конечными произведениями, то 

можно рассматривать функторы Р^. X,—п л = о, А,... . 

3) Если X - категория с любыми произведениями, то 

можно рассматривать функторы f^-' X гХ , где Т - неко­

торое кардинальное число. В качестве <-арных операций |*. 

>• X могут служить канонические проекции рК:\Т >-Х , 

Если 3t - некоторый класс функторов вида Рт , то JB -

динамику dX естественно называть 38 -универсальной ал­

геброй на объекте X категории X 

4) Пусть ЗС - некоторая подкатегория категории тополо­

гических пространств, замкнутая относительно произведений и 

содержащая все дискретные пространства. Далее, пусть 

где ЖП Д"= ̂. Рассмотрим следующего функтора Н: %—. Ес­
ли (Х,"Ь) - пространство категории X с топологией I , то 

положим H(X,-t)=n[X^l Le , притом Х^ = (Х,-£) , еслиit' 

и Xv=(X,<t) , если le М." , где d - дискретная топологи^. 

В таком случае любая операция 4?:Н(Х) >- X непрерывна, во­

обще говоря, только по координатам, принадлежащие множеству 

vii' . Если класс 36 состоит только из функторов указан­

ного вида, то Jt-динамики М.М.Чобан назвал {.Ig полуто­

пологическими универсальными алгебрами. 

5) Если R. - объект категории X и для любого объек­

та X этой категории существует произведение ft'X , то 

определим функтор CR: К следующим образом: CRU) = <*-хХ • 
Далее, если Jb'-X—>- V - морфизм категории % , то положим 

V R"Y. Такие функторы возникают тогда, ког­

да нужно определить внешнее умножение: модули над кольцом R 

или векторные пространства над полем R, . 

3. На категорию X , кроме класса процессов % , рас­

смотрим еще и класс предикатов Q, . Пусть (£•, Л) - бика-
тегорная структура в категории % (см. [l5, 5] ), а В-

некоторый функтор. Будем говорить, что на категорию 

% задан предикат ft , если для любого объекта X кате­
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гории X вьщелен некоторый Л -подобъект объекта В(Х) -

q*; (Цх) У 6(Х) £ Л . Далее, если <L: X *-У - морфизм 
категории % , а ^ ž: X >2 J* > Y - его (^^-раз­
ложение , то объект 2 называется А-образом морфизма А 
и принято обозначения Z = , у* = * 

Пусть I1. X ?- Y - морфизм категории X , a ft - не­

который предикат на категорию ЗС • Морфизм А согласуется 

с предикатом ft , если 1т^(В(А)<^) ± , т.е. существу­

ет морфизм у- 6(Y) такой, что /11 ^ ̂ • 

^утими словами, морфизм JL согласуется с предикатом ft 9 

если и только если существует морфизм GKX)—ÖliV) такой, 

что ßU>)^ ~ ̂fд, (диаграмма (3)). 

Если функтор 6 имеет вид Рт (см. пример 2.3)), то 

предикат ft. называется Т-арным предикатом. 

4. Пусть на категории заданы класс процессов Ж и 

класс предикатов (X . Положим S = JtoQv и обозначим Х($) 

категорию (это будет»доказано ниже) динамик (X ,{•£*'• Н (X)—>-Х, 
И с /С } ) на которых определены все предикаты класса GL , 

<(/'• ft (К) )-(Ь(Х)7fließt, Морфизмы категории 5C(S) - это 

все те динаморфизмы, которые согласуется со всеми предиката­

ми класса 6, . Чтобы не вводить новые названия и обозначе­
ния объекты категории JCl£>) назовем £-динамиками или ди­
намиками, а морфизмы - динаморфиэмами. Далее, допускается 

чтобы классы 36,0, или $ были пустыми. 

Теорема* JС($) является категорией. 

5. Имея категорию Х(5) и стирающего функтора А *  
)- % диаграмму (I) можно представить в виде диаг­

раммы (4). Для наших целей диаграмму (4) представим как диаг­

рамму (5). Коммутативность диаграммы (5) для каждого морфизма 

h категории %(£) означает не что иное как то, что мор­

физмы jXx:HA(<i.X) ~—A(iX) l<j-X£ ()(($)] j категории X задают 

функторного морфизма 4t: НА У- А . 

Теорема. Для каждого процесса Н £ К морфизмы 

{Iх*. VlA(dX) )- A(<lX)I<LXg|X(S)11 определяют функторного 

морфизма V. Н А у- А . 
6. Следующие свойства категории ЗС(7() легко проверяются. 

Теорема. Пусть S - Л , т.е. 6L - ф . Тогда справед­

ливы утверждения: 
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1) Если «Ii - динаморфизм категории %(~Я) и изоморфизм кате­

гории ТС , то et - изоморфизм категории Ji (Л) . 

2) Если JU«L и JU - динаморфизмы категории Х(Х) и JX -

мономорфизм категории % , то Л - динаморфизм категории 

ХЛХ) . 

3) Если Afc и t  -  динаморфизмы категории Ti(x) и Н ( t )  -
эпиморфизм категории % для каждого процесса We-Л , то 

- динаморфизм категории X(Ä) > ' 

4) Если Т - финальный объект категории X , а X - про­

извольный объект категории % , то тот единственный мор -

физм категории 36 , который существует из объекта X в 

объекте Т , является динаморфизмом категории Х(%) • 
5) Если для объекта X категории - Н (X) - инициаль­

ный объект этой категории для любого процесса Н Л , то 

любой морфизм из объекта X в любом другом объекте катего­

рии К является динаморфизмом Ж#) . 

7. Лемма. Пусть категория % с декартовыми квадрата­

ми, и*. X )-А - морфизм категории Л и предположим, что 

на объекте А задан предикат ft . Тогда на объекте X 

так можно определить предиката ft , чтобы морфизм U, сог­

ласовался с предикатом ft . 

Д о к а з а т е л ь с т в о .  З а м е т и м ,  ч т о  в  с л у ч а е  п р о ­

цессов выбираются только операции -к*: tt(X) >_ X с теми 

или иными свойствами. В данном случае выберем и подобъект 

Й(Х) объекта В(Х) , и морфизм СШ)—гУ- В(Х) -
Пусть ß(u.)t = U" - декартовый квадрат, построенный 

на морфизмах В(ц.) и (см. диаграмму (6)). При этом, 

так как е. XI , где (£5 Ji) - бикатегорная структура ка­

тегории X , то и М, . Положим P=t((X) 

и i- 0^ . Тогда очевидно, что морфизм It согласуется 

с предикатом ft . 

8. Замечания. I) На одном и том же множестве бинарную 

операцию, например, можно определить многими способами. 

Чтобы проводить какие-либо конструкции в категорию X (S) 
для каждого объекта X категории Jt должны быть определе­

ны для одного и того же функтора Н: Ji V- К многие Н -

операции Н (х) X . Для этого в категории % объект 

X должен существовать во многих экземплярах, или, что то 

же самое, в категории К существует какое угодно количьст-
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во объектов изомерных объекту X . Тогда их образы при 

действии (функтора Н изомор<{кы, а Н -операции для каждой 

копии объекта X можно определить по-разному. Некоторые та­

кие операции предполагается заданными, некоторые строятся в 

процессе доказательств, исходя из того, что такие- морфизмы 

определены на какие-то другие объекты. Так, например, если 

х - П Xв категории % и на каждом множителе опре­

делены Н-операции txi; Н(Х^) то естественно так опре­

делить Н-операцию Iх: Н(Х) у-\ .чтобы все канонические 

проекции X У- Xi были Н-динаморфиэмами. 

2) Если класс предикатов непуст и й. е (Xi , то функцию Q. 

нельзя, вообще говоря, доопредельть на морфизмах так, чтобы 

имели функтора б: )£(<>) . Легко проверить, что это воз­
можно тогда и только тогда, когда в диаграмме (3) - изо­

морфизм категории % ,если <L - изоморфизм. В таком слу­

чае некоторые утверждения теоремы 6 справедливы и для таких 

предикатов. 

3) Для каждого процесса Н е. К и предиката ft е & мор­

физмы X и 6UX) >- ßtX) , вообще говоря, 
не являются динаморфиэмами. 

§ 2. Проективные пределы категории динамик 

В этом параграфе рассматривается вопрос полноты слева 

категории динамик и доказывается, что наличие каких-либо про-

' ективных пределов в категории % обеспечивает существование 

таких-же пределов и в категории динамик Я($) . 
I. Теорема. Пусть в категории % задан некоторый класс 

процессов и предикатов $ . Тогда: 

1) Если в категории % существует уравнители пар морфизмов 

(конечные или любые произведения, декартовы квадраты, конеч­

ные или любые проективные пределы), то этим же свойством об­

ладает и категория ХС$) , 

2) Если категория % полна слева, то функтор А- Ж Я) 

стирающий ^-структуру на объектах категории % , непре­

рывен слева,т.е. если ((V - некоторый спектр категории 

и (vS, %•) , Ti •: ß -—у ßj - проективный предел это­

го спектра ß - ̂ №)(0 '̂ то Мб) = .̂Л . 

3) Если (tj Jl) - бикатегорная структура категория & и 
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H(t) с Ь для любого процесса Н е £ , то(А (ДА (Д$~ 
бикатегорная структура категории Х($) . 

Д о к а з а т е л ь с т в о .  I )  П у с т ь  А  > -  В  -

динаморфизмы категории X(.S) , а * - уравнитель пары 

в категории % - -к. = . Если Н& S , то 

имеем и /!>  = 46Н(р). Так как J.-K = /щ, , а 

HU-K) = HU)HW) и Н(Р-И) = Н(Р)Н(Ж) , то Н(«L)H(-U) = Н{Р)Н(-К), 

Далее, имеем «11АН(-К) = Л?Ни)Н(*) = 4ЙН(«1--^) =1ВН(Р*) = 

* •t.6Ĥ )H(*)=»̂ 'kAHl'K) итак как а = е̂ х(<£,д) , то ЛАН(ф 

= 'ka для некоторого морфизма К: Н("К)—*-«. Положим % = 
= fiK и тогда автоматически получаем, что к - Н -динам-

морфизм (диаграмма (7)). 

В случае предикатов см. лемму 1.7. 

Остальные случаи доказываются аналогично. 

2) Следует из доказательства п. I). , 

3) Пусть «С:Л ——У R> - W-динаморфизм категории 

а А У- X •/*" > 6 - его разложение по бикатегорной структу­

ре (Е  ̂Xl) в категории X . Докажем, что для каждого про­

цесса Ней можно так задать Н-операцию на объёкте X , 

чтобы В и ^ были Н -динаморфиэмами. Так как HU-) = 

= H(ht) = Н(^)Н(ь) , то диаграмма (8) коммутативна -

V) =(iB H(f))^U) . при этом Hft)e£ , а jx £ Jl . 
Из определении бикатегорной структуры следует, что £ V-uhk) 
и ГН1Л) = ju. и. для некоторого морфизма и.:Н(Х)—>-Л. 

Положим 4Х =и. , а это показывает, что t и / - Н-

динаморфизмы. . „ • 
В случае предикатов см. лемму 1.7. 

2. Замечания. I) В'.сли % - категория множеств или абе-

лева категория, то в ней существует единственная бикатегор -

ная структура (£|нХ , ilöno% ) - (класс всех эпиморфизмов, 
клас всех мономорфизмов категории 71 ). В категории множеств 

любой процесс вида ?г или является эпифунктором. В. 
абелевой категории процессы CR и ^ _конечного индекса 

являются эпифункторами, а в абелевой категории с любыми про­

изведениями процесс Р^. любого индекса является эпифунк-

, тором, если и только если в категории % выполняется акси­

ома АВ4* А. Гротендика ( [б]» стр. 19). 

2) Полнота слева категории Х(1>) влечет обычно сущес­

твование коуравкителей пар морфизмов. Существование же сумм, 
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а значит и любых индуктивных пределов, вопрос сложный и будет 

решен в § 9. 
3. Следующее категорное утверждение хорошо известно. 
Теорема. Пусть категория С е любыми произведениями, 

( £ , М ) - бикатегорная структура в категории С я С -
t-колокально мала. Тогда в категории С существует коурав-

нители пар морфизмов. 

4. Теорема. Пусть X - полная слеза категория, а кате­

гория локально и колокально мала. Тогда в категории 

существует коуравнители пар морфизмов. 

Д о к а з а т е л ь с т в о .  С о г л а с н о  т е о р е м е  1  к а т е г о ­

рия полна слева. Таким образом категория ло­

кально мала и полна слева. Следовательно, в категории 

пара ( , МоъО ) = (класс всех сильных эпиморфизмов, 

класс всех мономорфизмов) - бикатегорная структура (ем. [б]). 

Далее, так как категория К.($) колокально мала, то она £^~ 
колонально мала и согласно теореме 3 в ней существует коурав­

нители пар морфизмов. 

/ 5. Пусть oi-jjS: А—у В - два динаморфизма, а ft > € 
их коуравнитель в категории . В таком случае 9 не 

обязательно является коуравнителем этой пары и в категории 

% , т.е. стирающий функтор А • Ж2) К не обязатель­

но точен справа. 

Пусть категория С с конечными проективными пределами, 

а ?•,& _ коуравнитель некоторой пары морфизмов. Пос­
троим каноническую пару морфизмов да я которой $ - коурав­

нитель. Это так называемая ядерная пара морфизма у* . Пусть 

А**—*- А - канонические проекции, а эt: К у- ДА -
уравнитель пары ( , ?7С^ ) - X = е tj, ( $Ж1, ? - • 

Легко проверить, что v* - коуравнитель пары (ЙГ, эс , Х^х. )-

9 ^еое^С^зе^дх) . 

Определение. Функтора Ai $.(£>)—у\ назовем квазиточ­
ным справа, если"из того, что •? - коуравнитель ядерной 
пары ( х- , ) в категории , следует, что ^ -

коуравнитель этой пары и в категории % . 

6. Обозначим через Сое^С - класс всех коуравнителей 

пар категории С , а через ЛопоС - класс всех мономор­
физмов, Как было отмечено выше для абелевых категорий и для 

категории множеств класс Сов С совпадает с классом всех 
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эпиморфизмов этих категорий. 

Теорема. Пусть категория % с конечными проективными 

пределами. Далее, пусть { Сое.<^Л , ЛопоЛ ) - бикатегорная 
структура в категории % и Ц(Сое4Л) сС„елКдля любого 

процесса Н £ £ . Тогда: 

15 (A~'(Coe^Ji), Ам (JU*юХ)) = (Сое ^в *($)) 

и эта пара является бикатегорной структурой в категории 

2) Функтор А; X(Z>)— я в л я е т с я  м о н о ф у н к т о р о м ,  т . е .  п е р е в о ­
дит мономорфизмы категории %(S) в мономорфизмы категории X . 

3) Функтор А квазиточен справа. 

Д о к а з а т е л ь с т в о .  С о г л а с н о  т е о р е м е  I  ,  п а р а  

(A '(foe^/ jk) , А (Мо^оХ) ) является бикатегорной структурой 

в категории . Так как класс коуравнителей содержится 

з классе проекций любой бикатегорной структуры £j5J, то 
Coety^ty'— A '(Coed.Ю. Докажем обратное включение. Пусть ди­
наморфизм А у 1) является коуравнителем в категории % 

своей ядерной парк ( -к. , ), где х: К—г-*- А 1 . 
Так как - динаморфизм, то на объектах А*1 и К можно 

так определить £>-операции и предикаты, чтобы , %х и *. 

•стали динаморфиэмами. В таком случае Р будет коуравнителем 

в категории K.(s) своей ядерной пары ( % х , %лх. ). 

Этим доказано, что - Coe^XfS) , Так как у бикате -

горной структуры (А"'(Сое̂  -К.) ̂  А"1 категории X (£') 
класс проекций совпадает с классом сильных эпиморфизмов, то 

класс инъекций совпадает с классом всех мономорфизмов [15] . 

Зтим доказано, что А"1 [Лоъо X) - Моъо XCS) • 
Пункты 2) и 3) сле,пуют из приведенного доказательства, 

§ 3. Свободные объекты 

I. Пусть £> 1 - и - два класса процессов и преди­

катов категории % и предположим, что ^ с: . В таком 

случае из категории X(Sj*) определен функтор А в кате­

горию 3((2,) . Этот функтор для каждого объекта категории X 

стирает те операции, которые принадлежат классу и не при­

надлежат классу S1 

Рассмотрел вопрос о существовании левого сопряженного к 

функтору А . Предположим, что категория X полна слева. 

В талом случае обе категории Х(^) и 'М$х) также полны сле­

ва. Пус ь ( £ , М ) - бикатегорная структура категории Л(!>У 
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и категория - М, -локально мала. Для класса проекций 
£ определим новый класс морфизмов £' категории % . 

Пусть Ц. •. X—У А - морфизм категории %.($,) , а на объекте А 
зафиксируем, кроме того, еще и $-струкруру. Рассмотрим 

разложение морфизма IV по бикатегорной структуре -

)( е ; Y m > А . Вообще говоря, m не является динамор­

физмом категории . Пусть ^;А-и - множество 

всех М.-подобъектов объекта А таких, что JX-L е К($и 

УА . Так как XCS#.) полна слева, то в этом мно­

жестве существует наименьший элементjx^l А' >— А . В таком 
случае имеем разложение морфизма u.'. Х-—?  А '  ̂  >  А ,  

Обозначим А1 = Зтт^О^Х) , а . Положим £' -
класс всех тех морфизмов Ч'.Х у-А категории ЗС(Д|) для ко­

торых З-т.дСи.Х) = А , В общем случае, морфизмы класса £ не 

являются эпиморфизмами категории Х(£,) . Отметим без доказа­

тельства следующие свойства класса f : 

1) V - класс всех морфизмов категории 7U2,) ортогональных 
с в р х у  ( с м .  [ 1 5 ]  )  к  к л а с с у  A ( j J l " ) ,  г д е  Л И - А ~ ' ( Л ) .  
2) Морфизмы класса Ь" - А-1 (£') являются эпиморфизмами кате­

гории "Я . 

3) ( 6' 1 «ti" ) - бикатегорная структура категории ~Я . 

2. Пусть X - объект категории , а е^Х >- Aež.' 
и ех: X >- £' . Морфизмы е1 и eL считаются эквива­

лентными, если существует изоморфизм у: А л—категории 
такой, что е^= Yе. Это отношение есть отношение 

эквивалентности. Из каждого класса эквивалентности выбирает­

ся по одному элементу ( £'-факторобъект) и если они образу­
ют множество, то категория !</£>,) называется б-колокально 

малой. Другими словами, категория 3d(£,) - £ -колокально ма­
ла, если класс Sj-Динамик, которых порождает каждый объект 

категории является множеством. 

3. Теорема. Пусть % полная слева категория, £>., и 

- два класса процессов и предикатов на объектах катего­

рии X и $4 С. $ х . Далее, пусть ( £ , Л ) - бикатегорная 
структура в категории 3(.(S\) и категория K.(^j - -локально 

мала. Тогда следующие условия равносильны: 

1) Категория "Х(&) - £' -колокально мала. 
2) Существует левый сопряженный (функтор F: Х(^<) У- K($i) 

к стирающему- функтору А.-ХО'^) и категория TU#*) -

I"-колокально мала. 
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Д о к а з а т е л ь с т в о .  Э к в и в а л е н т н о с т ь  у к а з а н н ы х  

условий легко вывести из теоремы П. Фрейда (см. [?] , стр. 70). 

4. Замечания. 1) Класс £' зависит от двух классов 
и £>£ . Наиболее удачньм оказывается тот случай, когда в ка­
тегории X существует бикатегорная структура (Я, 0) , при -

том И С?) С. ф для любого процесса Н е $ i . В таком случае 

естественно брать {1уЛ) - (А̂ (̂ ), A,4?)) > где /1̂  Jt(̂ )— 
стирающий функтор (см. теорему 2.1). Тогда £".•» (?), 
так, что если X - -̂колокально мала, то Х(54) - £ -
колокально мала, а Х(У - ''-колокально мала. В этой си­

туации, если £, о £> с: £ ̂ и существует левый сопряженный 

к функтору А:—>-Х(3,) 1 то существует такой Диктор и к 
функтору J •- >-ХС5) . 
2) Интересен также случай $i - ̂  , так как тогда 

а левый сопряженный к стирающему функтору ХС>'Л—кЯ- в унив-
варсальной алгебре называется функтором взятия свободного 

объекта F: X a Ft*.) называется свободной ал­

геброй над объектом X . 

35 В теории линейных систем, когда класс 9 состоит из од­

ного функтора И , то при существовании функтора F". Я—Ук($) 

говорят, что Н - входной процесс ( [lis стр. 58 ). 

5. Теорема. Пусть а £, (£, М.) - бикатегорная 
структура в категории , А - объект категории У-($л) 

и U.". X у A eJi. Морфизм и, категории Ш^-ij является £>j-
динаморфизмом, если и только если для любого процесса И £ $i 

(4А Н (u-i) £ u. . 

Д о к а з а т е л ь с т в о .  П у с т ь  U .  -  ̂ - д и н а м о р ­

физм. Тогда V И (^ -U lvX для каждого процесса Н 6 ^ 

Если Н (и.) = - (Е 5 Д)-рааложение морфизма 4А H(v-) 

в категории X(i>i) > то тогда и. Iх - те • Притом В £. £ , 
a U. е уЦ , По определении бикатегорной структуры существует 
морфизм У категории такой, что m-uir и 4х = tr е » 
Значит, m ь и, . Учитывая это и тот факт,'что u - S-

динаморфизм, выводим, что tm д Н (uY) 4U , 

Обратно. Пусть tu для любого процесса И 

класса . Тогда ^АН(и)-щГ для некоторого морфизма 

V: Нt*) X . Положим ц-- (.Л и тогда получим, что U, -

Н -динаморфизм. Что касается предикатов см. лемму 1.7. 

6. Предположим, что стирающий функтор А : X (i>t)— 
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обладает левым сопряженным функтором I"? Далее, 

пусть Я - рефлексивная подкатегория категории Х-(^) , 

с: R •> Tt(S4) - функтор вложения, а ) Я - фун­

ктор рефлексии. Легко проверить, что функтор %F*. У& 

является левьм сопряженным к стирающему функтору AL .'И >-&(S)» 

Следует отметить, что функторы F и тF , в общем случае, 

обладают разными свойствами (ем. [б, 14, 17, 2l]). 

7. Объект Т категории С называется разделителем 

(см. [?] ,стр. 38),если для любых двух разных морфизмов tt,tr : 

X т-^еС существует морфизм —>-Т такой, что wлфwir. 
Теорема. Пусть для категории динамик X(S') существуя® 

функтор F: X ?-&(#)• а Т - объект категории Jt . Да­

лее, пусть R, - рефлексивная подкатег»рия жатегории Х(5) и 

Ъ: Ti(j>) У R - функтор рефлексии.Рассмотрим условия: 
1) 1F (Т) - разделитель категории % . 

2) pyyVy X > F(X)—>-гР(К) - мономорфизм категории % 
для любого объекта X категории % , где F(X)—У ZFÖt) ~ 

И-реплика объекта F(X) . 

3) У F(T) >-гРСТ) - мономорфизм категории X . 

Тогда I) ~=$> 2) =)3). Если Т - разделитель катего -

рии Ж , то все эти условия равноеилины. 

8. Замечание. Квгда ЭС - категория тихоновских или 

отделимых равномерных пространств, то часто мйрфизмы еопря -

жения fxwx:X-—У "lP(X) обладают и другими свойствами 
(см. [6, 14, 18, 2Õ1)• ' 

9. Пусть £ - некоторый класс морфизмов категории X, 
Объект Р называется -̂проективным (см. [?jj, стр. 146 -

152 ), если для любых морфизмов в:\ >-Ye i и ц, : 

Р у Y€X существует морфизм сг; Р >-Х такой, что Ц,-
= е 0" • Говорят, что в категории "JC существует достаточ­

но много Ь-проективных объектов, если для любого объектаX 

категории X существуют 6-проективный объект Р и мор­

физм е : Р X е Ь . 

Отметим, что обычно класс Ь является классом эпимор­

физмов категории X . Далее, если ( t , JtL ) - бикатегорная 
структура в категории К и в X существует достаточно много 

t-проективных объектов, то класс £ замкнут относительно 
произведений и устойчив относительно декартовых квадратов. 

Теорема. Пусть - бикатегорная структура катего­

рии X' S - некоторый класс процессов и предикатов и суще­

71 



ствует функтор F:"Jt . Тогда: 

I ) Если Р - £ -проективный объект категории % , то КР)-
А1 (£)-проективный объект категории • 

2 )  Если в категории существует достаточно много £ -про­
ективных объектов, то в категории X(S) существует достаточ­
но много А~*(£)-проективных объектов. 

Заметим, что дуальное утверждение для инъективных объек­

тов не имеет место, 

10. Пусть ^ CZ - два класса процессов и предика­

тов на категорию & > A.t XCS,)——А х: ЖйЛ > % и 

А: X(у ^ X(j>] - стирающие дополнительный структуру функто­
ры. Далее, пусть ^ и - рефлексивные подкатегории ка­

тегорий и соответственно, i(:d 1 у- К($,) и 

i,-Д  ̂XCS) - функторы вложения, а г/. Х(̂ ) у- и 

t : Ж̂ ) >— - функторы рефлексии. Предположим, что су-
щесвуют левые сопряженные к функторам А1 и А^ - F, : 

К >- X(S,) , F4". ^ X 0 Q  .  Т о г д а ,  к а к  д о к а з а н о  в ы ш е ,  

функторы t(F ! X у- (Ц и Ii У- сопряжены 

слева к функторам A f i t: X. и ft.- 9— % 
Часто возникает следующая задача (см., например, задачу 

Е.И.Арнаутова 2.24 из [.13]) 

Как связаны между собой условия: 

1) *,F«(.X) и изоморфные объекты категории (Ц , 

где X и Y - некоторые объекты категории 1с . 

2) IjL^CX) и изоморфные объекты категории . 

Теорема. Пусть S4 а и A (Rj CZ. . Тогда усло­

вие I) влечет условие 2). 

Д о к а з а т е л ь с т в о .  П у с т ь  д л я  о б ъ е к т о в  X  и  

"Y категории Ж, объекты "z1F1 (X) и изомор­

фны. Чтобы,$р|р^стить запись опустим стирающих функторов, но 

каждый .раз укажем какой категории принадлежат построенные 

морфиетгыПусть W/:X—>-F(X), —>чДх), V^ x:X f- ̂ (Х) 

и  j f f e ^ t X ) — -  м о р ф и з м ы  с о п р я ж е н и я .  Т а к  к а к  S ,  < = -

то сущестует морфизм dLx:F,(X)—>FjX)£такой, что \V* -

Далее, так как AOjd ̂  , то ßAf * для некоторого 
морфизма ß* с X(t>4) . Такие же морфизмы существуют и для 

объекта Y (см. диаграмму (9)). Пусть морфизмы(Х)— 

и >- г(Р(.Л категории, устанавливают изомор­

физм объектов 2,Р,(х) и "l
1F,(Y)"<,4

l̂ i Т.е. jf5~- "I и - V -

Так как Т^^Х) - Д.-свободный объект над объек­

том X категории It , a J* w* - Морфизм сопряжения, то 
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для морфизмов W,x категории %> существет морфизм 

»-Т£(Г) категории такой, что pxyj>?** 

L ^ . Из таких же соображений следует существование 

морфизма у:г,^(У) У- \ Ш категории со свойством 

/Э*£}УNV/ = ^ • ИМЕЕМ ТОГДА = " 

= ̂  р*j)X ̂  X , Учитывая свойства морфизмов сопряжения ff \Vfx 

и тот факт, что морфизмы /3Yy и ^р* принадлежат ка­

тегории R,1 , то выводим, что = у/5* . Аналогич­

ным образом доказывается, что /5хJ- = y^3Y . Далее, 

=Ра^^х = PXXW1X 

= , т.е. у. Дуальным образом получаем, 

что 1 ^у = 1 . Теорема доказана. 

§ 4. Индуктивные пределы категории динамик 

Выше указывались достаточные условия для существования 

коуравнителей пар морфизмов категории динамик. Остался откры­

тым вопрос о существовании сумм в этой категории. Отметим, 

что сумма некоторого семейства универсальных алгебр отлича­

ется от суммы множеств носителей в категории множеств, т.е. 

стирающий функтор А1. Ж($)—У % не перестановочен с индуктив­
ными пределами. В таком случае функтор А не обладает пра­

вым сопряженным (сравните с JYJ, стр. 59 ). 

I. Если категория X с любыми произведениями, то в ней 

существует финальный объект Л1 (см. [?], стр. 39) как произ­

ведение пустого семейства объектов категории J6 . Очевидно 

тогда, что для любого кардинального числа Т имеем Tr=rf 

Если предположить, что объект Т имеет единственного под-

объекта 4 , то в таком случае любого 1 -арного предика­

та на объекте Т можно определить единственным обра­

зом 6гС|) = Т и . При этом для любого объек­

та X категории X тот единственный морфизм, который суще­

ствует из X в Т - j. :Х >-Т согласуется с предикатом , 

так Kax{j x ) L t f '= т в силу единственности морф-

физма j-fit'") из объекта ^^(Х) в объекте 7 (см. диа­

грамму (10)). 

Теорема. Пусть в категориях % и Х ( $ )  выполняются 
следующие требования: 

а) категория X с любыми произведениями и любили суммами; 

б) для финального объекта Т категории % и для любого 

предиката Q. е $ имеем б CT) ß(T) - ̂  -у 
в) существует левый сопряженный функтор Fi X У %($/ 
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к стирающему функтору А : Ж£) У % ) 

г) в категории Л($) существует бикатегорная структура (£,й) 
икатегория - £-колокально мала. 

Тогда категория Х(5) полна справа. 

Д о к а з а т е л ь с т в о .  С о г л а с н о  т е о р е м е  2 . 4  в  к а ­

тегории X(S) Существует коуравнители пар морфизмов. Поэтому 

достаточно доказать, что в категории 3C(S) существует сумма 

любого семейства объектов. Пусть [й;, р - некоторое 

семейство объектов категории Üfc(S) , Р = U ß i, - сумма 

объектов {й-, Le в категории X , а #- ?-

канонические инъекции. Далее, рассмотрим множество £-фак-

торобъектов ^:F(P) >- С•, je J объекта F(P) в категории 

ЭД&) для которых T^WpS^ - £-динаморфизмы для любого Lei 
Это множество не пусто, так как содержит финального объекта 

категории (см. теорему 1.6 и условие б)). 

Пусть С - П{С" I у где произведение рассматривается 

в категории X(S) • Тогда существует динаморфизм ijC.F(P)—yQ 
такой, что >?. -Tl, ̂  для любого у е J , где %• > j е <} ~ 
канонические^проекции. Если if-/^ -.( £ , Л )-разложение 
динаморфизма у , то I - диноморфизм для любого i£ 3• 
Таким образок доказано, что ^ - наибольший £-факторобъ-
ект объекта FCP) , обладающий тем свойством, что -

динаморфизм для любого ic 3 . Докажем, что объект В с 

к а н о н и ч е с к и м и  и н ъ е к ц и я м и  v ^ p S 6  ^  с  £  7  
является суммой семейства объектов категории X(S) 

(диаграмма (II)). Действительно, пусть (3.'• 
некоторое семейство динаморфиэмов. Тогда существует морфизм 

iv. Р >— О категории X такой, что для любого 

t £ J . Далее, существует динаморфизм y:F(P)—У D такой, 
что ц. - у^р • Пусть у~ - ( t , Л )-разложение у . 

Тогда БWpi^ - динаморфизм для любого Le J и, кроме того, 

I £ t • Из максимальности объекта & с этими свойствами 

следует, что l •= у для некоторого динаморфизма у . Тог­

да для любого ie J имеем (диаграмма (12)). 

Докажем единственность морфизма ху . Пусть для неко­

торого динаморфизма X имеем p. для любого I е J , 
Тогда в категории X получаем (ху)S- - Д -

для любого се J . Следовательно, *y'vVp - >>>vfp ? т.е. 

х.у >7 - X 5 и так как у* - эпиморфизм категории k(S), то 

ху- X . Теорема доказана. , 

3. Замечание. Если 'р -X , т.е. ~ у > то условие 

Б) в приведенной теореме лишняя. 
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CATEGORIE DBS MKUCQOBS 

D. Botnarou 

Нбаишб 

On definie la categorie des dyiiantiques qui g6n£ralise 

les caa des categories des dynamiques derates dans les tra-

vaux [l, 2], en particulier, qui giniralise la categorie 

des algSbrea universelles. Si d1 habitude les algbbres uni­

verselles itaient envisages sur les categories des ensem­

bles, des les espaces de Tikhonov ou des les espaces uni­

formes, alors dans 1*article present on construit la ca­

tegories dee dynamiques sur la categorie arbitraire. Et 

alors parallelement au proces (operations) on d£finie les 

predicate. 

Les r£sultats essentials: 

1) Si dans la categorie % existent des limites pro-

jectives, alors ils existent aussi dans la categories des 

dynamiques JtfS) » Et alors le functeur A '• K0>) % 

qui oublie la structure suppl6mentaire commute avec limites 

projectives (thöoršme 2.1). 
2) On indique les conditions n^cessaires et süffisan­

tes pour que le functeur А - ЖЗ) >- % poss&de un 

functeur conjuguS au gauche F: Я У- 1t($) . Autrement 
dit, pour qu'il existe des objets libres sur les objets 

de la catigorie X (th6or^me 5.3). 

5) Sont donnöes les conditions süffisantes de 1'exis­

tence des limites inductives dans la catögorie des dyna­

miques Х(Ь') (th6or6me 4.2). 
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ТЕОРЕМА О РАЗЛОЖЕНИИ НА КОМПАКТНО-РАЗРЕЖЕННЫЕ ПОДПРОСТРАНСТВА 

И МОЩНОСТЬ ТОПОЛОГИЧЕСКИХ ПРОСТРАНСТВ 

Ю.Брегман, А.Шостак 

Латвийский государственный университет 

Б.Шапировский 

ВНИИЦ ПВ, Москва 

Внимание ряда специалистов, работающих в области теоре­

тико-множественной топологии, было привлечено к проблеме раз­

ложимости топологических пространств на подмножества, не со­

держащие пространств данного фиксированного класса. В своей 

основе эта проблематика восходит к классической работе Ф.Берн-

штейна [12], доказавшего еще в 1908 году, что каждое полное 

сепарабельное метрическое пространство X может быть разложе­

но в объединение двух подпространств X = X1UXÄ| таким обра­

зом, что ни ХА , ни Хз, не содержат канторов дисконтинуум 

3̂ '°. С другой стороны, в начале 70-х годов пражские математи­

ки Й.Нешетрил, В.Рёдл и Я.Пелант [151для каждого ^-простран­

ства Y (и, в частности, для Y ~ 9^) пострЬили Tj-простран-

ство X такое, что при любом разложении X = X1UХ^либо ХА , 

либо Х^ содержит пространство Y . Подчеркнем, что построен­

ное ими пространство X существенно не является хаусдорфовым. 

Проблема же существования хаусдорфова пространства X с таки­

ми свойствами (которую в таком виде впервые поставил, по-види­

мому, З.Фролик в 1972 году) остается, несмотря на усилия цело­

го ряда авторов ([5],[6],[7],[141,[151,[161,[173 и др.), до 

сих пор в полной мере не решенной. В определенном смысле оконч< 

тельным в этом направлении является следующий результат [14, 

стр. 27]: 

Теорема А°. Для каждого пространства X существует разло­

жение X =ХА11Хб, такое, что ни « ни Х^ не содержат 
неразреженных замкнутых в X компактов.^ 

Важно подчеркнуть, что при 1X1 >Сь,6 этот результат доказан в 

дополнительных аксиоматических предложениях (и, следовательно, 

этом смысле он не является окончательным (см. по этому поводу 
также Tibi)). 
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Для дальнейшего нам удобно выделить следующее 

Определение I. Подпространство Y топологического прост­

ранства X назовем компактно-разреженным, или к-разреженным в 

X , если кавдый замкнутый в X компакт Н , лежащий в Y, явля­
ется разреженным. 

Это определение, очевидно, позволяет нам сформулировать 

теорему А0следующим образом: 

Теорема А. Каждое пространство представимо в виде объеди­

нения двух своих к-разреженных подпространств. 

Оказывается, что неожиданным следствием этого результата 

и его модификаций является оценка на мощность пространства, 

дающая положительный ответ на следующий вопрос А.В.Архангель­

ского : 

Пусть кадцое подпространство из X является объединением 

ŽJL компактов. Верно ли, что тогда и IXI4JV ? 
Точную связь между разложением пространства на к-разрежен-

ные подпространства и соответствующей оценкой на его мощность 

дает 

Теорема 1°. Пусть пространство X - хаусдорфово и X = 

-UfX^d^c )}, где все Х^с к-разрежены, ) < А и X - регулярный 

кардинал. Тогда, если 

(*) каждое подпространство из X является объединением <А 

компактов, 

то и /X f<?v . 

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Я с н о ,  ч т о  V h f c C X H * .  ,  г д е  

Vhl(X) = rnin {t1 : для каждого семейства S3 открытых в X мно­

жеств существует подсемейство*?с§•*такое, что U9 =U5>' и |9'К<] . 
Из VhECHH А , где Л - регулярный кардинал, очевидно следует, 

что и1Н1 <*• для каздого разреженного подпространства Н (см., 
например, [2]). С другой стороны, X представимо в виде Х = 

= ШНр> : $ < , где jv< ъ и все Н^> - разреженные компакты 

(так как для каждого*с) пространство Х<с к-разрежено и, следо­

вательно, в силу (*), представимо в виде объединения < я (разре­

женных) компактов) , откуда, в силу регулярности кардинала л , и 

следует, что 1X1 < /V . 

При л> = из теоремы 1° сразу же вытекает 

Теорема I. Если Tg-npocTpaHCTBO X представимо в виде объе­

динения своих к-разреженных подпространств и, кроме того, вся­

кое подпространство изХ является объединением 5 jt компактов, то 
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и iXKji . 

Для дальнейшего удобно ввести следующие понятия: 

Определение 2. Топологическое пространство X назовем псев-

допаракомпактным (t -псевдопаракомпактным), если в каждое его 

открытое покрытие 9 можно вписать покрытие 9 такое, что 

=1Я 5^/-* * «У (соответственно, 9' = U : А < 11 ), и каждое се­

мейство дискретно в себе (т.е. 9^ дизъюнктно и, кроме 

того, для каждогоР® 9^ найдется открытое в X множество 21 р 

такое, чтоУр^Р и 2/lpFI(U 9^) = Р . 

Заметим, что, если в определении псевдопаракомпактности 

потребуем дополнительно, чтобы все семейства 9^ , х<<а0 , со­

стояли из замкнутых множеств и были дискретны в X , то придем, 
согласно теореме М.Чобана Г 8] - Д.Бёрка [13], к понятию бГ -параг-
компактного пространства (А.Архангельский [I]). По аналогии, на­
зовем tr-псевдопаракомпактное пространство t -паракомпактным, 

если все входящие в его определение семейства 9̂  , , мо­

гут быть выбраны состоящими из замкнутых множеств и дискретны­
ми в X • 

Множество А из X будем называть С -дискретным, если оно 
есть объединение tr дискретных (в себе) подпространств. Если А 

есть объединение t дискретных во всем X подпространств, будем 

называть его строго tr -дискретным в X . 

Ясно, что каждое <С -дискретное пространство является сС-

псевдопаракомпактным. Более того, справедливо следующее 

Предложение 1°. Если пространство X удовлетворяет усложяю 

(*) каждое непустое замкнутое в X множество F содержит 

непустое X -дискретное открытое в F множество, 

то X наследственно f -псевдопаракомпактно тогда и только тог­

да, когда X -дискретно. 

Д о к а з а т е л ь с т в о .  П о л о ж и м  9 -£21: 21 - откры­
тое t -дискретное подмножество из X] .В силу (к) Семейство 9 
не пусто. Кроме того, объединение 1/9 X -дискретно, т.к. по ус­
ловию U 9 <е -«псевдопаракомпактно и 9 есть покрытие множества 
U9 <С -дискретными открытыми множествами. Остается заметить, 

что U9 = X - иначе, в силу (*), существует непустое -дис­

кретное открытое в X\U 9 подмножество 2L0 и, следовательно, 

2L0U(U9) - открытое t -дискретное подмножество из X , что 

противоречит определению семейства 9 . 
Поскольку всякое разреженное пространство, очевидно, 
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удовлетворяет условию (*), из предложения 1° немедленно следует 

Предложение I. Разреженное пространство X V -дискретно 

тогда и только тогда, когда оно наследственно С -псевдопара­

компактно. 

Следствие I. Разреженное пространство X &-дискретно тог­

да и только тогда, когда оно наследственно псевдопаракомпактно. 

Заметив, что условие , очевидно, влечет t -псевдо­
паракомпактность пространства X , из предложения I получаем 

также 

Следствие 2. Если X - разреженное пространство, то 

hl(X)-IX! (см., например, [2]). 

Предположив дополнительно регулярность пространства X , 

можно получить следующие модификации предложения I: 

Предложение I'. Если X - регулярное разреженное прост­

ранство и Tjf (Х)^ » таХ t -дискретно тогда и только тогда, 

когда оно <-псевдопаракомпактно. 

Д о к а з а т е л ь с т в  е .  Щ о л о ж и м  9  =  [ 2 i :  2 L  -  о т к р ы т о е  

t -дискретное подмножестве из ХЗ я покажем, что UiP = X . Пред­

положим, что ХхиР-F4ф \ Тегда- существует изолированная в F 

течка х0 и семейство«ft*4*? открытых вХ окрестностей точ­
ки XQ такое, что tXol=nC5*,!ä,«} и при этом$0ПР = [$<,3 . Для 
каждого x<t положим Н* "ВехБ* ЦГогда ясно, что и 9 и Нл 

-псевдокомпактно как эЩкнутое Подмножество в X . Поскольку 

9 является открытым покрытием Н& <г -дискретными множествами, 

отсюда следует, что и еамвН* -дискретно. Остается заметить, 

что тегда В0= (UIH* :А<*$Ж»оЗ ,, а следовательно, и Э0 * -дис­

кретно, что противоречит овределенив 9" , поскольку ж0е В0\ О Р . 

Предложение I". Рег^ирное paa реже иное пространство X стро­

го <е -дискретно тегда и %»лькв тфгд*, когда оно < -паракомпакт-

т я у t • .< • 
Д о к а з а т е л ь с т в  о .  Е с л и  X  с т р о г о  <  - д и с к р е т н о ,  

*» fOO < ̂  . Положим 9=tŽtiŽl i открытое строго <£ -дис­
кретное подмножестве из ХЗ • Теперь доказательство предложения 
I* можно провести совершенно аналогично доказательству предложе­

ния I', заменив всвду условие ч» -дискретности условием строгой 

<6 -дискретности, а условие -псевдопаракомпактности - усло­

вием -паракомпактности. 

Следствие 3. Если X - регулярное разреженное пространство, 

те IXIži|KXytQO [3, теорема 9]. 
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Перейдем теперь к доказательству результатов о разложении 

пространства на к-разреженные подпространства, дающих, как по­

казывает теорема I, ключ к соответствующим оценкам на мощность 

пространства. Важную роль при этом, как и в [14], будет играть 

следующее понятие: 

Определение 3. [14]. Подмножество А из X называется 

рс -компактным, если для всякого счетного N с А справедлива 

импликация 

( L ) N  и м е е т  п р е д е л ь н у ю  т о ч к у  в А тогда (и только тогда), 
когда N имеет предельную точку в X . 

(Точку $ <= X называем предельной для N , если (IL^XМ)(Ш f 

Ф для кадцой ее окрестности. 21 х ). 

Ясно, что подмножество А из X PC-компактно тогда (и 

только тогда), когда импликация (I) справедлива для всякого дис­

кретного в себе подмножества N с А . 

Предложение 2. Пусть ^: Х-* Y - замкнутое отображение. Ес­
ли А - рс -компактное подмножество Tj-пространства X , то 

j.(А) рс -компактно в пространстве Y . 
Д о к а з а т е л ь с т в о .  П у с т ь  М  -  с ч е т н о е  д и с к р е т н о е  

(в себе) множество, Mcj(A) иМ имеет предельную точку в Y . 

Покажем, что тогда существует точка у0 - предельная для мно­

жества >1 и такая, 4TO^„ej(A). Действительно, для каждого ие И 
выбрав точку С^)ПА , получим множество 

Ясно, что Я - незамкнуто (ибо j - замкнутое отображение и 

$СЮ=М ф И ). Тогда, в силу г с -компактности множества А , 

существует предельная для Я точка МЛ 

Тогда точка = 5^°) является предельной для множества 
и ^ € j-(А) .Но это и означает, что 5 (А) РС -компактно. 

Замечание. Множество А из X называется гс -замкнутым 

[14], если для всякого счетного Я с А. справедлива импликация 

(I') N замкнуто в "X тогда (и только тогда), когда 

замкнуто в А .• 
Отметим, что понятия г с -компактности и гс -замкнутости, вообще 

говоря, рзличные, совпадают, в частности, в случае счетно ком­

пактного X и во всех утверждениях [14] взаимозаменяемы. Ие» 

ключение составляет предложение 3.II из [14], доказательств 

которого, no-существу, повторенное выше (предложение 2), про­

ходит, как заметил В.Ткачук, только для РС -компактных множеств. 

Нам потребуется также следующий очевидный факт [14, предло­

83 



жение 3.13]: 

Предложение 3°. Пусть X - секвенциальное Tg-npocipaHCTBo 
Тогда следующие условия эквивалентны: 

(а) А " РС -компактно в X ; 

(в) А - гс -замкнуто в X ; 

(с) А - замкнуто в X . 

Действительно, если А - незамкнуто вХ , то, в силу 

секвенциальности, существует последовательность {ое„: п* <£р} , 

сходящаяся к точке яф А , и, следовательно, А не г с-компакт­

но. Остается только отметить, что импликации (С)=Ф (в)=*> (а) 

очевидны в любом пространстве X . 

Из предложений 2 и 3° сразу вытекает 

Предложение 3. Если $ : X—* Y - замкнутое отображение, 

Y - секвенциальное Tg-пространство и А РС -компактно вХ , 

тоj(А) замкнуто в У . 

Отметим также следующее очевидное утверждение (ср. С14, 

предложение 3.8]): 

Предложение 4. Если А _ РС -компактно в X , а В - замкну­

то в X , то AHB РС -компактно в В , а значит, и в X . 

Нам потребуется также следующее несложное утверждение [14, 

предложение 3.15]: 

Предложение 5. Если А с X , то существует множество А , 

гс-замкнутое в X (и, значит, тем более, гс-компактное в X ) 

такое, что АСА и I&K 1А1**° . 
Напомним, что семейство £АЛ : -ОЗ подмножеств изХ назы­

вается цепью, если A*,cAj> для любых 

Предложение б. Пусть ==' САХ: А < ̂3 - цепь в простран­

стве X и IAj.K'C для всех*<5 . Тогда: 
(1) IU$I 4-ti и, более «ого, 

(2) если сДО) + с j-О) _, то lUjH < ; 

(3) если Uj) фА* иАл-Аа для всех*<) , тоcj.())<d,(Vji) : 

(4) если cl(u^)<cj-(t:) и Ал-Ал для всех а * > , тоШ^К-с 

Доказательство. I. Предположим, что IUjW > t 

тогда найдется некоторое Mcll^ такое, что IUI . Для каж­

дого «.еМ зафиксируем индекс *(*) так, чтобы леААед,и положим 

£> = supt«b(a): aieMi . Ясно, что£ = ) (иначе МСА$> и, сле­
довательно, lAyJ^C ). Но это и означает, что множество ордина­

лов !*(«): жемЗ конфинально в ) , т.е. 4 IMI = t , а сле­

довательно, IUA| = |U$*teoc): *еИЗКIMV$1у>11Алб91! 

2. Предположим, что|Ц^| = <е , и для каждогоХ<*С зафиксиру­
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ем ординал*(я)с ) такой, что 1АЛ(г)1 >(если бы такого л(?С) 

не существовало, то в силу пункта I имели бы |Ujl|4 X с<% - про­

тиворечие). Выбрав теперь множество {Лу,: ^><С£(Т)3 кардиналов 

так, что тир <£ и ZUAJ> :$><e^(Ol=,t , получим IUI с jfWÄrt 

и, следовательно,lA^^: конфинально в ft . Итак, 

Cj-G))4. C£(tO . 
Для доказательства обратного неравенства рассмотрим под­

множество L, с } , конфинальное в ") и такое, что ILI = с$(?) 

Ясно, что тогда подсемейство i A^ct-eL) конфинально в цепи $ 

и, следовательно, множество кардиналов {1АЛ1 •*<&&LI являет­

ся конфинальным для г (т.к. все_1АА1 <t ) , а значит, <#Сф£с$(9). 

3. Выберем Mc Uj) так, что и IMI = d.(Ujt) , и поло­

жим £i= supUXx) : же Ml , где ae,е . Ясно,_ что£> = ) (в 
противном случае Аь°М и, следовательно, Ао> = Ay,° U j)- ), а 

значит, с^О) < IM I = cl( Uj}) . 

4. Считая, что U$* f для всех * < ) (в противном слу­

чае утверждение очевидно), в силу п. 3 заключаем, что c£(i))< 
< cL(U<jß , а значит и сj-U) < . В соответствии с п. 2 по­

лучаем отсюда, что lUjH <t . 

Из предложения 6 очевидным образом следует (при ) 

Предложение б°. Если ^ - цепь из,счетных замкнутых в X 

множеств и X - наследственно сепарабельно, то и множество Ufr 

также счетно. 

Лемма I (основная). Пусть j) = IАа : <t- < )1 - цепь из 

г с -компактных в X множеств, Ujt ™Х и для каадого А*." 

=Ал\0{А^ : ̂*<«^5 ( А0 = А0 ) существует семейство I 

такое, что: 

(1) ̂ =и{(£:?<рЛ ; 
(2) каждое Сг£" содержится в некотором разреженном (в X ) 

компакте С£<=Х . 

Тогда Xj> = U16Ž, "• A'jbl- к-разрежено в X при всех и, кроме 

того, X = UlXf: 

Д о к а з а т е л ь с т в о .  П у с т ь  Н  -  з а м к н у т о е  в  X  

множество, для которого существует замкнутое отображение 

j-: I - [0,1] такое, что I. Тогда, положив 

Aj-X и Л = min-i^ ii: l£(HflAt)l > Ki 1 , получаем цепь 
^(НПА*)$<К.< 3 из счетных замкнутых в I множеств, поскольку 

Н ПА* РС -компактно (предложение 4), а следовательно, J (НО As) 

замкнуто в I (предложение 3). Воспользовавшись предложением 6°, 

отсюда заключаем, что U 1^(НПА*):^<Х l-j-CHlWAj^B счетно, 

85 



а следовательно \ 

(*) (и даже 1$(НПА'5 U с ) 

(действительно, £(НПАХ)= £(Н ПАхХНПОДА*:***^ 
=>5(НПАх)\>(НП(и[Л*:*<*ЗЖ 

С другой стороны, для каждого £< jt множество j-(C^HH) является 
разреженным компактом (в силу существования у j- неприводимого 

сужения - см., например,[II]) и, значит (например, в силу след­

ствия 2 или предложения I") счетно. Но тогда и ̂ (^ПНПА^к-Но 

для всех (j) <JU, , а следовательно, в силу (*), 

(**) £(Н\Хр) ф ф (и даже |J(HAXJ)I» с ) _ 

и, тем более, H\Xj, Ф $> • (Действительно, поскольку Ад ПХ^ = , 

то, _ очевидно, имеем ^(Н\Хр=>5;(.^$,ПН\ $̂ПХе,ПЮ = 

=^(АЯПН\&| ПН)=>(5,(АХПН)\^(Е^ПН))/^>). Остается только заме­

тить, что для всякого неразреженного компакта F существует 

отображение (см., например, [14, теорема 4.2 или 

теорема 4.5]) и, следовательно, если при этом F замкнуто в X > 

то F \Xj> / ф для всякого J> <Jl . Но это и означает, что все "X» 
к-разрежены. Равенство X = 111X51 : очевидно 

следует из условия I. 

Ясно, что при имеем lA-^14 1А*и j1- , Aj,- Vttse^ 5><jb3 

и, значит, из леммы I немедленно вытекает 

Лемма 1°. Пусть j} -[А^:^ 93 - цепь из гс -компактных 

подмножеств, Uß = Х и 1А*1^Для всех*'1) . ТогдаX явля­

ется объединением &ju> компактно-разреженных подпространств. 

Лемма 2. Пусть j1"*® =) (т.е., еслиХ'') , то и^°<^ ). 

Тогда для всякого X такого, что 1X1= )> , существует цепь 

j) = (А^ •' а^53 из г с-компактных вХ множеств такая, что 

lAJ^ для всех и 1)ф = X 

Д о к а з а т е л ь с т в о .  П у с т ь  X  =  I  " • < £ . <  ) 3  и  п о л о ж и м  

А0 = i»0l . Пусть для всех А < А' (где*'<) ) уже построены 

множества Aj, такие, что 

(1) tA^: * <*' 3 - цепь в X и ж^еА^для всех <&*<£•' ; 
(2) lA^KUl 0̂ (при *>1 ); 
(3) Ад,— РС -компактно в X . 

Положив Сул =[з^3и(и t AA  :  А * А '3),А >1 , очевидно, получаем 
lu^.U SUA*!1 3<1А'1^-l^'l = IAM^O И, значит, в силу 

предложения 5, существует гс-компактное вХ подмножество 

А> 3 С '̂ такое, что lA^U IC Î̂ 0 = I А' 1 °̂ . Ясно, что построен­
ное таким образом семейство 1Ал:л<-$3 отвечает требованиям 
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(I)—(3) и, следовательно, является искомой цепью. 
Если ) = (jt**0)* , то, очевидно, для всякого л<) имеем 

JU**" < ) , т.е. = ) . Таким образом, из леммы 1° и 

леммы 2 вытекает 

Теорема 2. Если и 1X14 jV" , то тогда X распада­

ется на < jt, компактно-разреженных подпространств, т.е. 

Х= UtXj.: §> < jvi » где все Х$> - компактно-разрежены. 

Из теоремы I и 2 легко следует теперь основной результат 

работы: 

Теорема 3. Если для каждого подпространства Х'^Х имеем 

Х' - UtCj,: < % 1 , где все Cj> - компакты, то IXl-^v ° . 

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Р а с с м о т р и м  Х ' ^ Х  т а к о е ,  ч т о  

IX' 16 (тс*0+ . Положив у?0 = р , из теоремы 2 получаем: 

X' = UtXj>,: < Jb i , где все Х$, компактно-разрежены. Отсюда, 

в силу теоремы I, следует, что IXUju , а значит и IXkjii = я° • 
Следствие 4. Если = jv , то IX14 Jt тогда и только тог­

да, когда всякое подпространство (из X ) представимо в виде 

объединения компактов. 

(Отметим, что первый в данном направлении результат полу­

чен в [4]). В то же время вопрос о том, верно ж "наивно" след­

ствие 3 для любого бесконечного кардинала^ (т.е. без предпо­

ложения^0 -jiv ) остается открытым. С другой стороны, в дополни­

тельных аксиоматических предположениях в предыдущей работе авто­

ров доказана значительно более сильная (чем требуется, как пока­

зывает теорема I, для оценки на мощность) теорема о разложении 

[14 , теоремы 8.3, 9.7](ср. теорему А), из которой в силу тео-

ремы I сразу же следует 

Теорема 4. (см. [10]). Пусть всякое подпространство Из X 

представимо в виде объединения компактов, где jv - бесконеч­

ный кардинал. Тогда и IXI^Jo в каждом из следующих случаев: 

(1) Jb < 

(2) jv < CÖ1 в предположении <х ; 

(3) Jt - любое в предположении (АСР*) либо (V = L )• 
(Здесь АСР*=(АСР)8(. (#А<с ); АСР = "Для каждого кардинала jt > с, 
существует кардинал Х< с такой, 4TOji/A>< jt-e ", a V= Ц - аксиома 

конструктивности). 

Приведем без доказательства результат, котерый можно по­

лучить аналогичным образом с помощью модификации леммы I данной 

работы, более полно использующей технику из [14, лета 6.И (d,)]: 

87 



Теорема 4' . Пусть всякое подпространство из X представимо 

в виде объединения ̂ "J^0 компактов. Тогда и 1X1 4 jt в каждом из 

следующих случаев: 

(1) ixi<jicoo ; 

(2) 1X1 < и ; 

(Здесь ^ и - hün I) '• )> JLji, 3 (см. L"I4])). 
Теорема 5. Если всякое подпространство из X представимо 

в виде объединения =s м, компактов, где , то 1ХК8Л и 

hdXXUjb. 

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Я с н о ,  ч т о  в с я к о е  п р о с т р а н ­

ство содержит всюду плотное левое подпространство (см., например, 

[18]). С другой стороны, всякий левый компакт является разрежен­

ным [3], [93, а значит, каждое пространство И содержит всюду 

плотное к-разреженное подпространство Z'c Z. 

В условиях теоремы для к-разреженного подпространства X 

имеем IX'I^jo(см. доказательство теоремы 1°), откуда и следует, 
что kcL(X)<jv. Поэтому, положив теперь 5'=lFcX: 1Р1>2ЛЗ , 

получаем, что следовательно, в силу [14, предложение 

2.3] в X существуют подпространства Х„ и Xi такие, что X-

= X0UXi и для каждого замкнутого в X множества HcX'v 

( I =0, I) имеем 1Н1< . Остается только заметить, что 

с^-С^Л) >jt и, так как в силу условия = Ufflj,: J < jt 3 - ( L =0, 

где Hjs - компакты, при получаем, что IX-VК 2Л (I =0, I), 

а значит, и (Ясно, что хаусдорфовость пространства X не­

существенна, ибо в условиях теоремы достаточно показать, что 

IНI <• 2^ для каждого компакта Н с X ). 
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A THEOREM ON PARTITION OP TOPOLOGICAL SPACES INTO k-SCATTERED 

SUBSPACES AND CARDINALITY OP TOPOLOGICAL SPACES 

Ju. Bregman, B.Šapirovskii, A.Šostak 

Summary 

It is proved that if every subspace X' of a space X 

is representable as a union ofsy^Hausdorff compacte, then 

IX)«/*" and |XJ< 2/*. 
The proofs of these and some related results are based 

on the technique of partitioning topological spaces into 

s.c. k-scattered subspaces (i.e. subspaces containing no 

closed (in the whole space) Hausdorf compacte) developed by 

the authors in the previous paper. 
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Tartu Ülik. Toimetised. Уч. зап. 
Тарт. ун-та, 1989, 836, 91-94. 

ОБ ОДНОЙ ЗАДАЧЕ ДЖ.-К.РОГА 

Е.Гутман 

Кафедра алгебры и геометрии 

Пусть F(L) - свободная абелева группа, порождённая эле­
ментами дистрибутивной решётки L , обладающей найбольшим 
элементом Ц. и наименьшим 2 . Определив умножение на L, по 
правилу ХУ = •#- А У для всех L , мы превратим FCL^) 

в кольцо. В этом кольце подгруппа аддитивной группы, порождён­
ная всевозможными линейными комбинациями вида 

х+ц-хуЦ-хл^ > x^eL (I) 
является идеалом, обозначаемым 9 , £31 , Фактор кольцо 
VfU) = PCL") / У называется кольцом нормирования,-

В [33 показано, что естественное отображение решётки L 
в кольцо VCL) инъективно. Это даёт нам право считать, что 
элементами кольца VfL) являются линейные комбинации вида 
Т tnIх* j ггце "2, xi е. L • При этом элементы (I) 
равны нулю. Обложим, кроме того, £(Z.m.iXi.) = £2m.c • 

В данной заметке мы рассмотрим сформулированный в [43 
вопрос об изоморфизме кольца нормирования VCL) кольцу C(X,"Z) 
непрерывных целочисленных функций, заданных на некотором ком­
пактном топологическом пространстве X . 

Пусть В - булева алгебра, В - соответствующее ей бу­
лево кольцо, Х( В*) - множество простых идеалов кольца бГ. 

Система, состоящая из множеств вида VE =• X fß1* )4VVE , 
где W включает в себя все простые идеалы кольца В* , кото­
рые не содержат подмножество Е элементов этого кольца, зада­
ёт топологию на X С В*) , называемую топологией Зарисскопв* 
Ll3 . Множество МЪ") с определённой на нём топологией 
Зарисского называется спектром кольца В . 

Пусть Вь - наименьшая булева алгебра, содержащая дистри­
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бутивную решётку L , т.е., булева алгебра, порождённая эле­

ментами L и их дополнениями. Через L обозначим дистрибутив­

ную решётку, полученную присоединением к L. такого элемента г' 
что 2 < X для всякого X« L. 

Теорема. Кольцо нормирования VfL) изоморфно кольцу це­

лочисленных функций на множестве X(В*) , непрерывных отно­

сительно топологии Зарисского. 

Доказательство,. Пусть 2 е - найменьший элемент булевой ал­

гебр! BL/ , (z'j и С г") - главные идеалы, порождённые элементами 

2' и 2* в кольцах VfL) и V(BL<)соответственно. 

Для удобства разобьём дальнейшие рассуждения на несколько 

этапов. 

I. Кольцо нормирования V(L) изоморфно факторкольцу VfLVd'Z 

Для доказательства этого исходим из очевидного факта, что если 

L с L" , то VfL) cV(L') . Пусть 

h =Em<X*, , xl6 L', < L= i.,..., n), (2) 

и пусть , ,, 
4:V<L') -V( L) -

отображение, заданное правилом 

где ofh") - коэффициент при г' в линейной комбинации (2) . 

Так как A(k)«V(L) и аСО -к при всех h«V(L)T0 I*T.A-=V(L) 
Как показано в СЗЗ , отображение из VC-') в "Z , которое 

каждому V(LZ) ставит в соответствие о(к) есть кольце­

вой гомоморфизм. Поэтому, 

к») - h i+ht~ 
(ht-OfVOlO+Ch^-oCllaX)» 

= д ( W) + д. ( VIO . 

Так как V,= А(Ю -+ вСОж' » то / 

hf 1»! = (a(|I , ) +  +  ) =  

= i CW)»(ki) + ci 
где а.-Цо(1Л 4(\,0*oCkil»Ck1') * eck*) etkx)> . Ввиду того, 

что üOiOa(W) е VfL) имеем -MV)a(haV Поэтому, 

согласно определению А , 

Л ( l u  h» 1 )  =  Д (a ( t i i ) f l (h t l i )  +  = 
= AOOA(W) + (аг'-аг') (Ai) л(1»)-

Следовательно, 

i(L<h|.7 = д(1ч)д(кх)-

Таким образом, Д - гомоморфизм кольца V (L ) на кольцо V(L") 

Иа определения Д вытекает, что - (til Vi - »{О =2Гг 
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Остаётся показать, что Z Vs * ̂  . Действительно, если 

то f-hii' , где Ь - некоторый элемент кольца V(L') , задан- # 

ный равенством (2) . Тогда, учитывая, что Ух - г' при всех x«L, 
/=2'-£«*4X1 sr^LffU-Vx =i5Wt ' г'е 
' r»f 57 *я# 

Следовательно, . Обратное включение очевидно. 

2. Факторкольцо V С L') / (гО изоморфно факторкольцу 

V(BLZ) /fz'V . Этот факт немедленно вытекает из С23 , где 

показано, что кольца V(L'7 и V(ßL/7изоморфны и этот изоморфизм 
переводит 2.' в 2" . 

3. Факторкольцо V(Bv)Aii ) изоморфно кольцу СCXCBpX'Z) 

целочисленных непрерывных функций на топологическом простран-

стве Х(8>£) . Покажем это. 
Согласно теореме Стоуна, отображение из ßL' в X(BV') , пе­

реводящее xeBi.' в V* ( вместо будем писать V«) есть 
решёточный мономорфизм, CIÜ . Так как г' является нулевым 

элементом в кольце В*, , то В [2] показано (теоре­

ма 3 на стр. 17) , что при таких условиях факторкольцо VtBgVM 

изоморфно подкольцу целочисленных функций, заданных на Х(в£) 
порождённому функциями 

1 при s«Vx, 

противном случае 4 

Остаётся убедиться в том, что кольцо, порождённое функци­

ями вида (3) и есть C(X(BL# ),2L) . Действительно, так как то» 

пология на X дискретна, то функции (3) непрерывны, а зная», 

непрерывны и все функции из кольца, порождённого ими. Обратно, 

пусть f«C(XUb,/>; X) . Тан как спектр булева кольца есть 
компактное топологическое пространство, [II , a f - непрерыв­

ная функция, множество её значений конечно, т.к. является ком­

пактным в X . Пусть оно исчерпывается числами ,а„ . Тог-

да * 
*(£•> = и (4) 

С другой стороны ясно, что О О нре i+ j -
Следовательно, 

где «»' ' 

Lo в противном случае. 

Из непрерывности функции j  и соотношения (4) вытекает, что 

I /1 П1 
i <s> = 1 
JX Lo в 

93 



множества открыто-замкнуты. Однако, открыто-замкнуты­

ми в топологии Зарисского являются множества вида Vx, х е • 
и только они, til . Следовательно, найдутся такие 

что Но тогда hi и» в силу (5% 

j- принадлежит кольцу, порождённому функциями вида (3) . 

№зюмируя все три этапа доказательства, получим результат, 

сформулированный в теореме. 
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ON G.-C.НОТА PROBLEM 

J.Gutman 

Summary-

Let L be a distributive lattice which contains maximal 

and minimal element. It is proved that valuation ring V(L) is 

isomorphic to the ring of integer-valued continuous functions, 

on any compact topological space. 
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СОВМЕСТНЫЙ СПЕКТР И ПРОДОЛЖЕНИЕ ГОМОМОРФИЗМОВ ТОПОЛОГИЧЕСКИХ 

АЛГЕБР 

А. Кокк 

Лаборатория прикладной математики 

Свойства различных совместных спектров для семейств 

элементов банаховой алгебры изучались многими авторами (см., 

например, [to, гл. 6] , [3, 21, 22] и указанную в них ли­

тературу). Наше изложение опирается, в основном, на работа 

[37] и [39] . 

В § I аксиоматически введено понятие совместного спект­
ра на топологической алгебре с единицей и, в случае банахо­

вых алгебр, изучена его связь с пространствам* гомоморфизмов 

конечно порожденных подалгебр. Также указана связь между не- 4 

пустотой пространства гомоморфизмов банаховой алгебр*' « еди­

ницей и существованием на этой алгебре совместного спектра с 

определенным Свойством. 

В качестве приложений в $ 2 рассмотрены- некоторые воп­

росы, связанные с продолжением гомоморфизмов подалгебр бана­

ховой алгебры и локально «t-выпуклой алгебры. 

§ I. Совместный спектр на топологической алгебре 
- ' ' "V \ 

Пусть К поле С или R и А - топологическая К -ал­
гебра с единицей б-А , т.е. А - линейное топологическое 

пространство над К , являющееся ассоциативной К-аягеброй с 

единицей С.А с раздельно непрерывной операцией умножения 

элементов. Пусть ЗгогА - множество обратимых элементов ал­
гебры А , V - алгебраический изоморфизм К в А , onpe-t 

деляемый для всех ate К равенством v(<*) - , уи 

fvonv А - множество всех нетривиальных непрерывных K-гомомор­

физмов на А , наделенное слабой топологией. Пусть, далее, 

= [l, 2,..., п.} для каждого ae N , А*" - прямое 

произведение ft, эксемпляров А ^ 

ь0(А) - U А" 4,'А 
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и C(AIV
) А) - К -алгебра всех А-эначных отображении на A* 

(относительно поточечных операций). Для каждого ne N и 

к, 6 N«, через х*, будем обозначать отображение А"- на А , 

определяемое для всех (сц, а2,..., я-„,)€ Ап равенством 

Хц,(( "ч ; °2 7 • • • 7 Cfn,)) = <*«, ; 
а через РСА11-) - подалгебру алгебры С(А"^ А) , порожденную 

отображениями с-*, ( к. е ). 

Для каждого подмножества 5 с А через <5> ( [5] ) 

будем в дальнейшем обозначать подалгебру алгебры А (соот­

ветственно, замкнутую подалгебру алгебры А ), порожденную 

подмножеством 6 и элементом е.А , а через с?(а) - спектр 

элемента cl € А в подалгебре [(я-}] . т.е. 

<?(а) = {<х,е К : (а-ле,А) Jwiia-}] } . 
Определение. Отображение М/ на с„(А) , ставящее каждо­

му элементу а = (ец?агга„,)е А11 ( tve N ) в соответст­

вие подмножество (необязательно непустое) Ajv(ä) с К"' будем 
называть совместным спектром на топологической К-алгебре 

А , если для всех п-еИ и ä = (сц,А№ выполнены 

условия 

(1) /у/К, - j = { ( * 4 , - 0  е  К * "  :  

(*4, 

(2) fi(C&<lbA7...,cine,A])ev(d(fi(ä<y)') для всех реР(№ 

И (оС, ,..., <*,v) € AflC&') . 

Совместный спектр ^ на топологической К-алгебре А 

с единицей называется нетривиальным. если множество &jv(cb) 

непусто для некоторого й/ € с0(А) . 

Нетрудно заметить, что это определение совместного 

спектра является модификацией определения подспектра , 

введенного в [37] и [39] . 

Рассмотрим некоторые примеры. 

1. Обыкновенный совместный спектр. Пусть А - тополо­

гическая К -алгебра с единицей и Д с Puom, А - непустое под­
множество. Положив 

£f>Cõ<) = {(А(оц),..., A(a,n,)): Л е Д} 
для всех rveN и »-(Oi,,-.., cv„,)e А"- заметим, что /ifi суть 

совместный спектр на А . В случае, когда А является комп­

лексной коммутативной банаховой алгеброй с единицей и Д -

« fuom. А , Afi/(õ/) является обыкновенным совместным спектром 
набора с1 = (сцг..7 яО , введенным в [14] (см., также [2] ). 

2. Максимальный совместный спектр. Пусть А - тополо­

гическая К-алгебра с единицей. Нетрудно видеть, что отобра­
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жение &ji/m определяемое для всех n-e М и а, = (сц,...7а^) е 

равенством 
Afbm(õõ) = {(Л(я<,), • • •; A(cVn,)): А е Rom, [cv] ) 

является совместным спектром на А (в случае, когда множест­

во Fu>tTv[cL] пусто, то считаем, что и множество Afim/(õ') 

пусто). 

3. Левый и правый совместные спектры и и их 

объединение dA на топологической IK-алгебре А с единицей. 

Для всех я, = (cv, ?̂  е А"1, ( tv е IN ) положим 

= [к, • • - ,ос„) е Kft : Ž * е,А 

для всех ,. •., &iv 6 А } , 

<?*(&) =[(<*„...,ctje К*: Ž* tA 

для всех ^,..., е A i 

И dA(cO= d£(cL)UdA0) . 

Совместные спектры d^(õ) , d А(й) и dA(õ-) для набора й/= 

= (сц, ССп,) элементов банаховой алгебры А введены в книге 

[17] . Эти совместные спектры были подробно изучены Р. Хар-

том [26, 27, 28] и поэтому они иногда называются совместными 

спектрами Харта. 

4. Левый и правый совместные аппроксимативные спектры 

зсе и хг и их объединение эс (см. [?] , [20] ). Пусть А -

комплексная банахова алгебра с единицей. Для всех Õ, = 
= (ci/il7...7aft,)e А1" ( п/бМ ) совместные спектры , хи и 

яс определяются равенствами 

x6(õ,)-{(о^,otw)eС"-: существует последовательность 

(»JcA такая, что Ix,J = 1 ( к, >4 ) и 

D(°tj -cbj СУД)^1=0 для всех j е INn, j ? 

зсг(5<) = {(ot4,... ,o(,J б С1": существует последовательность 

(XjJ)с А такая, что flx,J=4 ( к, 5 4 ) и 

J^rrv" хк,(^' ~ &л)И = 0 для всех j е 

и 
x(õz) = X̂ (Õ,) и 5̂ (0,) . 

5. Пусть А и Б - топологические IK-алгебры с едини­

цей, Т - К -гомоморфизм А на Б и Ajt - совместный спектр 

на В . Нетрудно проверить, что тогда отображение Afi»T , оп­
ределяемое для всех S, = (a1)...,aj6A'1 ( rv г IN ) равенством 
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(FIJVT)(0Г) = {Ц,...,Лл)6|Кл:Ц,...,Л№)6 

e лр((Т(о,,)7... 7T(ftJj , 

является совместным спектром на А ( [39] , с. 259). 

Легко убедиться, что отображения, определенные в приме­
рах 3 и 4, удовлетворяют'условию (I). Но они удовлетворяют и 

условию (2), что вытекает из следующего результата (см. [26]). 

Лемма I. Пусть А - 8<-алгебра с единицей, пе N 

е РСА1") , й/ = (сц,..., aft)e A* и et-*) е IK"' . Тогда 

существуют элементы ^,^6 А с к, е такие, что 

fv(cL)-р((fr4e,Aосл>А)) = 2. = 

= Ž, (Й-к. ~ "'•л. ̂а)^К. • 
к,-4 

Иные примеры совместных спектров можно найти в работах 
[15 , 32 , 36 , 36] . 

Следующий результат указывает на связь мевду совместным 

спектром на банаховой алгебре с единицей и пространствами 

гомоморфизмов конечно порожденных подалгебр. Справедлива 

Теорема I. Пусть А - комплексная банахова алгебра с 

единицей, Aji - совместный спектр на А и 0,=(а>1,...,а,й/)е А* 

( rv € IN ) такой набор, что множество &fv(ä) непусто. Тогда 

для каждого õ- = (рь,,...из .iji(ä) существует гомоморфизм 

А е fvom,[õ] такой, что Л(ак) = лк, с K-eNft . При этом отоб­

ражение 51 —- Л является гомеоморфизмом пространства 

в FuMTl/ [ я-] . 

Доказательство. Пусть 5/ = (оь4, - • • б Ajb(ä) . Согласно 

условию (I), -Оê fõi,), где й!| = Ся«,г..,а,А,,бЛХ 
Если = pyz(&4) для некоторых Р(А,И"1) , 

то, по условию (2), имеем 

(/ц- ̂ ХСос^д, Л^е-д, с.д))е v(d((^- 2̂)C«z1)»= v(d(9A)), 

где Эд - нулевой элемент алгебры А . Значит, на алгебре 

< cL> можно определить равенством 

<:%))= v"X/vCc4,e.A r.., flv̂ e-д, eji) Cf e Р(А̂ 1)) 

отображение А/ такое, что &(%)= 4 и Х(М G <?(Ю для всех 

fi,e<õ/> . Легко проверить, что отображение Х- является ли­

нейным мультипликативным и непрерывным на <я-> . Следова­

тельно, он продолжается до гомоморфизма А е Fw>«tv[õ/] (см., 
например, [4] , с. 4). Тем самым показано, что для каждого 

5=(л1,...,осл)из ̂ (ü) найдется Ад,G такой, что 

Аа( а*,) - . При этом ясно, что отображение if , оп­

ределяемое для всех си е ыь(а) равенством tp ("<*) = Ад, яв­

ляется взаимно однозначным на A>JV(W) . 
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Покажем, что if является гомеоморфизмом пространства 

Afi(õ>) в korw[й] . Для этого пусть õl = (oc0...7objeAft̂ õ/) и 
0О - любая окрестность элемента ф(5,) в пространстве 

kcnn[õj] . Тогда найдутся е>0 , ttveN и элементы Ри̂ Л[а] 

с IN^ такие, что 

Oi = П {Л е ЬопгВД: |6\-^(й-Х^кЖ с ö0 • 

Пусть теперь РСА™*1) ( Мщ,) такие, что lljv^Cõ-^) -
- Fuji < % и пусть б > 0 такое .число, что 

IV аА , • • - 7 pn/^A 1 - |Ч<ХЛ4 аА 7 7 <  ̂
для всех (|b4,...,p>,v) из 0-= 0Ох1?<?)х ... х @(«-„,,<5) и к,еМ№, 

где ©(sü*, (5) = (оое С: lot-ot^j ̂  6 \ . Тогда для всех ^ 6 

G ttfl Ajb(õj) справедливо равенство 

Итак, ср является непрерывным в любой точке õl е AjiCп>) • 
Пусть, далее, Л0

е Д = if(Afl<(0$ и If - любая окрест­

ность элемента cj>~4(A0) в топологии пространства ш(а) . 

Тогда л^(0^)ПС&(Л0(а,4)7 е^х... * &(A0(o//u')fe1)) с <\У для 

некоторого £л>0 . Положив 

С* П £ЛеА:|(Л-Л0ХОКеЛ 
<ь»4 

заметим, что 

I tf"4(A)(cLii) - (fXAoX̂ J=1А(а,„) - A0(0/J < £< 
для всех A G ©а и к- <= . Но это означает непрерывность 

отображения ср-4 в точке A„. Теорема доказана. 
Некоторые частные случаи теоремы I были известны и 

ранее (ем., например, [19, 23, 24] , [25, предложение I] ). 

Из теоремы I непосредственно вытекает 

Следствие I. Пусть А - комплексная банахова алгебра с 

единицей и &fi - совместный спектр на А . Тогда Afv(&) с 

с д̂ ,И1(ду) для всех Я/ е с0(А) . , \ 

Пусть, далее, COWrvА - эампсание коммутаторного иде­

ала банаховой алгебры А (т.е. замыкание идеала, порожденного 

множеством |cv6-- Его/: Oyfre A^). Вели пространство fuotn-А 

непусто, то conwL кФ А , ибо comnvAс кде-А для каждого 

A е fuMri А . Более того, как легко видеть (см. пример I), 

в этом случае 

(I.I) существует совместный спектр mv на А такой, что 

множество Ajv(õ>) непусто для всех 66 е Со (А). 
Имеет место и обратное утверждение. Именно, справедлива 

Теорема 2. Пусть А - комплексная банадом алгебра £ 
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единицей. Тогда условия (1.1), 

(1.2) множество {umu[õ/] непусто для всех &ss0(А), 

(1.3) o>t7ifTv[õ/] Ф [й/] для всех й/ес0(А), 

(1.4) comnvA* А 

и 

(1.5) множество FUOTV А непусто 

равносильны. 

Доказательство. Как было установлено выше, импликации 

(1.2) =^-(1.3) и (1.5) =*•(1.1) справедливы. Импликации 

(I.I) ==> (1.2) и (1.4) => (1.5) справедливы, соответствен­

но, по теореме I настоящей работы к следствию 4.1 из [I] . 

Осталось показать справедливость импликации (1.3) =5г 

=5»(1.4). Допустим, что cotrurvА = А. Так как в банаховых 

алгебрах замыкание собственного идеала является собственным 

идеалом (см., например, [li] , с. 705), то. в этом случае, 

коммутаторный идеал алгебры А совпадает с А . Поэтому 
tl> 

й'д = ZL 
fc-i 

для некоторых кеН и элементов яс неЦд, . 

Значит, еотли [К/] = t L] , где L = (а<,,..., ... ,i- K r  

c-ir..?cn,7cC1,...7ctn,) . Но это невозможно. Следовательно, 

сожгли А * А , что и надо было установить. Теорема доказана. 

Поскольку для всех Лерют-А и (сц?...,aiv)eAlv ( n-еМ) имеем 

(1.6) (Л(а,4), .., ЛСа-J) е 6Л((^,..оО) , 

то из теоремы 2 получаем 

Следствие 2 (см. [25] ). Пространство fvotrvA комплекс­

ной банаховой алгебры А с- единицей непусто тогда и только 

тогда, когда множество SA(õÜ) непусто для всех й-ес0(А) . 

Пусть теперь п, к, е IN такие, что к, < ги . Через 

будем обозначать проекцию С"1- на С14^ т.е. 

т • 1 7 • • 1 7 = (<*< , • • • , *!(,) 
для всех (л,,... 7<*к, 7... ,<*„,) € С" . 

Говорят, что совместный спектр Ар, на топологической 

алгебре А обладает свойством проекции, если для всех н,,к<е 

6 N, (к,<п,) и &=(a,i>..«/„,)€ А"1 справедливо 

А^((СЦ aj) = ̂(л^Ш) • 
Следующая теорема усиливает несколько результатов, по­

лученных при изучении совместных спектров со свойством 

прекции (см. [б, 29, 39] ). Справедлива 

Теорема 3. Пусть А - комплексная банахова алгебра с 

единицей и &ji> - такой совместный спектр на А , что 

(3) множествонепусто и компактно для всех сьесэ(А) 
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V. 

(4) для всех rrve&! , (сц г..,ецц)е А"1 и чисел rv ?к,е 
elNU{C} таких, что 4+/v-t-K,^ т, из (cn v... bjv((a,4 j.tz-m]) 
следует, что (ct„+ ( v, AJv((a,1+tv,..., 
Тогда существует непустое компактное подмножество Д с  hjotw А 
•такое, что 

(Л(а„),.... A («-.J) е Л̂ ((сц 7,.., %,)) 

для всех n/G IN , (и.„..., Cbh,) е А1" и А е Д . При этом 

(1.7) Лр/(0у)~ {(Л(щ) у  • • •) A(0/,J)) : Л е  А } для всех 
ä'=-(a4r.оип)е АЛ ( h, б IM ) 

тогда и только тогда, когда 

(1.6) совместный спектр Aji> обладает свойством проекции. 
Доказательство. Пусть А* - сопряженное пространстве 

банахова пространства А , наделенное слабой топологией и 

D = (f е А* : f(e,A) = !f! = 4} . 

Хорошо известно, что множество D компактно в А* . Пусть, 
далее, rv s N ,  » (а4?, п,г,)е Дг" и*• 

- { X̂  D : (Л(а̂ )X(a,J)e&fb(õU)f 7Vl[ä]е . 

Согласно теореме I, теореме Хана-Банаха и условию (3) можно 

утверждать, что для всех я, е е„(А) множество Ад, непусто и 

компактно. Кроме того, как легко убедиться, непусто и пере­

сечение конечного числа множеств Д= ...... для всех 
ей — - z А> 7 7 f*m.. " 

m-eiN и ,..., G c0(A) . Поэтому непусто и множество 

4 -  о д ,  
СЗ,€%(А) 

(см., например, [12] , с. 196). Пусть Де А - некоторый 

функционал. Тогда А (cv2) - Д(аУг для всех оие А . Отсюда яс­

но , что AG Lorn..А (см. [35] , с.112), При этом (Л(сц),Л(о/^>е 
E&|vC»47....R/n<)) для всех h/eN и 0/4,...,afee А „ 

Пусть теперь справедливо (1 ,Ь), nz€ N } õ-=(a),...7ra.n/)e 

sA" и (л4,.. е , Пусть, далее, т,е $ и $-= 

• 'Л,•..,̂ т.)е А№' . По условию (1.8) найдутся теперь 

такие, что 

0*4) • • • ji1*!!? р>1 7 • - • ? • г ^rtvD -
Следовательно, по теореме I и теореме Хана-Банаха, существу­

е т  ф у н к ц и о н а л  X ®  D  т а к о й ,  ч т о  % ( а % )  = о с к ,  с  ц е Н  и  

(&(§-„),... 7 Я,(§-№)) е ̂г(б-) . Итак, для всех m-е М и 6-= 

= ( ?̂..., 6-^) из 4. множество 

А - Г ^ )  =  [ f D  •  = , с  к , «  I I *  и  

Цереа М[й<] обозначается сужение Я» в А* на [й-] , 
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непусто и компактно. Следовательно, непусто и множество 

ДзЛ, Л Д,(1) с А . 
t-ec„(А) 

Значит, (gt4,..., <*„) = (Л(0/4),..., AfoJ) для некоторого А е Д „ 
Справедливость импликации (1.7) *=&• (1.8) очевидна. 

Теорема доказана. 

Следствие 3. Пусть А - комплексная банахова алгебра с 

единицей, В - подалгебра алгебры А и Л е ксть В . Если 

для всех rue IN и сц,...;а^е А гомоморфизм Л> продолжается 

до гомоморфизма X € Ftx>nv[BU[ci/4,..., ev^] , то % продол­
жается до гомоморфизма Л е ftonv А . 

Следствие 4 (см. [39] , с. 254). Пусть А - комплексная 

банахова алгебра с единицей и - совместный спектр на А , 

удовлетворяющий условиям (3), (4) и (1.8). Тогда v̂(õ/)c 
с вл(а) для всех сЬ е сс(А). 

Следствие 5. Пусть А - комплексная банахова алгебра с 

единицей, AJV - совместный спектр на А , удовлетворяющий ус­

ловиям (3), (4) и (1.8), В - подалгебра алгебры А и X6 

е Ronv В некоторый гомоморфизм. Если (Л-(&}), • 7  A f i / ( f )  
для всех tvs М и V = В1" , то \ продолжается 

до гомоморфизма Tu g funrv А „ 
Доказательство. По теореме 3 найдется подмножество Дс 

с FuofrvA такое, что AfvCõ) = {(Л(сц),...., Л(сО): ЛеД] для 
всех rve N и õ, = (сцг • -,«О е А"" . Для каждого В-е В - пусть 

Д|.= { Л G konvA : A(S-) = Л>(8)} . 

Тогда для всех m- е N и элементов , - •., tw ® В пере­

сечение множеств Д(, ,...,Д №̂ непусто и, потому, сущест­

вует гомоморфизм 

(1 Д, с Fuofrv А , 
N8 * 

который и является продолжением гомоморфизма X . 

§ 2. Продолжение гомоморфизмов подалгебр 

Пусть С - топологическая К-алгебра и А, В - подал­

гебры алгебры С . Через cZ^A будем обозначать замыкание 

подалгебры А в топологии алгебры С , а через AB - подал­

гебру алгебры С порожденную подалгебрами А и В . 

Топологическая K-алгебра С называется топологической 

К-алгеброй с непрерывным умножением, если умножение эле­

ментов алгебры С непрерывно в совокупности. 

В дальнейшем • нам понадобится следующий результат. 
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Лемма 2. Пусть С - топологическая K-алгебра с едини­

цей и с непрерывным умножением и пусть А0 , В0 , А и 

В - подалгебры алгебры С такие, что 

(а) е^е А0с А , еь€ В„с В 

и 

(б) сЛлАа =» А т с£6В0=В. 

Тогда tiABA0B0- AB . 

Доказательство, Заметим сначала, что нам достаточно 

убедиться, что для кадцого rve jij имеет место утверждение 

(2.1) для любых элементов о-*,® А , &-„,<$ В с к-е |МШ и 

для любой окрестности нуля & алгебры AB найдутся эле­

менты Сц, е- А0 , ctx.e Bp с «/«йц такие, что 

П - П (efcifj е © . 
К.-4 к»< 

Доказательство проведем по индукции. 

Пусть, во-первых, 6? - любая окрестность нуля алгебры 

AB vi ÖL sh fre В - некоторые элементы. Тогда существует 

закругленная окрестность нуля tt алгебры AB такая, что 

яЛ1+ <МЛс6 . Теперь, согласно условию (б), существуют, 

в свою очередь, элементы с® А„ и de В0 такие, что (cv-б), 

О - cl) е (I . Положив е =» «- + cl. и et - 6-+ ut для некоторых 

(i()aj6Ü видим, что 

о-fr - fid = - (сш,2 + u.„,fr + € <9 . 

Пусть, далее, n-elW , справедливо утверждение (2.1) и 

я^о^еА , &•,§-*,« В с к, е . Кроме того, пусть 

fi-o — П 
к,н 

vi   - любая окрестность нуля алгебры АБ . Тогда 

<1М- + W+ + Г+ fu0a,irc Cfr 

для некоторой закругленной окрестности нуля If алгебры AB . 

По нашИм предположениям существуют элементы с, сюе А„ и А, 

сСл
е В0 с K/E (Nn, такие, что (^v0- (а-е) , (fr-cOelh, где 

-JJ С-кАк, -

Пусть и ct= для некоторых -v;, -о-ге ̂  . Тогда 

fv0cufr - L4e-d-= (.fvg- Fu,,) • 

•(afr + шгй+ 

-(A,0«jfr + + fvgCuhi) € 

чем доказательство леммы 2 завершено. 

103 

у 



Приступим теперь к изучению гомоморфизмов алгебр, по­

рожденных двумя подалгебрами.Из теоремы I и леммы 2 вытекает 
Теорема 4. Пусть С - комплексная банахова алгебра с 

единицей, А, В - подалгебры алгебры С такие, что el^AB -

= С . Кроме того, пусть 5Д и SB - подмножества, соот­

ветственно , алгебр А и Б такие, что ^е SA П 66 и 

= А , сЛБ< 56> = Б . Если пара (Л, §) принадле­

жит FLCMTVA *• РожьБ , то следующие утверждения равносильны: 

(2.2) существует А ̂  кот,С такой, что Л/=А1А и 

9= Л1В ; 

(2.3) на С существует совместный спектр М/ такой, что 

(лХсц),...,tvCOZJ, g (&•„),gO,J)e 

fr,,..., О 
для всех R/?m,e М и элементов я-<г..,я'л,е SA •, 6^,.frm6 S& . 

Доказательство. (2.2) ==> (2.3) очевидна (см. пример I). 

(2.3) => (2.2). Пусть Pu е <SAXSb'> — некоторый эле­

мент. Тогда л №|Ь 

fv = 2L П ocj cvj S-J 

для некоторых n-е !N , пг^е IM и a-J е С- , aje SA , lje 

eSB с к,е IN^ , j = 1, 2 . По теореме I существует 

теперь со е &xmtlL5] такой, что coCa-jJ) = Я,(«/„,j) , 

wCfribO = g(fr^) с iteINn, , j = 1, 2 m,b ( здесь 

c = ь-l-, С, 
ПОЭТОМУ m,,. 

|(x,g)(MU 2L П ?v(d,Jauj)qOj)| = 

П/ ^ 
= IZ П co(<x,,/a î )l = |ca(fv)|4!IM! . 

Кл»4 j«И 

Значит, если L0, Рц, e <5AXSb> суть равные элементы , 

то !(Ä/,gXft-0)-0,3)(fLr,)l 4 II \v0- k,il = 0 . Следовательно, на 
<6а><5в> можно определить непрерывный гомоморфизм 

L—*• (yV,g)(n,) . Согласно лемме 2 и предложению I из [4] най­
дется • теперь Л е Piom,С такой, что AIA = Л- и AIB = g . 

Теорема доказана. 

Топологическая С-алгебра А с единицей аА называется 

локально rit-выпуклсй, если топология на ней определена 

насыщенной системой полунор?/ 

(2.4) ifi, : i- е I} 

такой, что 14,(0-4 и ^Ca.)^i,(fr) для всех 1^-1 , 

a, fr е А ; 

алгеброй Фреше, если на ней можно определить инвариант­
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ную метрику так, что топология, порожденная этой метрикой, 

полна и совпадает с исходной топологией алгебры А . 

Пусть С - локально т,-выпуклая алгебра Фреше с еди­

ницей, топология которой определена насыщенной системой по­

лунорм (2.4). Для каждого vej положим С<, = С/кде^ и обоз­

начим через Vi естественный гомоморфизм С на факторалгебру 

С(, . Теперь отображение i^ ( i&I ), определяемое на 

равенством си(т*,(с)) = ̂(ь) для всех с еС , является нор­

мой на С^, (см. [31] , с. 9). Более того, С^, - банахова ал­

гебра относительно этой нормы (см. [13] , с. 10). Для всех 

ve I , n,e М и С с1е,)еС"' пусть 

3Ci(C) = (xCloTiXC>, 

где xCt - совместный аппроксимативный спектр на (см. 

примеры 4 и 5). Из теоремы 4 следует 

Теорема 5. Пусть С - локально nv-выпуклая С-алгебра 

Фреше с единицей, топология которой определена насыщенной 

системой полунорм (2.4) и пусть А , В - такие подалгебры 

алгебры С , что cl^AB = С . Кроме того, пусть пара О, д) 

принадлежит fiom-A * ?ют,Б и 5дс А , 6Б
С В - подмножества 

такие, что 5ДЛ5Ь , с£д<5д>=А и cX-B<SB>=&. Если 

существует ve I такой, что 

(2.5) (я-(а4),A-Co-J, g(&-4),g(6-„,))e 

S X^CLS, , . •.; CL-N,, 64,. -., 
для всех rv; nv е W и s 5Д t е &ь с к-е N„, , j е , 

то Х=Л1А и д=Л1В для некоторого гомоморфизма Л из fvom-G . 

Доказательство. Пусть (X,g)e fionv А * tünn. В и te I 

такие, что для всех rv,m-e N и элементов а̂ еSA , 6-jeSb 

с к,е Nh , jG справедливо (2.5). Как уже было отмечено, 

Ci - банахова алгебра. Поэтому из х(М е XAfc (fO) , 
o(d)e 5cAi(-C{,(d)) ( К e <SA) , de iSB> ) вытекают равенства 

|X(MU И= fi,CW и lg(d)| 4 ü-CvCcDll = jiiCcL) . 
Значит, на Т^(А) и Т^(В) суцествуют гомоморфизмы X и § та­
кие, что %(ть(ы)) = %(сО для всех eve А и gCr̂ CS-)) = q(t-) 

для всех .. Согласно теореме 2 найдется теперь Ае 

е Ptom-G^ такой, что AIt^CA) = X и ÄI"Ci,(B)= 9 . По Л = 
= А ° Т{, е ftom-C и Л1А= х. , AIB = g . Теорема доказана. 

Пусть, далее, А - комплексная банахова алгебра с еди­

ницей, RtwiA - радикал Джекобсона алгебры А , ead,А 

строгий функциональный радикал алгебры А , т.е. 

cacLA = П кдьА 
Ле fumvA 

(если множество FionvA пусто, то считаем, что BCLCLA = А) 
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и т -  е с т е с т в е н н ы й  г о м о м о р ф и з м  А  н а  ф а к т о р а л г е б р у  A / ß a c t A  .  
Если алгебра А коммутативна, то, согласно теореме 

Гельфанда-Мазура, для всех õ/ = (cv^. • • rco,J) е A* ( n-e IN ) 

справедливо равенство 

(2.6) DA(Ä)= {(A(A/4),.. .,Л(СО) : A E FUHTV A^ . 

Значит, гомоморфизм fuHn,[õ-] продолжается до гомоморфиз­
ма хе ftom-A тогда и только тогда, когда справедливо (1.6). 

нетрудно проверить, что это утверждение справедливо и в слу­

чае, когда алгебра А почти коммутативна (т.е. в случае, 

когда факторалгебра А/Bad А коммутативна). В общем случае 

каждый гомоморфизм Xе Pionu [й-] , удовлетворяющий условию 

(1.6), продолжается до такого функционала X G А* , что для 

всех ae А и Сй/] либо X(cUr) = X.(cv)A/(&-) , либо А,(йх/)= 

= Л/(6-)А,(и,) (см. [33] ). Возникает вопрос: при каких усло­

виях любой гомоморфизм Рюпъ̂ л] ( ä= (Я/4,... ,£!/„,)€ А ), 

удовлетворяющий условию (1.6), продолжается до % е fuotrvA ? 

Ответ на этот вопрос дает следующая теорема. 

Теорема 6. Пусть А - комплексная банахова алгебра с 
„ Р а А ^А эА 

единицеи и AJU - один из совместных спектров** , о , 

х1
бтг , xc«t и х°т . Тогда следующие утверждения 

равносильны: 

(2.7) найдется множество Дс fu>m,A такое, что *f(õ,) = 
= {(Л(сц),..Л(сц)) : Д®Д} для всех rve |N и я, = 

= (di 1 • • • > И'м) е А ! 
(2.8) совместный спектр AJV обладает свойством проекции; 

(2 »9) если В подалгебра алгебры А и Tl е fu>nv В 

такой, что UO,), •••, АХЦ)е А/ьСЬ) для всех fve N и 6- = 

= (6-„,..., 6-^) из ß , то А/ продолжается до Л/ е Rom- А ; 

(2.10) 2ш1А = taxi А 
(2.И) алгебра А почти коммутативна. 

Доказательство. Импликация (2.7) => (2.8) очевидна. 

Импликация (2.8) =*• (2.9) справедлива по следствию 5 . 

(2.9) ==> (2.10). Пусть eve А такой, что я,ф RcuLA . 
Тогда найдется &-еД такой, что спектральный радиус .элемен­

та C=T(GU6-) положительный (см. [18] , с. 126). Поэтому су­

ществует гомоморфизм Л из границы Шилова подалгебры [с] с 

cA/RcuiA такой, что Л(с-) > 0 . Теперь \=Л°ъ при­

надлежит Fvofrv [{с̂ б-}] К, В силу [40] , с. 49, (A-(cv4)7...,/V(a-Jte 

едр,(0/) для всех rve N и (сц?,сО е [[oü6-i]rv . Таким 

^ Здесь xt , хв , х - совместные аппроксимативные 
спектры на алгебре A/Rad-A . Легко видеть, что совместный 
спектр лр удовлетворяет условиям (3) и (4). 
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образом, гомоморфизм TV продолжается до гомоморфизма %е 

е Fvcmv А . При этом Л/(си)Л/(6-) = V(cvfr) = Л(т(аЛ-)) = Л(с/) > 
> 0 . Поэтому Л/(cv)* 0 и, следовательно, О/ф ъш&А . Тем 
самым показано, что cu-cLA с R^vctA . Так как всегда имеет 

место обратное включение, то ßcvcCA = еш£-А . 
(2.10) =*(2.И). Так как коммутаторный идеал conurvA 

алгебры А всегда содержится в строгом функциональном ради­

кале cadA , то CXXIUTVA С RCLOCA , что равносильно почти 
коммутативности алгебры А . 

(2.11) =»»(2.7). Легко заметить, что совместный спектр 
Afu обладает свойством проекции и, согласно теореме 3, спра­

ведливо (2.7). Теорема доказана. 

Эквивалентность условий (2.8) и (2.II) в случае, когда 

>^v = d , показана ранее в [8, 25] . Известны и иные усло­

вия, равносильные условию (2.II) (см.[5, §13],[9,16,30,34]). 
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JOINT SPECTRUM AND EXTENSION OF HOMOMORPHISMS OF TOPOLOGICAL 

ALGEBRAS 

A. Kokk 

Summary 

The theory of joint spectra for commuting elements of a 

unital Banach algebra has been studied by several authors 

(see, for example, [21, 22, 39] )» 1 

In this paper we shall present some considerations 

concerning the axiomatic concept of a joint spectrum 

introduced by Z. Slodkowski and W. Želazko [ 37, 39 3 • 

In the first section we give all necessary definitions 

and after some examples we establish a relation between the 

joint spectrum on a unital Banach algebra A and spaces of 

homomorphisms of finitely generated subalgebrae of A . Using 

this, we show that a unital Banach algebra A has a nonzero 
hoaomorphisa if and only if there exists a joint spectrum 

on A such that 0./J) c ' is nonempty for every 

( ̂ У • * j S ̂ e 
In section two we obtain some necessary and sufficient 

conditions for a homomorphism on a subalgebra ß of A to 
have an extension to A « 
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Tartu Ülik. Toimetised. Уч. зап. 

Тарт. ун-та, 1989, 836« III-II7. 

ФУНКЦИОНАЛЬНОЕ ПРЕДСТАВЛЕНИЕ ТОПОЛОГИЧЕСКИХ «-АЛГЕБР 

А. Кокк 

Лаборатория прикладной математики 

Пусть А - топологическая алгебра над полем комплексных 

чисел С (т.е. А - алгебра над С, являющаяся комплексным ли­

нейным топологическим пространством, в топологии которого 

рассматриваемое умножение элементов раздельно непрерывно), 

&OIU А - спектр алгебры А , т.е. множество всех С-значных 

гомоморфизмов на А, наделенное слабой топологией^и ®0LCt А -

строгий функциональный радикал алгебры А, т.е. 

гси& А = , Л мс X 
Х6 Rom, А 

(если пространство Rom, А является пустым, то положим соЛА= 

= А ). Через A/cad А обозначим факторалгебру алгебры А 

по адеалу tad-А; наделенную фактортопологией, а через С(Х,А)-

алгебру всех непрерывных А-значных отображений на топологи­

ческом пространстве X , наделенную топологией компактной 

сходимости. Вместо С(Х;С-) будем в дальнейшем писать С(Х.) . 
Топологическая алгебра А с единицей е,д называется: 

алгеброй Фреше, если на ней можно определить инвариант­

ную метрику так, что топология, порожденная этой метрикой, 

полна и совпадает с исходной топологией алгебры А; 

С*-алгеброй, если она является банаховой алгеброй с ин­

волюцией, 11е,А11 = 4 и !l a*all= Hail2 для всех ae А ; 

локально С/^-алгеброй, если она является полной тополо­

гической алгеброй с инволюцией, топология которой определена 

насыщенной системой полунорм 

{|Ч : V£I} (I.I) 
такой, что ji(,(ßA)= 4 , jvtCaS-) 6 p,i,(a,)p,L(6-) и |цХа*о)= 

= JVi,(a)a для всех i-e I и а, &- £ А ; 
перфектной локально С*-алгеброК [6], если она является 

локально С-алгеброй, топология которой определена такой 

системой полунорм (I.I), что множество-'' 

Через §д обозначается нулевой элемент алгебры А . 

I I I  



Z, {а-еА : {6A}} 
Lei 

вскщу плотен в А . 

Пусть теперь А - локально С*-алгебра с единицей, топо­

логия которой определена системой (1.1) и пусть -Lei и 

FumtvA такие, что 1Хр(п)| 4 |ц,(п) для всех це А . 

Через A(i, А/0) будем обозначать множество тех элементов 

И-6 А , для которых ХрСа) = |ц(а/) = \ и О4 А(&) ̂ \ 

для всех X е hoiu А . 

В данной заметке изучаются некоторые вопросы, связанные 

с представлением топологической алгебры с инволюцией в виде 

алгебры векторнозначных функций на топологическом прост­

ранстве . 

I. Рассмотрим случай локально С*-алгебры с непустым 

спектром. Справедлива 

Теорема I. Пусть D - локально С -алгебра Фреше с еди­

ницей, порожденная двумя коммутативными перфектными локально 

С*-подалгебрами А и В . Пусть топология алгебры D опреде­

лена насыщенной системой полунорм (I.I), е А ПВ и вы­

полнено одно из следующих условий: 

1.1) для каждой пары Ot,g)e PuerrvA * fvOtnB существует 

vel такой, что |Л,(П/)|4 |ц,(а) , |§(6-)1 4 <|ц,С<Ю для всех 

А , В и |н(я£)= jVi(n5p-i,(6-) для всех eve A(i, А) 
и 6-е В (С, д) ; 

1.2) для каждой пары (Л, §) в fvotnА * Fuotn-B существует 

t/€l такой, что |Ar(cv)| 4 |Ц.(я>), !g(t-)l 4 piW для всех 

cveA ,6-еВ и ц,£(а+И = |ц(а)+|ц(6-) для всех 

eve AU, Л.) , fr€B(t,9) . 
Тогда алгебры D/ctui-D и G(fiefru А, В) топологически 

»-изоморфны. 

Доказательство. Пусть выполнено условие I.I) и (Л,, §)е 
е fuMriA * fionvB некоторая пара. Тогда, согласно условию I.I) 

существует Л€ ftem-D такой, что Л(п,) = А,(а) и А(6-) = 

= g(fr) для всех Я-еА , 6-е В (см. [2] , теорема 5). По­

этому пространство fvonv А х Puotn, В и пространство гомомор­

физмов frv AB подалгебры AB алгебры D , порожденной ал­

гебрами А и В , гомеоморфны (см. [2] , теорема I). Более то­

го, пространство РкхтиАВ является локально компактным, ибо 

локально компактны пространства FumvA и fuom- В (см. [б] , 

теорема 4.1) и, следовательно, оно является локально рав­

ностепенно непрерывным (по предложению 2.1 из ['/] ). Значит, 

пространства и кот А к РимпВ гомеоморфны (см. [i] , 
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предложение I). Но тогда гомеоморфны и пространства 

FuMu(D/cadD) и KXMTVА * FIOM-B . Далее, алгебра D/ecutD 

является коммутативной локально С*-алгеброй Фреше с единицей 

(см. [8] , теорема 2.7). Поэтому она топологически *-изо­

морфна алгебре C(fLom,(D/-PCLd/D)) (см. [б] , теорема 

3.7). Итак, алгебры D/eac6D и GCfuwvA * h&m,В) топо­

логически »-изоморфны. Учитывая теперь то, что алгебра В то­

пологически »-изоморфна алгебре C(fu>m. В) (см. [6] , тео­

рема 3.7) и алгебра С(Ри>пгАх РимпВ) топологически 

»»»изоморфна алгебре G(fuwv А , CCFumyv В)) (см. [9] , тео­

рема 4.1), заметим, что алгебры D/tod-D и G(fwM?vA,B) 

топологически »-изоморфны. 

В случае, когда выполнено условие 1.2), доказательство 

проводится аналогично. Теорема доказана. 

В случае С*-алгебр аналогичные вопросы рассмотрены в 

[И] . 

2. Рассмотрим теперь функциональное представление С-ал-

гебры с пустым спектром. 

Пусть А и В - С-алгебры с единицей и Римтъ(В,А) 

множество всех »-гомоморфизмов алгебры В на А , наделенное 

слабой топологией. Если X с Риопг(В, А) - непустое под­

множество, то через будем обозначать обобщенное предс­

тавление Гельфанда алгебры В, т.е. гомоморфизм В в С(Х,А) , 

определяемое для всех 6-s В и <^еX равенством Sfg(fr)(§) = 
= 9^ (ср. [13, 14] ). Справедливо 

Предложение I. Пусть А и В - С*-алгебры с единицей и 

X с FiXMrv(В, А) - непустое компактное подмножество. Тог­

да следующие утверждения равносильны: 

2.1) обобщенное представление Гельфанда *&* является 

изометрическим «-изоморфизмом В на С(Х,А) ; 

2.2) для кавдого ненулевого 1г0е В найдется §еХ та­

кой, что д(6"0) ¥= 8А , а для каэдых а4) aze А и 

е Х(§1 * д2) найдется 5-^В такой, что 9^С^)= с 
Ü = I, 2. 

Доказательство. 2.1) => 2.2) очевидна. 

2.2) => 2.1). Легко заметить, что обобщенное представ­

ление Гельфацца '•&* суть »-мономорфизм. Следовательно, оно 

является изометрическим »-изоморфизмом В в С(Х,А) (см. 

[12] , с. 22). Ввиду всюду плотности подалгебры *&*(В) в 

С(Х, А) (см. [4] , с. 406) можно теперь утверждать, что 

*SB является изометрическим к-изоморфизмом В на С(Х, А) . 

ИЗ 
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Предложение доказано. 

Замечание I. Если алгебра А является пространством Мон-

тельи ( [10] , с. 237) как линейное топологическое прост­

ранство , то подмножество Xе КотЛВ, А) компактно тогда 

и только тогда, когда оно замкнуто (см. [14] , теорема 2.1). 

Топологическую алгебру В будем называть модуль-алгеброй 

относительно алгебры А или, коротко, (А,С)-алгеброй, если 

, I) А есть топологическая алгебра, 

2) В есть А-бимодуль 

и 

3) cfcCfe,Si)- (и/Ь|)6"2. , = &-2)cv и 

6-^(0/S^) = (^п-)&-2 для всех ^ € В и eve А . 

При этом, если алгебра А имеет единицу, то е-А6" = tr = 6-С/А 

для всех 6-€ В , а если алгебра В имеет единицу, то аЛв = 

= e-g,«- для всех eve А . 

Пусть теперь А и В - С*-алгебры с единицей и 2 - под­

алгебра (А,С)-алгебры В. Если 

(л) cvz. = x,cv для всех eve А и хе 2 , 

(|5) А-подмодуль Ai. алгебры В порожденный алгеброй 

2 всюду плотен в В, 
(у) (МВУ = для всех eve А 

и 

(<?) для каждого g е Fvonv 2 найдется гомоморфизм е 
6 ^хкп(В,А) такой, что #g(ovx) = я/gCz,) для всех eve 

е А , ье 2, , 

то будем говорить, что топологическая алгебра В обладает 

свойством (А,2)-продолжения. Согласно предложению I справед­

лива 

Теорема 2. (см. [5] , с. 211 ). Пусть А и В - С*-ад-

гебры с единицей, В - (А,С)-алгебра и 2е В - такая ком-» 

мутативная С*-подалгебра, что &Бе £ . Если алгебра В обла­
дает свойством (А,2)-продолжения, то она изометрически 

»-изоморфна алгебре С(Римч/ 2, А) 

Доказательство. Пусть 

X = t А € Fu>frv(B,A): A = 4»g для некоторого g е fuonv 2} . 

Поскольку для любого ненулевого &"<= В найдется 9 е КопьЪ 

такой, что Ф^(б-) * 0А (см. [5] , следствие 2.12), то, 

согласно предложению I, нам достаточно показать, что прост­

ранства fiom-2 и X гомеоморфны. Для этого пусть <р - отоб­

ражение Кот Ъ в X , определяемое для всех g е Рижъ 2 ра­

венством С^) = . Ясно, что является биекцией 
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üotrvž на X . Пусть q0 е fvonvž и ö6f(§c)) - любая ок­

рестность гомоморфизма (f(§0) в пространстве X . Тогда 

и = ВДлеХ : H(A-^)(UIK£}c0(f(go)) 

для некоторых tv® И , е>0 и 6} , К,6 В . Для каж­

дого 16= I, найдутся теперь число «ц<,е N и не­

нулевые элементы O.J ® А , е ž с j= I, 2, —, 

такие, что 

i^-z ̂4jih=zs. 

/ t 
Пусть 0<õ < елЗс , где 

Л «Ч, . 

c =ZZ i»in 
к,—I j—( 

и пусть 
<V "Viu 

< = П П {ое Fwonuž : |(р- ОоХ^к?)! ^} -
*,-=1 j=1 3 

Тогда 1Г есть окрестность гомоморфизма о0 и 
»л*, . . 

||(#9- #So)(UII * Я - Z »JzDll 

+ IlOg- f§„)(z + Z ajzj)ll < e 

для всех qe 4У К Значит, if (If) с <9(cft§ol) и> следовательно, 
отображение (f> непрерывно на ftonvž . Тем самым и показано, 
что ip суть гомеоморфизм fixHiu ä на X . Теорема доказана. 

Пусть, далее,А - С*-алгебра и М - некоторое множество 

замкнутых идеалов С^-алгебры Б с единицей такие, что 

(а) 3, + = В для всех разных D032« М , 

(б) для каздого ненулевого Б существует 3 е М 

такой, что 6-^3 , 

(в) факторалгебра В/3 *-изоморфна алгебре А для 

всех 3 £ М . 
Для всех 3«М положим 

Хэ= {§е famu(B,A) : КД»§ = 3} . 

По условию (в) множество Х3 непусто для каждого 3 е М 

и, поэтому, существует функция 

f; М — U X, 
1 36 м 3 

такая, что f (3) е X-, для всех 3 б М .Из предложения I 

следует 

Теорема 3. Если множество X = f (М) с Яхип. (.В, А) 

компактно, то обобщенное представление ГельфЫда *9е* яв-
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ляется изометрическим »-изоморфизмом В на С(Х, А) 

Доказательство.. Пусть f-eß .. ненулевой элемент. Тогда 

£ Ф 0 для некоторого идеала J из М и, следовательно, 

f OXfr) Ф 6А . Далее, если оц , а2 е А и , g2 е X 

( §4 Ф ), то существуют fc,, (г2 
€ В такие, что (Bp = 

= я,j с j = I, 2. Поскольку §,, = f(^i) и g2 = f(3a) 

для некоторых ^ М ( Ф Э2 ), то k£ega= 
= 3^ + = В (по условию (а)). Значит1, ^ ~ + 

+ с2 для некоторых с4 е 3^ и с2 е 32 . Пусть 6- = ̂  -

- с,, . Тогда §j О) = ct/j с j = I, 2. 

Итак, •&£ является изометрическим «-изоморфизмом В на 

С(Х , А) . Теорема доказана. 

Замечание. Идея доказательства теоремы 3 подчеркнута 

нами из [3,§25}, Где аналогичные вопросы рассмотрены для ба­

наховых РI-алгебр. 
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FUNCTIONAL REPRESENTATION 0? TOPOLOGICAL *»ALGEBRAS 

A. Kokk 

Summary 

In the present note we consider vector-valued func­
tional representation of locally m,-convex fc-algefcrae » 

Let PiotuA be the set of all nonzero continuous complex 
hoaiomorphlsas of a complex topological algebra A, endowed 

with the weak topology, ecu!A be the strong functional 

radical of A and G(X,8) bs the algebra of all continuous 
functions on a ooepletely regular Hauadorff space X with 

values in a complex l.a.c. algebra В , equipped with tke 

coapact-open topology. 

Theorea 1. Let D be a unital Precast l.a.c. s-algebra 

the topology of which is defined by the family of saturated 

sesinoras (fa, • I e I } «ad Wich is generated by two 

commutative closed perfect l.e.o. *-sub«lgebrae [б] A and 

В , If A and В share the same identity and for each pair 

(Л., 9)5 PioirvA* Fu>m.B there exists t G I such that 

1) I ?t(cv)| 4 fî (oz) and |g(M| Ä |V(,(&-) for each eve A 

and S-e В , 

»-isomorphism. 

For C*-algebraa analogous results are obtained in [ll] , 

Поступило 17.08.1988 

and . ,3. .. . 

then D/ecvct D = C(fuotrvA , B) 

whenever jl^co) ~ | X(a)| 

within a topological 

117 



Tartu Ülik, Toimetised. Уч. зап. 
Тарт. ун-та, 1989, 836. 118-125. » 

К ГЕОМЕТРИЙ ДШВРЕНЦИШДК УРАВНЕН® 

Й.Рахула 

Одесский технологический институт пищевой промышленности 

Введём бесконечнее матрицы 

rU 1 
rut 1 

r010 . 

и= u
z 

Ц." 
u-'h 

< 
, C= 004 : 

POO 

. « V U . . r 
С У 

% Л -ь 
O A -Ь 
О О А 

1 

X— (Х0̂  Ьи' 

и oo , d-trl H oo - I 
w'10 ' too -M'IO ; 
mz/0 1 ' ) 

C01 -1Az/0'( 

, * • • . у • У ь " ' * 

dt 
du 
dw 

fu)0l du— u'dh 
Gu LOj 

— 
du'—uM-fc 

* „ 

,  ( I )  

(2) 

В расслоении с одномерной базой и бесконечномерными слоями 

Rx IR00 —> IR : (4:,0^)ь->Ъл (3) 

где параметр Ь понимается как координата база TR , U^- как 

точка слоя над произвольным -t и О - как точка слоя над зна­

чением i:=0 , формулы (I) определяют адаптированный базис /ре­

пер + корепер/ линейной связности [I]. Горизонтальное вектор­

ное поле 

V = 50Г + и'яГ~ + u" 1 Т>Ц •дч' (4 ) 

является оператором полного дифференцирования. Производную Ли 

относительно поля У будем обозначать штрихом /дифференцируемость 

предполагается/. Тая, для функции вместо будем писать . 

Сразу заметим, что Uy=CU . Решение этого дифференциального 

уравнения можно формально записать в виде 

U.t = е*с U . (5) 

Если запись имеет смысл, то этой формулой определяется траекто­

рия точки U в слое для вертикального поля V — ̂  = XUZ. 
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Форщлой 

U„t=,e-+-cÜ (6) 

определяются, также формально, независимые инварианте пола V . 

. Подчеркнём формальность записей (5) и (6), ибо реч» идёт о бес­

конечных рядах, обращение с которыми требует осторожности. 

Для базиса (2) имеют место формулы Lytöi - i 
LvXui -*"xi , L-0,l ,» ко'Е'орые'записываются кратко 

, Х<=-ХС. (?) 
Пользуясь полученными деривационными формулами (7), можно за­

писать производные Ли для векторного поля2.=У% / г.- матрица-

столбец, в записи вида Хъ соблюдается правило "суммкровэние 

исключает дафф8ренцирование"Л 

Z^X^-ŽCe^C^Ž), ... (8) 

а также для I-формы Ф = cptO / ф - матрица-строка/: 

ф'= , Ф" — (ip"+2f'C -VipGt),... (9) 

и для аффинора oft -ХАбЛ / А - Двумерная матрица/: 

СЛ/^.Х (A'z- CA + ACju) f, ^ (10) 

Сечение 2.= ̂ ] , где - функции -t , является траек­

торией поля V Toria и только тогда, когда z'-Ci • Действи­
тельно, при этом и только при этом условии форш <jO = 4U-UZdlt; 

обращаются в нудь. 

функция F = £U . где ^=.(f0̂  и •£- зависят от t , 
является инвариантом поля V тогда и только тогда, когда 

Z/— — ̂ -С • Это следует из условия F^O . При атом функции 

I имеют вид ^k«, -4,4:+к, , к^-к^ + Ц, 
где кг^к, ... ) -константы, и F можно представить 

как линейную комбинацию F-kU—t инвариантов (6). 

Векторное поле 3-=&У-*-Хг; / &ь- функция, 2: - матрица-

столбец/ сохраняет поле V тогда ш только тогда, когда 2"= , 

т.е. когда имеет вид 

Z. = 6>V4^y„ + ̂X1 + ... , (II) 

где |. = а„ - произвольная функция. Это поле 2, сохраняет 

распределение Картава, аннулятор формы Ы0 с базисом 

(n,X1 ,Xz. 3 » тогда и только тогда, когда скобки 

lZX1]«-X.(B+^)+,.. , tex2i = -xê f-k.lt 

принадлежат этому распределению, т.е. когда 
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с "bio _ ~д£о _ _ 
>и-- ' W ~ bu"' - -и . 

Поле 2: » сохраняющее поле V и распределение Картана, имеет 

ž-f + ... , (12) 

где - так называемая производящая функция. Ввиду 

f=lä.+2u/'ä" +£и"3"'+(Д/?^+2.Л"^| +и"^ + и"|Ьч-ы'"^ 1 õt1 bt^4z Т>и* 1 Twlsti' Ък' ~bW 

поле (12) в естественном базисе записывается в виде 

+ (Й+и"Й)^?+"> (13) 

Это - известное выражение для поля Ли [2] . 

функция F(t,U) рассматривается как дифференциальный опе­

ратор, а 

F(-h,u)=0 (14) 

как обыкновенное дифференциальное уравнение. Уравнение (14).оп­

ределяет в пространстве расслоения поверхность. При изменении t 

эта поверхность увлекается по траекториям поля V и на ней по­

является характеристика. Характеристика также увлекается и на 

ней появляется своя характеристика. Такой процесс, вообще гово­

ря, бесконечен. Характеристика kr го порядка на поверхности 

(14) определяется системой , . 
Р - F'= ... =. Р =0, (15) 

Поверхность (15) представляет для отображения, определяемого 

функцией F и инвариантами (6), каспоидную особенность поряд­

ка к . Будем говорить, что при к^о? система (15) выделяет на 

поверхности (14) её полную характеристику. Иначе говоря, полная 

характеристика определяется уравнением (14) и всеми его продол­

жениями. Под решением дифференциального уравнения (14) следует 

понимать функцию и(t) , которая вместе со всеми своими производ­

ными определяют траекторию поля У , принадлежав^» полной харак­

теристике. 

Пример I. Простейший случай: —О- Решения - полиномы 

u -V u'-L + ... 4- uW — 

Полная характеристика Cn+-1 U •= О совпадает с координатным 
-tuu',.. а1"1 -пространством, которое представим в виде расслое­

ния (•Ь,1л,и/,„1,и("1)н -Ъ с (п+4) -мерными слоями. Уравнение (5) 

определяет в слое над -t=0 семейство парабол порядка хг . При пе­
ремещении слоя они образуют траектории поля У . Инварианты поля 

120 



V определяются формулой U_T =. U , где т =-u 

/гс/-'I /. Ясно, что при перенесении слоя /с изменением -Ь / 

внутри слоя происходит преобразование. Так, плоскость ц = 0 

в момент -Ь находится в положении M_t = 0 , имеет на себе ха­

рактеристику u_t=u-t=0 и характеристики высших порядков. 

Ими в слое, или в uu'... uc"° -пространстве, огибается конус, 
который, в свою очередь, внсекает на плоскости u(4=-t так называ­

емую дискриминантную параболу 

^ 1£, ... Ли). 

Отметим: число selR является к,-кратным корнем полинома 

1с -V Т- in -Г от (с-1) I ^ п I 

тогда и только тогда, когда точка U принадле­

жит (n-к+1)-мерной соприкасающейся плоскости к дискриминантной 

параболе в точке , но не принадлежит её (л-к) -мерной со­

прикасающейся плоскости в этой точке, к=о-л 

Пример 2. Дяя уравнения ы'\-ри/+^ = О, полная ха­

рактеристика - двумерная плоскость (с^ + рС + с^Е)0=0.Траекто­

рии (5) точки U , принадлежащей этой плоскости, в зависимости 

от корней характеристического уравнения Х2+рХ+с^ = 0 имеют 

следующий вид: 

I/ >0 , Х1, действительные и различные корни, 
' ' " v ~ С-Х,Е 

^->-1 ' 

>--<), 

где UjäĈ UjÛ CjUH — Q*--Xg.Es 
х.->2 

У 
ц>о,рZO Ч>о,р>0 ко 

2/ р2- , X1i2_=.c(+- комплексно-сопряжённые корни, 

е.иЬ(0 сэьрк +lU^fc) , где ц* = (с - <х Е ) U , 

Vj?<o 

3/ р2-4^=0 ,x1=yz=x 

Ux̂ (C-XE)U, 

-Ф -е-р>0 

кратный корень, 04.=. ̂ (u-U^t) , 

р^о р>0 

Это объясняется тем, что вронскиан V = 
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увлекается с изменением -к по закону VJt=vJ еГ^ /формула 

Лиувилля-Остроградского/, определяя в иы'ц" -пространстве сис­

тему импримитивности в виде семейства гиперболоидов с инвариан­

тным конусом VJ-О . Плоскость м"+ри'+^ч = 0 пересекает ко­

нус W=0 по двум прямолинейнш образующим /р^-Дд <0 / или 

только в вершине / р1-А^>0 /, либо касается его /р2-Ао^-0 I. 

Проекция точки U /все координаты отбрасываются, кроме и,и',и"/ 

перемещается в этой плоскости. Её траекторией при p=ö , когда 
семейство гиперболоидов неподвижно, является ветвь гиперболы, 

эллипс или прямая, при р>0 , когда происходит сжатие, - кри­

вая, приближающаяся к началу координат, а при р<о , когда 

происходит растяжение, - кривая, удаляющаяся от начала /+-><»/. 

Аналогичная трактовка возможна в случае дифференциальных 

уравнений с частными производными, но, вместо (3), в расслоении 

с ii-мерной базой 
tRn х !R°° КГ , (16) 

Рассмотрим в некотором векторном пространстве V систещ- и- по­

парно коммутирующих друг с другом линейных операторов /аффино­

ров/ 
С = (А, ,... , Сл) . (17) 

Введём обозначения: t^(4г1г..,-Ь„)е -tC. = •Ь,С,+-+ -knC^, 

оС= - ыультииндекс, « ' = <*,,,.o<n \ ; U\=i=<1+„l+«n , 

QU __ 4-* ^-с^1 

Тогда, ввиду ^ С* » можно записать 
^ • loti-k. 

•fcc v л ̂  е =1- ̂тС- . 
— lex) 
Формула 

лг^ = яг 2 VvfcV j (I®) 

определяет представление аддитивной группы КГ" в V . 

В пространстве IRf0 вместе с координатами 

(4t, vi , u.L , u- , >ч. ) , sj -1,—^in.; 

определяются естественные репер и корепер 

I — ^5— , , , \ / fei-b- du ЛлЛ1 ,V 
^4r.v > Ъи ' -DHL. ' J > ^ J 

горизонтальные векторные поля 
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(19) 

(20) 
и форю 

U>0= elu-WJ.Ci-fct , Wi = Ди.-Ь — Uy el-tj JH 

Обозначив производную Ли относительно поля V=V:̂  / / 

штрихом, можно описать увлечение тензорного поля £ вдоль траек­

торий V : со . , к. ,=< 
I  -  Г Р М1 - Г f 1  
Ттг — ifchT к I TTi rv I |oit 1 " <*'. > (21) 

где , С.=Ыт~-1Чп). Считая U: = e:U=.V:U, 

определяем действие аддитивной группы 1R_" в слое 42.°° : 

U t=^tcU. (22) 

По виду формула (22) такая же, как формула (5), но совпадает с 

ней лишь при п=1 . Вместе с орбитами, определяемыми формулой 

(22) в слое, в пространстве расслоения определяются п-мерные 

интегральные поверхности горизонтального распределения. 

Разъясним формулу (22) в случае <1=2. . Согласно схеме 

1Л Ц\ 2_ lA22- U1 W1-LU/,2Z ^ 
r 

и = iu 1 > и 
w111 

) 2o 
U 111 

V. J V. / V у 

точка U представлена в виде бесконечной матрицы, в которой 

каждая последующая строка /каждый последующий столбец/ отличает­

ся от предыдущей строки /предыдущего столбца/ наличием у каждого 

элемента дополнительного индекса I /соотв. 2 /, при этом все 

элементы ыу,,. считаются симметричными по всем индексам. Припи­

сать к символу U индекс I или 2 означает приписать ко всем 

элементам матрицы U этот индекс. Это отвечает формуле U;=(2:U. 

Если, далее, ввести матрицы U.U , то формулу (22) 

можно представить как 

Ц,-^ + bVh, + U2-tt + 2-(и,.,-til +2и,г4ц4^-+иг2̂ ) + ->. С23^ 

Первый угловый элемент матрицы Ut записывается в виде ряда 

= U •+• U Л 4-,,, (24) 

а остальные элементы - как частные производные по -Ц и -Ь . 

Пример 3. Уравнение с6 и = О допускает двумерные орбиты 

в шестимерном пространстве: 
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А-ЛЛ2* 
u* = U-^-Ьси + и . 

Четыре инварианта выявляются из равенства: 

и 111Л\г I 1А1 Л О 
wuuzi| ~ о А 

u7MLl2«~Jt [v=7 

ИМИ ЯВЛЯЮТСЯ И11 ,, и12_ ;!Лг 

О Мц J vt, 

О X u^vt^ I иг I х 

'l И -I и 2. I Ъл 

и определитель 

1 о К 

oj j-u 

O O M  

И ̂ 
и 17.14^2. Hi 
1*1 И 2, ÜM, 

Пример 4. Уравнение Лапласа ы„ +цм=0 и соответствующая 

ему полная характеристика (с?ч-с£)и =0 допускают двумерше 

решения /орбиты/ с функциональным произволом. Оставляя первые 

два столбца в матрице U произвольными, запишем функцию (24) 

в виде 

и^= и+ w^u^+i |ы„(^-^)+2и1М4+1 Ki [^-3^) )j+„ 

Выделяется полиномиальный базис гармонических функций: 

или, если перейти к полярным координатам tk Л) ̂ (^f) : 

А , -Lcosf (tsLinf, n.zcos2f, tzsln.2f (t3toš5f, i35i43if)Sll 

Функциональный произвол используется в краевых задачах. Напри­

мер, в задаче Дирихле: задание на окружности ч.- R. произволь­
ной функции /в виде ряда Фурье/ 

?U=) = ~ ± £ (\W6Ktf + 6K&m ) 

определяет решение в круге однозначно: 

- * + Е Ъ 
{аки>ьи.^ + ) , 
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SUR LA GEOMET.RXE DES EQUATIONS DIFFERENTIELLES 

M.Rahul8 

Räsumö 

Le groupe additif tRT" , opdrant d'une maniöre зрёс1а1е 
dans le ЙЬгё 

tß.% SR03 -> TR"-, 

engendre la translation des fibres suivant les orbites. 

Confcrmement aux  quations diff  entielles ee modfele 

contribue h la recherche des solutions, celles-ci corres­

pondent aux orbites, qui appartiennent la caract  istique 

compläte, d'ordre infini, sur la surface d te min e par 

1 Equation consid r e. 
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О ДОКАЗАТЕЛЬСТВЕ НЕТОВДЕСТВ В КОНЕЧНОМЕРНЫХ АЛГЕБРАХ 

С ПОМОЩЬЮ ЭВМ 

Р. Роомельди 

Лаборатория прикладной математики 

В теории многообразий алгебр часто возникают вопросы о 

выполнении тех или иных тояществ (см. например [2]). Часто 

это является очень сложной задачей и целесообразно прове­

рять тождества с помощью ЭВМ [7,9]. Построены также непрос­

тые примеры конечномерных алгебр, невыполнение тождеств в 

которых влечет невыполнение этих тождеств в соответствующем 

многообразии алгебр. Например, Клейнфелд [12] построил при­

мер 107-мерной альтернативной алгебры, в которой не выпол­

няется товдество J = 0 (как обычно, (х,у.»£) = 
- ассоциатор и - коммутатор). 

Проверка нетождеств в конечномерных алгебрах гораздо 

проще, чем в свободной алгебре многообразия. В случае малых 

размерностей подобные вычисления могут быть проведены вруч­

ную. Но если размерность и, конечномерной алгебры велика и 

проверяемые функции имеют сложную структуру, то в этом слу­

чае необходима помощь ЭВМ (например, проверка альтернатив­

ности упомянутого выше примера Клейнфелда [10]). ЭВМ необхо­

дима также при построении самих примеров конечномерных ал­

гебр [II]. 

Если соберется достаточно много информации о тождествах 

и нетождествах некоторой конечномерной алгебры, то можно 

сделать предположение относительно базиса тояществ этой ал­

гебры. Например, Исаев [4] описал идеалы тождеств 8-мерных 

алгебр Кэли-Диксона над конечными полями. 

Большой вклад в изучение многообразий дает полное опи­

сание всех конечномерных алгебр малой размерности некоторого 

многообразия. Например, Бадалову [i] удалось описать все 5-

и 6-мерные альтернативные алгебры. 

В настоящей работе описан пакет программ для поиска не-

тояществ в произвольной конечномерной (не обязательно ассо­

циативной) алгебре над полем рациональных чисел Ф. На самом 
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деле пакет работает в более общем случае алгебры над произ­

вольным полем ф , если структурные константы алгебры и коэф­

фициенты проверяемых функций являются целыми или рациональ­

ными числами. 
В поиске элементов алгебры <x„., задающих ненулевое зна­

чение данной функции, используется генератор случайных чисел. 

В качестве конкретного примера рассматривается 27-мер­

ная простая исключительная йорданова алгебра HCCj).Доказано, 

например, что 4-товдество Медведева£5] не яв­
ляется тождеством в Н(С&). Следовательно, 4 не лежит в ниль­

радикале свободной йордановой алгебры от 4 свободных порож­

дающих. 

Пакет программ составлен в сотрудничестве с лаборато­

рией неассоциативных колец Института математики СОАН. Прог­

раммы написаны на языке Фортран ЕС ЭВМ. 

§ I. Вычисление значений функций в конечномерных алгебры 

Пусть произвольная (не обязательно ассоциативная) 

а-мерная алгебра над произвольным полем ф с единицей I. За­
фиксируем базис в бь^. Умножение произвольных эле­

ментов из однозначно определяется умножением базисных 

элементов: 

^ žj ~ g гк , $Ф. (I) 

Число коэффициентов fcj*. равно к3 и они называются структур­

ными константами (с.к.) алгебры ак [б,стр.22j. Среди с.к. ал­

гебры^ могут присутствовать целые числа €=€-1 и даже ра­

циональные числа -ž/m =€-(т.-1)"1 при m f=0. 

Если размерность к. алгебры велика и (или) функция *f, 

проверяемая на нетозвдество, сложна, то вычисление -f в общем 

виде немыслимо даже на быстродействующей ЭШ. Например, при 

вычислении произведения с=<г-€, где а ~21ы-е-, коор­

динату с равны к 

ft ' (2) 

т.е. требуется найти и? произведений трех чисел. Конечно же 

методами вычисления можно несколько ускорить этот процесс, в 

особенности в случае разреженной таблицы умножения базисных 

элементов €•. 

Некоторые свойства конечномерных алгебр не требуют вы­

числения произведений общих элементов. Например, для уста-
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новлення ассоциативностиал достаточно проверить ассоциатив­

ность умножения ее базисных элементов: 

' £ '/> f c  = ^  (3)  

А это [б,стр.23] равносильно равенству £, = 
f c » +  >  

n • (4) 
Последнее равенство можно проверить даже в случае не обяза­

тельно рациональных с.к. алгебры сравнительно медленно рабо­

тающими системами аналитических вычислений' (ем., например, 

[8]). 

§ 2. Генерация порождающих вычисляемых функций 

Пусть функция проверяемая на нетождество, 

является многочленом степени А от лг переменных ас,,..., . В 

силу сказанного выше, при больших и и/. ЭШ способна вычис­

лять лишь в случае рациональных координат эле­

м е н т о в  а , , . . е  :  

^ = °Ч/ (5) 

Для задания чисел rf..- в пакет включена программа ГСЧ генера­

ции случайных чисел. По желанию пользователя возможны следую­

щие диапазоны ненулевых значений : 

Д1) единицы; 

Д2) I или -I; 

ДЗ) целые числа из отрезка [!,«.]; 
Д4) целые числа из отрезка 

Д5) рациональные числа из отрезка [0,-MJ; 

Д6) рациональные числа из отрезка [_-и,и]. 

Кроме того, целесообразно задать количество к ненулевых 

координат элементов Например, при с=1 в диапазоне Д1) по­

лучаются базисные элементы ^ . Естественно начать поиск нену­

левых значений функции j- с элементов <Zi более простого вида. 

Поэтому поиск начинается с некоторого i и кончается 

при к=ктл̂ /г. При этом индексы ненулевых координат также за­

даются генератором случайных чисел. 

Для автоматического увеличения сложности за­

дается отрезок диапазон Д^^-Миод) значений , а также ко­

личество -t образуемых совокупностей исходных элементов при 

одинаковых К и ДсО. 
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§ 3. Алгоритм вычисления значений функции 

1) присвоение исходных значений переменным I, '5*** 

2) н:=к„^; 3) d.\~4) -^о 5—1» 
5) генерация и вывод на печать ct.,, с к ненулевыми слу­

чайными значениями координат Ыс- из диапазона fid), причем 

отдельно для каждого а(- ГСЧ сгенерирует индексы этих не­

нулевых координат; 

6) вычисление и вывод на печать значения ^ = 

7) если 1*0, то переход к 12); 

8) -fo:=t0+I; если , то переход к 5); 

9) d.\=d^l; если то переход к 4); 

10) к:=к+1; если , то переход к 3); 

11) печатать: "Все значения нули, <f может являться тож­

деством" ; конец; 

12) печатать: не является тождеством" и значения необхо­

димых промежуточных функций в вычислении конец; 

§ 4. 0 проблемах в теории йовдановых алгебр 

Коммутативная алгебра называется йордановой алгеброй 

(й.а.), если в ней выполняется тождество 

( х 2 х )  =  0 .  ( 6 )  

Й.а. называется специальной (с.й.а.), если она вкладывается 

в А^ некоторой ассоциативной алгебры А. Элемент S свобод­

ной й.а. 2 от счетного множества порождающих называется ^-

элементом, если он является тождеством во всякой с.й.а. Мно­

жество S всех 4-элементов является идеалом в 

Неспециальные й.а. называются исключительными. Как по­

казал Зельманов [3], единственной простой исключительной й.а. 

является классическая 27-мерная алгебра N ffj) эрмитовых мат­

риц третьего порядка над расщепляемой алгеброй Кэли-Днксона 

С [2,cTp.72j. Через 7^ обозначим идеал алгебры J, состоящий 

из элементов, все линеаризации которых являются тождествами 

в ИСС3). Тогда [з] 

/ . NQ) = MCJ) = SHTh > (7) 
где MQ) - ниль-радикал и HQ) - радикал, порожденный абсо­

лютными делителями нуля в свободной й.а. 1. Медведев £б] по­
казал, что S 0 указывая в явном ввде ненулевой элемент 

из этого пересечения: 
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> •  - v t a ) i - • •  

где л = >i(xM,3;-6) является однородным многочленом степени 

8 от tr, у,5-,г сложной структуры (содержит 40 слагаемых, одно 

из которых, например, имеет вид I-6, , 2, -c)2j ,-6 j- » где 

{х.,у,ъ} = Сх у)-в •+ - Cx-г) , 

В силу того, что д. является многочленом от 32 переменных, по­

лучим, что в свободной й.а. от к>31 числа свободных по­

рождающих, ЦС£к)Ф0 . т.е., существуют ненулевые абсолютные 

делители нуля [5J. 

Возникает вопрос: если полшом 4 от 4-  переменных пос­
ле кососимметризации до элемента ^ (ем. (8)) принадлежит ра­

дикалу MQU (03I), то может быть, сам Л лежит в 

где оЗ? Настоящий пакет программ показывает, что это не так. 

А именно, 

Л 4 "^у • (9) 

§ 5. Вычисление значений функций в И  ( С ъ )  

Напомним, что алгебра Кэли-Диксона С над полем <Ž яв­

ляется 8-мерной алгеброй, элементы которой можно представить 

в матричном виде [2,стр.62]: 

Kt'£l)' а "-> а ч* ф Ъ -  е5• <io) 

Умножение элементов такого вида происходит по следующему пра­

вилу: 

Ыа\°-Ч. \/(%-< /"м 

*• »'Л &U. (аа>&4г)Г 
где (и,ё) ийх^ вычисляются по обычным формулам скалярного 

и векторного умножения трехмерных векторов а и i . Стандарт­

ная инволюция в С выглядит в матричной записи так: 

Г -  f 4 "«  =  f ° < 2 Z  ~ а<2 \  (ТО)  
с - {-«Л4 ««}' Ц2) 

Далее, произвольная матрица Х^НСС}) имеет ввиду эрми-

товости.т.е. условия X следующий вид: 

Х=(i  Р tj , с^ееС.  (13) 

VZ z: ^А/ 

Умножение в HCCJ, эадащее структуру й.а., определяет­

ся правилом 
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X -Y -  4 / 2 ( X V + V X )  .  ( I 4 >  
Чтобы ускорить вычисление значений функций на Н(Сд), 

не используется стандартная подпрограмма пакета, вычисляющая 

умножение X°Y по 24 структурным константам. Взамен созданы 

следующие подпрограммы (с^еС и Х,УбН(Со)): 

I) I/VV (вычисляет с); 2 )  U K  ( c  d ) ;  3)L/<£~(c2); 
4) VK (cJ-кйг); 5)V<CE (сс=сс); 6)1/ (Х-У); 7)U£"(X2). 

При этом, например, ГА/1/, ÜKE, УК и VkE являются подпрог­

раммами для U. 

Созданы также следующие подпрограммы для вычисления 

наиболее часто встречающихся конструкций (X,Y,Z,TeH(Cß)): 
8) FC (вычисляет [X,Y,2J); 9) FCE ?{X,V,Xj); 
10) ACC ( (X,V,£) ); II) FE (LX.Vj2). 

Конечно же, если при вычислении этих функций какой-ни­

будь из аргументов оказывается нулем, то сразу же выдается 

нулевой результат. В конечном итоге получается довольно хо­

рошее быстродействие пакета. Например, одно значение сложной 

функции 4(х,^,Нг,^) Медведева вычисляется на EC-I060 примерно 

за I секунду процессорного времени. 

Первой в пакете получает управление подпрограмма ввода 

исходных значений, где для каждой вычисляемой функции тре­

буется составить соответствующий комплект обращений к под­

программам командами CALL. В следующей версии пакета этот 

процесс автоматизируется. 

Пакет отлажен на функциях f простого вида, а также на 

первом тождестве Глени [2,стр.100J длины 8 от трех порождаю­

щих 

- -  ( I 5 )  

-2[6су)г-{х^гу}*]] + > 
где для упрощения записи х1х2...хк=(...(х-[х2)х3...)хк. 

При вычислении значений функции 4(Х,У,Н-,Т) Медведева в 

H(Cß) оказалось, что достаточно указать лишь диапазон Д1) 

(единицы) в качестве ненулевых координат X,Y,Z- и Т. 

Пусть /=20, к к̂=1, KHilv.=5, = я̂>=1 - Тогда при к=1 

все 20 случайных значений функции л для сгенерированных (ба­

зисных) элементов X,V,ž,T оказались нулями. Но при к=2 13-й 

комплект дал ненулевое значение 4: 

i/n п °) /° (0,0,0)1 
= 41 n п ^1 ̂  о, где с=[ je С при 

1(0,0,1) 0/ 
4(X,Y ,Е,Т)= 
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0 0  \  / о  о  о \  / о  U \  

il2 2 &3/'М° 0 г2з/'Т= 42 0 23/' 
0 $23 0 / 1° %3 0 / Ч 0 *23 0 / 

rFe 

1 ( I (0,0,0) . Z О (0,0,0)\ 

Xl2=\(0,0,0) 0 /' Xl3"^23= 23*((0,0,0) I /* 

far/ 0 l0,I,0>). •*( ° (0l°'1,l <I2V 0 (I'0'0>) . 
°12 1(0,0,0) 0 ) 23 ((0,0,1) 0 I 12 [(0,0,0) 0 } 
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OK THE PROOF OP HOHIDBNTITIBS IK PIHITE DIMENSIONAL ALGEBRAS 

USING A COMPUTER 

R. Rooaeldi 

Зишньгу 

la this paper we describ® a programming systев for Com­

puting rallies of functions in the finite dimensional algeb­

ras. The elements of algebras are generated with help of the 

generator of random numbers. 

As 6 concrete example the system proves that the 4-iden­

tity of Medvedev is the nonidentity on the simple exceptio­

nal 27-dimensional Jordan algebra H(C^). 
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РЕАКТИВНЫЕ 0ДН0Р0ДЩЕ ПРОСТРАНСТВА И АЛГЕБРЫ СВЯЗНОСТЕЙ 

А.Фляйшер 

Лаборатория прикладной математики 

§ I. Введение 
Пусть Gi - связная группа Ли и Н - замкнутая в ней 

подгруппа. Однородное пространство"1" ̂ &/Н называется ре-

дуктивным [4 ] , [ 12] , если в алгебре Ли q группы G 

существует такое подпространство пг, что g= h+rn (прямая 

сумма) и (Ad Н ) m с т.. В случае связной Н второе ус­

ловие заменяется на [&, m,]c т. , где к обозначает алге­

бру Ли группы Н . Следуя [14] , на подпространстве т-

можно задать структуру неассоциативной антикоммутативной 

алгебры, полагая для Х,У < т, скобку, £х, у] = X = У + 
•А, (X, У) , где X" У = [х, У] ̂ ( соответственно 

(Xjti) = Iх, У] ) является проекцией [х,У] на 

irv (соответственно на к-). Тождества алгебры Ли q влекут 

для X, У,2 епг и М е А- следующие соотношения: 

Х°У = - У-Х , (I.I) 

А(х,ы)~- А(У,Х) , (1.2) 
[х, А(У,2)]+[а, А(z,X)]*[ZД(x,y)>H=Z*(у°2)Щ1°кУУ, (1.3) 

А.(х»ад) + й.(у=2,х)+А(2»х,,у)=о, (1.4) 

[u,А(X,У)] = А ( [г(,х],у) -А(х,[ку]), (1.5) 

[г(, x»ti] - [и,х]»у + х»[«,у]. (1.6) 

Полученную алгебру будем обозначать (т,») . Из (1.6), 

в частности, следует, что отображение 3)('Ц) = ad li. • m->m., 
X •— [u,x] является дифференцированием алгеб­

ры (пг,«) . Если G/rt - локально симметрическое простран­

ство (т.е. [_m, иг J с А- , то (т,=) - нулевая алгебра. 
В [12] было установлено соответствие мевду &-ин­

вариантными связностями на редуктивном однородном прост-

+1 Все рассматриваемые однородные пространства предполага­

ются односвязными. 
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ранстве G/H С фиксированным разложением cj = к+ иг ш 
произвольными неассоциативными алгебрами (т-,*) , где <1 за­

дает билинейною операцию умножения на w-. 
Теорема I.I, Пусть &/н - редуктивное однородное про­

странство с фиксированным разложением q- к+пь , Существу­
ет взаимно-однозначное соответствие между множеством всех 
& -инвариантных саязностей на ®/Н и множеством всех не­

ассоциативных алгебр (т., «t) , для которых Ad (.4) содер­
жится в группе автоморфизмов Aut(m,=t) алгебры (иг,^) ; 

иначе говоря 

(Ad U*) «с (Х,У) = -X ( (Ad U*)X, (Ad К'1) У) 
для U*C Н и X, У <? т- . 

Локально включение Ad (К) с Aut (m,«0 соответствует 
включению ad п с Ле-г (m,=t.), где Det (т,<^) обозначает 

алгебру дифференцирований алгебры ( m >»i.) , и справедливо 

равенство 
[u, *L(x,y)] = «с ( [и,х] 3у) + ̂  (х,[м,у]). 

для IL (г -к ; X, У е т.. 
Согласно [12] строение алгебры (т.,') связано с гео­

метрией пространства G/H следующим результатом. 
Теорема 1.2. На редуктивном однородном пространстве (Зуй 

существует единственная &~инвариантная связность с нуле-
вым кручением, для которой однопараметричесхая подгруппа 
exp tX с: G> , порожденная вектором X < irv «проектируется 
при канонической проекции ЭГ: &-> G/H В геодезическую на 
&/н . В этом случае «<-(Х,У) = g X=ti и полученная связ­

ность называется канонической связностью первого рода. 
Если инвариантная псевдориманова связность на G/H ин­

дуцирована невырожденной симметрической билинейной формой 

С наш., то имеют место соотношения [Ilj , fl2l : 
С( (ad К)Х,а)+ С(Х, (adU)y) = 0, ~ (1.7) 
С ( a (Z) X , у) + С(Х, a(Z)y) =0 (1.8) 

для всех X, ti, Z  е т. и -Ц <~ & , где 

a (Z): т.—> т, , X <-* d. (Z, Х) 
Для тензоров кривизны ß и кроения Т этой связности име­
ем 
R(X,y)Z = vt (x,*(y,Z))-^(y^ (X-Z))-=c(x.y,z)-[A(X,a),z],(1.9) 

т(х,а) = ot(x.y)- ot-(y,x)-x»y (1.10) 
для X; У Z«. m, (см, [23 ). 

Алгеброй голономии kot(ck) этой связности является 
блгебра Ли группы голономии Но £ (А) . Из [ II J следует, 
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что поi(d.) является наименьшей алгеброй Ли эндоморфизмов 
пространства т. , для которой R(X,У) б hai(=0 и 
[Ü(X),M(«I.)]CÄO£(<A) для всех Х,У<= Т , где А(Х):У»̂ (Х,У). 

Согласно (1.9) алгебра fwl(dL) определяется отображениями 
а.(х) и •&( А.(Х, н)) для X, tie m . Геометрически го-

лономно неприводимые пространства G/H впервые выделены 
"теоремой разложения де Рама" [2] • 

В части 2 мы рассматриваем более подробно алгебру (т.,-). 
В частности, указывается на взаимосвязь приводимости прост­
ранства G/H , максимальности подалгебры H и простоты 
алгебры (т.,-) . Используя [9] , дан пример псевдоримаио-
вых естественно редуктивных пространств G./H , для которых 
простота & влечет голономную неприводимость G/H . В ри-
мановом случае аналогичный результат получен Б.Костантом в 
Но] . 

В части 3 мы продолжаем изучение алгебры (nt,=i) и срав­
ниваем псевдо-риманову связность, задаваемую алгеброй (т ,<=<.) 
с канонической связностью первого рода, задаваемой алгеброй 
(ж-,-) (см. [II] ). Показано, что если все связности ин­
дуцированы псевдоримановыми метриками, то каждая инвариант­
ная псевдориманова связность на редуктивном изотропно не­

приводимом однородном пространстве является связностью пер­

вого рода, 
В части 4 мы обобщаем хорошо известный результат [15] 

о соответствии между вполне геодезическими подмногообразия­
ми редуктивного пространства &/н и тройными системами Ли 
для случая произвольной инвариантной псевдоримановой связ­
ности, Рассматривается взаимосвязь между существованием 
вполне геодезических подмногообразий редуктивного простран­
ства и голономной неприводимостью этого пространства. 

§2. Алгебра (irv,») . 
Пусть &/Н - редуктивное однородное пространство с 

фиксированным разложением + *п . Как указано вьше, с 
каждым редуктивным разложением с| = связывается неко­
торая неассоциативная антикоммутативная алгебра (т., -•) с 
умножением X« У = £х, для X, У е т.. 

Идеалом алгебры (т.,») называется подпространство 
п, с т- , для которого ц.щс ц ; алгебра (т.,-) назы­
вается простой, если т,г= пь°т> Ф О и (т.,«) не содер­

жит собственных идеалов. 
Зависимость строения алгебры (пг,->) от геометрии 
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пространства fr/н исследовалась в [14] , где основной яв­

ляется 

Теорема 2.1. Пусть G/H - редуктивное однородное прос­

транство с канонической связностью первого рода и фиксиро­

ванным разложением ^ = A+irv . Если tri1* О и 6/н голо-

номно неприводимо, то алгебра (т,») проста. Обратно, если 

G-/H псевдориманово и алгебра (ш,°) проста, то &/н го-

лономно неприводимо. 

Пусть (?/н - редуктивное однородное пространство с 

фиксированным разложением cj-Af-rrt, и ad. (н) - инвариант­
ной невырожденной симметрической билинейной формой В на т.. 

Оно называется естественно редуктивным [2] , если 

в  ( x , z -y) + 6 ( Z »X, У)=0 
для X,U,ZTM- . Естественно редуктивными являются симмет­

рические пространства, но существует и множество несимметри­

ческих примеров, рассмотренных в работах Дк. Д'Атри и В.Цил-

лера [8] , Ф.Тричерри и Л.Ванхеке [17] , Дж.Вольфа [18] . 

Рассматривая однородные пространства G/н , для кото­

рых подпростраЯОТво m. = { X « <ц I В(Х, к)-О ] , где В -

невырожденная ACL(G)~ инвариантная билинейная симметри­

ческая форма на j с невырожденным ограничением ß< на А, 
(например, форма Киллинга на g ), мы также получаем естест­

венно редуктивные пространства [2] , [6] . 

Теорема 2.2. Пусть м = &/Н - риманово несимметриче­

ское однородное пространство. Тогда простота группы 6- вле­

чет простоту алгебры (т, •) , где т> ортогонально к к от­
носительно формы Киллинга К на g . 

Доказательство. В силу римановости G/H ограничение 

К*, формы Киллинга на к невырождено и потому подарост-

ранство 

т = {х*% j К(Х, M = Oj 

задает естественно редуктивное разложение g = &.+ m. . Если 

(m,,») не проста и тЛ=* о , то (m,»j содержит оЭ(&)-

инвариантный идеал п ( [14] ). Ограничение К на п. также 

невырождено и потому иг - п, гиЛ, где tvJ - {х^иг/К (X, я) - о}. 
Покажем, что [п, пЛ] = С . Действительно, для X, У, Z ё иг 
имеем 

к (x-y,z)= К ([х,а] - к(х,y/,z)=K([*, у], z)= К (x,[y,z])=K(x, y.z), 
что влечет 0 = К (и/, I-VMV) = К (пЛ>к.,т.) . Кроме то­

го, К (effort, fv)= 0 , потоцу К(и' 1»п, д) = 0 и п л»п = 0. 

Далее К ( [и,,/1>] ,-&) = К (П, [ПМ, AJ) = К {«.,«/) = О . Но 
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К ([n,,n'L], m.) = К (•к(пг,п г),пь) = 0 . В итоге K([n,,wL],o)=0 
и  [и.,и.1] = 0 . Покажем, что подпространство р=п + -к(п,п) 
является идеалом в g . Действительно, в силу 3)(A'j- ин­
вариантности И/ имеем 

[p,aj е [ft, rt] + [&(K,n) ,/t] s гьл+ &.(п,п)ч-цяр. 
Так как А (п., л,) является идеалом в h [12] , то 

[рД] £ [п.Л] + [А(пЛ),А] £р. 
Осталось показать [ р, nx] е р . Но [р, * [п,п л]+[А^п),пл]к 

[КСг^п)^1] £ [ [*,»),»'] £ [ [п.п1],^]-0. 
Таким образом, р - идеал в g , что указывает на противо­
речие. 

Из теорем 2.1 и 2.2 следует известный результат Б.Кос-
танта (см. [2] , [10] ) 

Теорема 2.3. Пусть М= G/H - риманово естественно 
редуктивное однородное пространство. Если & проста, то М 
голономно неприводимо. 

Далее определим класс редуктивных однородных прост­
ранств, для которых аналогичный результат будет иметь место 
в псевдоримановом случае. 

Определение. Редуктивное однородное пространство с фик­
сированным разложением h+nv называется специально ре-
дуктивным, если алгебра (т.,«) не содержит идеалов с нуле­
вым умножением. 

Пример. Пусть G - полупростая связная группа Ли, н -
полупростая замкнутая подгруппа. Тогда <j = h+m , где пь -
ортогональное дополнение к А. относительно формы Киллинга 
К алгебры g и соответствующее однородное пространство 
G/H редуктивно [5] , [9] . Если ограничение Кт. фор­

мы К на т совпадает с формой Киллинга алгебры (т,-) , 

то &/H - специально редуктивно. 
Предложение 2.1. Каждое риманово естественно редуктиное 

однородное пространство разложимо в прямое произведение сим­
метрического и специального естественно редуктивного одно­

родного пространства. 
Доказательство. Пусть Т6(М) = TL'"1 + 

разложение де Рама касательного пространства Т6(М) односвяз-
ного риманова естественно редуктивного пространства M=G-/H 
с разложением g=A+m- и т = т»+т, тг — соот­

ветствующее разложение для пг при естественном отождест­
влении T„(M)=rrv . Согласно [2] имеют место следующие 

соотношения 
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In,;. - m-i = mi, [m-L,m.j]=0 для i,j = 0,1,....b 

Упорядочив m.i (о#1#г), можно предположить, что 

С = m.о ms является центром алгебры (т.,®) , то есть 

fnk«mk=0 (o^k'5S) , и п- = мг5-и+...-«-т.г. , где 

т.£ « иг( О *' t) , то есть п, не содержит 

идеалов алгебры (т,«) с нулевым умножением.Таким образом 

т = Ci- ii , причем [с, с] с L ив итоге &/н = 
Оч/Н * Gz/H , где 6и/Н - симметрическое однородное 

пространство с разложением cj., = & *- С и &г/Н - специаль­

ное естественно редуктивное пространство с разложением 

Теорема 2.4. Пусть М = 6/н - однородное пространст­

во и алгебра Ли g допускает ad (&) -инвариантную невы­

рожденную симметричную билинейную форму ß , сужение ßft 
которой на А. невырождено. Тогда 

1. Однородное пространство М естественно редуктивно от­

носительно разложения c^-fi + nv , определенного условием 

m. = {xeg| ß(X,y) -О для всех У е -ft ). 

2. Если И специально редуктивно, то М либо голономно 

неприводимо, либо имеет место разложение 

пг = те ч- п-ц +.,.+ т% 

в прямую сумму взаимно ортогональных идеалов алгебры (т,0 , 

причем 

(а) [Я, гид] с т; для 1=о,г. 
( ) ntL-iHicmi для i -=0,-1,-..,г. 

(с) [m.i,m.j]=o для L.j = 0Л--»Ь (Uj). 
(^) gL= mi + являются идеалами в о для 

L=0J,-,r. 

Доказательство. Утверждение I следует непосредственно 

из [2] , стр. 189. Для доказательства утверждения 2 заме­

тим, что приводимость пространства М влечет существова­

ние минимального собственного &(Я-) -инвариантного идеала 

т„ в (т.») . Пусть m»=^Xem. | 6(x,m») = oj. 

В силу соотношений 

В ( [иг«, ft], = В (т„', [А,т.]) = О, 

ß ( ML » т., т») = В (Т„, т.» т») = о, 
вытекающих из (1.7) и (1.8), получаем, что т.» также явля­

ется 5D(/\)-инвариантным идеалом в (т.,») . Покажем, что 

m, п т; - О . Если это не так, то минимальность пг. влечет 

включение т.» с mi . Но тогда В ( т„, т„) = о , откуда 

В(т?, пг) = В (те, пге«пг) = О и т» = О вопреки 
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условию. Итак, m,, п т'0 = О и потому т. является прямой 
суммой т„ и mi . Теперь равенство ß(m0,m«)=o мечет 
0= ß (m„ m-i-w) иг) .Но B(mc*mi,/г) = О , 

потому В (m„-ml, ^)=0, m0'mi = 0 и ß^jm^mi], А)=0. 

Теперь ввиду В ( [т., rn;], ft) =ß (иг„, [mi, ÄI) с ß(m„ m«) = О 
имеем ß ( [т., mi], в) = О и [т», mi ] = 0. 

Из включений [C,4]d, [X,mjem., [т„щ.] 
вытекает, что A0=k+mo является подалгеброй Ли в j . 
Так как В (Ае, т.'а) = 0 , то &/н0 - естественно ре­
дуктивное пространство, где Не - связная подгруппа в & , 
имещая А, своей алгеброй Ли. Пространство <5-/Н„ яв­
ляется специально редуктивным, так как (mi,*) не содержит 
идеалов с нулевым умножением. Действительно, пусть и - та­
кой идеал в (т.»',«) , что пг - О .Но тогда rv является 

идеалом и в (т.,«), т.к. =пе(т0<-т«) = и.'т0 <r rv 
(поскольку И/»нгв>=0 ), что противоречит условию. Теперь, 
если (m-i,») проста, то дальнейшее разложение невозможно. 
Если же (mi,») не проста, то условия теоремы наследуются 
пространством &/Н„ и процесс продолжается до тех пор,по­
ка иг не разложится в прямую сумму простых идеалов, взаимно 

ортогональных относительно 6 . Заключения (s)-(c) сле­
дуют непосредственно из доказательства. Для доказательства 
утверждения (et) заметим, что из «Э(&)-инвариантности пы 

вытекает, что все 4; = •& (nt;, eru) являются идеалами в А/ 

[Ю] . Потому 

Lgt, &3 - [mi + A.(Wi.,mi), Al с т.; + ?i(rni ,тс) = üL. 
Далее имеем 

[пи, иг] = [ww, = [nt;, 
и, наконец, 
[&(пг;, m.i), иг] с. [ [mi, mj, иг] с [ [mi, иг], иг; j = 

[-Ft (m-t, т)ч-т;»иг, пг;] с [А(т.:,т.), *г;] + [т;ут;]<= 

m i *  h  ( m i ,  т г . )  -  g i .  

Из полученных соотношений имеем и подпрост­

ранства являются идеалами в ^ . 
Следствие. Пусть М =• G./H - специальное естественно 

редуктивное однородное пространство . Если G проста, то 

М голономно неприводимо. 
Определение. Редуктивное однородное пространство с раз­

ложением с| = й. •)-иг называется изотропно неприводимым , 
если ad Я действует неприводимо на иг . 
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Предложение 2.2. Пусть К-G/H- редуктивное несимметри­
ческое однородное пространство с фиксированным разложением 

I -- -i'i + и-i, . Если М изотропно неприводимо, те алгебра 
(гп,») проста. 

Доказательство следует непосредственно из £14] . 
Предложение 2,3. Пусть - редуктивное несимметри­

ческое однородное простраксл'дс с фиксированным разложением г 
cjsH+m, . Если А. является ммешильной подалгеброй в 
^ , то алгебра (tr.,,«) проста. 

Доказательство. Несимметричность М - влечет rnVo. 
Если (т.,о) не проста, то она содержит [14j ,33 (L)-ин­
вариантный собственный идеал ГИ . В силу включений 

[tt,n.] = n«n- *• h{n,n.)^n->-h. 
подпространство *к*~ к+п> является собственной подалгеб­
рой в g содержащей Я —противоречие. 

Следующее предложение устанавливает соответствие между 
изучением изотропно неприводимых редуктивных однеродгух про­
странств G/H В [З] , Г18 J я пространств с максималь­
ной к . 

Предложение 2.4, Пусть G/H - редувтавное однородное 
пространство с разложением д=Я+иг . Если G/H изотропно 

неприводимо, то к - максимальная: подалгебра в g . 
Доказательство. Если к не максимальна, в ^ , то су­

ществует собственная подалгебра £j , для которой ncft* 
Пусть тЛ = т. . Из включений 

[&, пг*] - [К , &*"• т.] с [&Д*]Л [4,т]сА*п т. = т* 

следует, что подпространство иг* является asi Я-инвари­
антным - противеречие. 

53. Алгебра (tU,«C) 
Пусть Gy H - редуктивное однородное пространство с 

фиксированным разложением g-lm-m, , Тогда, как указано вы­
ше, каждая <3> -инвариантная связность на &/н порождает 
неассоциативную алгебру , где является 
функцией связности. Левым (соотв. правым) идеалом алгебры 
(m.,) называется подпространство ас.т, „ для которого 
et (т.п.) с п. (соотв. «<, (п,т) с п. ). 

Взаимосвязь неприводимости О/н и структуры алгебры 
(т., <*.) выясняется из следующих сображений, В силу форму­
лы (1.9) каждый левый к{т.,т) - инвариантный идеал алгеб­
ры (m.ti.) является и Aot(^) - инвариантным. Поэтому го-
лономная неприводимость О/н влечет утверждение, что ал­
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гебра (иг,л) не содержит левых к(т,т) -инвариантных 
идеалов. В случае псевдоримановой связности справедлива и 
более сильная 

Теорема 3.1. Пусть М = fr/H - редуктивное несим­
метрическое однородное пространство с разложением g = A-<-m,, 
на котором G—инвариантная псевдориманова связность за­
дает алгебру (пг,А) . Если М голономно неприводимо, то 
(пг, А.) проста. 

Доказательство. Если (х,у) = 0 для любых Х,Ует 

то в силу формулы СХ.10) имеем 
о = т (х, У)  =  « ь (х,у)-*.(у,х) - х»У = - Х«У 

то есть М оказывается симметрическим, что противоречит 
условию. Если теперь (пг>о1) не проста, то она содержит 
собственный двусторонний идеал р . Согласно £l4] она 
содержит тогда и собственный J8(А) -инвариантный идеал 
п , являющийся, таким образом, Piot(dL) -инвариантным -
противоречие. 

Лемма. В предположениях теоремы 3.1 простота алгебры 
(tri, о) влечет простоту алгебры 

Доказательство. Алгебра (m,oL) не является алгеброй 
с нулевым умножением, ибо, в противном случае, из формулы 
(1.10) мы имели бы Х= У = О , что противоречит простоте 
(пг,") . Если Теперь (m,d-) содержит собственный дву­

сторонний идеал rv , то из той же формулы п является иде­
алом и в (пг,") — противоречие. 

Теорема 3.2. Пусть &/н - риманово редуктивное не­
симметрическое однородное пространство, с разложением g -
K-t-иг, на котором риманова связность задает алгебру (trijJ.). 
Тогда простота группы G- влечет простоту алгебры (т,<=(.). 

Доказательство вытекает непосредственно из предыдущей 
леммы и теоремы 2.1, ибо, если (,т-,=<-) не проста, то G/H 

должно быть приводимо относительно канонической связности 
первого рода. Но это противоречит результату работы [IÖ] о 
том, что в случае редуктивного риманова однородного прост­
ранства &/н простота группы & влечет голономную не­
приводимость G/H относительно канонической связности 

первого рода. 
Пусть М - Gi/н - редуктивное однородное пространст­

во с разложением g = & + т. и С - невырожденной симмет­
ричная билинейная ad 4 -инвариантная форма на иг , 
порождающая псевдориманову связность с соответствующей ал­
геброй (т.,а) . В силу соотношений (1.7) и (1.8) любой 
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двусторонний act (Л) -инвариантный идеал в (т.,оС) явля­
ется прямым слагаемым относительно С при условии, что(т^ 

не содержит идеалов с нулевым умножением. Пусть в этом пред­
положении т- -твт-ь - разложение (т.д.) в прянут 
cyMivsy двусторонних ad. (-п) -инвариантных идеалов, взаим­
но ортогональных относительно С . Легко видеть, что если 
М специально редуктивно, то и ( т, «•'-) не содержит иде­
алов с нулевым умножением. В силу формулы 

с(.(х,уу-х(ь',х) = х«у 
получаем также, что все двусторонние идеалы ангебры (т,ос) 
будут идеалами и в (игл) » то есть 
ггг » mi с m.L , ггц, •> mj = О (L ), mi • т;сщ; 

Взяв в формуле (1.9) векторы Хетч, У * т.j , Zern, , 
получим 

«i (X,Z) € mi , «А, (ад)«т^ 
ec(x,-<.(y,z)) = о , ac(s,=t(x,z:)) = о, =с(х-^г)=о, 

В итоге R(x,ti)Z =-[&(X,y),z3 . Учитывая, чтэ X м У 

принадлежат- ps пличным множителям разложения де Рама , полу­
чаем, что член в левой части равен нулю ( С 21 , стр. 199). 

Ввиду точности линейного представления изотропии полутаем 
&.(х,У} = 0 , что, в свои очередь, влечет 

Но тогда из доказательства теорею 2.4 следует, что 
Cjt = mt + n(m.i,n?i) является идеалом в Cj , и тем самым 

доказана 
Теорема 3.3. Пусть М = G/H - специально редуктивное 

однородное пространство с разложением cj=h-> гл и G>-
инвариантной псевдоримановой метрикой. Тогда простота G 

влечет простоту алгебры , порожденной связностью 
данной метрики. 

Согласно [12] произведение (X, У) задается фор­
мулой 

^(х,у) = 4 х«у + ti(x,y), 

где tt(X_, у) - симметричное билинейное отображение из 
m*m. в иг . Также из [12] следует, что М(х, а) опре­
деляется единственным образом билинейной формой С ( инду­

цирующей связность), которая определяет и произведение at.(x,y) 
следующей формулой (ЗЛ) 

Z С  (Z ,  d .  (X, У)) = С (Z,X«y)+ C(Z«X,y) >C(X,Z.y) (ЗЛ) 
Будем, как и преяще, считать, что произвольная псевдо-

римвнова связность порождается метрикой С , сохранив бук­
ву В для метрики, определящей каноническую связность 
первого рода. Следуя [II] , в силу невырожденности ß и С 

143 



существует Se &L(nv) , что С (X,y) = ß(5X, У) 
для всех em, , Из формулы (3.1) имеем 

% С (л (X, у), Z) = С (х- У, 2) + С ( tf, 2- ) + С (X, Z*У) 
или 

А В(S л(Х,У),Z)= ß (S(x-ti),z)+ß(5У,Z*X) + В (SX, Z« У) = 
ß(s(x»y),z)-ß (sy,x«z)-ß(sx)y.z) = 

B(s(x-y),z)-ß(syox,z)-ß(sx«y,z) = 

B(S(X-y),Z) + В (X»Sy, z) ™ß(SX«y,Z). 
Следовательно, 

2 S«c(X,y)= 5(Х-У) + Х-5У-5Х«У, 
откуда окончательно 

2 <А(Х,У) = Х-У S'̂ X' S y -  SX » y ) .  (3.2) 

Другими словами 
w(x,y)=-£ s"1(x-sy-sx»y). 

Аналогичная формула получена А.Сейглом в работе [16j . Ес­
ли К.(Х,У) = 0 , то соответствующее G/н является ес­
тественно редуитивным. В силу С- и В - кососимметрично­
сти оператора ad И (Ueh.) мы также имеем 

ß( S(ac(ttX),y) = C(actti.X, У) -- С(Х, ad lLü)-

- В ( SXj act tl у) =ß(acf 'ii (SX), у), 
что влечет 

[5, aa( ZX]=0. (3.3) 

Кроме того, 
С (X, 5У) — ß(sx, ЗУ) = ß(sy, SX) = С (У, 5X)=C(SX,У), 

откуда следует, что оператор S должен иметь ненулевой 
вещественный характеристический корень Д . В силу (3.3) 
характеристическое подпространство 

rv = (X<rm,| SX =^Х'3 
является AD А. -инвариантным. Если предположить G/H 

изотропно неприводимым, то iv должно совпасть с nv и, со­
ответственно, S = ДЕ . Тогда из (3.2) вытекает <£(Х,У) = 

^ X"У и справедлива 
Теорема 3.4. Если все связности на редуктивном изотроп­

но неприводимом однородном пространстве индуцированы псев-
доримановыми метриками, то каждая инвариантная связность яв­

ляется связностью первого рода. 
Теорема 3.5. Пусть G/Н - односвязное редукти­

вное однородное пространство с разложением а ~ п. +• т- , на 
котором псевдориманова связность задает алгебру (т , •*-) . 
Если cV(X,y)=i;X<.y , то 5е Г(т,=) , где Г(иг,->) -
централизатор алгебры операторов умножения алгебры (т.,») . 
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Обратно, если М голономно неприводимо и S е Г (т.,») , 
то o£.(X,y) = f Х»У. 

Доказательство. В случае -е(.(х,У) = ̂  Х»У из формулы 
(1.8) следует 
В( S(X«y),Z) = С (Х- У, Z) = 2. С(*(Х, y),Z)=-2 С (У, =1 (x,Z)> 

-с (у, x«z) =-в (sy,xeZ) = B(x»sy,z). 
Невырожденность В влечет S(X«y)= X« ЗУ , откуда 

5 L(X) = L(X)5 , (3.4) 

где L(X):m-»w , У1-* Х=У . Обратно, если М голо­
номно неприводимо, то алгебра (т,->) проста (теорема 2.1). 
Из доказательства теэреда 3;3 следует еамосопрженность опе­

ратора S и пусть и. - его характеристическое подпрост­
ранство. Из формулы (3.4) следует, что <г является нену­

левым Идеалом в (т.,*) •, и потоцу, ввиду простоты (ж-,») 
получаем S=^ Е . Формула (3.2) опять влечет «t (X, У)= 
i: х»у. 
§4. Тройные системы Ли,вполне геодезические подмногообразия 
и приводимость. 

Понятие тройной системы Ли ( . . Ли) введено в £19] , 
где она определяется как векторное пространство V надпо­
лем F с операцией [х, У, z] , задащей отображение 
V* V«V в V и удовлетворив!#®:увжовишм 

[x,y,z] трилинейно над F, (4.1) 

[x,y,z] =-[y,X,z] , (4.2) 

[Х, y,Z]t[y,Z, X] +[Z, X, У] = 0. (4.3) 

В ч а с т н о с т и ,  е с л и  п о л о ж и т ь  t x , y , z 3  -  R ( X , y ) Z  
для аналитических векторных полей Х,У,Z на многооб­
разии Г1 , то [x,a,z] удовлетворяет (4.1) и (4.2) 
над алгеброй F(М) аналитических функций на М . 

Одним из свойств псевдоримановой связности является 
Т ( X, у) = 0 для векторных полей X и У . В этом 

случае 1-ое тождество Бианки 
R(X,y)Z * R (y,Z)X + R(Z,X)y»0 

совпадает с условием (4.3). Если теперь через 3£(М) обо­
значить множество векторных полей, для которых Т(Х,У) = 0 
для всех Х,У € 3£(М) , то 36(М) становится  . . 
Ли над F(M) относительно операции [x,y,z3=R(X,y)Z. 
В работе £15] доказана следующая 

Теорема 4.1. Цусть М' - невырожденное подмногообра­
зие псевдориманова аналитическово многообразия М . Тогда 
следующие условия эквивалентны: 
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( ) M1 является вполне геодезическим; 

( ) геодезические в М' являются геодезическими и в М ; 
(c) параллельное перенесение в М' совпадает с параллельным 

перенесением в И . 
Кавдое из названных условий влечет 
(d) если X, У, Z лежат в Э£(М') , то Цх,У,2] = 

&(x,y)Z также лежит в ЗЁ(М') 

Используя эту теорему, получим следующее обобщение ре­
зультата о вполне геодезических подмногообразиях и тройных 
системах Ли на редуктивном однородном пространстве. 

Определение. Пусть G/H - редуктивное однородное про­
странство с разложением g=A+n-v и пусть G-' - связная 
подгруппа Ли в G- , для которой ^лт, , где 
g' обозначает алгебру Ли группы &' . Однородное простран­

ство G'/H' (где H'=Gi'nH ) называется редуктивным 

однородным подпространством в &/н. 
И з  [ I l  с л е д у е т ,  ч т о  р е д у к т и в н о е  о д н о р о д н о е  п о д п р о с ­

транство О-'/н1 редуктивного однородного пространства 
G>/H = M является вполне геодезическим подмногообразием в М. 

Теорема 4.2. Пусть М = G/H - редуктивное псевдори-

маново однородное пространство с разложением ^ = к* vn, , на 

котором &-инвариантная псевдориманова связность задает 
алгебру (т,оС) . Если V - редуктивное подпространство в 
М , содержащее точку о=Н и Тд(Л/)— И- есть касатель­

ное пространство к А/ в точке 0 , то tv является  . . Ли 
относительно операции [х,У,z] - R(X,b)Z . Обратно, 
если И/ - двусторонняя подалгебра в (пг,<), являющаяся  . . 
Ли относительно операции [x,y,z] =R(X,y)Z , то суще­
ствует редуктивное подпространство п , для которого %(W)=rv. 

Доказательство. Первая часть теоремы следует непосред­
ственно из утверждения (<£) теоремы 4.1. Для доказательства 
второй части покажем первоначально, что подпространство 
q(rv)= и.-«-А(п,п) является подалгеброй Ли в g . Из 
Т(х,У)=0 для всех X,äem- и формулы (1.10) следует, что 
и, является подалгеброй в (т,») .Из (1.9) и в силу 
R.(X)ti)Zea для всех Х,У,Иё/г следует, что п 

является А{п,п) - инвариантным.. Это влечет 
L^t"-)."-] =[ßiLn,n),n^ + [n,ri]cn+fl(nlri), (4.4) 

= La' ̂(Иои,)]t-[^i(n,м), А(н» 

В заключение из формулы (1,5) для X, У tn. и Кб ft имеем 
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[Я (х,у), и] = к (х, [у,г(]) +1 ([x/u],у) 
и потому подпространство А(п,п.) является подалгеброй Ли в 

А, . Тогда из (4.4) и (4.5) сразу следует, что q(n,) являет­
ся подалгеброй Ли в g . Далее продолжаем аналогично случаю 
симметрических пространств [7] . Пусть &' - связная под­

группа в G- , имеющая ^ (п.) своей алгеброй Ли и пусть 
А/= &'• о ( G.'- орбита точки о ). Тогда л/ является под­

многообразием в М , содержащим точку о и диффеоморфным 
&'/Н' , где Н'- замкнутая подгруппа G* , оставляющая 
точку о неподвижной. Следовательно, /V является редук­
тивным пространством и Т0(л/) =п-. 

Из этой теоремы вытекает результат А.Сэйгла [15] о 
вполне геодезических подмногообразиях и тройных системах Ли 
на редуктивном однородном пространстве. 

Следствие. Пусть М = G-/H - редуктивное псевдо-ри-

маново однородное пространство с функцией связности «<.(Х,У) = 
I Х»а , заданной на подпространстве rrv фиксированно­
го разложения . Если А/ является вполне гео­
дезическим подмногообразием в М , содержащим точку о=Н , 
и KV есть касательное пространство к Л/ в точке о , то 
п является  . . Ли относительно операции [*> ^jZ] = 
R(X,ti)Z . Обратно, если и, - подалгебра в (м,<-) , 
являющаяся  . .  Ли относительно операции [х,y,Z]= R(x,ti)Z, 
то существует вполне геодезическое подмногообразие л/ , со­
держащее о , такое, что Т0(л/) = и,. 

Доказательство. Из теоремы 4.2 следует, что /V — ре­
дуктивное пространство и Т0(л/) = ии . Далее, из свойства 

канонической связности первого рода (теорема 1.2) вытекает, 
ч т о  л ю б а я  М  - г е о д е з и ч е с к а я ,  п р о х о д я щ а я  ч е р е з  т о ч к у  о -Н 
имеет вид e-xptX* о , где Лет . Такая геодезическая 
касается подмногообразия Л/ в точке о тогда и только тог­
да, когда X 6 T0(/V) = rv , т.е. подмногообразие Ы яв­
ляется вполне геодезическим в точке о . Транзитивность G' 
на Л/ влечет требуемый результат. ' 

Теорема 4.3. Пусть М= &/н — односвязное псевдори-
маново редуктивное несимметрическое пространство с функцией 
связности ot(X>y^= % х.°а , заданной на подпростран­

стве иг фиксированного разложения q=fi + ttt . Если М 
голономно приводимо, то существует вполне геодезическое под­
многообразие N в М , содержащее точку 0 = Н. 

Доказательство. Если М голономно приводимо, то ал­
гебра (т.,»). не проста (теорема 2.1) и потому [14] долж­
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на содержать <B(h) -инвариантный идеал и, . Аналогично до­

казательству теоремы 4.1 можно показать, что подпространст­
во -д(л) = п + А(п,п) является подалгеброй в g и одно­

родное пространство &/Н' — вполне геодезическим под­
пространством в М . 
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REDUCTIVE HOMOGENEOUS SPACES AND CONNECTION ALQKBMS 

A.Fleiacker 

Summary 

The description of geometric properties of reductive 

homogeneous spaces on tke language of connection algebra« 

is considered.In particular the dependence between tke 

structure of the fundamental group G> .reducibility of tke 
space Cr/H and simplicity of tke connection algebra is stu­

died.We pick out a class of spaces which are similar to Rie­

mannian reductive spaces and obtain for tkem tke analogue of 

de Rham's decomposition.Using tke notion of Lie triple sys­

tem (L.t.s.) of the reductive apace M there is skoim tkat 

tke finding of reductive subspaces in M ia equivalent to 

tke finding of subelgebras in L.t.s. of M. 
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ЭНДОМОШЗМЫ ПОЛИГОНОВ И СПЛЕТЕНИЯ 

В. Фляйшер 

Кафедра математического анализа 

В настоящей работе рассматривается связь эндоморфизмов 
свободных полигонов и их подполигонов с различными типами 
сплетений. В качестве таких сплетений рассматриваются спле­
тения моноидов, сплетения моноидов с категориями, а также 
сплетений малых категорий. Вводимая здесь конструкция спле­
тения малых категорий отличается от конструкции, предложен­
ной Ч.Вэлшем в работе [ 5]. Она естественным образом обоб­
щает конструкцию сплетения моноидов с категориями, вве-
деную автором в работе [I]. Показано, что всякая категория 
подполигонов свободного полигона представима в виде сплете­
ния моноидов. 

Приведем необходимые определения. Пусть S - моноид, 
т.е. полугруппа с единицей 15 . Множество X называется ле­
вым S -полигоном» если , =г(рх) =(=tß)x , dsx = х для 
любых оL,pe S ,-хе X . Правые S -полигоны определяются анало­
гично. Естественным образом определяются подполигоны S-по­
лигонов. Отображение i • X -»• У , где X, У - левые S -поли­
гоны, называется S-гомоморфизмом, если ff=tx) -<=t-f(x") 
для всех et-е-5 ,хеХ . Множество всех S - гомоморфиз­

мов из S-полигона X в S -полигон У обозначается через 
Hom.g($,y) и En.dg3C = Ноигд(ЗВ,'Х), Свободный правый S -по­

лигон f с системой свободных образующих G={g; имеет 
в и д  У  - ^ S  ,  г д е  ,  c j .  S n ^ - S  =  0  д л я  л ю б ы х  i , j e  

Таким образом, в свободном S-полигоне 1 ра­
венство g;-i' имеет место тогда и только тогда, если 
L = j и -4.' = . Произвольный подполигон 9 свободного поли­

гона ?,очевидно, имеет вид TP^.V^R; t где JJ t 3 
16 3 

и ft;. - правый идеал моноида S для каждого L е ^ , Правый 
S -полигон Q называется разложимым если й можно предста­
вить в виде объединения попарно непересекающихся подполиго­
нов. В противном случае полигон Q. называется неразложимым. 
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Рангом правого § -полигона Q. называется мощность множест­
ва неразложимых подполигонов полигона Q , попарно непере­

секающихся и объединение которых есть Q. . 
Пусть 5 , U - моноиды и X есть левый S «полигон,Че­

рез F($ , U) обозначим множество зсех отображений из X в 
U. На множестве А = Š * F(X ,Ю определено умножение 

гДе (h9)(*) - f(|ix) gfe) для любых f,<j*Ff3£,ti). 
Множество А относительно введенной операции образует мо­
ноид, который называется сплетением моноида S с моном-
дом при помощи левого S -полигона "Л и обозначается 
А * (S i6-t U. IЗЕ) . 

Между моноидами эндоморфизмов свободных полигонов и 

сплетениями моноидов существует тесная связь» Так в работе 
[4] отмечен следующий результат 

Теорема I. Моноид Еп^Т всех эндоморфизмов произ­
вольного свободного правого S-полигона f с системой сво­
бодных образующих G = tg..; j U3} изоморфен сплетению 

(£, ъух Sl"), где ^ - полугруппа всех преобразований мно­
жества 9 . 

Доказательство этой теоремы вытекает из того, что 
отображение Ф -• En.oLsT 2|3),для которого при произ­
вольном if е EiioL^T 

Ф(Ч) 
где ^6 Ту , j е F(3,S) таковы,что 

v(9:4) z gjd>Ki)b 
для любых U3 , * * 5 , является изоморфизмом. 

В свою очередь сплетения моноидов часто изоморфны мо­
ноидам (не обязательно всех) эндоморфизмов свободных поли­
гонов, Чтобы сформулировать соответствующее утверждение, 
приведем определение точного полигона. Левый S-полигон $ 
называется точным, если для произвольных u,ре S из того, 
что ix - для всех xsl вытекает J- = p . Следующий ре­
зультат приведен в работе (СЗЗ, теорема 1.2). 

Теорема 2. Пусть А * (S тл-ь u I зе) сплетение моноидов при 

помощи точного левого S -полигона $ и f ~ свободный пра­
вый U-полигон с системой свободных образующих 1 . Тогда 

А изомор<$но подмоноиду моноида End^T 
Если от рассмотрения эндоморфизмов свободных полигонов 

перейти к рассмотрению эндоморфизмов свободных полигонов, 
то конструкция сплетения моноидов уже не является достаточ-
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кой. Так в работе ([2], пример 2.1) приводится конкрет­

ный пример проективного полигона, моноид всех эндоморфизмов 
которого не может быть представлен в виде сплетения монои­
дов. Остается лишь заметить, что всякий проективный полигон 
изоморфен подполигону подходящего свободного полигона 

Эндоморфизмы подполигонов свободных полигонов описы­
ваются, однако, более общей конструкцией сплетения моновдов 
с малыми категориями, введенной в работе [IL 

Пусть S - моноид, ОС - произвольная малая категория 
с множеством объектов эе» Oi ТС и множеством морфизмов Д = 

»jHioi tJC и пусть X - левый S-полигон. Через Ffx, JU-) 
обозначим множество всех отображений из множества ЗЕ в мно­
жество М и для произвольных ос,у е $ через обозна­
чим множество морфизмов из объекта $ в объект у . Рас­
смотрим множество всех пар S » F(3,JU) таких, что 

f(x) е JU(x.^x) для любого х е ЭЕ , т.е. 

А »lC«i.f)l ^S,f 6 F(3E,JU), УжеЗе JUf3C,Jx)3. 

На множестве Л определено умножение следущим образом: для 
любых (=i,£) , (£,д) * А 

(-t.fHjbg") = 6^ > 

где (f^g)(x) = f fpx) для любого cct "X . Множество А 

относительно этой операции является моновдом, который назы­
вается сплетением моноида S с категорией "ЗС и обозначается 
(Stfr-L Ж). 

Пусть 7 - свободный правый 5-полигон ий- произ­
вольный его подполигон. Пусть Q. = U^Q.j разложение полигона 
Q на попарно непересекающиеся неразложимые подполигоны. Яс­

но, что для любого j 6 J подполигон Qj j ввиду его нераз­
ложимости, является циклическим подполигоном полигона 7 и, 
следовательно, имеет вид Qj = g fij , где - один из свобод­
ных образующих полигона ? , a Rj. - правый идеал моноида 

S . Ясно, что gRj s Rj если рассматривать правый идеал Rj 
как правьй S -полигон. 

Построим малую категорию ЗС следующим образом. В ка­
честве множества объектов 08 ЭС возьмем множество неразло­
жимых циклических подполигонов ЗЕ ={Qj Ij^} , морфизмами 
в этой категорий являются S-гомоморфизмы соответствующих 
полигонов. 

Определим отображение зг^ЕлсЦС— такое, что для 
произвольного if 6 i-nc^O. 
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зг(ч> (Qj) = QK Q.K-6^) 

в том и только том случае, если Ч"(А/) ' Gl«. . Легко проверить, 
что ® есть гомоморфизм и пусть x(Ei\clsCO = U s , Теперь 
нетрудно проверить, что моноид эндоморфизмов Eh.dsü изомор­

фен сплетению (IL га-г X) . Соответствующий изоморфизм ф•• Endjl-* 
-»(U-uytX) может быть построен так, что для произвольного 
f 6 £n.dsQ. 

Ф (f) , 

где для произвольного морфизм j (Qp есть ограниче­

ние эндоморфизма <f на подполигоне Q.j , Таким образом, спра­
ведлива 

Теорема 3. Моноид эндоморфизмов произвольного подполиго-
на свободного S -полигона изоморфен сплетению моноида с ка­

тегорией неразложимых правых идеалов моноида S , рассматри­
ваемых как S -полигоны. 

Пусть, как и прежде, ? - правый свободный S -полигон. 
Если рассмотреть различные подполигоны полигона 7 вместе с 
их эндоморфизмами и гомоморфизмами друг в друга, мы, очевид­
но, получим некоторую категорию, которая естественно не может 
быть описана конструкцией сплетения моноидов с категориями. 

Такие категории однако описываются более общей конструкцией 
сплетения малых категорий. Вводимая здесь конструкция сплете­

ния малых категорий несколько отличается от конструкции, вве­
денной Ч.Велшем в работе [5]. В отличие от конструкции Велша, 
она естественно обобщает сплетения моновдов с категориями и, 
как мы в дальнейшем убедимся, категории эндоморфизмов под­
полигонов свободного полигона представимы в виде таких спле­
тений категорий. Опишем конструкцию сплетения малых катего­
рий. « 

Пусть В и С - малые категории и S - С -» 08 3 функтор 
из категории С в категорию подмножеств множества ОI Ъ . Оп­
ределим новую категорию X , объектами которой являются пары 
(с , <5(о-) , где с б 06 С. Пусть (с , Gfci) , (d , 6(d)) е Оё 5fС. Мор-

физмом (F,A) : (c.Gfo) —» (djG(cl)) в категории ЗС считает­
ся пара ff, Л) , где f : с — d морфизм в категории С и 
Л : G(c)-»JUca 3 отображение, обладающее таким свойством, что 
для любого же G (с) 

S (!) : Х _ G(F)(X) 

Определим теперь произведение морфизмов в категории ЗС, Пуст! 
(f, А) ' (с J G(О) -* (d, S(d)) , (g, ju) •" (У, G1 f«')H(e,S(c^тогда 
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^ ) •*) ' (9^' j" G(j-)->) 
где для любого s e S(c) 

(/vi ß(f)° A) (i) = ju (G (f) (x)) • >(x) 

При этом i (xl : х-* 6(f) fx) , ju(Gfj.)Cx)):6:(f.)fx)-> G'(g)* 
•(бКЛ($))=(л(д{)(з:),т.е. (9 j-, j*Gi(f}->) есть действительно мор­
физм из (с ,G(c)) в (е ,G(e)) „ Нетрудно проверить, что X 
есть действительно категория. Категория 1  называется спле­
тением категорий С и £ при помощи функтора G и обозна­
чается (С nn*s В). 

Введенная конструкция сплетения категорий естественным 
образом обобщает конструкцию сплетения моновдов с категория­
ми. Действительно, пусть С - оДнообъектная категория, т.е. 
моноид, Oi С = (с! и пусть G (с) « Oi & . В этом случае 0£3, 

очевидно, является левым С -полигоном. Легко видеть, что в 
этом случае сплетение категорий (С ьу%а $) изоморфно сплете­
нию (С 1лУх Я) моноида С с категорией J3. 

Теорема 4. Пусть Т - свободный правый S -полигон.Про-
извольная категория S подполигонов полигона ? представима 
в виде сплетения категорий С и JB , где 3 - некоторая 
категория неразложимых правых идеалов моноида S , рассмат­
риваемых как S -полигоны. 

Д о к а з а т е л ь с т в о .  П у с т ь  ž £  -  п р о и з в о л ь н а я  
категория подполигонов полигона ? , объекты которой суть 
подполигоны Q.m С 7 (те я), а морфизмы - их 5 -гомоморфизмы. 
Для каждого те JU подполигон Qm предствим в виде Q„ = 
= U Q объединения попарно непересекающихся неразложимых 
UX, 

подполигонов, изоморфных правым идеалам моновда S . Через (В 
обозначим категорию, объектами которой являются полигоны 

Qml (me JU , U , а морфизмами - их S -гомоморфизмы. 
Каждому гомоморфизму ^ E HO«V>S(Q„ ,GtK) соответствует 

единственное отображение j такое, что ^ (Gw) s 
s Q. к f(ö для произвольного L& у п . Отображение j назовем 
индуцированным гомоморфизмом f . Рассмотрим теперь катего­
рию С , обектами которой являются множества CL (me JU.) , а 
морфизмами - отображения этих множеств, индуцированные гомо­
морфизмами соответствующих полигонов из % . Пусть 6 : С -* 08 & 
функтор, ставящий для произвольного m-eJU. объекту 3«. в со­

ответствие множество объектов tQ„u lit Xl s Ol & , а отоб­
ражению f : в соответствие отображение G (f) такое, 

что 
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6(f)  »;) = 

для любого UX . Рассмотрим теперь категорию X =(С г»г&В) 

и построим функтор Т:а ЭС следующим образом: для произ­
вольного объекта &*,= UCUL е 06"X положим Т (Q = 

их, 

= (Ч„ , 6(9*)) , а для произвольного морфизма f eHoms(QM>Q,.) 

в категории X где QK = U QKi положим 

т (ч) = (Ы) : (tL,G(tL)) - (Х,б(Х)), 
где f: 3„ -• У, отображение , индуцируемое гомоморфизмом у , 
и для каздого е 6(У„) 

-KQ-Л : -» Ö(f)(GU) 

есть ограничение гомоморфизма на подполигоне Q„i (ua„). 
Нетрудно проверить, что функтор Т осуществляет изомор­

физм категории 2 и сплетения категорий (С т6 В). 
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BNDOMORPHISM OF ACTS AMD WREATH PRODUCTS 

V. Fleischer 

S ummary 

In the paper the connections between endomorpbisa mo­

noids of acta and several constructions of wreath products 

are discussed. A construction of a wreath product of small 

categories is introduced in a slightly different way as by 

C.Wells [5]» This construction is a natural generalization 
of wreath products of monoids with categories [1] and can be 
used for a representation of an arbitrary category of su­

bsets of a free act. 
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ОБЩИЕ УСЛОВИЯ СУЩЕСТВОВАНИЯ СВОБОДНЫХ ОБЪЕКТОВ 

М.М.Чобан 

Тираспольский педагогический институт 

Свободные универсальные алгебры [б!> универсальные от­

ображение [4] 'и теорема Фрейда о существования сопряжении 

функторов [3] играют фундаментальную роль при построении 
различных теорий. Понятия свободного и универсального объ­
екта тождественный. В 5 I данной статьи приведены достаточно 
общие условия существования универсальных объектов относи­
тельно заданных категорий T,V и морфизмов НТу(Х,А).. Эти 
условия весьма общи и естественны даже в случае, когда V 
является подкатегорией категории Т и Нц.у(Х,А) S Hj(X,A). 
Теорема Бурбаки ([4], с. 274} о существовании универсальных 
отображений вытекает из теоремы I.I. При исследовании 
категории динамик достаточно общие условия существования 

свободных объектов были независимо сформулированы Д.В.Ботна-
ру. Пример 2,3 примыкает к категории динамик, но мы рассмат­
риваем его в другом аспекте. 

В § 3 изучаются алгебры с топологиями. Под алгеброй мы 
понимаем универсальную алгебру заданной сигнатуры» В работе 
[23 на свободной группе строилась специальная топологий, от-
носитэяьно которой свободная группа обладала 

свойствами, близкими к свободной полутопологической груше. 
Результаты этого параграфа показывают, что теорема I.I при­

менима и в этом случае. В § 5 и § 6 обсузвдаются две проблемы 
А.И.Мальцева [?3 о свободных топологических алгебрах.Свойст­
ва свободных топологических алгебр исследовались в работах 
[5,9,11,15,16]. В § 7 изучаются геометрические вопросы тео­
рии многообразий топологических алгебр. Случай топологичес­
ких групп достаточно хорошо изучен (см.[У])» но для рада 
других конкретных многообразий алгебр ответы на многие воп­
росы пока неизвестны. 

В  работе используется терминология из книг Гб,3,123. 
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Рассмотрим категории Т, V и подкатегорию V категории 
V, для которых выполняются условия: 

1° V является категорией с любыми произведениями. 
2° Для каждого объекта Ae V определяется система под-

объектов 5(A)сV , которая частично упорядочена по включе-
нюо и для любого В 6 S(A) определяется мономорфизм вложения 
LB6H (В,А). 

3 Для любой пары объектов AG Т И. Be. V задано мно­
жество морфизмов HpV(A,B) такое, что: 

3.1. Если СеТ, u G №р(А,С) и veBpy(C,B), то V- u е 
Нц>у(А,В). При А = С и и = 1д имеем v- и = v. 

3.2. Если CeV . ueH^Y(A,B) и VG Ну(В,С), то v-UE 
Hipy<A,C). При В = С и v = Iß имеем vu = u. 

4°. Для любых AeT, {В4: *J.G L 1<=W и множества морфиз­

мов Ер^(А ,ВА): ч « L i определяется произведение и = 
= П{ цА : AeLje HTy(A,n{Bjil:.Aei3)t где • зд,-и и : 
:П|В^: »В^ - каноническая проекция для всех «teL. 

5°. Для любых AeT, B^V и иеН^у(А.В) определяются 

единственные подобъекты AufeS(B) и морфизм йеН^у(А,Аы) ,для 
которых 

5.1. 1ди"й =t4 и Au = АН. 
5.2. Если CeS(B), VGH™,(A,C) и у = <Q-V, ТО hu 4 С. 
5.3. Если CeV, o,w<? Ну(Ач,С) и vü =W.ü, то v = w. 
6°. Для любого объекта АеУ найдется такое множество 

объектов V(A)cVZ , что для любых Bg V и ибН^^(А,В) су­

ществуют объект Се V(A) и морфизмы ve HjyU.ct и we. 
€Ну(С,В) такие, что u =w.v. 

Определение. Объект АеТ называется непустым, если 
U(HTV(A,B):Bevl / 0. 

Определение. Пусть А е. Т. Пара (F(A,TV) ,ед) называется 
универсальным объектом в V объекта А, если F"(A,T )е V» 
eAGHTy(A,F(A,TV)), F(A,iy) = Аед и для любых Be V и не 
е ILpv(A,B) существует единственный морфизм ueHy(RA.T) ,В) 
такой, что и = ü . ед. Морфизм вд называется универсальным 

морфизмом объекта А. 
Теорема I.I. Пусть объект АеТ непуст. Тогда универ­

сальный объект (F(A,TV) ,ед) существует и единственен с 
точностью до изоморфизма. 
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Доказательство. Рассмотрим множество изоморфизмов ^:А 
= U(.HrpwCA.B)i BeV(A)}. Доложим u = 1Цч*Л: А--* 

-»В = nfB^ioteL) , FCA.TV) = Au и e, = U, : А —»f(A,TV Ж 
^B, где а = 1дц. ед. Покажем» что "(F(A,TV ),вд) является 

универсальным объектом в V объекта А. Во-первых, Аед = 
= F(A,TY ). Если CeV и «/€ Е-пу (А,С) 3 то существуют элемент 

<*.€ L и морфизм ЬеН уСВ^С), для которых w = & • v*. Тогда 
w =Д -^.ч^д .jv )» где ^ : В -5>В^ - каноническая проек­
ция, является морфнзмом категории V и W = чсЛвд. Единствен­
ность морфизма V» вытекает из условия о.3. Существование 
универсального объекта доказано. Допустим, что и (Ф,р) яв­
ляется универсальные объектом в V объекта А» В V сущест­
вуют единственные морфизмы g : F(A,TV ) —*•$ и ^ $ —» 
F(A,TV), для которых р = а- ед и вд = h> р. Ясно, что Ф = 
F(A,TY и Фк = F(A.TV). Положим А = A-g : RA,TV )-* 

F(A,TV ). Тогда >• ед = вд. Для морфизма ед существует 

единственный морфизм 1рц ц-у), для которого 1р(д «ру)*ед = 
= ед. Следовательно, А •£* = X = 1р(д «jy). Аналогично дока­
зывается, что = 1ф. Таким образом ^ и 8-и являются 
взаимно обратными изоморфизмами в категории V . Единствен­
ность универсального объекта установлена. 

Теорема. 1.2. Пусть А,ВвТ, объект . В непуст и ие 

Bj(А,В). Тогда объект А непуст и существует единственный 
морфизм и е Hy(F(A,TV ), F(B,TV )), для которого д • ед = 

= eg-и, В частности, функтор F : Т ™$>V, где F(A) = 
= FTA.TV ), ковариантен. 

Доказательство. Для морфизма / v = eg«u : А —у F(B,TV) 
существует единственный морфизм u = V : F(A„TV/) --— 
F (В ,Т V), для которого и - ед = eß - и . 

Замечание. Условие 6° позволяет обобщить теорему Фрей­
да ([3], с. 70) на любые категории. 

Замечание. В следующих параграфах будем считать, что 
V = W. 

5 2. Элементарные примеры 

Простые примеры универсальных объектов приведены в кни­
ге Н.Бурбаки ([4], с. 276-279). Некоторые из них являются 
частными случаями следующего примера. 

Пример 2.1. Пусть Т - категория всех непустых тихонов­
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ских пространств, а £ - подкатегория категории Т такая, 
что [О.йеЕ., Н^СХ.У) = Eptt.y), Не(У,В) = Н^У.В) и класс 

£ замкнут относительно тихоновских произведений и операции 
взятия замкнутых подпространств. Если X всюду плотно в Уе 

е £ , то У называется 5-компактификацией в смысле Мрувки 
и Знгелькинга [14] пространства X. Категории Т и £ удов­
летворяют условиям 1° - 6°, а Г(Х,Т£) совпадает с макси­

мальной 6—компактификацией пространства ХеТ. Когда £ 
состоит из всех компактных Т2~пространств, имеем р(Х,Т£) = 
= р>Х. Если € состоит из всех полных по Хъюитту про­
странств , то F(X,T£) совпадает с хъюиттовым пополнением ОХ 
пространства X. 

Пример 2.2. Пусть Т - категория тихоновских про­
странств, Р - категория всех полных отделимых равномерных 

пространств и НТр(Х,У) состоит из всех непрерывных отобра­
жений пространств X и У. Тогда для каздого объекта Х®Т. уни­
версальный объект F(X*TP) совпадает с расширением Дьедонне 

пространства X. 
Пример 2.3. Пусть класс тихоновских пространств Р зам­

кнут относительно тихоновских произведений и операции взя­
тия замкнутых подпространств и Т состоит из всех троек 
(Х,У,р), где р:Х —>-У - непрерывное отображение произволь­
ного тихоновского пространства X на Уе Р. Морфизмом и е 
еНрр((Х,У,р),(А,В,к)) называется пара непрерывных отобра­
жений а:Х —»-А и в:У --»-В, для которых в«р = к-а. Положим 
С = {(Х,У,р):р - совершенное отображение), а морфизмы в С 
таковы, как в Т. Объект (А,В,к) называется подобъектом объ­
е к т а  ( Х , У , р ) ,  е с л и  м н о ж е с т в о  В  з а м к н у т о  в  У . ,  A S X ,  В  =  р ( А )  
и к = р|А. В категории С множество А замкнуто в X, если 
(А,В,к) является подобъектом (Х,У,р). Класс непрерывных 

отображений замкнут относительно тихоновских произведений 
отображений ([12], с. 130). Легко проверить, что категории 
Т,С удовлетворяют условиям 1° - 6°. Поэтому для каждого 

объекта (Х,У,р)еТ существует единственный универсальный 
объект (Х,У,р)е С, где пространство X всюду плотно в X и 
р = р1Х. Отображение р":Х —+-У является максимальной ком-
пактификацией отображения р:Х —-»-У. Если пространство у 
одноточечно, то X = ^ X. 

Пример 2.4. Рассмотрим дизъюнктное объединение Е = 
= (ДЕП:NEFN = (0,1,2,...!}. Множество Е называемся сигнату­
рой. E-алгеброй называется непустое множество А и семейство 
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отображений {ßnA:Eftx А'1 —>А: ne IN J . Отображения сос­

тавляют алгебраическую структуру на А. Через К обозначим 
класс E-алгебр, который замкнут относительно декартовых 
произведений и операции взятия подалгебр. Такие классы ал­
гебр будем называть квазимногообразиями. Если класс К замк­
нут и относительно операции взятия гомоморфных образов, то 
К называется многообразием. В К в качестве морфизмов берут­
ся все гомоморфизмы. Пусть Т - категория всех непустых 
множеств и Нр^(Х,А) = Нгр(Х,А). Общеизвестно, что категории 
Т,К удовлетворяют условиям 1° - 6° (см. £6,lf]). Для каждо­

го объекта ХеТ универсальный объект F(X,TK) = F(X,K) 

совпадает со свободной алгеброй в К множества X. Если класс 
К абстрактно нетривиален, то есть в К существует неодноэле­
ментная алгебра, то, отождествляя е-^(х) = х, получим, что 
X c F ( X , K ) .  

§ 3. Алгебры с топологиями 

Пусть {Еи: п6являются топологическими пространст­
вами, то есть сигнатура Е = ®{,ЕП: п 6INj непрерывна. Через 
Р(В) обозначим совокупность всех подмножеств множества В. 
Для кавдого ne-IN функция в д :Enx Ah —»A зависит ота+1 
переменных с индексами Nn = ̂ 0,. Будем считать, 
что заданы отображения $ = { <рл:Р(Е„) —»-P(P(Nn)): n eiN^ 
где <fh(X) a <fh(y) при ХоУс Еп. E-алгебра А с топологией 
н а з ы в а е т с я  Ф - п о л у т о п о л о г и ч е с к о й ,  е с л и  д л я  л ю б ы х  n & N  и  

PcEh отображение впд1 Px.Ah непрерывно по совокупности 
переменных из if„(P). Если ^o(EQ) = [10} J и = 
= [{0,lj,... ,^0,hij для всех neftJ, то Ф-полутопологичес-
кая алгебра называется полу топологической. При (Е„) = 

= Мп для всех nelN понятие Ф-полутопологической алгебры 
совпадает с понятием топологической алгебры. 

Класс Ф-полутопологических алгебр замкнут относитель­
но тихоновских произведений и операции взятия подалгебр. 

Каждая топология считается Т_|-топологией. 
Определения. Класс К Ф-полутопологических Е-алгебр 

называется 

нетривиальным. если в К существует неодноточечная ал­
гебра с топологией,отличной от антидискретной; 

квазимногообразием. если класс К замкнут относительно 
операций взятия подалгебра тихоновских произведений; 
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топологическим квазимногообразием, если класс К замк­
нут относительно операций взятия замкнутых подалгебр и ти­
хоновских произведений; 

Тр-полным. где рe{-I;0;I;2;3;3,5l» если класс К 
замкнут относительно взятия изоморфных образов в классе 
всех Ф-полутопологических алгебр, удовлетворяющих аксиоме 
отделимости Тр; 

Tp-многообразием. если К является квазимногообразием и 
К замкнут относительно взятия непрерывных гомоморфных об­
разов в классе всех Ф-полутопологических алгебр, удовлет­
ворят их аксиоме отделимости Тр; 

топологическим Tp-многообразием. если К является то­
пологическим квазимногообразием и К замкнут относительно 
взятия непрерывных гомоморфных образов в классе всех Ф-по-
лутопологических алгебр, удовлетворяющих аксиоме отдели­
мости Тр. 

В квазимногообразии К для АеК система £"(А) состоит 
из всех подалгебр алгебры А, а в топологическом квазимно­
гообразии К система S(A) состоит из всех замкнутых подал­
гебр алгебры Ас К. 

Фиксируем квазимногообразие К Ф-полутопологических 
E-алгебр и множество тождеств 3 = {= ̂  : =< е Lj. Пусть 
Та = Т - категория всех топологических пространств. Для 
любых XsT и А&К положим Ера^(Х,А) = [а: X —*»А: ^(аСх^ 
,...,а(х^)) — (,a(xj).. ,а(хп)), ^ t£_, Xj,.•., х^t X , 
Нщ(Х,А) = [ ifG lipaK(X,At г отображение ср непрерывно J. Пары 
категорий Та,К и Т,К удовлетворяют условиям 1° - 6°. Поэ­
тому для любого непустого пространства X относительно ка­
тегорий Та,К определяется универсальный объект ( Fj(X,K), 
а^), относительно категорий Т,К определяется универсальный 
объект ( F3(X,K), е^) и существует непрерывный гомоморфизм 
пх: F®(X,K)-^ä»F3(X,K), для которого е^ = пх-ах. Объект 
Fj(X,K) называется абстрактно свободной алгеброй прост­

ранства X в классе К с определяющими соотношениями 3 , а 
Fj(X,K) - сйободной Ф-полутопологической алгеброй прост­

ранства X в классе К с определяющими соотношениями 3 . Ес­
ли 5 = 0, то Fa(X,K) = Fj(X,K) и F(X,K) = Fj(X,K) сов­
падают с обычными свободными алгебрами пространства X в 
классе К. 

Замечание. Если класс К является Тр-полным или Тр-
многообразием, то все объекты из К являются Тр-пространст-
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вами. 
Теорема 3.1. Пусть квазимногообразие К Ф-полутополо­

гических E-алгебр Т -полно для некоторого р. Тогда 
1. Каждый объект А«К топологически изоморфно вложим 

в некоторый линейно связный локально линейно связный объ­
ект А с К. При этом для пространств А и А равны веса, плот­
ности и равномерные веса. 

2. Для каждого тихоновского пространства X алгебра 
F-j(X,K) абстрактно свободна, то есть п^: Ff (X,K)-->F(X,K) 
является непрерывным изоморфизмом, где CJ - заданное мно­
жество определяющих соотношений. 

3. Если р>3 и сигнатура Е дискретна, то для калдого 
объекта Х«К существует паракомпактная совершенно нормаль­
ная 5-дискретная алгебра Be К и гомоморфизм fi :В ••--»•X, 
являющийся факторным отображением. Если X удовлетворяет 
первой аксиоме счетности, то пространство В метризуемо. 

Доказательство. Утверждения теоремы 3.1 доказываются, 
как и аналогичные утверждения из работ [5,1 j. 

Теорема 3.2. Пусть p<s|-I;0;I;2;3;3,5j, К - Т -полное 
квазимногообразие Ф-полутопологических Е-алгебр, 3 - за­
данное множество определяющих соотношений. Если существуют 
объект АеК и неодноточечное Тт-подпространство У = { а.в^с. 
с А, для которых q^(xj,... ,хп) = ^(xj,... ,хд) для всех 
х1,...,хпсУ и »etT, то отображение е^:Х —»F^X^K) яв­
ляется топологическим вложением для любого тихоновского 
пространства X. 

Доказательство. При построении линейно связного объ­
екта В&К (см. [5,11]), для которого Ае В, строится такое 
множество Не В, что УсН, множество Н гомеоморфно отрезку 
и (̂XJ,...,̂ ) = ^̂ (Хj.,,,,хп) для всех хj, • • • ,х̂ GН И 

diel, Поэтому является топологическим вложением для лю­
бого тихоновского пространства X. 

Пример 3.3. Пусть А - линейно связная бесконечная 
абелева греппа, В - нульмерная неабелева группа и К - ква­
зимногообразие топологических групп, порожденное группами 
А и В. Тогда 

1. Для любого тихоновского пространства X отображение 
е^: X —*RX,K) является вложением. 

2. Для любого неодноточечного пространства X группа 
Fa(X,K) неабелева. 

3. Топологическая группа F(X,K) абелева тогда и 
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только тогда, когда пространство X связано. 
Пример 3.4. Пусть А - компактная связная бесконечная 

абелева группа, В - нульмерная компактная неабелева группа 
и К - многообразие отделимых топологических групп, порож­
денное группами А и В. Тогда 

1. Для любого тихоновского пространства X отображение 
е^:Х —*F(X,K) является вложением. 

2. Для любого неодноточечного пространства X группа 
Fa(X,K) неабелева. 

3. Топологическая группа I" ([0,1] ,К) абелева и, в 
частности, абстрактно несвободна. 

Поэтому требование полноты квазимногообразия К в ус­
ловиях теоремы 3.1 существенно. 

Рассмотрим класс К Ф-полутопологических Е-алгебр. 
Множество ХсА топологически порождает алгебру А<= К. если 
для любой собственной замкнутой подалгебры В алгебры А 
имеем Х\В 4 0. Пара ( F(Х,К),е^), где F(X,K)eK и е^ : 
X —-*F(X,K) - непрерывное отображение, называется т-сво-
бодной топологической алгеброй пространства X, если мно­
жество е^(Х) топологически порождает алгебру F(Х,К) и для 
каждого непрерывного отображения у :Х —*-А, где А € К, 
существует такой непрерывный гомоморфизм• : F(X,K) —?А, 
что - е^. Если ех(X) алгебраически порождает F(X,K), 
то F(X,K) называется свободной топологической алгеброй 
пространства X в К. В топологических Тр-многообра^иях 
Ф-полутопологических E-алгебр т-свободные и свободные объ­
екты не всегда существуют. Кроме того, в топологических 
Тр-многообраэиях, где p. I, топологических E-алгебр сво­
бодные и т-свободные объекты не всегда существуют. 

Пусть К - топологическое квазимногообразие отделимых 
топологических E-алгебр, а Т - категория топологических 
пространств. Тогда категории Т и К удовлетворяют условиям 
1° - 6°, поскольку для каадого множества X существует кар­
динальное число L * ехр(ехр(ехр( !Х\+ VSu+ |Е| ))) такое, что 
для любой алгебры А&К и ХсАвА существует замкнутая под­
алгебра В такая, что |В|$.т и ХчВ. Поэтоцу для каждого 
пространства X т-свободная топологическая алгебра Г(Х,К) 
существует и единственна. 

Пример 3.5. Пусть К - топологическое Т2~многообразие 
всех компактных абелевых групп. В этом случае для любого 
тихоновского пространства X отображение е^:Х —-» F(X,К) 
является вложением, множество е^(Х) алгебраически не по-
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ровдает F(X,K), в то время как множество е^(Х) алгебраи­
чески порождает в F(X,K) группу, изоморфную абстрактно сво­
бодной абелевой группе множества X. 

Теорема 3.6. Пусть все Ф-полутопологические Е-алгебры 
из класса К являются Тр-пространствами, где ре. [_-1;0;1;2^3? 
3,5}, и класс К замщут относительно взятия непрерывных го­
моморфных образов в классе всех Ф-полутопологических алгебр, 
являющихся Тр-пространствами. Тогда 

1. Если для любого дискретного пространства X в К 
существует т-свободная топологическая алгебра F(X,K), то К 
является топологическим Тр-многообразием, 

2. Если для любого дискретного пространства X в К 
существует свободная алгебра Fit,К), то К является Тр-мно­
гообразием. 

Доказательство. Рассмотрим множество {Ал : ч<=. L jfcK. 
Тогда А = П{А ̂  : •* « Lj является Ф-полутопологч-гаеекой Е-ал-
геброй. Через X обозначим множество А с дискретной тополо­
гией. Пусть : X —>Аа - каноническая проекция.. Тогда 
для каждого d. <г L найдется непрерывный гомоморфизм : 
F(X,K) —•> А^, где -Ji^(x) = ^_(ех(х)) для всех хеХ, По­

этому существует непрерывный гомоморфизм J7: F(X,K) -Щ* 
П[АЛ : ct,eLj= А, то есть Ас К как непрерывный гомоморфный 
образ алгебры F(X,K). 

Пусть В является подалгеброй алгебры Ае к. Через У 
обозначим множество В с дискретной топологией. Тогда су­
ществует непрерывный гомоморфизм и: Г(У,К) --»-А, где 
и(ву(у)) = у для всех у<еУ = В. Если множество В замкну­
то в А, то ц( Г(У,Ю) = В. Если ev(y) алгебраически порож­
дает F(y,K), то u(F(y,K)) = Б. Поэтому в условиях утверж­
дения I класс К является топологическим Тр-многообразием, 
а в условиях утверждения 2 класс К является Тр-многообра­
зием. 

§ 4, Исследование условий существования свободных объектов 

Пример 4.1. Фиксируем нетривиальное квазимногообразие 
V топологических E-алгебр. Пусть Т - категория всех топо­
логических пространств и К = \F(X, Y ):Х<= Т). Для любого 
пространства ХеТ имеем F(X,K) = F(X,V ). Если V f К, то 
класс К не замкнут относительно операции взятия непрерывных 
гомоморфных образов из класса V . Не всегда класс К замк­
нут относительно операции взятия подалгебр. Условие 1° тоже 
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не всегда выполняется. Примером может служить многообразие 
всех отделимых топологических групп. Условия 2°, 3° и 6° 
для категорий Т и К всегда выполняются. 

Пример 4.2. Пусть Т - категория всех тихоновских 
пространств. Фиксируем непустое пространство Z , которое 
не экстремально несвязно. Через К обозначим совокупность 
всех пар (Х,^), где ХеТ и j :Х —»Z - совершенное непри­
водимое отображение на Z . Под морфизмом иеН^( (Х,$),(У ,|)) 
подразумеваем такое непрерывное отображение и :Х —»У,что 
4 = 4-и . Положим Н^К(Х,(У,^)) = Нц,(Х,У). Если Н^((Х,£ ), 
(y,<j)) / 0, то будем считать, что (Х,^)^ (У,^). Тогда К 
является полной решеткой, (Z,^) - минимальным объектом в 
К ,  а  абсолют  ( 2 . , 'Л * )  прос транства  Z  с  проекцией  Я  : 2 —  
—- максимальным объектом в К. Для любого непустого 
множества объектов {(ХА, <£и ): «. & L j определяется их "про­
изведение" П|(ХА, f»,): *с Lj = \/{(ХЛ, ̂  ): *6 Lj. Пусть 
S((X,£)) = ^(X,<£)J. Категории T и К удовлетворяют усло­
виям I - 3° и 5 - 6°, но не удовлетворяют условию 4°. 
Для любого XG.T универсальный объект в К не существует. 

§ Б. Проблема вложения 

Пусть категории Т, V и W удовлетворяют условиям I0-
6° и V является подкатегорией категории Т. 

Вопрос 5.1. При каких условиях морфизм е^:Х~->F(X,TV) 
является мономорфизмом категории Т? 

Предложение 5.2. Для непустого объекта ХеТ следующие 
утверждения равносильны: 

1. Морфизм е^ является мономорфизмом категории Т. 
2. Существуют объект А е V и мономорфизм ме ftjy(X,A). 
Доказательство. Вытекает непосредственно из опреде­

ления универсального объекта. 
Проблема о вложении 5.1 для случая полных Tg-MHoro-

образии топологических алгебр была поставлена А.И.Мальце­
вым [?3. В случае дискретной сигнатуры проблема 5.1 решена 
Сверчковским £15], а для непрерывной сигнатуры - в работах 
£5,II]. Теорема 3.2 дает исчерпывающий ответ на вопрос 
А.И.Мальцева. 

166 



§ 6. Проблема изоморфизма 

Рассмотрим категории Т, Та, V и V/ , для которых 
1. категории Т и V удовлетворяют условиям 1° - 6°, 
2. категории Та и V удовлетворяют условиям 1° - 6°, 
3. для любых Х,Уе Т и Ae V имеем Х,Уе Та,Н^(Х,У)е Вра(Х,У) 
и HTV (Х,А)с Н^Х.А). 

Тогда для каждого ХеТ определяются универсальные 
объекты (F(X,TV),e^) и ( F(Х,Та V; ,а^) и единственный 
морфизм п^е(F(X,TaV ), F(X.TV )), для которого ех = 
= пх«ах. 

Вопрос 6.1. При каких условиях пх является бкморфиз-
мом категории V ? 

Решение этого вопроса зависит от конкретных свойств 
заданных категорий. 

Пример 6.2. Пусть Т = Та = V - категория всех тихо-
носких пространств, для любого Ae V множество подобъек-
тов 5(A) состоит из всех замкнутых подпространств прост­
ранства А, üj.aV (Х,А) = Н-р(Х,А) и Н^у (Х,А) = Rj.(X,A): 
множество ß- X] компактно). Тогда F(X,TaV ) = X и рХ = 
= F(X,TV ) для любого пространства ХеТ. Поэтому для любо­
го некомпактного пространства X <е Т отображение п^ : 
F(X,Ta V) —*• F(X,TY ) не является биморфизмом. Отобра­
жения  е х , а х  и  п х  являются  вложениями  для  в с е х  ХеТ .  

В случае Т£-полных многообразий топологических алгебр 
вопрос 6.1 был сформулирован А.И.Мальцевым L?3 • Случай 
дискретной сигнатуры был рассмотрен Сверчковским [I5~\ , а 
случай непрерывной сигнатуры - в работах [õ,II]. Теорема 
3.1 дает исчерпывающий ответ для полных квазимногообразий 
Ф-полутопологических алгебр. 

§ 7. Геометрические проблемы теории универсальных объектов 

Фиксируем непрерывную сигнатуру Е и ДсЕ. Тогда каж­
дая Ф-полутопологическая E-алгебра является Ф-полутополо-
гической Д-алгеброй. Пусть р a j-I;0;I;2;3;3,5j и К -
Тр-полное квазимногообразие Ф-полутопологических Е-алгебр. 
Через Кj обозначим все Д-подалгебры алгебр из К, a Kg есть 
Тр-полное квазимногообразие Ф-полутопологических Д-алгебр, 
порожденное классом Kj. Ясно, что Kj является квазимного­
образием. Для каждого пространства X определяются свобод­
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ные Ф-полутопологические алгебры ( F (Х,К) .е^)',(F(X,Kj) ,1^), 
(FCX.Kg),j^) в классах K.KpKg соответственно и непрерывные 
отображения а^: F(X,Kg) —>F(X,Kj) и в^: F(X,Kj) —>F(X,K), 
для которых i-x = aX*JX и еХ ~ BX*VX* всегда являет­
ся топологическим изоморфизмом Д-алгебры F(X,Kj) в Д-ал-
гебру F(X,K), а а^ является гомоморфизмом Д-алгебры 
F(X,Kg) на F(X,Kj). Для любого тихоновского пространства 

X отображение а^ является непрерывным изоморфизмом. 
Вопрос 7.1. Пусть X и У - тихоновские пространства.Как 

связаны между собой условия 
1. E-алгебры F(X,K) и Г(У,К) топологически изоморф-

ны; 
2. Д-алгебры р(Х,Kj) и F(У ,Kj) топологически изо­

морфны; 
3. Д-алгебры F(X,Kg) и Р(У.Kg) топологически изо-

морфны^ 
4. Д-алгебры F(X,K) и F(y,K) топологически изоморф­

ны. 
Пример 7.2. Пусть К - многообразие всех отделимых то­

пологических групп, Е - сигнатура групп и Д = 0. Тогда Kj = 
= Kg состоит из всех тихоновских пространств и F(X,Kj) = 
= F(X,Kg) = X для любого тихоновского пространства X. Пос­
кольку из изоморфизма свободных топологических групп F(X,K) 
и F(y,K) не всегда вытекает гомеоморфизм тихоновских про­
странств  X  и  У  ( см .ЦГр ,  то  импликации  I  - » 2  и  I  - » 3  не  
в с е гд а  в ерны .  Из  гомеоморфизма  тополо гических  г рупп  F (Х ,К)  
и F(y,K) не всегда вытекает их топологический изоморфизм. 

„ Поэтому и импликация 4 * I не всегда верна. 
Теорема 7.3. Импликации 3—^2 —?! —? 4 всегда верны. 
Доказательство. Импликация I -->4 очевидна. Пусть Т = 

= (F(X,Kj): X - тихоновское пространство} - подкатегория 
категории Kj и йщ(А,В) = (А»В) для любых АеТ и Be: К. 

Тогда для Т и К выполняются условия 1° - 6°. Равенство 
F( г (X,Kj),TK) = F(X,K) влечет справедливость импликации 
2 --»I. Импликация 3 --»2 вытекает из следующей теоремы. 

Теорема 7.4. Пусть W и W* - кваэимногообразия Ф-по-
лутопологических'E-äsredp'ii Wc: w! Если для пространств 
X и У свободные алгебры F(X,Wj), F(y.w') топологически 
изоморфны, то топологически изоморфны и алгебры F(X,W) и 
F(y ,w). 

168 Jr 



Доказательство. Положим Т =w' и Hpw(А,В) = Н^,(А,В). 

Тогда F(F (X.W1) ,TW) = l~(X,W) и доказательство завер­
шено. 

Теоремы 7.3 и 7.4 дают частичный ответ на задачу В.И. 
Арнаутова 2.24 из Lßl-

Фиксируем элемент АбК. Через V обозначим квазимно­
гообразие Ф-полутопологических E-алгебр, порожденное Е-ал-
геброй А. Пространства X и У А-эквивалентны и обозначим 
X Ау, если топологически изоморфны Е-алгебры С(Х,А) и 
С(У,А) непрерывных отображений в топологии поточечной схо­
димости. Пространства X и У Д-эквивалентны и обозначим 
X Ли У, если топологически изоморфны Д-алгебры RX.Kg) и 
Р(У,К2). 

Вопрос 7.5. Каковы общие свойства А-эквивалентных про­
странств? 

Вопрос 7.6. Каковы общие свойства Д-эквивалентных про­
странств? 

Теорема 7.7. Пространства X и У А-эквивалентны тогда 
и только тогда, когда топологически изоморфны Е-алгебры 
F(X ,  V )  и  Р (У ,  V ) .  

Доказательство. Вытекает из того , что Е-алгебры 
F(X, V) и F(y,V ) топологически изоморфны Е-алгебрам 
Hy(F(X,V),A) и Hv(F(y,V ),А) в топологии поточечной 
сходимости. 

Следствие 7.8. Из X У вытекает X У. 
Следствие 7.9. Если алгебры F(X,K) и р(У,К) тополо­

гически изоморфны, то пространства X и У А-эквивалентны. 
Пример 7.10. Пусть Е - сигнатура линейных топологичес­

ких пространств над полем действительных чисел к , Д - сиг­
натура топологических групп и К - многообразие всех отде­
лимых линейных топологических пространств. Тогда Kg - мно­
гообразие всех отделимых топологических абелевых групп. 
Пусть А = Й . Тогда А-эквивалентность пространств X и У 
равносильна изоморфизму линейных пространств Ср(Х) и С 1У) 
непрерывных функций в топологии поточечной сходимости, то 
есть I-эквивалентности пространств X и У £l]. Пространства 
X = R и У = ifi S IN [-эквивалентны LI3], но не Д-эквивалент­
ны [ю]. Поэтому из А-эквивалентности тихоновских про­
странств не всегда вытекает их Д-эквивалентность. 
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GENERAL CONDITIONS OF THE EXISTENCE OF FREE OBJECTS 

M. M. Õoban 

Summary 

Sufficiently general categorical conditions of the ex­

istence of free objects relatively to the given set of func­

tors are established, in this paper. This fact is applied to 

a study of quasivariety of semitopological algebras. The pa­

per is closed with a discussion of the Mal'cev's problems 

and of the geometrical problems of the theory of universal 

objects. In addition some important examples are constructed. 
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ON GEOMETRY OP TOTALLY QUA3IUMBILICAL SUBMANIFOLDS 

0.Lumiste, M.Väljas 

Department of Algebra and Geometry 

1. Introduction 

Let V"- be an и--dimensional submanifold in a Cn.-t-m)-

diraensional Riemannian manifold V r L" l" m. A unit normal vector 

field % is said to be quasiumbilical (see tal, Chap. 5) 

if there exists a tangential orthonormal frame field on V"-

in which the corresponding second fundamental form has 

diagonal met rix with diagonal elements \-i-u. and X,... /X 

(i.e. one of these elements has multiplicity n—1 ). This 

frame field is called quasiumbilical for % and is deter­

mined up to rotations around the first axis. 

The submanifold Vr t  in Vf l" ,"'n is said to be totally 

quasiumbilical (Chen, Yano [6]; [2], Chap. 5) if there 

exist m. mutually orthogonal quasiumbilical unit normal vec­

tor fields \л In the case if у 1 1" 1 -" 1  is conformal-

ly flat some relations are known between totally quasiumbi­

lical submanifolds and conformally flat submanifolds. In Гб1 

is announced and in [2l proved that a totally quasiumbilical 

V" -  (n>3) in a conformally flat V' l + m  is conformally flat. 

In the opposite direction the well-known result of Car-

tan fl] and Schouten [93 states for the case m = l that a 

conformally flat hypersurface V"- of dimension in a 

conformally flat V r t + l  is quasiumbilical (see f2l, Chap. 5). 

The nearest generalization of the hypersurface is the 

submanifold V" 1  with flat normal connection V - 1" (see f2l. 

Chap. 4). In [si the following generalization of Cartan -

Schouten result is given. Let V n  be a conformally flat 

submanifold with flat normal connection V- 1- in a conformal­

ly flat Vn,+m. if ia>3 and m.<rv-Z then such V"~ is to­

tally quasiumbilical. Without any restiction on Vх" the 

following result is known: a conformally flat submanifold 

V"-(rO.V) with m-1 mutually orthogonal quasiumbilical 

%m.-i 1 1 1  a  conformally flat V n + m  is totally quasi­

umbilical: unit normal vector field orthogonal to 
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is quasiumbilical too ( [23, Chap. 5— the case 

[?] — the general case). 
There has been an attempt to prove that a totally quasi­

umbilical submanifold V"-  in a conformally flat У л + т  haa al­

ways flat normal connection, but the proof in [4] is unsatis­

factory. Zhe mistake is shown in [8l, where also a counter­

example is given. 

In connection with these results and miaproof the next 

problems arise. Which conditions are necessary and suffici­

ent for a totally quasiumbilical V"" in conformally flat V"1*18 

to have flat normal connection V-*- and, conversely, for eV" 

with flat V-1" to be totally quasiumbilical? Does there exist 

a conformally flat VMtOS) with flat V-1- in a conformally 

flat У л + т(т^л-1) which is not totally quasiumbilical? 

In this paper these problems are solved. The answer to the 

first problem is given in Theorems 1 and 3« The affirmative 
answer to the second question gives Theorem 6. 

These results are obtained through a geometrical inves­

tigation of the submanifold Vf t  with flat V-*- in euclidean 

Е л + тЬу means of its principal curvature vectors. In this 

course a new concept of completely quasiumbilical submani­

fold is introduced. So we call Vй- in E n + m  every unit nor­

mal vector field on which is quasiumbilical. It is shown 

that a submanifold V"-  in Е л + Г л  is completely quasiumbilical 

iff it is a canal submanifold, i.e. the envelope of an one-

parameter family of n--spheres (Theorem 5). Such V f t  has 

flat V- 1- (Propositions 1 and 2). 

More generally, we show that a conformally flat V й" with 

flat V 1- in Е л + т> which in the case n_>3 , is to­

tally quasiumbilical by [5I, is in this case the envelope of 

a -parameter family of rt-spheres, where (Theorem 

4 and its corollaries). The value of q,  is determined by 

the system of principal curvature vectors. 

2. Preliminaries 

As the quasiumbilicity of a normal direction field ^ 

and flatness of normal connection are conformal invariant 

properties, we may assume without loss of generality that 

V*11"" j_s  B euclidean space д 1 г + т  (see [зЗ). 
Let x be the radius vector of a point X of V* and 

{ j an element of the adapted orthonor-

mal frame bundle in this point. Then in derivation formulas 
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- öj(Xy , cLe.j s^cOj with Сл^^ — 0 ̂ ^,,.j w© 
have СлЬ м=0 ^ o( »n+^-.^Tm.Thus from structure equations dLw1 — 

= o^Aoi^ >^01^= CO^Ati^ (the integrability conditions of de­

rivation formulas) it follows due to Cart an lemma that 

<*I=*4I&, с,=u,j =i,.. vrt) 

and therefore the 2-forms 

S.{ -cLoc  ̂- ML ACOJ
K = G0V AOOI, = - (ЛЧ*4:(~ ̂ -L€W ЛО0, 

я! = CLG£ - u[ AU>J = < Лей* = - (C:K̂ e-Ct<)cckAti 

are, as we see, semibasic. Consequently in the tangent vec­

tor bundle on V"-  there exist a a connection V (the Levi-

Civita connection) with connection forms LO ' and curvature 

forma 52' . Analogously in the normal vector bundle there 

exists the normal connection V1 with connection forms oo£ 

and curvature forms 52*. 

The normal connection V1 is said to be flat if Я.^-0. 

In this case the symmetric matrices H" = 11 C;- ö , 

commute and can be simultaneously diagonalized by a suitable 

choose of tangent frame so that 

6Э* = oc" (not sua!), 

The directions of the vectors of this frame are called prin­

cipal directions, their integral lines — curvature lines, 
the vectors •k l r  = h. i^b i  — principal curvature vectors; l = 
- =  4 , ,  i v  .  

The convex hull of end-points *КЛ , ... , of the 

vectors , -k^ by the origin in the point X € V"1  

is called the normal curvature indieatrix (a simplex in ge­

neral; see [l Ol), its dimension is denoted by m1 . 

L e t  ^  ^ b e  a  q u a s i u m b i l i c a l  u n i t  n o r m a l  v e c t o r  

field. The matrix -Ä2 has elements 

(1> 

where =Х^е^ is the unit vector, which corresponds to 

the eigenvalue T h e  direction of is called the 

distingue shed axis for 4 - The frame with = 

= i.e. with = Sc , is said to be quasiumbilical for %. 

3. Totally quasiumbilical submanifolds with flat normal 

connection 

Let V й" be a totally quasiumbilical submanifold in 

E«--rm The frame vectors (?n+1 , , <? l l+m can be 

taken in quasiumbilical directions. Then 
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and. thus to™ = X™ со' +A* ff f*, where V 4  = f* Ui J  
y  5Г (fj ) %  — 1 • 

Theorem 1. A totally quasiumbilical submanifold V"- in 
En + m  has flat normal connection Vх iff on V й" there is 

a frame field quasiumbilical for all nv quasiumbilical unit 

normal vector fields (perhapa with different distingueshed 

axis for each of them) 

Proof. The last two relations show that 

Я1 = «£ л (4 = - 5 С XV +A ft f) A (X'W ycVf ffy= 

= -/XA.' 1  ( X < f-f )f*Vvf f*. 

The normal connection V - 1- is flat iff either either 

<L,(ß>=0° r  f'AfP -0 i «, f> ~ a-ti, ..., л+m ; « In the 
first case one of the vectors or &ß is umbilical and 

its quasiumbilical frame is ^undetermined, i.e. any frame is 

(quasi)-umbilical for it. In the second case there exists a 

frame, which is quasiumbilical for both of e.u and tß : two 

of its vectors are and 4p > the others remain undeter­

mined for fixed °c and jl. In the third case 'f * and V7 '5, 

are proportional and thus and are collinear unit 

vectors, i.e. there exist a common quasiumbilical frame for 

e* and with common distingueshed axis. 1 

A simplex in Em is said to be orthocentral if all 

its altitudes intersect in a common point called the ortho-

centre. It is easy to see [l 3l that a simplex is orthocent­

ral iff any two sides without a common vertex have orthogo­

nal directions. A special case of the orthocentral simplex 

is the rectangular simplex, which has a vertex О such 

that all m. edges outcoming from it are mutually orthogonal. 

The (m-1) -dimensional faces containing Cf are called the 

side faces. The face opposite to Ü is called the hypote­

nuse face. Denoting by <хл > . .., a m  the radius vectors 

of its vertices by origin in IT we have а^ф 0, <<Хр ,а.^У-

= 0 J •, Thus <о-т - о.р-аг> = 

=.<скр -сЧ|,>'>0 for every three distinct •'p, ^t. It follows 

that this hypothenus face is a (m-1) -dimensional ortho-

central simplex which has only accute angles between its 

sides. 

Theorem 2. A submanifold V"" (rx >3) with flat normal 

connection V1 in Er l  + m is conformally flat iff in every 

point X ё. V" 1  its normal curvature indie at rix is an ortho-

central simplex or convex hull of a such simplex and its 
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outer orthocentre; principal curvature vectors can go from X 

only to vertices and orthocentre. 

Proof» In [5] a necessary and sufficient condition for 

VL with flat V1 to be conformally flat is given analyti- r  

cally in the form 2 (•(?"--fej ) Cfe" ~ )= 0 for any four 

distinct values 1, j, к, I. Theorem gives a bit more detai­

led geometrical formulation for it. I 

Remark 1. If the condition of Theorem 2 is satisfied 

there are three disjunctive possibilities for interdependence 

between the principal curvature vectors &л,... and the 

normal curvature indieatrix (i.e. simplex): by the origin in 

X f V 1 1  the endpoints of -fc», are 1) distinct 

and all lie in the vertices of the (a-1)-dimensional ortho-

central nonrectangular simplex, 2) distinct, a-1 lie in 

the vertices of the (a-2.)-dimensional orthocentral nonrec­

tangular simplex and one in its orthocentre, 3) in the verti­
ces of the ^.-dimensional rectangular simplex } 0 ̂  5 rv-ij 

thereto with multiplicity n-q, only in origin vertex. 

Theorem 3. A submanifold У" (a>3) with flat normal con­

nection Vх in E"' - 1'" 1  is totally quasiumbilical iff its nor­

mal curvature indicatrix in eveiy point X € V11 is either a) 
a -dimensional rectangular simplex which origin vertex is 
determined by a (a-^)-fold principal curvature vector as its 
radius vector from XfeV"1  or b) the hypothenuse face of an 
«V-dimensional rectangular simplex. 

Proof. Let V" 1  with flat V 1  in E n + m  be totally quasi­

umbilical. Let the frame vectors en+i > be taken 

so that we have (1). Due to Theorem 1 there is a frame 

{ vV so that е. л  is distingueshed for €л+) , is 

distingueshed for & n + a, etc. (perhaps a renumeration of 

these vectors is needed) and we have = e 1  , i.e. =5^, 

—0, where i,n) and a = ^1-1,a. So 
it follows until all well determined distingueshed axis in di­
rections of some + are exhausted. In this frame 

tV-t-K, v /1+К, 1 , K, iп + к, 
= x  HI, V H *I< - feH S*I'\ 

where 
, rx-t-к, п+к,, J-K, 

=X Vй 4 " (2) 
„л + к;, Пп- + К1 I«« V . /п+tc 1 чп + к, and -0 , =  x  , i.e. = X  
All other quasiumbilical unit normal vectors e,^ •, «1 = 

=  r\  + n.4  + l, -.. , a+m are umbilical, i.e. -fVh = X"'^ 
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and we have l +/с" + и  бп+ц (not sum!), -fe<^= £, where 

b2^\J,+2xX. 1 °4 

If <^<n then £ is a (ri-%.)-fold principal curvature 

vector and the normal curvature indicatrix is a (^-dimensio­

nal rectangular simplex with origin vertex in endpoint of I . 

If t^= n- , i.e. if all axis of the quasiumbilical frame 

are distingueshed for some quasiumbilical normal vector, we 

have only (2) and there is no vectors We see that k^-l = 

e-n+i, (not sum!); therefore KI -L (C=-1,...yn.) are mu­

tually orthogonal nonzero vectors. So in the normal space 

there is a rectangular simplex with vertices in endpoints of 

, fen, and I (by the origin in X €.Vn ) and the nor­

mal curvature indicatrix is its hypothenus face. 

Conversaly, let V"" with flat V-1- in En+m has in 

every point X € Y1 1  the normal curvature indicatrix, which 
is a ej, -dimensional rectangular simplex and let the (<v-
-fold principal curvature vector go from X to the ori­

gin vertex. Unit vectors in directions of mutually orthogo­

nal edges of this rectangular simplex let be denot ed Ъу e n +< }  

... ̂ e-tv+cj, and the vector going from X to the origin 

vertex by t (it is a principal curvature vector wjjfti mul­

tiplicity 1\-<^ ). We have then 

•fei,-I =/ +̂1"1 .-l ], <*-= 4,-H,n. 
The mutually orthogonal normal unit vectors • =<1  = 

= a + rrvj orthogonal to Ощ-с, can be 

taken so that I = £\n+j< е а +/ + X n +1- + 1e^ 

Now ' 
к"? = X— +/̂ \  ^T=^ y  

fe^=0 =Х ЛП + <, 

СГ=о, 

i.e. the unit normal vectors е л + 1, & л ч. т  are quasi­

umbilical and thus Va is totally quasiumbilical. 

If the normal curvature indicatrix of V" in every 

point X С V"- is the hypothenuse face of a ru-dimensional 

rectangular simplex then, denoting unit vectors in directions 

of mutually orthogonal edges of this simplex by e ,.. 

and the vector going from X to origin vertex by •£, we can 
complement the normal orthogonal frame with € in+1 ,еЦ1.т 

so that 
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K-L =/Г1 en+t , t-s X^j e„+j + X1-1 ̂ „+1 
and also get V"-  to be totally quasiumbilical. 8 

Remark 2. Theorem 3 and Remark 1 show that in the case 

r»v <i%-Z every conformally flat V" with flat V-1 in E""*"1 

(or in conformally flat V".+ni ) is totally quasiumbilical. 

Indeed, if m <n.-2. then only the third possibility of the 

Remark 1 can occur. So we get one of the results of [5]. 

There is a light generalization of this result: in the 

inequality rw < к-2 the codimension m can be replaced by 

the dimension m., of the convex hull of end-points K,, 

of Sectors -k,,... obviously «ц ̂  m . Indeed, accor­

ding to [1every conformally flat V"- with flat Vх and 

with m, < л-2 in E n + m  is totally quasiumbilical. 

Remark 3. There are two possibilities for a conformally 

flat V* with flat V 1 -  to be not totally quasiumbilical: 

A) the case 2) of Remark 1 occurs or 

B) the case 1) occurs but the normal curvature indi­

catrix is not the hypothenus face of an rv -dimensional rec­

tangular simplex. 

For the case В it is sufficient that m = n-i or m > 

> n.-l but the indicatrix has an obtuse angle between its 

edges. 

In the case 3) of Remark 1, which leads to the totally 

quasiumbilical V"-, the principal curvature vector going 

from X to origin vertex can have some multiplicity n-^>l. 

The next theorem gives a geometrical property of a submani-

fold V" -  with flat V- 1- and with ал. (ri- cj) -fold principal 

curvature vector, a-<^>i. 

Theorem 4. A submanifold V"" with flat normal connec­

tion and with an (n-cp-fold ( rx.-i) principal curvature 

vector in is an envelope of -parametric family of 

a-dimensional spheres. 

Proof. Let the principal curvature vectors are 

and fe (mutually distinct), here к with multiplicity 

n - tj_ > 1. Then 

oo* co^=44ccv' > = и = 

By exterior differentation we get from the last equa­

tions: 

2 ( к* - л oo"" + (<Lk" + oo« ) л uT = 0 
«- / 

and thus by Cart an lemma 
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< = х;4 со6 , дч ̂4=$ (K"~ 

Now from the first group of these extended equations we get 

in the same manner 

7  Л CO -1- ) Л GiT =0, 

where tha exact form of VA^ doesn't matter in the fol­

lowing. Prom this it follows particularly that 

« W / +  No. W)"-

and if to take here some two values of u, we see that N^=0, 

4^=t =A4 W1 + 

Since «Hoof - (-Сл^ + )ЛИ® the differsntial 

system co Ä  = 0 j a=H,..,, , is completely integrable. Its 
integral submanifolds (the leaves of the annulator foliation) 
are totally umbilical because cxs^. =уяca.COu', C0^=-4 со" along 

them and therefore they are (a- ̂ -dimensional spheres or 

their open parts. If to take the strip of the V" along this 

(л,-sp -sphere (i.e, the family of tangent n. -planes in the 

points X |  of this (n.-6|)-sphere) then we see that this strip 

lie in (n-H) -plane spanned on the point X and on vectors 

and k. In fact, 

d.2C - (rwoctosn), de(~ е^сО*" (m^d-ocT), 

(2y< 4^ +4)oo u-t (nW.ixf), 

d,fe = — ( rrvoct 00™ ). 

Since for с — -x -t- |к("г4 we have dll-fc.1^0 (m»d.CO a) and лс-

-0 (rvvudto 1) there is a point С in this (n+.l)-plane which 

is fixed if X describes the ( n _ c)j -sphere and XC is 

orthogonal to T XV"' and has constant length \k\' i. Thus the 

same atrip is the strip of a n -sphere with centre С and 

radius along the (n-c^)-sphere. This n, -sphere and 

V" -  are tangent in any point of the (л-tp -sphere. I 

Corollary 1. Let V" -  be a conformally flat submani-

fold with flat normal connection in E , l" 1"" v  and let m 1  <rx-2.. 

Then V n  is the envelope of an IYX, -paramet er family of 

rv-dimensional spheres. 

This follows immediately from Remark 2 and Theorem 4. 

Corollary 2. Let Y"' be the envelope of a (^-parame­

ter family of ^.-spheres in En1 'm; If Y"-  is con­

formally flat then it is totally quaaiumbilical. 
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This follows from the fact that such envelope has a 

principal curvature vector of multiplicity 1 as 

is easy to see. It remains to consider the Remark 1. 
Mote that the envelope V* 1 ,  of an -parameter family of 

n, -spheres in E n - r m  needs not to he conformally flat if ^,>1. 

The situation is otherwise if 1, i.e. if we have a ca­

nal submanifold YH in En+m. In the next section we are ap-

prouching to this case from the point of view of quasiumbi-

licity. 

4. Completely quasiumbilical submanifolds 

A submanifold Vf t  in Е* + Г л  i s  said to be completely 

quasiumbilical if every unit normal vector field on V" is 

quasiumbilical. In this case we have (1) for arbitrary unit 

normal vector. 

Lemma 1. Let V* in E" l + m  has in its point X two 

orthogonal unit normal vectors which are quasiumbilical. If 

every unit vector in their linear hull is quasiumbilical 

then there exists a common quasiumbilical frame for them 

with common distingueshed axis which is the quasiumbilical 

frame with the same distingueshed axis for every unit vec­

tor of this hull. 

Proof. Let two fixed frame vectors and e.p are 

quasiumbilical and let t..., be the quasiumbili­

cal frame for with distingueshed axis in direction of 

e.1. Then we have (1) and 

<-*4 Vo;. 
The second fundamental form with respect to ^ cos6-л- e^sii\8 

has the matrix 

H5 = U (x"5y- +/>•>•' )o^E +(Х^- Л-YJSLZ- )^E ii. 
If \ is quasiumbilical for every 0 £ [o,2rr) then the 

characteristic equation of this matrix has an eigenvalue 
with multiplicity ^ n~l, i.e. the equation 

dUt j/t'vf У* co->G + yU AwQ - X5I - 0 (3) 

with unknown X has a solution with multiplicity > rv-i . 

The absolute term is zero because the left side by X=0 

is the sum of two determinants which both are zero: 

=)ut iv-y/1=o. 

The other coefficients of the equation (3) exept by 

7ч л  are the sums of all principal determinants of a given 
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order 1 of the matrix И V* <u>^6 + /<-^5- š* -*m6 II, 
A š: t $n-l. By direct computation we can see that the 

equation (3) ia 

(-лг 4-c-xr-1 !>" y.^e> 

+ (- Л)* "у/ул!1 Wo. ) C(hB *Tin6 —0 

and has a solution \=Q with multiplicity rv-2.. This so­

l u t i o n  m u s t  h a v e  m u l t i p l i c i t y  ^  n - 1  f o r  e v e r y  6  €  [ О,  Z t t ) ,  

therefore 21 (Y * У"= 0. If here = 0 or /J"— Q 

then the quasiumbilical frame for e* or remains un­

determined and lemma is true. If Y* =0 j a. = 2, , then 

the quasiumbilical frame for coincides with one for 

and distingueshed axes coincide too. I 

Remark 4. The converse is also true: if for two ortho­

gonal unit normal vectors, which are quasiumbilical, the 

distingueshed axes of the quasiumbilical frames coincide, 

then every unit normal vector in their hull is quasiumbili­

cal too with the same distingueshed axis. 

It follows easily from the faot that then in (1) also 

-Si and therefore 
HI = ft (Л* ОЛЮБ •+• X̂ AM )̂ Ŝ J -V- (YT̂ CV-Л ) 5̂  5̂  IT • 

Proposition 1. Any completely quasiumbilical Vй- in E 1 1 1"™ 

has flat normal connection and is an envelope of a one-

parameter family of n.-dimensional spheres. 

Proof. Let V"" be completely quasiumbilical. Then it 

is totally quasiumbilical and by Lemma 1 and Theorem 1 its 

normal connection is flat. For every n= n+1,..., ti-t-m we 

have = X45"- + /u<5"ISJ and therefore principal curvature 

vectors are кл = i +/?<£<* , > <i=2,..., n. , where 
I = IIX'e*. Now the second assertion follows from Theorem 4. 

The envelope V"- of a one-parameter family of n.-di­
mensional spheres in E n 'yr" is called a canal submanifold 

V* in Е л +*\ 

Preposition 2. A canal submanifold V 1  in E n + m  has flat 

normal connection and is completely quasiumbilical. 

Proof. If V* 1  is a canal submanifold in E n > m  then the 

adapted orthonormal frame can be taken so that the leaves 

of the (a-1)-dimensional distribution given by со4 =0 are 

characteristic (n--l)-spheres. Then со =0 is completely in-

tegrable and dw =0 (modto). Since dw ^иГл<£we have oi" a= 

= • Moreover, the leaves of to1 =0 are totally umbili­
cal, i.e. ~ -fe"-
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The tangentз to V"' along the leaf generate a round come. 

Thus a point exists with radius vector х+уе л  which is fixed 

for every leaf, i.e. ct (x-t- xe 1) =0 (mod. со 1). This gives that 

i> -\~ l  and So we see that all H K=l|^4 are simultanously 

diagonalizable with diagonal elements k" = -Q,, ̂ ^ 

n-1 times). Thus V й" has flat V х. 

Denotingytt* = 1ц,-&°' we have A. - = fe. <Г^ ^ 

and for unit normal vector | = there is 51 5,"А"!, = 

= (Zr^)S; d  >(ZCy)3;5] . s 
Propositions 1 and 2 together give 

Theorem 5. A submanifold V й" in is completely 

quasiumbilical iff it is a canal submanifold. 

Corollary 3. A canal submanifold V" 1  (n>3) in E A + r" 

is conformally flat and has flat normal connection. 

5. Chen-Verstraelen result is not extendible 

In connexion with the generalization of Cartan-Schouten 

result, given by Chen and Verstraelen [5] and formulated in 

Introduction, the next problem arises. Does there exist a 

conformally flat V" -  ( и. > 3) with flat normal connection in 

a conformally flat space V" + m  (m ̂ n-2.) which is not total­

ly quasiumbilical? 

In the following we give an example showing that the 

answer is affirmative. 

Let we consider the Pfaffian system: 

cc?=0, (4) 

co£ (5) 

= i [ lit + ~<\, UW (6) 

C l " i a r e  a r b i t r a r y  t h r e e  d i s t i n c t  e l e m e n t s  o f  

n> 3 ) <* € { + A+mJ, ft-2.), 

-<ЦЦ,>егоор + £ SA W - <ЧА>Ч1 W* (7) 

This system is totally integrable, as is easy to verify 

by exterior differentiation using the identity 

<VW** > = 0 '  ( 8 )  

which follows from (6); here in (8) •& are arbitrary 
four distinct elements of {A,n\ . Therefore by every 
given initial conditions there exists a integral submani­
fold, which is 8 V" in E11*™ with flat V"1" and with prin­

cipal curvature vectors fe,, • ^ • 
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Theorem 6. Let for the totally integrable system (4)-

(7) the initial values of к л у  are mutually 

distinct vectors such that their endpoints by origin in ini­

tial point X0€ V"-  form an (n.-l) -dimensional simplex 

(orthocentral due to (8)) with on obtuse angle between its 

edges. Then the submanifold V"-, determined by this system 

and these initial conditions, is a not totally quasiumbili­

cal conformally flat submanifold V"- with flat Vх in 

Proof. The requested properties of initial te 1 )-. vk n. 

remain true also in some neighbourhood of the initial point. 

Thus V r L  is not totally quasiumbilical due to Theorem 3 and 

Remark 3• From (3) and Theorem 2 it follows that V" r  is 

conformally flat. I 
Remark 5. In [11~j there is proved that a V" in E*x +"'n

J  

determined by (4)-(7)> is a Dupin-Mannheim submanifold: eve­

ry family of its curvature lines consists of circles whose 

planes have a common straight line or are parallel each 

other ( see also [121), 
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О ГЕОМЕТРИИ ВПОЛНЕ КВАЗИОМБИЛИЧЕСКИХ ПОДМНОГООБРАЗИЙ 

Ю.Лумисте, М.Вяльяс 

Р е з ю м е  

Изучаются вполне квазиомбилические- подмногообразия 

Vn (ix>3) в конформно плоском римановом многообразии 

Vrt+m или, что равносильно, -в области евклидова прост­

ранства Ert+n\ Даны необходимые и достаточные условия, что­

бы такое подмногообразие Vn (конформно плоское, как из­

вестно) имело плоскую нормальную связность V1 (Теорема 1). 

Известные необходимые и достаточные условия, чтобы с 

плоской Vх было конформно плоским, получают геометрическую 

формулировку (Теорема 2) и уточнения в случае вполне квази-

омбиличности (Теорема 3) в терминах симплекса нормальной 

кривизны. Пусть является размерностью этого симплекса. 

Показано, что вполне квазиомбилическое V"- с плоской Vх-

в En+m (или, вообще, в конформно плоском Vй1"" ) при 

<<v-z является огибающим т,-параметрического семей­

184 



ства а.-сфер (Теорема 4 и Следствие I). 
Подмногообразие V"- в v*1*"1 называемся совершенно 

кв&зиомбиличееким, если каждое его нормальное векторное поле 
является кваэиомбилическим. Установлено, что совершенно ква­
зиомбилическое V"- в конформно плоском У"-*"1 имеет плос­
кую нормальную связность и является огибающим однопараметри-
ческо го  с емейства  а  -сфер  (Предложение  I ) .  

Исследуется вопрос: существует ли конформно плоское Vх-
(гОЗЛ с плоской Vх в конформно тоском Vrt-+m (т>п-2.), 
которое вполне квазиомбилическим не является. Теорема 6 дает 
здесь положительный ответ. Как известно, при п->3 и m О-Я 
ответ всегда отрицательный. 
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