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Sissejuhatus

Paljude statistiliste probleemide korral puuduvad tédpsed teadmised vaatlusi genereeri-
nud jaotusest p. Seega mitteparameetrilise Bayesi ldhenemisviisi puhul vaadeldakse jao-
tust juhusliku suurusena P. Esialgset arusaama P jaotusest postuleeritakse eeljaotusena.
Vaatluste sissearvestamisel seda arusaama uuendatakse ja saadakse jireljaotus. Uldjuhul
on eeljaotuse valikul kaks miinimumnouet. Esiteks, peab jéreljaotus kuuluma eeljaotu-
sega samasse jaotuste perre. Teiseks, peab P jareljaotus koonduma vaatluste arvu kas-
vades toeliseks jaotuseks p. 1973. aastal Fergusoni kirjeldatud Dirichlet” protsessi jaotus
[3] rahuldab moélemat omadust. Ténaseks on sellest kujunenud levinuim eeljaotuse valik
mitteparameetriliste probleemide puhul [4, 1k 35-36].

Kéesoleva bakalaureusetdo eesmérk on anda referatiivne iilevaade modduteoreetilisest
baasist, millele tugineb Dirichlet’ protsessi konstruktsioon ja tutvustada protsessi taht-
samaid omadusi. Lisaks sellele selgitame Dirichlet’ protsessi tdhtsust téovahendina mit-
teparameetrilise Bayesi statistika raamistikus.

Esimseses peatiikis esitame Dirichlet’ protsessi defineerimiseks vajaliku matemaatilise
aparatuuri. Vaatleme koigi meetrilisel ruumil méaédratud toendosusmootude hulka P ja
esitame viisi vastava toendosusruumi (P, B(P),II) konstrueerimiseks.

Teises peatiikis defineerime loplikumootmelise Dirichlet’ jaotuse iihiksimpleksil, mille-
le omakorda tugineb Dirichlet” protsessi definitsioon. Seejérel anname iilevaate jaotuse
tahtsamatest omadustest ning esitame lihtsa skeemi Dirichlet’ jaotusega juhusliku vektori
genereerimiseks.

Kolmandas peatiikis anname Dirichlet” protsessi definitsiooni, vaatleme Dirichlet’ prot-
sessi olemasoluga seotud kiisimusi ja uurime selle olulisimaid omadusi. Selgitame ka Di-
richlet’ protsessi rakendusvoimalusi mitteparameetrilises Bayesi statistikas ning lopuks
kirjeldame lihtsaid algoritme Dirichlet’ protsessi jaotusega juhusliku moodu ja Dirichlet’

protsessist juhusliku valimi genereerimiseks.



1. Toendosusruum (P,B(P),II)

Olgu (S,d) meetriline ruum, B(S) vastav Boreli o-algebra ja P koigi méotuval ruumil
(S, B(S)) maaratud toendaosusmootude hulk. Selles peatiikis esitame vajaliku matemaati-
lise aparatuuri defineerimaks toendosusmootu ruumil P. Margime etteruttavalt, et Dirich-
let’ protsessi jaotus on niisugune toendosusmoot, seega range mooduteoreetiline baas on
tarvilik protsessi korrektseks konstrueerimiseks ja selle omaduste kirjeldamiseks. Antud

peatiiki materjal tugineb pohiliselt [1, ptk 5-6].

Definitsioon 1.1. Téenidosusmostude nork koondumine. Oeldakse, et toendosus-
moodud p,, € P, n € N, koonduvad norgalt mooduks p € P ja kirjutatakse p, = p, kui iga
pideva tokestatud funktsiooni f:S — R korral

lim [ fdp, - f Fdp.
S S

n—oo

Jargnev teoreem loetleb norga koondumisega samavéaarseid tingimusi, luues edasise teooriaaren-

duse seisukohalt mugava t66vahendi. Selle toestus on esitatud néiteks |1, 1k 16-17].

Teoreem 1.2. Portmanteau’ teoreem. Olgu p,, n € N, ja p toendosusmoodud ruumil

(S,B(S)). Jargmised tingimused on ekvivalentsed:

1. p,=p;

2. iga thtlaselt pideva tokestatud funktsiooni f:S - R korral

tim [ fap, = [ fap
S S

3. iga kinnise hulga F € B(S) korral limsupp,(F') < p(F);
4. iga lahtise hulga G € B(S) korral liminf p,(G) > p(G);
5. kui A e B(S) korral p(0A) =0, siis limp,(A) = p(A).
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Jargmise abilemma toestuse leiab [1, 1k 7-8].

Lemma 1.3. Téendosusmoot p € P on theselt madratud vadrtustega p(F) kinnistel hul-

kadel F € B(S).

Defineerimaks toendosusmootu hulgal P peame koigepealt méédratlema, millised P alam-
hulgad on méotuvad. Selleks vajame vastavat Boreli o-algebrat B(P) ehk vahimat hulga P
lahtiseid alamhulki sisaldavat o-algebrat. Siin aga peame omakorda tapsustama, milliseid
hulki peame lahtisteks. Antud kiisimusele vastamiseks toome sisse Prohhorovi meetrika
moiste ja veendume, et tegemist on kaugusega. Edaspidi hulga P lahtistest hulkadest

raakides, peame silmas just Prohhorovi meetrika indutseeritud topoloogia elemente.

Definitsioon 1.4. Prohhorovi meetrika. Prohhorovi meetrikaks nimetatakse funkt-

siooni p: P x P — [0,00), mis on defineeritud jargneva seosega:

p(p,q) =inf{e>0: iga Boreli hulga A korral p(A) < ¢(A°) +¢€ ja q(A) < p(A°) + €},
kus A°={zxeS:d(x,A)<e€}.
Lause 1.5. Prohhorovi meetrika on kaugus.

Toestus. M1. Definitsioonist on ilmne, et p on mittenegatiivne funktsioon.

M2. Fikseerime vabalt p,q € P. Siis
p(p,q) =inf{e>0:VAeB(S) p(A) < q(A°) +e & q(A) <p(A°) + €} = p(q,p).

Ma3. Olgu p € P. Siis p(p,p) =inf{e > 0: iga Boreli hulga A korral p(A) < p(A°) +¢}. Et
Ac A iga € >0 korral, siis ka p(A) < p(A°) iga € > 0 korral. Jarelikult p(p,p) = 0.
Niiiid eeldame, et p(p, q) = 0. See tdhendab, et suvalise € > 0 korral p(A) < ¢(A°) +e.
Olgu A kinnine. Vaatleme jada A,, = A%,n € N. On selge, et A, c A,,,, kui k > m. Pa-
neme tahele, et A = ﬁ A,,. Téepoolest, kuna iga n € N korral A c A%, siis A c ﬁ A,.

n=1 n=1

B 1
Kehtib ka vastupidine sisalduvus. Kui x € (1) A, siis d(z, A) < — iga n € N korral
n=1 n

ehk inf{d(z,a) :a € A} = 0. See tiahendab, et x € A voi z € JA. Kuna A on kinnine,
siis A c A, seega x on igal juhul hulga A element. Niisiis, (] A, c A. Jérelikult

n=1

lim q(A%) = q( N An) = ¢(A). Piirvddrtuse monotoonsuse tottu p(A) < ¢(A)
n n=1
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Samuti kehtib vorratus g(A) < p(A°) + €. Juhul, kui € | 0, saame piirviadrtuse mo-
notoonsuse tottu, et kinnise A korral kehtib ka ¢(A) < p(A). Kokkuvottes oleme

saanud, et iga kinnise A € B(S) puhul p(A) = ¢(A). Lemma 1.3 pohjal p = q.
M4. Fikseerime vabalt p,q,r € P. Kui p(p,q) < €1 ja p(q,r) < €2, siis

p(A) <q(A") + e <r((A7)?) + e+ e Sr(A77) +6 + 6,

r(A) <q(A?) + &2 <p((A7)%) +e1+ e <p(A77?) + €1 + €2
Jarelikult p(p,r) < € + €5 ning iihtlasi

p(p,r) <inf{e; + €21 p(p,q) <e1,p(q,7) < €2} =

=inf{e1: p(p,q) <er} +inf{e2: p(q, 1) <e2} = p(p,q) + plq,7).

Jargnevalt avame Prohhorovi meetrika seost norga koondumisega. Nimelt osutub, et toe-
ndosusmootude nork koondumine jareldub vahetult Prohhorovi meetrika jargi koondu-
misest. Sepraabli meetrilise ruumi S korral on aga nork ja meetrika jargi koondumine

ekvivalentsed.
Lemma 1.6. Olgu p,qeP. Kui p(A) <q(A°) +¢€ iga A€ B(S) korral, siis p(p, q) < e.

Téestus. Sisuliselt tahame néidata, et juhul, kui p(A) < q(A°) +¢€ iga A € B(S) korral, siis
iga Boreli hulga puhul kehtib ka vorratus q(A) < p(A€)+e. Paneme téhele, et sisalduvused
Ac S~ Bfja BcS\ A on ekvivalentsed. Toepoolest,

Ac S\ B <

sacA=>aeSrna¢t Bt
sacA=>aecSrna¢{reS:d(x,B)<e} =
< suvaliste a € A ja be B puhul d(a,b) > € <
<sbeB=>be{reS:d(z,A)>¢} <
beB=>beSNA =

< Bc S\ A



Eeldame, et iga Boreli hulga A korral kehtib p(A) < g(A°) +e. Tahistame B = S\ A°. Siis

p(A)=1-p(B)21-q(B)-e=q(5\ B)-e2q(A) —¢,
p(A) +e>q(A).

Lause 1.7. Olgu p,,p € P, neN, sellised, et p(pn,p) — 0. Siis p, = p.

Toestus. Fikseerime p € P ja p, € P, n € N, nii, et p(pp,p) 2 0. Vaatleme kahanevat jada
1

(€n), kus ¢, = rl?in p(pr,p) + —. Suvalise kinnise hulga F' € B(S) korral kehtib vorratus
<n n

p(F) <p(F) + €, ja €, — 0. Uhtlasi F* ¢ Fe kui k > m, ja (| F = F. Jarelikult

n=1

lim sup p,,(F') < limsup (p(Fen) + en) =p(F).

Portmanteau’ teoreemi kohaselt p,, = p. O

Lause 1.8. Kui S on separaabel ja p, = p, siis p(pp,p) — 0.

Téestus. Fikseerime vabalt € > 0. Olgu {A4;} ruumi S selline modtuv tikeldus, kus iga
hulga diameeter on vaiksem kui €. Margime, et separaabluse tottu selline tiikeldus leidub.
Néiteks voime votta kogumi {B(z, %) cx e D}, kus D c S on ruumi S mingi koikjal
tihe iilimalt loenduv alamhulk. Méaérates igale hulga D elemendile ¢ mingi indeksi 7 € N,
moodustame l6ikumatud hulgad A; := B(xy, %), A; = B(%é) \ QA]-, kui ¢ > 2. Nii
saamegi sobiva tiikelduse.

Valime & € N nii, et p(| JA;) < e. See on voimalik, sest limp(U A;) = p(S) =1 ning
>k i=1

vastavalt hmp(UA = llmp(S \ UA ) = hm(l p(UA )) =0

>n

Vaatleme 1oplikku lahtiste hulkade kogumlt
G={(A;,U...UA; ) :1<iy<...<im<k}.

Olgu A € B(S) suvaline ja
AO = U Az

1<i<k,
AiﬂA¢®



Selge, et A§ € G. Kuna p,, = p, siis Portmanteau’ teoreemi kohaselt liminf p,,(G) > p(G)
iga lahtise hulga G korral. See tdhendeab, et ka suvliase G € G puhul leidub Ng nii, et
kehtib implikatsioon n > Ng = p,(G) > p(G) — €. Kui n > Ny , siis
p(A) <p(Ao) + (U Ai) < p(Ao) + € < p(Af) + € < pu(Af) + 2¢.
>k

Paneme tihele, et A5 c A%, Toepoolest, kui a € A§, siis leidub
je{ne{l,...,k}:AmAn;t@}

ja x € Aj nii, et d(a,x) < e. Fikseerime y € An A;. Siis d(x,y) < e. Kolmunrga vorratuse

tottu d(a,y) <d(a,x) +d(x,y) < 2, seega a € A*. Niisiis,
p(A) < pu(A5) + 2€ < pp(A*) + 2e.

Lemma 1.6 pohjal p(p,, p) < 2e. Jarelikult p(p,,p) — 0. ]

Jargmine teoreem véidab, et separaablil meetrilisel ruumil méaédratud toendosusmootu-
de ruum on samuti separaabel. Eriti méarkimisvéadrne on see, et toestuses konstrueeritud
ruumi P koikjal tihe alamhulk sisaldab ainult diskreetseid moote. Niisiis, suvalise toe-
ndosusmoodu p € P korral leidub (Prohhorovi meetrika mottes) kuitahes ldhedal asuvaid
diskreetseid moote. Praktikas tdhendab see, et saame ldhendada pidevaid jaotusi sepa-

raablil meetrilisel ruumil (nt R v6i R") kuitahes tépselt diskreetsete jaotustega.
Teoreem 1.9. Kui S on separaabel, siis ka P on separaabel.

Téestus. Fikseerime vabalt € > 0. Eeldame, et S on separaabel ja valime S tiikelduse {A4;}
nii, et iga i € N korral diamA; < € (iiks voimalik protseduur tiikelduse konstrueerimiseks
on kirjeldatud eelneva teoreemi toestuses). Igast mittetiihjast hulgast A; valime elemendi

x;. Vaatleme kogumit

k k
H:{Zri(sxilk’eN, Zrizl, TiEQﬂ[O,oo)}.
i=1 i=1

Suvalise p € P korral valime k € N nii, et p(|_J A;) < e. Niitid valime 74,...,7, € Qn [0, 00)
ik
k k g
nii, et Zn =1 ja Z i — p(A;)] < €. Veendume, et see on voimalik. Mérgime, et
i1 i1

ﬁ;p(Az’) :p(gz‘h) =1-p(JA)>1-¢

>k
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k k
ehk € >1->"p(4;). Téhistame § :=e—1+) p(A;). Kui i < k-1 valime mittenegatiivsed
i=1 i=1 5 1
ratsionaalarvud r; nii, et p(A4;) <r; <p(4;) + o jaolgury=1- Z r;. Sellisel juhul
i=1

é"f‘i -p(A)| = Zk;(n -p(4;)) < (k_Tl)é 1~ p(Ay)
] @H_i”_pm’“)s w”_iz)(m) <G+1- ‘ip(Ai) -

Niiiid vaatleme toendosusmootu g = Zri&;i. Suvalise hulga A korral olgu I koigi selliste
i<k
indeksite ¢ < k£ hulk, mille korral An A; # @. Defineerime hulga A := UAi. Siis

iel

p(A) <p(Ao) + p(IJ Ai) <p(Ap) + €= Zp(Ai) +e< 27"1' +2€ = q(Ap) +2¢ < q(A*) + 2e.

ik iel iel
Lemma 1.6 pohjal tahendab see, et p(p, q) < 2¢e. Jarelikult iga p € P korral voime leida kui-
tahes ldhedal paikneva moodu ¢ € I1. Niisiis, tegemist on koikjal tiheda iilimalt loenduva

alamhulgaga. O]

Niiiid saame toestada veelgi tugevama seose ruumi S ja P vahel. Osutub, et juhul, kui
S on Poola ruum — s.t separaabel tiielik meetriline ruum * -, siis ka P on Poola ruum.
Selle toestuse tarbeks toome sisse toendosusmootude kogumi suhtelise kompaktsuse ja

tiheduse moisted ning esitame Prohhorovi teoreemi.

Definitsioon 1.10. Toendosusmootude kogumi suhteline kompaktsus. Olgu P c
P. Oeldakse, et téendosusmootude kogum 9B on suhteliselt kompaktne, kui igast P ele-

mentide jadast saab eraldada kauguse p jargi koonduva osajada.

Definitsioon 1.11. Téendosusmootude kogumi tihedus. Oecldakse, et téendosus-
mootude kogum B ¢ P on tihe, kui iga € > 0 korral leidub kompaktne hulk K € B(S) nii,
et iga p € P korral p(K)>1-e.

!Formaalselt nimetatakse Poola ruumiks sepraablit téielikult metriseeritavat topoloogilist ruumi. Meie
kisitluses on aga meetrika d fikseeritud, seega deldes, et S on Poola ruum, peame silmas seda, et meetriline

ruum (S, d) on separaabel ja taielik.
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Teoreem 1.12. Prohhorovi teoreem. Olgu ‘P c P. Kui B on tihe, siis see on suhteliselt

kompaktne. Olgu S separaabel ja taielik. Siis B on tihe, kui see on suhteliselt kompaktne.

Prohhorovi teoreemi téestuse leiab néiteks |1, 1k 59-63]

Definitsioon 1.13. Tiielikult tokestatud hulk. Oeldakse, et hulk A c S on téielikult
tokestatud, kui iga € > 0 korral leidub arv n € N ning hulgad A;,..., A, c S nii, et
diam(A;) <€, i=1,...,n, ja Ac|JA;.

i=1
Lause 1.14. Olgu S tdaielik meetriline ruum. Kui K c S on tdielikult tokestatud, siis see

on suhteliselt kompaktne.

Toestus. Olgu S téielik meetriline ruum ja K selle taielikult tokestatud alamhulk. Olgu
(r,) mingi K elementide jada. Leidub arv N € N ning hulgad A;,..., Ay c S nii, et
diam(A4;)<1,i=1,...,m,ja K c L"JAi. Véhemalt iiks hulk A; peab sisaldama loenduva
hulga jada (x,) elemente. Téhistarlr:ule By = AjnK ja valime sellest hulgast konstrueeritava
osajada esimese elemendi x,,, € B;.

Kuna B; on téielikult tokestatud hulga alamahulk, siis ka tema ise on téielikult tokes-

1
tatud, s.t leiduvad hulgad C4,...,C; c S nii, et nende diameeter ei iileta 3 kusjuures

B, c U C;. Taas peab leiduma viahemalt {iks hulk C%, et Cy n By sisaldaks loenduva hulga
jada (:L‘n) elemente. Tahistame By = C; N B; ning valime osajada teise elemendi z,,, € By
nii, et ny > ny.

Jétkame sama protsessi. Sammul j vaatleme hulga B;_; niisugust loplikku katet | D;,
i=1
1
ei ithegi i = 1,...,n korral hulga D; diameeter ei iileta —. Saame (x,) osajada, mis on
J

1
Cauchy jada. Toepoolest, fikseerime vabalt € > 0. Valime N € N nii, et N <e.Kuik,l> N,

1
siis d(@p,,, Tn,) < 7 <& S téielikkuse tottu osajada (w,;) koondub.
Kokkuvottes oleme ndidanud, et suvalisest hulga K elementide jadast saab eraldada koon-

duva osajada. Jarelikult K on suhteliselt kompaktne. O]

Teoreem 1.15. Kui S on separaabel ja tdielik, siis P on tdielik.

Toestus. Tahame nédidata, et P on téielik. Olgu {p,} mingi téendosusmdotude Cauchy

jada. Naitame, et {p,} on tihe. Siis Prohhorovi teoreemi pohjal on jada elementide hulk

11



ka suhteliselt kompaktne. Jarelikult sellest saab eraldada koonduva osajada ning seega
{pn} koondub.

Fikseerime vabalt € > 0 ja ¢ > 0. Valime 7 > 0 nii, et 2n < min{e, §}. Niiid valime N € N
nii, et n > N = p(pn,pn) <1 (see on voimalik, sest tegemist on Cauchy jadaga). Kuna
S on separaabel, leidub selles koikjal tihe tilimalt loenduv alamhulk X. Paneme téhele,

k I
et S = |J B(x,n). Tahistame A; = B(x;,n). Olgu k,l € N. Siis [ JA; c [JA;, kui k < L.

zieX i=1 i=1

Maérgime, et ] A; on mootuv, sest tegemist on lahtiste hulkade loenduva tihendiga. Niisiis,
i=1

iga n € N korral

h,?lp”(QAi) =pn(QAi) =pa(S) =1.

See tdhendab, et suvalise n puhul leidub m,, nii, et kehtib implikatsioon

k
k>m,=1-p,(lJA)<n.
i=1

Téhistame m := max{my,...,my}. Siis 1 = p, (| J4:) <n ehk p,(JA;) >1-nigan< N
=1 i=1

korral.

Vaatleme lahtiseid kerasid B; = B(x;,2n) ning C; = B(x;,9), kus z; € X, i e N. Kuin > N,

siis

1
Lopuks fikseerime vabalt ¢ > 0. Suvalise k € N korral olgu ¢ = % ning oy = T Moodusta-

me kerad Cy; = B(x;,01), i € N, ning mérkame, et need katavad ruumi S. Eelneva arutelu

pohjal leidub my, nii, et pn( U C’ki) >1- ;—k iga n € N korral.

<My
E
Vaatleme hulka K = ﬂ U Ci;. Olgu E > 0 suvaline. Valime k nii, et §; < 7 Siis
keNi<my
diam(Cy;) < E, seejuures K c | J Cj;. Niisiis, K on taielikult tokestatud. Et S on téie-
<My

lik, siis K on teoreemi 1.14 pohjal suhteliselt kompaktne. Jérelikult selle sulund K on
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kompaktne, kusjuures iga n € N korral

Pu(K) 2 pn(K) = pu(() U Cri) = 1-pa(UJ N Cr€) 2

keNi<my keN i<my
1= o) 6 =1- T (U ) -
keN i<my keN i<my,
S-S (1-p(U Cu)) > 1- ¥ =1
keN <My keN
Jarelikult {p,} on tihe ja ruum P on taielik. O

Jargnevalt késitleme kujutusi, mis osutuvad véiga olulisteks toovahenditeks Dirichlet’

protsessi defineerimisel. Iga A € B(.S) korral defineerime kujutuse
Ty:P—[0,1], p~p(A).

Tahistagu Cy(S) koigi pidevate tokestatud funktsioonide f:.S — R hulka. Iga f € Cy(S)

korral defineerime kujutuse

T, :P >R, prSfdp.

Kujutuste Ty ja T} iiks viga tdhtis omadus on see, et koik need on mootuvad Boreli
o-algebra B(P) = o(7,) suhtes. Jargnevate tulemuste toestused tuginevad |5, lk 509-510|

esitatud skeemidele.

Lause 1.16. (a) Iga f € Cy(S) korral on funktsioon Ty B(P)-moctuv ehk o(Ty; f €
Cy(5)) € B(P).

(b) Iga A€ B(S) korral on funktsioon T B(P)-mootuv ehk o(Ta; A eB(S)) c B(P).

Toestus. a) Olgu f € Cy(S) suvaline. Fikseerime vabalt p € P. Olgu (p,) mingi ruumi P
kuuluvate elementide jada, mis koondub moéoduks p, s.t p(pp,p) % 0. Lause 1.7 pohjal
jareldub Prohhorovi meetrika jérgi koondumisest toendosusmootude nork koondumine,
seega

Tf(pn)=[gfdpnﬁ>[qfdp=Tf(p)-
Niisiis pidevuse Heine kriteeriumi kohaselt on funktsioon 7' pidev.
Téhistame ruumi R koigi lahtiste hulkade kogumit stimboliga 7r. Et Ty on pidev, siis

lahtiste hulkade originaalid on lahtised. Jarelikult
F:= {Tf_l(G) :G e} C T,

13



Teame, et o(F) ={T;"(G) : G € o(1r) = B(R)}, seega
{T7'(G): G e B(R)} = o(F) c o(7,) = B(P).

Kuna suvalise G € B(R) korral T;'(G) € B(P), siis Ty on B(P)-méotuv.

b) Olgu A € B(S) kinnine. Fikseerime vabalt r € R. Tahame néidata, et hulk
G = {peP:Ta(p)<r}

on lahtine. Selleks veendume, et G = {p € P : T4(p) > r} on kinnine. Olgu (p,) hulga G¢
elementide mingi jada, mis koondub mooduks p*, s.t p(pn,p*) 2 0. Lause 1.7 pohjal leiab

aset ka nork koondumine p, = p*. Et A on kinnine, siis Portmanteau’ teoreemi kohaselt
r <limsup T4(py) = limsupp,(A) <p*(A) =Ta(p*).
Néeme, et p* € G, seega hulk G on kinnine ja hulk G lahtine. Kuna
G={peP:Ta(p)<r}er,cB(P)

suvalise reaalarvu r korral, siis 74 on mootuv.

Niitid eeldame, et A € B(S) on lahtine. Veendume, et suvalise r € R korral hulk
U:=={peP:Ta(p)>r}

on lahtine. Selleks néitame, et U = {p € P : T4(p) < r} on kinnine. Olgu (p,) hulga U*
elementide jada, mis koondub modduks p', s.t p(pn, p’) — 0. Lause 1.7 pdhjal leiab aset

ka nork koondumine p,, = p’. Et A on lahtine, siis Portmanteau’ teoreemi kohaselt
r > liminfp,(A) >p'(A) = Ta(p').

Niisiis, p’ € U¢, mis tdhendab, et U¢ kinnine ja U lahtine. Et U = {p € P : Ta(p) > r} € B(P)
iga reaalarvu r korral, siis 7’4 on mootuv.

Veendume, et A:={AeB(S):T4emB(P)} on \-siisteem.

1. S on kinnislahtine, seega Ts € mB(P) ja S € A.

2. Fikseerime vabalt A € A. Tahame niidata, et ka A € A. Olgu E ¢ B(R) su-
valine. Teame, et iga Boreli hulga nihe ja kordne on samuti Boreli hulk, seega

-1- (F - 1) € B(R). Jarelikult
Ty [-1-(E-1)]={peP:Ta(p) =p(A) e -1-(E - 1)} € B(P).
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Paneme téhele, et p(A) e -1-(E-1) < -p(A) e E-1 < 1-p(A) e E < p(A°) € E.
Niisiis,
{peP:Tuc(p)e E} ={peP:Ta(p)e-1-(E-1)} e B(P).
Oleme niidanud, et suvalise E € B(R) korral T4 [E] € B(P), seega A® € A.
3. Olgu A; € A,i e N sellised, et A;nA; =@, kui ¢ # j. Tahame néidata, et ka GAi eA.
Selleks peame veenduma, et Ty~ 4, on mootuv. o
Koigepealt paneme tahele, et suvalise p € P korral

Tz, a0) =p(UA) = Tp(4) = T T, (0).

1eN €N

Vaatleme funkstioone g, : P - R, g, := ZTAm n € N. Iga n € N korral g, on
i=1
mootuvate funktsioonide 16plik summa, jérelikult ka ise mootuv. Méarkame, et

Kuna Ti= 4, on mootuvate funktsioonide jada piirvdértus, siis on see ise mootuv funkt-
sioon. Jarelikult GAi eA.

Kuna oleme jubaﬁ?éidanud, et iga lahtise hulga A € B(S) korral T4 on mootuv, siis on
ilmne, et 7m-stisteem {A € B(S) : A on lahtine} sisaldub kogumis A. Dynkini teoreemi
pohjal B(S) =o({A € B(S) : A on lahtine}) c A. See tdhendab, et iga A € B(S) korral Ty
on B(P)-mootuv. O

Asja veendusime, et kdik kujutused T ja T4 on B(P)-mdotuvad. Juhul, kui S on Poola
ruum, kehtib ka tugevam véide: B(P) on iihtlasi vdhim o-algebra, mille suhtes koik ku-
jutused Ty ja T4 on mootuvad ehk B(P) = o(Ta; A€ B(S)) ja B(P) = a(Ty; f € Cp(S)).

Toestuse holbustamiseks toome sisse norga topoloogia moiste.

Definitsioon 1.17. Nork topoloogia. Norgimat topoloogiat ruumil P, mille suhtes iga
f € Cy(9) korral kujutus Ty on pidev, nimetatakse norgaks topoloogiaks. Téhitsame seda

tahisega 7.

Lause 1.18. Kui S on Poola ruum, siis kehtivad jargmised sisalduvused:
(a) B(P) co(Ty; f € Cy(5));
(b) B(P)co(Ta;AeB(S)).
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Toestus. a) Paneme téhele, et kogum

B = {ﬁTﬁl((—oo,ci)) neN, fi e Cy(5), ¢ ER}

on norga topoloogia baas. Tdepoolest, valides suvalise p € P korral mingi f € Cy(S5),
tahistame r = [Sfdp = T¢(p). Sellisel juhul p € Tf’l((—oo,r +1)) € B. On ilmne, et
suvaliste By, By € 28 korral ka By n By € 8. Jarelikult 8 on ruumi P mingi topoloogia
baas. Kui 7 on ruumi P topoloogia, mille suhtes iga Ty on pidev, siis suvalise f € Cy(5)
ja ¢ € R korral T;'((-o00,¢)) € 7, kuna (-o0,¢) on lahtine R loomulikus topoloogias.
Jarelikult B c 7, mis tdhendab, et B on norga topoloogia baas.

Maérgime, et p indutseerib norga topoloogia ehk 7, = 7,,. See fakt on toestatud naiteks
2, 1k 104-105]. Et S on eelduse kohaselt Poola ruum, siis teoreemi 1.9 pchjal on (P, 7,)
separaabel. Selle tottu on iga P 7,-lahtine alamhulk esitatav kogumi 95 hulkade loenduva

tihendina. Jérelikult 7, c o(8). Kuna ilmselt B c o(T%; f € C,(5)), siis ka
B(P)=0(1,)=0(B) ca(Ty; f € Cp(S5)).

b) Niiiid vaatleme suvalist pidevat tokestatud funktsiooni f : S — R. Eeldame, et see

on mittenegatiivne (negatiivsete vadrtustega funktsiooni saame vaadelda tema positiiv-

se ja negatiivse osa vahena). Leiduvad mittenegatiivsed lihtsad mootuvad funktsioonid
kn

standardesitusega ¢,, = Z ajxa, nii, et ¢, 1 f. Paneme tihele, et suvalise p € P korral
j=1

kn kn
Ton ()= [ budp =Y 00p(A)) = 330, To, ()
j= i=

Et mootuvate funktsioonide loplik summa on mootuv, siis iga n € N korral funktsioon

Ty, on 0(T4; A e B(S))-mootuv. Jarelikult iga p € P puhul

Typ) = [ fap= [ limoudp=tim [ dudp=lmT, (»),
s.t ka Ty on o(T4; A € B(S))-moodtuv. Néeme, et o(Ty; f € Cp(S)) c o(Ta; A € B(S)).

Jéarelikult osa a pohjal B(P) c o(Ta; A€ B(S)). O

Niiiidseks on meil olemas Boreli g-algebra B(P), kusjuures oleme selgitanud vélja ka oluli-
se seose kujutustega T4 ja Ty. See voimaldab kisitleda toendosusmoote ruumil (P, B(P)).

Jargnevad teoreemid seovad toendosusmoodud ruumil (P, B(P)) mainitud kujutustega
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Ty ja Ty. Esimese teoreemi intuitiivne sisu seisneb selles, et juhul, kui iga mootuva tiikel-
duse Ay, ..., A korral on teada juhusliku vektori (T4,,...,T4,) jaotus, siis on méératud
ka moot II. Analoogiliselt, kui iga f € C,(S) korral on teada juhusliku suuruse 77 jao-
tus, siis on maaratud ka moot I1. Antud tulemusi rakendame Dirichlet” protsessi jaotuse

késitlemisel.

Teoreem 1.19. Kui II ja IT' on kaks erinevat toendosusmootu ruumil (P,B(P)), siis
leidub ruumi S maootuv tikeldus Ay, ..., Ay ja k-mootmeline Boreli hulk B* € B(RF) nis,

et
{p: (Ta,(p),- - Ta,(p)) € B} # W' {p: (T, (p),- .., T, (p)) € B*}.

Toestus. Eeldame, et iga hulga S mootuva tiikelduse Ay, ..., A; ja k-mootmelise Boreli

hulga B* € B(R¥) korral

H{p : (Tz‘h(p)’ s ’TAk(p)) € Bk} = H,{pi (TA1(p)7 s 7TAk(p)) € Bk}

Tahame néidata, et moodud II ja IT" on vordsed.

Hulga S iga mootuva tiikelduse Ay, ..., Ax puhul defineerime o-algebra ruumil P:

Olgu 7 ruumi S koikvoimalike 1oplike mootuvate tiikelduste hulk. Defineerime kogumi
Ql = U ft.
teT

Veendume, et tegemist on algebraga.
A1l. Selge, et @, P e, sest @, PeF igateT korral.

A2. Olgu A el Siis leidub hulga S mootuv tiikeldus ¢ € T nii, et A € F; c . Jarelikult
ka A e F, c 2.

A3. Olgu A, B €. Leiduvad hulga S mootuvad tiikeldused A4,..., A ja By,..., B, et
B,,- Moodustame hulgad C;; = A; n Bj, kus i € {1,...,k}

..........

jaje{l,...,m}. Iga C;; on mootuv, sest see on kahe mootuva hulga iihisosa. Selge,
et hulgad C;; on omavahel l6ikumatud ja | J |J C; =S ehk tegemist on hulga

1<j<m 1<i<k
S mootuva tiikeldusega, mida tahistame tdhega ¢*.
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Paneme téhele, et Fa, _a, € Fix jaFp, .. B, C Fi.. Toepoolest, suvalisei € {1,...,k}

77777

korral 4; = | Cy;. Jérelikult iga p € P korral
j=1

T (p) = T, e, (r) = (U i) = ﬁlp(cij) . iTC ().

Et koik funktsioonid T¢,, on JFy« suhtes mootuvad, siis ka iga nende summa on
mootuv. Niisiis, T, on F-mootuv. Sama mottekiik kehtib ka funktsioonide T,
je{l,...,m}, korral.

Kokkuvottes A, B € Fi«. Et Fi« on o-algebra, siis ka Au B e Fp. c 2.

Eelduse kohaselt kehtib iga hulga S modtuva tiikkelduse Ay, ..., Ay korral vordus

Olgu A € 2 suvaline. Leidub tiikeldus ¢ € 7 nii, et A € F;. Jarelikult
() =TT, (A) = 1], (A) = TI(A)

ja seega H‘m = H’|gl =: [Iy. Paneme téhele, et o(2) on o-algebra, mille suhtes koik funkt-
sioonid T4, A € B(S) on mootuvad. Lausete 1.16 ja 1.18 pohjal B(P) = o(21).
Olgu IIj mooduga I1y assotsieeruv vélismoot. Hahni jatkamisteoreemi pohjal HS‘U @) On
mo6odu 1y ainuke jitk o-agebrale o(2). See tdhendab, et iga A € B(P) korral

TI(A) =1I;

(D) =TT (A).

Teoreemi 1.21 toestamiseks toome sisse lause 1.20. Selle toesuse leiab nt 6, 1k 202].

Lause 1.20. Juhuslikud vektorid (X1, ..., X,) ja (Y1,...,Y,) on erineva jaotusega para-
k k

jasti siis, kui leiduvad arvud aq,...,a, nii, et juhuslikud suurused Z%’Xi ja Zain‘ on

i=1 i-1
erineva jaotusega.

Teoreem 1.21. Kui Il ja II" on kaks erinevat téendosusmootu ruumil (P,B(P)), siis

leidub funktsioon f € Cy(S) ja Boreli hulk B € B(R) nii, et

{p:Tye B} #1I'{p: Ty € B}.
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Toestus. Iga k € N ja funktsioonide komplekti fi,..., fr € Cy(S) korral defineerime o-

algebra ruumil P:

Eeldame, et iga f € Cy(S) korral H|ff = H’|ff.
Olgu C koikvoimalike selliste 1oplike funktsioonide komplektide hulk. Defineerime kogumi

A-UF.
ceC

Veendume, et 2 on algebra.
A1l. Selge, et @, P e, sest &, P e F. iga ceC korral.

A2. Olgu A € . Siis leidub funktsioonide komplekt ¢ € C nii, et A € F.. Jarelikult ka
A e F,.cl.

A3. Olgu A, B € 2. Siis leiduvad funktsioonid fi,..., fx,g1,---,9m € Cp(S) nii, et A €

..........

Ftrrofogrgm- Niisiis, A, B € Fy g 0 o ja kuna tegemist on o-algebraga, siis

kaAUBE‘Fﬁ ----- Frrg1sees ngQl'

Eelduse kohaselt kehtib iga f € Cy(.S) puhul H‘ 5 = H'| 7 Oletame vastuviiteliselt, et

mingi funktsioonide komplekti fi,..., fx € Cy(S) korral

TI(A) # IT'(A).

Kuna Fy, . on vahim o-algebra, mille suhtes kujutused T%,,...,Ty, on mootuvad, siis

77777

see on ka vihim o-algebra, mille suhtes juhuslik vektor (77%,, ..., T}, ) on mootuv. Jérelikult

leidub B € B(R), et A= (T},,..., Ty, ) "(B). Niisiis,
M(A) =1I(T},,...,T;) (B) # W(T},,..., Ty ) (B) =1I'(A).

Néeme, et I1(Ty,,..., Ty )" ja (T}, ..., Ty )" on juhusliku vektori (Ty,,..., Ty, ) eri-
nevad jaotused. Lause 1.20 pohjal leiduvad arvud ay,...,a; € R ja hulk C' € B(R) nii,
et

H( éaini)_l(C) * H’( zk: aini)_l(C).

1=1
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Niitid méarkame, et suvalise p € P korral

k k k
Zaini (p) =) ai / Jidp = / Zaifidp = TZ’-Zlaifi(p)'
i=1 =1 S S é

1
Pidevate tokestatud funktsioonide lineaarkombinatsioon on aga samuti pidev tokestatud

k
funktsioon. Téhistame g = Zaifi. Selge, et Tg’l(C) € F,, kusjuures
i=1

(T, (C)) « (T, (C)).

Oleme néidanud, et H| P I ‘ oy Ent see on vastuolus eeldusega. Jarelikult iga funks-
g g

..... F 1 fi
Olgu A € 2 suvaline. Siis leidub funktsioonide komplekt ¢ € C nii, et A € F.. Jéarelikult

II(A) = H‘IC(A) = H"fC(A) =II'(A) ja seega H‘m = H"Ql =: [Iy. Paneme téhele, et o(2)
on o-algebra, mille suhtes koik funktsioonid 7%, f € C3(S), on mootuvad. Lausete 1.16 ja
1.18 pohjal B(P) = o(A).

Olgu niiiid II; mooduga I1y assotsieeruv vélismoot. Hahni jatkamisteoreemi pohjal 11 o ()
on moodu Iy ainuke jitk o-algebrale o(2l). Jarelikult iga A € B(P) korral

I1(A) = I

(A) = IT'(A).

a(2)
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2. Loplikumootmeline Dirichlet’ jaotus

Loplikumootmeline Dirichlet’ jaotus leiab laialdast rakendust Bayesi statistikas ning selle-
le tugineb ka Dirichlet’ protsessi moiste. Kéesolevas alapeatiikis esitame 1oplikumootme-
lise Dirichlet’ jaotuse definitsiooni ning anname iilevaate omadustest, mis teevad sellest
kasuliku téovahendi Bayesi raamistikus. Lopuks esitame lihtsa algoritmi kA-mootmelise

Dirichlet’ jaotusega juhusliku vektori genereerimiseks. Antud peatiiki materjal tugineb

pohiliselt [5, 1k 562-570].

2.1 Definitsioon ja tahtsamad omadused

Definitsioon 2.1. Dirichlet’ jaotuseks parameetriga k € Nx{1} ja oo = (avy, ..., ) > 0 ni-
k

metatakse sellist juhusliku vektori (p1, ..., Ppx), Z pi = 1, jaotust, mille tihedusfunktsioon
i1
7(p) = w(p1,...,pr) avaldub kujul

k

T(ap+...+ag) .
- =(p1,... S
I'(on)...T(ag) ng , p=(p1,-- k) €5,

ﬂ'(pla e 7pk) =

k
kus Sy = {(p1,...,pr) : minp; > O’Zpi =1}
! i=1

k
Mdrkus 2.2. Margime, et noude Z pi = 1 tottu saame esitada juhusliku vektori (p1, .. ., px)
i=1

k
mistahes koordinaadi teiste koordinatide kaudu: pj =1 - z pi. Niisiis, on ilal antud ti-
i=1,
i%j
hedus sisuliselt (k- 1)-mootmeline funktsioon.
Midrkus 2.3. Erijuhul £ = 2 nimetatakse Dirichlet’ jaotust beetajaotuseks. Parameetreid
a1 ja as téhistatakse sageli hoopis tdhtedega o ja (3. Lihtsuse mottes vaadeldakse bee-

tajaotust 16igus [0, 1] vadrtusi omandava juhusliku suuruse p; ja mitte juhusliku vektori

p = (p1,p2) jaotusena, sest teine koordinaat on alati esitatav esimese kaudu, nimelt
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p2 = 1 — p1. Selle tottu esitatakse ka beetajaotuse tihedus iihe muutuja funktsioonina
kujul
C(a+p)

m(p1) = Wp?_l(l -p1)”Y, prel0,1].

Asjaolu, et juhuslik suurus p; on beetajaotusega, tdhistame p; ~ Be(, 3).

Uks viga tihtis 1oplikumdotmelise Dirichlet’ jaotuse omadus, millele tugineb ka Dirich-
let” protsessi konstruktsioon, on tthenduvus (aggregation). Sisuliselt tdhendab iihenduvus
seda, et juhul, kui p = (p1,...,px) on Dir(k;aq,...,qr) jaotusega juhuslik vektor, siis
koordinaatide liitmisel moodustatud (k - 1)-mo6o6tmeline vektor (py,...Pi + Pj, - - - Pk) on
jaotusega Dir(k - 1;a1,...o; + j,...ax). Jirgmise teoreemi toestus on esitatud néiteks

[5, Ik 563-564].

Teoreem 2.4. Uhenduvus. Olgu p = (p1,...,px) Dir(k;aq, ..., o) jaotusega jubuslik
vektor ja Iy, ..., I, indeksite hulga {1, ... k} loitkumatu tikeldus. Iga j € {1,...,m} korral
olgu p; = Z pi- Sis juhuslik vektor (py,...,pL,) on jaotusega Dir(m; By, ..., 0Bm), kus

iel;
B; = Z a; ig;j e{l,...,m} korral.
iel;

Jargnevalt uurime olulist Dirichlet’ jaotuse omadust, mis teeb sellest kasuliku t6ovahendi
Bayesi statistilises anliiiisis. Tugevalt iildistades saab Bayesi lahenemisviisi puhul eristada
kahte etappi. Koigepealt postuleeritakse juhusliku vektori p jaotus, mida nimetatakse vas-
tavalt p eeljaotuseks. Vektori p fikseeritud vaértuse p = (p1,...,pr) korral on Xi,..., X,
juhuslikud suurused jaotusega p. Olemasolevate andmete X; = iy,...,X,, = i, valguses
uuendatakse arusaama p jaotusest ehk leitakse tinglik jaotus p|X; = iy,..., X,, = i,,, mida
nimetatakse p jareljaotuseks. Osutub, et juhul, kui parameetri p eeljaotus on Dirichlet’
jaotus, siis teatud tingimustel on ka p jareljaotus Dirichlet’ jaotus. Viimane omadus teeb
jareljaotuse leidmise matemaatiliselt viga lihtsaks, kuna selle iildine kuju on ette teada
ja uuendada tuleb iliksnes parameetreid aq,...,a,. Omaduse motestamiseks defineerime

koigepealt Dirichlet’-kategoorilise protsessi.

Definitsioon 2.5. Dirichlet’-kategooriline protsess. Olgu n mingi naturaalarv ja
a = (aq,...,04) € R¥. Vaatleme juhuslikku vektorit (p, X1, ..., X,), kus p on omakorda,
juhuslik vektor jaotusega Dir(k; «). Fikseeritud juhusliku vektori p vaéartuse p = (p1,...,px)

korral on Xj,..., X, soltumatud juhuslikud suurused jaotusega p (tdhistame i.i.d), s.t
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iga i € {1,...,n} puhul X; on juhuslik suurus védartuste hulgaga {1,...,k}, kusjuu-
res iga j € {1,...,k} korral P(X; = j) = p; ning suvaliste iy,...,4, € {1,...,k} korral
P(Xy = i1,...,Xn = in|p = p) = pi, -..pi,. Niisugust mudelit nimetatakse Dirichlet’-

kategooriliseks protsessiks ja tahistatakse jargmiselt:

pla, k ~ Dir(k; a),

iid
Xi,...,Xplp=p ~ p.

Definitsioonis 2.5 kirjeldatud protsessis on Dir(k;ay, ..., ax) juhusliku vektori p eeljao-
tus. Intuitiivselt kujutab see endast meie arusaama vektori p jaotusest enne vaatlus-
te Xi,...,X, tegemist. Ent huvi pakub ka see, milline on vektori p jaotus vaatluste
Xi,..., X, tegemise jarel, s.t vektori p tinglik jaotus p | Xi,..., X, ehk p jareljaotus.

Jargnev teoreem annab vastuse sellele kiisimusele.

Teoreem 2.6. Olgu pla, k ~ Dir(k;«) ja Xq,...,X,|lp=p "5y, Siis juhusliku vektori p

jareljaotus on Dir(k; oy + N7, ... ap + NJ') ehk
p| Xi1,..., X, ~Dir(k;ay + N7, ..., + NJ),
kus NI' =" 1;(X;).
i=1
Téestus. Olgu m(p) = 7w(p1,...,px) Dirichlet’ jaotuse tihedusfunktsioon ehk eelmoodu
tihedus ja w(p| X1 = i1,..., X, = 4,) tingliku jaotuse ehk jarelmoodu tihedus. Siis Bayesi

teoreemi pohjal

) . T(p)P(X1=11,...,. X, =1,p=p
m(PRX =t X =) = ()P((Xllzill X=i|) .

Niitid leiame nimetajas oleva toendosuse.

P(Xy =1, X = i) = fS P(Xy = i1, X =inlp = (1, p))(p)dp =
k

N7 N F(Oél +...+ Oék) aj-1 ap-1
= pi-..pinﬂpdp=fp1--.p’“- Pt pt dp =
/ék 1 () s, ¢ FoT(ow).. . T(ag) ! k

T(ag+...+ag) n NP a1 ap-1
= p .. p 'p .. p dp =
T(on)...T(ay) Js, t ko F
_ F(O_/l +...+ O./k) p(llerN{l—l o zl_CINI?_ldp _
I'(on)...T(ag) Isi

Pl +.o+ag) I'(ay + N7)...I'(ax + NJY)
CI(ay)...D(a) T(ar+ N +...+(ap+ N
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Maérgime, et viimane vordus kehtib, sest vorduse vasakul pool olev integraal on parajasti
normaliseerimiskonstandi péordarvu Dirichlet’ vorm. Naaseme esialgse Bayesi teoreemist

saadud vorduse juurde ja rakendame viimast tulemust jarelmoodu tiheduse leidmisel.

_ 7(p)P(X1=11,..., X, =in|p=p)

7T(p|X1=Z.17~'aXn:in) P(Xlzil X =1 )

D(ag+...+ag)

_ ['(ap)...T(ag)
Tlai+...+ap)  Dlan+NY)...T(ak + N?)

I'(aq)...T'(aw) T((ar +NP)+...+ (o + NJ))

k i—1
[T 0 piy o i,

E _a;-1 NP Ny
[Topy oyt oy,

I'(oqg + NJ") ... T (g + NJ)
F((r + N7) + ...+ (ap + NJ))

_ I((oqg + N?)+ ...+ (o + NJ)) ﬁpaﬁw_l

Néeme, et tegemist on parajasti Dir(k; oy + N7, ..., o + NJ') tihedusega. O

Jargnevalt veendume, et juhul, kui X1, ..., X,, on vaatlused Dirichlet’ kategoorilisest prot-
sessist, ei soltu p jareljaotus nende vaatluste jéarjekorrast, vaid iiksnes saavutatud véaér-

tustest. Selleks toome sisse multinoomjaotuse moiste.

Definitsioon 2.7. Multinoomjaotus. Olgu Xj,..., X, soltumatud sama jaotusega
juhuslikud suurused véartuste hulgaga {1,...,k}, kusjuures iga ¢ € {1,...,n} korral
P(X; =j) =p; ja Zk:pj = 1. Iga j € {1,...,k} korral tdhistagu R; seerias Xi,..., X,
vaartuse j saavutailztid vaatluste arvu. Multinoomjaotuseks parameetritega n € N ja

p=(p1,...,pr) nimetatakse juhusliku vektori R = (Ry, ..., Rx) jaotust. Multinoomjaotuse

toendosusfunktsioon ¢(r) = t(ry,...,r,) avaldub kujul

n!
t(ry,...,15) = ————pit...p*
(o) ) ko

k

kus r1...,7, € Nu {0} ja Zri = n. Asjaolu, et juhuslik vektor R = (Ry,...,Ry) on
i=1

multinoomjaotusega parameetritega n ja p = (p1,...,px), tdhistame R ~ M (n;p). Multi-

noomjaotusega juhusliku vektori keskvidrtus on E(R) = (npy,...,npg).
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Jareldus 2.8. Olgu p ~ Dir(k;aq,...,a4) ja juhusliku vektori p fikseeritud véértuse
p = (p1,...,px) korral R = (Ry,...,Ry) ~ M(n;p). Kui Ry =ry,..., R =ry, siis vektori

p jareljaotus on Dir(k;aq +71,...,ap + 1) ehk
p|l|Ri=7r1,...,Ry =1t ~Dir(k;oq +r1,...,ap + 7).

Toestus. Bayesi teoreemi kohaselt

P(Ri=ry,...,Rx=rlp=p)7(p) _
P(Rlzrla"'aRk:rk)

w(p|Ry=r1,...,Rp=1%) =

n—!p” pim(p) n—!p“ P m(p)

P(Ri=r1,...,Ry=rlp=p)n(p)dp _ n! N

Jo, P(Ry =1 k= 1lp = p)m(p)dp 7n'_rk'/Skpll.,,pkrmr(p)dp
1o .

_ it ..o m(p)
Js, i m(p)dp
Olgu niiiid X7, ..., X, soltumatud juhuslikud vaatlused jaotusest p, mis méaravad vektori

(Ri,...,Rk), st Ry = > I;(X;) iga j € {1,...,k} korral. Mirkame, et
i-1

Pt o (p) _ P(Xi=1y1,...,X, =ti,|p=p)7(p) _
.ot m(p)dp [, P(Xa =i, Xy, = d0|p = p)7(p)dp

_ P(Xi=11,...,Xp=1xp=p)7(p)
P(X1 =1, Xn=1n)

= 7T(p|X1 = ’il,. .. 7Xn = Zn)

Viimane on aga juhusliku vektori p jareljaotuse tihedusfunktsioon Dirichlet’-kategoorilises
protsessis. Niisiis, teoreemi 2.6 kohaselt on see parajasti jaotuse Dir(k; cq +71, ..., ax+7%)

tihedusfunktsioon. O

Niiiid votame vaatluse alla Dirichlet’ jaotusega juhusliku vektori keskvéartuse ja sel-
le koordinaatide dispersiooni. Koigepealt toestame laused nende iildise kuju kohta ning
seejarel anname pogusa iilevaate kaasnevatest eelistest Bayesi statistilise analiilisi raamis-

tikus.

Lause 2.9. Keskvddrtus. Olgup = (p1, - - -, Px) juhuslik vektor jaotusega Dir(k; oy, ..., ax).

Stis vektori p keskvddrtus on
(0%} (073
Ep)=|—,...,—
(p) (|a|, , |a|),
k
kus o] = > a;.
i=1
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Toestus. Olgu j € {1,...,k} suvaline. Keskvaartuse definitsiooni kohaselt

T(ag+...+ag)

k
E(p;) = fpg m(p)dp = fpj () F(ak) [1p5  dp =

i=1

F(Oél + ...+ O Py
il % g,
s T(ay).. F(ak) H P op

li]

Gammafunktsiooni omaduse kohaselt I'(ay + ...+ ag + 1) = || - T'(a1 + ... + ), samuti

I'(cj + 1) = a;I'(e). Téhistame f5; = a; + 1. Niisiis, saame kirjutada

F(Ozl +.. .+ Qg

E L) = . a]d =
()= | T Ty & Hp by ap
z:t]
a; Tlag+...+0j+...+ag) o - -
— 3. ( J )p L p] . .pjk ldpz
se o] T(aq)...T(B;)...T'(aw)
Flog+...+Bj+...+ oy o1~ o
laf Jsp T(ay)...T(B5)...T(ag) "
Ent niilid mérkame, et integreeritav funktsioon on Dir(k;aq,...,05;,..., ) jaotusega

juhusliku vektori tihedusfunktsioon. Tihedusfunktsiooni omaduse kohaselt

D(ap+...+ 65 +...+ag) a1 8,1 ak i - 1__

E(py) = \Oz| s, T(aq).. F(Bj)...f‘(ak)pl By |a| |

Niisiis,

E(p) = (E(p1),. .., E(px)) = (|| ﬁ)

Lause 2.10. Dispersioon. Olgup = (p1,- - -, Px) juhuslik vektor jaotusega Dir(k;cq, ..., ax).

Siis iga j € {1,...,k} korral juhusliku suuruse p; dispersioon on
o |a |- q
D —
P = op a1
k
kus o = > ay.
i=1
Toestus. Olgu j € {1,...,k} suvaline. Dispersiooni definitsiooni kohaselt

D(pj) = E(p;®) - (E(p;))*
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Avaldame E(p;?). Keskviirtuse definitsioonist lihtuvalt

E(pf)=f§kp§-ﬂ(p)dp=fgkp§~1;((zl; ;(z:)) Hpo”_ldp:
F(OZ1+ +Ozk) a2+1
Sk F(Oél) F(ak) Hp ' dp

1#]

Tahistame f; = a; + 2. Mérkame, et gammafunktsiooni omaduse tottu
F(ﬁj) = (Oéj + 1)F(Oéj + 1) = Oéj(Oéj + 1)F(Oéj),

L(lal +2) = (lal+ DI (Ja] + 1) = |a| (o + DT (Ja).-

Seega
Clap+.. .+ k) 1% a1 sl
. X ity =
s T(a1) ... T(ow) [1r P
i:tj
_ay(ay + 1) D(ja]+2) 1‘1 gy a0+ 1)
ol (laf +1) Js Dan) ... T'(8;) ... T'(ax) ; el (Jaf +1)
7,#]
Mérgime, et viimane vordus kehtib, sest integraali alla jaab jaotuse Dir(k; o, ..., B;, ..., o)

tihedusfunktsioon, mistéttu on integraali véaartus 1.

Lause 2.9 kohaselt E(p;) = ﬂ Niisiis,

D )_aj(@j+1) of aifa;+1 o\ oy lel-o; N oy [la]-qy
P00l + 1) " Jal T \Jal+1 " jof ) " Tel\lal(el+ 1) ) " ja2\ o+ 1 |

Vaatleme niitid, millist rolli méngivad Dirichlet’ jaotusega juhusliku vektori keskvéaartus
ja selle koordinaatide dispersioonid eeljaotuse parameetrite aq,...,a, valikul. Paneme
tahele, et Dirichlet’ jaotusega juhusliku vektori koordinaadi p; dispersioon on seda vaik-
sem, mida suurem on paramaeetrite ;. .., summa |a|. Seda seost illustreerib joonis
2.1, millel on esitatud jaotustele Be(0,2;0,4), Be(1;2) ja Be(4;8) vastavate tihedusfunkt-
sioonide graafikud.

Mérgime, et koigi kolme jaotuse puhul F(p;) = %, see-eest juhusliku suuruse p; disper-
sioon on erinev. Jaotuse Be(0,2;0,4) korral |«| = 0,6, mille tottu koondub téendosusmass
ddrmuslike védrtuste 0 ja 1 juurde. Jaotuse Be(4;8) puhul aga |a| = 12 ning toendosus-
mass kontsntreerub keskviirtuse F(p;) timber. Jaotus Be(1;2) on siinpuhul vahepealne

variant, sest |a| = 3 ja toendosusmass on seega ka iihtlasemalt jaotatud.
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3.0

— a1=1,a;,=2
_— H1=4,a2=8
2.54 — a1=0.2,a,=0.4
2.0 7
1.5 A
1.0 A
0.5 A
0.0 T T T T
0 02  E(py)0.4 0.6 0.8 1.0
P1

Joonis 2.1: Beetajaotuste tihedusfunktsioonid

Iga i € {1,...,k} korral esitub parameeter o; Dir(k;ay,...,a) jaotusega vektori koor-
dinaadi p; keskvéértuse ja |a| korrutisena: a; = ’Z—i| || = E(p;) - |o. Niisiis, eeljaotuse
parameetrite valiku korral kirjeldab F(p;) aprioorset arusaama juhusliku vektori p vasta-
va koordinaadi keskvéértusest, suurus |a| aga véljendab hinnangu kindlusastet. Eelnevalt
kirjeldatud Dirichlet’-kategoorilises protsessis vaatluste arvu n kasvades kasvab ka suurus

|| ehk || = oo, kui n — oco. Sisuliselt tdhendab see, et vaatluste lisandumisel koondub

jareljaotuse tihedus vektori p toelise vaartuse iimber.

2.2 Polya urn

Polya urni protsess aitab kujundada intuitiivset arusaama Dirichlet’-kategoorilisest prot-
sessist. Jargnevalt esitame selle definitsiooni ning nditame, et parameetrite oy, ..., o na-
turaalarvuliste vaartuste korral langevad Dirichlet’-kategooriline ning Polya urni protsess

kokku.

Definitsioon 2.11. Polya urn. Olgu urnis k erinevat vérvi kuuli (antud juhul kisitleme
virve arvvdartustena 1,...,k), kusjuures igat vérvi j € {1,...,k} on «; € N tiikki. Igal
sammul tombame urnist juhuslikult ithe palli ja paneme koos sama varvi palliga tagasi.

Tahistagu Y; i-ndal sammul vilja voetud kuuli varvi.
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Teoreem 2.12. Olgu o, . .., ar mingid naturaalarvud ja X1, Xs, ... Dirichlet’-kategoorili-
ne protsess, s.t X1, Xo,... on soltumatud juhuslikud suurused jaotusega p, kus p on ju-
husliku vektori p fikseeritud vddrtus ja p on jaotusega Dir(k;aq,...,ax). Olgu Y1, Ys, . ..

vastav Polya urni protsess. Siis 1ga n € N puhul
d
(X1, Xy Xw1) = (Y1, 000, Y0, Vi)

ehk need juhuslikud vektorid on sama jaotusega.

Toestus. Olgu i € {1,...,k} suvaline. Esimesel tombamisel on urnis «; i—véarvi palli ja
k
o] = Z a; palli kokku. Jarelikult esimesel tombamisel ¢-véarvi palli saamise toenédosus on
i=1
P(Yy=1)= iy Teisalt,
|
. . Q;
P(Xi=i)= [ P(Xi=ilp=p)n()dp= [ pi-n(p)dp = E(pi) =
Niisiis, iga i € {1,...,k} korral
. Q; .
P(X;=1i)=—=P(Y1=1).
|
Vaatleme teist sammu. Olgu 1,45 € {1,...,k} suvalised. Milline on téenéosus, et Y3 = io,
kui Y7 =4,7 Iga j € {1,..., k} korral defineerime funktsiooni
{0, kuii#j,
1;(i) =
1, kuii=j.

Esimese tombamise jarel pandi urnist tommatud pall tagasi koos veel iihe sama varvi

palliga. Niisiis, teise tombamise eel on urnis «a;, + I, (41) io—véarvi palli, kokku aga || + 1

L, (i
palli. Jarelikult P(V = io|V; = i) = a2|+| +2(1u)‘
o

Niiiid uurime, millise toendosusega Xo = 15 tingimusel, et X; = 7;. Koigepealt méargime,

et
P(Xg =io| Xy =1i1) = ‘/Sk P(Xy =g, p = p|X1 = d1)dp.
Bayesi teoreemi kohaselt
P(Xa =iy, p=p|lX1=i1) =7(p| X1 =i1)  P(Xa=i2[p=p, X1 =11).
Et X ja X5 on soltumatud, siis X; jaotus soltub iiksnes parameetrist p, seega
P(Xy =iolp=p, X1 =141) = P(X2 = i2[p = p).
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Niisiis,

P(Xy=is,p=p|X1=11) = /; P(X5 =iolp = p)m(p| X1 =iy)dp =
k

= [ pun(plX = i2) = B(ps X1 = i),
k

Teoreemi 2.6 kohaselt on p|X; =iy jaotusega Dir(k; o, ..., 4 +1,..., ax), seega lause 2.9
a;, +1 Q;
ohjal E(p;,) = —=2—, kui i = i1, ja E(p;,) = —=—, kui 4; # i5. Kokkuvottes suvaliste
pohj (pi,) Ao 1 ui s = i1, ja E(pi,) a1 ui ig # o uv uvali

Q1,92 € {1,..., k} korral

Ay, + IZQ(Zl)

P(Xs =19 Xy =14y) = = P(Y3 = is|Y7 = 41).

loaf + 1
Niitid vaatleme sammu n+1. Olgu iy, . . . iy, 041 € {1,..., k} suvalised ja n esimesel sammul
urnist tommatud kuulide varvid vastavalt Y7 = iq,...,Y,, = i,. Sellisel juhul on enne nr

n+1 kuuli tombamist urni lisandunud Y I; ., (i;) = N/ tiikki ¢,,1-véirvi kuuli. Jérelikult
j=1

urnis on «;, ., + N i,.q-varvi kuuli. Kokku aga vastavalt |a| + n kuuli. Jarelikult i,,1-
n+1 In+

1

varvi kuuli tombamise toendosus sammul n + 1 on

Qi p+1 + Nln
. . . +1
P(Ynor = itV = iy, Vi = ) = ——m—tnst,
la| +n
Uurime, milline on toendosus, et X,,,1 = i1, kui X7 =11,..., X, =1,.

P(Xpo1 = it | X1 = i,y Xy = i) = [Sk P(Xpi1 = inesp = PIX1 = i1, rs X = i )dp =
_ fSkw(pp(l ity X = i) P(Xnet = int [P = py X1 = i1, X = i) dp.
Et masratud p korral ei soltu X, jaotus juhuslikest suurustest Xi,..., X, siis
[Sk T(PIX1 = i1, Xy = i) P(Xs = ipaa|p = p, X1 =1+, X = i)l =
= [ 7GIX) =i X =) P(Xr = inalp = p)ip -
_ fSk Do w(PIXe =1y X =i )dp = E(pi | X1 = i1,y Xy = ).

Teoreemi 2.6 kohaselt on p|X; = iy,...,X,, =i, jaotusega Dir(k;aq + N{',...,a+ N}}).

Seega lause 2.9 pohjal E(ps,,,) = : L
|| + n
Kokkuvottes ndeme, et suvaliste iq,...,i, € {1,...,k} korral
. . . Ckin-ﬁ—l + Z?ZL+1 . . .
P(Xn+1 = Zn+1|X1 =01, X = Zn) = = P(Yn+1 = Zn+1|Y1 =0, Y, = Zn)-
la| +n
Jarelikult (X1, ..., Xn, Xpe1) £ (Yi,..., Y0, Yrr). 0
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Mirkus 2.13. Iga j € {1,...,k} korral téhistagu Q7 j-vérvi pallide arvu urnis n tom-

bamise jarel ja olgu p ~ Dir(k;aq,...,qq). Siis eri vérvi pallide osakaalude vektorite
(&, . Qi ) jaotused Py, koonduvad norgalt juhusliku vektori p jaotuseks Dir(k;«).
n n

Selle kohta Oeldakse ka, et juhuslikud vektorid (&, . Qi

) koonduvad jaotuse jargi
n n

vektoriks p ja téhistatakse

(%, e %) LA Dir(k; aq, ..., ax).

n n

Kuna p ja (&, e %) vadrtuste hulk S, on separaabel, siis lausete 1.7 ja 1.8 pohjal
n n

on jaotuste nork koondumine samavéadarne Prohhorovi meetrika jérgi koondumisega ehk
p(Pg,,Dir(k;a)) 5 0.

Toepoolest, olgu p|a, k ~ Dir(k; ) ja Xy,...,X,|p=p il p. Suvalise i € {1,...,m} ning
je{l,...,k} korral vaatleme juhuslikku suurust I; o X;. Mérkame, et Z I; o X; loendab
seerias Xi,..., X, vidartuse j saavutanud vaatluste arvu. Vaatleme Juhushkku vektorit

(Ry,...,Rr) = R~ M(n;p). Paneme téhele, et Z[j o X; = R;. Jérelikult

P10 ) = B =,

Tugeva suurte arvude seaduse kohaselt fikseeritud jaotuse p korral

i ljoX;

- p; peaaegu kindlasti
n

protsessis n — oo. Kirjeldatavas mudelis on aga p; alati Dirichlet’ jaotusega juhusliku

vektori p koordinaadi p; mingi realisatsioon. Sellest on voimalik jareldada, et tildisemalt

n n

i1 110X, i1 o X . .

(—Z"l e ,...,—Z"l kO )—> (p1,..-,Px) peaaegu kindlasti,
s.t Dirichlet’” kategoorilise protsessi vaédrtuste osakaalude vektor koondub peaaegu kind-
lasti Dirichlet’ jaotusega juhuslikuks vektoriks. Mérgime, et jaotuse jiargi koondumine
jareldub peaaegu kindlast koondumisest ja Polya urni ning Dirichlet” kategooriline prot-
sess on iga n € N korral sama jaotusega. Sellest saame jareldada, et Polya urni protsessi

korral koondub varvide osakaalude vektorite jaotus Dirichlet’ jaotuseks ehk

(&,,%) iDir(k;al,...,ak).
n n
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2.3 Tokimurdmine

Dir(k; aq, ..., a) jaotusega juhusliku vektori p = (p1,...,Pk) genereerimiseks saab ka-
sutada nn tokimurdmise meetodit. Meetodi nimi tuleneb sellest, et intuitiivselt sarnaneb
algoritm iihikpikkusega toki murdmisele k osaks. Jargnevalt esitame kokkuvotte antud

juhusliku vektori genereerimise viisist.

k
e Olgu Vj ~ Be(ay, Zai). Votame selle juhusliku vektori p esimeseks koordinaadiks
i=2

1
p1 = V4. Sisuliselt sarnaneb see tokist Vj-osa dra murdmisega (nt kui V; = 7 mur-

rame tokist tihe neljandiku).

k
e Teisel sammul votame juhusliku suuruse V5 ~ Be(as, ZO‘Z’) ja médrame vektori p

1=3
teiseks koordinaadiks py = V5(1-V7). Pohimotteliselt kujutab see endast allesjaénud

toki kiiljest V5-osa murdmist.

k
e Iga je{3,...,k—1} korral votame juhusliku suuruse V; ~ Be(ax, Z ) ja médrame
i=j+1

j-1
vektori p j-ndaks koordinaadiks p; = V; JJ(1 - V;). Nagu ka eelnevate sammude
i=1

puhul on see sisuliselt 7 — 1 murdmise jéirel_alles jaanud tokist Vj-osa murdmine.
e Vektori p k—ndaks koordinaadiks méadrame k£ — 1 murdmise jarel alles jadnud osa.

On voimalik néidata, et juhul, kui juhuslikud suurused Vi,...,V; on soltumatud, siis
niisugusel viisil genereeritud juhuslik vektor on téepoolest jaotusega Dir(k;ay, ..., ax).

Viimase fakti toestuse leiab néiteks |5, 1k 564-565].

32



3. Dirichlet’ protsess

Mdrkus 3.1. Olgu (2, F,P) mingi toendosusruum. Moiste juhuslik protsess téhistab selli-
sel juhul ruumil (2, F, P) méadratud juhuslike suuruste hulka { X, };r, kus T' on omakorda
suvaline indeksite hulk. Mis Gigustab nimetust "Dirichlet’ protsess"— tegemist on ju tea-
tud omadust rahuldava juhusliku téendosusmodduga (juhusliku suurusega) P : ) — P?
Mérgime, et vottes T' = B(S) ja iga A € B(S) korral ¢t = A, saame defineerida juhusli-
ku protsessi {X;}er, kus X; : Q - [0,1], w » P(w)(A). Niisiis, saame vaadelda igat

juhuslikku mootu juhusliku protsessina.

Kujutame ette olukorda, kus on antud teatud vaatlused X; = zy,...,X,, = z,,, kuid puu-
dub info selle kohta, mis jaotusest p need parit on. Sellisel juhul saab kisitleda vaatluste
jaotust juhusliku suurusena (juhusliku téendosusméoduna) P ning votta Dirichlet” prot-
sessi jaotuse moodu P eeljaotuseks. Intuitiivselt tdhendab viimane seda, et kasutame
Dirichlet” protsessi jaotust kirjeldamaks oma esialgset arusaama P jaotusest. Sisuliselt
haakub niisugune probleemipiistitus eelmises peatiikis kirjeldatud Dirichlet’-kategoorilise
protsessi mudeliga, kuid enam ei eeldata, et p € Sy, vaid p saab olla suvaline diskreetne
toendosusmodot (hiljem selgitame, miks diskreetsuse noue ei ole praktikas kuigi kitsen-
dav).

Uks Dirichlet’ protsessi jaotuse suurimaid voorusi on see, et fisja kirjeldatud olukorras
osutub ka jareljaotus Dirichlet’ protsessi jaotuseks. Lihtsamalt 6eldes, kui uuendame ole-
masolevate andmete valguses oma arusaama P jaotusest, siis selle iildine kuju ei muutu.
Veelgi enam: vaatluste arvu n kasvades koondub P jareljaotus vadrtuseks p ehk nende
toeliseks jaotuseks. Ka siis, kui esialgne arusaam jaotusest p on vale, saame piisava hulga
(empiiriliste) andmete korral selle toelisele vidrtusele lahedale.

Eelkirjeldatu teeb Dirichlet” protsessi jaotusest asendamatu toovahendi mitteparameet-

rilises Bayesi statistikas. Selles peatiikis esitame Dirichlet’ protsessi definitsiooni ja loo-
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me raamistiku selle olemasolu toestamiseks. Seejarel uurime Dirichlet’ protsessist tehtud
vaatluste mudelit ja 16puks esitame skeemid Dirichlet’ prosessi ja vastava juhusliku va-
limi genereerimiseks. Peatiikis esitatavad tulemused tuginevad [5, 1k 59-69], kui ei ole
mérgitud teisiti.

Markus 3.2. Tuletame meelde moningad objektid esimesest peatiikist.

e Olgu (5,d) Poola ruum ja B(S) vastav Boreli o-algebra.

e Téhistagu P koigi ruumil (S, B(S)) defineeritud tdendosusmootude hulka. Esimeses
peatiikis veendusime, et (P, p), kus p tdhistab Prohhorovi meetrikat, on samuti

Poola ruum (vt teoreeme 1.9 ja 1.15).

e Et p on kaugus, siis indutseerib see topoloogia 7,. Niisiis saame réédkida ka ruumi

P Boreli o-algebrast B(P) = o(7,).

e Suvalise A € B(S) korral tiahistab T4 kujutust T4 : P — [0,1], mis on médratud

seosega T4(p) = p(A).

Selles peatiiki ulatuses kasutame eelmainitud téhiseid dsja kirjeldatud tdhenduses.

3.1 Definitsioon ja olemasolu

Definitsioon 3.3. Juhuslik téendosusmoot. Olgu (2, F,P) mingi toendosusruum.
Juhuslikuks téendosusmodduks ruumil (S, B(S)) nimetatakse F-mootuvat funktsiooni

P : Q - P. Kujutuse P mootuvus tdhendab antud juhul seda, et iga mootuva hulga

E c P korral PH(E) e F.

Mdrkus 3.4. Méargime, et iga A € B(.S) korral saame vaadelda kompositsiooni
TyoP:i0—[0,1], wr (P))(A).

Kuna T4 on teoreemi 1.16 pdhjal B(P)-modtuv ja P on F-modtuv, siis ka nende kom-
positsioon on mootuv ehk samuti juhuslik suurus. Edasipidi tdhistame kompositsiooni

T4 o P lihtsalt kui P(A).
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Definitsioon 3.5. Dirichlet’ protsess. Olgu « 16plik mo6t ruumil (.S, B(.S)). Dirichlet’
protsessiks baasim6oduga a nimetatakse juhuslikku toendosusmootu P ruumil (S, B(S)),

mis rahuldab ruumi S iga 16pliku mootuva tiikkelduse Ay, ..., Ay korral omadust
(P(Ay),...,P(Ag)) ~ Dir(k;a(Ar), ..., a(Ag)).

Definitsioon 3.6. Dirichlet’ protsessi jaotus. Olgu (2, F,P) mingi téendosusruum

ja P : ) — P Dirichlet’ protsess baasimooduga «. P maarab tondosusmoodu II* ruumil
(P,B(P)) seosega:
I*(E):=PPY(E), VYEeB(P).

Seejuures mootu II* nimetatakse Dirichlet’ protsessi P jaotuseks.

Definitsioon 3.7. T6endosusmoot IT(«). Olgu a 16plik toendosusmoot ruumil (S, B(.S)).

Mooduks TI(«) nimetame sellist toendosusmootu ruumil (P, B(P)), mille korral
(Tay,-..,Ta,) ~Dir(k;a(Ar),...,a(Ax))

ruumi S iga mootuva tiikkelduse Ay, ..., A puhul.

Jargnev teoreem voimaldab taandada Dirichlet’ protsessi olemasolu moddu II(«) ole-

masolule.

Teoreem 3.8. Toendosusmoot I1 ruumil (P,B(P)) on Dirichlet’ protsessi P jaotus pa-

rajasti siis, kui I = ().

Toestus. Tarvikkus. Eeldame, et II on Dirichlet’ protsessi P jaotus. Olgu Aq,..., Ay
ruumi S suvaline mootuv tiikeldus. Lause 1.16 pohjal iga j € {1,...,k} korral kujutus

Ty, : P —[0,1] on B(P)-mootuv, seega iga Ty, on juhuslik suurus ja
(TAl,...,TAk) P —>Sk

juhuslik vektor.
Kuna IT on téendosusmost ruumil (P, B(P)), siis toendosusmost [1(Ta,, ..., Ta, )" ruu-
mil (Sg,B(Sk)) on juhusliku vektori (Tl4,,...,7T4,) jaotus. Et aga II on ka Dirichlet’

protsessi jaotus, siis
H(TA17 . ,TAk)_l = PP_I(TA“ e ,TAk)_l.
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Niitid aga paneme téahele, et suvalise B € B(Sy) korral

P_l(TAl, N ,TAk)_l(B) = ((TA17 NN ’TAk) o P)_l(B) =
=(Ta, 0 P,...,Ta, 0o P)(B)=(P(A),...,P(Ax)) Y (B).

Jérelikult TI(T,, ..., T4, )" on juhusliku vektori (P(A;),..., P(A)) jaotus. Niisiis,
(Tays...,Ta,) ~Dir(k;a(Ar),...,a(Ar)).

Néeme, et moot II rahuldab definitsiooni 3.7, seega I = II(«).

Piisavus. Segaduse véltimiseks téhistame toendosusmootu [I(«r) selle toestuse raames
siimboliga II,. Eeldame, et II = II,. Veendume, et II on Dirichlet’ protsessi jaotus. Vaat-
leme toendosusruumi (P, B(P),I1) ja juhuslikku téendosusmootu P : P — P, p — p. Siis
iga F € B(P) korral

I(E) =P YE)=1I,PY(E)=1I,(F)

ehk IT = II,, on juhusliku téendosusmoodu P jaotus. Teisalt iga p € P korral

(P(A1), -, P(A))(p) = (Ta, o Py, Tay 0 P)(p) =

= (Ta,(P(p)),- - Ta,(P(p))) = (Ta,(p), -, Ta, () = (Tays - - -, T, ) ().
Niisiis, eelduse kohaselt moodu IT puhul
(P(Ay),...,P(Ay)) ~ Dir(k;a(Ay), ..., a(Ag)
ehk P on Dirichlet’ protsess. Jarelikult II on Dirichlet’” protsessi jaotus. O

Liithidalt kokku vottes vdidab teoreem 3.8, et Dirichlet’ protsess eksisteerib parajasti
siis, kui leidub toendosusmoot I1(«) ruumil (P, B(P)), et hulga S iga 16pliku mootuva

tiikelduse Aq, ..., A korral
(Tay,...,Ta,) ~Dir(k;a(Ar),...,a(Ag)).
Lause 3.9. Kui eksisteerib definitsiooni 3.7 rahuldav toendosusmoot, sits see on thene.

Toestus. Olgu « 16plik mo6ot ruumil (S, B(S)) ning IT ja II" kaks téendosusmootu ruu-
mil (P,B(P)), kusjuures kumbki rahuldab definitsiooni 3.7. Olgu Aj,..., Ay ruumi S

suvaline mootuv tiikeldus. Eelduse kohaselt juhusliku vektori (74,,...,7T4,) jaotused

36



(Ta,,...,Ta,)" ja IU(Ta,,...,Ta,)"" iihtivad (molemad on Dirichlet’ jaotused para-
meetritega a(Ay),...,a(Ag)). See tahendab, et suvalise B € B(S;.) korral

{peP:(Ta,(p),---,Ta,(p)) € By =1{peP: (Ta,(p), ..., Ta,(p)) € B}.

Teoreemi 1.19 pohjal jareldub siit, et TT=T1" = TI(«). O

Kui moot I1(«r) eksisteerib, siis teoreemi 3.9 pohjal on see ka iihene. M66du IT(«v) olemas-
olu saab toestada Kolmogorovi olemasolu teoreemi kaudu. Niisugune toestus on esitatud
néiteks [5, Ik 69-70]. Asjaolu, et juhuslik mo6t P on Dirichlet” protsess baasimooduga «,
tahistame edaspidi P ~ I1(«).

Lopetuseks vaatleme veel iihte loomulikku kiisimust, mis Dirichlet’ protsessi defineerimisel

tekib. Kui P ~ II(«), siis definitsioonist 3.5 l&htuvalt
(P(A)),..., P(Ag) = Dir(ka(Ay). .. a(4y)

ruumi S iga lopliku méotuva tiikelduse Ay, ..., Ay korral. Olgu Ay, ..., A; niisugune ruumi

S tiikeldus. Siis ka AjUAsy, As, ..., Ay on 16plik mootuv tiikeldus. Kui (P(A;),..., P(Ax))
on jaotusega Dir(k;a(A;),...,a(Ag)), siis mis garanteerib selle, et (k — 1)-mootmeline
vektor (P(A1UAy), P(A3),..., P(Ag)) onjaotusega Dir(k—1; a(A1UAs), a(Asz), ..., a(Ag))?
Antud juhul tulevad appi baasimoodu « aditiivsus ja teoreem 2.4.

Koigepealt paneme tahele, et suvalise p € P korral

Taua,(p) = (A1 U Az) = p(Ar) +p(As) =

=T, (p) + Tay(p) = (Ta, + T ) (p)-
Jarelikult
P(A U Ay) = (Ta, +Ta,) 0 P =Ta, 0 P+Ta, 0P =P(A1) + P(A).
Niisiis,
(P(A1UAy), P(A3),...,P(AL)) = (P(Ay) + P(Ay), P(A3),...,P(Ag)).
Teoreemi 2.4 pohjal
(P(Ay)+ P(Ay),P(A3),...,P(Ag)) ~Dir(k - 1;a(Ay) + a(Az),a(A3z),...,a(Ar)).
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Ent kuna A; ja Ay on loikumatud, siis a(A;) + a(As) = a(A; U Ay). Jarelikult

(P(A, U Ay), P(A3),..., P(A)) ~ Dir(k - 1;a(A; U As), a(As), ..., a(Ay)).

Kui a on 16plik m&6t ruumil (S, B(S)), siis kasutame téhistusi M = «(S), & = %. See-
juures mérgime, et kirjapilt a = Ma on intuitiivselt moneti loogilisem, sest praktikas
valitakse enamasti eraldi toendosusmoot & ja kontsentratsiooniparameeter M, moot «
médratakse aga nende kaudu. Selgitamaks, mis loogika jéargi seda valikut tehakse, vaatle-
me koigepealt juhusliku suuruse P(A) keskviartust ja dispersiooni. Seejarel defineerime

veel vaatlused Dirichlet’ protsessist.

Definitsioon 3.10. Keskvairtus. Olgu P ~ I1(«). Iga A € B(S) on juhusliku suuruse

P(A) keskvaartus defineeritud jargneva seosega:

E(P(A) = [ P@)(A)Pw) = [ Ta(P@)dP) = [ Ta@)di(p) = [ p(4)dii(p).

Lause 3.11. Olgu P juhuslik téendosusmaoot ruumil (S,B(S)) jaotusega I1(«). Siis su-
valise A € B(S) korral
E(P(A)) =a(A).

Téestus. Olgu A c S suvaline mootuv hulk. Siis ka A€ on méotuv ja {A, A°} on ruumi S

modtuv tiikeldus. Kuna P on II(«) jaotusega juhuslik toendosusmodt, siis
(P(A), P(A%) ~ Dir(2;a(A), a(A°)).

Lause 2.9 kohaselt

__a(4)
B(P(4)) = a(A) +aAc)
Kuna A ja A° on loikumatud, siis
o) __ald) _al) _al) oo
a(A)+a(A°) a(Auds) o(S) M '

]

Lause 3.12. Dispersioon. Olgu P juhuslik toendosusmaoot ruumil (S,B(S)) jaotusega
(). Siis suvalise A € B(S) korral

a(A)a(As)

D(P(4)) = T
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Téestus. Olgu A c S suvaline méotuv hulk. Siis ka A on modtuv ja {4, A°} on ruumi S

modtuv tiikeldus. Kuna P on II(«) jaotusega juhuslik toendosusmodt, siis
(P(A), P(A%) ~ Dir(2;a(A), a(A°)).

Lause 2.10 kohaselt

a(A) (a(A) +a(A9)) —a(4) _
((a(A) +a(A))?  (a(A) +a(A9)) +1

D(P(A)) =

_ a(A) a(AuA9) -a(4) _ a(A) a(S) -a(4) _
a?(Audc) a(AuAs)+1 a?(S)  a(9)+1

Ca(A) M-a(4) a(4) M- Ga)(-a(d))  a(A)a(a)
M? M+1 M 1+M 1+ M 1+M

]

Definitsioon 3.13. Vaatlused Dirichlet’ protsessist. Olgu « loplik moot ruumil
(S,B(S)). Vaatleme juhuslikku vektorit (P, Xy,...,X,), kus P ~ II(«) ja juhusliku toe-
naosusmoodu P fikseeritud véartuse p korral X, ..., X,, soltumatud juhuslikud suurused
jaotusega p, mida nimetame vaatlusteks Dirichlet’ protsessist. Asja kirjelatud mudelit

tahistame jargmiselt

Pla ~TI(w),

iid

Xi,.., Xu|P=p ~ p.

Asja defineeritud mudeli ja lausete 3.11 ning 3.12 valguses tuleme tagasi tdeniosus-
moodu & ja kontsentratsiooniparameetri M valiku loogika juurde. Olgu meil vaatlused
X; = z1,...X,, = x,, kusjuures me arvame, et tegemist on valimiga jaotusest N(0;1)
(normaaljaotus keskvaartusega 0 ja dispersiooniga 1), aga ei ole oma hinnagus kindlad.
Sellisel juhul saame vaadata juhuslikke suurusi X1, ..., X,, vaatlustena Dirichlet’” protses-
sit baasiméoduga M - N(0;1).

Mérgime etteruttavalt, et iga j € {1,...,n} korral P(X; € A) = E(P(A)) = a(A) (seda
vaidet pohjendame teoreemis 3.17). Niisiis, toendosusmoot & postuleerib esialgse arusaa-
ma suuruste Xq,..., X, jaotusest. Kirjeldatud probleemi juures piistitasime hiipoteesi, et
juhuslike suuruste jaotus on N(0;1), seega valime a = N(0;1).

Po6rdume niitid parameetri M valiku juurde. Lause 3.12 kohaselt on P(A) dispersioon
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poordvordelises seoses kontsentratsiooniparameetriga M. Mida suurem on arv M, seda
tugevamini kontsentreerub toendosusmass juhusliku moodu P eeljaotuses & iimber. Seega

intuitiivselt naitab M, kui tugevalt me postuleeritud hiipoteesi usume.

Kui Plo ~ II(a) ja Xi,...,X,|P = p "~ p, siis II(e) on juhuslike suuruste X1, ..., X,
jaotuse eeljaotus, s.t kujutab endast arusaama juhuslikust moodust P enne andme-
te x1,...,x, arvesse votmist. Uldjuhul on selline esialgne arusaam ebatipne. Nagu ka
Dirichlet’-kategoorilise protsessi puhul, pakub Dirichlet’ protsessist tehtud vaatluste kor-
ral huvi, milline on juhusliku toendosusmoodu P jareljaotus ehk milline on tinglik jaotus
P|X; = x1,...X,, = x, antud andmete x1,...,x, € S korral. Teoreemis 3.15 toestame,
et ka jareljaotus on Dirichlet’” protsessi jaotus. Eelnevalt aga esitame toestuseks vajaliku

abitulemuse.

[5, Ik 61-62] on nédidatud, et Dirichlet’ protsess on sabavaba (tail-free) protsess. Me ei
peatu pikalt selle moiste téhendusel, mérgime vaid, et definitsioon on esitatud |5, 1k 40|
ja seotud moisteid késitletatakse pohjalikult [5, 1k 37-39]. Kuna Dirichlet’ protsess on

sabavaba, siis [5, 1k 42| toestatud tulemuse pohjal formuleerime jargneva lause.

Lause 3.14. Olgu Ay, ..., Ay ruumi S mootuv tikeldus,

Pla ~TI(a),

i.0.d

Xl?"'vXn|P:p ~ D

Tahistagu iga j € {1,...,k} korral R; = Z(SXr Siis juhusliku vektori (P(Ay), ..., P(Ag))
i1

jareljaotused

(P(A1),...,P(A))|X1=21,..., X, =2,
G

(P(A1),...,P(Ap)|R1=71,..., R =1y
langevad kokku peaaegu i1ga X1, ..., X, realisatsiooni x4, ...,x, korral.

Teoreem 3.15. Olgu Ay,..., Ay mingi ruumi S loplik mootuv tikeldus, Pla ~ () ja

Xi,..., Xu|P=p Z"idp. Siis peaaegu 1ga X1, ..., X, realisatsiooni x4, ...,x, korral

PIXi=21,..., Xy = 2n ~ H(a+ iax)
=1
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Toestus. Olgu Aq,..., Ay ruumi S suvaline 16plik mootuv tiikeldus ja x1,...,z, selline

Xi,..., X, realisatsioon, mille korral kehtib lause 3.14. Kuna P ~ II(«), siis
(P(Al)v s >P(Ak)) ~ Dlr(k7 &(Al)a s 7a(Ak))

Iga j e {1,...,k} korral olgu r; = " 6,,(4;) ja R; = > dx,(A;). Toendosus, et X; kuulub
i=1 i=1

hulka A; on p(4;), kus (p(A1),...,p(Ax)) on vektori (P(A1),...,P(A;)) fikseeritud

vaartus. Iga R, on juhuslik suurus, mis loendab n vaatluse seas hulka A; sattunute arvu

ehk siis (Ry,...,Ry) ~ M(n;p(Ay),...,p(Ar)). Lause 3.14 pohjal iihtib jareljaotus
(P(Al), e ,P(Ak))|X1 =T1,.-. ,Xn =Tn

jareljaotusega

(P(Al),,P(Ak))|R1 =T1,...,Rk:’l“k.
Jarelduse 2.8 kohaselt aga
(P(A1),...,P(Ap)|R1=71,..., R =1 ~Dir(k;a(Ar) + 11, ... ,a(Ag) +11).

Paneme téhele, et iga j € {1,... &k} korral

n

a(A)) + 75 = a(A) + 3 0 (A7) = (a+ 262, ) (4)).
i=1 i=1
Et eelnev kehtib iga tiikelduse A4, ..., A, korral, siis P jéreljaotus on H(a+z (512,) peaaegu
i=1
iga X1,..., X, realisatsiooni x1,...,x, puhul. O

3.2 Uldistatud Polya urni protsess

Olgu X4, ..., X1 vaatlused Dirichlet’ protsessist. Nende iihisjaotusel on tihtipeale keeru-
kas kuju, kuid seda saab kergesti kirjeldada tinglike jaotuste X7, Xo| X1, ..., Xp1| X1, ..., X»
kaudu [5, 1k 64|. Anname sellele mottele pogusa illustratsiooni. Olgu Ay, ..., Ay ruumi S
mootuv tiikeldus ja iy, ..., 4,41 € {1,...,k}. Siis tingliku toenédosuse valemi jarjestikusel

rakendamisel saame

P(X1 €A, Xy € Ay y) =

URRR

:P(Xn+1€Ain+1|XnEA .,Xl EAil)...P(XQEAi2|X1 EAil)P(XleAil)'

in"'

Seejuures osutub, et vastavaid tinglikke jaotusi saab holpsasti kirjeldada iildistatud Polya
urni protsessi kaudu. Jargnevalt esitame selle definitsiooni ja toestame, et ildistatud

Polya urni protsess ja vaatlused Dirichlet’ protsessist langevad kokku.
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Definitsioon 3.16. Olgu & 1oplik t6endosusmoot ruumil (S, B(S)). Juhuslike suuruste

jada Y7, Y5, ... nimetatakse iildistatud Polya urniks, kui Y; ~ @ ja iga n € N korral

Oy, toendosusega 1/(M +n),

Yo Vi, .. Yy~ 4
Jy, toendosusega 1/(M +n),

a toendosusega M /(M +n).

Teoreem 3.17. Olgu P ~1l(«) ja X1, Xo, ... %dp. Olgu Y1,Ys, ... dldistatud Polya urni
protsess. Siis iga n € N korral vektorid (Xy,..., X, Xn41) ja (Y1,..., Y0, Yoi1) on sama

Jjaotusega.

Téestus. Olgu A ruumi S suvaline méstuv alamhulk. Uldistatud Polya urni definitsiooni
kohaselt on Y; juhuslik suurus jaotusega a. Jérelikult toenéosus, et Y; € A, on a(A).

Vaatleme, milline on toendosus, et X; € A4;,.

PO €)= [ P@)(A)PW) = [ p(A)dI(p) = B(P(A) =a(4) (3.1

Niiiid fikseerime vabalt n € N. Olgu x4, ..., x, € S juhuslike suuruste Xi,..., X,, realisat-
sioon. T0en&osus, et Y, € A tingimusel, et Y; = x4,...,Y,, = z,, on ildistatud Polya urni

defintsiooni kohasel

M 1 n
a(A) + 0. (A).
M+na( ) M+ni-H (4)
Leiame toendosuse P(X,,1 € A|X; = z1,...,X,, = z,). Kuna Xj,...,X,, X,,,1 on vaat-

lused Dirichlet’ protsessist, siis teoreemi 3.15 pohjal on tinglik jaotus X,,,1| X7 = x1,..., X, =

x, parajasti H(a + 2590) Jarelikult 3.1 pohjal
i=1

P(Xp1 € AXy = 21,0, X = 20) = (+ iéxi)(/l) =
=1

a(A)+ X0, 0., (A) M 1 &
= v C = A 6$ A .
M+n M+na( )+M+ni; (4)
Niisiis, ndeme, et iga n korral vektorid (Xi,..., X, X,1) ja (Y1,...,Y,, Y1) on sama
jaotusega. O
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3.2.1 Hiina restorani protsess

Uks levinumaid viise eelnevas teoreemis kirjeldatud skeemi illustreerimiseks on nn Hiina
restorani protsess. Olgu meil esialgu tiihi Hiina restoran loenduva arvu laudadega, kus-

juures iga laua taha saab istuda loenduv arv kliente. Esimesena saabuv kiilaline valib
1

M+1

T Kui kiilaline number n + 1 saabub resorani, siis on seal pa-

VOl siis valib

suvalise laua. Jargmine kiilaline istub esimese korvale toendosusega

uue laua toendosusega

rajasti n kiilalist, kes istuvad k < n laua taga, kusjuures gruppide suurused on vastavalt
U

ni,...,ng. Uus kiillaline valib laua j € {1,...,k} toendosusega vOi siis istub tiihja

laua taha toenéosusega .
+n

Olgu P ~II(a) ja X1,..., X,|P=p "~

~" p. Eeldame, et a on mitteatomaarne moot. Kiila-
lise nr n + 1 teistega koos laua taha istumine vastab siis varasemalt Dirichlet’ protsessist
tehtud vaatluse tulemuse kordumisele ehk asjaolule X,, .1 ~ 0 x;- Uue laua valimine vastab
aga asjaolule X,,,1 ~ &. Nondaviisi loob Hiina restorani protsess lihtsa algoritmi Dirichlet’
protsessist valimi genereerimiseks. K laua imber grupeerumine vastab aga sisuliselt in-
deksite hulga {1,...,n} tiikeldusele S™ = {Sy,..., Sy}, mille tekitavad vaatlused Dirichlet’
protsessist Xi,...,X,. Indeksid p,q € {1,...,n} kuuluvad hulka S;, kui X, = X,.

3.3 Sethuramani tokimurdmine

Eelmises alajaotuses esitasime tokimurdmise algoritmi loplikumootmelise Dirichlet’ jao-
tusega juhusliku vektori genereerimiseks. Véga sarnase pohimotte jérgi on voimalik ge-
nereerida ka II(«)-jaotusega juhusliku tdendosusmoodu ruumil (S, B(S)). Vastavat toe-
naosusmoodu esitusviisi nimetatakse Sethuramani tokimurdmise esituseks ja see leiab
laialdast kasutust statistikas. Nimelt voimaldab tokimurdmise protseduur genereerida
Dirichlet” protsessi jaotusega toendosusmootu ligikaudselt. See on eriti oluline rakendus-
tes, kus analiiiitiline esitus osutub liiga keerukaks. Jargnevalt kirjaldame Sethuramani

tokimurdmise algoritmi. Antud alajaotus tugineb [4, 1k 41-46].

e Olgu X; juhuslik suurus jaotusega a ja V; ~ Be(1,M). Téhistame W7 = V] ja
omistame aatomile X; toendosusmassi Wi. S.t P({X;}) = Wi ehk genereeritav
toendosusmoot omandab kuju P = Wjdx,, kus dx, on Diraci moot. Intuitiivselt

sarnaneb see lihikpikkusega tokist V/;-osa d&ramurdmisega.
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e Olgu X, juhuslikust suurusest X; soltumatu juhuslik suurus jaotusega & ja V5 ~
Be(1, M). Tahistame W5 = (1-V;)V; ja omistame aatomile X5 toendosusmassi Ws.
Sisuliselt murrame esimese sammu jarel alles jadnud tokist dra V5 osa ja seostame
saadud "tiuki"punktiga X;. See tdhendab, et P({Xs}) = W5 ja genereeritav moot
omandab kuju P = Widx, + Wadx,.

e Olgu X; juhuslikest suurustest X1, ..., X;_1 soltumatu juhuslik suurus jaotusega & ja
i1
Vi ~ Be(1, M). Tahistame W, = [H(l - VJ)]VZ ja omistame aatomile X; toendosus-
j=1
i-1
massi W;. Sisuliselt on H(l - V) esimese ¢ — 1 murdmise jérel iihikpikkusega tokist
j=1
jéarele jaanud tiikk. Murrame sellest vastavlt V; osa ja seostame selle punktiga X;.

See tihendab, et P({X>}) = W; ja genereeritav moot omandab kuju P =) W;dx,.

j=1
Jatkates seda protsessi lopmatuseni, osutub, et saadud juhuslik toendosusmoot P =
i W;0x, on parajasti II(«a)-jaotusega.

6111 selge, et iga tokimurdmise algoritmi teel genereeritud toendosusmoot on diskreetne.
Uldisemalt saab niidata, et Dirichlet’ protsessi fikseeritud vidrtus on peaaegu kindlas-
ti diskreetne. Selle asjaolu valguses tuleme tagasi Dirichlet’ protsessist tehtud vaatluste
mudeli juurde. Valides jaotuse II(«) juhusliku toendosusméodu P eeljaotuseks vélistame
formaalselt voimaluse, et vaatlused Dirichlet’ protsessist X, ..., X, on mone pideva jao-
tusega (nt normaaljaotusega) juhuslikud suurused. Praktikas aga ei ole Dirichlet’ protsessi
diskreetsus tildjuhul suur probleem, sest saame pidevaid jaotusi kuitahes téapselt diskreet-
sete jaotustega ldhendada. Viimane asjaolu haakub teoreemiga 0.7, kus toestasime, et
teatud diskreetsete jaotuste alamhulk on koikjal tihe ruumis P.

Ka Dirichlet’ protsessi jaotuse II(«) kandja — vihim kinnine hulk, mille m66t on 1, mi-
da tdhistame kui supp(II(«)) — saab sobiva baasimoddu « korral olla kogu ruum P, s.t

sisaldada ka koiki pidevaid jaotusi. Uldisemalt kehtib vordus

supp(II(a)) = {p € P : supp(p) c supp(@)}.

Mérgime, et juhul, kui @ kuulub néiteks normaaljaotuste perre, siis supp(a@) = .S ja seega
iga p € P korral supp(p) c supp(@) ning vastava baasiméodu « = Ma on jaotuse IT(«)

kandjaks kogu toendosusmootude ruum P.
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