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Kommentaare interaktsioonide toomisest Poincaré algebrasse

ja lainefunktsioonide katmisest

On teada, et minimaalselt interakteeruv Rarita-Schwingeri teooria on vastuoluline. ,,Dii-
naamiliste vastasmdjude* meetodit on proovitud kasutada kooskolalise kdrgema spinni teooria
konstrueerimiseks, viies interaktsiooni kalibratsioonivéljaga puhtalt Poincaré algebrasse ja nii
genereerides mitteminimaalse asenduse. Magistritoo kdigus aga tehakse kindlaks ,,diinaami-
liste vastasmojude* olemuslikud probleemid, mis takistavad sel saamast terviklikuks ja téie-
likuks kdrgema spinni teooriaks nii klassikalisel kui ka kvanttasemel: vastasmdju tapse kuju ja
teooria digsuse teadmine ainult tasalainelisel erijuhul, lagranziaani korvalejatmine ja spiinorite-
kesksus. Pakutakse vilja voimalikud, kuid kahjuks mitte 16puni kindlad lahendusviisid koigile
probleemidele, uurides operaatorvorrandeid, pseudodiferentsiaaloperaatoreid, mitmevéaartuselisi
funktsioone, diferentsiaalvdrrandite diferentsiaalgeomeetrilist teooriat, interaktsioonidega Diraci
vorrandi lahendamist ja muud. Lopuks selgub, milliseid uurimiskiisimusi voiks edasi uurida nii
»diinaamiliste vastasmojude* piires kui ka viljaspool seda.

Mirksonad: Spinn, Poincar¢ algebra, Rarita-Schwingeri teooria, Diraci vorrand, diinaamili-
sed vastasmojud.

CERCS: P210 — Elementaarosakeste fiilisika, kvantviljade teooria.

Comments on introducing interactions to the Poincaré algebra

and covering wavefunctions

It is known that the minimally interacting Rarita-Schwinger theory is inconsistent. The met-
hod of “Dynamical interactions” has been used to attempt to create a consistent higher spin theory
by introducing the gauge field interactions purely into the Poincaré algebra and thus generating a
nonminimal coupling. In the thesis, however, the fundamental issues of the “dynamical interac-
tions” are identified, that prevent it from becoming a complete higher spin theory: knowing the
precise form of interactions and the theory’s correctness only in the plane-wave case, neglecting
the Lagrangian and strong spinor bias. Several possible, although not fully certain, solution
methods are proposed for all problems, investigating operator equations, pseudodifferential ope-
rators, multivalued functions, the differential geometric theory of differential equations, solving
the interacting Dirac equation, and more. Ultimately, possible avenues of investigation both in
“dynamical interactions” and outside of it are considered.

Keywords: Spin, Poincaré algebra, Rarita-Schwinger theory, Dirac equation, dynamical
interactions.
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Sissejuhatus

Magistrandile antud esialgne iilesanne oli arvutada Comptoni hajumise mdjuristloige ,,dii-
naamiliste vastasmojude® teooria ennustuste jargi jitkuna autori bakalaureusetéole [[1] samast
protsessist Rarita-Schwingeri teoorias. Kéesoleva magistritdd pealkirjast on aga ndha, et see ees-
mérk ei ole kahjuks dnnestunud. Antud t66s késitletakse koiki selles suunas tehtud katseid, mida
kokkuvotvalt voib nimetada interaktsioonide toomiseks puhtalt Poincaré algebrasse voi laine-
funktsioonide katmiseks interaktsioonidega, s.o interaktsioonipanuse eemaldamist lagranziaanist

voi vOrranditest ja selle asemel ta paigutamist lainefunktsioonidesse.

Diinaamiliste vastasmojude teooria (hiliseim artikkel [2]) on iiks kdrgema spinni teooria
kandidaat, mis tugineb Rarita-Schwingeri teooriale [3]]. On teada, et elektromagnetviljaga mi-
nimaalselt interakteeruv Rarita-Schwingeri teooria on vastuoluline, tuntuimad probleemid on
seotud kausaalsusega (Velo-Zwanziger), kommutatsiooniseostega (Johnson-Sudarshan) ja vaba-
dusastmetega (Cox). Diinaamiliste vastasmdjude teooria piiiiab konstrueerida RS vektorspiinoritel
(ja uldiselt ka tensorspiinoritel) pdhineva kooskdlalise teooria, paigutades teatud operaatori abil
kalibratsioonivélja Poincaré algebrasse nii, et kommutatsiooniseosed jdédksid endiselt samaks,
samas muutes ka viljavorrandeid ja lainefunktsioone — kokku moodustatakse nn diinaamiline
esitus. Tulemusena muudetakse nii aegruumi geomeetriat kui ka véljavorrandeid, mis kdrgema

spinni juhul saavad mitteminimaalse kalibratsioonipanuse.

Kahjuks ei ole teooria tdielik, vaid ta sisaldab pohimdttelisi, olemuslikke probleeme. Teoorias
vajaminev operaator on teada ainult tasalainelise EM-taustvilja erijuhul, pole uuritud lagran-
ziaani, pole eksplitsiitset kooskdla kontrolli iildjuhul ning pole selget viisi, kuidas ndeksid vilja
kalibratsioonivélja (Maxwelli) vorrandid selles diinaamilises ehituses, teooria on spiinoritekeskne.
Kuna tegu on klassikalise teooriaga, siis mdjuristldigete arvutamiseks tuleks enne ka teooria
kvantiseerida, mis kalibratsioonivilja ilmumise tottu lainefunktsioonidesse ja lagranziaani puu-
dumise tottu pole sugugi lihtne. Pole aga voimalik alustada kvantiseerimisega, sest erijuhuliste

vorrandite tottu ei saa kindlustada, et tulemus on dige.

Seega vottiski autor esimeseks tlilesandeks proovida lahendada diinaamiliste vastasmdjude
teooria jaoks tegelikult olulised probleemid. Kahjuks ei ole diinaamiliste vastasmdjude artiklites
leida ettepanekuid, mis meetodil tuleks ldheneda iihelegi neljast nimetatud probleemist. Neid

probleeme pole ka nii kokkuvotvalt sdnastatud, kui {ildsegi mainitud (lagranziaani, iildjuhu



kontrolli ja kalibratsioonivilja vOrrandite probleeme pole artiklites esile toodud). Seetdttu on
valdav osa probleemikdsitlusest ja lahendusideedest originaalne t60, tuginedes voimalikult pal-
ju diinaamiliste vastasmdjude algteooria ideedele ning proovides kasutada teisi fiiiisikalisi ja
matemaatilisi teooriaid diinaamiliste vastasmdjude pohikiisimuste lahendamiseks. On kahju, et
proovitud meetoditega ei ole veel dnnestunud kindlat lahendust leida.

T66 on jaotatud neljaks suuremaks peatiikiks. Kuna tarvis on olnud vaadata palju erinevaid
teooriaid, on lithiduse huvides toodud teoreetilist tausta jooksvalt ja ainult minimaalselt. Peatiikk
tutvustab Rarita-Schwingeri viljateooriat ning diinaamiliste vastasmdjude teooriat, 1opetades
tapsema lilevaatega diinaamiliste vastasmojude seisust ning vajaminevast to0st. Sealjuures selgub
(mis on mainimata diinaamiliste vastasmojude artiklites), et diinaamiliste vastasmdjude mote
genereerida EM-vili teatud operaatori abil on vdga sarnane nn Furry pildi ideega see sama
vili kaotada lagranZiaanist ja paigutada lainefunktsioonidesse: kasutatav operaator on tépselt
sama. [2| peatiikis uuritakse lagranziaani kiisimust, sest osutub, et sel probleemil leidub vdimalik
lahendus. Seega jdéb iile proovida lahendada diinaamiliste vastasmdjude teooria kdige olulisemat
probleemi pdhikiisimuste seast, see on teooria operaatori laiendamise probleemi, mida on kisit-
letud peatiikis 3} Tutvustatakse kdiki erinevaid proovitud teooriaid ja meetodeid: teatud erilise
kujuga operaatorvorrandeid (Sylvesteri vorrand), Wilsoni jooni, Diraci vorrandi lahendamist
Greeni funktsioonidega, pseudodiferentsiaaloperaatoreid, mitmevéértuselisi funktsioone jm. T66
kiigus selgus ka uurimiskiisimusi, mida kas saaks lahendada vahetult diinaamiliste vastasmdjude
teoorias voi mis kasvasid vélja tehtud uurimusest — arendusvdimalusi tutvustatakse [4] peatiikis.

Enne kui diinaamiliste vastasmdjude teooria saab tegelikult kandideerida téielikuks kdorgema
spinni teooriaks, on kindlasti tarvis lahendada nimetatud neli probleemi. Kuigi kidesolev ma-
gistritoo ei lahenda neid dra, toob ta vihemalt vilja probleemid, mida tuleks teooria edasise elu
jaoks lahendada, ning suunad, mida kas voiks edasi uurida voi mille edasisel uurimisel ei paista
olevat kuigipalju motet. Sealjuures on t60s pakutud vilja mitu (vihemalt autori teadmist mdoda)
originaalset ideed, niiteks interaktsioonidega Diraci vorrandi lahendamisest mitmevéadrtuseliste
funktsioonidega, kommutaatorvorrandite lahendamisest pseudodiferentsiaaloperaatoritega, lisaks
véiksematele ettepanekutele, mis vdivad véirida ka edasist pohjalikumat ja rangemat uurimist.
Autor loodab, et magistritoo vihemalt annab {ilevaate ja selguse uuritud teooriast ning et pakutud
ideed voivad leida kasutust voi pakuvad mingitki inspiratsiooni edasiseks teadustooks.

Magistritoo autor soovib tinada oma juhendajat dr Stefan Grootet kogu abi eest t66 valmi-

misel.



1. Rarita-Schwingeri teooria ja

diunaamilised vastasmojud

Terviklikkuse ja probleemi piistitamise eesmirgil on esimesena tutvustatud kdrgema (pool-
arvulise) spinniga osakesi kirjeldavat Rarita-Schwingeri (edaspidi ka RS) teooria kitsamalt
spinn-3/2 juhul, ja Rarita-Schwingeri teoorial baseeruvat ,,diinaamiliste vastasmojude* teooriat,
mis oli magistritod pohiline uurimisobjekt. Olgu mirgitud, et Rarita-Schwingeri teooriat ei ole
edasises to0s enam otseselt kasutatud, kuna lahenduskatsed e1 joua kdrgema spinni probleemideni
— kdrgema spinni teooriad peavad iildistama spinn-1/2 tulemusi ning diinaamiliste vastasmdjude
teooria ideestik peaks ka iildjuhul olema formuleeritav spinn-1/2 juhul, mistdttu lihtsuse ja iildis-
tamise huvides on pohiliselt uurimise all olnud Diraci spinn-1/2 teooria (mida voib teatud mottes
kasitleda Rarita-Schwingeri teooria erijuhuna). ,,Diinaamiliste vastasmdjude* teooria (tihti on
edaspidi 6eldud liihiduse huvides ,,diinaamilised vastasmdjud*) on kiill uuritav teooria, kuid ka

teooria autorite pakutud diinaamilist esitust ise ldheb t60 pohiosas vaja vordlemisi véhe.

1.1 Rarita-Schwingeri teooria

Rarita-Schwingeri teooria [ 3] kirjeldab elementaarseid kdrgema poolarvulise spinniga osakesi,

fermione. Vaba teooria pohivdrrandid on

(1(3 =)W s = 0, YU ps.pin = 0, (L.1.1)

millest jarelduvad lisatingimused

Oy = 0, % =0. (1.1.2)

PU3---Hn

Kéesoleva magistritoo autori bakalaureusetdo [|1]] juba késitles Rarita-Schwingeri teooriat ning
praegu antav iilevaade baseerub bakalaureusetdos esitatul (ja sealsetel viidetel). Spinn-3/2 teooria
pohjalikuma konstrueerimis- ja kvantiseerimiskéigu voib leida Nykerki doktoritdost [4], millele

on lilevaate kirjutamisel samuti tuginetud.

IT66s kasutatakse loomulikke tihikuid ¢ = /i = 1.



Rarita-Schwingeri teooria voib piistitada mitmel erineval viisil. Nditeks voib RS pdhivorran-
diteni jouda Bargmann-Wigneri multispiinoritest ja vorranditest (nt [4]] ja [S]] ptk 5.6). Riihmateo-
reetilistel kaalutlustel (nt [6] ptk 5.6 voi [7]]) on teooria pohisuurusteks iildiselt tensorspiinorid
(tensorindeksites stimmeetrilised), s.o spinn-3/2 erijuhul on teooria pdhiobjektideks vektorspii-

norid, mis teisenevad esituses

[0 (e (o G)e () oo

Korgemat jarku tensorspiinoresitusi saab moodustada jatkuvalt otsekorrutise votmisega, misjuhul
joutakse vastavalt veel kdrgema spinniga osakesteni. Rarita ja Schwinger pakkusid vilja teooria
spinni kontrollimiseks kas leida tasalaineliste lahendite koguarv 2(n + %) + 1 voi1 arvutada
osakese taustsiisteemis sisemise impulsimomendi ruut (n + %) (n + %)

Olgu maérgitud, et vektorspiinorite esituse valemist on ka niha, miks elementaarse
kdrgema spinni RS teooria jaoks on tarvis lisatingimusi. Spinn-3/2 sektori korval leidub spinn-1/2
komponent nii sektoris (3,0) @ (0, 3) kui ka sektoris (3, 1) @ (1, ). RS vektorspiinorite teooria

pohivorrandid on vastavalt
(i — m)¥, =0, YW, = 0. (1.1.4)

Peale gammamaatriksitega ahendamist jireldub Diraci vorrandist (i@ — m)W x = 0 massipinnal

vordus
0°v, =0. (1.1.5)

Lisakitsendused (ingl constraints) on aga paljuski interakteeruva Rarita-Schwingeri teooria prob-
leemide l&htepunktiks, nagu selgub (kdige tuntumalt) Johnson-Sudarshani [8], Velo-Zwanzigeri
[9] ja Coxi [10] analiiiisist.

Spinn-3/2 teooria vektorspiinorite vorrandid on tuletatavad lagranziaanipdhiselt. Tiiiipiliselt

kasutatakse kirjanduses iihe tundmatu konstandiga lagranziaani

_ 1
Ly=UH (Za —m)Guw + A(i7,0, +i7,0,) + 5(3142 +2A + 1)i7ua7v+

+ (342434 + 1)m%%] T = T (Ag),, 0", (1.1.6)

kus on kasutusele voetud vaba vilja lagranziaani tensor (Ag),,. Samas on pakutud vilja ka
tildisemaid lagranziaane [|11]]. Konstanti A piirab propagaatori arvutamisest tulenev noue A # — %,
kuid muus osas on tegu suvalise konstandiga. Propagaatori avaldis ise on oluliselt lihtsam, kui
valida A = —1.

Rarita-Schwingeri vektorspiinorite teooria lagranziaan on invariantne nn punktteisenduste

v, — \IJL =V, + a7V = (Gup + a7u7) ¥* = Ryp(a) V7,
s (1.1.7)

A— A=
1+4a
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korral, kus a # —}L on suvaline konstant. Konstanti A voib tolgendada kui tegurit, mis méérab,
kuidas on spinn-1/2 komponent v*V , segunenud tilejdanud viljadega, ning invariantsusest tuleneb
teooria fiiiisikalise olemuse sdltumatus konstandi vaartusest [12]]; rangem késitlus Kamefuchi et
al. [13]] ekvivalentsusteoreemi pdhjal. Punktteisenduste stimmeetria sdilib ka peale minimaalset

asendust [[1]].

1.2 Probleemid interakteeruvas Rarita-Schwingeri teoorias

Puhtalt vabal véljateoorial ei ole niisugust ennustavat joudu kui interakteeruval teoorial.
Minimaalne asendus on lihtsaim viis, kuidas tuua sisse interaktsioonid mdne kalibratsioonivéljaga.
Sel juhul ndutakse lagranziaani invariantsust vélja lokaalsete kalibratsiooniriihma teisenduste all
— invariantsus on tagatud minimaalsete interaktsioonipanuste lisamisega tuletisse; teisenevad
nii kalibratsioonivili kui ka osakesevili.

Kiésitleme lihtsuse huvides elektromagnetismi U(1) siimmeetriat, sest vastav kalibratsioo-
nirithm on Abeli rithm (vrd elektrondrk teooria, kvantkromodiinaamika). Seega on tarvis teha

asendus impulssides, s.o votta kasutusele kalibratsiooni kovariantne tuletis
10, — 1D, =10, — qA,, (1.2.1)
kus siin on ¢ osakese elektrilaeng ja A, on elektromagnetiline (EM) 4-potentsiaal. Spinn-3/2
lagranziaanist saab (ndudes lihtsuse huvides A = —1)
Lpg = " [(i&’ — m) g — (1700 + i70,) + 7 (id + )y, | UV —
— qU | AGu — Ay + W AL) + v | T (122)
Tdepoolest on teooria invariantne lokaalsete U(1) teisenduste all, kui
Rk

Ay = A, — 9\ (x).

(1.2.3)

Voib jétkata interakteeruva spinn-3/2 teooria uurimist, arendada kvantvéljateooriat (kanoonili-
se kvantiseerimise, lileteeintegraalide kaudu vms), arvutada mojuristldikeid mones protsessis
v0i kasutada RS-vektorspiinoreid mones efektiivses teoorias (nt A -bariionide jaoks [14]). Et
aga elementaarseid spinn-3/2 osakesi ei ole avastatud ja RS-teooria vahetu rakendamine ele-
mentaarosakeste fenomenoloogia jaoks ei anna digeid tulemusi (vt nt A*-bariionide Comptoni
hajumist [|1]]), on teooria digsuse hindamiseks oluline, et ta oleks seesmiselt kooskolaline. Kahjuks
interakteeruv Rarita-Schwingeri teooria rikub kausaalsust [9]], kommutatsiooniseoseid [8]] ja
ilmuvad vabadusastmete probleemid [10].

Velo-Zwanzigeri (edaspidi ka VZ) [9] probleem klassikalises Rarita-Schwingeri teoorias seis-

neb mittekausaalsete lainete levikus. Selle probleemi nditamiseks viisid Velo ja Zwanziger lébi
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Rarita-Schwingeri kitsenduste (mittetéieliku) analiiiisi: RS vorrand teisendati algtingimustega hii-
perboolsete osatuletistega diferentsiaalvorrandite siisteemiks, mille jaoks voib leida lainefrondid
ja kiirte levikukiirused (Couranti [15]] eeskujul).

Velo ja Zwanziger ldhtusid Rarita-Schwingeri vorrandite kujust

I-7—B),U" =0,
E Jus (1.2.4)
V(L -7 — B),, = 0.

kus siin 7 = 0" — gA* ja

(F : 7T)u1/ =GwY T — (7#771/ + Wufyu) + 7#(7 : ﬂ—)%u
By, = m(g;w - ’Y;/VV)-

(1.2.5)

Osa vorranditest on kitsendused, s.o ei sisalda ajalisi tuletisi; konkreetselt annab vorrandite
p = 0 komponent primaarse kitsendusvdrrandi. Vektorspiinori komponendi ¥ jaoks ei moodustu
vorrandit enne diferentseerimist.

Vaib jatkata, médrates sekundaarse kitsenduse ja hermiitilises kujus kitsendusi séilitava

hiiperboolse liikumisvorrandi

1 2 _ . 2. 1 o
(v 7 =m) Wyt (Mt 5my) i =)™y Fp W7 Zi(—q)m ™ F ™y (ot 5moys )07+
2. 2. s

+3i(—m T FA Y (v w4 2m)Zi(—g)m Ty ELYY = 0, (1.2.6)

mis madrab iga W* ajalise tuletise. Siin on

1

Ff, = EewaﬂJ. (1.2.7)

Antud litkumisvorrandi lahend on ka esialgse RS vorrandi lahendiks, kui ta vdahegi rahuldab
kitsendusi. Tiitlipiliste meetodite abil (vt Courant [15]]) vOib méadrata karakteristlike pindade
normaalid n*. Hiiperboolsete vorrandite korral on signaalide leviku suurim kiirus karakteristlike
pindade tous. Mitte kdik vorrandi poolt méératud karakteristlikud pinnad ei puutu aga valgus-
koonust ja ruumisarnased karakteristlikud pinnad labivad punkte, kus F},,, on mittekaduv. Seega
voib jareldada, et vorrand lubab signaalide levikut valgusest kiiremini.

Johnson ja Sudarshan (edaspidi ka JS) [8] niditasid, et elektromagnetiliselt minimaalselt
interakteeruvate vektorspiinorvéljade kommutatsioonireeglid ei ole kooskdlalised. Selleks viidi
analoogiliselt VZ-analiiiisiga 1&bi kitsenduste analiiiis, kuid kommutatsioonireeglite seisukohast.
Nimelt Johnson ja Sudarshan néitasid, et kinemaatiliselt sdltuvate RS-vélja komponentide jaoks
peab kehtima (JS kokkulepetes)

[t (@), w2} = (m 3y w) A (aml " éw)m ), (12.8)

—{ ¥ (2), P (y)} = = Km+ §7 W)A(m—gfy-ﬂ) —1]5($—y). (1.2.9)
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Siin A = (m? — 2(—¢q)o - H)fl, \Ifi’/z = (0 + 57%.7) ¥, 0 = [k, 1) ja H on magnetvilja
tugevus. Vorduse paremal pool olevad maatriksid peavad olema positiivselt méédratud (sest
vorduse vasakul pool olevad ¥, on hermiitilised operaatorid), kuid see kehtib ainult juhul
2|(—q)H| < m*. Samas on alati vdimalik leida taustsiisteem, kus see tingimus on rikutud.

Nii VZ kui ka JS analiiiisi voib kritiseerida kitsenduste analiitisi mittetdielikkuse osas. Nimelt
teatud (VZ ja JS probleemis sama) viljavairtuste korral muutub sekundaarne kitsendus kodunuks
(ei miira kdiki ¥° komponente) ning ilmub tertsiaarne kitsendus, mis aga viljendab vektorspii-
norvélja fuiisikaliste vabadusastmete arvu kadumist, nagu néitasid Cox [[10]] ning Hasumi jt [[16]].
Seega on VZ ja JS probleemidel ithine lahtepunkt, mis on seotud vabadusastmete kadumisega,

nagu on uurinud ka Takahashi ja Kobayashi 17, 18]].

1.3 Diinaamilised vastasmojud

Rarita-Schwingeri probleemide lahendusi on samuti vélja pakutud erinevaid, vrd nt [[19-22]].
Kéesolevas to0s uuritav diinaamiliste vastasmdjude teooria [23]] (praegune iilevaade pohineb
artiklil [2]]) pakub RS-vélja jaoks mitteminimaalse interaktsiooni, muutes Poincar¢ algebrat teatud
operaatori (diinaamiliste teisenduste operaatori) abil. Avaldades nii saadud suurused vaba vilja
operaatorite kaudu, saadakse nn diinaamiline esitus. Diinaamiliste vastasmdjude kausaalsust
on kontrollitud RS teoorias [23]] ja samuti on nédidatud, et diinaamilised vastasmdjud annavad

giiromagnetilise suhte (g-tegur) g = 2 [24].

1.3.1 Diinaamiliste vastasmojude iilesehitus

Diinaamiliste vastasmdjude teooria muudab Poincaré rithma P; 3 = 713 © £ (kus 773 on
aegruumi nihete rithm ja £ on ortokroonsete Lorentzi omateisenduste riihm) generaatoreid vélisest

kalibratsioonivéljast soltuvaks nii, et vastava Lie’ algebra kommutatsioonireeglid

My Mpo] = i(guo Mup + GupMuos — GupMuo — GuoMp),
[Muwpp] = i(gl/ppu _gupPI/)a (1.3.1)
[P/M PV] =0

jaavad muutumatuks. Siin M, = ¢, + s,,, (kus ¢, = i(x,0, — x,0,,)) on Lorentzi rithma ja
P, on Minkowski aegruumi [£, 3 nihete riihma generaatorid, s.o tildine 16plik Lorentzi teisendus

i

on kirjutatav parametriseeritud kujul 7(A(w)) = exp(—Lw,, M") ja acgruumi nihete rithma
element kujul exp(+ia, P").
Lihtsaim viis algebra p; 3 kommutatsioonireeglite sdilitamiseks, mida kasutatakse ka diinaa-

miliste vastasmdjude teoorias, on kasutada mittesingulaarset teisendust V(A) nii, et
Ady(a) s prs = pi5(A) = V(A)p1 sV (A), (13.2)
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nagu pakkusid vilja Chakrabarti [25] ning Beers ja Nickle [26]. Vastavalt ka muudetakse laine-

vorrandit ja lainefunktsioone,
V(A) : D(O)p(x) =0 — D9, A)¥(x, A) =0, (1.3.3)

kus uus litkumisvdrrandi operaator on D(9, A) = V(A)D(9)V~1(A) (vrd Diraci operaator) ja
uus lainefunktsioon on W(x, A) = Vi(z).
Kovariantse funktsiooni teisenemine Lorentzi teisenduste A € £ puhul on midratud kommu-

tatiivse diagrammiga

Y rel; — ¥(z)
T(A) | A L T(A) (1.3.4)
r(A): Az — T(A)(a),
see on
T(M)(x) = (T(A))(Az). (1.3.5)

Kalibratsiooni kovariantsus tuuakse sisse analoogiliselt Lorentzi kovariantsusega, s.o diagrammi
(tahistades W(A) = V(z, A))

v: A — U(A)
gA) LA LG(A) (1.3.6)
U A+0N — GNU(A)

kommuteeruvusega, see on
TMA+0N) = G\ T(A). (1.3.7)

Operaatori V(A) tapsustamiseks ndutakse esmalt teoorias kogu diinaamilise Poincaré algebra
p{ 5(A) invariantsust,
Pis(A+00G(A) = GNP 5(A). (1.3.8)

Valemi jéirgi saab peale paremalt suurusega G/(\) ™! korrutamist
V(A+0Np1 sV HA +0N) = GAV(A)prs(G)V(A) (1.3.9)
Seega on esimene noue tdidetud, kui
V(A4 0X) =GA\)V(A). (1.3.10)
Arvestades et U(z, A) = V(A)y(x) ja Uz, A+ 0N\) = G(\)WU(A), siis ka
VA4 0N () = GNV(A)(), (1.3.11)

mistdttu V* = V. Teiseks ndutakse, et V(A) peab olema Lorentzi tiiiipi, 8.0 generaatorite s,

jaoks peab
V(A)s"VHA) = VE (z, A)VY, (z,A)s", (1.3.12)

kusjuures V,,, (z, A) on vilise vilja A poolt genereeritud lokaalne Lorentzi teisendus.
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1.3.2 Volkovi lahend

Diinaamiliste teisenduste operaatori kuju on teada ainult tugeva tasalainelise tausta erijuhul.
Sel juhul (nagu juba néitas Taub [27]]) on lokaalne Lorentzi teisendus

2

——(kyA, — kA, — ——=A%k,k,. (1.3.13)

V#V(A) = 9w — (k’ P)

k:P

Vastavat EM-tasalainet kirjeldab lainevektor &, k* = 0 ja polarisatsioonivektor a*, mille jaoks
a? = —1 ning ka = 0. Operaator kp = k - P kommuteerub teoorias kdigi teiste operaatoritega
ning ﬁ on massiivsete osakeste jaoks hasti defineeritud (kp # 0; teistel juhtudel eeldatakse, et
= eksisteerib).
»
Huvipakkuv V(A) on kirja pandav kujul V(A) = Vy(A)Vs(A), kus

d¢

A) = —
Vo(A) exp( i e

% ogap) - 2A2>),
(1.3.14)

Vi(A) = exp (—%Gws‘“’) ,

kus ¢ = k,a" ja G, = k,A, — k,A,. Vastava operaatori tuletamine pohineb Volkovi lahendi
[28]] leidmise meetodil, lihtsasti esitatud Browni ja Kibble’i poolt [29], aga ka artiklis [30] ja

raamatus [31]]. Selleks ldhtutakse teist jarku Diraci vorrandist

1
(y-m+m)(y-m—mp = (71’2 —m? + 5anFW>¢ =0, (1.3.15)
mis erineb skalaarvilja Kleini-Gordoni vorrandist
(71‘2—m2)gb:0 (1.3.16)

ainult spinniga seotud osa poolest. Lihtsuse ja lithiduse huvides on Volkovi lahendi tuletamist
vaadatud ainult skalaarvélja juhul; spinn-1/2 juht on analoogiline ja erineb ainult spinniga seotud
osa poolest.

Arvutuste lihtsustamiseks valitakse kalibratsioon, kus & - A = 0. Tasalainelisuse eelduse
tottu A, = A,,(£). Huvi pakub olukord, kus minevikus xy — —oo (mis ei ole iildiselt sama, kui
¢ — —o0 [25])) on vili samuti tasalaineline, s.0 huvipakkuv lahend on kujul ¢(x) = e=7% f(€)

algtingimusega f(£) — 1,kui £ — —oo. Vahetult asendades ansatz’i Kleini-Gordoni vorrandisse,

jaéb jarele
‘ d _ , A
2670 f(£) + 2k pe P f;? 2qA - pe P F(E) + AP (¢) — mPe P f(€) =
= Qikpeipm%(f) —2qA - pe PTf(E) + P A%eTPEL(E) =0 (1.3.17)
ehk
A o 0ap- A1) (13.18)
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mille lahendamine on juba otsene. Analoogilise meetodiga voib ka leida spiinoritele vastava
operaatori V, kasutades lihtsalt maatriksvéartuselisi funktsioone; vastavalt lisandub spinnist
soltuv operaator avaldises (1.3.14).

Siiski kirjandusest ei selgu, miks 1dhtuda just teist jarku Diraci vOrrandist ja mitte tavalisest

Diraci vorrandist. Téiesti analoogilisel viisil voiks alustada tavalisest Diraci vorrandist
(it — g A — m)w =0, (1.3.19)

otsida lahendit ansatz’iga v = e~?%g(£)u, kus u on konstantne spiinor ja g(¢) on maatriks-
funktsioon, mis kindlustab, et minevikus oli tegu tasalainega, s.0 g(§) — 1, kui £ — —oc. Peale

vahetut arvutust on

e P (p —qh+ i}{:d% — m)g(g)u =0, (1.3.20)
millest q
#2) ity — g = myg(e) (1321

Paneme aga tihele, et } ei ole pddratav maatriks, sest k2 = 0. Tdepoolest, Diraci algebra
{v#, 4} = 2g" ttu ff = k% = 0. Kui } oleks pdodratav, siis peaks leiduma § ' nii, et
=R = (BOKF " = 0, mis aga ei kehti. Seda probleemi aga ei teki teist jirku Diraci
vorrandi korral.

Operaatori olemasolu korral v3ib vahetult arvutada litkumisvorrandid diinaamilises esituses.
Mdjudes viljavdrrandile, tuleb EM-tasalainelises taustas liikkumisvdrrand (F' = o, F*)

DY AYT(A) = (TH(A)L(A) — m)T(A) = (wDM - ﬁ” - m> T(A)=0. (1.3.22)

Tegu on esimest jirku mitteminimaalselt interakteeruva vorrandiga. Spinn-1/2 vilja korral taan-
dub aga vorrand minimaalselt interakteeruvaks. Spinn-3/2 teoorias, kui kasutada RS teooria

generaatoreid, on viéljavorrand (sisaldab koiki tuletisi D, V)
{(IP — M) Gy — ;—q%FW}‘If” =0, (1.3.23)
P
7, ¥ =0, (1.3.24)

kus U#* = Vpgo*. Muude kitsendustena ilmuvad Feynman-Gell-Manni vorrand

{(1»2 — M) g — ZinW}\If” — 0 (13.25)
ja kinemaatiline kitsendus
iq
D, — ——(F" 7,75 )k, ¢ ¥" = 0. (1.3.26)
4kp

Olgu veel mainitud, et on samuti leitud mitu interakteeruva Diraci vorrandi mitte-Volkovi

lahendit. Ulevaade Volkovi lahendist ja Volkovi spiinorite omadustest on antud nt Boca ja Florescu
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artiklis [32]. Tasalainelises taustas liikuva Diraci fermioni jaoks on ka teisi lahendeid [33-35]]
ning Becker vaatab seda kiisimust isegi korgema spinni teooria kontekstis [36].

Oluline on mérkida, et dliinaamiliste teisenduste konstruktsioon on praktilises mottes sarnane
sellega, mida kasutatakse Furry pildi [37] konstrueerimisel, spinn-1/2 diinaamiliste teisenduste
operaator laserviljaga vastasmdju jaoks aga langeb kokku Furry pildi ileminekuoperaatoriga
[38]]. Diinaamiliste teisenduste seisukohast l1&hedasim késitlus on antud Seipti doktoritdos [38],
millel ka praegune esitus eelkdige pohineb.

Furry pildis voetakse fermioni interaktsioon tugeva taustaga arvesse mittehdirituslikult. Sel-
leks on otstarbekas eraldada iildine EM-vili tugevaks taustviljaks A, ja kiirgusviljaks A,, (nii et
Fuw = 0,A, — 0,A,,), misjuhul minimaalselt interakteeruv spinn-1/2 lagranziaan on kujuga

1
2%

kus selgelt eraldub spiinorvilja ja kiirgusvélja kineetiline osa, kalibratsiooni kinnitamise panus

L= G = m — L Fu P (0 A — (At A, (1327)

ning interaktsioonilagranziaan; taustvéljal puudub kineetiline panus. Olgu mérgitud, et A, on
ilma laetud osakeste vooluta Maxwelli vorrandite lahend. Furry pilti iileminekul teisendatakse
spiinorfunktsioone nii, et EM-taustvili laheb spiinorvélja koosseisu (EM-vili katab lainefunkt-
siooni), s.0 unitaarse teisenduse {2 = V abil teisendatakse spiinorfunktsioone ¢ = Qy, 1) = YQ
nii, et uute (laservélja korral Volkovi) lainefunktsioonide kirjapildis jadb jirele iiksnes vaba vélja
lagranziaan

b(p— gh —m)p = x(p — m)x. (1.3.28)
Uleteeintegraalide keeles vdib veel mirkida, et integreerimismddt on invariantne sellisel teisen-

dusel. Operaatorvorduse seisukohast on oluline visandada vdrrand
Qfl(p—qA—m)Q =p—m. (1.3.29)

Kuna diinaamiliste teisenduste operaator annab spinn-1/2 juhul minimaalse interaktsiooni, v3ib
praktilises mottes késitleda diinaamiliste teisenduste ideed vastupidiselt Furry pildi konstruee-
rimisele — kalibratsiooniviljade kaotamise asemel need tekitatakse, s.o visandatult spinn-1/2
juhul
(p — qhA —m) = V(p — m)V L. (1.3.30)
Operaatori podratuvuse tdttu ei ole oluline VV ja V! absoluutne paiknemine, sest see on iimber-
defineerimise kaudu vahetatav. Seni pole veel aga voimalik radkida diinaamiliste vastasmojude
teooria lagranziaanist, sest seda ei ole algautorid esitanud. Diinaamiliste teisenduste operaator ja
Furry pildi operaator osutuvad aga spinn-1/2 juhul samadeks.
Furry pildi ja Volkovi lainefunktsioonide teooriat on jéllegi vdimalik edasi arendada, pikemalt
vt Seipti doktoritodd ka kvantviljateoreetiliste protsesside jaoks [38]]. Seni on leitud Volkovi
lahendi analooge ainult kitsa klassi vordlemisi korge siimmeetriaga taustade jaoks, nditeks EM-

tasalainelise tausta, ristuvate tasalainete ja Coulombi potentsiaali kujulise tausta korral [39]]
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jm (Redmondi konfiguratsiooni kohta nt [40]). Edasise t60 kahjuks aga ei paista kirjanduses
leiduvat (vdhemalt mitte diinaamiliste vastasmojude jaoks) sobivat viisi interaktsioonidega Diraci

vorrandi tildlahendi kirjapanekuks.

1.3.3 Probleemid diinaamiliste vastasméjude konstruktsioonis

Nagu 6eldud, magistritod autori esialgne iilesanne oli arvutada Rarita-Schwingeri spinn-
3/2 osakeste Comptoni hajumise mojuristldige diinaamilise vastasmdjude teoorias, nagu see
tehti néiteks bakalaureusetoos RS-teoorias [|1]] voi Delgado-Acosta ja Napsuciale artiklis [41]]
Napsuchiale—Kirchbach—Rodrigueze formalismi [|19] jaoks.

Mojuristldigete (ja iileminekuamplituudide) arvutamine on kvantvéljateoorias iisnagi stan-
dardiseeritud protseduur, vihemalt kui véljateooria on histi formuleeritud — piisab hajumis-
protsessile vastavate Feynmani diagrammide ja {ileminekuamplituudide arvutamisest (iilevaade
mistahes kvantviljateooria dpikus — nditeks Peskin & Schroeder [42]). Védhegi keerulisemate
tileminekuamplituudide arvutamiseks on aga vélja to6tatud spetsiaalsed arvutiprogrammid (voi
liidesed), nt FORM [43]] vdi FeynCalc [44]. Liikudes eelt6d ahelat pidi edasi, on Feynmani
diagrammide arvutamiseks esmalt vaja formuleerida Feynmani reeglid, mis on iildiselt juba
kvantviljateooria lagranziaanist vilja loetavad. Soovi korral vdib aga ka arvutada pika tee astimp-
tootilistest seisunditest, Dysoni ridadest ja Wicki teoreemist. Kui on teada interaktsioonipanuste
tapne kuju, on vdimalik ka tdpsemini kindlaks méiérata héiritusarvutuses huvipakkuvad Feynmani
diagrammid (tdpsemini kui lihtsalt seisundite ileminekuna, nt ey — e; kvantelektrodiinaamika
ja RS-teooria Comptoni hajumise skeemid on néidatud joonises|[I.I]). Niisugune protseduur on
hamiltoniaanipdhine, Legendre’i teisenduse kaudu varjatult ka lagranziaanipShine. Diinaamiliste

vastasmojude teooria satub aga seda skeemi jargides raskustesse.

Joonis 1.1: Comptoni hajumise puu tasemel diagrammid Diraci ja RS teoorias. Erinevus spinn-
1/2 ja spinn-3/2 teooriate vahel on liksnes fermionjoonele ja verteksitele vastavates avaldistes.

Comptoni hajumise diagrammide kuju diinaamiliste vastasmdjude teoorias pole kindlalt teada.
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1. Diinaamiliste vastasmdjude teooria on tépselt formuleeritud ainult tugeva EM-tasalainelise
tausta korral. Ei ole avaldatud teooria formuleeringut tildise EM-vélja (v4i vahemalt iildise
taustagi) korral — moni varajane artikkel [23]] rohutab, et puudub iildine eeskiri diinaamilise
esituse operaatori konstrueerimiseks, samas kui viimases artiklis [2] on see jéetud tuleviku
to0ks. Samas ilma iildise interaktsioonipanuseta on voimatu ennustada, millised verteksid
ilmuvad kvantiseerimisprotseduuris. [lma taustvilja eeldusest vabanemiseta on aga voimatu
anda kalibratsiooniviljale fermionitest soltuv diinaamika. Praktiliselt tdhendab see, et on
voimatu kirja panna koiki Feynmani reegleid, samas kui diinaamiliselt tdhendab see, et
teooria ei fikseeri tdpselt, kuidas kalibratsioonivili iildiselt areneb koos fermionviljaga (ja

mitte temast soltumatult).

2. Teooria ei ole formuleeritud lagranziaani kaudu ning lagranziaani ei ole teooria formuleerin-
gus eraldi vaadatud. See tdhendab, et Feynmani reeglite véljalugemine on raske, kui mitte
vOimatu. Minimaalselt oleks Dysoni ridade arendamiseks vaja vihemalt hamiltoniaani.
On pakutud vahetult viia tekke- ja kaooperaatorid diinaamilisse esitusse, kuid arvestades
esimest punkti, ei viiks niisugune operatsioon Comptoni hajumise mojuristldigete arvu-
tamisele ldhemale. Parimal juhul, kui dnnestub niisugune protsess ilma lagranziaani ja
hamiltoniaanita digesti teha, dnnestuks leida mingi Seipti-analoogiline [38] (klassikalise
taustaga) pool-kvantteooria, kuid selle rakendatus on piiratud — parimal juhul dnnestuks
kvantiseerida ainult tugevas tasalainelises taustas liikuvate fermionite teooria, mis aga
ei interakteeruks norkade mitte-taustaliste footonitega (sest teooria ei ennusta vastavate

interaktsioonide kuju, ilma viga keeruliste modifikatsioonide ja timbertdlgendamisteta).

3. Teooria kooskdla analiiiis on 1dbi viidud ainult tasalainelise tausta erijuhul. Kausaalsust on
eraldi kontrollitud lainefrontide analiilisi meetodil artiklis [23]], algebraline kooskdla on
pohjendatud viimati [2], kus samas mainitakse, et lokaalsuse analiiiisi ei ole 14bi viidud
(operaator é ei ole tingimata lokaalne), kuigi on 6eldud, et see on pohimotteliselt vorreldav
teiste tulemustega [45] 46].

Olgu margitud, et Deser et al. [46] niitasid, et suur hulk mitteminimaalseid spinn-3/2
vastasmojusid on siiski ebakdlalised. Seda on kommenteeritud diinaamiliste vastasmdjude
seisukohast [24], rohutades, et Deser et al. kasitlesid eelkdige efektiivset teooriat ning ei

vaatanud véimalikku diinaamilist simmeetriaprintsiipi.

Samas peab arvestama, et Poincaré algebra ja Poincaré riihm defineerivad aegruumi geo-
meetria. Osakeseviljade areng on aga kirjeldatud vastavate véljavorrandite, diferentsiaal-
vorrandite kaudu. Néiteks voib pakkuda monele viljale ilmselt vale litkkumisvorrandi, mis
rikub kausaalsust (nditeks rikkudes valguse kiiruse kordajat) mistahes geomeetria korral.
Viljade dige kditumine on méératud ainult koos nii litkumisvorrandite kui ka vastava

geomeetria analiilisiga (lainefrontide levik, lokaalsus jne). Diinaamilised vastasmdjud

19



pliiavad niisugusest problemaatikast kdrvale padseda, modifitseerides paralleelselt nii
algebrat kui ka litkumisvorrandeid (kui diinaamilises esituses operaatoreid ei ole arendatud
vaba vilja operaatorite kaudu, moodustuvad vaba vélja vorrandid uute suuruste kaudu;
mitteminimaalsus ilmneb vanade, vaba vélja operaatorite arenduses). Siiski, kuna iildjuhul

ei ole teoorias tulemusi kontrollitud, on vdimatu olla absoluutselt veendunud igas viites.

4. Teooria on vidga spiinoritekeskne ning ei ole selget viisi, kuidas puhtas diinaamiliste
vastasmdjude konstruktsioonis formuleerida néiteks Maxwelli vorrandeid vm. See on
diinaamiliste vastasmdjude teooria ehituse olemuslik probleem, millest véljuda on raske.
Muuhulgas on spiinoritekesksus ka seotud tasalainelise erijuhu probleemiga, sest selge
eeskiri, mille jérgi toimuks fermion- ja bosonviljade koosareng, ei nduaks enam iildku-
julise operaatori (véljavorrandite iildlahendi) ilmutatud esitamist, vaid iiksnes eeskirja
kooskolalisust. Selle probleemi lahendamine on raske ka seetottu, et erinevate véljade
paralleelsete litkumisvorrandite sissetoomine tdhendab praktiliselt uue teooria kirjutamist.
Praktiliselt voib olla lihtsam leida teooria ideedest jarelduvad interaktsioonipanused, mis

seejarel iile tuua tavalisse lagranziaanipohisesse viljateooriasse.

Seega nditab iilesandepiistituse pohjalikum {ilevaade, et magistritod alguses antud probleem
on oluliselt keerulisem, kui esialgu voib paista. Siiski on tédiesti voimalik anda ette konkreetne

tee, mille peab lédbima esialgse ililesande tditmiseks.

1. Esiteks tuleb {ildistada diinaamiliste teisenduste operaatorit vdljaspoole oma kitsast esialg-
set rakenduspiirkonda. Seda on kisitletud peatiikis 3| Olgu mirgitud, et ootus oli, et peale
operaatori pohivorrandi formuleerimist ja lahendamist spinn-1/2 erijuhul, dnnestub ta
(osaliselt) arendada spinn-1/2 (Lorentzi) generaatorite kaudu ja kontrollida kooskdla dii-
naamiliste vastasmojude poolt esitatud nduetega. Eksplitsiitne generaatorite kasutuselevott

annaks aga voimaluse {ildistada operaator spinn-3/2 juhule.

2. Tuleb konstrueerida lagranziaan. Erinevaid lagranziaaniga seonduvaid tulemusi on ksitle-
tud peatiikis

3. Maéérata Feynmani reeglid, Feynmani diagrammid ja arvutada iileminekuamplituudid

standardsetele viisidele tuginedes.
4. Vastavalt voimalustele kontrollida teooria digsust iildjuhul.

Iga dnnestunud samm oleks uuritava teooria seisukohast juba mérkimisvadarne tulemus. Ma-
gistritoo keskendubki kdigele vajaminevale, et saaks uurida diinaamiliste vastasmdjude teooria

fenomenoloogiat.
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2. Lagranziaani olemasolust, leidmisest ja

tarvilikkusest

Diinaamiliste vastasmdjude teooria ei ole lagranziaanipdhine véljateooria. Siiski on diinaa-
miliste vastasmdjude lagranziaani kiisimus vahemalt pShimotteliselt lahendatav diferentsiaal-
geomeetria raames: vastavat meetodit (Vainberg-Tonti lagranziaani) on kdesolevas peatiikis
tutvustatud. Peatiiki 16pus on vaadatud kvantvéljateooria lagranziaani olemasolu tarvidust voima-
liku teoreemina. See-eest ei ole uuritava teooria lagranziaani kiisimusega mottekas pohjalikumalt
tegeleda enne, kui ei ole lahendatud olulisem interaktsiooni tildkuju kiisimus, mille lahendatavus
ei ole isegi kindel.

Alustades spinn-1/2 teooriast, vdiks lihtsuse huvides naiivselt piiiida otsida ansatz’i moju S =
[d*z £ = [ d*z (i@ — m)y muutmise jaoks, asendades suurusi neile vastavate diinaamiliste
vastasmojude analoogidega. Olgu aga mirgitud, et kui vihegi (mistahes) podratav assotsiatiivne
operaator (nditeks teisendusmaatriks) ) on avaldises rakendamise suunast sdltumatu, siis naiivselt

asendatud lagranziaan jaadb muutumatuks,
LY =VDY0, AU =V VD(O)W 'V = D)) = L. (2.0.1)

Siin on eeldatud V-operaatori H -unitaarsust [47, 48]]: 1oplikku esitust 7' nimetatakse H -unitaarseks,

kui leidub mittesingulaarne hermiitiline maatriks H = H' nii, et
TYA)H = HT™'(A) < s!,H = Hs,. (2.0.2)

Spinn-1/2 teoorias H = ~°. Interaktsioonidega mdju muutumatus aga tihendab, et osakese
trajektoor justkui ei muutuks, mis loomulikult pole interakteeruva teooria jaoks tosi.

Ainuke lootus niisugust naiivset ldhenemist jatkata oleks muuta ka integreerimismoodtu mdjus
S = [d*x L, vottes mdddu jaoks kasutusele koordinaatide diinaamilise vaste 2+ — &+ =
VoYl = ot + [V, 2#]V -1 (vt [2]). See voimaldaks pakkuda ansatz-mdju

Sé = / d*e £ (2.0.3)
Kui uued suurused £ oleksid hésti kdituvad koordinaadid ning kehtiks
0
d._ -1_ 9
0,:=Vo.V = B’ (2.0.4)
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saaks tavalise véljateooria varieerimisskeemi jérgi moju statsionaarsusest

oL? oL
d __ 4 _ad _
§55% = /d ¢ [_a‘lf aﬁa(aﬂ) oV =0 (2.0.5)

tavalised Euleri-Lagrange’i vorrandid

oL oL
— o =0 2.0.6
ov # 8(6;1\1') ’ ( )
mille kaasvOrrand annab otsitava lainevorrandi
D40, A)¥ = 0. (2.0.7)

Endiselt on kahetimdistetavus £¢ = £, aga selle probleemi lahendaks digete mddduga koos-
kolaliste koordinaatide £# kasutuselevott. Niisugune konstruktsioon meenutab Weyli esialgset
gravitatsiooni ja elektromagnetismi iihendava kalibratsiooniteooria katset [49].

Et ¢ oleksid head koordinaadid, peaks kehtima ortogonaalsusomadus

0] , oz
o = = (2.0.8)

Juhul kui kehtib tuletise Leibnizi reegel ka operaatorile V mdjumisel, peaks lihtsa arvutuse jérel
8 = V(0" )V = V(9,V V)V = 0l¢y — €0t = [91,¢]. (2.0.9)

Lagranziaani konstrueerimiseks on olemas histi vilja arendatud meetodid, mistdttu ei ole te-
gelikult tarvis arendada diinaamiliste vastasmojude tarbeks omaette lagranziaani teooriat —
neist diferentsiaalgeomeetrilistest meetoditest on siin peatiikis antud liihike iilevaade. Olgu aga
rohutatud, et lagranziaani analiiiisi on tutvustatud eelkdige terviklikkuse huvides, sest nende
meetodite rakendamine on diinaamiliste vastasmdjude hajumisprobleemide jaoks sisukas ainult

juhul, kui dnnestub lahendada operaatori tildkuju kiisimus.

2.1 Tarvilikud ja piisavad tingimused lagranziaani olemasoluks

Variatsioonarvutuse podrdiilesanne on méadrata, kas ette antud diferentsiaalvorrandeid saab
tuletada variatsioonprintsiibist, ning vdimalusel leida sobiv lagranziaan. Mitte iga diferentsiaal-
vorrand, sealhulgas fliiisikaliselt tdepérane litkkumisvorrand, ei ole variatsioonprintsiibist tuletatav.
Ténaseks on aga vilja tootatud meetodid variatsioonilisuse kiisimuste lahendamiseks.

Lagranziaani konstrueerimiseks voi tema olemasolu méddramiseks on erinevaid meetodeid,
mis on erineva iildisusastmega, vrd nt [50] ja [51}52]]. Kdesoleva peatiiki kirjutamisel on eelkdige
lahtutud véljateoreetilistest vajadustest, milleks sobivad diferentsiaalgeomeetrilised vahendid,
kus poordiilesande olemusest on liihike iilevaade ka artikli [|53]] alguses. Variatsioonarvutuse

kiisimuste kohta on palju materjale, kuid antud tilevaates on eelkdige 1ahtutud Krupka ja Krupkova
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raamatutest [54-56], vajadusel tdpsustades kiisimusi mone teise viitega. Lithiduse huvides on
aga paljuski eeldatud diferentsiaalgeomeetria aluste teadmist; variatsioonarvutuse seisukohast on
antud iilevaade raamatutes [[54-56], sissejuhatus diferentsiaalgeomeetriasse iildiselt nt [57] ja

viéljateooria diferentsiaalgeomeetriline konstruktsioon nt [5§]].

2.1.1 Helmbholtzi tingimused

Lagranziaani olemasolu tingimused teist jarku diferentsiaalvorrandite siisteemi jaoks on
tuntud Helmholtzi tingimustena [59]]. Kui on antud m vdrrandist koosnev diferentsiaalvorrandite

stisteem

B (t,q",4°)q" + Au(t,q",4") = 0, (2.1.1)

kus aeg on ¢ ja koordinaadid ¢* (1 < u, v, p, 0 < m), siis tegu on teatud lagranziaani L Euleri-

Lagrange’i vorranditega, kui on tididetud tingimused

B;w = Bl/,u,a
OB,, 0B,
0 0¢
0A, 04 _,dB, (21.2)
ol ogH dt ’

0A, 0A, 1<1(aAu 8AV)

o gt 2dt\ ¢ g

Need tingimused on lagranziaani olemasoluks nii piisavad kui ka tarvilikud.

Olgu maérgitud, et Helmholtzi tingimusi vdib esitada mitmel erineval viisil ning vastavalt on
ka nende tolgendus erinev. Vorrandid on tingimused teatud teist jarku diferentsiaalvor-
randite, sh Newtoni litkumisvorrandite siisteemi elementide jaoks (nt suurust A, (¢, ¢”, ¢") on
voimalik tdlgendada jouna). Diferentsiaalgeomeetrilises ldhenemises tulenevad Helmholtzi tingi-
mused teatud diferentsiaalvormi (nn diinaamilise vormi) suletuse (closedness) noudest; 1dhtudes

raamatust [56], viitega allikatele [60,|61]], voib defineerida diinaamilise vormi (kaksvormi)

E=FE,d¢" Ndt (2.1.3)
ja vaadata, millal leidub kaksvorm
F =F,(dg" —¢"dt) A (dg” — ¢” dt) + G, (dg" — ¢ dt) A (d¢” — ¢” dt), (2.1.4)
nii et diferentsiaalvorm
a=E+F (2.1.5)
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on suletud, kusjuures voib eeldada F),, = —F,,,. Noudest do = 0 moodustuvad vorrandid

0E, OB,

g oG
0E, 0E, d (8EM 8EV) 0 216
dgv ' agr  dt\ o ' agr ’ o

0E, OE, 1d<8EN aE,,)_O

o gt 2dt\ d¢r g

mis osutuvad ekvivalentseteks vorranditega (2.1.2)). Niisugusel kujul viljendavad variatsioonili-
suse tingimused teatud diferentsiaalvormi omadusi.

Variatsioonarvutuse poordiilesandega on seotud kiisimus, millal on vorrandid ekvi-
valentsed mingite Euleri-Lagrange’i vorranditega (vordluseks kas vorrandid ise on tuletatud
variatsioonprintsiibist). Nagu véidab [56], ei ole sel probleemil veel iildist lahendust. Lihtsusta-

miseks voib kitsendada analiiiisi teatud ekvivalentsete vorrandite klassi piiresse,
wy (A, + By,q°) =0, (2.1.7)

eeldades, et wj, on kdikjal regulaarne maatriks, nn variatsiooniline integreerimistegur voi variat-
siooniline kordaja (variational integrating factor voi variational multiplier). Vastavalt tekib ka
kolmas viis Helmholtzi vorrandite kirjapanekuks, vaadates neid kui ndudeid sellele teisendus-
maatriksile, mis teisendab diferentsiaalvorrandid Euleri-Lagrange’i vorranditeks. Newtoni
litkumisvorrandite (mass m = 1)

G = A*(q¢", 4", 1) (2.1.8)

korral, nagu kasutab [62]], on need tingimused

Wyy = Wyy,

Owy,  Owy,

g ogr’
d 1 042 1  0Ar (2.1.9)
&wuv = —gwupa—qy - §w”f’a_q'u’
1d 0A” 0AP 0AP 0AP
(i ) g

kus téistuletis on arvutatud massipinnal.

2.1.2 Anderson-Duchamp-Krupka vorrandid

Helmbholtzi tingimused kisitlevad teist jarku diferentsiaalvorrandite siisteeme, kuid variatsioo-
nilisuse ndudeid on vdimalik laiendada iildisemate diferentsiaalvdrrandite ja kihtkondade jaoks.
Olgu esiteks lihtsuse huvides kasitletud kihtkonda 7 : ¥ — X, dim X = 1, dimY = m + 1. Di-

ferentsiaalgeomeetrilisest seisukohast voib vaadata diferentsiaalvorrandeid (ja Euleri-Lagrange’i
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vorrandeid kitsamalt) kui teatud diferentsiaalvormi (Euleri-Lagrange’i vormi), s.o s-jarku diinaa-
milise vormi

E=E,(t,¢",...,q¢")d¢° Ndt (2.1.10)

integraalldigetest v = v, E o J°y = 0, tulenevaid vorrandeid. Lokaalselt vastab sellele harilike
s > 1 jarku diferentsiaalvdrrandite siisteem

dyr dsyH

Ea t? N7_7"'7

( T dts

kasutades Krupkova [[56] (ptk 4) esitust.

Viga tépselt 6elduna on [56]] jargi nimetatud s-jarku diinaamiliseks vormiks s-jugade ruumi

):o, 1< o <m, 2.1.11)

J®Y tks-kontakt kaksvormide mooduli A;’l (J*Y") elementi, mis on horisontaalne projektsiooni

7,0 suhtes. Nditeks Newtoni mehhaanika diinaamiline vorm on
E =6,,(md" — A")dg” ANdt. (2.1.12)

Edasise tarbeks on oluline mainida, et Helmholtzi tingimuste jdrgi on £ lokaalselt variatsiooniline
parajasti siis, kui joud A* on potentsiaalne, s.0o A* = V.

Voib eristada lokaalset ja globaalset variatsioonilisust. Olgu s-jarku diinaamiline vorm
E. Siis F on variatsiooniline (globaalselt), kui leidub tdisarv r ja J"Y lagranziaan A nii, et
E = FE,. Vastavalt on F lokaalselt variatsiooniline, kui leidub J*Y" lahtine kate, et £ iga kitsendus
katteelemendile on variatsiooniline vorm. Osutub (vt [56]] ptk 4.3), et s-jarku diinaamiline vorm
E on lokaalselt variatsiooniline parajasti siis, kui tema kihikaardi komponentide (fiber-chart

components) E, (1 <o <m)jaoksiga0 <[ < sjal <o, v < mkorral kehtib

OFE, OF : k\ d*! OF
7 _ (-1} — —1)F Y = . 2.1.1
o~ Vag ~ 2 (z) oG 11

k=Il+1

Need on Anderson-Duchamp-Krupka (ADK) tingimused [63} 64]]. Klassikalise mehhaanika juhul
dim X = 1ja s = 2 avalduvad neist jédllegi Helmholtzi tingimused, antud juhul ADK kujul

0E, 0E, _
o o
OE, OE, _dOE,
—92_ =
o tor laoq 0, (2.1.14)
0B, 0E, doE, & 0E, _

o0 0 | datoq  ar og

Uldistamiseks vdiks veel tuua sisse Lepage’i vormid, nagu seda on tehtud Krupkova dpikus [56]:

kaksvorm « on Lepage’i vorm, kui do = 0 ja 7, ;o = E + F, kus E on diinaamiline vorm

ja F' on kaks-kontakt kaksvorm, kuid véljateooria seisukohast on otstarbekam vaadata ADK
vorrandite iildisemat kuju, praegu ldhtudes allikatest [65]66] ja [55] ptk 4.

Olgu niiiid kihtkond 7 : ¥ — X, kus Y ja X on diferentseeruvad muutkonnad dimensiooniga

dimX = n,dimY = m + n. Voib tdlgendada X aegruumi muutkonnana, millel kihid Y
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on viljamuutujad. Samuti olgu defineeritud piisavalt kdrget k-jirku joa kihtkonnad J*(Y).
Viljavorrandid vaib analoogiliselt sisse tuua diferentsiaalvormide abil. Olgu 7" mingi (n + 1)-

vorm, s.0 nimetatud s-jarku diferentsiaalvorrandiks, mis on kohalikes koordinaatides

T="Tidp* Ndg* A ... Adg™, (2.1.15)

.....

ot ' T , (2.1.16)
oy (it}
kus 7; on kordade arv, kui indeks ¢ esineb jadas pq, . . ., y;. Olgu tdistuletise operaator
a 1% 14
D, = 9 T > o (2.1.17)
120

ning olgu veel D,,, ., = D,, ... D,,. Analoogiliselt varasemaga vdib nimetada diferentsiaal-

-----

vorrandit 7" lokaalselt variatsiooniliseks (ehk ka Euleri-Lagrange’i tiilipi) parajasti siis, kui leidub

lokaalne funktsioon £, nii et

Ta=EaL) =) (=1)'Dyy.. (25110, (2.1.18)

>0

Funktsiooni £ nimetatakse sel juhul lokaalseks lagranZiaaniks ja diferentsiaalvormi L = £ dq' A
-+ A dq" lokaalseks Lagrange’i vormiks. Oluline on, et s-jarku diferentsiaalvorrand 7" on lokaal-
selt variatsiooniline parajasti siis, kui kehtivad (iildisemal kujul) Anderson-Duchamp-Krupka

vOrrandid

,upagl ..... ,U«p’7j4’ l :O,...7S. (2119)

2.2 Vainberg-Tonti lagranziaan

Esmast huvi voib pakkuda vorrandite variatsioonilisuse kontroll, kuid on vilja té6tatud ka
konkreetseid meetodeid, kuidas konstrueerida antud diferentsiaalvorranditele vastav lagranziaan
voi vihemalt teatud lahenduslagranziaan. Selle peatiikiga jarelikult ndidatakse, et lagranziaani
kiisimus on diinaamiliste vastasmdjude teooria jaoks pohimdtteliselt lahenduv, olgugi et mitte
triviaalselt, sest diinaamilised vastasmojud kalduvad veidi kdrvale tavalisest (vektor)spiinorval-
jade diferentsiaalgeomeetrilisest teooriast (ning diinaamiliste vastasmdjude teooriat ei ole ka
diferentsiaalgeomeetriliselt esitatud, mis nduab lisat6od). Peamine probleem on aga endiselt
iildkujulise operaatori ja seega iildise teooria puudumine, mis kaotab lagranziaani kiisimuste

pohjalikuma uurimise maotte.
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Kui vorrandisiisteemi (2.1.1)) jaoks on Helmholtzi tingimused tdidetud, siis v3ib konstrueerida

Volterra lagranziaani
1
L= q“/ E,(t,A\g", A", A\§") dX. (2.2.1)
0

Volterra valem on iildistatav teiste diferentsiaalvorrandite jaoks — nii moodustatakse lokaalsetes

koordinaatides Vainberg-Tonti lagranziaan [51,(52,(67]]

1
Lyr = / PATalg", M 2, ) dA (2.2.2)
0

diferentsiaalvorrandi
7?4@“7 wAv ?ﬁ;?, s 7¢fh,,,,”s) =0 (223)

jaoks. Néide Vainberg-Tonti meetodi rakendamisest on artiklis [68]]. Seda lagranziaani kasutatakse
loomulikul viisil ADK vorrandite piisavuse ja tarvilikkuse tdestuses: kui diferentsiaalvorrandi
komponendid rahuldavad ADK vdrrandeid, voib otsese arvutuse abil niidata, et 7,
langeb kokku Vainberg-Tonti lagranziaanile vastava Euleri-Lagrange’i vormi komponentidega,

5.0 Ta = Ea(Lyr), s.0 T on lokaalselt variatsiooniline. Siin on Euleri-Lagrange’i vorrandid

Ea(L) = (=1)' Dy (0571 L). (2.2.4)

120

Vainberg-Tonti lagranziaan on sama jérku kui talle vastav diferentsiaalvorrand. Samas on
voimalik, et erinevad, sealhulgas erinevat jarku, lagranziaanid annavad sama Euleri-Lagrange’i
vOrrandi, st on ekvivalentsed. Madalaimat jarku lagranziaani olemasolu uurimine on nn jargu
vihendamise probleemi osa. Tdepoolest on vihemalt klassikalise mehhaanika konstruktsioonis
voimalik iga lagranziaani lokaalselt vihendada madalaima jarguni s/2, kui Euleri-Lagrange’i
vorrandi jérk s on paaris, ja (s + 1)/2, kui s on paaritu, kuid véljateoorias ei kehti analoogilist
teoreemi, vt [56]] ptk 4.5.

Diferentsiaalvorrandid voivad, aga ei pruugi olla variatsioonilised. Samas on olemas ka
meetodid, kuidas teisendada (voi tdpsemini 6eldes l1dhendada) diferentsiaalvorrandite siisteem
variatsioonprintsiibist tuletatavaks, nt variatsiooniliste kordajate meetod [69]. Vainberg-Tonti
lagranziaanist ldhtub nn vorrandite kanooniline variatsiooniline tdiendamine (canonical variatio-
nal completion of differential equations) [70].

Kanoonilise variatsioonilise tdiendamise kédigus lisatakse diferentsiaalvorranditele parandus-
liige, et vajadusel muuta nad variatsioonilisteks, kasutades Vainberg-Tonti lagranZiaani. Seega

diferentsiaalvorrandisiisteemi 74 = 0 kanooniline variatsiooniline tdiendus on
Ea(Lyr) = 0. (2.2.5)

Erinevust esialgse vorrandisiisteemi ja tema variatsioonilise tdienduse vahel (s.o erinevust variat-

sioonilisusest) voib modta Helmholtzi vormi
Hy=EA(Lyr) —Ta (2.2.6)
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abil. Usna loomulikult, diferentsiaalvdrrandisiisteem on lokaalselt variatsiooniline parajasti siis,
kui H4 = 0 igas kohalikus kaardis [70]].

Seega on diinaamiliste vastasmdjude lagranziaani kiisimus vahemalt pohimotteliselt lahen-
datav. Kuigi naiivne l1dhenemine vdimaldaks teistsugust interaktsioonide tdlgendamist, siis di-
ferentsiaalgeomeetrilised meetodid annavad kindla vdimaluse kontrollida, kas diinaamiliste
vastasmoOjude véljavorrandid on variatsioonilised ning konstrueerida kas tépselt mingi lagran-
ziaan vOi vihemalt ldhendada diinaamiliste vastasmdjude viljavorrandid variatsioonilisteks.

Peamine probleem selle meetodi kasutamises on aga tema ennatlikkuses. Vajadusel vorrandeid
variatsiooniliselt tdiendades on tdepoolest vdimalik kirjutada Vainberg-Tonti lagranziaan (2.2.2)),
kuid diinaamiliste vastasmdjude praeguse seisu juures oleks niisuguse lagranziaani mottekus
ja kasulikkus kahtlust dratav. Seni on teada interaktsioon ainult tasalainelise EM-taustaga —
kui diinaamiliste vastasmdjude viljavorrandid ei ole variatsioonilised, annaks variatsiooniline
tdiendamine lisapanuse, mis voib rikkuda teooria kooskdla. Sdltumata variatsioonilisusest, annaks
aga Vainberg-Tonti lagranziaan ainult erijuhu lagranziaani, mida ei saaks kindlalt kasutada niiteks
teooria kvantiseerimises ja mone hajumisprotsessi arvutamises, s.0 endiselt on lahendamata
peamine probleem interaktsioonide iildkuju osas.

Teine probleem seisneb selles, et diinaamiliste vastasmojude teoorias veidi muutub véljateoo-
ria tavaline diferentsiaalgeomeetriline konstruktsioon (vt nt [58]]), kuna muudetakse Poincaré

algebra generaatoreid ja lainefunktsioone,
D)y =0 — D9, A)¥ = VD(9)V 'Vip = 0. 2.2.7)

Seega tuleks esmalt iile vaadata diferentsiaalgeomeetrilised erisused. Kuigi see probleem nduab
uurimist, on see jdllegi pohimotteliselt lahenduv (kui talle eelnevad probleemid on samuti lahenda-
tud): kuigi esialgses interpretatsioonis muudetakse vaba vélja lainefunktsioone 1, siis praktilises
mdttes vdiks proovida tdlgendada D% (9, A)¥ = 0 kui liikkumisvdrrandit, mis méirab omaette
lainefunktsioonid W, s.o proovida vaadata teooriat, kus interaktsioonid on samad, aga ei ole mo-
difitseeritud lainefunktsioone (s.0 D¥(9, A)¥ = 0 ~ D9, A)y» = 0; vrd algse teisendamisega
VD(0)y = 0). Diferentsiaalvdrrandite ja lainefrontide seisukohast peaks analiiiis jidma sarna-
seks, kui mitte samaks, kuid see ei ole range vdide. Spinn-3/2 teooria diferentsiaalgeomeetriliseks

ehituseks tuleks kasutusele votta spiinorvaartuselised tiksvormid, vt nt [[71]].

2.3 Lagranziaani tarvilikkusest kvantviljateoorias

Seni edukaim kvantviljateooria, standardmudel, on lagranziaanipdhine. Kvantvéljateooria
kursustes késitletakse viljateooria lagranziaanipdhist formuleeringut, mis lubab lihtsasti sdilitada
ja uurida teooria pohisiimmeetriaid. Kalibratsiooniteooriates standardselt alustatakse lagranziaani

invariantsuse ndudega. Kvantteooria Feynmani iileteeintegraalide formalism kasutab mdju, mis
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aga vahetult kasutab lagranziaani; ka Hamiltoni formalismist, nt kanoonilise kvantiseerimise
juures, on Uldiselt voimalik Legendre’1 teisenduste abil {ile minna lagranZiaanile. Kui aga tahta nt
arvutada kvantvéljateoreetilisi hajumisprotsesse, ilmuvad Feynmani diagrammidesse massipin-
nast eemal litkuvad virtuaalosakesed ning lagranziaan just annab teavet ka osakeste iseloomust
véljaspool massipinda. Lisaks veel alustatakse uute viljateooriate konstrueerimisel (nditeks tume-
aine mudelites) tihti lagranZiaanist. Seda kdike arvestades on erijuhu liikumisvdrranditel tuginev
diinaamiliste vastasmdjude teooria iisna erandlikus olukorras.

Osutub, et Maxwelli vorranditeni (tdpsemini: osani neist) on vdimalik jouda, kasutades
Newtoni litkumisvorrandeid ning koordinaadi ja kiiruse kommutatsiooniseoseid, nagu avastas
Feynman ja esitas Dyson [72] (vahetu kriitika juba [73-76]]). Sarnasel viisil osutub, et kvant-
mehhaanilistest koordinaadi ja impulsi kommutatsiooniseostest jareldub Helmholtzi tingimuste
tdidetus klassikaliste litkumisvdrrandite kontekstis. Selleks 1&htuvad Hojman ja Shepley (HS)

[62] klassikalistest liikumisvorranditest (jéllegi m = 1)
it = fi(x,1,t) (2.3.1)

ning Helmholtzi tingimuste kujust (2.1.9), s.o konstrueeritakse variatsiooniline kordaja. HS
uurivad ja ,.kvantiseerivad® vahetult klassikalist litkumisvorrandit ; vrd tavalises kvanti-
seerimiskédigus Schrodingeri (voi Heisenbergi vms) vorrandi kasutuselevotuga, hamiltoniaani ja
Poissoni sulgude muutmisega jne. Kvantiseerimisprotsessis seatakse koordinaadile ja kiirusele

vastavusse operaatorid X" ja Xi mingis Hilberti ruumis, alustades tingimusest
(X', X7] =0. (23.2)

Kui votta vordusest ajaline tuletis, moodustub siimmeetriline maatriks (HS tdestuse jaoks selles
peatiikis i # 1)
[Xi, Xﬂ} — WG = ih G, (2.3.3)
Edasi niidatakse tdestuses, et G klassikalise analoogi ¢”/ pddrdmaatriks just sobib otsitavaks
variatsiooniliseks kordajaks. HS defineerivad kvantmehhaanilise suuruse klassikalise analoogi kui
h madalaima astme kordaja, klassikalise funktsiooni suurustest x%, *, £, mis tihendab vaikimisi
eeldust, et niisugune piirjuht on teoreemi rakenduspiirkonnas iildsegi mottekas.
HS tdestuses on pdhimdttelise tihtsusega kommutaator koordinaadi X ja iildise operaatorite
korrutise X*AX'B - -- X% vahel, kus A, B, ... on ainult koordinaadioperaatoritest X* sdltuvad

funktsioonid. Tulemuseks on

[Xi, X°AX'B- - .Xu} — z’h(GiSAXtB XY+ XPAGEB - X" 4.+ XPAX'B - Gw),
(2.3.4)

mille , klassikaline analoog* on

g*F—— (ab--- @5 i"). (2.3.5)



Olgu aga rohutatud, et HS eeldavad, et kdik huvipakkuvad suurused (nt HS kasutatav kvantmeh-
haaniline ju operaator F') avalduvad tiiiipliikmete X*AX*B - - - X abil, mis on oluline kitsendus
(lisaks nt on tarvis saada kommuteerida [X*, A] = 0). Paljuski see sarnaneb poliinomiaalsus- vdi
analiiiitilisusndudega ning voib olla iildjuhul liiga kitsas.

Poordmaatriksi tuletise voib siduda maatriksi endaga kui
8wij = —wisag“wtj. (236)

Sellega on olemas koik tdestuses vajaminevad arvutusvalemid. HS tdestus seisneb edasi otseses
kommutatsioonireeglite teisendamises ja klassikaliste analoogide kirjapanekus. Niiteks Jacobi
identsusest
[Xi, [Xﬂ', X’“H + [X’“ X, Xﬂﬂ + [Xj, [X’“ X” —0 2.3.7)
jareldub
(X', G7*] = [X7,G™], (2.3.8)
mille klassikalisest analoogist

997 _ is99" (2.3.9)

jareldub Helmholtzi tingimuste valem

(9/11)1']‘ B 8’(1]1]{
FECNRE N

Edasises on HS veel eeldanud, et kasutatud kvantmehhaaniline jou operaator F'* langeb kokku

(2.3.10)

koordinaadi operaatori teist jarku tuletisega (massipinna eeldus).

HS uurisid ainult tavalise kvantmehhaanika juhtu, mitte kvantvéljateooria jaoks, ning tdestus
sisaldab kiisitava pdhjendatusega eeldusi. Ei paista, et analoogiline teoreem oleks kirja pandud
kvantvéljateooria jaoks; HS ise liksnes mainivad iildistamisvoimalust. Samuti pole kindel, kas
niisugune teoreem isegi lildistuks véljateooria juhule. Siiski, arvestades kvantviljateooria ka-
noonilise kvantiseerimise sarnasust tiilipilise kvantmehhaanika konstruktsiooniga, on kasulik
vihemalt mainida voimalikku tdestuse skeemi, olgugi et kahjuks antud t66s seda tdestust ei ole.

Viljateoorias on kasutusel Helmholtzi tingimuste asemel ADK vorrandid (2.1.19), s.o teoree-
mi siht peaks olema kas ndidata ADK vorrandite tdidetust, konstrueerima eksplitsiitse lagranziaani
vOi variatsioonilise kordaja, mis teisendaks viljavorrandid variatsioonilisteks. Probleem on aga
teoreemi mittetriviaalsuse sdilitamises. Tuntuimate véljavorrandite jaoks, nditeks Kleini-Gordoni
vorrand voi Diraci vorrandi jaoks, on teada neile vastav lagranziaan. Mittetriviaalne teoreem
jérelikult ei tohi fikseerida diferentsiaalvorrandi kuju — voib-olla isegi mitte vorrandi jarku.

Diraci bispiinorite teoorias on aga palju sarnasusi HS tdestusega, mis vdivad viidata iildista-
misvoimalusele. Lihtsuse huvides olgu taas /& = 1. Diraci propagaator G on leitav lagranziaani

vaba vilja osa pdoramise teel,
(i) — m)G = i6W (x — '), (2.3.11)
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mis annab impulsiruumis
i(p +m)

p2_m2'

G = (2.3.12)

Seos paistab viga tugev just seetdttu, et Diraci vorrandi (diferentsiaaloperaatori) osa ilmub
vahetult ka lagranZiaanis £ = (i) — m). Diraci deltafunktsioonid ilmuvad ka otse antikom-

mutaatoris spiinorkomponentide v, ja impulsitiheduse komponentide 7, vahel,

d’p i 0 _—ip(z—y) 0_ip(z—y)
{Ya(), m(y)} = / (QW);;%[(?JFW)W e PV 4 (p —m)y eV (2.3.13)
mis samaaegsel juhul zy = y, annavad
{ta(t, %), my(L,y)} = 00 (x —y). (23.14)

Siit voib juba oletada seost (anti)kommutaatorsuhte ja propagaatori vahel.

Probleem on, nagu 6eldud, aga mittetriviaalsuses. Ei saa eeldada, et propagaator moodusta-
takse lagranziaani pdoramisel, sest see muudaks tdestuse triviaalseks — propagaatori olemasolu
tadhendaks otsekohe lagranziaani olemasolu. Tarvis on nédidata, et vdljavorrandid rahuldavad
ADK vdrrandeid, voi konstrueerida variatsiooniline kordaja. Kumbki ei ole aga lihtne — tuleb
kisitleda viljateooria diferentsiaalgeomeetrilist konstruktsiooni koos distributsioonide teooriaga
muutkondadel, kusjuures tekib niiteks juba meelevaldsus diferentsiaalvorrandi jargu valimisel.
Sealjuures ei ole isegi kindel, et teoreemi hiipotees — (anti)kommutaatorsuhete kehtimisest
jareldub lagranziaani olemasolu — iildiselt kehtib, vahemalt viljaspool véljateooria tuntud juhte.
Samuti on tlisnagi kaheldav viljateooria klassikalise analoogi defineerimine, sest klassikaline Di-
raci bispiinorviljateooria on juba olemuslikult mitteklassikaline, kuna temas juba ilmub Plancki
konstant; arendamine Plancki konstandi astmete jargi ei oleks sisukas. Lootusrikkam oleks kvant-
véljateooria klassikalises analoogis vihendada véljaoperaatorid lihtsalt tavalisteks suurusteks
ilma kommuteerimisreegliteta.

Ei saa praegu absoluutse kindlusega viita, et flilisikas on litkumise kirjeldamiseks lagranziaan
tingimata fundamentaalseim objekt; autori arvates fiiiisika jaoks fundamentaalseim on objektide
muutumine kas ajas voi pohjustades aja tekke, kuid arvestades kasvoi kvantteooria Feynma-
ni funktsionaalintegraalide formalismi voi virtuaalosakeste ilmnemist, on tdnapédeva fiilisikas
vaja vihemalt mingit meetodit, mis kirjeldaks ka liikumise iseloomu véljaspool massipinda,
véljaspool litkumisvorrandite lahendeid. Viljateooria lagranziaanipohine iilesehitus on selleks
tiks lihtsamatest ja arendatuimatest viisidest. On ka kvantiseerimisskeeme, mis kédsitlevad mitte-
lagranziaanipohiseid véljateooriaid, vt nt [77], kuid esitatu pohjal dratab kahtlust lagranziaani

viltimise digsus diinaamiliste vastasmodjude teooria konstrueerimisel.
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3. Interaktsioonioperaatori iildistamine

Diinaamiliste vastasmdjude teooria on oma senises esituses kirjeldanud ainult vektorspiinor-
vélja interaktsiooni tugeva tasalainelise taustaga. See on ka diinaamiliste vastasmojude peamine
puudujiik, kui tahta temast arendada tildist korgema spinni teooriat. [lma iildise interaktsiooni-
panuseta on voimatu oelda, kas tasalaine-interaktsioonide teadmisest piisaks Comptoni hajumise
vOi mone muu protsessi kirjeldamiseks — eksplitsiitne lainevektori ilmumine operaatoris kp
interaktsioonipanuses néitab, et interaktsioon tasalainega ei saa olla sama, mis iildine interakt-
sioon (vrd bispiinorteooria minimaalne asendus), ning vastavalt pole kindel, millised verteksid
ilmuksid kvantiseerimisel. Teooria terviklikkuse huvides on erijuhust iildistumine pdhimadttelise

tahtsusega — see on ainuke viis, kuidas 10plikult saaks hinnata teooria digsust.

3.1 Diinaamiliste vastasmojude madalaspinniline kooskola

Diinaamiliste vastasmdjude teooria iildistamise jaoks on tarvis leida operaator V, mis viiks
interaktsioonid Poincaré algebrasse ja genereeriks kooskdlalise kdrgema spinni interaktsiooni.
Kahjuks ei paista selleks olevat pakutud selget leidmiseeskirja — Volkovi lahendi meetod ei
iildistu lihtsasti teistsuguste viljakonfiguratsioonide juhule ning viljaspoole tugevaid taustasid.

Peatiikis ja artiklis [2]] esitatud tingimustest ei moodustu selget vorrandit, mille la-
hendamine annaks otsitava operaatori, vaid pigem nad mééravad operaatori kasutusviisi ning
kitsendavad (voimalikku) lahendit. Siiski on aga voimalik anda véga otsene vorrand, mida ka
diinaamilised vastasmdjud piiiiavad rahuldada — genereerida spinn-1/2 juhul Vp; 3V~ viisil
véljavorranditesse minimaalne asendus, s.o norgal (lainefunktsioonidega koos) kujul vorrand V

jaoks
V(i —m)V I = (i — gA —m)V, (3.1.1)

mis operaatortasemel on vastavalt
V(i —m)V~" = (id — qA —m). (3.1.2)

Olgugi et diinaamiliste vastasmojude teooria kdrgema spinni EM-interaktsioonide iildkuju ei ole

teada, on moistlik eeldada, et spinn-1/2 juhul, s.0o madalaspinnilisel juhul, taandub interaktsioon
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minimaalseks, et séilitada voimalikult lihtne kooskola eksperimentaalandmetega ning samuti
lihtsustada arvutusi.

Kalibratsiooniinvariantsuse ndudest {iksi ei saa tingimata jireldada, et madalaspinniline
interaktsioon on minimaalne, kuid seni on just minimaalne asendus andnud parima ja lihtsaima
spinn-1/2 spiinorteooria eksperimentaalse kooskdla. Mitteminimaalsed panused peaksid nihutama
margatavaid parandeid just viga kdrge energia piirkonda, eksperimentide mddtepiirkonnast
eemale. VOrrandi klassifitseerimise ja vastavalt ka lahendamiskatsete seisukohast muudaksid
mitteminimaalsed panused eelkdige avaldisi ja arvutusi keerulisemaks, kuid iildiselt ei muudaks

lahenemist olulisel méiral, kui vihegi ei muutu vorrandi klassifikatsioon. Seega vaib delda,

et vorrandid (3.1.1)) ja (3.1.2)) on diinaamiliste vastasmojude jaoks madalaspinnilise kooskdla

vOrrandid.

Lopuks olgu margitud, et Rarita-Schwingeri vorrandid langevad kokku Diraci vorrandiga iga

vektorspiinori vektorkomponendi jaoks. Kui isegi suuta dra lahendada (3.1.1]) vai (3.1.2)), v3ib

kasutada just sama operaatorit ), et genereerida ka Rarita-Schwingeri vorrandis minimaalne

asendus,
V(id — m)VV¥,, = (i — qA — m)¥,,, (3.1.3)

mis annaks sama operaatorvorrandi kui spinn-1/2 teooriagi. Minimaalne asendus viib aga
otseteed vastuoludeni — diinaamilise vastasmoju korral modifitseeritaks ka kitsendusvorrandit
v, = 0 — I'"¥, = 0, kuid kooskdla vajaks pohjalikumat kitsenduste analiiiisi, nagu seda
tegid Cox, Velo ja Zwanziger ning teised. Mitteminimaalsuse sissetoomiseks tuleks V spinn-1/2
teooria lahendis avaldada gammamaatriksid spinni generaatorite s** kaudu, misjdrel spinn-3/2
teoorias saaks kasutada kdrgema spinni generaatoreid. Tulemusena saaks vihemalt mingigi
iildistusvariandi diinaamiliste vastasmojude jaoks; praktiliselt on kasulikum see, et nii dnnestub
iildistada Furry pildi iileminekuoperaatorit. Voimalus genereerida minimaalne asendus isegi
interaktsioonide viimisel Poincaré algebrasse aga néitab, et dilnaamiliste vastasmdjude meetodit
tuleks tildjuhul tingimata kontrollida vastuolude suhtes — ei ole kindel, et {ildjuhul moodustub

oige probleemivaba interaktsioonidega teooria.

3.1.1 Sylvesteri vorrand

Varrandid (3.1.1)) ja (3.1.2) peaksid kehtima ka véljaspool massipinda, et kindlustada, et

virtuaalsete protsesside moju ei muutu, mis muidu voib anda ebafiiiisikalise panuse. Seega voiks

huvi pakkuda eelkdige operaatorvordus (3.1.2)): kui eeldada, et minimaalne asendus genereeri-
takse ka viljaspool massipinda, siis ei ole lainefunktsiooni 1 kuju pdhimdtteliselt oluline, sest
vordus peab iihtlasi kehtima mistahes teise ¢/ korral, s.o tegu on operaatorvordusega. Vastavalt ei
ole tingimata oluline nduda diinaamiliste vastasmojude stiilis lainefunktsiooni teisendust Vi) = ¥

ning Furry pildiga seostamise huvides on isegi parem, kui seda eeldust mitte teha: vastavalt on

33



edaspidi tihti kirjutatud W asemel .
On moistlik eeldada, et (Lorentzi) skalaare nagu mass voib vabalt kommuteerida lébi operaa-
tori V, s.0 mV = Vm. Siis v0ib operaatorvdrrandi (3.1.2) otseteed kirjutada timber kujul

Vig = (i) — qA)V (3.1.4)
ehk

V,id] = —q4V. (3.1.5)
Niisugusel kujul on tegu kommutaatorit [V, Z(?] sisaldava vorrandiga. Tarvis oleks leida sellise

vorrandi mittetriviaalsed lahendid, sest ilmselt VV = 0 kiill rahuldab vorrandeid (3.1.4)) ja (3.1.5),

kuid on voorlahend (pole pooratav). Olgu rohutatud, et antud vorrandeid ei saa lahendada naiivselt

Fourier’ ruumis, sest A ei ole konstantne funktsioon ja annab Fourier’ poordes konvolutsiooni,
kui eraldada teda spiinorfunktsioonist.

Kommutaatorvdrrandite lahendamise kohta paistab olevat materjale vordlemisi vihe, lisaks on
antud juhul segatud sisse diferentsiaalvorrandi osa. Tiitipilised arvutiprogrammid, nt Mathematica,
paistavad samuti andvat kétte ainult triviaalse lahendi voi ei suuda 16 diferentsiaalvorrandiga
stisteemi dra lahendada.

Uldkujulise lahendi leidmise seisukohast ei ole oluline, kas V osutub lihtsalt Diraci algebra
vadrtuseliseks funktsiooniks, integraaloperaatoriks voi millekski muuks, kuid see muudab lahen-
dusskeemi. Uldiselt oleks lihtsaim, kui V oleks mingi maatriksfunktsioon — sel juhul sarnast
operaatorvorrandit

AX - XB=C (3.1.6)

nimetatakse (algebraliseks) Sylvesteri vorrandiks, kus A, B, X, C' on kdik operaatorid, lineaarsed
teisendused 10plikumddtmelises vektorruumis voi tokestatud lineaarsed teisendused Banachi

ruumis [[78]. Mérgid on tildkujus ebaolulised, vordlemisi harilik on kirjutada Sylvesteri vorrandiks
AX+XB+C=0 (3.1.7)

v01 mOni muu sarnane kuju, nagu on seda teinud nt [79]. Behr jt [79] jargi voib veel nimetada

diferentsiaalseks Sylvesteri vorrandiks siisteemi

X(t) = AX(t) + X (1) B+ C, (3.1.8)
X(to) = D.

Vahel on nimetatud neid vorrandeid Ljapunovi vorranditeks [80], samas kui Ljapunovi vorrandi-
teks on nimetatud ka siimmeetrilist juhtu A = B.
Vorrand (3.1.4)), vrd antuna 14hedasemal kujul

(id — qA)V = Vid = 0, (3.1.9)

ei ole kahjuks klassikaline Sylvesteri vorrand, mille lahendite olemasolu, iihesuse ja leidmise

kiisimus on 10plikumdodtmelisel juhul pohjalikult uuritud, vt Bhatia ja Rosenthal [78]]:
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Teoreem (Sylvester-Rosenblum). Kui A ja B on niisugused operaatorid, et c(A) No(B) = &,
siis vorrandil AX — X B = C on iihene lahend X iga operaatori C jaoks.

Siin on o (X') operaatori X spekter — 1dplikumddtmelisel juhul on see X omavéértuste hulk;
funktsionaalanaliilisis on kasutusel keerulisem definitsioon, kus kompleksses Banachi ruumis
defineeritud tokestatud lineaarse operaatori X spekter o(X) on hulk kdigist A € C, et X — A1
ei ole pooratav. Viljaspool klassikalisi teoreeme, nt 1dikuvate spektrite o(A) N o(B) # & juhul,
ei ole aga Sylvesteri vorrandit 10puni veel l1&bi uuritud [81]].

Bhatia ja Rosenthal annavad ka valiku erinevatest lahendi kirjutusviisidest. Néiteks
kui A ja B on niisugused, et o(B) C {z: |z] < p}jac(A) C {z:|z| > p} mingi p > 0 jaoks,
siis lahend on

X=>) Ar'cB", (3.1.10)
n=0
mille digsuse kontroll on vahetu, tdhelepanu nduab koonduvus. Kahjuks ei kandu see lahend
vorrandile tile, mis on homogeenne, s.o C' = 0. Muud 16pmatud read, nt stiilis

o0

V= [(i(ﬂ —qA)7HED)" + (i) — q )" (ig) (3.1.11)
n=0
tekitavad aga otsekohe koonduvus- ja summeerimisprobleeme, olgugi et kui vihegi on reas
voimalik liikmeid imber paigutada nii, et summa ei muutu, rahuldaks lahendikandidaat
vorrandit (3.1.9). Lopmatute ridade analiiiisis piisab rea absoluutsest koondumisest selleks, et
voib rea litkmeid timber jérjestada summat muutmata. Kandidaadi korral tuleks jitkata
analiiiisi diferentsiaal-integraaloperaatorridade koonduvuse uurimise osas. Mdneti trivialiseeriv
on juba kirjutis (i@ — qA) !, sest 4-potentsiaali liige on parajasti see, mis muudab interakteeruva
Diraci vorrandi lahendamise keeruliseks, s.o ka niisuguse avaldise podramine ei ole lihtne.
Lootuses leida moni muu lihtsam ldhenemine ei ole koonduvusanaliiiisi kdesolevas magistrioos
tehtud, vaid on jitkatud teiste meetoditega.

Kahjuks ka teised Bhatia ja Rosenthali esitatud lahendid ei paista lihtsasti iile kanduvat
huvipakkuvale diferentsiaaljuhule. Niiteks kui operaatorite A ja B spektrid asuvad vastavalt

paremas ja vasakus lahtises pooltasandis, siis AX — X B = (' lahend on kirjutatav kujul
X = / e et dt . (3.1.12)
0

Kui 0(A) ja o(B) on 1dikumatud, on vdimalik veel iiks kirjaviis. Olgu I' kdikide suletud kontuu-
ride tthend, mil on timberkéigu arv (winding number) 1 timber o(A) ja 0 imber o(B). Sel juhul

on lahend kirjutatav kujul

X = i/(A—g)l(J(B—g)ldg. (3.1.13)
r

o
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Ldpuks olgu hermiitiliste operaatorite A ja B spektrid 16ikumatud, o(A) N o(B) = 0. Olgu
f € L'(R) niisugune funktsioon, mille Fourier’ podrde

f= /Oo e f(t)dt (3.1.14)

o0

jaoks f(s) = 1/s,kui s € 0(A) — o(B) (hulk kdigist vahedest). Sel juhul on lahend kirjutatav
kujul

X = / e HACEB (1) dt . (3.1.15)
Diferentsiaalse Sylvesteri vorrandi (3.1.8]) jaoks pakuvad [79] vilja lahendi
X(t) =D+ ) (8" (D) + 81O, (3.1.16)
k=1

kus S(X) = AX + XBjaty, = 0.

Sylvesteri vorrandi lahendite kohta on tulemusi palju, kuid lahendite tildistamine vajalikule
juhule ei ole tihegi variandi korral lihtne, kui iildsegi voimalik, ning operaatori ) lahendi leidu-
misel on oluline leida ka tema poodrdoperaator V1. Seda arvestades on praegu proovitud otsida

mond teist lihtsamat lahenemist.

3.2 Wilsoni jooned

Tavalises Diraci teoorias on spiinorite faasiteisendus () — e“*t)(x). Seda valemit vdib
proovida interpreteerida diinaamiliste vastasmojude seisukohast, misjuhul see vastaks teisendus-

ele
V(A (x) =V (z,A) = Y(x, A+ 0\ = V(A +INY(x) = eiqAV(A)@Z)(x). (3.2.1)

Siit voib proovida konstrueerida operaatorvdrrandi, viies 14bi kalibratsiooniteisenduse nullise

kalibratsioonivéljaga, s.0 vOiks
V(0 + 0N) = e*V(0). (3.2.2)

On mdistlik eeldada, et kalibratsioonivilja puudumisel jitab diinaamiliste teisenduste operaator

fermionvélja muutumatuks, s.o V(0) = 1, mistdttu moodustub vorrand
V(OA) ~ e, (3.2.3)

Olgu veel mérgitud, et analoogilist tulemust vdiks oodata vorrandist (3.1.5)), kui véhegi voib

rakendada V suhtes Leibnizi reeglit ja kommuteerida v* vélja, s.o kui kehtiks
V,i0,] = —qA,V, (3.2.4)
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millest jareldub v#[V, i0,| = —y*qA,V.

Lahtudes vektorviljade gradienditeoreemi iildistusest nelivektoritele,

[ @ 0ut@) = 1) - fta) (3.25)

ja asendades 9,A — A, voiks pakkuda vilja, et {ildiselt on vorrandi (3.2.3)) lahend seotud

eksponentsiaalse joonintegraaliga

V(A) ~ exp (iq/AH dx“). (3.2.6)

Niisugune objekt on viiga sarnane Wilsoni joontega, mille teooriat on antud peatiikis tutvustatud,
eriti kuna see oli tiikk aega seotud iihe katsega iildistada diinaamiliste teisenduste operaatorit.

Siiski peab rohutama, et gradienditeoreem rakendub ainult konservatiivsetele vektorviljadele.

3.2.1 Wilsoni joonte teooria alused

Wilsoni jooned ja kinniste kontuuride korral Wilsoni silmused on radajérjestatud (path-
ordered) eksponentsiaalsed joonintegraalid
Wel(z,y) = Pexp (z’q/cdz“ Au(z)) = Z %(iq)”? /C dzbm - d2ft Ay (2n) - Ay, (1),
" 3.2.7)
kus C' on ette antud (pidev) tee otspunktidega x ja y, iildiselt mitte-Abeli kalibratsiooniteoorias
A, = A}t koos kalibratsiooniriihma generaatoritega ja P téhistab radajérjestust. Kui kontuur
C' parametriseerida, s.o C': z#(\), kus A muutub mingites rajades a kuni b, siis vdib kirjutada

radajirjestuseks

PAu (1) A, (20) = Z <H O(Nit1 — Az)) Apy (A1) - A (M), (3.2.8)
An) \7%

kus summeerimine toimub {iile kdikvdimalike \; permutatsioonide ja # tdhistab Heaviside’i
astmefunktsiooni.

Algselt pakkus K. G. Wilson niisugused objektid vilja kvarkvangistuse kirjeldamiseks, kuid
hiljem on neid kasutatud niiteks silmuskvantgravitatsiooni teooria arendamisel (hiljem kasutusel
nt spinnvorgustikud voi spinnvaht, nn spin foam), mittehdirituslikus kvantkromodiinaamikas,
kalibratsiooniteooriate formuleerimisel vorel, eriti eikonaalse 1dhendi juures, aga ka mujal. Antud
juhul on Wilsoni joonte teooria tutvustamisel 1dhtutud eelkodige eriti der Vekeni, aga ka Mertensi
ja Tserednikovi toddest [[82-84]], kuid on leida ka teisi lithemaid iilevaateid, nt [|85]].

Vahetu Wilsoni joone tolgendus tema astmerea arenduse pdhjal seisneb kalibratsioo-
niviljade kiirgamises iile kogu kontuuri, s.o n. jirku avaldis tdhendab n kalibratsioonibosoni

kiirgamist. Radajarjestus tdhendab, et koik kiiratavad kalibratsioonivéljad peavad jidma samasse

37



jarjekorda, s.o boson A; kiiratakse bosonite A; | ja A, vahel, nagu muuhulgas paistab joonisest
Nagu kirjutab [82] (ptk 6.1), véljendab Wilsoni joon téielikku kalibratsiooni mdju iile mingi

tee.

Joonis 3.1: Wilsoni joone W (z, y) reaksarenduse n. jarku liikkme tdlgendus, kohandatud t66st
[82]. Kalibratsioonibosonid vdivad olla kiiratud joonel mistahes punktist, kuid jddvad radajirjes-

tuse tottu alati samasse jirjekorda.

3.2.2 Mandelstami tingimus

Olgu maérgitud, et gradienditeoreem kehtib ainult konservatiivsete vektorviljade jaoks, s.o
ainult juhul kui A, = 9, A, mis tihendab, et A, peab olema puhtalt kalibratsiooniline (kalibrat-
siooniliselt ekvivalente nulliga). Teisisonu elektromagnetvilja tugevuse tensor £, peab olema

nulline suurus. Toepoolest, diferentseerides vordust kovariantselt, saab
A, = 0,0, (3.2.9)

Eeldades osatuletiste kommuteerumist (nim. Clairaut’ vdi Schwarzi teoreemiks; on tarvis teist
jarku osatuletiste pidevust, kuid fiilisikas tihti eeldatakse isegi funktsioonide siledust), saab
vahetult

F,=90,A,—0,A, =0,0,A—0,0,A = 0. (3.2.10)

Tingimust A, = J,,\, tdpsemini tema analoogi Wilsoni joone W (z, y) jaoks, s.0 %W(m, y) =
—igA,(y)W (z,y), on ka nimetatud Mandelstami tingimuseks [86] (mitte sama kui Mandelstami
kitsendused, Mandelstam constraints), viitega Mandelstami artiklile [87]. Asjane triviaalne
arvutus on esitatud teoreemina artiklis [86], vt ka [88]]; vaatamata sellele, [89]] ikkagi méddaminnes

véidab, et Wilsoni joonte analoogial saab genereerida interaktsioonipanuse (vt seal valem (31)).
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3.2.3 Wilsoni joontega seotud tuletised
Wilsoni joontel on mitmesuguseid omadusi. Olgu esitatud neist moned.
1. Wilsoni jooned on unitaarsed, s.0 W (We)f = 1.
2. Tee podramine vastab hermiitilisele konjugeerimisele, W¢ = (W_¢)T.
3. Wilsoni jooned on tee-transitiivsed, s.o kui C' = C + Cs, siis W = W, We,.
4. Wilsoni joon teiseneb otspunktide funktsioonina,

W (x,y) — "Wy, et @, (3.2.11)

)

5. Wilsoni silmus on kalibratsiooniinvariantne.

Mairkimisvddrne on, et Wilsoni jooned ilmuvad paralleeltranspordi vorrandi lahenditena.
Lahtudes [82]] ptk 2 esitusest, vOib esmalt panna tihele, et tuletis on bilokaalne operaator, kuna

ta on madratud kahes aegruumi punktis: tuletis vektori n* suunas on defineeritud kui

nt0,1) = lg% %(w(x +en) — P(x)). (3.2.12)

Seega on tarvis mingit viisi, kuidas viia erinevad aegruumi punktid kokku. Osutub, et Wilsoni
joon just vastab paralleeltransportija (parallel transporter) nduetele, mis paljuski langevad kokku
dsja toodud loetelu omadustega. Seega vaib konstrueerida kovariantse tuletise, mis Wilsoni joone
(nim ka kalibratsiooni liiliks, gauge link) abil iihendab erinevaid ruumipunkte:

Dy = lim S (1(@ + en) — Wz, 2 + en)ib(x)). (32.13)

e—0 €

Lihendades 10pmata véikest kaugust en ainult esimese jarguni, on
W(z,z + en) =~ PeLican Auletyen) o 1 4 iegn A, (), (3.2.14)
mis samuti viib kovariantse tuletise tavalise definitsioonini,
Dy = 0, FiqAt*y. (3.2.15)

Tuletise analiiiis on oluline, kuna Wilsoni jooned ei saa tegelikult vastata diinaamiliste vastas-
mdjude operaatori tildistusele, vt ptk[3.2.2] Wilsoni joonte teooriat saab olulisemalt kaugemale
viia, nagu viidatud doktorit6dd ja raamat ka teevad, nditeks arendades héiritusteooriat, uurides
tiilipintegraale, transversaalse impulsitiheduse formalismi, segamisalgebrat (shuffle algebra),
eikonaalset 1dhendit, uurida tildistatud silmusruumi (generalized loop space) vms. Antud juhul
pakub huvi aga kahjuks véga piiratud kiisimustering véga rikkas teooriate ringis — kas on vdima-
lik rakendada Wilsoni jooni diinaamiliste vastasmdjude laiendamises, interaktsioonide viimises

Poincar¢ algebrasse voi lainefunktsioonide katmises.
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Wilsoni joonte jaoks on vdimalik defineerida veel mdned tuletised, vt [84] ptk 4, n.0 teetule-
tised (path derivative) ja pindtuletised (area derivative). Terviklikkuse huvides on need esitatud,
kuna nad olid seotud ebadnnestunud katsega asendada tavaline osatuletis voimalikult sarnase
objektiga, mis vahest vdoimaldaks genereerida 4-potentsiaali. Need ebatavalised tuletised aga
kahjuks ei andnud seda lahendit, sest nad ei anna lihtsal viisil kétte 4-vektoreid, olgugi et neid
saab kasutada tildistatud tee- ja silmusruumi liikumisvorrandite formuleerimisel.

Voib defineerida nn 18petava kovariantse 10pppunkti tuletise (terminal covariant endpoint
derivative). Olgu antud parametriseeritud tee C' 16pppunkti ¢ = C'(1) lahedal vektorvali V/, nii et
V(C(1)) = v € TayM. Vastavalt see lokaalne vektorvili tekitab 16pppunktist (parametrisee-
ritud kui s = 0) algava lokaalse integraalkdvera. Olgu see integraalkdver tihistatud Y. Olgu
C, = C + nY uus kontuur, mis moodustub algsest teest C'ja talle jirgnevast integraalkdverast,
olgu ¢s = Cs(1) kombineeritud tee 13pppunkt. Sel juhul on funktsionaalile W rakendatud
10petav kovariantne 10pppunkti tuletis defineeritud kui

V() We = lim TOtA T

lim X (3.2.16)

Asendades C, teega (—n)) + C, saab defineerida alustava (initial) kovariantse 1dpppunkti
tuletise. Oma olemuselt kditub see operaator suunatuletisena. Kui s = 0, v3ib defineerida lihtsalt
10pppunkti tuletise (terminal endpoint derivative)

We, —We

T 1
o, We = ilino A (3.2.17)
Voib jitkata pindtuletiste ja Frechet’ tuletise defineerimisega, kuid antud juhul pakub kitsast huvi
ainult kiisimus, kas need objektid on kasutatavad diinaamiliste vastasmdjude konstruktsiooni

laiendamisel. Rakendades 16pppunkti tuletist paralleeltransportijale (Wilsoni joonele), kehtib
0T We = Wew(u), (3.2.18)

kus
w=A,(zr)dz". (3.2.19)

Kommutaator annab aga tavalise EM-vilja tugevuse tensori,

[v;l:l ’

Vi IWe = We - Fu (uff Aub). (3.2.20)

Valemi pohjal vaib néida, et on joutud ldhedale diinaamiliste vastasmdjude (voi lai-
nefunktsioonide katmise, Furry pildi) lildistamisele, s.o tuletiseni mille abil saaks genereerida
EM-vilja 4-potentsiaali. Kahjuks on aga siit jatkamine véga mittetriviaalne, 4-potentsiaali ei
tekitata vahetu 4-vektorina. Esitatud objekt on otseselt seotud kontuuridega, samas kui Diraci
vorrandis ilmuv osatuletis rakendub viljale. Otspunkti tuletised ei asu Poincar¢ algebras. Seega

oleks tarvis liikkumisvorrandid pohimotteliselt imber kirjutada, voib-olla kasutades kontuure ka
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osakesteviljade jaoks, ja véljateooriat teisiti tolgendada — see viiks aga ka pohimotteliselt uue
teooria kirjutamiseni, mitte aga esialgu soovitud formalismide laiendamiseni, ja oleks lisnagi
keeruline.

On seega ilmne, et Wilsoni joontega seotud katse ei ole lihtsasti voimeline {ildistama diinaa-
miliste teisenduste operaatorit véljaspoole puhtalt kalibratsioonilisi vidljasid ilma ulatuslikemate
muudatusteta viljateooria konstruktsioonis. Pohjus on lihtne: elektromagnetiline 4-potentsiaal ei
ole ise potentsiaalne vili. EM-vilja tugevus ilmneb just 4-potentsiaali mittekonservatiivsuse tottu.
Vaiks proovida muuta tuletise operaatorit, kuid niisugune muudatus ei oleks lihtne ja muudaks
juba diferentsiaalvorrandi iseloomu, eemaldudes tavalisest kvantvéljateooria formuleeringust
(kalibratsiooni kovariantne tuletis juba asendab osatuletise tehet). Alternatiivselt voiks proovida
rikkuda osatuletiste kommuteeruvust, tuues sisse mittetriviaalseid konstruktsioone, vt ptk

kuid spekulatiivne arengusuund voiks olla ka mittekommutatiivse geomeetriaga seotud [90].

3.3 Pseudodiferentsiaaloperaatorid

Paistab, et huvipakkuva vérrandi Vi@V~ = (i) — qA)1) vahetu lahendamine ei ole lihtne.
Samas voib vorrand lihtsustuda voi anda mone teise lihtsama vorrandi, kui otsida lahendeid
sobival kujul. Kdesolevas peatiikis vaadatakse eksponentsiaalset ansatz’1 ja vaja olnud pseudodi-

ferentsiaaloperaatoreid, kuigi ka see meetod ei vii lihtsa lahendini.

3.3.1 Pseudodiferentsiaaloperaatorite teooria alged

Pseudodiferentsiaaloperaatorid (tihti liihendatakse WDO) on diferentsiaaloperaatorite tildistus,
mis modifitseerib funktsioone Fourier’ ruumis. Kuigi vordlemisi uus matemaatiline konstrukt-
sioon (kaasaegne esitus valmis moddunud sajandi kuuekiimnendatel), on neil palju rakendusi
kaasaegses matemaatikas ja ka matemaatilises fiilisikas, eriti elliptiliste operaatorite analiiiisis,
elliptiliste operaatorite indeksteoorias ja spektraalteoorias, aga ka mittelineaarsete osatuletistega
diferentsiaalvorrandite teoorias. Praeguseks on WDO-teooriat késitlevat kirjandust viga palju;
vOib soovitada niiteks raamatuid [91-93]], aga ka konspekte [94-96]]. Kahjuks jdib praegune
esitus véga liihikeseks, sest WDO-de rakendust on antud t66 mottes tulnud votta véga kitsalt.

Esmalt tuleb defineerida funktsiooniruum, millele WDO-d mdjuvad. Schwartzi ruum S =
S(R™) on hulk siledatest funktsioonidest R" — C, nii etiga o € N" ja N > 0 jaoks

92u(2)] < Canfa)™, xR, (3.3.1)

s.0 ndutakse piisavat kiiret funktsiooni ja tema tuletiste kadumist Idpmatusele 1dhenemisel, kus
[94]] eeskujul
(z) = (1+ |22 (3.3.2)
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Vastavalt on n-mddtmeline funktsiooni u € S Fourier’ pdore ja tagasipdore

a(€) = / e""y(z)dx, €€ R, (3.3.3)
u(z) = (2;)71 / e mta(g) de . (3.3.4)

Pseudodiferentsiaaloperaator a(x, D) siimboliga a € S*™ on defineeritud vordusega

1

a(xz, D)u(z) = 2n)

/ ) dé e Ca(x, £)u(€), (3.3.5)

kus v € S. Uhtlasi tihistatakse Op(a) = a(x, D). Siin S#™(R" x R") on hulk siledatest
funktsioonidest a : R?*" — C (antud juhul y ja m on kumbki omaette R" indeks), nii et kdigi
a, B € N" jaoks

8;‘8561(1:,5)‘ < Cogl) )™ 18 2 ¢ € R (3.3.6)

Edasise jaoks on markimisviirne, et WDO-de jaoks kehtivad lihtsad kommutatsioonireeglid

tuletisoperaatori ja koordinaadiga:

[Op(a), —id;] = iOp(d;a), (3.3.7)
[Op(a), z;] = —iOp(9;a). (3.3.8)

Tdestus seisneb vahetus kontrollis, arvestades et —z'??i\u(f ) = &u(g).

Praegu pakub huvi lihtne pseudodiferentsiaaloperaatorite iildistus, kus muudetakse Y DO
stimbol Diraci algebra védrtuseliseks ja rakendatakse operaatorit ennast spiinorfunktsioonide-
le. Niisuguse iildistuse kogu matemaatilise struktuuri uurimine oleks omaette matemaatiline
uurimisprobleem, kuid antud juhul pakub huvi iiksnes tema rakendatavus teatud kommutaator-

probleemide lahendamisel. Analoogiliselt valemiga (3.3.7)), saab otseselt tuletada

[i@,0p(a)] ¥ =

2n)" / dg et [am Of — fa(z,€) + (ida(z,€)) [¥(§).  (3.3.9)

Pseudodiferentsiaaloperaatoreid Diraci operaatori analiilisis on samuti uuritud, vt nt [97]] ptk
5, mis vaatab teistsugust ldhenemist. Antud tildistuskatse nduaks aga matemaatiliselt rangemat
uurimist, mis kahjuks ei ole antud t66 pohiline eesmark.

WDO-de teooria ise on lai, samas kui praegu ldheb vaja iiksnes kitsast osa. Saaks kirjeldada
ja uurida WDO-de kompositsiooni, siimboli tihesust, ligikaudset pdoramist, s.0 nn parameetriksi

(parametrix) leidmist, WDO-de pseudolokaalsust jne. Huvitav on aga mérkida, et vorrand
0= (if) — m)V = (id) — g A — m) (3.3.10)

ja tema teist jarku Diraci vorrandi analoog

0= (=0,0" —m*)Vy = ((i@u — qA,)(i0" — qA") —m? + %qawF‘“’)w (3.3.11)

42



paistavad voimaldavat lahendikatset WDO-de abil, kui otsida lahendit pseudodiferentsiaal-

ansatz’iga
vy = o [ dgerate i (33.12)
2m)* Ju
ja lubada maatriksvéartuselist (Diraci algebra véartuselist) simbolit a(z, £), mille jaoks paistab
moodustuvat algebraline vorrand. Alternatiivselt vdiks kirjutada vorrandisiisteemi lahti spiinori
komponentide jaoks. Kui aga tegu on piisavalt heade omadustega funktsioonidega, siis tdepoolest

vOiks uurida Diraci vorrandi lahendamise voimalust stiilis

. 1 - n . 1 iz-€ )
(it = m) [t ala,be) = (9 - ad - ) o [acemsi,  ea)
mis moodustab vorrandi

1
)

Kui on rahuldatud siimboli jaoks vorrand

/d§ ¢ (—fa(w,€) +i(a(,€)) — ma(z,€) + £ + q(z) + m)P(€) = 0. (3.3.14)

—fa(z,¢) +i(da(z,§)) — ma(z,§) + { + qA(z) + m =0, (3.3.15)

on rahuldatud ka (3.3.13)). Vorrand (3.3.15]) peaks olema aga lahendatav Fourier’ ruumis x — (

algebralisel teel. Kuna vaba Diraci vOrrandi
(id —m)Vy =0 (3.3.16)

lahendid on tasalainete superpositsiooni kujul teada, v3ib interakteeruva Diraci vorrandi lahendiks
kirjutada ¢ = V~1(V), kui viihegi V! eksisteerib ja on leitav. Ligikaudses lihenduses viiks see
uuesti parametrixi kiisimuse juurde. Elliptilisusprobleemi korral voib olla otstarbekam vaadata

just teist jarku Diraci vOrrandit.

3.3.2 Eksponentsiaalne ansatz

Vorrandi (3.1.2)) vahetu lahendamine ei paista olevat kuigi edukas. V3ib-olla otsides teatud
tiilipi lahendeid, s.o valides sobiva ansatz’i, on lahendusmetoodika lihtsam. Madistlik on proovida
otsida eksponentsiaalset lahendit

YV =exp(U), (3.3.17)

sest tuntud diinaamiliste vastasmdjude operaator on eksponentsiaalne (eksponentide korrutis, vt
Baker-Campbell-Hausdorffi valem), eksponendi pdoramine on lihtsam kui tildiselt operaatorite
pOodramine ning eksponentlahend viiks probleemi Lie’ rithmade teooriale ldhemale (eksponent-
kujutus).

Siimmeetriakaalutlustel voib proovida lahendada nii vorrandit, mis genereerib interaktsiooni-
liikme, s.o esialgset vorrandit (3.1.2)),

Vigy~th = (i — qA)v, (3.3.18)
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kui ka vorrandit, mis eemaldab interaktsioonid,

iy = Vg — qA) V. (3.3.19)

Reaksarenduse iimbergrupeerimisel saame
(id + [id,U] + %Hi(ﬂ, ULLU] +..)¢ = (id — qA)v, (3.3.20)
(i — A+ [id — qA, U] + %Hz’& —qA U] U] + .. )0 = i (3.3.21)

Valemi e*Ye ™ = Adx (V) = ¢ (Y), kus *(Y) = Y + [X, Y]+ 3[X, [X, Y]] +. . ., tOesta-
mine on véike iilesanne raamatus [98]], ptk 3.5, aga on reaksarenduse liikmete iimberpaigutamise
abil vahetult kontrollitav.

Kahjuks ei ole vorrandite (3.3.20) ja (3.3.21) lahendamine siiski lihtne, sest faktoriaalsed
tegurid takistavad lihtsa vorrandi moodustamist, ilma kogu rida summeerimata. Kui tegu oleks
geomeetrilise reaga kommutaatoritest, siis analoogi

(i1—qA+[id — q A, Y] +[[id — g, Y], Y]+[[[id — g A, Y], Y], Y]+.. )0 = idy (3.3.22)
jaoks voib pakkuda vélja lahendi pseudodiferentsiaaloperaatorina, samas kui analoogi
(id+ [id, Y] + [[id,Y].Y] + [[[id,Y]. Y], Y] +.. )¢ = (id — ¢ A)¥ (3.3.23)

jaoks on see oluliselt mittetriviaalsem (ei moodustu algebralist vrrandit, vaid konvolutsioon
jééb sisse). Seega kui vihegi leidub pdoratav operaator E, mis teisendab eksponentrea ((3.3.21))
operaatori U geomeetrilise rea operaatoriks Y = F(U), oleks otsitav operaator V =
exp(E~1(Y)).

Tavalise algebralise geomeetrilise rea summa valem on tuntud, nagu on ka summa valemite
tuletamine. Operaatortasemel {ildistub see toestus lisna vahetult ka kommutaatorreale. Antud
juhul on vorrandist vahetult jarelduv vorrand

S = (—qA+[id — qA, Y] +[[id — ¢ A, Y], Y] +[[[id — A, Y], Y], Y]+.. )p =0 (3.3.29)
rahuldatud, kui

[id,Y] = q4, (3.3.25)

kui vdhegi rida (3.3.24]) koondub piisavalt hésti (vahetu arvutus).
Oluline on, et vorrand (3.3.23)) annab pseudodiferentsiaaloperaatori (iildistuse) Y (@) simboli

a(x, ) jaoks puhtalt algebralise vorrandisiisteemi. Tdepoolest, vahetu kontroll annab

1
(27)
Alx)y(x) =

[id, Y (a)] 0 = / dgemi[a<x,s>z—¢a<x,s>+<z’@a<x,5>> be),  (3326)

1
(2m)

[ et (3327)
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Seega voime kirjutada, et suvalise spiinori v jaoks peab kehtima

. 1 iz . U
(9.Y] - ad)o = o [ de[ato 0~ fa(o,9) + @tz ) - a(0)] 6) =0
(3.3.28)
See on alati rahuldatud mistahes spiinori ¢ jaoks, kui nduda
a(z,§)¢ — fa(x,§) + (ida(x,§)) — qA(z) = 0. (3.3.29)

See on diferentsiaalvdrrandite siisteem a(x, §) komponentide jaoks, kuid ei ole mingit sdltu-
vust neist funktsioonidest, millele peab pseudodiferentsiaaloperaator mojuma, erinevalt sellest,
mis juhtuks rea korral. Kui see vOrrandisiisteem on védhegi lahenduv, on leitud puhas
pseudodiferentsiaaloperaator iga ette antud tugeva klassikalise tausta A(z) korral.

Vorrandit voib lahendada Fourier’ ruumis, kuna tuletiseoperaator on seotud ai-
nult otsitava siimboliga a(z, £) ja mitte teiste suurustega. Sel juhul saab uutes x*-dega seotud

impulsikoordinaatides (# vorrandi

¢a=[a,g) - qA, (3.3.30)

sest Fourier’ poorde lineaarsuse tottu Z@)(C, §) =¢a(c, &), aAg(g, §) =a(¢,&)¢ ja 1?(;) =
A(C), samas kui ida(z, ) = —{a(¢, €). Vorrand on algebraline vorrand, mille v3ib

lahendada vahetult arvuti algebraprogrammide abiga. Tulemuseks on
diC o —daA —29A ¢
= — o 3.3.31
ol €)= - [ e HE T (3331)
kui vdhegi see Fourier’ tagasipodre koondub. Mérkimisvdirne on vorrandi (3.3.30) kokkulange-

mine Sylvesteri vOrrandiga.

Vodimalus niisugust ldhenemist jatkata sdltub sellest, kas eksponentrida geomeetriliseks reaks
teisendavat operaatorit £ leidub. Kahjuks ei ole niisuguse operaatori iildine olemasolu kindel.
Siiski annab lootust olukord reaalmuutuja funktsioonide teoorias, mis teisendab muutuja x talle

vastavaks integraaloperaatoriks (vrd kvantviljateooria ajaline korrastus), s.o

E(z) = /O da’ . (3.3.32)

Sel juhul eksponentrida tdepoolest langeb kokku geomeetrilise reaga integraaloperaatoritest,

T T z’ T z’ z! 1 1
1+/ dx/—i-/ dx’/ dx”+/ d:c’/ dx”/ dx"’+...:1+x+—'x2+—'x3+...
0 0 0 0 0 0 2 3

(3.3.33)
Kuigi operatsiooni £ on nimetatud kujutuseks, ei ole see matemaatilises mottes range. Isegi
reaalmuutuja funktsioonide korral nduab niisugune tehe sobival viisil korrutamise timbersdnasta-

mist integraaloperaatorite ruumis, s.0 E(2?) = [ da’ [ da”, mitte [ dz’ [ dz’ jne. Pooramist
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tuleks mdista viiga kitsas tihenduses E~'( [, d2’) = z ning oleks digem tihistada mitte £,
vaid G (sOnadest eksponentsiaalne vs geomeetriline). Samuti ei ole selge, kuidas sellist operat-
siooni iildistada (Lie’ algebra) kommutaatorite juhule. V3iks proovida vaadata iile Lie’ algebra
védrtuseliste funktsioonide integreerimisteooria, kuid v3iks ka proovida maatrikskorrutised lahti
kirjutada ja uurida komponente.

Lopuks veel on alternatiivne vdimalus proovida liheneda operaatorlogaritmi seisukohast,

uurides avaldist
e (id) = (ig — qA), (3.3.34)

mida tuleks késitleda vorrandina U suhtes, kuid see porkab otsekohe kahe probleemi otsa: tuleb
vaadata iile operaatorlogaritmi kasutusvoimalused (diferentsiaaloperaatorite korval) ja leida sobiv
viis litkkuda kaasesitusest U juurde iile. Vastavalt ei ole ka see lahenemine kuigi lihtne, kusjuures
lahenduvus jillegi ei ole kindel. Uldiselt vdib kahjuks delda, et pseudodiferentsiaaloperaatoritega
seotud katse jadb kinni matemaatilise teooria arendamise ja matemaatiliste niiansside taha,

kusjuures huvipakkuvad matemaatilised kiisimused ei pruugi olla lahendatavad.

3.4 Alternatiivsed meetodid

Teooria tildkuju probleemi lahendamiseks on vdimalik veel vdlja mdelda hulk lahendusideesid,
mdni spekulatiivsem kui teine, mis on koondatud sellesse peatiikki. Uks iihine joon kdigil
neil katsetel on selles, et nad genereerivad ainult minimaalse asenduse ilma selge tildistuseta
mitteminimaalse asenduse juhule, kuigi see tunnus oli ka mitmel eelkirjeldatud mottel. Seega eiole
antud katsed kahjuks selgel viisil voimelised lahendama diinaamiliste vastasmdjude probleeme.

[Ima oluliselt siivenemata on ka nditeks kaalutud ideed tdlgendada kalibratsioonivilja véértusi
soltumatute koordinaatidena kdrgemamodtmelises ruumis, mis on muuhulgas [2]] kokkuvotte
lisna sonasonaline tdlgendus. Kui olla viljaspool massipinda, siis ei ole veel kindlaid seoseid
erinevate viljade ja aegruumi punktide vahel, mis ka viib ideeni proovida tuua sisse (mitte ainult
kalibratsiooniga seotud) véljad esialgu sdltumatute koordinaatidena ning véljalaadne iseloom
anda alles nditeks massipinnale ldhenemisel. Kahjuks ei ole ka selle ideega jatkamine lihtne ja
kalduks magistritod eesmargist oluliselt korvale.

Uhelt poolt peaks see konstruktsioon mittetriviaalselt erinema tavalisest diferentsiaalgeo-
meetrilisest viljateooria konstruktsioonist, kus véljasid tdlgendatakse 16igetena kihtkondades
— enne 16ike moodustamist voib kisitletava vaatenurga jirgi tdlgendada kihi koordinaate just
soovitud viisil. Teiselt poolt pole aga selge, mida tdpselt (mis trajektoori) tuleks litkumise kirjel-
damiseks varieerida. Ldhim mdte oli proovida véljasid tdlgendada mingite hiiperpindadena, mis
saavad véljaiseloomu vabal arenemisel 4 + d-mdotmelises ruumis (d on véljakoordinaatide arv),
kusjuures nditeks aja mdotme suunaline potentsiaal sunniks pinna votma sobiva kuju. Sel juhul

oleks aga tarvis kontrollida niditeks Lorentzi invariantsust. Moju printsiibi kirjapanekul voiks
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vahest saada inspiratsiooni stringiteooriast, kuigi lahendus poleks ikkagi ilmne ja ei lahendaks

praegu vaadatud probleeme, vaid laiendaks iiht diinaamiliste vastasmdjude ideed.

3.4.1 Algebralised muudatused

Vordlemisi ekstreemne variant probleemi lahendamiseks oleks teistsuguse algebralise struk-

tuuri ja korrutamistehte sissetoomine. Interaktsioonide genereerimine korrutamistehte
(@, 8,7,6) * (a,b,c.d) = (aa, b, 7, 8d) (3.4.1)

jaoks ei valmistaks probleeme. Uhe nelivektori komponendi jaoks peaks ithemddtmeline potent-
siaal leiduma diferentsiaal- ja integraalarvutuse pohiteoreemi jirgi, kui komponent on vidhegi
integreeruv. Valides mingi suvalise fikseeritud punkti 0, saaks nt kirjutada ithemodtmelise po-

tentsiaali .

UO = / A()(SC/) d.TIO s (342)
0

nii et dyUy = Ay. Eksponentsiaalpotentsiaali V, = exp(Uy) korral saaks dyVy = AgVp; analoogi-
liselt voib jdtkata teiste komponentide jaoks. Siis saaks véga lihtsasti realiseerida huvipakkuva

konstruktsiooni analoogi:
(%_17 ‘/1_17 ‘/2_17 ‘/23_1> * (607 817 827 63) * (‘/07 ‘/17 ‘/27 ‘/E‘}) = (A07 A17 A27 A3)7 (343)

millele tuleks lisada juurde spiinoritele mdjumise osa. Lihtsam ,,potentsiaal“ mittekonservatiivsele

viljale A, oleks
(807 817 827 83) * (U(]? U17 U27 U3> = (AOJ A17 A27 A3) (344)

Kui soovida genereerida minimaalset asendust i0,, jaoks, voib lihtsalt lisada imaginaariihiku
eksponendi argumenti.
Igasuguseid algebralisi iimbertdlgendusi saaks muidugi jatkata. Naiteks kui V,, = exp(iU,,),

saaks Leibnizi reeglit arvestades
i@ — qA = Vi 17200V + VT i Vi + Vi 105 Vo + Vi 1y %105 Vs, (3.4.5)
mis vdimaldaks tdlgendada, et minimaalne asendus tekib mittekovariantsest asendusest

L —1_pu
Y=V,
Oy — 0,V

(3.4.6)

Voiks spekulatiivselt vdita, et see annab minimaalsele asendusele uue tdlgenduse, kuid sel
oleks védrtust ainult siis, kui sel korrutisel tegelikult oleks mérkimisvairne tdlgendus (nagu on

skalaarkorrutisel). Antud juhul aga ei oleks iildiselt tegu isegi kovariantse objektiga, 4-vektoriga.
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X 1 €1 €9 €3

1 1 €1 €9 €3
€1 | €1 -1 €3 -€9

€y | €9 -€3 -1 €1

€3 | €3 ()] -€1 -1

Tabel 3.1: Kvaternioonide baasielementide korrutustabel.

Sarnase tulemuse saab saavutada véljateooria laiendamisel hiiperkompleksruumi. Ilmselt
kdige enam arendatud hiiperkompleksteooriatest iile reaalarvude on kvaternioonide H oma;
kvaternioonid moodustavad assotsiatiivse neljamodtmelise jagamisega algebra iile reaalarvude,
mille baasielementide korrutised on antud tabelis Kvaternioonide teooriat, sh kvaternioonset
analiiiisi, on voimalik jitkata oluliselt kaugemale, kuid antud juhul on kvaternioone kasutatud
puhtalt selleks, et lisada mérge 4-vektori komponentidele kiilge, mis kvaternioonse reaalosa
votmisel (kvaterniooni komponent, mis on seotud baasielemendiga 1) annab soovitud 4-vektori
komponendid; analoogiline konstruktsioon sobiks ka mdne teise hiiperkomplekslaienduse korral.
Bikvaternioonid, mida on ka antud juhul kasutatud, on vastavalt kvaternioonide algebra iile
kompleksarvude (vrd reaalarvude).

Lisades tavalisele 4-tuletisele hiiperimaginaarsed komponendid juurde, tuginedes Grassmanni
algebra analoogiale (miinusmaérk tuleneks praegu justkui pédramisnoudest eieli =1=ei(—€)),

Oy = (0o, 01,0, 05) — O = (0y, —€101, —€205, —e303), (3.4.7)
on lihtne realiseerida ,,hiiperpotentsiaali“ mittekonservatiivse A, jaoks:
U=Uy+ e Uy + exUs 4 e3Us, (3.4.8)
nii et
A, =RedU. (3.4.9)
Sobival viisil suurusi kas iimber tdlgendades voi muutes, saaks realiseerida kvaternioonse Diraci
vorrandi analoogi, mille reaalmddde langeb kokku tavalise Diraci vorrandiga.

Niisuguse konstruktsiooni puhul on ldhtutud mottest, et Feynmani diagrammide verteksites
kaduvad osakesed vdivad ajutiselt ilmuda imaginaarsesse ruumi ning tekkivad osakesed vdivad
parineda imaginaarsest ruumist, samas kui reaalselt jalgitavad protsessid toimuvad reaalosale
vastavas mootmes. Hiiperimaginaarsetes mootmetes toimuvaid protsesse saaks voib-olla kasutada
tumeainega seotud mudelites. Olgu mérgitud, et see idee ei ole sama, mida on vaatanud nt Adler
[99]], kes on pigem vaatanud kvaternioonsete komponentidega kvantteooriat (vrd kompleksarvude
ja kvaternioonide faasiostsilleerumist). Praegu esitatud idee korral ei oleks véljavdrrandi reaalosa

eristatav tavalise kvantelektrodiinaamika omast; kvaternioonse viljateooria eksperimentaalse
kontrolli kohta vt nt [[100-102].
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Samas, et jouda tegelikult todtava teooriani, nduaks selle hiiperkompleksidee jatkamine palju
vaeva. Esiteks tuleks hiiperimaginaariihikute lisamisel iildsegi {ile vaada Lorentzi kovariantsuse
nouded: iildjuhul mitu korrutist ei pruugi iildsegi anda digeid tulemusi; kovariantsus on seotud
pOhimottelise uuritava fiitisikalise ruumi etteseadmisega. Lisaks oleks tarvis muuta Diraci vor-
randi komponente (kas tuletist, gammamaatrikseid vdi muud) pohimottelisel viisil, millega 1&heb
kaduma tavaline tdlgendus (eriti oluline nt ahenduste ja skalaarkorrutiste mottes).

Vaib kiill 6elda, et on pakutud alternatiivseid algebralisi meetodeid, kuidas tuua teooriasse
minimaalne asendus voi kontrueerida nt hiiperkompleksarvude abil ,,hiiperpotentsiaal®, ei ole
neist kuigipalju kasu ilma selge tdlgenduseta ja kovariantsuse kontrollita. Arvestades veel seda,
et praegu on genereeritud ainult minimaalne asendus, ei ole neist ka kdrgema spinni teoorias
kasu. Vahest liksnes mittekonservatiivsete vektorviljade analiilis korgemamootmelises (hiiper-

kompleks)ruumis pakuks moningast matemaatilist huvi.

3.4.2 Greeni funktsiooni meetod

Osutub, et on vdimalik vélja pakkuda formaalne interakteeruva Diraci vorrandi lahend, mis
sisaldab operaatorit, mis meenutab diinaamiliste vastasmdjude operaatori kuju. Vastavat meetodit
on kirjeldatud konverentsiettekandes [[103]].

Olgu siis ¢(x, A) interakteeruva Diraci vorrandi
(i — m)ip(z, A) = qA(2)¥(z, A) (3.4.10)
lahend ja olgu v(z, 0) vaba Diraci vdrrandi
(id — m)(x,0) =0 (3.4.11)
lahend. Siis vdib kirjutada iteratiivseks asendamiseks
P(x, A) = (x,0) — /Sp(x — 2)igA(a" (2, A) d*a’ (3.4.12)
kus Feynmani propagaator, seega ka Greeni funktsiooni jaoks kehtib
(i) — m)G(z — 2') = i6W(x — 2). (3.4.13)
Valemi (3.4.12)) itereerimisel saab
bl 4) = (w,0) + [ & Gla - 2')(~igAle)0(a', 0)+
+ /d4x' Gz — 2')(—iqgA(z")) /d4a7” Gz — ") (—igA@")p(x",0) + ... =

— T{ exp<— / d'z’ G(x — x/)iqA(x/)) }w(x’, 0) =: Vau(2',0).
(3.4.14)
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Ajaline korrastus suunab propagaatorid valguskoonuses ettepoole.

Kahjuks ei ole antud lahend siiski vahetult kasutatav uuritava problemaatika juures. Esiteks,
operaator Vg ei genereeri ega kaota interaktsioonipanuseid lagranziaanist voi véljavorrandist,
vaid teisendab vaba Diraci vorrandi lahendi interakteeruva vérrandi lahendiks. Uhtlasi on Vg
10pmatu rida integraaloperaatoritest ja vordlemisi keeruline objekt, vorreldes néiteks lihtsalt
maatriksiga, ja nduaks koonduvuse kontrollimist. Operaatoriseloom iihtlasi annab suunasoltuvuse:
integreerimine toimub avaldises suunas paremale, mis tdhendab, et kaasoperaatori uurimine
nduaks jdllegi rohkem t66d. Seega ei ole kahjuks selge, kuidas niisugust operaatorit iile kanda
diinaamiliste vastasmdjude ja interaktsioonide tekitamise probleemide juurde, olgugi et Vg
annaks néiteks voimaluse iimber tdlgendada kalibratsiooniteisenduste konteksti — osutub, et

Y(z, A — Oar) = exp(iqa(z))(z, A), s.o kalibratsiooniteisendusest jarelduks ka faasiteisendus.

3.4.3 Mitmeviaartuselised funktsioonid

Nagu juhtis tdhelepanu dr Groote, on voimalik Mandelstami tingimusest modda padseda,
kasutades dr Kleinerti eeskujul mitteholonoomsust [[104], ptk 12. Lihtudes nn mitteholonoomse
kalibratsiooniinvariantsuse printsiibist, voib postuleerida, et diinaamika jééb digeks ka juhul, kui
lubada mitmevéartuselisi kalibratsioonifunktsioone A(x), mis rikuvad Schwarzi integreeruvus-
tingimust, s.0

(0,0, — 0,0,)A(x) # 0, (3.4.15)

mistottu
A, (z) = 0,A(2) (3.4.16)

ja F,, # 0, vahetult padsedes moodda peatiikis esitatud probleemist. Seega voib kasutada
mitteholonoomseid kalibratsiooniteisendusi elektromagnetinteraktsioonide sissetoomiseks.

Mitmevédrtuseliste funktsioonide kasutamist fiitisikas on pikemalt késitletud teises Kleinerti
raamatus [[105]], kus on vaadatud mitmevaartuseliste funktsioonide rakendusi elektromagnetismis
ja magnetmonopoolide, iilijuhtide ja iilivoolavate vedelike teooriates, gravitatsiooniteoorias
ning aegruumi koveruse ja vddnde uurimisel. Selles raamatus on pohimotteliselt puudu mit-
meviartuseliste funktsioonide matemaatiline teooria, mis ei ole triviaalne. Kui ,,funktsiooni®
argumendile vOib seada vastavusse mitu viirtust, tekib otsekohe kiisimus, kuidas defineerida
niisuguste objektide summa, korrutis jne. Kleinert votab aga mitmevéartuseliste funktsioonide
teooriat peaaegu iseenesest moistetavana.

Kleinert on niiteks vabalt kasutanud eksponenti ¢**(®) mitmevéirtuselisest funktsioonist
(vt [105]). Kui mitmevéértuseline funktsioon kditub véhegi tavalistele funktsioonidele omasel
viisil, siis potentsiaalsuse omadust arvestades, saaks otseteed nditeks lahendada Diraci

vorrandi. Toepoolest, siis oleks triviaalselt
0= (i — qAd —m) = e (i) — m)e™™p = e (i) — m) V. (3.4.17)
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Kui vihegi (mitmevédrtuselist) diferentsiaalvorrandit
(i@ — m)e™p = (i — m)¥ =0 (3.4.18)

saab lahendada tiitipilise vaba viljavorrandi lahendamise kombel, s.o tasalaineliste lahendite
otsimise moel, vdiks vorrandi pohjal tasalainelise lahendi ') = ¥ ~ ¢~ teisendada
interakteeruva Diraci vorrandi lahendiks 1) = e "W,

Mitmevairtuseliste funktsioonide teooria on aga oluliselt keerulisem, kui voib eelneva pohjal
paista, ning on mitmel erineval viisil arendatav: voib vaadata Riemanni pindasid (nagu paistab
kasutavat Kleinert), kuid voib ka vaadata kimpe (sheaf’) voi lihevaéartuselisi harusid (branch),
aga samuti vOiks vaadata funktsiooni véértusi hulkadena vms. Samas ei ole Kleinerti ldhenemine
rakendatav diinaamiliste vastasmojude korgema spinni tarbeks, sest ta genereerib minimaalse
asenduse. Kiisimus, kas mitmevéairtuseliste funktsioonide teooria oleks rakendatav oluliselt
praktilisemas tugeva vilja kvantelektrodiinaamikas, jaib lahtiseks, sest see 1dhenemine nduaks
keerulise konstruktsiooni sissetoomist, mis ei pruugi lihtsustada tegelikke arvutusi (vrd teiste
meetoditega, kasvoi numbrilise lahendamisega). Bradford jt nditeks kirjutavad, et ,,Riemanni
pinnad on ilus kontseptuaalne skeem, aga hetkel ei ole nad arvutuslikud skeemid‘ﬂ [106], muu-
hulgas rohutades mitmevairtuseliste funktsioonide kombineerimise raskusi. Lopuks jadb veel
mitteholonoomse potentsiaali, mis rahuldaks nduet (3.4.16), konstrueerimise probleem. Samuti
peab vaatama mitmevéirtuseliste funktsioonide diferentsiaalvorrandite teooriat (vt nt [107]]).

Terviklikkuse huvides olgu antud nditeks Riemanni pinna definitsioon. Matemaatiliselt tervik-
likuma iilevaate voib leida nditeks konspektidest [[108, |109]. Liihiduse huvides ilma lisamdistete
definitsioonide ahelat jitkamata v3ib 6elda, et Riemanni pinna saab defineerida analoogiliselt

kompleksmuutkonnaga, nagu see on ka antud dsja viidatud konspektides.

Definitsioon. Riemanni pind on sidus Hausdorffi topoloogiline ruum X, millel on lahtine kate
Ui ja kogum homéomorfisme f; : U; — C, nii et leiduvad analiiiitilised kujutused g;;, mis

rahuldavad igal hulgal U;; = U; N U; nouet
fi = gij o [j-

Samas [|108] nouab lisaks, et topoloogiline ruum rahuldaks teist loenduvusaksioomi. Analoogiat

muutkondade teooriaga saab jatkata, defineerides vajalikke kujutusi Riemanni pindade vahel.

Definitsioon. Olgu Uy, U, Riemanni pinnad, kus pinnal Uy leidub atlas, mis koosneb ainult iihest
kaardist f, : Uy — V4, ja pinnal Uy leidub atlas, mis koosneb ainult kaardist fo : Uy — V5,
kusjuures V1,Vo, C C on lahtised. Siis kujutust g : Uy — U, nimetatakse holomorfseks, kui
kujutus f, 0 go fi': Vi — Vs on holomorfne.

! Riemann surfaces are a beautiful conceptual scheme, but at the moment they are not computational schemes.
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Definitsioon. Olgu X ja 'Y kaks Riemanni pinda. Kujutust f : X — Y nimetatakse pidevaks
kujutuseks, kui X atlase (U;, ;) ja Y atlase (V}, h;) jaoks

on holomorfne koigi i, j jaoks.

Matemaatilist teooriat saaks jéllegi oluliselt kaugemale viia, kuid paratamatult tekib kiisimus, kas
see lihtsustab uuritavaid fiilisikalisi probleeme. Ndide Riemanni pinnast on antud joonises
Lihtsam viis Riemanni pindade mdiste tutvustamiseks on analiiiitilise jdtkamise meetodil,

nagu seda on tehtud Ahlforsi [[110] ja Knoppi [111}112] raamatutes.

Teoreem. Olgu regulaarne (s.o analiiiitiline) kompleksmuutuja funktsioon fi(z) defineeritud
hulgal Uy ja olgu Uy hulk, millel piirkonnaga U on tihine ainult hulk V. Siis kui leidub funktsioon
fa(2), mis on regulaarne hulgal U, ja langeb kokku funktsiooniga f(z) hulgal V', on ta iiheselt

mddratud, kusjuures neid funktsioone nimetatakse teinetese analiititilisteks jétkudeks.

Seega sonaliselt, Knoppi [[112] (ptk 17) jargi, voib Riemanni pinna moodustamiseks liita kokku
koondumisringe. Alustades mingist elemendist ja talle vastavast astmereast, voib madramispiir-
konda laiendada mingi teise astmerea ja talle vastava koondumisringiga, mis liidetakse tiheks
kokku esialgse koondumispiirkonnaga, kui vihegi funktsiooni védirtused langevad samuti kokku.
Nii voib jatkata, kuni viimase astmerea ja talle vastava koondumisringiga joutakse mdne varas-
ema koondumisringi juurde. Niilid kui laiendatud funktsiooni vdirtused langevad ikkagi kokku
varem defineeritud vairtustega, voib need hulgad kokku liita {iheks, aga kui védrtused ei iihti,
tuleb neid eristada (justkui hoida paberilehte varasema kohal ja mitte liimida varasema kiilge).
Tulemusena on igal tihel koondumisringil voi kihil (lehel) iiheselt médratud funktsiooni védrtus.

On aga ilmne, et niisugune sonaline tutvustus ei ole piisav vaadatud probleemide lahendamiseks.

1.0
0.5
0.0

-0.5

-1.0

-1.0

0.0 05 -1
' 1.0 —2

Joonis 3.2: Laige funktsiooni f(z) = 1/z Riemanni pinnast. Pinna virv vastab imaginaarosale.
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4. Voimalikud edasised uurimissuunad

Diinaamiliste vastasmojude teooria pohiprobleem vajamineva operaatori tildkuju osas, st
ka teooria iildkuju osas, on endiselt lahendamata ning autori arvates korvalised diinaamiliste
vastasmojudega seotud uurimused ei ole asjakohased enne, kui tildkuju probleem on lahendatud;
tildkuju probleem on pohikiisimus, ilma mida lahendamata ei saa diinaamiliste vastasmdjude
teooria olla tdielik kdrgema spinni teooria kandidaat. Siiski on aga vdimalik pakkuda vilja
uurimissuundasid, mille lahendamine peaks olema oluliselt lihtsam, kui magistrito6 lilesanne

osutus olevat.

Vaatamata pohiprobleemide lahtisusele, on ikkagi vdimalik pakkuda uurimiskiisimusi, mille
lahendamiseks ei ole tarvis lildkuju kiisimuse vastuse teadmist. Sel juhul j&4b kiisimuse asja-
likkus hinnata tema lahendajale. Samas on aga véimalik vélja pakkuda uurimiskiisimusi, mis
kasvavad vilja antud t60s katsetatud meetoditest. Huvi pakub eelkdige uurimissuuna muutmine
nii alternatiivsete kiisimuste endi seisukohast, aga ka diinaamiliste vastasmdjude seisukohast, sest
paistab, et diinaamiliste vastasmdjude teooria enda arendamine seisab temaga seotud laiemate

kiisimuste taga kinni.

Magistritoos ei ole mond ldhenemist eraldi vaadatud, niiteks vorrandite ligikaudset voi
numbrilist lahendamist. PGhjus on selles, et madalaspinniliste vorrandite lahendite iildistamiseks
kdrgema spinni juhule peaks ligikaudse meetodi arvutusrida summeeruma piisavalt selgele kujule,
millest kdrgema spinni analoogi véljalugemine on piisavalt lihtne. Ligikaudsete meetodite korral
ei ole kindlust, et hdiritusrida esitub sobival kujul, kui lahend iildsegi koondub, juhul kui sobiv
ligikaudne meetod iildsegi leidub. Lisaks veel nditeks magistritoos ette tulnud diferentsiaalvor-
randite numbriline lahendamine ei ole ilmselt lihtsam ega mdistlikum kui vahetult interakteeruva
Diraci vorrandi numbriline lahendamine ka tugeva vilja kvantelektrodiinaamika tarbeks. Kahel-
damatult saaks proovida erinevaid meetodeid, kuid tuleb silmas pidada nende otstarbekust —
kui on juba tarvis ligikaudselt lahendada, ei pruugi erikujuliste vorrandite uurimine enam midagi
kasulikku anda. Puhtalt edasiarendamiskiisimuste seisukohast on ligikaudne lahendamine aga

jéllegi voimalik jatkusuund.
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4.1 Tasalainelise tausta edasine analiiiis

Uks vdimalus on iildsegi mitte eemalduda tasalainelisest erijuhust. Kuigi nii kitsal juhul
kdrgema spinni teooria uurimine on kaheldava védrtusega, on ta pohimotteliselt teostatav teooria
juba olemasoleva ehitusega. Vastasmoju tildkuju teadmist on tarvis, kui vihegi soovida arendada
diinaamiliste vastasmdjude teooria terviklikuks kdrgema spinni teooriaks. Siiski annab teooria
oma praegusel kujul juba konkreetse vastasmoju kuju tugeva tasalainelise tausta korral. Lopuks
kiill tasalainelist tausta uurivad, aga mitte diinaamiliste vastasmdjude teooriaga seotud uuringud

voivad isegi anda mirkimisvéarseid tulemusi.

4.1.1 Lainepakettide areng laserviljas

Roman jt [[113]] on kirjutanud artikli, kus nad uurivad elektroni kirjeldava lainepaketi arengut
ja deformeerumist tugevas laservéljas. Selleks nad ldhtuvad Volkovi lainefunktsioonidest, mis on
tuletatud tiitipilisel viisil, s.o ldhtutakse tasalainelisest spiinor-ansatz’ist teist jarku interakteeruva

Diraci vorrandi jaoks. Tulemusena moodustub neli Volkovi lahendit fikseeritud impulsi p jaoks,

o) = [ (14 TquAp) (P, @11

eksplitsiitsel kujul

kusr=1,2,3,4ja

k-x 2A2
S=—p a— /Oo L{Lp(p CA(E)) — grq%—_(ﬂ de . (4.1.2)

Siin veel Roman jt eeskujul »”(p) on vaba Diraci vorrandi lahendid ning ¢” = +1, kuir = 1,2
(positiivse energiaga osake tasalainelises EM-taustas) ja ¢” = —1, kui r = 3,4 (negatiivse
energiaga osake). Lokaliseeritud osakese kirjeldamiseks moodustatakse lainepakett, s.o koos

faasikordajatega

/ d3pz p)Y" (p, x)]. (4.1.3)

Noudest, et lainepakett on Gaussi-kujuline, jareldub spinn-iilesse suunatud relativistlikku elekt-
roni jaoks algtingimus
W(x, tg) = Ne M2E 1 (g = 0,x, to); (4.1.4)

q = 0 tdhendab, et ilma laserviljata puuduks elektronil impulss. Edasi arvutatakse faasikordaja
c” tépne kuju, Volkovi funktsioonide korrutis, lainepaketi normeerimiskordaja, mis lubab vaadata
lainepaketi arengut laservéljas. Nagu selgub, avaldab magnetvili olulist mdju juba madalate
energiate juures ning relativistlikus reZiimis paistab lainepakett surutavat kokku.

Tegu on analiiiitilise uurimusega, millel on arvuti abi vaja liksnes graafikute joonistamisel. On

uuritud iiksnes EM-tasalainelist tausta ja kvantefekte pole uuritud, mistdttu viahemalt olemuslikult
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langeb uurimuse tiiiip diinaamiliste vastasmojude rakenduspiirkonda. Diinaamiliste vastasmdjude
teooria teeb konkreetse ennustuse vabade lainefunktsioonide teisenemisest interakteeruvale juhule.
Moodustades analoogilise vektorspiinor-lainepaketi saaks uurida hiipoteetiliste elementaarsete
spinn-3/2 laetud osakeste lainepakettide arengut laservéljas. Tépset analiiiisi tuleks muidugi
kohandada RS vektorspiinorite juhule, nt spinn-3/2 osakese polarisatsioone on rohkem ning
on oodata, et integraalid votavad keerulisema kuju, kuid analiiiisi idee ei vélju diinaamiliste

vastasmdjude rakenduspiirkonnast.

4.1.2 Mittelineaarsed protsessid laservaljas

Kéesolevas t60s ei ole esitatud diinaamiliste vastasmdjude (poolikut) kvantteooriat, sest see
ei ole probleem, mida teoorias on praeguses etapis tegelikult tarvis lahendada. Diinaamiliste
vastasmojude peamine probleem on ikkagi tema iildisuse ebakindluses. Kui aga olla ndus teooria
jatma piiratud rakendusalasse, voib proovida kasutada elemente Seipti doktoritodst [38]], et
arendada ,,poolikut® kvantteooriat spinn-3/2 osakesest tugevas laserviljas, kuid rangelt vottes
teadmata héirituslikke kdikumisi tasalainelise tausta iimber.

Tapsem lagranZiaan tugeva vélja kvantelektrodiinaamikas on
L= Lo+ Ly + Lan, (4.1.5)

kus taustaga koos fermionlagranziaan on Ly, kalibratsioonivilja lagranziaan £, ja interaktsiooni-
lagranziaan Li,. Kalibratsioonivéli on eraldatud taustviljaks A, ja héirituslikuks kiirgusviljaks
A, (s.0 F, = 0,A, — 0,A,), kokku

L= (i) — qA —m)y, (4.1.6)

L= TP = 5 (O, A. 1.7
g

Line = —qp A (4.1.8)

Ka hajumisoperaator Furry pildis (tdhistatud alaindeksiga F") on teada, vt [[114]]
S[A] = Texp{ - i/d4x Him} = Texp{ — iq/d4x Ayt A } (4.1.9)

Siin : --- : tdhistab normaalkorrastust ja 7 ajalist korrastust. Kvantteooriasse tileminekuks
v0ib tuua sisse kanoonilised (anti)kommutatsioonireeglid elektronide (¢p,), positronide (CZPT) ja

footonite (ax)) tekke- ja kaooperaatorite jaoks
[CALk)\, CALk/)\/] = O, |:&]T(>\, CALL)\/i| - 0, |:dk)\7 CALL/\/i| = —(2#)32wk5(3)(k — k/)g)\x, (4110)
(Eors G} = 0, {c]t cj,} —0, {cp cj,}

{dpra d\p/r/} = O, {dAI’T, d/\l;lrl} O, { Apr,-, CZI)’T’}
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kuid Furry pildis on ka ilmekas 1dhtuda Feynmani integraalide formalismist, kus genereeriv

funktsionaal
Z[J,,1,m) /DAMD@ZJD@D exp {z / d'z [L + J, A" + i + @Dn]}. (4.1.13)

Unitaarse teisenduse 1) = Vy, ¥ = YV ! abil jiib funktsionaali integreerimismddt muutumatuks,
aga fermionlagranZiaanist kaob i#ra taustaliige, 5.0 (i@ — qA — m)y = ¥ (id — m)x.

Need valemid on laserviljas elektroni litkumise kirjeldamise alus Furry pildis. Edasi saaks
juba uurida rakendusi, arendada Feynmani reegleid (nii seesmistele kui valimistele fermionjoon-
tele vastavad suurused tuleb asendada laserkaetud analoogidega) jne. Kahjuks ei ole likski neist
lihtsasti vahetult iilekantav diinaamiliste vastasmojude juhule, kuid kui teooriat veidi muuta, on
need ideed rakendatavad.

Olgu veel kord rohutatud, et diinaamiliste teisenduste operaator langeb spinn-1/2 juhul kokku
Furry pilti teisendava operaatoriga, mis lubab pakkuda vélja, et analoogia séilib ka spinn-3/2
juhul. Rangelt vottes tuleb seda postuleerida, sest puudub iildine interakteeruv spinn-3/2 teooria,
millest operaator V tuletada. Kuigi diinaamiliste vastasmdjude teooriasse saaks lagranziaani
sisse tuua Vainberg-Tonti lagranziaani abil, on lihtsam mitte kasutada kogu diinaamilise esituse

1sedrasust, vaid vaadata iiksnes litkumisvorrandit

DY(AYU(A) = (TH(A)TT,(A) — m)W(A) = (’V”Du — oL - m) P =0,

7u¢u =0

(4.1.14)

ja eraldada sealt interaktsioonipanus, mille saaks lisada tavalise RS-teooria lagranziaani. Dife-
rentsiaalvorrandite seisukohast peaks jadma lainefrontide analiiiis samaks, kuigi rangelt vottes
peab seda kontrollima, eriti arvestades paljude mitteminimaalsete panuste probleemsust [46].

Kui diinaamiliste vastasmdjude teoorias ennustatud vastasmoju panus on just sellise kujuga,
mida tuleb kasutada interakteeruvas spinn-3/2 teoorias, on aga kdes lasertaustaga fermionlagran-
ziaani (4.1.6)) spinn-3/2 analoog. Kalibratsioonivilja lagranziaan (4.1.7)) v3ib oletatavasti jddda
muutumatuks, kuna spinn-1 bosonite teooria omaette on vordlemisi probleemidevaba. Pohimure
on aga hiiritusliku kiirguslagranziaaniga (4.1.8)), mille tdielikku spinn-3/2 kuju diinaamilised
vastasmdjud ei ennusta — see on ka liks pohjustest, miks niisugust kvantiseerimisskeemi on
nimetatud ,,poolikuks®. Ilmselt ei saa see sisaldada ainult lainevektorit sisaldavat panust, sest
tildise EM-vélja jaoks ei saa defineerida lihtsalt ainult iiht lainevektorit (vt Fourier’ ruumi
iileminek). Vib spekuleerida, et vdib-olla saab interaktsioonilagranziaani ldhendada minimaal-
sest asendusest saaduga, kuid niisuguse ldhenduse digsus (mitteminimaalsed liikmed voivad
olla suurusjarguliselt vorreldavad minimaalse litkmega) ja rakenduspiir (ei ole selge, millises
energiavahemikus vdiks kasutada niisugust eeldust) pole kindel.

Mingigi kindlusega saaks seega arendada ainult poolikut teooriat. V3ib arvutada Rarita-
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Schwinger-Volkovi propagaatori (kohandatuna Dirac-Volkovi propagaatorist)

G0 = e |y ~ VIV, @113

uurida spinn-3/2 Volkovi vektorspiinorite tdielikkust [[32,115] jne. Kvantviljateooria olulisima

eksperimentaalse viljundi, s.0 mdjuristldigete arvutamine ei ole aga arvatavasti voimalik —

vihemalt ei saa 6elda, et tulemus on tegelikult dige ja kooskdlaline.

4.1.3 Volkovi lahendid teistes teooriates

Volkovi lahendi tuletamise viis ei ole kuigi eriline: eeldades tugevat tasalainelist tausta,
uuritakse osakesevilja tasalainelist ansatz’i. Vastavalt on pdhjendatud Volkovi lahendi uurimine
ka teistsuguste interaktsioonide jaoks. Huvitav on, et nditeks gravitatsiooniteooria raames ei
ole lihtne kirjandusest leida Volkovi lahendi analoogi, kui seda on iildse uuritud, s.o ei paista
olevat materjale tasalainelistest lahenditest tasalainelaadses kdveras aegruumis (vrd tugevad
gravitatsioonilained tekkeallika ldhedal). Kogumikud Diraci vdrrandi analiiiitilistest lahenditest
kasitlevad valdavalt elektromagnetinteraktsiooni [[116, 117]], samas kui kdveras aegruumis on
vaadatud muid, mitte tasalainelisi meetrikaid (vt nt [[118]], mis késitleb kahe suvalise funktsiooniga
sfagrilist meetrikat ds? = e2/(") dt? — ¢290) dr? — 12 dH? — 2 sin® 0 d¢?, ja sealseid viiteid).

Olgugi et valmis kvantgravitatsiooni teooriat ei ole veel kirja pandud, on see-eest Diraci
spiinorite teooriat koveras aegruumis voimalik arendada, vt nt [119H121]], mis késitlevad ka
kvantviljateooriat kdveras aegruumis. Uks viis on iildistada Diraci algebra aegruumipunktidest

sOltuvaks,
Y (@)y" (@) + 27 (2)7*(x) = 29" (2), (4.1.16)
spiinor-afiinne seostus I', (z) defineeritakse v*(x) maatriksite kovariantse tuletise kadumisega,

VM/YV = //Vu(x) - FA;LV’Y)\(QT) - F,u%/(l‘) + ’YV(J;>F/L =0. (4117)

Aegruumipunktist sdltuvate v*(x) jaoks saab anda esituse tasase aegruumi maatriksite v kaudu,

kui tuua sisse tetraad (vierbein) e® (), mis on defineeritud kui

(%) = Nape” ()€’ (), (4.1.18)

kus 74, on Minkowski meetrika, nii et

() = e (x)y". (4.1.19)

Viljateooriat kdveras aegruumis on iildiselt mugavam arendada tetraadformalismis. Kovariantse

tuletise mdju spiinorvéljale ¢ on kokku antud kujul

20, s ), (4.1.20)

vuw = (au - Fu)w = (au - 4
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kus wu“b on spinn-seostuse komponendid ja s, = %['ya, ). Diraci vorrand iildistub otseteed,
(iv"(x)V, —m)(z) = (iv"e,'V, —m)y =0, (4.1.21)

mis ilmub lagranziaanist
L =g (i (2)V, — m). (4.1.22)

Edasi saab nditeks arendada kvantelektrodiinaamika teooriat kdveras aegruumis, kui diferent-
siaalgeomeetriline konstruktsioon on tdpsemini esitatud.

Kuigi tasalainelise gravitatsioonilise-meetrilise tausta kasutuselevott voib muuta tavalise
Volkovi lahendi analiiiisi voimatuks voi vidhemalt keeruliseks, véérib see kiisimus ikkagi tdahele-
panu. Edukas uurimus pakuks eelkdige teoreetilist huvi, arvestades jdlgitud gravitatsioonilainete
norkust Volkovi lahendi nduetega vorreldes, kuid oleks ka uudse teadusliku véartusega. Kui
osutub, et Volkovi lahend ei iildistu kdverasse aegruumi lihtsasti, oleks ka see (vdike) omaet-
te markimisvddrne tulemus. Igal juhul nduab see sligavamat kirjanduse iilevaadet ja hoolikat

aegruumi koverust arvestava viljateooria analiiiisi.

4.2 Diraci vorrandi lahendamine

Kui dnnestuks lahendada operaatortasemel madalaspinnilise kooskdla vorrand (3.1.2)), oleks
voimalik sel meetodil uurida laiemat klassi interakteeruva Diraci vorrandi lahenditest, voib-olla
isegi tildlahendit. See niianss tegelikult rohutab ka kogu probleemi keerulisust. Antud juhul tuleb
otsida lahendit teatud erikujulise vorrandi jaoks, mille lahendamine oleks kiill markimisvéaér-
ne edasisamm, kuid jatkamine selles suunas oleks pigem formaalselt voimalik, kui lihtne voi
praktiliselt kasulik (vrd niiteks ajalise arengu operaatori kasutus).

Operaatortasemel (sh kui on lubatud vabalt muuta lainefunktsiooni ¥ ndrgemas vorran-
dis (3.1.1)) on interaktsioonide genereerimine (diinaamilised vastasmdjud) ja interaktsioonide

kaotamine (Furry pilt) antud samaviirsete operaatoritega, podrdoperaatori tdpsuseni:
V(@i —m)V ' = (i —qh —m) < (i —m) =V '[id — qghd — m)V. (4.2.1)

Huvi pakub just interaktsioonidega Diraci vorrand V-genereerival kujul

(i) — g — m)p = V(i) — m)V "¢ =0, (4.2.2)
mis vasakult korrutades operaatoriga V™! annab
V7Hid — g A —m)p = (id —m)V~' = 0. (4.2.3)
See jaguneb kaheks diferentsiaalvorrandiks
Vi@ — gh —m)y =0, (4.2.4)
(i —m)V ="' =0, (4.2.5)
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millest teine (4.2.3]) on olemuse poolest vaba Diraci vorrand vilja ¥ = V=14 jaoks. Vaba Diraci

vorrandi lahend on teada tasalainete superpositsioonina,
U(z) = Z/dg—p(a sus(p)e”P* 4+ bl v (p)e? ) (4.2.6)
- (27T)3 /E_p P pPs 9
U(z) = Z / dg—p(cﬁ u(p)e™™ + bpsv° (p)e”P) (4.2.7)
— | @rp B, P 7

kus u*(p), v*(p) on tuntud impulsist ja spinnist sdltuvad bispiinor-erilahendid ning aps, bps
viljendavad klassikalisel tasemel Fourier’ moodi osakaalu voi tugevust (amplituudi). Nagu
mitmevéartuseliste funktsioonide peatiikis juba mainitud, on interakteeruva Diraci vorrandi
lahend v» = VW. Olgu mirgitud, et siit jareldub, et operaatori V' abil saab mistahes vaba Diraci
vorrandi lahendi teisendada interakteeruva Diraci vorrandi lahendiks (vdihemalt etteantud tausta
korral) ning mistahes interakteeruva vorrandi lahendi teisendada vaba vélja lahendiks.
Tdhelepanek, et operaatoril }V pdhinev ldhenemine voimaldaks lahendada interakteeruva
Diraci vorrandi analiiiitiliselt, on oluline, sest see véljendab uuritava teooria arendamise tegelikku
keerulisust. Kui vaba Diraci vorrandi saab lahendada Fourier’ analiitisi meetodil, siis interaktee-
ruv Diraci virrand on pohimotteliselt erinev — ta sisaldab kalibratsioonivilja, s.o aegruumist
sOltuvat funktsiooni, mis rikub Fourier’ meetodi kasutamise dra (ilmuvad konvolutsioonid).
Diinaamiliste vastasmodjude tarbeks on aga just vaja teada analiiiitilisel kujul antud tildlahendit.
Antud magistritdds on uuritud interakteeruva Diraci vorrandiga samavéirseid vorrandeid ja seega
kaudselt proovitudki lahendada interakteeruvat Diraci vorrandit iildkujul, mis on moment, mis
kahjuks ei ilmnenud magistrit6o teostamise kdigus védga varakult. Voib pakkuda vilja jitkata
nende lahendusmeetodite uurimist ning tdesti iga edasiminek kas vastasmodjudega Diraci vor-
randi algkuju voi operaatoriga V kuju osas oleks mérkimisvidérne ja oluline, kuid tehtud t66 ka

ilmekustab selle probleemi keerulisust.

4.3 Teisendusoperaatori ) laiendamine

Voib delda, et kdesoleva t66 pdhieesmark oli laiendada diinaamiliste vastasmdjude teooria
taielikuks kdrgema spinni teooriaks, et oleks voimalik jétkata arendamist kvanttasemel ja uurida
teooria fenomenoloogiat. Olulisim iilesanne oli leida diinaamiliste teisenduste operaatori iildkuju.
Kuna see iilesanne jdi lahendamata, on ta endiselt diinaamiliste teisenduste olulisim kiisimus.
Nagu selgus, pakuks uuritud kiisimus laiemat huvi ka viljaspool kdrgema spinni teooriat —
vastav operaator voimaldaks arendada tugeva vélja kvantelektrodiinaamika teooriat, aga tihtlasi
anda analiiitilise lahendi Diraci vorrandile.

Sel eesmaérgil on vaadatud palju erinevaid vdimalikke arendusteid. Olgugi et seni pole nad

viinud sihile, on ometi voimalik pakkuda motteid, mida vdiks proovida edasi uurida.
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1. Sylvesteri vorrandil pohinev algebraline ldhenemine jdi matemaatilise teooria taha kinni.
Kui vihegi on Sylvesteri vorrandi matemaatilist teooriat arendatud, et ka diferentsiaal- ja
integraaloperaatoreid kaasata (nt 1dpmatamodtmelised funktsiooniruumid), voib vaadata
lahenemise iile. Ilmselt ei ole aga vaadatud 14dbi kdik algebralised skeemid, sealhulgas nt

ligikaudsed, mille rakendamist saaks uurida edasi.

2. Wilsoni joonte teooria ei ole vahetult rakendatav antud kiisimuse tarbeks, kuid tuletise
operaatori asendamine (10pppunkti tuletis), interaktsioonide sissetoomine ja sellega seotud

viljateooria timberkirjutamine voib siiski pakkuda huvi.

3. Greeni funktsiooni meetod annab viisi, kuidas lahendada interakteeruvat Diraci vorrandit,
kuid leitud operaator ei ole kahjuks vahetult rakendatav diinaamiliste teisenduste teooriasse.
Siiski voib proovida seda ideed jitkata, arvestades, et sarnane konstruktsioon ilmus ka nt

Wilsoni joonte juures sama probleemistiku uurimise kéigus.

4. Pseudodiferentsiaaloperaatorite rakendamine diinaamiliste vastasmdjude tarbeks jaéb kinni
eksponentsiaalrea ehituse tottu — faktoriaalsete litkmete tottu ei ole mingi rekursiivse
valemi kirja panemine ilmne. Kui aga dnnestuks arendada viis, kuidas muuta eksponentrida
geomeetriliseks, oleks see meetod lahenduv. Alternatiivselt viks vaadata operaatorloga-

ritmide ehitust tdpsemini vOi uurida teisi eksponentrea summeerimisviise.

5. Mitmevdéirtuseliste funktsioonide teooria on vdga mittetriviaalne. Pole kahjuks taiesti
kindel, kas mitteholonoomse potentsiaaliga pakutud operatsioonid on tegelikult kooskdla-
lised ning kuidas tdpselt konstrueerida see potentsiaal etteantud konfiguratsiooni A,,(x)
jaoks. Igal juhul genereeritakse minimaalne asendus. Kui aga vaadata mitmevéartuseliste
funktsioonide tépne teooria lile, on sellega voimalik lahendada nii interakteeruv Diraci
vorrand kui ka pakkuda vilja Furry pilti laiendav operaator, kui véhegi olla valmis mit-
mevéadrtuselisi funktsioone kasutama fiilisikateooriates. Tegelik rakendatavus sdltub aga

paljuski moodustunud teooria lihtsusest.

4.4 Muud arendussuunad

Magistritoo kaigus jouti mitme kdrvalise matemaatilis-fiilisikalise struktuurini, mis kiill ei
voimalda lahendada esialgu ette seatud iilesannet, kuid vdivad pakkuda omaette matemaatilist
voi ka fiitisikalist huvi. Taielikkuse huvides on siin esitatud veel valim voimalikest ideedest
(osaliselt varem mainitud), mida v3ib proovida uurida, kuid mille iliksikasju ei ole veel 16puni
1abi vaadatud.

Mitu korda on esile tulnud vdimalus viljateooria iimberkirjutamisest. Uks variant on proovida

kirjutada ka fermionvéljasid Wilsoni joonte eeskujul, iildistades tuletisi sobival viisil. Vdib-olla
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on vdimalik siin eeskuju votta kas stringiteooriast voi silmuskvantgravitatsiooni teooriast, kuid

onnestumine ei ole kindel.

Arvestades lainevektori k£ ilmumist diinaamiliste vastasmdjude RS-vorrandis, voib speku-
leerida, kuidas mitteminimaalne liige —é—ikFW ilmub tldjuhul. Lihtsaim oletus on, et on tarvis
integreerida iile lainevektori k,, vairtuste, lisada EM-vilja Fourier’ arendusega A, (k,) seotud
kordaja a(flu), nii et mitteminimaalne tildpanus on [ (347’)“4@(121) ;—jf}éFW, ning jatta kitsendusvor-
rand 7,* = 0 muutmata. Kordaja a(A,) tdpne kuju pole aga kindlalt teada — tasalainelisel
(monokromaatsel) erijuhul voiks a(/lu) anda Diraci deltadistributsiooni, mis trivialiseerib vilise
k-integraali. Kordajale a on vdib-olla vaja anda vahetu sdltuvus laine- ja polarisatsioonivekto-
rist, s.0 a = a(ky, €, A#). Oluline on aga rohutada, et paljuski on see lihtsalt mitteminimaalse
vastasmoju-ansatz’i spekuleerimine, mis vajab iildist digsuse kontrolli. Kuna pole kasutatud
diinaamilist esitust, ei saa ka lihtsalt tugineda diinaamiliste vastasmdjude seisukohtadele ning
meetod ei anna ka selget viisi diinaamilisi vastasmdjusid iildistada. Lopuks jadb sisse meele-
valdsus kordaja ¢ madramisel — mitteminimaalseid asendusi saab aga spekuleerida palju, mis
igatiks voib igas sammus tekitada mingi vastuolu nii kalibratsiooniinvariantsuses, kausaalsus,
kitsenduste analiiiisis kui ka kvantteoorias unitaarsuses vdi renormeerimises. Oige tulemus pole

absoluutselt kindel.

Magistritéos on ka mainitud voimalust ndrgendada véljateooria variatsioonilist ehitust, tu-
ginedes mottele, et vilja jaoks ranged seosed tulevad alles massipinnal, mistottu enne voiks
proovida késitleda vélja véértusi soltumatute koordinaatidena. Sel juhul tuleb proovida viltida
triviaalselt diferentsiaalgeomeetria iimberkirjutamist. V3ib-olla viljalaadse (kuid mitte tingimata
igas aegruumi punktis defineeritud) hiiperpinna trajektoori varieerimine kdrgemamaodtmelises
ruumis annab voimaluse selle idee arendamiseks, kuid see nduab muuhulgas liikkumist suunava
potentsiaali vOi jou uurimist (vOib olla on siin vajalik liige, mis kallutab liikumise néiteks aja suun-
da), aga samuti Lorentzi kovariantsuse jne kontrollimist. Eeskuju voib jdlle saada stringiteooriast

(vrd stringi litkkumine ja maailmaleht, worldsheet).

On vaadatud mitut konstruktsiooni, mille matemaatilist tagamaad ei ole tegelikult vajalikus
ulatuses uuritud. Néiteks on pakutud vélja Lie’ algebra véartuseliste siimbolitega pseudodiferent-
siaaloperaatorite konstruktsioon, kuid see nduab rangemat korrektsuse kontrolli. Saaks uurida
niisuguste YDO-de rakendust diferentsiaalvorrandite teoorias, kuid nagu paistab, ka véljaspool
seda, sest seda DO {ildistust sai kasutada geomeetrilise kommutaatorrea analiiiisis. Sellega
seotud oli ka kujutus, mis asendas eksponentsiaalrea 14z + %xQ +...,,geomeetrilise* reaga integ-
raaloperaatoritest 1 + [ da’ + [ da fo dz” + ... Voib uurida selle kujutuse iildistamist, néiteks
Lie’ algebra véartuseliste kommutaatorite juhule, kuid ka muid rakendusi (nt eksponentfunkt-
siooni omadusi) ja algebralist struktuuri (integraaloperaatorite ruumi ehitust jne). Voiks uurida
tapset matemaatilist ehitust, mida kasutavad muudetud korrutised, voi kas hiiperkompleksruumis

saab lihtsustada mittekonservatiivsete vektorvéljade analiiiisi vms.
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Niiliselt hiilgav suhtumine oleks soovitada millegi muuga tegelemist, kas kdrgema spinni
teoorias voi véljaspool seda. Siiski peab arvestama, et kindlasti mitte kdik voimalikud ldhene-
mised ei ole kdesolevas magistritods ammendatud. VOib isegi 6elda, et praecgu esitatud meetodid
on iisna tagasihoidlikud, sest nad ei muuda teooria olemuslikku ehitust, vaid proovivad iiksnes
laiendada tema rakenduspiirkonda. Naiteks ei ole vaadatud koiki voimalusi, kuidas diinaami-
listesse vastasmojudesse tuua kalibratsioonivilja litkumisvorrandeid. Kahjuks ei ole ka ilmne,
milline peaks kalibratsioonivélja diinaamiline eeskiri vélja nigema.

To6s vaadatud madalaspinnilise kooskdla vrrand on kdige sdnasonalisem tdlgendus diinaa-
miliste vastasmojude iildisele kujule, kuid on vaieldav, kas pakutud vorrandit vai konstruktsiooni
saab muuta Maxwelli vorranditega ekvivalentseks. Lisaks ei ole kindlasti ammendatud koiki
kdrgema spinniga seotud uurimiskiisimusi tildiselt — vordlemisi hiljuti ilmunud artiklid [21} [22]]
vihjavad, et probleem vdib olla Rarita-Schwingeri viljade massis voi massimehhanismis (vrd
Higgsi mehhanism standardmudelis). Seega on tiiesti pohjendatud soovitada otsida mond tdiesti
uut meetodit kdrgema spinni probleemide lahendamiseks, mis voib kitsamas vaates aidada ka

diinaamiliste vastasmodjude teooriat jatkata.
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Kokkuvote

Magistritdos on kindlaks tehtud diinaamiliste vastasmdjude teooria olemuslikud probleemid
ning on proovitud palju erinevaid ldhenemisi, mis aga siiski ei anna vajaminevat lahendust just
teooria laiendamise osas, mis on suurim takistus teooria edasiarendamisel. Vaadatud probleemid
on iisna spetsiifilised ning ei ole kahjuks kuigi laialt tuntud ja uuritud, eriti diinaamiliste vas-
tasmojude ideede seisukohast, mistottu ei ole leida kuigipalju muid abimaterjale. Autori enda
pakutud uued ldhenemisteed ei lahendanud kiill neile seatud probleeme, kuid see-eest on vilja
pakutud mitu edasist uurimiskiisimust, mis ei paista veel olevat lahendatud. Kokkuvatlikult 6el-
duna, vaatamata uuritud probleemide lahtisusele, on magistritdoga antud {ilevaade diinaamiliste
vastasmojude teooria olukorrast, kindlaks tehtud pohiprobleemid, pakutud vélja hulk erinevaid
lahendusideesid (mida voib tulevikus kas proovida jitkata voi juba varakult kdrvale jitta) ning

pakutud vélja mitu kiisimust, mida edasi uurida, nii vana teooria piirides kui ka viljaspool.

Voib delda, et magistritdo liks pohitulemustest oli diinaamiliste vastasmojude teooria tapse
olukorra kindlaks tegemine, mida teooria artiklid ei ole kokkuvotlikult sdnastanud ega vastavalt
pole ka lahendusmeetodeid pakkunud. Teoorias on neli pohiprobleemi: teooria on kirja pandud
ainult tugeva EM-taustvilja tasalainelisel erijuhul, temas pole uuritud lagranziaani, ei ole tildise
kooskdla eksplitsiitset tdestust (muuhulgas ainult erikuju teadmise tdttu) ning ei ole selge, kuidas
kalibratsioonivilja litkumisvorrandid ilmuvad teoorias, st teooria on viga spiinoritekeskne. Kui
vihegi tahta diinaamiliste vastasmojude teooriat arendada tdielikuks korgema spinni teooriaks,

on tarvis koigile neile kiisimustele vastata.

Selgus, et lagranziaani probleem on vihemalt pohimdtteliselt diferentsiaalvorrandite dife-
rentsiaalgeomeetrilise teooria abil lahendatav, kuid lagranziaani pole mdtet konstrueerida enne,
kui ei ole lahendatud iildjuhu probleem. On vaadatud teoreemi, mis vihjab, et kvantteoorias
on pohimotteliselt vaja lagranziaani. Kuigi selle rangus tekitab kohklusi ja véljateoreetiline
tildistus pole selge, on mdistlik vihemalt arvata, et kvantteoorias on tarvis viisi, kuidas vajadusel
iseloomustada liitkumist véljaspool massipinda.

Sama moodi pole teooria tegelik kooksdla teada enne, kui pole selgeid iildjuhulisi ennustusi.
Vilja pakutud madalaspinnilise kooskdla vOrrand aga vihjab, et diinaamiliste vastasmdjude
seisukohtadesse peab suhtuma ettevaatlikult, sest selle kooskola vorrandi lahendamisel on Rarita-

Schwingeri ja Diraci vorrandi sarnasuse tottu voimalik genereerida minimaalne interaktsioon ka
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kdrgema spinni juhul. See tdhendab, et teooria kooskdla peab tingimata kontrollima ka tildjuhul.
Tahtsaim iilesanne on aga iildistada teooria véljaspoole tasalainelise taustvilja erijuhtu. Ilma
selleta pole voimalikki, et diinaamilised vastasmdjud tegelikult annavad tiieliku kdrgema spinni
teooria. Selle kiisimuse lahendamiseks pakuti vilja diinaamiliste vastasmdjude madalaspinnilise
kooskdla vorrand, mille lahendit v3iks proovida iildistada kdrgema spinni juhule. Kahjuks selle
vorrandi lahendamine osutus véga keeruliseks: ei Sylvesteri vorrandi, Wilsoni joonte (milleni saab
jouda ka diinaamiliste vastasmdjude teooria enda seisukohti tdlgendades), mitmevaartuseliste
funktsioonide vdi pseudodiferentsiaaloperaatorite teooria ei andnud lahendust. Suuremad muu-
tused vorrandite ehituses (nditeks osatuletiste asendamine 16pppunkti tuletistega) nduaksid kas
valjateooria kapitaalset {imbertegemist, mis voib iildsegi ebadnnestuda, voi tekitaksid kooskola-
ja tolgendusprobleeme juurde. Paljuski on probleemi keerukuse pohjus selles, et tildkujulise
operaatori leidmine tdhendab iihtlasi interaktsioonidega Diraci vorrandi iildlahendi leidmist.
T66 kdigus pakuti vilja uusi konstruktsioone (nditeks WDO-de siimboli ildistamine), aren-
dussuundasid (néiteks hiiperpindade varieerimisest tulenev viljateooria voi interaktsioonidega
Diraci vorrandi lahendamine mitmevaartuseliste funktsioonide abil). Pakuti vilja konkreetseid
kiisimusi, mida saaks edasi uurida. Néiteks diinaamiliste vastasmdjude enda piirides saaks uuri-
da lainepakettide deformeerumist laservéljas liikumisel. Pooliku kvantteooria saaks arendada
tugeva vilja kvantelektrodiinaamika eeskujul, kuid ei ole kindel, kuidas peaksid vélja ndgema
kiirguslikud héiritused. Volkovi lahendit voiks uurida nditeks kdveras aegruumis. Ka proovitud
meetodeid saaks huvi korral edasi uurida, nditeks vaadates Lie’ algebra vdirtuseliste siimbolitega
UDO-de matemaatiliste teooriat vdi eksponentrea teisendamist geomeetriliseks reaks.
Vaatamata sellele, et magistritdos on tépsustatud, selgitatud ja proovitud lahendada diinaa-
miliste vastasmojude teooria pohiprobleeme, on need kiisimused endiselt lahtised, mis jdtab
pessimistliku vaate teooria osas. Arvestades iildise korgema spinni teooria enda teoreetilist ja
eksperimentaalset seisu, tekivad samuti kahtlused korgema spinni teooria tuleviku osas. Siiski ei
oleks tdielik loobumine voib-olla dige ldhenemine: see jitaks probleemi mdlemal juhul lahtiseks,
vastamata korgema spinniga osakeste ja teooriate olemasolu, tarvilikkuse voi voimalikkuse kiisi-
musele. Uks kindel jireldus on, et diinaamiliste vastasmdjude probleemid kitsamalt ja kdrgema
spinni kiisimused {tildiselt vajavad mingit uut l1dhenemist, mis autori arvates peaks jatkamiseks
olema pohimotteliselt uus. Kdik 1dhenemised ei ole veel ammendatud, isegi selles magistritoos
on pakutud mitu uut varianti. Autor loodab, et kdesolev magistrit66 vihemalt annab iilevaate
diinaamiliste vastasmdjude teooria olemuslikest kiisimustest. Proovitud meetodite ning saadud

tulemuste kasulikkus, vajalikkus ja olulisus jadb iiksnes tuleviku otsustada.
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